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Resumo

Por 150 anos, os truques de trés pecas t€m sido a estrutura padrdo para o suporte de eixos e
suspensoes de trens de carga em diversos paises. Embora sua robustez e facilidade de
manuten¢do tenham conservado, em linhas gerais, a disposi¢c@o e projeto dos componentes, novos
requerimentos de carga e velocidade dos trens vém mudando a forma como os projetistas
enxergam o truque. Especial atenc¢do tem sido dada ao modelo matematico da cunha de atrito, a
peca fundida que € responsavel pelo amortecimento dos vagdes. A cunha de atrito promove a
dissipacdo da energia mecanica por meio de contato de atrito seco com outros componentes do
vagdo. Devido as altas forcas normais desenvolvidas nas superficies de contato com
caracteristicas nao suaves e, em geral, ndo lineares de atrito, as equacdes que regem 0 movimento
da suspensdo tornam-se de resolucdo dificil e surgem fendmenos como o de adesdo-
escorregamento € o comportamento cadtico tipico de osciladores autoexcitados. O presente
trabalho tem como objetivo propor o uso de algoritmos de solucdo de problemas de
complementaridade linear para resolver as forgcas de contato entre os corpos, visando a
aprofundar a discussio sobre os modelos adotados para a cunha de atrito. Os resultados obtidos
mostram que € possivel modelar as for¢as de contato desse sistema utilizando um problema de
complementaridade linear e que essa abordagem é, sob certas condi¢des, mais eficiente do que o

método das penalidades, normalmente aplicado para a resolu¢ao de problemas de contato.

Palavras Chave
- Dinamica de veiculos ferrovidrios, problema de complementaridade linear, sistemas

multicorpos, contato entre corpos rigidos
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Abstract

For about 150 years now, three-piece trucks have been the standard axis’ and suspensions’
subframe used in freight railroad cars. The toughness and low maintenance costs of this system
worked to maintain its basic design almost unchanged, but new requirements for loads and speed
for freight cars are changing the way designers see the three-piece truck. Among the many
interesting components of the three-piece truck, the friction wedge is getting some attention. The
friction wedge is the main damping element in three-piece trucks and acts to dissipate mechanical
energy via highly stiff contacts with friction. Due to the non-smooth and non-linear nature of
frictional efforts, the equations of motion of the three-piece trucks become very awkward to deal
with. Interesting phenomena of stick-slip, bifurcations, and limit cycle, typical of friction
oscillators appear to some extent under normal operation. This work’s main objective is to
propose a new approach based on complementarity problems, used to solve for contact forces, to
further extend the discussion on wedge dampers models. Results show that it is possible to model
the problem using the linear complementarity problem and that, in some situations, this can be
even more computationally efficient than the usual approach to solve contact problems: the

penalty method.

Key Words
- Railway vehicle dynamics, linear complementarity problems, multibody systems, contact

between rigid bodies
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1. INTRODUCAO

As ferrovias foram o primeiro meio de transporte de massas de alta velocidade que a
humanidade desenvolveu. Em todo mundo, a estrada de ferro virou um marco iconografico do
imagindrio popular que ainda hoje € associado, pelo menos de maneira subjetiva, ao
vanguardismo do progresso e ao desbravamento de novas fronteiras territoriais. Essa imagem
formada é mais do que justificada pelo papel que as ferrovias representaram na integracdo
nacional e, de maneira particularmente relevante nas Américas, na expansao territorial de uma

série de paises.

As primeiras manifestacdes de transporte por meio de veiculos guiados por trilhos, por
estranho que possa parecer, datam das antigas estradas romanas e gregas (Lewis, 2001) que eram
sulcadas para facilitar a rodagem das carrocas e que transportavam tanto produtos como pessoas
por trechos das estradas em que a estabilidade longitudinal era dificultada pelas condi¢des do
terreno. Durante a Idade Média, com a retragdo do comércio, o conceito de transporte por meio
de veiculos guiados caiu em desuso e, estima-se, s6 foi retomado na regido da Alemanha no

inicio da Idade Moderna (Figura 1.1).

Figura 1.1. Fragmento de gravura do livro De re metallica (Agricola, 1912) que ilustra um método de

transporte de minério empregado na Europa durante o séc. XVI.



Datam do inicio do inicio do séc. XVII as primeiras vias funiculares, que foram muito
populares antes da invencdo da mdaquina a vapor. Esses equipamentos eram utilizados para
executar a subida e descida de montanhas e morros e funcionavam da seguinte maneira: dois
vagonetes eram montados em trilhos paralelos e presos um ao outro por uma corda ou corrente;
os dois moviam-se em sentidos opostos, de maneira que, quando um estava descendo, o outro
estava subindo. Dessa forma, havia um aproveitamento da energia potencial dos vagoes,
reduzindo a necessidade de uma fonte externa que, em muitos casos, era fluvial ou animal. O
estado de Sao Paulo possui um dos mais bem preservados sistemas funiculares do mundo, que foi
operado pela Sao Paulo Railway e funcionou até meados da 1980. Atualmente o sistema

encontra-se aberto para visitacdo turistica no municipio de Paranapiacaba.

Durante o séc. XVIII, inovagdes tecnoldgicas prepararam o cendrio para a explosdo das
ferrovias que ocorreria durante o século seguinte. De acordo com Lessa (1993), a expansdo
ferrovidria explosiva que ocorreu no séc. XIX foi uma necessidade imposta ao recém nascido
sistema capitalista: a revolucdo industrial criou uma grande oferta de produtos, mas a
infraestrutura de distribui¢do desses bens ndo atendia aos anseios do mercado consumidor. As
estradas de ferro, na época o meio de transporte mais veloz e com maior capacidade de carga,
foram a resposta para o problema da distribui¢ao e, além disso, ajudaram a espalhar por regides

pouco habitadas o modo de vida que comecava a surgir nas cidades maiores.

1.1. Situacao das estradas de ferro no Brasil

No Brasil, a implantacdo das estradas de ferro deu-se, segundo dados da Associagcdo
Brasileira de Preservagao Ferrovidria, a partir de 1854, quando o Bardo de Maud criou a Estrada
de Ferro de Petrépolis. Enquanto no Estado do Rio de Janeiro a expansdo ferrovidria ocorreu por
iniciativa do governo imperial, principalmente com o intuito de transportar passageiros, em Sao
Paulo a economia cafeeira impulsionou a criagdo da Sao Paulo Railway (SPR), que ligava Jundiai
ao porto de Santos. Para escoar a produgao desde os produtores residentes no interior de Sao

Paulo até o terminal da SPR em Jundiai, diversas estradas férreas secundarias foram criadas com

2



capital privado e, normalmente, com assisténcia técnica britanica. Por meio de compras e fusoes,
as pequenas companhias que administravam os ramais da SPR deram origem a Estrada de Ferro
Sorocabana e a Estrada de Ferro Mogiana, entre outras. A malha ferrovidria nacional estendeu-se,

entdo, a partir do eixo Rio-Sao Paulo.

O desenvolvimento das companhias férreas no Brasil durante o século passado foi marcado
pelo auge e pela decadéncia desse meio de transporte no pais. No comeco do séc. XX as ferrovias
eram o simbolo do crescimento econdmico nacional e, em particular, da ascensao de Sao Paulo e
Minas Gerais como pélos de riqueza. A partir da década de 1950 os incentivos estatais a criacdao
de rodovias e instalacdo de montadoras de veiculos rodovidrios fizeram com que o sistema
ferroviario fosse pouco a pouco sendo abandonado, como bem relata Stefani (2007). Durante o
periodo de ocaso da malha ferrovidria nacional (entre 1950 e 2000), a Companhia Vale do Rio
Doce (CVRD) aparece como uma das principais mantenedoras de sistemas de estradas de ferro,
também pela sua necessidade de transportar grandes quantidades de minérios por regides pouco
habitadas do pafs. Dados do Departamento Nacional de Infraestrutura de Transportes (DNIT)
revelam que houve, apenas na década de 1980, uma queda de 80% nos investimentos na Rede
Ferroviaria Federal S.A. (RFFSA). A Ferrovias Paulistas S.A. (FEPASA), companhia que

unificou as cinco principais ferrovias paulistas, ndo passava por situa¢do melhor.

A opcdo brasileira de privilegiar o transporte rodovidrio em detrimento do ferrovidrio e
hidrovidrio mostrava-se, ja no inicio da década de 1990, como um entrave ao desenvolvimento
econdmico do pais. Os problemas identificados nessa época tornaram-se cada vez mais graves e
evidentes durante o crescimento experimentado nos anos pdés Plano Real (1994). Em 2007, a
precariedade dos modais de transporte no pais contribuiu para que os custos com logistica no

Brasil representassem 20% do PIB, um dos maiores indices do mundo.

Buscando reativar a malha férrea, a RFFSA foi incluida no Plano Nacional de
Desestatizacdo. A Tabela 1.1 resume o processo de privatiza¢do das componentes da RFFSA. Por
ocasido da privatizacdo da CVRD, em 1997, o governo federal cedeu a essa empresa os direitos
de uso e as obrigacdes de manutencdo da Estrada de Ferro Vitéria a Minas e da Estrada de Ferro

Carajas.



Tabela 1.1. Dados das privatizacoes das principais estradas de ferro pertencentes a RFFSA (Fonte:

Departamento Nacional de Infraestrutura de Transportes).

Malha regional Data do leilao Concessionaria (I);ic:;;;z Ex(tl::::sﬁo
Oeste 05/03/1996 Ferrovia Novoeste S.A. 01/07/1996 1621
Centro-Leste 14/06/1996 Ferrovia Centro-Atlantica S.A. 01/09/1996 7080
Sudeste 20/09/1996 MRS Logistica S.A. 02/12/1996 1674
Nordeste 18/07/1997 Cia. Ferrovidria do Nordeste 01/01/1998 4534
Sul 13/12/1998 América Latina Logistica S/A 01/03/1997 6586
Paulista 10/11/1998 FERROBAN S.A. 01/01/1999 4236

O decénio 1997-2007 viu a retomada dos investimentos na malha ferrovidria, que passaram
de R$ 35 milhdes em 1997 para R$ 2,69 bilhdes em 2007 (ANTT, 2007) sendo que, desse
montante, cerca de 40% foi investido em material rodante, ou, em outras palavras, em
equipamentos méveis, como locomotivas e vagdes. No mesmo periodo, a producdo de transportes

de carga nacional cresceu aproximadamente 85%, de 138 x 10° ton-km para 257 x 10° ton-km'.

O Plano Nacional de Logistica e Transportes (PNLT), elaborado pelo Ministério dos
Transportes em 2007, recomendou que deveriam ser investidos, até 2023, mais de R$ 50 bilhdes
de reais na malha ferrovidaria como uma forma de diversificar e flexibilizar a matriz de transportes
brasileira, o que inclui a criacdo de novas estradas de ferro e a interligacdo de troncos ja

existentes.

1.2. Tecnologia de transporte de cargas

O grande salto tecnoldgico das vias férreas, no entanto, ocorreu da metade para o final do

séc. XVIIIL. Por volta de 1760, companhias férreas inglesas comecaram a substituir os trilhos de

" ton-km = tonelada quilometro dtil. E um indice de desempenho de estradas de ferro que consiste da multiplicagio
da massa de produtos transportados pela quantidade de quildmetros rodados durante um ano.
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madeira, utilizados até entdo, por pecas fabricadas em aco forjado. Isso reduziu o desgaste dos
trilhos e permitiu aumentar a carga liquida transportada. Em 1784, James Watt patenteou o
primeiro esbo¢o de uma locomotiva a vapor, idealizada a partir de aperfeicoamentos do motor a
vapor. Cerca de uma década mais tarde, as rodas ferrovidrias, que tinham formatos variados, mas,
em geral eram cilindricas ou levemente cOnicas, comecaram a ser substituidas pelas rodas
flangeadas, que apresentam indiscutiveis vantagens para a dindmica lateral dos vagdes, pois
permitem forgas laterais muito maiores. O estudo da interacdo entre roda e trilho €, ainda hoje,
objeto de muita pesquisa devido a natureza nido linear e transitéria das for¢as de contato. Além
disso, sabe-se que o desgaste das pecas causa alteracdes importantes nas superficies de atrito que

acabam por modificar as especificacdes de projeto.

No inicio do séc. XIX, Richard Tevithick construiu o primeiro protétipo do que viria a ser a
locomotiva a vapor e, alguns anos mais tarde, em 1825, foi fundada na Inglaterra a primeira
fabrica de locomotivas do mundo, a Robert Stephenson & Co. Ao final do séc. XIX j4 existiam

diversas locomotivas elétricas e, em pouco tempo, o padrdo Diesel seria adotado.

Apesar da expansdo ferrovidria ter ocorrido de maneira quase concomitante nas diversas
regides do globo, as particularidades economicas de cada pais fizeram com que o tipo de
suspensdo ferrovidria para cargas variasse, de modo que se estabeleceu uma separagdo clara entre

os vagoes de carga europeus e americanos.

O projeto especifico depende das necessidades de cada tipo de produto transportado, mas
nos EUA, China, Russia, Australia, Brasil e boa parte da América Latina, os vagdes de carga em
geral sao sustentados por dois conjuntos mecanicos de suspensdes chamados de truque de trés
partes (TTP). Essa denominacdo deve-se aos trés componentes (duas laterais e a travessa) que

formam a moldura responsavel pela posicao dos eixos e sustentacdo de uma metade do vagao.

Conforme salienta Hawthorne (1996), chamar o truque de trés pecas por esse nome pode
levar a conclusdes indevidas, pois ele € composto por muito mais de trés partes. Componentes de
suspensdo, freios, eixos, rolamentos, placas de desgaste e sistemas de estercamento auxiliar sdo
também montados no truque de trés partes. Todos esses subsistemas citados apresentam variacoes

que acompanham as necessidades dos vagdes e das vias em que eles estdo instalados. Ainda



assim, a configuracdo bdsica dos TTPs foi estabelecida ha mais de 150 anos e sofreu poucas

modificagdes desde entdo.

Esta dissertacdo tem como foco principal uma das modificacdes mais importantes que
foram incorporadas ao truque de trés pecas no séc. XX: a cunha de atrito. Essa peca, de uma
simplicidade mecanica surpreendente, foi introduzida em 1935 pela Standard Car Truck
Company em resposta a necessidade cada vez maior de promover a dissipacdo da energia de
vibragdes induzidas pelas irregularidades dos trilhos, pois as velocidades de trafego ferroviario

estavam aumentando, junto com a carga transportada por eixo.

1.3. Definicao do problema

As cunhas de atrito estdo, portanto, ha cerca de 80 anos sendo utilizadas no amortecimento
de trens de carga de diversas partes do mundo. Ainda hoje, seus efeitos sobre o comportamento
dinamico do veiculo ndo sao totalmente compreendidos. O mecanismo de dissipacdo de energia
empregado nesse tipo de suspensdo deve-se ao desenvolvimento de forcas de contato de grande
intensidade nas superficies dos componentes. Essa dependéncia de esforcos de contato - atrito e
normal - introduz descontinuidades e ndo linearidades que escapam aos tratamentos de
linearizacdo e que, portanto, s6 podem ser estudados por meio de solugdes numéricas
aproximadas, geralmente resultantes da solu¢do de um problema de valores iniciais de um

sistema rigido de equagdes diferenciais ordindrias.

Até pouco tempo atrds, a utilizacdo de técnicas de projeto baseadas em anélises
computacionais estruturais (elementos finitos e similares) e dindmicas (multicorpos) era quase
que restrita as inddstrias automobilistica e aeroespacial, nas quais o volume de producdo, os
requerimentos de segurancas, os altos custos de fabricagdo ou uma combinacdo desses trés
fatores tornaram obrigatério o desenvolvimento de técnicas mais avangadas. Segundo Evans e
Berg (2009), o inicio das pesquisas em técnicas computacionais no ramo ferrovidrio deu-se por
volta de 1960, ainda como uma forma de procurar validar as hipdteses utilizadas até entdo no

projeto de veiculos desse modal. A medida que a confiabilidade dos resultados cresceu e eles
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tornaram-se mais proximos dos dados experimentais, as empresas comecaram a adotar técnicas
de sistemas multicorpos. Inicialmente foram utilizadas para o projeto de trens de passageiros, nos
quais questdes ligadas as vibracdes afetam muito diretamente a percep¢ao que o mercado tem

sobre a qualidade de um determinado produto.

O transporte de cargas, em particular na América, demorou um pouco mais para entrar na
era do VPD ("virtual product development"). O aumento gradual da velocidade das ferrovias, o
crescimento da carga transportada e as pressdes econdmicas fizeram com que os fabricantes de
sistemas de suspensao ferrovidrias voltassem sua atencdo para métodos mais eficientes e baratos
de desenvolver seus produtos. O uso de ferramentas de simulacdo trouxe uma série de vantagens,
nao sé no sentido de reducdo de custos como também no de melhorias na qualidade do produto.
Note-se, por exemplo, a quantidade de novos tipos de cunha de atrito que vém sendo propostas ao
longo das ultimas duas décadas, sem falar nos trabalhos relacionados ao desgaste de material

rodante, novos desenhos de ampara balancos, adaptadores e componentes estruturais do truque

(Hawthorne, 1996).

Como o desenvolvimento de softwares dedicados ao transporte de cargas seguiu-se ao de
passageiros, boa parte da tecnologia acabou sendo herdada e diversos componentes especificos
para vagdes cargueiros ndo possuem ainda uma modelagem adequada. Entre esses componentes,
encontra-se a cunha de atrito e, pensando de uma maneira mais geral, a suspensdo secundaria
como um todo. Os algoritmos dedicados a solu¢do de problemas da dindmica dos veiculos
ferrovidrios de carga em geral adotam modelos simplificados como o exibido pela Figura 1.2, em
que a suspensdo secundaria € reduzida a uma mola linear em série com um amortecedor de atrito,
ao qual € aplicada uma forca F varidvel (Xia et al., 2006). Esses modelos podem variar em
complexidade, mas em geral ttm como objetivo simplificar a0 méximo o sisttma como uma
forma de reduzir custos de computagdo, visto que os métodos de cédlculo de forcas de contato
envolvem processos computacionais mais dispendiosos. Os efeitos dessas simplificacdes no
comportamento geral do trem ndo € tdo notado, o que as justifica em alguns casos. No entanto,

estudos mais profundos sobre o desenvolvimento das suspensdes ficam limitados e, por isso, €

necessario desenvolver modelos mais complexos.



TRAVESSA

Cunha de atrito

F

Molas

LATERAL

Figura 1.2 Modelo simplificado da suspensio secundaria.

1.4. Objetivo

O objetivo desta dissertacao € desenvolver um modelo para a suspensdo secundéria que
permita o calculo das forcas de contato entre as superficies dos componentes da suspensao. O
algoritmo de cdlculo é baseado na formulagdo de contato como um problema de
complementaridade linear (PCL), que pode ser resolvido por rotinas de pivotamento. O modelo
aproxima o comportamento dindmico da suspensdo secunddria sem incorrer em custos
computacionais elevados, o que permite sua incorporagdo em um ambiente de simulacdo

multicorpos, como os que usualmente sdo empregados nas anélises de veiculos ferrovidrios.



2. CONCEITOS BASICOS E REVISAO DA LITERATURA

Este capitulo apresenta uma revisdao concisa dos aspectos tedricos necessarios ao
desenvolvimento do trabalho. As Secdes 2.1 e 2.2 apresentam a descri¢ao do sistema fisico que é
o centro de atengOes desta dissertacdo: o truque de trés pecgas. Atencdo especial € dada a cunha de
atrito, principal responsdvel pela dissipacdo de energia mecanica na suspensido de veiculos
ferrovidrios de carga. Na Secdo 2.3, sdo retomados conceitos basicos da dinadmica dos corpos
rigidos: sistemas de coordenadas e referenciais, matrizes de rotagdo, equacdes de movimento de
Newton-Euler. Esse assunto € estendido a Secdo 2.4, na qual sdo dadas explicagdes sobre o
aparecimento e andlise de uma categoria bem especifica de vibracdes: as oscilagdes
autoexcitadas. Problemas de complementaridade linear, um importante ramo de estudo da
matemadtica computacional, sdo brevemente abordados na Secdo 2.5. As Secdes seguintes, 2.6 e
2.6.2, mostram como € possivel descrever uma restricdo de contato mecanico por meio de um

problema de complementaridade linear.

2.1. O truque de trés pecas

Apesar da expansdo ferrovidria ter ocorrido de maneira quase concomitante nas diversas
regides do globo, as particularidades econdmicas de cada pais fizeram com que o tipo de
suspensao ferrovidria para cargas variasse, de modo que se estabeleceu uma distin¢do clara entre
os vagdes de carga europeus e americanos. Enquanto na Europa o uso de suspensdes mais
sofisticadas, com molas a ar e sistemas secunddrios e primdrios integrados (Figura 2.1a) é
comum, nas Américas, China, paises da Federacdo Russa e Austrdlia, a configuragdo tradicional
do truque de trés pecas (Figura 2.1b) continua sendo a mais encontrada. Em geral, cada vagao da
composi¢ao € suportado por dois truques, responsaveis por toda a interagao veiculo-via. A Figura
2.2 mostra esse sistema evidenciando, ainda, os sistemas de coordenadas geralmente adotados no

estudo da dindmica do vagdo. O eixo x é chamado longitudinal e os movimentos de rotagdo ao

9



seu redor sao movimentos de rolagem (roll); o eixo y € lateral e as rotagdes ao seu redor sio
movimentos de arfagem (pitch); o eixo z € vertical para cima e as respectivas rotagdes sao
conhecidas como guinadas (yaw). Cada truque também tem seu proprio sistema de coordenadas,

que € paralelo ao do vagdo na posi¢do de montagem, mas que se move soliddrio a travessa.

TRAVESSA-

QUADRO
LATERAL

(a) (b)

Figura 2.1. (a) Truque com suspensiao a ar (Continental AG, Alemanha) e (b) truque de trés pecas com cunha

de atrito (Standard Car Truck Co., EUA)

Figura 2.2. Vagao de carga tipico e sistemas de coordenadas adotados no estudo da dinamica veicular.

O truque de trés pegas apresenta basicamente a mesma estrutura hd cerca de 150 anos. As
trés pecas a que o nome se refere sdo: os dois quadros laterais e a travessa, que formam a

estrutura em forma de H (também conhecida como aranha) ilustrada na Figura 2.1b e que serve
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de moldura para a montagem dos outros elementos que formam o truque. Essas trés pecas basicas
sdo geralmente fabricadas em ferro ou aco fundido e apresentam grande durabilidade. As laterais
sdo conectadas aos mancais dos eixos por meio de pegas conhecidas como adaptadores, que
também sdo fabricadas em ferro ou aco fundido, Figura 2.3. Quando o truque entra em uma
curva, forcas laterais forcam os eixos a deixarem de ser paralelos, garantindo a correta inscricdao
na manobra. Esse movimento gera grandes forcas de contato entre trilhos e rodas que sdo
transmitidas as laterais por meio de placas de desgaste que ficam posicionadas sobre os
adaptadores. A transmissdo de forcas faz com que ocorra o desalinhamento da aranha do truque
em um fendmeno conhecido como wraping. Os adaptadores também tém um papel na dindmica
vertical, fazendo parte da suspensdo primdria do truque: sua alta rigidez favorece a resposta a
excitacoes de alta frequéncia que sao filtradas pela suspensao secundéria.

Lateral

Cunha de atrito

Travessa

| v/'//’ ) \
| \‘
Molas da

travessa

Figura 2.3. Vista lateral do truque evidenciando a suspensao secundaria.

A suspensdo secunddria do truque € composta, geralmente, por varias molas e por dois
amortecedores (cunhas) de atrito. As molas sdo montadas diretamente sobre uma plataforma
fundida na prépria lateral, chamada bergo, e suportam a carga da travessa, além de pressionarem
as cunhas contra as superficies da lateral e da travessa. Na interface de contato entre cunha e
lateral também € usual montar-se uma placa de desgaste, pois nessa superficie os deslocamentos
relativos entre os componentes sdo maiores (pois o angulo da cunha € menor). As placas sdo
trocadas periodicamente, assim como as cunhas, para evitar que o sistema perca suas

caracteristicas de amortecimento.
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Quanto a disposi¢do fisica de molas e cunhas, sdo duas as configuracdes mais comuns em
uso. A suspensdo de amortecimento varidvel, também conhecida como Barber (Figura 2.4a),
apresenta nove grupos de molas sendo que sete sustentam a travessa e duas, as cunhas. As molas
das cunhas sdo ligadas diretamente ao berco da lateral e, portanto, nessa configuracdo a pressao
de contato que a cunha exerce sobre as superficies da travessa e da lateral varia com o
carregamento € com o curso da suspensdo. Esse fato faz com que cargas maiores sejam mais
amortecidas. No arranjo Barber para truques que transportam cargas com massas variadas (graos
ou minérios, por exemplo), geralmente as molas empregadas no suporte da travessa para esse tipo
de suspensdo sdo compostas por trés espiras em paralelo, com rigidezes e comprimentos livres
diferentes. Em trens que transportam cargas especialmente altas, podem ser empregadas molas

compostas também no suporte das cunhas.

A outra configuracdo de suspensdo secunddria, conhecida por ride control (Figura 2.4b)
apresenta amortecimento aproximadamente independente da carga do vagdo. Nesse caso, a cunha
fica posicionada dentro de uma cavidade da travessa, que € totalmente apoiada sobre as molas de
suspensdo. Cada cunha possui uma pequena mola que fica comprimida entre ela e a travessa e
que tem como objetivo principal compensar o desgaste natural do componente, mantendo a

pressdo de contato e, portanto, 0 amortecimento.

Suspensdo Barber Suspensao tipo "ride control"
(pressdo de contato variavel) (pressao constante)

(a) (b)

Figura 2.4. Supensdes secundarias tipo (a) Barber e (b) ride control.

Seja na configuragdo Barber ou na ride control, a suspensdo secunddria trabalha, ainda,

com movimentos limitados de arfagem e de guinada. De fato, a disposi¢ao das molas ao longo de
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todo o sentido longitudinal da travessa indica alta rigidez ao redor do eixo y, o que contribui
para determinar o comportamento de arfagem do vagdo como um todo. As rotagdes da travessa
ao longo desse eixo provocam deslizamentos locais nas superficies de contato das cunhas e,
consequentemente, o movimento também ¢é amortecido. O sistema, entdo, apesar de
mecanicamente simples, apresenta uma grande riqueza de possiveis movimentos, todos acoplados

e com presenca de elementos ndo lineares.
2.2. Cunbhas de atrito

Um dos componentes mais interessantes do truque de trés pecas também ja é utilizado ha
muito tempo e sua forma geral também pouco mudou durante esse periodo: trata-se da cunha de

atrito. A Figura 2.5 traz quatro exemplares de cunhas de atrito para diferentes aplicacdes.

Em 1935, a velocidade de deslocamento dos trens de carga evidenciou a necessidade de
aumentar o amortecimento na resposta do truque de trés pecas da época, que até entdo tinha
apenas a histerese das molas e o contato entre partes da travessa e dos membros laterais para
impor a dissipag@o de energia. A Standard Car Truck Company introduziu, entdo, cunhas de ferro
fundido em uma cavidade da travessa para que os movimentos da base do truque fossem
amortecidos pelas forcas de atrito geradas nas interfaces (Hawthorne, 1996). A Figura 2.6
apresenta a vista lateral do truque mostrando a posi¢@o da cunha de atrito.

Cunha Cunha Cunha com superficie

de ferro dividida elastomérica
- =,

_a

P

Figura 2.5. Alguns tipos de cunhas de atrito tipo Barber (Standard Car Truck Co.). O primeiro modelo, de

ferro fundido, é o mais tradicional. Os outros trés sio resultado de desenvolvimentos mais recentes.
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Apesar de ser um componente de projeto antigo, os efeitos da cunha de atrito na resposta
dindmica da suspensdo dos trens de carga ainda ndo sdo completamente compreendidos. As
forgas de contato atuantes nas superficies de interface cunha-travessa-lateral sdo de natureza nao
linear e, como o atrito é do tipo seco, também descontinuas (ndo suaves). Além disso, o
coeficiente de atrito depende de fatores dificeis de serem controlados e simulados, como o
desgaste das superficies, temperatura de operacdo e das caracteristicas de deformacao superficial
dos materiais. Some-se a isso o fato de sistemas ndo lineares externamente excitados
apresentarem, sob certos regimes de operacdo, caracteristicas ndo periddicas de resposta e que,

além de tudo, sdo altamente sensiveis as condi¢des iniciais.

Travessa \

Quadro

lateral Cunha

\ Conjunto de
Conjunto de / molas da

molas da cunha

travessa

Figura 2.6. Vista lateral do truque, mostrando os componentes da suspensao secundaria tipo Barber.

O desenvolvimento dos computadores e a adequacdo das teorias de dinamica de sistemas
mecanicos a solucdo numérica tornaram possivel, nos ultimos 20 anos, o estudo detalhado de
fendmenos ndo lineares, como 0s que ocorrem nos movimentos da suspensdo secunddria do
truque de trés pecas. As transformacdes no transporte ferrovidrio, especialmente no sentido do
aumento de cargas por eixo e velocidade de translacdo - acompanhadas por mudangas no perfil
das rodas, que alteraram o comportamento dinimico em curvas -, t¢tm fomentado o aparecimento
de novos trabalhos que buscam aperfeicoar os modelos existentes para a cunha. As cunhas

bipartidas e com superficies de atrito poliméricas, mostradas na Figura 2.5, sdo um dos resultados
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desses desenvolvimentos recentes e t€m caracteristicas aprimoradas de desempenho em inscri¢do

de curvas (bipartidas) e amortecimento (poliméricas).

2.3. Dinamica de sistemas de corpos rigidos

A dinamica dos sistemas mecanicos costuma dividir-se em dois grandes ramos de estudo. A
cinematica, o primeiro desses ramos, trata do movimento dos corpos sem levar em consideracdo
as forcas que impdem esse movimento ao corpo. A cinética complementa a cinemdtica ao
procurar entender como as forgas aplicadas externamente ao corpo e aplicadas pelas restricoes
geram o movimento do corpo. A andlise cinemdtica das aceleracdes de um sistema permite a

formulacao das equacdes cinemdticas de movimento.

O estudo de sistemas mecanicos simples, como um péndulo simples ou um sistema massa-
mola-amortecedor € bastante intuitivo, pois 0os movimentos possiveis sdo bastante restritos. No
entanto, quando trés, quatro, cinco, ou mais corpos estdo interagindo, é necessdrio mais
embasamento matemdtico do que capacidade de visualizacdo dos movimentos, ainda que essa
capacidade seja indispensédvel na andlise dos resultados. E preciso, acima de tudo, compreender
as nocdes de movimento relativo entre os corpos € como representar os vetores segundo

diferentes referenciais.

Kane e Levinson (1985) propdem uma diferenciacdo clara entre os conceitos de referencial
e sistema de coordenadas, que normalmente sdo entendidos como expressdes intercambidveis.
Um referencial, como o préprio nome sugere, € alguma entidade fisica que sirva como referéncia
para o movimento de algum ponto. Um sistema de coordenadas é uma maneira matematica de
descrever os movimentos que sdo vistos por um determinado referencial e usualmente é
composto por uma trinca de eixos ortogonais cuja origem coincide com algum ponto de interesse.
Fazendo uma analogia, o referencial representaria a interpretacdo que uma pessoa especifica tem
de uma informagdo, enquanto o sistema de coordenadas representaria 0 meio com que essa

pessoa transmite essa informagao. Pessoas diferentes podem ter interpretacdes diferentes de uma
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mesma informacdo assim como referenciais diferentes enxergam posicoes, velocidades e

aceleracdes de um mesmo ponto de maneiras diferentes.

A escolha de referenciais e sistemas de coordenadas adequados pode facilitar o estudo do
problema em questdo ao subdividir movimentos complexos em uma série de movimentos mais
simples. Na dinamica de sistemas multicorpos, em que o foco € eminentemente computacional,
nem sempre € possivel escolher os referenciais mais adequados e costuma-se adotar um
referencial fixo - chamado de inercial - e pelo menos um referencial mével para cada corpo fixo

ao centro de massa. Outros referenciais podem ser adotados conforme for conveniente.

No restante deste texto, os vetores posicdo absoluta de pontos em relacdo a origem do

sistema inercial serdo indicados por kri j» em que o subscrito {e};; indica o ponto P;j,

pertencente ao corpo K;, e o sobrescrito “{®} mostra que o vetor estd escrito como uma

combinacdo linear dos versores de um certo sistema de coordenadas /. Caso o vetor de interesse
seja uma posicdo relativa, entdo serd indicado por * p;;, com i, j e k respeitando as mesmas

convengdes adotadas para a posicdo absoluta. A omissdo do sobrescrito “{®} indica que o vetor

estd representado no sistema inercial de coordenadas.

No espaco tridimensional, a posicdo de um ponto pode ser representada em termos de trés
coordenadas, sejam elas retangulares (cartesianas), cilindricas, ou esféricas. Isso equivale a dizer
que a configuragcdo de um sistema composto por uma Unica massa pontual pode ser descrita por

meio de um vetor r em R°:

y= lxl X le
em que x', x* e x° sdo as projecdes do vetor r em trés eixos arbitrarios ndo paralelos (mas, a

principio, ndo necessariamente triortogonais, como o sistema cartesiano).

Os corpos rigidos, por sua vez, podem ser vistos como um conjunto de infinitos pontos
materiais e sua configuracdo espacial em um dado instante pode, entdo, ser dada por infinitos
vetores posi¢do r; (i = 1,...). Esse tipo de representagcdo apresenta desvantagens dbvias quando se

percebe a enorme quantidade de varidveis envolvidas. O que Euler percebeu € que, do referencial
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do préprio corpo rigido, a linha que une dois pontos distintos sempre estard no mesmo lugar, pois
a posi¢do relativa entre os pontos € constante (hipdtese de corpo rigido). Para um observador
externo, no entanto, a medida que o corpo gira no espago, essa linha mudaréd de orientagdo, mas
seu comprimento permanecera alterado. A partir desse raciocinio, pode-se inferir que a posicao
de um ponto de um corpo rigido depende do vetor posi¢do de outro ponto qualquer do corpo, do
vetor posi¢cdo relativa entre os dois pontos considerados e da orientacdo do corpo rigido no
momento de interesse. Logo, a configuracao de todos os pontos do corpo € dada pela posicao de
um ponto arbitrario e pela orientagcdo, ou posi¢ao angular, do corpo no espaco. O vetor posi¢ao de

um corpo rigido, entdo, estd contido em R° e é do tipo:

y:lxl x X o a3J
em que x', x* e x* continuam tendo o mesmo significado que tém na andlise da massa pontual e

o, of e & sdo os angulos segundo os quais o corpo foi rodado para atingir a configuracao atual.

Claramente, como sao trés os angulos adotados, é preciso estabelecer uma sequéncia de
rotacdes, assim como se estabeleceu uma sequéncia de medidas lineares (os X' estdo, afinal,
enumerados). Existem alguns sistemas de sequenciamento das rota¢des regularmente utilizados
na dindmica de corpos rigidos e 0os mais comuns sdo os angulos de Euler e os angulos de Cardan.
A escolha na sequéncia de rota¢des de um sistema de coordenadas em relac@o ao outro determina
a forma da matriz de rotagdo empregada. Na notacdo de Cardan, por exemplo, supde-se que
houve em primeiro lugar uma rotagdo ao redor do eixo considerado como x;, depois de x; e entdo

de x3, como mostra o esquema da Figura 2.7.

Figura 2.7. Esquema da sequéncia de rotacdes de Cardan.
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Ao longo do restante do texto, serd suposto que as rotagdes sdo computadas segundo a

sequéncia de Cardan, pois € a mais natural para problemas gerais de sistemas multicorpos.

Como problemas envolvendo vérios corpos rigidos envolvem, também, varios sistemas de
coordenadas, € interessante ter alguma ferramenta que converta a informagao de um sistema para
outro. Dado um vetor v, escrito em um sistema de coordenadas qualquer, sua representacao v' em

outro sistema, rotacionado segundo a sequéncia de Cardan a partir do primeiro € dada por:

'—
v=T.v
em que T¢ € a matriz de rotagdo de Cardan:
€2C3 P RE] — 95
Te =|c1s3=818,¢3 €103 +815,83 =56, (2.1)

comci=cos(d)es;=sen( ), i=1,2,3.

Expandindo o raciocinio adotado anteriormente, a configuragdo de um sistema composto
por m corpos pode ser descrita por um ponto em um espago 6m-dimensional. Se os corpos que
compdem esse sistema nao apresentarem nenhum tipo de restri¢do ao seu deslocamento, entao se
pode dizer que o sistema possui 6m graus de liberdade, pois cada corpo, a0 mover-se, provoca a
variacdo de seis coordenadas sem que nenhuma delas afete as outras ou modifique 0 movimento
dos outros corpos. Caso alguma das coordenadas tiver seu movimento impedido, limitado ou
prescrito por algum motivo, entdo o sistema € restrito ¢ o nimero de graus de liberdade é

reduzido.

As restricdes podem ser classificadas:

1. quanto a sua dependéncia com relagdo ao tempo, em reondomicas, quando dependem
explicitamente do tempo, ou escleronémicas, quando nao dependem explicitamente do

tempo;
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2. quanto ao tipo de restricdo: em restricdes de configuracdo, quando restringem algum
deslocamento do sistema, ou restri¢cdes de movimento, quando restringem velocidades
ou aceleracdes. As restricoes de configuracdo sao também chamadas holonémicas e as
de movimento sao ndo-holonémicas. Para que uma restricdo seja realmente nao
holondmica, é importante que a equacdo que a restringe nao possa ser transformada por

integracao em uma fun¢@o holondmica.
Restricdes ndo holondmicas reondmicas obedecem a equagdes do tipo:

¢(q,9,1) 20

Uma restricdo que obedece apenas ao sinal de igualdade € chamada bilateral, enquanto que

a restricdo descrita pelo sinal de desigualdade € unilateral.

Um sistema holondmico pode ser caracterizado pelo seu nimero de graus de liberdade.
Entdo, se um sistema de m corpos sem restricdes possui 6m graus de liberdade, um sistema com o
mesmo nimero de corpos € p equacdes de restricdo holondmicas possui G = 6m — p graus de
liberdade. Isso significa que basta conhecer G posi¢des para se determinar a configuracdo do
sistema como um todo. Essa constatacdo motiva a defini¢ao de coordenadas generalizadas como
sendo um conjunto com o menor nimero de valores numéricos relacionados a posicao dos corpos
(ou particulas) de um sistema que possa descrever a posi¢do de todos os elementos desse sistema.

A escolha das coordenadas generalizadas ndo € unica e depende de cada tipo de problema.

z

A definicdo de coordenadas generalizadas para um sistema holondmico é essencial no
desenvolvimento da mecanica analitica desenvolvida por Lagrange e Hamilton”. Para problemas
gerais, no entanto, a definicdo original cria algumas barreiras a introduc¢do de restricdes ndo
holondmicas, que sdo muito mais comuns na natureza. Kane e Levinson (1985) propdem o
tratamento das restricdes nao holonomicas definindo velocidades generalizadas, que sao relagdes

entre as G derivadas temporais das coordenadas generalizadas. Nesse caso, o nimero total de

% A mecinica analitica é uma maneira de escrever as equagdes de movimento de um sistema. Enquanto a teoria de
Newton-Euler é baseada na conservac¢do das quantidades de movimento (linear e angular), a teoria Lagrangeana-
Hamiltoniana é fundamentada na conservagao de energia.
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graus de liberdade é dado por J = G — ¢, em que g representa o nimero de restricdes nao
holondmicas, ou seja, o nimero de equacdes que estabelecem relacdes matemadticas entre as
velocidades generalizadas. Kane e Levinson chamam J de graus de liberdade de um sistema ndo

holonémico do sistema.

Considere-se um corpo rigido K, cujo centro de gravidade é o ponto S. Esse corpo esta
localizado em uma regido do espago que pode ser descrita pelo sistema de coordenadas 7y,
centrado no ponto O. Existe um ponto P, pertencente ao corpo K, cuja posicao em cada instante
de tempo € de especial interesse. Esse ponto pode ser, por exemplo, o ponto de aplicagdo de uma
forca, o ponto por onde passa o eixo de uma junta de rotagdo, ou um ponto de contato. Sabe-se
que a posi¢ao desse ponto P em relacdo ao centro de massa do corpo pode ser descrita pelo vetor
posi¢do relativa p, cujas coordenadas em um referencial /7 fixo ao centro de massa S e solidario
ao corpo sao conhecidas. A configuragdo do corpo € dada pelo vetor y definido na se¢do anterior.

A Figura 2.8 ilustra o sistema fisico descrito. Com essas informagdes, € possivel escrever que:

r,=r,+7, 'p (2.2)

em que 77 é a matriz de rotagdo de Cardan do sistema 7 para o sistema /(. Note-se que rp € a
posi¢do do ponto P no referencial inercial, enquanto p é a posicdo do mesmo ponto P no
referencial do corpo K. Velocidades e aceleracdes do ponto podem ser obtidas por derivagdo, mas

essas passagens serdao deixadas para a secao 2.6.1.
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Figura 2.8. Posicio de um ponto pertencente a um corpo rigido.

A abordagem classica para os problemas de dindmica, conhecida como método de Newton-
Euler, baseia-se em uma generalizacao da teoria newtoniana da cinética de particulas e possui
duas equacdes fundamentais: equacdo de Newton, ou teorema do movimento do baricentro
(TMB), e a equacdo de Euler, ou teorema do momento angular (TMA). Essas duas equagdes sao
equivalentes, mas o TMB representa as coordenadas translacionais de movimento enquanto o
TMA diz respeito as coordenadas rotacionais. A equag¢do de Newton para um corpo K; pode ser

enunciada como:

>F,,) =mi, (23)

textualmente: o vetor forca resultante é proporcional ao vetor aceleracdo linear do corpo e a

constante de proporcionalidade é a massa m; desse corpo. A equagdo de Euler diz que:

(sz ext)i :HS,i (2.4)

textualmente: a somatdria dos momentos externos em relagdo ao centro de massa € igual a taxa
de variacdo temporal do vetor quantidade de movimento angular do corpo calculado em relacdo

ao centro de massa, definido pela Eq. ( 2.5 ):
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H, =lo, (2.5)

R i

na qual /; € o tensor de inércia do corpo tomado em algum sistema de coordenadas /; que tenha
como origem o centro de massa e @; = [ af (u}z af ] € o vetor velocidade angular, que pode ser
calculado a partir da matriz de rotacdo de Cardan do sistema /; em relacdo ao sistema / inercial.

Essa matriz é dada por:

O _a)i3 wiz
@ = & 0 - |=T'T
(A 1 i —Lcitc,i (2'6)
-~ o 0

A matriz @, é a forma matricial antissimétrica do vetor @.

Entdo, se 7;, sistema no qual foi calculado I;, for solidario ao corpo, isto €, mover-se com o

corpo tanto em rotagdo como em translacao, a substitui¢do de ( 2.5 ) em ( 2.4 ) fornece:

(ZPXFexr )l» =10+l 0, (2.7)

Sabe-se que o tensor de inércia € dado por:

I Y AE R 2
I = B AER E A £2)
B B

Pode-se definir a matriz de massa do corpo, M;, como sendo:

m 0 0
0 m 0 0
0 0 m
M; = A SR (2.8)
0 e g2 >
I —1% -1t P
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em que 0é a matriz nula. Pode-se, entdo escrever as duas equagdes da teoria de Newton-Euler

em uma forma mais compacta:

M< r] — zFexr _ O
o, |2 pxF,, | |&lo, (2.9)
/ / \ﬁf_—J
yi Fext,i Li

Na Eq. ( 2.9 ), y; é o vetor posicdo generalizada do corpo, F,,,; congrega os esforcos

externos ao corpo e L; € um vetor de esforcos inerciais.

Conhecendo-se as for¢as que agem externamente a um corpo e as condicdes iniciais do
movimento, € possivel determinar a evolu¢do temporal das posicdes e velocidades lineares e
angulares por meio da integracdo de ( 2.9 ), conhecida como equagdo de movimento do corpo em
questdo. Se o problema é composto por varios corpos, entdo € preciso resolver um sistema de

equagdes matriciais.

As forgas externas podem ser separadas em forcas aplicadas e for¢as de reacdo. A primeira
categoria diz respeito a esforcos que sdo aplicados por atuadores externos ao sistema e que,
normalmente, sdo funcdes conhecidas do tempo. As forcas de reacao sdo aplicadas pela interacao
com outros corpos que compdem o sistema e sdo, em geral, desconhecidas, sendo também
incognitas do problema dinamico. Essas for¢as podem ser calculadas com o uso das equacdes de
restricdo discutidas anteriormente. Se as equacgdes de restricdo forem holondmicas, entdo o
nimero de graus de liberdade pode ser reduzido imediatamente pela substituicdo das relacdes
entre as coordenadas generalizadas. Porém, caso as restricdes sejam nao holondmicas, em geral
esse procedimento de substituicdo ndo € possivel3 , de modo que as forcas de reacdo devem ser
calculadas por meio de sistemas de equagdes algébricas, resolvidos juntamente com a integracao
das equacdes de movimento. Essa particularidade exige o tratamento por métodos numéricos. A
excecdo a essa regra sdo alguns casos simples em que solu¢des de forma fechada existem ou

podem ser aproximadas por processos de linearizacdo ou quase linearizacdo. Hagedorn (1984)

3 Uma maneira de considerar o efeito das restricdes nio holondmicas como acopladoras dos graus de liberdade de um
sistema € utilizar a teoria de multiplicadores de Lagrange descrita, por exemplo, em Lanczos (1970).
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apresenta uma série de métodos para aplicar tratamentos de linearizacdo a restricdes nao

holondmicas e a outros tipos de ndo linearidades, que podem aparecer no estudo de vibracoes.

2.4. Oscilacoes autoexcitadas, diagramas de fase e ciclos-limite

Segundo Hagedorn (1984), sistemas dinamicos autoexcitados seguem equagdes do tipo
X+h(x)x+ f(x)=0 (2.10)

tais que a fungcdo de amortecimento /(x) possa assumir valores negativos. Nesse caso, a taxa de

varia¢do da energia mecanica associada a coordenada generalizada x, que € dada por

dE,

=—h(x)x*,
" (x)

pode crescer, retirando energia do meio para alimentar a propria resposta. Quando o sistema €
excitado senoidalmente, dependendo do balanco energético do sistema e das condicdes iniciais, a
familia de solugdes da Eq. (2.10 ) pode tender, em regime permanente, para uma mesma solugdo

periddica. Essa solugdo comum € chamada de ciclo-limite.

Enquanto no estudo de sistemas lineares € comum realizar andlises de desempenho
baseadas na resposta no tempo ou na frequéncia, os sistemas autoexcitados sdo mais
convenientemente representados por um diagrama de fase. Esse, em sua forma cldssica, é um
grafico cujo eixo das abscissas representa a coordenada x enquanto o eixo das ordenadas
representa o comprimento de onda da resposta, ou x/@, com @ sendo a freqiiéncia angular. da
excitacdo externa Se um oscilador linear for representado no plano de fase, o grafico sera
equivalente a uma circunferéncia com centro (x., 0), em que x, € a posicao de equilibrio, e raio
igual ao ganho do sistema. Os sistemas ndo lineares, por sua vez, provocam distor¢ao nessa

circunferéncia e a forma dessas distor¢des pode ser utilizada para caracterizar a resposta.

No caso de osciladores autoexcitados, os caminhos de fase - trajetérias da solucdo da

equacdo diferencial no plano de fase - podem ser atraidos por um ciclo limite com uma forte
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distor¢do proxima a uma velocidade critica, como mostra a Figura 2.9. A linha mais grossa indica
o ciclo limite e as setas apontam na direcdo da passagem do tempo. No caso mostrado, para
qualquer condigdo inicial que esteja contida em uma das trajetérias de fase indicadas o sistema
evolui na direcdo do ciclo limite, que nesse caso € chamado estdvel. Note-se que o ciclo é
composto por duas regides distintas. A inferior corresponde a um movimento quase senoidal
semelhante as vibracdes lineares, enquanto a porc¢do superior ¢ uma reta de aceleracdo nula
(velocidade constate). Caso o platd de velocidade se encontre sobre o eixo x, entdo o sistema esta
em adesdo. A evolugdo da resposta leva, depois de um tempo, ao descolamento da trajetéria
dessa plataforma constante e o sistema entra em escorregamento. O ciclo se repete enquanto

houver excitagdo externa e essa alternancia entre movimento e repouso recebe o nome de adesdo-

escorregamento (stick slip).

S
N

E
Y

Figura 2.9. Ciclo limite para vibracao autoexcitada com um grau de liberdade.

Note-se que o diagrama da Figura 2.9 ndo representa apenas oscilagdes autoexcitadas. Se as
condigdes iniciais estiverem fora do ciclo limite, entdo a amplitude das vibra¢des reduz-se com o
tempo. A autoexcitacdo ocorre quando as condicdes iniciais sdo representadas por um ponto

interior ao ciclo-limite: nesse caso a amplitude aumenta até que a solugdo periddica seja atingida.
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2.5. Problemas de complementaridade linear

O problema de complementaridade linear (PCL), segundo Cottle et al. (1992), surgiu como
uma solucdo unificada para problemas de programacdo quadritica e programacgdo linear,
recorrentes em estudos de equilibrio dindmico com restri¢gdes. Outro campo de aplicacdo dos
problemas de complementaridade linear e que, de fato, contribuiu para o desenvolvimento de
algoritmos eficientes de solucdo, é a teoria dos jogos, em especial o problema dos jogos
bimatriciais, que encontra grande aplicacdo nas dreas econdmicas e de tomadas de decisdo. Em
seu artigo, que formula a questdo do ponto de equilibrio de Nash de um jogo bimatricial como
um PCL, Lemke e Howson (1964) estabeleceram as bases do que viria a ser conhecido como o
algoritmo de Lemke, ainda hoje muito utilizado na resolugdo de problemas de

complementaridade linear.

A teoria descrita a seguir pode ser encontrada em detalhes e com exemplos diversos de

aplicacdes em Cottle et al. (1992). De maneira geral, o problema de complementaridade linear

consiste em encontrar um vetor z€ R" que satisfaca as seguintes condigdes:

250 (2.11)

q+Mz=>0 (212)
2.13

z' (q+Mz)=0 ( )

com qe R"e M e R™ . Como ¢ caracterizado pelo vetor q e pela matriz M, o problema de

complementaridade linear é comumente abreviado por PCL(q, M ) e a ordem desse problema é n.

As condicdes ( 2.11 ), (2.12 ) e ( 2.13 ) ndo sdo suficientes para garantir a existéncia ou a
unicidade de uma solucio para PCL(q,M). Caso M pertenca a certas classes de matrizes

especificas, entdo € possivel aplicar teoremas que garantam existéncia e unicidade (ou ndo) de

solucdo. Em geral, no entanto, a anédlise pura e simples de M nao fornece informagdes completas
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sobre a possibilidade de solu¢dao do problema. Se o vetor z satisfizer as Eq. ( 2.11 ) e ( 2.12),
entdo ele é chamado factivel.
Seja

(2.14)
w=q+Mz

Um vetor factivel que resolve PCL(q, M ) somente satisfaz a condicdo ( 2.13 ) se:

2.15
z;w; =0 paratodoi=1,...,n ( )

com z; € w; representando cada elemento correspondente dos vetores. Um vetor z que satisfaz a
Eq. ( 2.15 ) é chamado complementar. Conforme definem Cottle et al. (1992), a solu¢do do PCL
dado pelas Eq. ( 2.11 ), (2.12) e ( 2.13 ) consiste em encontrar um vetor zZ que seja tanto factivel

quanto complementar.

Utilizando o vetor w, definido em ( 2.14 ), € possivel reescrever as condi¢cdes do PCL de

uma forma equivalente e mais interessante para a programacao de algoritmos de solucao:

w0220 (2.16)
(2.17)

w=q+ Mz
(2.18)

z'w=0

Na terminologia usualmente adotada, o vetor w contém as varidveis bdsicas, enquanto o

vetor z contém as variaveis ndo bdsicas.

Das relacdes ( 2.16 ) e ( 2.17 ), se o vetor q for estritamente positivo, entdo é possivel
afirmar que o PCL(q,M) possui uma solucdo trivial z = 0. A classe mais popular e amplamente
testada de algoritmos de processamento de PCLs, os métodos pivotais, € fundamentada nessa
constatacdo. O principio de funcionamento € bastante simples e baseia-se em promover
pivotamentos do sistema de equacdes ( 2.17 ), permutando-se varidveis basicas e ndo bésicas até
que, apOs V iteragdes, seja obtido um vetor q" positivo. Claramente, quando essa condigio é
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atingida, o vetor de varidveis ndo bdsicas z" = 0 resolve o problema. As varidveis originais

podem, entdo, ser recuperadas desde que seja mantido um histérico dos pivotamentos executados.

Um dos objetivos de um algoritmo pivotal €, entdo, encontrar um vetor z que resolva o
PCL. Mas ndo existe, a priori, conhecimento sobre a existéncia ou factibilidade de uma solugdo,

pois, se para um dado indice r

g, <0e m, <0para todo j,

entdo nao existe nenhum vetor z ndo negativo que resolva PCL(q,M). Se o algoritmo chegar, apds

algumas iteracdes, a uma situacdo desse tipo, entdo o sistema € infactivel.

Os métodos pivotais apresentam como desvantagem a necessidade de armazenar as
operacdes na ordem em que ocorreram e sao bastante sensiveis a erros de arredondamento. Por
outro lado, se as condi¢des de convergéncia sdo respeitadas e sdo tomados cuidados para evitar
célculos ciclicos, o niimero de iteracdes para que o problema seja resolvido € bastante pequeno, o

que reduz consideravelmente o tempo de processamento.

A teoria de operacdes pivotais € um tema amplamente estudado em &lgebra linear e seus
fundamentos serdo retomados nas préximas linhas. Considere-se um sistema linear do tipo ( 2.17

) com a matriz M dividida da seguinte maneira:

tal que Myyindica uma submatriz principal de M com tamanho & X @com « sendo um

subconjunto de {1,...,n}. Dessa maneira:

w,=q,+M_ z,+M 7,

aa™a

W,=q;+M_ 2z, +M_,Z,

aa™a

e, admitindo-se que a matriz M, seja invertivel, os papéis de w, e z, podem ser trocados:

_ 4 - 4
z, =-M +M0m/wa _MaaMaﬁZ(Tr

(I(lq(l

Wz =4z — MﬁaM;(lzqa + MﬁaM;(lxwa + (_MaaM;éMaa +M )2,
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o que configura um novo PCL:

Zﬂ«’ _ _M;clxqa + M;al! _M;alfMaﬁ Waf
Wz qE_MEaM;;:qa MEaM;;! _MaaM;;Maa"'Maa Z;

q M

Nas passagens acima, diz-se que w,€ o pivo da operacdo e, como M ¢é dividida por
submatrizes principais, ou seja, submatrizes que t€m o primeiro e o ultimo elemento contidos na

z

diagonal principal de M , a matriz M' € chamada de transformacdo pivotal principal de M.

Dentre todos os algoritmos de processamento dos PCLs por pivotamento, os mais populares
e amplamente testados s@o os algoritmos de Lemke (Lemke e Howson, 1964), desenvolvidos a
principio para resolver rapidamente problemas de equilibrio em jogos bimatriciais. Esses
algoritmos foram empregados, por exemplo, por Cline e Pai (2003) e Lloyd (2005) para
implementar programas de cdlculo de forcas de contato. Anitescu e Potra (1997) e Stewart e
Trinkle (1995) mostraram que, para certas formulagdes do problema de contato, o método de
Lemke sempre ird convergir para um resultado’ desde que sejam tomadas certas precaugdes

quanto a ciclagem do algoritmo.

Enquanto a maior parte dos algoritmos pivotais é fundamentada nos teoremas de
invariancia, que garantem que o pivotamento preserve algumas propriedades fundamentais das
matrizes, os algoritmos de Lemke dispensam essas premissas e sdo, portanto, mais versateis

(Cottle et al., 1992).

2.6. Contato

O problema de contato consiste em encontrar for¢as normais e de atrito que aparecem entre

dois corpos, rigidos ou ndo. Normalmente, as for¢as normais podem ser encontradas analisando-

* O resultado pode ser a ndo existéncia de solugdes ou uma das solugdes factiveis. O algoritmo ndo garante unicidade
de solucdes.
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se a configuragdo do sistema e as for¢as externas atuantes sobre um certo corpo: pode-se enxergar
as normais como as forcas que levam a aceleracdo do corpo a zero em uma determinada direcao,
garantindo, por exemplo, a impenetrabilidade. Sabe-se que a for¢a de atrito depende, dentre
outros fatores, da intensidade da for¢a normal associada e, portanto, encontrar o atrito

necessariamente passa pelo calculo das normais.

Esses célculos sdo sempre aproximados, visto que o fendmeno de contato tem suas
caracteristicas fortemente ligadas ao acabamento superficial das superficies, especialmente no

que diz respeito as forcas de atrito.

Restri¢des de contato sdo unilaterais e, portanto, definidas por desigualdades do tipo

v(q,q,1) =0

Essas inequagdes sdo, em geral, ndo holondmicas esclerondmicas e, portanto, ndo podem
ser transformadas em funcdes apenas das coordenadas generalizadas. Mais especificamente, as

restri¢cdes de contato sem atrito podem ser descritas por um sistema do tipo:

220 (2.19)
a0 (2.20)
o (221)
L dg (2.22)
! dt_o

em que g € a distancia entre dois pontos de corpos distintos que estejam envolvidos na restricao
de contato. A primeira equacdo estabelece que os corpos ndo podem interpenetrar-se; a segunda
fixa a direcdo da for¢ca normal como estritamente positiva; a terceira estabelece que a forca
normal sé existe, ou seja, é diferente de zero, quando houver contato; a quarta € a equacdo de
persisténcia que determina que a for¢a de contato sé existe quando a taxa de separacdo entre

superficies de contato € nula.
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O fendbmeno de contato pode ser dividido em duas categorias distintas: ou tem-se impacto
ou contato continuado. No caso de contato continuado, 0 método mais amplamente adotado para
calcular as forcas normais consiste em substituir as Eq. ( 2.19), (2.20 ) e ( 2.21 ) por uma relagcao

do tipo:

fr=k-g'
em que k é a rigidez de contato e r € um expoente ajustavel. Em termos praticos, essa manobra
equivale a considerar que em cada ponto de contato existe uma mola ndo linear que se opde a
penetracdo. Essa abordagem, conhecida como método das penalidades ou método da
regularizagdo promove, em termos matematicos, uma suavizacdo das condi¢des de contato ao
permitir a interferéncia entre os corpos. Anitescu (2003) mostra que, conforme k tende ao

infinito, essa suposicao aproxima-se da restricao unilateral pura.

Esse método possui a vantagem de ser facilmente implementado computacionalmente, pois
transforma as restri¢des unilaterais de contato em equagdes bilaterais. O ajuste dos valores k e r,
porém, deve ser feito por tentativa e erro, usualmente com respaldo de dados experimentais, o
que depde contra seu uso em algoritmos de simulagdo dindmica para verificagdo de projeto, por
exemplo. Contatos com rigidez alta ou com expoentes muito elevados (que penalizam mais a
penetracdo) levam a sistemas de equagdes diferenciais bastante rigidos e, portanto, dificeis de
serem resolvidos. Finalmente, o método das penalidades pode apresentar instabilidades

numéricas quando o sistema estd proximo a condi¢ao de equilibrio.

Uma alternativa a teoria de contato por penalidades € a formulacdo do problema como um
problema de complementaridade linear. Esse método, conhecido por restricdo dura (hard
constraint) efetivamente impede a interpenetracio e, apesar de mais dificil de ser implementado,
apresenta melhor convergéncia e, desde que sejam tomados cuidados quanto a problemas de

iteragdo ciclica, também é mais estavel.
2.6.1 Contato entre dois corpos perfeitamente rigidos

O contato continuo ocorre entre dois corpos de tal maneira que ndao ha separacdo das

superficies de interface em nenhum instante dentro de um periodo finito de tempo. A colisido
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ocorre quando héd o impacto entre os dois corpos e, portanto, incorre em uma descontinuidade do

contato.

Para calcular corretamente as forcas de contato e os momentos que eles geram sobre um
dado corpo, € preciso levar em consideragdo a geometria desse corpo e, ainda, como essa

geometria se relaciona com o meio ao seu redor.

Lembrando que sélidos poliédricos convexos sdao formados, basicamente, por trés tipos de
elementos geométricos — vértice, aresta e face -, pode-se estabelecer seis tipos de contato entre
dois sdlidos desse tipo: vértice-vértice, vértice-aresta, vértice-face, aresta-aresta, aresta-face,
face-face. Sabe-se que uma forgca é um elemento vetorial associado a um ponto (vértice), mas nao
a uma linha (aresta), ou a um plano (face). Logo, para o estudo das possiveis geometrias de
contato, apenas trés dos casos anteriormente citados tém relevancia pratica: vértice-vértice,
vértice-aresta e vértice-face. Seria possivel, também, fazer o tratamento de contatos bi- ou
tridimensionais utilizando-se uma pressdo média de contato ao invés de uma forca. Isso
envolveria, além do cdlculo das forcas de contato nas extremidades das linhas ou superficies,
alguma hipétese sobre a distribuicdo das pressdes ao longo da interface de modo que tanto o

sistema de for¢cas como o de pressdao fossem equivalentes, Figura 2.10.

e

S|

(a) (b)

Figura 2.10. Equivaléncia entre (a) forcas de contato e (b) pressoes de contato em uma interface aresta-aresta.

As forgas de contato, por sua vez, podem ser convenientemente desmembradas em seus
componentes tangencial, f', e normal, f”, tal que a parte tangencial equivalha as forcas de atrito

que, em geral, sdo funcdo da componente normal.

Problemas de contato, com excecdo de casos bem especificos em que a forca normal é

constante, devem ser resolvidos em duas etapas iterativas. A primeira envolve o calculo das
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varidveis cinematicas do sistema (aceleracdes, velocidades e posicdes) para um dado conjunto de
condig¢des iniciais. Com esses dados, € possivel estabelecer um sistema de equacdes algébricas
cujas incognitas sdo as componentes das forcas de contato. Quando esse sistema € resolvido,
encontra-se um conjunto de esforcos que podem ser entendidos como o elemento equivalente a
excitacdo externa do proximo passo de integragdo. As novas varidveis cinematicas sao

calculadas, e o algoritmo se repete até o fim do tempo de simula¢do, como mostra a Figura 2.11.

Tnicio

Condigdes
iniciais

¥

Calculo das

forgas de contato

Calculo das

aceleragdes

¥

Integragiio das equagdes para

obter velocidades e posigdes

Terminou

s1m

Fim

Figura 2.11. Programa para solucio de problemas de contato. Adapatado com modificacoes de Sharf e Zhang

(2006)

Fica evidente, entdo, a importancia de conhecer de modo preciso a direcdo normal de

contato. No caso de contato vértice-face, essa direcao € facilmente determinada pelo vetor normal

33



ao plano no ponto de contato, que pode ser computacionalmente obtido conhecendo-se a equacdo
que descreve o plano. De fato, a superficie ndo precisa nem ser plana para que essa observagdo
seja valida: basta que ela seja continua e conhecida nas proximidades do ponto de contato
estudado. O problema de determinagdo univoca da normal fica mais complicado quando ocorrem
contatos vértice-vértice ou vértice-aresta. Nesses casos, um (contato vértice-aresta) ou dois
(contato vértice-vértice) componentes do vetor normal ndo podem ser calculados com base nas
restri¢oes geométricas dadas. A Figura 2.12 ilustra com mais clareza esse fato. A esses pontos em
que a determinacdo da normal nao pode ser feita com precisao, di-se o nome de pontos

degenerados de contato.

Baraff (1989) sugere a solucdo do impasse para a determinacdo da normal de contato para
pontos degenerados, utilizando a média das normais das superficies adjacentes. Para situacdes em
que os pontos degenerados sdo tempordrios, isto €, ocorrem durante um intervalo de tempo
infinitesimal, essa aproximacao ndo deve causar grandes impactos sobre o resultado da simulagdo

como um todo.

(a) (b) (c)

Figura 2.12. Contato vértice-face (a), contato vértice-vértice (b), contato vértice-aresta (c).

Admita-se, agora, a existéncia, no espaco, de dois corpos perfeitamente rigidos, K4 ¢ Kz,
que podem ou ndo estar em contato, e esse possivel contato € tal que ndo se conhece, a priori,

quais pontos dos dois corpos coincidem. Suponha-se, entdao, que durante um instante de tempo f
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os dois corpos entrem em contato em um ponto P, cujo vetor posi¢do em relacdo a um sistema de
coordenadas fixo qualquer € rp. Ora, se P € ponto de contato, entdo existem dois outros pontos, A
e B, pertencentes, respectivamente, a K4 e Kp tais que, em f, ry = rp = rp. Entdo, a diferenca entre
as velocidades desses vetores r, —r, fornece informacdes sobre a tendéncia de afastamento e
aproximacio desses pontos nos préximos instantes. E igualmente importante estudar a diferenca
de aceleracoes dos pontos, I, — I, pois com isso € possivel compreender o comportamento de

pontos que estejam momentaneamente em repouso, um em relagio ao outro.

Estendendo o raciocinio desenvolvido por Baraff (1989), definem-se duas funcoes

caracteristicas do ponto de contato como:
V() =i() - (ry (1)~ 1 (1)) (223)

(1) =1(t) - (r, (1) 15 (1)) (2.24)

em que fie t representam, respectivamente, os versores normal e tangencial ao plano de contato.
Da definicao de produto escalar entre dois vetores, entdo, vem que as Eq. ( 2.23 ) e ( 2.24 )

representam, respectivamente, as componentes normal e tangencial do vetor posi¢do relativa.

Uma pergunta que pode surgir, analisando a forma como o contato foi definido, é: se A e B
s6 existem quando coincidem com o ponto de contato P que, por sua vez, sO existe se houver
contato, faz sentido definir um vetor posi¢ao relativa sabendo que a existéncia de tal vetor obriga-

o a ser nulo?

Nao faria sentido se o estudo da posi¢do relativa fosse importante, mas o que interessa para
a discussao presente é, na verdade, o estudo das velocidades e aceleracdes relativas, ou seja, o

estudo das primeiras e segundas derivadas das fungdes ve 7:
V() =) - (£, (1)~ £,(1)) (225)
H(t)=t(0) - (F, (1) — ¥, (1)) (2.26)
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(1) = 20(t) - (k, (1) =15 () +1(1) - (£, (1) — 5 (1)) (2.27)

2(1) = 28(t) - (, (1) — 5 (0) + 1) - (£, (1) — 5 () (2.28)

Nas Eq. (2.25) a ( 2.28 ) foi utilizado o fato de rs(¢) — rz(¢f) = O durante todo o periodo de tempo

em que ocorre o contato.

Da andlise das possiveis relacdes entre as derivadas da funcdo vsai a primeira das
condi¢Oes de complementaridade que deve ser satisfeita para que o sistema seja resolvido sem

interpenetracdo de corpos. A Tabela 2.1 resume as possibilidades.

Tabela 2.1. Analise das possiveis relacées entre velocidade e aceleracao relativas e as consequéncias esperadas.

Situacdo  Se... , entao...

os pontos A e B estdo se aproximando. Como a solugdo das
forgas de contato, que ocorre antes do cdlculo das velocidades,

I v()<0 impede a interpenetragdo de corpos, a Unica interpretagao
possivel para essa condi¢do € a iminéncia de choque entre os
pontos.

I V() >0 os pontos A e B estdo se separando e no instante seguinte nao

existiram mais, pois o contato serd desfeito.

I y(1)=0e V() >0 0s pontos A e B iniciardo o processo de separacdo no proximo
B instante de tempo.

os pontos A e B estdo em contato e a interpenetragdo é
I\ v(t)=0eV(t)<0 inevitavel, pois no instante seguinte a velocidade relativa e a
posicao relativa serdo negativas.

Conclui-se, dessa forma, que a velocidade relativa normal v pode assumir qualquer valor
real (positivo, negativo ou nulo). Caso v =0, entdo é preciso também verificar o que acontece
com V. A situagdo IV descrita na Tabela 2.1 € de especial interesse. Suas condi¢des indicam o
seguinte cendrio: o contato existe € A € B estdo instantaneamente parados, um em relacido ao
outro; sabe-se, porém, que, por causa da aceleracdo negativa, tanto velocidade quanto posicao
relativa aumentarao em moédulo, mas no sentido oposto ao de n, o que indica penetragio entre os

corpos. Esse cendrio € impossivel, pois, por hipotese, os corpos K4 € Kp sdo perfeitamente rigidos
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e, entdo, a aceleracdo relativa normal ndo pode ser negativa. Esse resultado € perfeitamente
intuitivo, entretanto, matematicamente nao existe nenhum razdo explicita para as equagdes de

movimento resultarem em acelera¢des estritamente nao negativas. Por isso, a inequagao

V()20 (2.29)

deve ser imposta como uma relacdo complementar as equagdes que calculam as aceleragdes dos

pontos de contato em fungdo das for¢as impostas ao sistema.

Além disso, a formulagdo direta de problemas de dinamica impde que as aceleragdes sejam
funcdo da configuracdo do sistema e das forgas aplicadas. Assim, em um sistema no qual estejam
aplicados apenas esforcos normais, € matematicamente possivel que uma combinacdo de forgas
negativas e positivas5 resulte em aceleracdes normais positivas. Sabe-se, no entanto, que a
natureza das forcas normais é sempre repulsiva, ou seja, tende a “afastar” os corpos nos quais

age. Esse fato leva a uma segunda imposicao de complementaridade na forma:

f1=0 (2.30)

A resolug¢do dos problemas de contato €, essencialmente, encontrar as forgas normais f" em
funcdo de pardmetros cinemaéticos conhecidos, inclusive aceleragdes. No sistema considerado
nessa se¢do, portanto, f " sdo as varidveis dependentes, ou bdsicas, e as aceleracdes V sdo as
varidveis independentes, ou ndo bdsicas. Assim, as inequacdes ( 2.29 ) e ( 2.30 ) relacionam-se
com as condi¢des de complementaridade descritas pelas relagdes ( 2.12 ) e ( 2.11 ),
respectivamente. Dessa maneira, o problema de contato ente dois sélidos vai se configurando

como um PCL na sua formulag¢do classica.

Falta, ainda, encontrar uma relagdo de ortogonalidade entre f " e V, que terminaria por

definir o PCL e tornaria possivel sua resolu¢do por métodos pivotais.

Desde que as forcas de contato possam ser separadas em componentes normais e

tangenciais e que essas componentes tangenciais sejam funcdes lineares das componentes

5 ... . ~ . .
Positivas e negativas em relagao a0s respectivos versores normais de contato.
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normais, como € o caso do modelo de atrito de Coulomb, entdo, como serd provado mais adiante,
as aceleracoes relativas normais sdo fungdes lineares das for¢as normais de contato. Assim, é

possivel escrever:

V(f" ) =mf"+q

ou, generalizando para um corpo com p pontos de contato, a aceleracdo relativa normal de cada

ponto P; é:
Vi(fn):zmiif,in'i_qz" i€{L---, p} (2.31)
j
em que f " = [f/", 2", ..., fuy» f,"1" é o vetor coluna que concatena as intensidades das forcas
normais.

As Eq. (2.31 ) podem ser escritas matricialmente na forma:

my ... m, i q,
oo Ry =Y (2.32)

n
mPP fl’ qP

Mf" +q=

m,

—_

Entdo, de (2.32) e (2.29 ), vem que:

Mf"+q=0 (2.33)

que corresponde a Eq. ( 2.14 ) no contexto do problema de complementaridade linear.
Dividam-se, agora, os p pontos de contato em dois subconjuntos p, e p,, tais que, se o
ponto i for tal que v; =0, entdo ele € um ponto quiescente e i€ p,, 6 Se, por outro lado, v, >0, o
ponto de contato i vai desaparecer no proximo instante de tempo e € ndo quiescente € i€ p,, .

Note-se que, se um ponto i € quiescente, ou seja, manterd contato no préximo instante, f," >0 e,

1

® Note-se que essas defini¢des cobrem todo o conjunto de ponto {1,...,p}, pois a aceleragdo relativa normal ndo pode
ser nula pela condi¢do ( 2.29 ).
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se i € ndo quiescente e estd perdendo o contato, entdo f" =0. Assim, para cada ponto de contato

(que s6 pode ser quiescente ou ndo quiescente), faz-se necessario que:

£V, =0

o0 que, vetorialmente, corresponde a:

" -v=0 (2.34)

Esse resultado é encontrado também nos trabalhos de Baraff (1989) e Trinkle et al. (1997).

A Eq. (2.34) corresponde a ( 2.18 ) na formulagdo alternativa do PCL(q, M) desde que f, =ze
V=EW.

Resumindo, o problema de encontrar os valores das for¢as de contato cujas componentes

normais e tangenciais sao linearmente dependentes consiste em processar o PCL(q, M) definido

por:

v=20,f"20 (2.29),(2.30)
Vv=q+Mf" (2.32)
" -v=0 (2.34)

2.6.2 Contato em sistemas multicorpos com atrito de Coulomb

Na secdo 2.6, foram encontradas as relacdes que permitem desenvolver as equagdes de
contato entre dois corpos perfeitamente rigidos e escrevé-las na forma de um problema de

complementaridade linear, com solucdo conhecida.

Nesta secdo, o conceito de contato entre dois corpos serd estendido para N componentes de
um mesmo sistema. O objetivo principal € escrever, para esse sistema multicorpos, relacdes
lineares entre as forcas normais de contato f " e as aceleracdes relativas normais v, de maneira a
explicitar os termos do PCL definidos por ( 2.29 ), ( 2.30 ), (2.32 ) e ( 2.34 ). O desenvolvimento
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que segue deve-se, em grande parte, ao trabalho de Sharf e Zhang (2006) e é elaborado com

vistas a implementacao computacional.

Admite-se um sistema fixo de coordenadas, [/, relacionado com o referencial inercial.
Suponha-se que o sistema € composto por N corpos rigidos Kj, ..., K,. A cada corpo K; estd
associado um referencial ao qual corresponde um sistema ortogonal de coordenadas /; com
origem no respectivo centro de massa S;. Os corpos podem estar conectados por juntas
idealizadas (restricdes holondmicas) e fazem contato uns com os outros em m pontos Py, ..., Py,

chamados pontos de contato globais.

Sédo definidos os pontos de contato local como os pontos pertencentes (solidarios) aos
corpos constituintes do sistema e que se encontram instantaneamente coincidentes com os pontos
globais. Assim, para cada ponto global existem dois pontos locais, um para cada corpo do par de
contato. Os pontos locais sdo identificados por P;; em que i denota seu indice local — um rétulo
numérico sequencial que varia de corpo para corpo — e j indica o corpo ao qual pertence. A
relacdo entre a numeracao local e global de um dado ponto de contato € feita por meio de uma
matriz de conectividade, que € uma forma interessante de representagcdo, pois permite também
visualizar como os corpos do sistema estdo conectados. A Tabela 2.2 mostra um exemplo de

matriz de conectividade para um caso tipico de contato entre trés corpos.

Tabela 2.2. Exemplo de matriz de conectividade de contatos.

Pontos locais

K K, K;

Py P -

P - P
P P

Em cada ponto local P;; estd fixado um sistema de coordenadas locais /;; cujo eixo x;; €
alinhado com a normal de contato externa ao corpo, como aponta a Figura 2.13. Como foi
observado anteriormente, a cada ponto global de contato correspondem dois pontos locais. Note-

se, entdo, que para cada um dos elementos desse par de pontos locais de contato corresponde um
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sistema de coordenadas local e que, segundo a definicdo dada acima, esses sistemas de

coordenadas sdo opostos.

Figura 2.13. Representacao do sistema de coordenadas do ponto de contato.

Para cada corpo Kj; do sistema, a segunda lei de Newton diz que:

mt; =Fo ; +1; (2.35)

ext, j i,j

em que f;; € a resultante das forcas internas; Fey; € a forca externa resultante; m; € amassaer; é a

posi¢do do centro massa S; em relacdo ao sistema inercial /.

Ainda para cada corpo isoladamente, a lei de Euler do movimento angular toma a forma:

HSj =M ; +pi; xE; (2.36)
em que H € o vetor quantidade de movimento angular em relag@o ao centro de massa, My € 0
J

momento externo resultante e p;; € o vetor posi¢do de cada ponto de contato P;; em relagdo ao

sistema de coordenadas /.

O produto vetorial do lado direito da Eq. ( 2.36 ) pode ser escrito mais convenientemente na

forma de um produto matricial, g; /f; ;.
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Seja ®; a velocidade angular e [; o tensor de inércia do corpo em questdo. Entdo, o lado

esquerdo da Eq. ( 2.36 ) pode ser expandido da seguinte maneira:

. _ 237
Hy, =1,6,+&10, (2.37)

pois a quantidade de momento angular acima € calculada com relag@o ao centro de massa.

As forcas de contato sdo mais convenientemente escritas nos sistemas /;; pois ji saem
decompostas em parcelas normal e tangencial. No entanto, elas devem entrar nas Eq. ( 2.35) e (
2.36 ) escritas no sistema /;, para que seja mantida a coeréncia. Restringindo a andlise ao caso
planar, € possivel obter um sistema /; ; qualquer por meio da rotag@o do sistema /; de um angulo
6, positivo no sentido anti-hordrio, como indica a Figura 2.14. Define-se, entdo, a matriz de

rotacdo de Cardan T ; entre esses dois sistemas como sendo:

cos6,; —send,; 0
T,;=|send;,; cosg,; O (2.38)
0 0 1

Figura 2.14. Angulo de rotacio dos sistemas de coordenadas dos pontos de contato /;; em relacdo ao sistema

do corpo 7;.
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Entdo, utilizando o conceito de matriz de rotacdo e a expansdo do vetor quantidade de
movimento angular dada em ( 2.37 ), as equagdes de Newton-Euler, ( 2.35 ) e ( 2.36 ), podem ser

reescritas como um sistema de equagdes:

G Lj 2,j pLj .
mjrj—Fext+Tj(TLj fl’j+T2,j fz,j+ +Tp_1,j f <+TM. fp,j)

p-Lj
Lo, =M, -&lo+p T, "t +p,TT, "t ++
+ Py Ty "+ 2, T T, S
Ou, matricialmente:
0 I,;]||o; \7 010,
1,j fl’j
2,j fz’]
J{ T, I, - IiT,; T, ,; } :
PiiTiTy; PoTiTh o PpiTiT o PpiTily ] o0 ¢
p_lsj
p-J fp,j
que pode, ainda, ser resumido por:
My, =F,;-L,y)+V;, " £,(3,;.y,) (2.39)

em que M ;¢é a matriz de massa, ¥ ;sdo as aceleragdes generalizadas, F

ext, j

¢ o vetor de forgas

externas generalizadas, L representa esforcos provenientes da rotacdo do corpo (também

J
chamadas por alguns autores de forgas de inércia), V; € matriz de rotag@o de contatos e f; sdo as

forcas de contato generalizadas.

Topologia e cinematica dos pontos de contato

O estudo da cinemética dos pontos de contato tem dois objetivos principais para o estudo

da mecanica de atrito que ocorre nas interfaces cunha-travessa e cunha-lateral:
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1.  Determinar as posigoes relativas. O estudo das posi¢des dos corpos do sistema permite
calcular possiveis interacdes de contato;

2. Determinar as velocidades relativas entre pontos de contato correspondentes em pontos
equivalentes. Essas velocidades entram na formulacdo da maioria dos modelos de atrito
existentes;

3.  Determinar as aceleracdes relativas entre os pontos de contato. As aceleracdes sao

equivalentes ao vetor (q+Mz) do PCL(q,M ).

Velocidade dos pontos de contato

Como foi visto na Secdo 2.3, a posi¢dao absoluta de um ponto qualquer de um corpo em

movimento ao qual estd associado um sistema de coordenadas 7 é:

r,;=r;+T; 'p;; (2.40)
em que 7; € matriz que gira o sistema /; para alinhd-lo ao sistema inercial /.

O vetor velocidade do ponto P; ; € definido como a variagdo temporal do vetor posicdo e,

portanto,

L;=r; +%[Tj jpi,j]‘

em que r; ¢ a velocidade do centro de massa do corpo medida em relag@o ao sistema inercial de

coordenadas. Note-se que esse valor, da velocidade do corpo, € um dos resultados considerados
conhecidos e, portanto, deve ser calculado em um passo anterior a determinagdo das forgas, que €

0 objeto dessa secdo. O vetor T,

; j» POI sua vez, entra como parametro essencial para o elemento

de excitacdo externa de ( 2.39 ) e essa caracteristica, de coeficientes da equagdo dependerem do
préprio vetor de estados do sistema, € um dos fatores nao lineares que torna a solucdo de

problemas de atrito especialmente desafiadora.

Desenvolvendo a derivada do lado esquerdo da expressdo encontrada acima, chega-se a

expressao desejada para a velocidade:
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i‘i,j :l"j +Tj jpi,j +Tj jpi,j (2.41)

Fazendo um paralelo com a formulacdo cléssica para a velocidade de uma particula em
movimento relativo, o segundo termo do lado direito da Eq. ( 2.39 ) representa a velocidade de

rotacdo ao redor de S;, enquanto que o terceiro termo representa a velocidade relativa, V..

Na dindmica dos corpos rigidos, quando o ponto de interesse pertence ao corpo Kj, a
velocidade relativa calculada no referencial do corpo pode ser considerada nula, pois diz respeito
ao afastamento do ponto com relacdo ao centro de massa, liberdade que lhe € negada pela
hipétese de corpo rigido. Como foi suposto que os pontos locais de contato sdo pertencentes aos

corpos em questao, a observacdo acima vale e a velocidade relativa € nula.

Aceleracao dos pontos de contato

De maneira andloga ao que foi feito com a velocidade, para encontrar a aceleracdo do

ponto, deve-se derivar o vetor r; ;duas vezes com relagdo ao tempo. Assim, utilizando o

resultado para a velocidade em ( 2.41 ):

.. v d s d i
;=T +E[Tj jpi,j]+E[Tj jpi,j]
que, desenvolvido, fica:

L :i;j+fj jpi,j+2Tj jpi,j +Tj jﬁi,j (2.42)

Fazendo novamente o paralelo com a equacdo cldssica para a aceleracdo de um ponto em
movimento relativo, o segundo termo do lado direito de ( 2.42 ) engloba as aceleracdes tangencial
e centripeta resultantes do movimento de rotagdo, o terceiro termo é a aceleracdo de Coriolis,
acor, € 0 quarto termo € a aceleracao relativa, a,j, que € a derivada temporal direta de v, definida

na secao anterior.

A Eq. (2.42) pode, ainda, ser escrita de maneira mais adequada se for notado que:

T P
TjTj =0, +0,0;
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e, assim:

mas @;p, ; =—p; ;0 ;. Logo, se I € amatriz identidade:

i =[r

L,J

~ .o ~ ~ hd j. j..
_/%J]Yj+ababpgj+2Tj p.;+T; ‘P

Isolando y ;em(2.39)e substituindo em ( 2.43 ), chega-se a:

=i -p,Int ik, L, 4V, E
+@,0,p,;+21; 'p,; +T, 'p,

(2.43)

(2.44)

As aceleragdes dadas no lado esquerdo da Eq. ( 2.44 ) sao representadas no referencial

inercial, mas a componente que realmente interessa é a normal ao plano de contato, pois entra

diretamente nas relagdes ( 2.29 ), (2.32) e ( 2.34 ) que definem o PCL de contato. Assim, é mais

interessante representar a aceleracdo r,;; no sistema de coordenadas associado ao ponto de

contato em questao.

A transformagdo de ¥ ;em “/F,

¢ obtida por duas rotagdes sucessivas de sistemas de

coordenadas: a primeira para converter /o em /; e a segunda para converter /; em [/;;.

Matematicamente, € preciso pré-multiplicar toda a Eq. ( 2.44 ) por T T para obter:

A A PN

L.+V. "f. ]+

ext,j Bl J J

_T T [I _pl]]M

LjvJ

TpT
+TTa)a)p”+2T T p” ”jT p”

L,joJ LjTJ

mas, como as matrizes de rotagdo sao ortonormais, entao TJ.T Tj = Tj'lTj =1:

ijes _ TT TrT~ 1 TF
frl.’j —[T T _Tl”jTj pi,j]Mj [F

L1"J

ext, j

+ T T @09, +2T T T,0, 'p, ; +T 'p,
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Notando-se, também, que o produto de uma matriz de rotacdo 7 por uma matriz

antissimétrica A tem a seguinte propriedade, TA=-TA" e que 7;; J P =" p i.j» Chega-se a:

ije Tt T =T |4y -1
I '_[i,jT' T.,T; pi,j]Mj [F

ext, j

TT ~ =~ TT = je ij e (245)
+.T. jT. 0,0p; ; +2Tl.’jTj Tja)j P, i+ Pi;

A Eq. ( 2.45 ) fornece o vetor aceleracdo de um ponto de contato P;; pertencente a um
corpo Kj. O primeiro elemento desse vetor representa a aceleracdo na dire¢do normal de contato,
enquanto os outros dois elementos dizem respeito aos componentes tangenciais. Logo, ¢é
interessante separar esses componentes, pois a restricdo de complementaridade ( 2.27 ) diz

respeito somente a projecao normal do vetor.

Note-se, entdo, que tanto as aceleracdes dos pontos de contato quanto as for¢as de contato

podem ser decompostos da seguinte maneira:

Y =N ™+ D, r” (2.46)

em que os subscritos Xn e ¥t remetem, respectivamente, as componentes normal e tangencial das

A

forcas de contato que agem sobre o corpo K; em questdo. As matrizes de projecdo NeD

contém 0s versores normais e tangenciais, respectivamente, e sdo taisque N é3pxXpe D é3p X

2p, com:

I,sei=2+15(j—1)e jimpar
=(d;); =41l,sei=3+15(j—1)e jpar

J

N ILsei=1+3(j—-1) A
ij j:{ D

N=0) =10 sei 1430 -1 ° D
’ J 0, caso contrario

L L N Y T ) |
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Desse modo, com o emprego de ( 2.46 ) a Eq. ( 2.45 ) pode ser reescrita de uma forma

compacta para o corpo como um todo:

erzn +D rjzl =V/TM;1[FeXK,j L] +V] (N] f]Zn +D/ f]Et)]+
A i 5 (2.47)
+ J + P,
€m que:
Tl,TjTjT (@j@jpl,j + 2Tj&)j jpl,j)

T T 5 =~ b
r, T, (0,0, +2T,0;, 'p, ;)

Lembrando que p,; =7, 'p,;, os termos relativos as aceleragdes de Coriolis ficam

N~ T - . . ~ . ~
20T/ p, ;. A derivada da matriz de rotacdo pode ser reescrita como @;T

A

Da definicdo das matrizes N e D, € possivel notar que sdo ortonormais entre si e,

A

portanto, N}Nj =lA)JTDj =Je ]\7?13]‘ :lA)JT]\A/j =0, em que 0 é a matriz nula. Entdo, as

~ . . 2 .1 ~ . 7T .
aceleragdes normais podem ser isoladas pela pré-multiplicacdo da Eq. (2.47 ) pela matriz N :

A

i =NIV'M'[F,, -L +V, (N, £ +D, £7)]+

J ext, j
CRTA 4 AT (248)
ja i P

O dltimo termo do lado direito da Eq. ( 2.48 ) representa a aceleracao relativa do ponto de

contato no referencial do corpo. Pela hipétese de corpo rigido, essa contribuicao relativa deve ser

nula.

Isolando os termos relativos as forcas de contato em ( 2.48 ) chega-se a:

OTOT Ay -1y m;j Aznj A JAztj (2'49)
+NVIM'V, (N, £ +D, f*)
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Claramente, em se tratando de um sistema de corpos rigidos com N componentes, a Eq. (

2.49) € apenas a j-ésima igualdade de um sistema. Supondo que dois corpos, K, € K, estejam em
contato, a terceira lei de Newton estabelece que f =—f™" e que £ =—f*. Isso faz surgirem

forcas incégnitas redundantes que podem ser eliminadas pela introducdo de matrizes de

conectividade normais e tangenciais.

As matrizes de conectividade relacionam os pontos de contato globais as suas

contrapartidas locais. A matriz de conectividade normal é:

C'=(c,) =

1, se o contato local r corresponde ao contato global s
0, caso contrario

analogamente, a matriz de conectividade tangencial € uma matriz cujos blocos sdo dados por:

1 0
{0 J, se o contato local r corresponde ao contato global s

=€) =1r0 o
, Caso contrario

Lembrando que o sistema possui m pontos de contato, definem-se, entao, os vetores globais

de forcas normais e tangencias como

=l o glet=ln oo ]
Com isso, pode-se escrever a Eq. ( 2.49 ) de uma forma mais conveniente:
£ =0V 0 R, - L)+ WA 1+

Xt, j

JTUT AT\ (K ngn | 1y ot ft (2.50)
+N./Vj Mj Vj (Nj ij +D./'ij)

Resumindo, a Eq. ( 2.50 ) dd as aceleragdes dos pontos do corpo K; que sdo,
instantaneamente, coincidentes com os pontos de contato globais.
Sejam, entdo, dois pontos, P4 € Pp, tal que P4 pertence a K, e Pg pertence a K, e que esses

dois pontos sdo, em um dado instante de tempo, pontos locais de contato coincidentes. Nesse
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caso, a fun¢do aceleragdo relativa no sistema de coordenadas associado a P4, imprescindivel para

a formulacdo do PCL descrito pelas Eq. (2.29 )a (2.32), é:

V=F -l (2.51)

Note-se, no entanto, que o vetor de aceleracdes normais dado por ( 2.50 ) concatena todas
as aceleracdes dos pontos de contato de um certo corpo e que esse vetor pode variar de dimensao

de corpo para corpo. Essa caracteristica leva a necessidade de escolher, a cada par de vetores

rf‘" ,as linhas adequadas que representam os pontos de contato locais respectivos. Essa dltima

tarefa pode ser executada utilizando-se, novamente, a matriz de conectividade normal C/". Pré-
multiplicando todas as N Eq. ( 2.50 ) por suas respectivas matrizes de conectividade normal,

obtém-se N vetores com m linhas que podem ser somados por possuirem a mesma dimens3o.

Agora a escolha dos sistemas de coordenadas de contato locais como sendo opostos toma
um papel muito importante. A Eq. ( 2.51 ) € o resultado de uma subtragdo, o que significa que a
aceleracdo de Pp em relacdo a P4 tem sentido oposto a aceleragdo de P4 em relacdo a Pp se todas
as grandezas forem escritas no mesmo sistema de coordenadas. Matematicamente:
A _Aun Awxn LA n Aun _A s
Vpia= Ty = Tp#F Tp— T} ="V,
Como os eixos normais dos sistemas locais de coordenadas dos pontos P4 € Pg sd0 opostos,

conclui-se que ‘¥, =—"¥} e, portanto:

A - _ B wn [ Ac:n
vB/A - I.B + I.A

a0 passo que
B .- A sn . B sn

Vap= Tyt Iy

e, assim, o efeito de calcular as aceleracdes em relag@o a P4 ou P € 0 mesmo.

Para facilitar a leitura e a compreensdo das equagdes a seguir, sejam:



de modo que ( 2.50 ) torna-se:

i =q,+Uf" +U'f’ (2.52)

As aceleracdes relativas nos pontos de contato globais podem ser encontradas somando-se

todos os vetores rjy‘" e multiplicando-se o resultado por -1:

—§=-Yi =Yg, +[2u;j(—f">+(zv;j<—f’> (2:53)

J J

Atrito de Coulomb

A Eq. (2.53 ) ¢ a base para o desenvolvimento dos dois ramos de algoritmos de solug¢do
para problemas de contato baseados em complementaridade. Se a relacdo entre as forcas
tangenciais (de atrito) e normais for ndo linear, entdo o desenvolvimento recai em um PCNL
(problema de complementaridade ndo linear), se a relagao for de primeira ordem, linear, entdo o

contato vira um PCL.

No caso das superficies de contato da suspensdo secunddria, as forcas de atrito que surgem
sao do tipo seco, geradas por uma série de mecanismos de microdeformacgao elastopléstica das
rugosidades superficiais dos corpos em contato. Macroscopicamente, observa-se que o
desenvolvimento das forcas de atrito depende das forcas externas aplicadas no corpo e que
podem ser mapeadas em funcdo da velocidade de escorregamento, deslocamento relativo e
mesmo aceleracdo relativa (McMillan, 1997) entre as superficies de contato. Uma revisdo
bastante completa de diferentes modelos para forcas de atrito é dada por Olsson et al. (1998)
incluindo consideragdes sobre as diferencas sobre modelos estéticos e dindmicos, atrito de Dahl -
muito utilizado para controle de sistemas autoexcitados - € o0 modelo de escovas - que modela as

rugosidades como pequenas cerdas engastadas.
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Sabe-se que as forcas de atrito costumam apresentar ciclos de histerese, tanto para
deslocamentos ciclicos como para velocidades alternadas, como mostra a Figura 2.15. A regido
interna ao ciclo, no entanto, diminui com o aumento da rigidez tangencial do contato e, no limite,
tende para uma fun¢do descontinua em que hd um valor constante para velocidades positivas e
outro valor constante para velocidades negativas; para velocidade zero, a forca assume qualquer
valor entre esses dois extremos. Esse caso limite, com alta rigidez tangencial, descreve

razoavelmente bem o modelo de Coulomb.

Forga
A

b

» Velocidade

f

Figura 2.15. Ciclo de histerese da forca de atrito em funciao da velocidade de escorregamento (McMillan,

1997)

Fenomenologicamente, admite-se que as forgas de atrito seco de Coulomb desenvolvem-se

em duas fases distintas (Figura 2.16):

1. Adesdo ou regime estdtico: nessa etapa o movimento relativo entre as superficies é
desprezivel e a forca de atrito € de mesma magnitude e sentido oposto a componente
tangencial da resultante das forcas externas. Do ponto de vista microscopico, corresponde a
fase de deformacao eldstica das imperfeicoes superficiais;

2. Escorregamento ou regime cinético: a medida que as componentes tangenciais das forgas
externas aumentam, as forcas de atrito as equilibram até que seja atingido um limite que
depende, grosso modo, da rugosidade dos materiais em contato. Nesse limite, define-se o
coeficiente de atrito estdtico entre as duas superficies, &, como sendo a razdo entre a forca de

atrito e a for¢a normal. A partir desse ponto, as irregularidades superficies passam a sofrer

deformacdo plastica e ruptura, a forca de atrito sofre uma queda e mantém-se
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aproximadamente constante e contrdria ao vetor velocidade relativa. E comum denominar
coeficiente de atrito dinamico f; a razao forca de atrito/forca normal quando a velocidade de

escorregamento tende a infinito. Para superficies duras, que em geral apresentam fratura com

caracteristicas frageis, pode-se admitir t; = /.

:xt F;.xt -AF
> >
7, .
3
ext I‘i " AF

Forga de atrito

Y

Velocidade relativa

Figura 2.16. Caracterizacao das forcas de atrito como resultado da rugosidade das superficies de contato.

Assim, a for¢a de atrito pode assumir qualquer valor até um méximo g - /", dependendo das

forgas externas. Matematicamente, pode-se escrever que:

fl=p-f"<0
Como as forgas de contato sdo dadas por £’ + f”, a inequacdo acima descreve um cone de

altura f " e raio da base x- f" dentro do qual o vetor forca de contato deve estar contido. Trinkle
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et al. (1997) mostraram que modelar as for¢as de contato segundo o conceito de cone de atrito
leva a versdo ndo-linear do problema de complementaridade, que € de resolucdo mais complexa.
Os mesmos pesquisadores também demonstraram que € possivel aproximar o cone de atrito por

uma piramide de atrito e que essa aproximagao lineariza o problema de complementaridade.

No caso plano, que € de especial interesse para o desenvolvimento do modelo simplificado
da suspensdo secunddria, o cone (ou a piramide) de atrito fica restrita a um tridngulo. Portanto,
considerando-se apenas movimento bidimensional, a formulagdo é sempre linear. Ainda assim, o
modelo proposto por Trinkle et al. requer que sejam identificados os pontos de escorregamento e
que o espaco de aceleragdes para esses pontos seja separado em positivo e negativo. Para cada
subespaco, existe uma relacdo de complementaridade a ser resolvida, o que duplica o tamanho do

problema caso todos os pontos estejam deslizando.

Forca externa

Cone de atrito

=

Piramide de atrito

Figura 2.17. Cone de atrito e piramide de atrito.

Propde-se, entdo, uma simplificacdo baseada no conceito de for¢a de atrito como fungdo da
velocidade de deslizamento. Nessa aproximacgao, aplica-se o seguinte modelo descontinuo para o

caso plano:
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>V

f' =—sign(v,)uf"t, ,casolv|>v,

(2.54)

Vv A
t __ rel n
f ———v uf't, , Caso <vy

t

Vrel t

em que v, ¢ uma velocidade de transi¢do do regime estitico para o regime cinético, sign() € uma
funcdo que retorna o sinal do argumento e v, € a velocidade tangencial de escorregamento entre
as superficies, definida por:

v =t (k7 E,)

rel

em que Py, e Pg, sdo pontos de contato locais correspondentes. Note-se que aqui foi novamente
empregado o fato dos sistemas de coordenadas 7, € [p, serem opostos. Na Eq. ( 2.54 ), é
possivel escrever descrever as forcas tangenciais como o produto de um coeficiente de atrito -

que € funcdo da velocidade de escorregamento - pela normal, ou

>y

t

—sign(v, )uf"t, ,caso
ft = ¢(Vrel )fntl , com ¢(vrel ): _

vrel

h,uf”f1 ,€aso|v,y| < v, (2.55)
1%

t

Para incluir os efeitos de atrito na relagdo ( 2.53 ) entre aceleragdes normais e forcas de

contato, define-se a matriz de atrito Mu, cujos blocos sao dados por:

¢0' (V rel ? ) 0

Mu = (256)
0 0

em que o subscrito o indica o indice do ponto de contato. Assim, a relacdo entre as forcas

globais de contato é:
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6 0 0 00
0 0 0 00
0 ¢ 0 00
0 0 0 00

fr = : oor (2.57)
0 0 ¢ 0
00 0 0 0

Com isso, o problema de encontrar as forcas de contato de um determinado sistema

mecanico de corpos rigidos consiste em processar o seguinte PCL:

—f*<0 (2.58)
_'\;:_qu+(ZU;?+ZU}MuJ(—f”)20 (2.59)

V£ =0 (2.60)
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3. MODELOS MATEMATICOS

Para poder realizar a simulagdo numérica do comportamento da suspensao secunddria, bem
como para qualquer sistema dinamico, € preciso antes obter as equagdes diferenciais que regem o

movimento do sistema.

Este capitulo apresenta dois modelos para a dindmica da suspensao secundéria do truque de
trés pecas: um com apenas um grau de liberdade e um com 9 graus de liberdade. Apresenta,
também, um modelo para a dinamica do truque de trés pecas como um todo que incorpora a

suspensdo de 9 graus de liberdade.
3.1. Modelo da suspensao secundaria com juntas de translacio em Adams/View

Inicialmente, foi desenvolvido um modelo multicorpos utilizando-se o programa comercial
ADAMS/View. O modelo representa meia suspensdo de truque de trés pecas € € composto por
quatro corpos considerados perfeitamente rigidos: um membro lateral, duas cunhas de atrito e
uma travessa. Os movimentos permitidos sdo restritos ao plano delimitado pelos eixos
longitudinal e vertical do vagao e as restri¢des de configuracdes adotadas remetem ao modelo de
Kaiser et al. (2002), ou seja, € permitido que as superficies de contato deslizem tangencialmente
entre si, mas tanto a penetracdo quanto o afastamento normal sdo impedidos por juntas
prismaticas ideais (Figura 3.1). As forcas normais impostas pelas juntas foram utilizadas para

calcular as forcas tangenciais de atrito segundo trés leis diferentes:

£l ) = fr (3.1)

rel
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1%
fnﬂs VL‘,I > S€ vrel < vt
[l = ' 3.2
! rel n vrel ( )
f ﬂd > S€ vrel > vt
rel
Vv
fnﬂs v;el > S€ vrel < vt
t _ t
f[[ (vrel) - . vi)e,l9 ( 3.3 )
f Il'ld »S€ vrel > vt
rel

sendo v,.; a velocidade relativa de deslizamento das superficies, v, uma velocidade arbitraria de
transicdo, i o coeficiente de atrito. Os subscritos s € d do coeficiente de atrito indicam,
respectivamente, as fases estdtica (de adesdo) e dindmica (de escorregamento) do sistema,
segundo a nomenclatura cldssica. Os subscritos da forca de atrito f ' dizem respeito aos trés

diferentes modelos: ( /) Coulomb, ( I ) estatico-dinamico, ( /Il ) exponencial.

Travessa =
Cunha

Cunha :
- ‘ traseira

dianteira

Juntas

Quadro

lateral

prismaticas
Figura 3.1. Modelo da suspensao secundaria desenvolvido em ADAMS/View.

Note-se que, pela equacio de Gruebler (Apéndice B) para mecanismos planos, o nimero de

graus de liberdade da montagem mostrada na Figura 3.1 deveria ser apenas um, o que significaria
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que dada a posi¢ao de um dos corpos, a configuragcdo do sistema seria definida. A Figura 3.2, no
entanto, mostra que para uma dada posi¢do de uma das cunhas, existem infinitas configuracdes
possiveis do sistema. E necessdrio, portanto, conhecer a posicdo vertical das duas cunhas ou
entdo as posi¢des vertical e horizontal da travessa para determinar a configuracao da montagem e,

portanto, o sistema possui, na realidade, dois graus de liberdade.

l

S

Figura 3.2. Possiveis configuracoes do sistema para uma posicao fixa da cunha esquerda.

Uma restricdo fundamental desse modelo, relacionada diretamente ao uso de juntas
prismaticas, € que os resultados t€m significado fisico se, e somente se, as forcas de restricao
entre os corpos forem de natureza compressiva, o que simularia, de fato, um contato. A partir do
momento em que oS corpos comecam a se afastar (caso isso ocorra), as juntas aplicam forcas
trativas, que impedem a separacdo e o sistema, entdo, ndo representa a suspensio secunddria de

um truque de trés pecas, mas apenas trés blocos encaixados.

Esse primeiro modelo utilizou os mesmos pardmetros fisicos (massas, rigidezes,
amortecimentos e coeficientes de atrito) indicados no trabalho de Chandiramani. O objetivo era

responder as seguintes questoes:

3. O comportamento do protétipo de Chandiramani mostrou adesdo-escorregamento em
freqiiéncias maiores do que os modelos tedricos existentes. Pergunta-se: serd a evolugao
das equacdes de movimento tdo sensivel aos parametros do sistema que a mera reducdo da
escala fisica poderia causar uma mudanga nos fendomenos de bifurcacdo observados por
Kaiser et al.?

4. O solver do ADAMS ¢ suficientemente adaptdvel para resolver problemas com sistemas
que sofrem degeneragdo das equacdes de movimento?

5. A hipétese de juntas prisméticas € razodvel?
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Para simular os trilhos, o sinal de entrada foi dado como um deslocamento vertical do

centro de massa do quadro lateral com forma:

y,(t) = asen(fQr)

em que a indica a amplitude do movimento, que foi variada de 0,75 mm a 1,50 mm, 2 ¢ a
freqiiéncia natural da travessa (massa da travessa dividida pela rigidez equivalente de seu
conjunto de molas) e f é um adimensional que foi variado de 0,1 a 2,5, o que, em termos de
frequéncia, equivale a faixa entre cerca de 1,4 Hz a 26 Hz.. Essa faixa de pardmetros foi
escolhida com base no trabalho de Kaiser et al. (2002) com o objetivo de se obter respostas tanto

em regime de adesdo-escorregamento como de escorregamento puro.

Os trés modelos de atrito foram introduzidos no modelo como nuvens de pontos que foram
interpolados utilizando-se curvas de Akima (1970), que consiste de uma interpolacdo por
polindmios de terceiro grau. A curva de Akima foi utilizada por ser diferencidvel e amenizar o
efeito de “rugas” das interpolagdes cubicas simples. Em outras palavras, o que se fez foi suavizar
as fungdes ndo lineares dadas por ( 3.1 ), (3.2 ) e ( 3.3 ) de modo a melhorar as condi¢cdes de

convergéncia da solucdo.

As simulacdes foram realizadas com o algoritmo de férmulas de diferengas regressivas de
Gear (GSTIFF) em duas etapas: uma preandlise estdtica e uma andlise dindmica com maior
resolucdo. O integrador de Gear € um algoritmo com passo varidvel estdvel para sistemas de
equacgoes diferenciais rigidos. A utilizagdo de algoritmos de passo varidvel para problemas que
envolvem relacdes descontinuas ou pouco suaves € praticamente mandatéria. Se for utilizado um
integrador com passo de tempo constate razoavelmente grande, o algoritmo pode passar por
regides de descontinuidades sem noté-las, perdendo precisao de resultados. Se, por outro lado, o
integrador de passo constante for ajustado para passos muito pequenos, a simulacdo torna-se

demasiadamente lenta e pode acumular erros em regides suaves.

A partir desse primeiro modelo, algumas conclusdes puderam ser levantadas a respeito do

aparecimento de adesdo-escorregamento no sistema ensaiado por Chandiramani.
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Em primeiro lugar, nossas andlises numéricas mostraram boa concordiancia com as
conclusdes dos trabalhos de Kaiser et al. (2002), Berghuvud e Stensson (2001) e Hinrichs et al.
(1998), exibindo adesdo-escorregamento apenas para freqiiéncias abaixo da primeira frequéncia
natural. Além disso, foi constatada, também, uma regido de parametros de excitacdo em que o
sistema ndo recebe energia o bastante para iniciar o movimento e permanece travado. Kaiser et al.
chamaram esse subespaco de varidveis de regido de adesao permanente. A Figura 3.3 mostra os
limites da regido de adesdao permanente das andlise do modelo em ADAMS e os compara com a
curva dos limites tedricos tragados segundo o trabalho de Kaiser et al.. Note-se que a curva
tedrica foi calculada com base no modelo de Coulomb, Eq. ( 3.1 ), o que mostra alguma
divergéncia com os resultados de nossas simulacdes com a mesma lei de atrito, apesar de o
formato exponencial decrescente das curvas ser semelhante. Nao foi encontrada uma explicacao
clara para essa diferenca, mas provavelmente ela se desenvolve por causa das abordagens

diversas na formulagdo das equacdes de movimento.

2.5 T T T T

Limite tedrico

—&— Coulomb
—— Estatico-din.
——&— Exponencial

0.5

B
Figura 3.3. Comparacao da regiao de adesao permanente para os trés modelos ensaiados. A curva azul indica

o limite tedrico calculado em Kaiser et al. (2002).

A sequéncia de desenvolvimento dos padrdes de adesdo-escorregamento também concorda
com os encontrados em Kaiser et al. e Hinrichs et al.: a principio, para valores dos pardmetros de
excitacdo proximos - mas acima - da curva de adesdo, aparece um patamar por ciclo, na mudanca
de direcao das curvas de deslocamento relativo entre quadro lateral e travessa. Com o

distanciamento da curva de adesdo, ocorre a bifurcacdo dos patamares € comecam a aparecer
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duas adesdes por ciclo e, em certas ocasides extremas, até trés por ciclo. A Figura 3.4 mostra esse

desenvolvimento para uma freqiiéncia de excitacdo de 2,7 Hz.
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Figura 3.4. Desenvolvimento do fendmeno de adesdo-escorregamento (5= 0,2, equivalente a 2,7 Hz).

Com os resultados obtidos para o modelo inicial em ADAMS, foi possivel concluir que a
suavizacao das curvas de atrito por uma funcdo de Akima fornece resultados satisfatorios e que o
algoritmo de integracdo GSTIFF € suficientemente adaptdvel para lidar com modelos de atrito

pouco suaves.

O truque de trés pecas tem agdo sobre todos os graus de liberdade do vagao ferrovidrio, ndo
sO o vertical. Analisando apenas fendmenos que ocorrem no plano de simetria longitudinal do
trem, ou seja, sem levar em consideragao efeitos de wraping ou hunting, a mobilidade da travessa
ao redor do eixo lateral € essencial para amortecer vibragdes provenientes de ondulagdes dos
trilhos, que apesar de serem de pequena amplitude e grande comprimento de onda, provocam
movimentos de arfagem que sdo transmitidos ao vagido por meio do truque, da mesma maneira
que as vibragdes verticais. Como o amortecimento da suspensdo secunddria provém
essencialmente das forcas de atrito, € importante, também, conhecer o comportamento do sistema

de suspensdo em arfagem. O grande problema com esse primeiro modelo foi justamente a falta de
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mobilidade rotacional da travessa, que € um requisito importante para a manutenc¢do da dinamica

do truque de trés pecas.

Uma possivel solucdo seria incluir a curvatura das faces de contato da cunha com a travessa
e modelar as forcas de contato utilizando-se, ao invés de juntas, elementos de contato nativos do
ADAMS. Esses elementos de contato baseiam-se no método das penalidades que, como ja
comentado anteriormente, t€m a desvantagem de ser muito sensivel aos coeficientes de calibracdo
do modelo. Para evitar interferéncia excessiva das pegas no caso do truque - em que as massas
envolvidas s3o muito grandes quando comparadas as possiveis dreas de penetragdo — seria
necessdrio aplicar um coeficiente exponencial de restitui¢cdo r muito grande, o que poderia causar

instabilidades numéricas e até fornecer solucdes irreais.

O modelo descrito a seguir foi uma alternativa mais interessante para evitar o inconveniente
dos métodos de penalidade e seguir com o desenvolvimento do projeto na direcao da simulacdo

do truque completo.

3.2. Modelo da suspensiao com contatos modelados como PCLs em MATLAB

Um ponto de fundamental importancia para o estudo de um sistema como a suspensao
secunddria de um trem de carga tipico das ferrovias brasileiras, equipado com amortecimento por
atrito seco, € o célculo correto das forcas de contato entre as superficies. O aparecimento de
forcas normais e de atrito com intensidades e dire¢des varidveis no tempo apresenta um problema
numérico, pois, a cada instante de tempo, essas forcas sdo consideradas como incégnitas
adicionais que se somam as posi¢des e velocidades, incognitas tradicionais de um problema de

dinimica de sistemas mecanicos.

O modelo considerado representa meio truque de trés pecas e € constituido por quatro
corpos rigidos: (1) lateral, (2) cunha dianteira, (3) travessa e (4) cunha traseira. A Figura 3.5

mostra um esquema da distribui¢do desses componentes.
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Forgas de entrada

Figura 3.5. Modelo da suspensao secundaria.

As entradas do modelo, u; e uy, sdo as forcas e torques aplicados ao corpo dos adaptadores
pelos mancais dos eixos e as saidas de desempenho consideradas sdo deslocamentos e
velocidades da travessa (massa suspensa) em relagdo a lateral (massa ndo suspensa). A cada

corpo estd associado um vetor de coordenadas do centro de massa:

yjz[xj y; 2, o B 7j]T

tal que, dada a restricio do movimento no plano, tem-se que

zj=0,aj=0e,8j=0 (3.4)

para j = 1, 2, 3, 4. As restricdes dadas em ( 3.4 ) sd@o as unicas que delimitam o espaco de
possiveis posi¢des do sistema. Todas as outras relacdes entre corpos sdo dadas por forgas de

contato e molas, da mesma maneira que em um truque convencional.

Foram considerados nove grupos de molas em configuracao tipo Barber, isto €, sete grupos
suportam a travessa e outros dois grupos suportam as cunhas (Figura 3.6). Os grupos referentes a
travessa sdo compostos por trés molas helicoidais concéntricas supostas ideais, enquanto os
grupos das cunhas possuem duas molas helicoidais, também ideais, em paralelo. Cada uma das
molas apresenta rigidez constante de modo que os grupos tém relagdes for¢a-deformacao lineares
por partes. A mola mais rigida de cada conjunto é também a mais comprida e, portanto, a que

primeiro entra em acdo no suporte da carga. As extremidades desses grupos sdo apenas apoiadas
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nas superficies

de atuacdo, de modo que se a distancia entre os planos de apoio superar o

comprimento livre da mola maior, a forca de restituicio € nula. A Figura 3.7 e Figura 3.8

respectivamente mostram como varia a forca nos grupos de molas da travessa e das cunhas com o

comprimento.

Molas
internas 1

Molas externas

Molas de controle
das cunhas

Figura 3.6. Conjuntos de molas.

Como o modelo € plano, foram considerados apenas trés grupos para as molas da travessa:

dois nas extremidades, quase alinhados com os grupos das cunhas e com rigidezes duas vezes

maiores do que as mostradas na Figura 3.7 e um grupo no centro com rigidez trés vezes maior.

Forga [N]

A
ol

-1000 | Terceiro Extremidades
estagio livres
-2000 |

-3000
Segundo
-4000 | estagio

-5000 | Primeiro

estagio

-6000 ‘
240 245 250 255

Comprimento [mm]

Y

Figura 3.7. Caracteristica de cada conjunto de molas da travessa.
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Figura 3.8. Caracteristica de cada conjunto de molas das cunhas.

As equagdes de movimento sdo dadas pelas relacdes Newton-Euler conforme foram

descritas no Capitulo 2:

My, =F,-L,3)+V, "G,y (35)

A defini¢do dos esforcos inerciais € inerente a cada corpo, pois depende apenas de sua
distribuicao de massa e velocidade angular. As forcas de contato sdo calculadas em bloco por um

algoritmo de Lemke. Ja as for¢as externas possuem algumas particularidades.

A lateral recebe os esforcos provenientes das rodas, que sdo prescritos como entradas do
sistema; além disso, recebe as forcas de todos os conjuntos de molas e o seu proprio peso. A

travessa e as cunhas recebem esfor¢os externos das respectivas molas e do campo gravitacional.

O algoritmo para calculo das forcas de contato € executado uma vez a cada iteracdo do
integrador. Como desenvolvido na Se¢do 2.6.2, existem duas numeracdes de indices para pontos
de contato: uma global e uma local. A cada instante de tempo, o algoritmo deve determinar para
cada corpo quais s@o os pontos de contato e numera-los localmente e, a cada par de contato
detectado, deve associar um indice global. Como se tratam de poligonos convexos, uma das
maneiras de se encontrar os pontos de contato, € possivel mapear os perimetros de cada corpo do

sistema e buscar os locais em que o contato € atingido. Esse método € bastante geral, mas, no
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caso estudado, como a interpenetragao dos corpos ndo € admitida, ndo é necessdrio testar a
ocorréncia de contato ao longo de todo uma aresta, por exemplo, da cunha: basta verificar os
pontos extremos da face plana que encosta na lateral e o ponto da face curva mais préximo da
travessa. Para cada cunha, entdo, pode-se ter trés pontos de contato; para a lateral, até quatro;
para a travessa, dois. O que o algoritmo procura, entdo, € testar os contatos nesses pontos

especificos para cada um dos corpos na ordem indicada pela Figura 3.9.

Figura 3.9. Possiveis pontos de contato dos corpos envolvidos (indices locais).

As forcas de atrito foram introduzidas no sistema por meio da matriz de coeficientes de
atrito, Mu, introduzida pela Eq. ( 2.56 ). De maneira a diferenciar os estagios estatico e dindmico,
considerou-se uma caracteristica de atrito linear por partes, sendo que a regido de adesdo é
caracterizada por uma velocidade de transi¢cdo, v,. Desse modo, para cada ponto de contato o

coeficiente de atrito é definido de maneira semelhante ao descrito pela Eq. ( 2.54 ).

Os itens a seguir descrevem como se comporta a rotina para calculo das forcas de contato.
Observando-se a listagem do programa desenvolvido, apresentada no Anexo A, nota-se que esses
passos ndo sdo consecutivos e outras operagdes ocorrem entre eles. E ideia, entdo, € dar uma
no¢do geral de como foi processado o problema de contato sem levar em conta todos os outros

procedimentos que sdo realizados durante a analise:

1. Verificacdo dos pontos de contato: o programa faz uma andlise geométrica do sistema e

testa os candidatos a pontos locais de contato (Figura 3.9) para verificar se satisfazem
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uma distancia minima de proximidade, estabelecida como 5,0 x 10° mm ’. Se dois pontos
estdo em contato segundo esse critério de proximidade, entdo eles sdo incluidos em uma
matriz de pontos locais que serd transmitida para o préximo passo;

Cinemdtica de contato: com as posi¢des dos pontos locais de contato e sabendo-se a qual
corpo cada ponto pertence, € possivel calcular velocidades e aceleracdes desses pontos a
partir de dados de saida do integrador, ou seja, a partir do estado do sistema;
Determinacdo da matriz de atrito: com as velocidades dos pontos locais de contato em
maos, € possivel determinar se o regime de atrito € estatico ou dinamico e aplicar o
modelo adequado, formando a matriz Mu;

Montagem da relagdo de complementaridade: os célculos cineméticos e a matriz Mu sao
incluidos no modelo desenvolvido no Capitulo 2 de modo a formar a equagdo de
complementaridade entre aceleragdes normais e forcas normais;

Processamento do PCL: a relacdo de complementaridade é processada por um algoritmo
de Lemke que retorna um vetor com o valor das forcas normais de contato do modelo;
Montagem dos vetores de forcas: utilizando as matrizes de conectividade e de
decomposicdo definidas no Capitulo 2, é possivel transformar as magnitudes das forgas
normais obtidas em vetores contendo componentes tangenciais € normais.

Os valores das forcas de contato obtidas com esse algoritmo s@o passados para as equacoes

diferenciais ( 3.5 ) que sdo integradas. Notou-se que, em alguns casos, o sistema de equagdes

pode ficar rigido, entdo, para que todas as andlises pudessem ser comparadas, adotou-se um

integrador préprio para esse tipo de sistema.

Os algoritmos de contato, montagem das equagdes diferenciais e pos processamento foram

programados em MATLAB, versdo R14, e a listagem de todas as rotinas encontra-se no Anexo

A. Os PCLs foram resolvidos por meio de um algoritmo, também escrito em MATLAB,

disponivel na rede mundial de computadores (http://people.sc.fsu.edu/~burkardt/m_src/lemke/

lemke.html).

7O valor de 0,000005 m foi escolhido por representar uma distancia desprezivel face as dimensdes gerais dos
componentes e de modo a ser superior a tolerdncia de convergéncia do algoritmo integrador, procurando evitar,
assim, que erros numéricos afetassem o calculo dos contatos.
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As anélises foram feitas utilizando-se um microcomputador com processador Intel Core 2
Quad com 2,38 GHz de frequéncia e 4 GBytes de memoria RAM, pertencente ao Laboratério
Ferroviario da Faculdade de Engenharia Mecanica da Unicamp. A Figura 3.10 mostra as
dimensdes mais relevantes dos componentes do modelo desenvolvido e a Tabela 3.1 enumera os
parametros fisicos para o modelo simulado.

| 410 |

g, 37.5° po— W
8

A V\“ﬁjﬁ X

1776

1487

Figura 3.10. Dimensoes dos componentes
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Tabela 3.1. Parametros fisicos do modelo proposto

Parametro Valor

Altura inicial do berg¢o em relagdo ao sistema 1 - 225 mm
Campo gravitacional g 9,85 m/s
Massa da lateral m 578 kg
Massa da travessa ms 8240 kg
Massa das cunhas (referéncia) my € Ny 12 kg
Momento de inércia de arfagem da lateral I 2446 x 10° kg-mm
Momento de inércia de arfagem da travessa I 230 x 10° kg-mm
Momento de inércia de arfagem das cunhas (ref.) Lel, 84,1 kg-mm
Posicao horizontal das molas das cunhas 179 mm
Posic¢do horizontal das molas laterais das travessas 150 mm
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4. RESULTADOS E DISCUSSAQO

Este capitulo apresenta alguns resultados obtidos agrupados em duas secdes. A primeira
secdo trata de uma comparagdo de desempenho entre o modelo desenvolvido em MATLAB com
o uso do PCL e outro, similar, em Adams. A segunda parte mostra as andlises feitas utilizando-se

o modelo apresentado no capitulo anterior.

Para todas as andlises, os deslocamentos e velocidades foram tomados com relagdo ao

movimento da lateral.
4.1. Consideracoes sobre a frequéncia de vibraciao

Pode-se entender a suspensdo secunddria como um sistema massa-mola-amortecedor, em
que a massa principal corresponde a travessa e a rigidez principal corresponde as molas

associadas a travessa.

Os dados utilizados nas simulacdes correspondem a um truque para 35 ton. Suponha-se,
entdo, que além do peso préprio, sobre a travessa existe aplicada uma carga de nove vezes sua
massa, de modo que a massa equivalente do conjunto travessa-carga seja 8240 kg. Nessa situacao
e utilizando-se os parametros geométricos descritos no capitulo anterior, todas as molas da
suspensdo estdo comprimidas, de modo que a rigidez equivalente dos conjuntos de mola da

travessa € igual a:

ko3 =T7-(356+172+81)=4263 N/mm

logo, a frequéncia natural é:

k 3
feqzi Ko 1 M:%zm (4.1)
2 \m, 27\ 824x10
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enquanto que para o truque descarregado, a frequéncia sobe para cerca de 11,8 Hz.
4.2. Comparacido com o modelo em Adams

Para verificar a resposta e o desempenho do modelo proposto, foi elaborado um modelo
similar no software de simulacdo multicorpos MSC.Adams/View 2008 r1, conforme apresenta a
Figura 4.1. Esse modelo tem as mesmas caracteristicas daquele elaborado em MATLAB,
inclusive na considerag¢do do arredondamento das faces das cunhas. A diferenga essencial estd no

modelo de contato adotado que, nesse caso, segue a formulagao do método das penalidades.

No Adams estdo disponiveis dois tipos de formulagdo de contato: de restituicdo e de
impacto. O modelo de restituicdo segue a teoria de choques de Poisson, na qual apds cada evento

de impacto uma parcela da energia € dissipada. A forca de contato € calculada por:

" e 98
fr=pd e)dt (4.2)

em que g ¢ a distancia de penetracdo entre os corpos e p € um coeficiente de penalizacdo e e € o
coeficiente de restituicdo. A dependéncia com relacdo a velocidade de penetracdo torna esse

modelo bastante instavel, como reconhece a prépria documentagao do Adames.

O outro modelo, de impacto, é equivalente a abordagem de regularizacdo apresentada no

Capitulo 2. A equagdo que determina a for¢a normal de contato € dada por:

<g_gt>d_g

"=k-g'+c
f 8 P 2

na qual os significados de k, g, e r foram explicados anteriormente. O coeficiente ¢ representa um
amortecimento, g, ¢ uma penetracdo limite e os operadores < > indicam uma funcdo de

singularidade. Na prética, essa definicdo trata as superficies como molas ndo lineares e adiciona
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um amortecimento a partir do momento em que a penetracdo limite € atingida, de maneira a

forcar a estabilizac@o do contato.

sus sec2

lateral.PT_3

Travessa
=l ;

Cunha dianteira
Cunha traseira

Molas da cunha

Molas da cunha traseira

dianteira

= Q)
| i
I |
i BT j fuJ 7 ! T,
Molas da travessa Lateral

Figura 4.1. Modelo plano da suspensao secundaria em Adams.

<

As forcas de atrito sdo calculadas a partir do resultado das forcas normais e da velocidade
de escorregamento das geometrias em contato. O Adams aplica uma suavizagdo da curva de atrito
de Coulomb definindo uma func¢do a partir de trés pontos particulares (Figura 4.2): a origem, o
ponto de forca maxima e o ponto de estabiliza¢do do valor da for¢a. Quando a velocidade € nula,
o coeficiente de atrito ¢ também € considerado nulo. O coeficiente cresce de maneira suave até
um valor de pico - 4  que corresponde ao maximo valor "estatico". A funcdo, entdo, decresce e
vai a um valor constante - . O grafico é simétrico para velocidades negativas. A forca de atrito,

entdo, € calculada por:

fr=uv)-f"
e aplicada paralelamente ao vetor velocidade relativa na dire¢do tangencial adequada, de maneira

similar ao modelo em MATLAB.
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Figura 4.2. Funcao de atrito utilizada pelo Adams.

Para as analises comparativas, os coeficientes foram ajustados segundo a Tabela 4.1. A
rigidez de contato seguiu o recomendado pelo programa para contato aco/aco. O expoente de
penalizacdo e o coeficiente de amortecimento foram ajustados de maneira a facilitar a
convergéncia do algoritmo de integracdo, a penetracdo limite e os parametros da for¢a de atrito
foram estabelecidos como sendo os mesmos do modelo em MATLAB. A escolha mais adequada

desses valores, logicamente, dependeria de resultados de experimentos.

Tabela 4.1. Parametros de ajuste do modelo de contato em Adams.

Parametro Valor

Coeficiente de amortecimento c 50 N-s/mm

Coeficiente de atrito dinAmico pe 0,29

Coeficiente de atrito estatico us 0,30

Expoente de penaliza¢ao r 1,2

Penetracgdo limite g 0,005 mm
Rigidez de contato k 1,0x10° N/mm
Velocidade de transicdio V4 10 mm/s
dindmica

Velocidade de transi¢do estatica V 0,001 mm/s
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A comparacgdo entre os resultados apresentados pelos dois modelos baseou-se na resposta
dos sistemas a uma excitacido senoidal. Veiculos ferrovidrios, de modo geral, sdo submetidos a
oscilagdes de baixa frequéncia, associadas em especial ao comprimento do trilho, que gira em
torno de 11,5 metros. Segundo propdem Kaiser et al. (2002), pode-se relacionar a velocidade do

trem com a frequéncia de excitagdo por:

Q=-— (4.3)

em que V € a velocidade longitudinal de translacdo em metros por segundo e L: é o comprimento
do trilho. Admite-se, aqui, que cada elemento de trilho representa meio comprimento de onda,
isto é, se um trecho que trilho tem abaulamento para cima, o proximo apresentard abaulamento

para baixo, de modo a garantir um deslocamento senoidal.

Portanto, tanto nas andlises conduzidas com o Adams quanto com o MATLAB, as duas
entradas de forcas externas (adaptadores) foram excitadas com esfor¢os verticais de mesmo

valor:

u =u;) =a-sen(Qt)+C (44)

A frequéncia Q ¢é dada pela Eq. ( 4.3 ) e o fator de amplitude a varia entre as andlises. A
constante C indica uma carregamento que mantém o sistema em posicdo de equilibrio.
Diferentemente do que ocorre com sistemas lineares, nos quais o principio da superposi¢do vale,
na suspensio secunddria, devido a alta influéncia do atrito sobre 0 movimento, excitagdes de
magnitudes diferentes ndo causam alteracdes proporcionais na resposta do sistema. De fato, como
demonstraram Feeny e Moon (1993), Hinrichs et al. (1998) e Kaiser et al. (2002), a amplitude da
entrada pode motivar a bifurcacdo de respostas e, em alguns casos, para oscilagdes muito
pequenas, o sistema pode travar, ou seja, entrar em um estado permanente de adesdo. Tem-se,
entdo, claramente dois tipos de regime em que a suspensdo pode vibrar: ou a travessa nao se

move em relacdo a lateral, ou se move. As dificuldades encontradas pelos algoritmos nos dois
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casos sdo diferentes porque, entre outros motivos, as forgas de atrito estdtico e de atrito dindmico

possuem comportamentos diversos € a transi¢cdo de uma fase para a outra € descontinua.

Nas andlises comparativas que se seguem, a velocidade do vagdo foi suposta constante e
igual a 50 km/h. As amplitudes foram variadas, tomando-se cuidado para que seu valor pico a
pico ndo fosse inferior a 5% do peso total do truque. A Tabela 1.2 resume as configuracdes

utilizadas nas andlises comparativas.

Tabela 4.2. Configuracdes dos programas de simulacio.

Adams MATLAB

Versao 2008 r1 R14 SP3
Processador Intel Core 2Quad 2.83 GHz
Integrador GSTIFF 13, C++, corretor modificado, 2 odel35s, refinamento 3

iteracdes no maximo, modo interativo
(interface grafica ativada, mas sem

atualizacoes)
Tolerancia de convergéncia 1x10*® 1x10*
Intervalo entre pontos de saida  0,0001 0,0001
Término da simulagdo 2s 2s

A seguir sdo apresentados alguns resultados da mesma andlise simulada com o modelo em
Adams e com o modelo em MATLAB. Como foi observado no Capitulo 3, o comportamento
dindmico do truque estd intimamente ligado ao desenvolvimento do fenomeno de adesdo-
escorregamento, que € um dos motivadores das caracteristicas de bifurcacdo que aparecem em
osciladores com atrito. Kaiser et al. (2002), Hinrichs et al. (1998) e Feeny e Moon (1993)
mostraram, por meio de experimentacdo e simulacdo, que € plausivel dividir os modos de
oscilagdo de um sistema como esse em duas categorias de caracteristicas distintas. Para valores
de amplitude e frequéncia de excitacdo abaixo de certo valor, o sistema apresenta estados
intermitentes de adesdo e escorregamento que afetam a resposta com oscilacdes de frequéncias
parasitas. Se os valores criticos forem ultrapassados, entdo o sistema se comporta de maneira

muito semelhante a um oscilador sem atrito. Isso ocorre porque amplitude e frequéncia afetam
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diretamente as velocidades relativas de escorregamento entre as superficies e, portanto,

determinam o estado das forgas de atrito.

Para mostrar como cada modelo lida com os diferentes estigios de adesdao e
escorregamento os graficos a seguir sao apresentados em ordem decrescente de amplitude de
excitacdo. Assim, € possivel observar como ocorre a transicdo de um estado de escorregamento,
praticamente linear, para o estado de adesdo total, passando por uma regido intermedidria de

oscilagdes incompletas (adesdo e escorregamento ocorrendo juntos).

A Figura 4.3 apresenta os resultados para uma amplitude de excitag¢do igual a 3000 N, fora
do regime nao linear. Esse valor corresponde a cerca de 40% do peso total do conjunto. O gréfico
mostra que, para esse caso especifico, as respostas em regime transiente dos dois modelos
apresentam uma defasagem de aproximadamente 45°, mas sdo bastante semelhantes quando o
regime permanente € atingido, como seria esperado. Durante o regime transiente, nota-se que o
modelo que utiliza o método das penalidades para calcular as forcas de contato apresenta uma
oscilacdo de alta frequéncia antes de chegar a uma vibracdo quase senoidal. Essas oscilagdes
intensas sao de frequéncia proxima a natural do sistema (cerca de 11,8 Hz) e ndo sdo reveladas na
andlise com o modelo em MATLAB, sugerindo uma inconsisténcia. O algoritmo PCL mostra
uma resposta transitéria muito suave. Observando-se mais de perto os resultados encontrados no
modelo em MATLAB, nota-se que o regime permanente, apesar de muito mais regular do que o
obtido em Adams - por causa da aparente auséncia dos modos de alta frequéncia -, ndo ¢é
perfeitamente senoidal: possui pequenas distor¢des de frequéncia proxima a da excitacdo de

entrada.

Na Figura 4.4 estdo exibidos os resultados para amplitude igual a 1800 N, valor para o qual
o modelo em MATLAB utilizando restricdes duras prevé o aparecimento de adesdo-
escorregamento, caracterizado pelos patamares que surgem na mudanca de dire¢cdo do
movimento. E interessante ressaltar, aqui, que esse fendmeno ndo linear provoca picos de
aceleracdo local entre as superficies de contato, o que garante que as forcas de atrito e normais
sdo capazes de retardar o movimento a ponto de pard-lo. Esses saltos de aceleracdo - e as forcas

que os provocam - sdo responsaveis por deformacdes locais que podem até mesmo ser plasticas,
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um fendmeno normalmente conhecido por fretting, que acentua o desgaste das pecas e atrapalha
o correto funcionamento do sistema, pois adiciona rugosidades macroscOpicas as superficies de
contato. Sabe-se, também, que o fendmeno de adesdo-escorregamento ocorre em suspensdes
secunddrias de truques de trés pecas, pois ja foi observado tanto numericamente (Sun e Cole,
2008; Kaiser et al., 2002; Baruffaldi et al., 2009) quanto experimentalmente (Chandiramani et al.,
2006). Interessa, portanto, utilizar um modelo que possa captar adequadamente essas condi¢des
de aparecimento de adesdo para se ter uma idéia do tipo de aceleracdo a que os corpos estdao

submetidos.

ADAMS
——— MATLAB

SATAVATAYATAY

-40 ‘ ‘
0 5 10
Tempo [s]

Deslocamento relativo [mm]

Y

Figura 4.3. Resultados para excitacio com amplitude de 3000 N.
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Figura 4.4. Resultados para excitacio com amplitude de 1800 N.

Nota-se, porém, que a formulagdo de contato pelo método da regularizagdo (Adams) ndo
acusa o desenvolvimento de regides estaciondrias no grafico de posi¢do. A principio, essa
auséncia de informacdo pode apenas querer dizer que a adesdo no modelo de Adams aparece
apenas para amplitudes inferiores a essa. Reduzindo-se gradativamente a amplitude de excitacao,
no entanto, o que ¢é revelado € que mesmo para distirbios muito pequenos, da ordem de 6% do
peso do conjunto, ainda é possivel observar um carater eminentemente senoidal. J4 no modelo em
MATLAB, oscilagdes abaixo de cerca de 1600 N (Figura 4.5) j4 ndo provocam oscilagdo
aprecidvel. Além disso, pode-se perceber o que modelo desenvolvido em Adams com contato por
penalidades comeca a sofrer de instabilidades numéricas a partir do terceiro ciclo e que essas
instabilidades sdo amplificadas a ponto de provocar novamente oscilacdes de alta frequéncia e
grande amplitude a partir de 13 segundos. Essa amplificagdo de ruidos é um problema conhecido
dos métodos de regularizacdo, que sabidamente ndo satisfazem a conservacdo de energia
mecanica (e esse ¢ mais um dos motivos pelos quais o Adams aplica um termo de
amortecimento). O uso de for¢as como entrada, ao invés de um deslocamento prescrito,
possivelmente colabora para o aparecimento dessas instabilidades, pois o algoritmo tem mais

dificuldade para encontrar um ponto de convergéncia estavel.
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Figura 4.5. Resultados para excitacao com amplitude de 500 N.

E possivel, também, comparar os dois algoritmos em termos de tempo de processamento.
Nesse quesito, nota-se uma deficiéncia do método da complementaridade. A Tabela 4.3 mostra os
tempos de processamento em cada um dos softwares adotados para algumas amplitudes
selecionadas. Percebe-se que o método da restricao dura € mais eficiente na maior parte das
andlises, mas que os tempos de simulagdo ndo sdo constantes e podem, eventualmente,
ultrapassar os tempos do modelo de penalidades, como ocorre para a andlise de 1600 N. Isso
acontece porque o algoritmo de processamento dos problemas de complementaridade, se
conseguir convergir, devolve a primeira resposta factivel. Essa solu¢do, no entanto, pode nao
satisfazer as condi¢des de continuidade exigidas pela rotina de integragdao que, entdo, recalcula o
passo de tempo até encontrar uma resposta condizente com a evolugdo dos estados do sistema.
Esse ¢ um problema ainda em aberto e € possivel que algumas abordagens relacionadas a pds-

estabilizacao de restricdes (Cline e Pai, 2003) sejam capazes de resolvé-lo.

Note-se que a comparagdo sugerida pela Tabela 4.3 nao permite uma comparagdo direta de
desempenho, pois as tolerancias e métodos de integracdo aplicados nos dois casos ndo sdo

equivalentes. Em outras palavras, a partir da andlise dos tempos de processamento nao € possivel
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distinguir qual € o impacto do método de cdlculo das for¢as normais sobre a dificuldade do
algoritmo convergir para uma resposta. Isso ndo invalida a andlise do pardgrafo anterior, visto

que os tempos do método PCL sdo irregulares.

Tabela 4.3. Tempo de processamento, em segundos, dos modelos em Adams e MATLAB

a Adams MATLAB

500N 2159 590
1600 N 2187 3331
1800N 2124 360
3000 N 2560 138

4.3. Comparacao das respostas a condicoes iniciais com carga

Com a andlise comparativa desenvolvida na se¢@o anterior, pode-se constatar que:

1. O modelo elaborado em MATLAB apresenta comportamento fisicamente plausivel

sob certos aspectos relacionados a continuidade e estabilidade da resposta, mas

2. ndo modela corretamente os modos de vibrar do sistema, mascarando a resposta

transitéria.

Com o intuito de verificar a possivel fonte de erro do modelo, foram feitas algumas
alteracdes tanto no modelo em MATLAB quando no modelo em Adams para permitir que
recebessem entradas na forma de deslocamento prescrito da lateral, ao invés de forcas. Admitiu-
se, também, que a massa total da travessa (bem como os momentos de inércia) seria 10 vezes
maior do que a original, simulando um carregamento de cerca de 15 ton sobre o truque®. Nesse
caso, a frequéncia natural é dada pela ( 4.1 ) e espera-se que o periodo das resposta a condi¢des

iniciais seja cerca de 0,27 segundos.

¥ Apesar de 15 toneladas serem aplicadas sobre o truque, o modelo lida somente com metade dessa carga, ou seja,
cerca de 7,5 ton.
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Os coeficientes de atrito foram alterados para 0,2 dindmico e 0,21 estatico e as condicdes
iniciais sdo velocidades nulas e posi¢ao da travessa 53 mm abaixo do centro de massa da lateral.
A lateral foi mantida fixa e o sistema ficou livre para oscilar até atingir uma posi¢do de

equilibrio.

A Figura 4.6 mostra o deslocamento vertical da travessa para as condicdes iniciais
indicadas. Nota-se, agora, que as respostas s@o mais semelhantes entre si € que os periodos de
oscilagdo coincidem com o esperado, sendo cerca de 0,270 para o Adams e 0,273 para o modelo
em MATLAB. O amortecimento provoca um decremento linear da resposta, como indicam as
linhas que ligam as cristas das respostas, concordando que o se espera de um amortecedor de
atrito. A intensidade de oscilacdo encontrada no modelo do MATLAB foi cerca de 23% menor
do que a encontrada em Adams, e a resposta estaciondria, isto €, a posi¢do de equilibrio do

sistema, também foi menor (aproximadamente 10%).
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Figura 4.6. Deslocamento vertical da travessa
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As diferencas nas respostas ficam mais acentuadas na andlise do grafico de fases, Figura
4.7, no qual nota-se claramente que a resposta do modelo em MATLAB estabiliza mais
rapidamente, pois o raio total da trajetoria de fase € menor. Nota-se, porém, que em nenhum dos
dois casos o sistema aproximou-se do regime de adesdo, o que € denunciado pela forma quase
circular dos ramos superiores das trajetorias de fase. Assim, ainda que as respostas tenham sida
ligeiramente diferentes em termos absolutos, é possivel afirmar, pelo menos para os parametros

simulados, que os dois modelos comportam-se de maneira dinamicamente semelhante.

1.5 T T T T T T T
—— Adams
————MATLAB
1 -
05
v,k
Wn
-0.5
-1 F
-1.5
-2
-4 -3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0

Deslocamento relativo [mm]

Figura 4.7. Trajetorias de fase

A andlise da Figura 4.8 ajuda a esclarecer as diferencas, mostrando que no modelo com
contatos por restricdo dura a perda de energia é maior, levando o sistema ao equilibrio mais

velozmente e também reduzindo a amplitude das oscilagdes transientes.
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Figura 4.8. Energia cinética da travessa.

As Figura 4.9 e Figura 4.10 mostram as forgas desenvolvidas nas superficies de contato da
travessa com a cunha. Essas podem, de fato, ser consideradas as forcas de amortecimento do
sistema, visto que as forcas de rigidez sdo eminentemente geradas pelas molas. Nota-se que a
evolugdo temporal nos dois casos € bastante semelhante, sugerindo que as diferencas observadas
nas andlises anteriores talvez ndo tenham origem no cédlculo das for¢as de contato. Os diagramas

de amortecimento, no entanto, mostram claramente que o modelo de restituicdo promove a

histerese, enquanto que o modelo de PCL, ndo.
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5. CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

A proposta deste trabalho foi o desenvolvimento de um modelo multicorpos do sistema de
suspensdo secunddria de um veiculo ferrovidrio de carga. Essa proposta vem de encontro com o0s
recentes desenvolvimentos voltados para o aperfeicoamento de um sistema de projeto bdsico
antigo, mas que ainda se mostra muito popular devido ao baixo custo de manutencdo e alta

confiabilidade.

Os esforcos foram voltados para a compreensao dos fendmenos de contato gerados pela
presenca de um amortecedor nao linear, a cunha de atrito, e para a forma como esses esforcos de
contato podem ser calculados computacionalmente, no menor tempo possivel, sem perder

resolucao ou recorrer a linearizacoes irrealistas.

Contrariando a tendéncia normal de modelar os contatos como molas muito rigidas,
empregou-se a abordagem das restri¢des duras, que formulam o contato como uma restri¢do nao
holondmica unilateral e utilizam a teoria de processamento de problemas de complementaridade
linear para encontrar as for¢as normais. Essa abordagem garante a nao penetracao dos corpos de
contato e, em geral, reduz o custo computacional total. Por outro lado, sua implementacdo
numérica € mais complexa e ndo se pode garantir a priori quantas iteracdes serdo necessarias

para resolver o problema.

Todo o desenvolvimento tedrico para a implementacdo matemadtica dos contatos vistos
como problemas de complementaridade linear foi apresentado. Existe margem para que, com
algumas alteracdes, sejam incluidos modelos mais complexos de atrito, inclusive modelos
dependentes de outras varidveis além da velocidade. Adaptar o problema para o uso do conceito

de piramide de atrito seria mais trabalhoso, mas ainda sim, possivel.

Um estudo comparando as respostas entre o modelo desenvolvido e outro modelo
equivalente formulado utilizando técnicas tradicionais foi apresentado, revelando que a técnica de
calculo de contato por PCL precisa ainda de um maior desenvolvimento para ser totalmente util.
Ainda assim, a técnica € promissora, pois mostrou-se eficaz no cédlculo das for¢as de contato sem

elevar o custo computacional e ainda preservando a precisao cinemaética.
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Como sugestao para trabalhos futuros propde-se:

o aprofundamento sobre técnicas de solu¢do de PCLs voltados para simulacdo multicorpos.
Uma possibilidade vidvel € voltar-se aos algoritmos iterativos, em detrimento dos pivotais,
como os de Lemke. Essa abordagem pode elevar o custo computacional para modelos

pequenos, mas possivelmente tornaria o tempo de processamento mais previsivel;

a inclusdo de cones ou piramides de atrito no PCL, eliminando a necessidade de um modelo

de atrito dependente da velocidade relativa;

a programagao da solug¢io de contato por restricoes duras em uma linguagem compativel com

0 Adams (C++ ou Fortran);

o desenvolvimento do modelo de um truque tridimensional completo e, posteriormente, de
um vagao completo. Esse modelo pode incluir modelos tridimensionais para contato, de modo
a levar em consideracdo fendmenos importantes para a dindmica ferrovidria como a

sobrelevacdo e o wraping decorrentes dos esfor¢os de curva;

a integracdo do modelo apresentado neste texto com contatos roda/trilho para simulagcdo de

inscricdo em curvas e frenagens;

aplicacdo do método da complementaridade linear para problemas de contato mais simples,

com o intuito de validagdo;

estudo da influéncia da variacdo do coeficiente de atrito sobre a resposta dinamica do sistema.
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APENDICE A - Listagem do programa

o\

ROTINAPRINCIPAL estabelece os pardmetros essenciais de simulacdo e chama
as fungdes para a solucgao do problema da cunha de atrito com
amortecimento constate

o o o

o\

A solucao das forgas normais e de atrito é feita por meio da formulacgao
do sistema na forma de um problema de complementaridade linear.

o

oe

c2010 FEM UNICAMP - Laboratdério Ferrovidrio
Leonardo Bartalini Baruffaldi

o

o\

close all

clear all

clc

tic

% Chama arquivo com as configuragdes da suspensao
BARBER_4_37

%% CONDICOES INICIAIS

% Vetor de posigdes iniciais

r0O = [00 OO0 O0O0,... % posicao inicial da
quadro lateral

-179.5684 -88.1647 0 0 0 0,... % posicgao inicial da
travessa

0 -36 000O0,... % posicao inicial da cunha
dianteira

179.5684 -88.1647 0 0 0 07; % posicado inicial da

cunha traseira
% Vetor de velocidades inciais
drO_dt = [0 0O O O O O,...
quadro lateral
000O0O0GQ 0,...
travessa
00O0O0O0GQ 0,...
cunha dianteira
00 0O0O0O071;
cunha traseira

o\

velocidade inicial da

o

velocidade inicial da

oe

velocidade inicial da

o

velocidade inicial da

vel = 60/3.6;

mu = 0.29;

[t,y,saida] = resolve_susp2(rho_pontos, [rO dr0_dt]',M,d9, ...
[0:1le-4:25*%11.5/vel],vel,mu);

toc

% BARBER_4_ 37 Parametros fisicos
% BARBER_4_37 Retorna os valores de pardmetros inerciais e geométricos $%
de uma suspensdo secunddria para trem de carga com truque de trés pecas

oe

oe

Referéncia dos corpos:
1 - lateral (sideframe)

o
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oe

2 - cunha dianteira (front wedge)
travessa (bolster)
4 - cunha traseira (rear wedge)

oe
w
|

o\

FE = 1;
m(l) = 578; % massa da lateral
m(2) = 12/FE; % massa da cunha dianteira
m(3) = 824; % massa da travessa
m(4) = m(2); % massa da cunha traseira
I(1,1:3,1:3) = 1e9*[0.0992 0 0; 0 0.2013 0; 0 O 0.24467];
% matriz de inércia da lateral
I(2,1:3,1:3) = [11.8 0 0; 0 10.3 0; 0 O 84.1]/FE;% matriz de inércia da cunha
% dianteira
I(3,1:3,1:3) = 1e9*[0.3204 0 0; 0 0.3204 0; 0 0 0.02371;
% matriz de inércia da
% travessa
I(4,1:3,1:3) = [11.8 0 0; 0 10.3 0; 0 O 84.1]/FE;% matriz de inércia da cunha
% traseira

Q

% Montagem das matrizes de massas do sistema

for i = 1:4;

M{i} = [diag(m(i)*[1 1 1]) zeros(3,3)
zeros (3,3) squeeze(I(i,:,:))]1;

Ak kA hkhhkhkhkhkhAhkhhAhhhhAhhkhAhhdhAhhdkhhkdhrhhhAhhkhhrhhkhkhhkdkhrhkkhhkhhkkhk o hkkhkhhrhkhk o hkkhkxhxkhkkx

* x
%% PARAMETROS GEOMéTRICOS
% Dados da geometria da suspensao

dl = 1778; % entre—eixos
d2 = 450; % base do berco
d3 = 485; % altura do berco

d4 = 4*pi/180;
d5 = 149.5;

o\

dngulo da lateral
altura dos adaptadores

o\

de = 169; % base da cunha

d7 = 200; % altura da cunha

d8 = 35*pi/180; % angulo da travessa
d9 = 1600; % raio de curv. cunhna
dl0 = 410; % base maior travessa
dll = 190; % altura travessa

o\

Posicgdes relativas de pontos importantes (escritas nos sistemas de
coordenadas associados aos respectivos corpos

1. Quadro lateral

rhol = [-d1/2 -d5 O

dl/2 -d5 0

-d2/2 80.5 0

dz2/2 80.5 0

(d2/2+d3*tan(d4)) 80.5-d3 0

-(d2/2+d3*tan(d4)) 80.5-d3 O

0 80.5-d3 0

-150 80.5-d3 0 $fixacao das molas de controle
150 80.5-d3 0

o\

o\
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-179 80.5-d3 0
179 80.5-d3 0]"';
% 2. Cunha dianteira
rho2 = [-62 -68.3 0
-62+d6 -68.3 0
-62+d6-d7*tan(d8) -68.3+d7 0
-62+d7*tan(d4) -68.3+d7 O
000
0 -68.3 01"';
% Centro de curvatura da face curva

rM = 1/2*[rho2(:,2)+rho2(:,3)]1; % posicao do ponto médio da
corda
rD = [rho2(:,2)-rho2(:,3)]; % vetor diferenca

distédncia do centro a corda
-rho2(1,2); 0];

diregdo do raio que passa

% pelo ponto médio da corda

h = sgrt(d972-(norm(rD)/2)"2);
nhat = 1/norm(rD)*[rho2(2,2)-rho2(2,3); rho2(1,3

o ~— oo

ro = rM+h*nhat; % vetor posicao do centro da
circunferéncia
rho2(:,5) = ro;

[

% 3. Travessa
rho3 = [-d10/2 76.3 0
d10/2 76.3 0
dl0/2-dll*tan(d8) 76.3-d11 O
-d10/2+d1l1*tan(d8) 76.3-d11l 0
0 76.3-d11 0
-150 76.3-d11 O $fixacao das molas de controle
150 76.3-d11 0]1"';
% 4. Cunha traseira
rho4 = [62 -68.3 0
62-d6 -68.3 0
62-d6+d7*tan (d8) -68.3+d7 0
62-d7*tan(d4) -68.3+d7 0
00O
0 -68.3 01"';
% Centro de curvatura da face curva
rM = 1/2*[rhod4(:,2)+rho4(:,3)]1;
rD [rhod4(:,2)-rho4(:,3)];
h = sqgrt (d972-(norm(rD)/2)"2);
nhat = 1/norm(rD)*[rho4(2,3)-rho4(2,2); rho4(1l,2)-rho4(1,3); 0];
ro = rM+h*nhat;
rhod4(:,5) = ro;
rho_pontos = {rhol rho2 rho3 rho4};
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RESOLVE_SUSP2 Resolve as equacdes de movimento da suspensdo secundaria
[T,Y] = RESOLVE_SUSP2(RHO,Y0,MTIL) integra as
equagdes de movimento do sistema de suspensdo secundaria

o o o

o\

y(l...6) - coordenadas de posicao do quadro lateral
y(7...12) - coordenadas de posicao da cunha dianteira
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% y(13...18) - coordenadas de posigao da travessa

% y(19...24) - coordenadas de posigao da cunha traseira

% y(25...30) - coordenadas de velocidade do quadro lateral

% vy (31 36) - coordenadas de velocidade da cunha dianteira

% y(37...42) - coordenadas de velocidade da travessa

% y(43...48) - coordenadas de velocidade da cunha traseira

% Parametros:

% Mhat - Matriz de massa generalizada (6x24)

% Fhat - Forcas externas generalizadas

% Vhat - Arranjo cujas células sao as matrizes de rotagao de contato
% Ahat - Vetor de aceleracgbes centripetas e de Coriolis dos pontos
% de contato (pxl)

% conecta - arranjo cujas células sao as matrizes de conectividade dos
% COorpos

% rhoCG - Vetor coluna com as posig¢des dos centros de gravidade

oe

% rho -

% Pc -

% u -

function [t,y,saidal] =

D_{}/

p = [1;

saida = struct(
'fentrada', [],

tempo = [];

Fhat = {};

Lhat = {};

Vhat = {};

fcont = {};

u= [];

fre = vel*pi/11.5;

defa = 1.778/vel;

close all

t0 = tspan(l);
tf = tspan(end);
opts =

3, 'Refine', 3);
[tl Y] =

(posicdes lineares e angulares)
Arranjo de células com os pontos relevantes
Matriz de pontos de contato
Entrada do sistema

'flateral', [],
lYl

(24x1)

(3xp)

'fcunhaD', [], 'ftravessa', [],

P L1)3

odeset ('OutputFcn'

odel5s (@susp?2, tspan,y0,opts);

function dydt susp2(t,vy,y0)
T{1l} = cardan(y(4:6));
T{2} = cardan(y(10:12));
T{3} = cardan(y(16:18));
T{4} = cardan(y(22:24));
rho_abs{1l} = posabs(rho{l},y(1:3),T{1});
rho_abs{2} = posabs(rho{2},y(7:9),T{2});
rho_abs{3} = posabs(rho{3},y(13:15),T{3});
rho_abs{4} = posabs(rho{4},y(19:21),T{4});

[D,Vhat,Cn,Ct] =

PontosDeContato(rho_abs,y,d9);
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,@mostra, 'InitialStep’

, be—

(forcas/momentos nos adaptadores)
resolve_susp?2(rho,y0,Mhat,d9, tspan,vel, mu)

'fcunhaT',

6,

(6x1)

(1,...

'RelTol’

, be—



cunhas

travessa

molas cu

molas tr

externos

g = 9.850; % gravidade

kc = [175 83]1; % rigidez das molas das
kt = [356 172 81]; % rigidez das molas da
lc = [255 254]; % comprimento livre das

nhas

1t = [255 254 2517; % comprimento livre das

avessa

P = size(Cn{l},2);
for j=1:4
p(j) = size(Cn{j},1);
[Nhat{j},Dhat{j}]=NDhat(p(J));
end

dydt = zeros(48,1);

u=0.5*(13700*[0 0;1 1;0 01)+
1500*entrada(t, 'sinsin', fre,defa);

% Forgas das molas
% Grupo da travessa, dianteiro

fmola_travessa{l} = mola(rho_abs{3}(:,6),rho_abs{1}(:,8),2*kt,1t);

% Grupo da travessa, traseiro

fmola_travessa{2} = mola(rho_abs{3}(:,7),rho_abs{1}(:,9),2*kt,1lt);

[

% Grupo da travessa, central

fmola_travessa{3} = mola(rho_abs{3}(:,5),rho_abs{1}(:,7),3*kt,1t);

[

% Grupo da cunha, dianteira

fmola_cunha{l} = mola(rho_abs{2}(:,6),rho_abs{1}(:,10),kc,1lc);

% Grupo da cunha, traseira

fmola_cunha{2} = mola(rho_abs{4}(:,6),rho_abs{1}(:,11),kc,1c);

o\

Equacgdes, cCcorpo a corpo

% Quadro lateral

Fhat{1l} = zeros(6,1);

Fhat{1}(1:3) = u(:,1)+u(:,2)+Mhat{1}(1,1)*g*[0 -1 0]"'-
—fmola_travessa{l}-fmola_travessa{2}-...

fmola_travessa{3}-fmola_cunha{l}-fmola_cunha{2}; % forgas externas

Fhat{1}(4:6) = vetortil(rho{l}(:,1)-y(1:3))*u(:,1) +...
vetortil (rho_abs{1l}(:,2)-y(1:3))*u(:,2)+...
vetortil (rho_abs{1}(:,7)-y(1l: 3))*(—fmola_travessa{3})+
vetortil (rho_abs{1}(:,8)-y(1:3))*(-fmola_travessa{l})+
vetortil (rho_abs {1} (: ) y(1l:3))*(-fmola_travessa{2})+
vetortil (rho_abs {1} (: 0)-y(1:3))*(-fmola_cunha{l})+
vetortil (rho_abs{1l}(:,11)-y(1:3))*(-fmola_cunha{2});

Lhat{l} = zeros(6,1);

Lhat{1l}(4:6) = vetortil(y(28:30))*Mhat{1}(4:6,4:6)*y(28:30);

[

% Cunha dianteira
Fhat{2} = zeros(6,1);
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Fhat{2}(1:3) = Mhat{2}(1,1)*g*[0 -1 0]'+fmola_cunha{l};
Fhat{2}(4:6) = vetortil (rho_abs{2}(:,6)-y(7:9))*fmola_cunha{l};

Lhat{2} = zeros(6,1);

Lhat{2}(4:6) = vetortil(y([34:36]))*Mhat{2}(4:6,4:6)*y(34:36);

% Travessa

Fhat {3} = zeros(6,1);

Fhat{3}(1:3) = Mhat{3}(1,1)*g*[0 -1 0] '"+fmola_travessa{l}+...
fmola_travessa{2}+fmola_travessa{3};

Fhat {3} (4:6) = vetortil (rho_abs{3}(:,5)—-

v (13:15)) *fmola_travessa{3}+...

vetortil (rho_abs{3}(:,7)-y(13:15))*fmola_travessa{2}+...
vetortil (rho_abs{3}(:,6)-y(13:15))*fmola_travessa{l};

Lhat{3} = zeros(6,1);

Lhat{3}(4:6) = vetortil(y(40:42))*Mhat{3}(4:6,4:6)*y(40:42);

% Cunha traseira

Fhat{4} = zeros(6,1);

Fhat{4}(1:3) = Mhat{4}(1,1)*g*[0 -1 0]'+fmola_cunha{2};
Fhat{4}(4:6) = vetortil(rho_abs{4}(:,6)-y(19:21))*fmola_cunha{2};

Lhat{4} = zeros(6,1);
Lhat{4}(4:6) = vetortil(y([46:48]))*Mhat{4}(4:6,4:6)*y(46:48);

% Forgas normais

rhoCG{1l} = y(1:6);

rhoCG{2} = y(7:12);

rhoCG{3} = y( 3:18);
rhoCG{4} = y(19:24);
velCG{1l} = y(25:30);
velCG{2} = y(3 '36);
velCG{3} = y(37:42);
velCG{4} = (43:48);

[fnor, ftan, an] -

normais (mu, D, rhoCG, velCG, Mhat, Fhat, Lhat, Vhat,Cn,Ct,p,P);

end

for j = 1:4
fcont{j} = [fnor{j} ftan{j}];
end
% EQUACOES DE MOVIMENTO
dydt (1:6) = y(25:30);
dydt (25:30) = inv(Mhat{1l})*(Fhat{l}-Lhat{l}+sum(fcont{1},2));

dydt (7:12) = y(31:36);
dydt (31:36) = inv(Mhat{2})* (Fhat{2}-Lhat{2}+sum(fcont{2},2));

dydt (13:18) = y(37:42);
dydt (37:42) = inv (Mhat{3})* (Fhat{3}-Lhat{3}+sum(fcont{3},2));

dydt (19:24) = y(43:48);
dydt (43:48) = inv (Mhat{4})*(Fhat{4}-Lhat{4}+sum(fcont{4},2));
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function status = mostra(t,y,flag)
switch flag
case 'init' % output de inicializacéao

status = 0;

saida.flateral = [saida.flateral;
(Fhat{l}-Lhat{l}+sum(fcont{1},2))"'];

saida.fcunhaD = [saida.fcunhaD;
(Fhat{2}-Lhat{2}+sum(fcont{2},2))"'];

saida.ftravessa = [saida.ftravessa;
(Fhat{3}-Lhat{3}+sum(fcont{3},2))"'];

saida.fcunhaT [saida.fcunhaT;
(Fhat{4}-Lhat{4}+sum(fcont{4},2))"'];

saida.fentrada = [saida.fentrada;u(:,1)"

tempo = [tempo;t(l)];

saida.Y = [saida.Y;y'];

fprintf ('Iniciando solucdo\n')

1

case [] % output normal

status = 0;

saida.flateral = [saida.flateral;
(sum(fcont{1},2))"'];

saida.fcunhaD = [saida.fcunhaD;
(sum(fcont{2},2))"'];

saida.ftravessa = [saida.ftravessa;
(sum(fcont{3},2))"'];

saida.fcunhaT [saida.fcunhaT;
(sum(fcont{4},2))"'];

saida.fentrada = [saida.fentrada;u(:,1)"'];

tempo = [tempo;t(l)];

saida.Y = [saida.Y;y'];

fprintf ('%3.2f %% concluido\n',t/tf*100);

end
end

[t 1a ib] = intersect(t, tempo);
y = yl(ia, :);

end
)k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ko ke ke ke ke ke ke ke ke ke ke ke ke ke ke ke ke ke ke ke ke sk sk sk ke ke ke ke ke ke ke ke ke ke ke ke ke ke ke ke ke ke ok ke ok ke ke ke ke ke ke ke ke ke ke ok

oe

RESOLVE_SUSP2_ALT Resolve as equagdes de movimento da suspensao
secunddria tendo como entrada o deslocamento da lateral

[T,Y] = RESOLVE_SUSP2_ALT(RHO,Y0,MTIL) integra as

equacgdes de movimento do sistema de suspensdo secundaria

o oo oo

oe

% y(l...6) - coordenadas de posigao da cunha dianteira

% y(7...12) - coordenadas de posigcao da travessa

% vy (13 18) - coordenadas de posicao da cunha traseira

% y(19...24) - coordenadas de velocidade da cunha dianteira
% y(25...30) - coordenadas de velocidade da travessa

% y(31...36) - coordenadas de velocidade da cunha traseira
% Pardmetros:
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oe

Mhat -
Fhat -
Vhat -
Ahat -
de contato
conecta -
corpos
rhoCG -

o oo o

o\

(px1)

o o o

o\

Matriz de massa generalizada
Forcas externas generalizadas
Arranjo cujas células sao as matrizes de rotacao de contato
Vetor de aceleracgdes centripetas e de Coriolis dos pontos

(posicdes lineares e angulares)
Arranjo de células com os pontos relevantes

(24x1)

(3xp)

'fcunhaD', [],

% rho -

% Pc - Matriz de pontos de contato

% u - Entrada do sistema

function [t,y,saida] =

D = {}/

p = T[1;

saida = struct('flateral', [],
'fentrada', [1,'Y", [1,'U"', [1);

tempo = [];

Fhat = {};

Lhat = {};

Vhat = {};

fcont = {};

u= [];

tipo = [1;

Ti = [];

fre = vel*pi/11.5;

defa = 1.778/vel;

close all
t0 = tspan(l);

tf = tspan(end);
opts = odeset ('OutputFcn', @mostra, 'InitialStep
[t,y] = oded5(@susp2,tspan,y0,opts);
function dydt = susp2(t,y,y0)
% fprintf ('\n tempo = %f',t)

% Entrada do sistema

Ti = .25;
tipo = 'seno'
u:

[

T{1l} = cardan(u(4:6));

T{2} = cardan(y(4:6));

T{3} = cardan(y(10:12));

T{4} = cardan(y(16:18));

rho_abs{1l} = posabs(rho{l},u(1:3),T{1});
rho_abs{2} = posabs(rho{2},y(1:3),T{2});
rho_abs{3} = posabs(rho{3},y(7:9),T{3});
rho_abs{4} = posabs(rho{4},y(13:15),T{4});
posicoes = [u(l:6); y(1:18)1];

.5*entrades (t, Ti, tipo);

% Matrizes de rotacgao

100

(6x24)

(deslocamento dos adaptadores)
resolve_susp2_alt (rho,y0,Mhat,d9, tspan,vel, mu)

'ftravessa', [],

',1le—

arranjo cujas células sao as matrizes de conectividade dos

Vetor coluna com as posicgdes dos centros de gravidade

(6x1)

'fcunhaT', [], ...

6, 'RelTol',1le-8);



cunhas

travessa

[D,Vhat,Cn,Ct] = PontosDeContato(rho_abs,posicoes,d9);

g = 9.850; % gravidade

ke = [175 83]; % rigidez das molas das cunhas

kt = [356 172 81]; % rigidez das molas da travessa

lc = [255 254]; % comprimento livre das molas
1t = [255 254 251]; % comprimento livre das molas

P = size(Cn{l},2);
for j=1:4
p(3j) = size(Cn{j},1);
[Nhat{j},Dhat{j}]1=NDhat (p(j));
end

% Forgas das molas

% Grupo da travessa, dianteiro

fmola_travessa{l} = mola(rho_abs{3}(:,6),rho_abs{1}(:,8),2*kt,1lt);
% Grupo da travessa, traseiro

fmola_travessa{2} = mola(rho_abs{3}(:,7),rho_abs{1}(:,9),2*kt,1t);
% Grupo da travessa, central

fmola_travessa{3} = mola(rho_abs{3}(:,5),rho_abs{1}(:,7),3*kt,1t);
% Grupo da cunha, dianteira

fmola_cunha{l} = mola(rho_abs{2}(:,6),rho_abs{1}(:,10),kc,1lc);

% Grupo da cunha, traseira

fmola_cunha{2} = mola(rho_abs{4}(:,6),rho_abs{1}(:,11),kc,1c);

% Equagdes, corpo a corpo
% Quadro lateral
Fhat{1l} = zeros(6,1);

% Fhat{1}(1:3) = Mhat{1}(1,1)*g*[0 -1 0]"'—-...
% —fmola_travessa{l}-fmola_travessa{2}-...

o

fmola_travessa{3}-fmola_cunha{l}-fmola_cunha{2}; %

forgcas externas

% Fhat{1} (4:6) = .
% vetortil (rho_abs{1}(:,7)-u(l:3))* (-

fmola_travessa{3})+...

% vetortil (rho_abs{1}(:,8)-u(l:3))* (-

fmola_travessa{l})+...

% vetortil (rho_abs{1}(:,9)-u(l:3))* (-

fmola_travessa{2})+...

o\

vetortil (rho_abs{1}(:,10)-u(l:3))*(-fmola_cunha{l})+...
vetortil (rho_abs{1}(:,11)-u(1:3))*(-fmola_cunha{2});

oe
o

momentos externos

Lhat{l} = zeros(6,1);

% Lhat{1}(4:6) = vetortil(u(10:12))*Mhat{1}(4:6,4:6)*u(10:12);
% Cunha dianteira

Fhat{2} = zeros(6,1);

Fhat{2}(1:3) = Mhat{2}(1,1)*g*[0 -1 0] '"+fmola_cunha{l};
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Fhat{2}(4:6) = vetortil(rho_abs{2}(:,6)-y(1:3))*fmola_cunha{l};

Lhat{2} = zeros(6,1);

Lhat{2}(4:6) = vetortil(y([22:24]))*Mhat{2}(4:6,4:6)*y(22:24);

% Travessa

Fhat {3} = zeros(6,1);

Fhat{3}(1:3) = (Mhat{3}(1,1))*g*[0 -1 0] '+fmola_travessa{l}+...
fmola_travessa{2}+fmola_travessa{3};

Fhat{3}(4:6) = vetortil(rho_abs{3}(:,5)-y(7:9))*fmola_travessa{3}+...

vetortil (rho_abs{3}(:,7)-y(7:9))*fmola_travessa{2}+...
vetortil (rho_abs{3}(:,6)-y(7:9))*fmola_travessa{l};

Lhat{3} = zeros(6,1);

Lhat{3}(4:6) = vetortil(y(28:30))*Mhat{3}(4:6,4:6)*y(28:30);

% Cunha traseira

Fhat{4} = zeros(6,1);

Fhat{4}(1:3) = Mhat{4}(1,1)*g*[0 -1 0] '"'"+fmola_cunha{2};
Fhat{4}(4:6) = vetortil (rho_abs{4}(:,6)-y(13:15))*fmola_cunha{2};

Lhat{4} = zeros(6,1);
Lhat{4}(4:6) = vetortil(y([34:36]))*Mhat{4}(4:6,4:6)*y(34:36);

[

% Forcas normais

rhoCG{1l} = u(l: 6);
rhoCG{2} = y(1l:6);
rhoCG{3} = y(7 12);
rhoCG{4} = y(13:18);
velCG{1l} = u(7:12);
velCG{2} = y(19:24);
velCG{3} = v (25:30);
velCG{4} = y(31:36);

[fnor,ftan,an]
normais (mu, D, rhoCG, velCG,Mhat, Fhat, Lhat, Vhat,Cn, Ct,
p,P,u(l3:18));
for j = 1:4
fcont{j} = [fnor{j} ftan{j}];
end

% EQUACOES DE MOVIMENTO
dydt (1:6,1) = y(19:24);
dydt (19:24,1) = 1000*inv (Mhat{2})* (Fhat{2}-Lhat{2}+sum(fcont{2},2));

dydt (7:12,1) = y(25:30);
dydt (25:30,1) = 1000*inv (Mhat{3})* (Fhat{3}-Lhat{3}+sum(fcont{3},2));

dydt (13:18,1) = y(31:36);
dydt (31:36,1) = 1000*inv (Mhat{4})* (Fhat{4}-Lhat{4}+sum(fcont{4},2));

end

function status = mostra(t,y,flag)
for n = l:numel(t)
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inp(:,n) = entrades(t(n),Ti,tipo);
end
switch flag
case 'init' % output de inicializacéao
status = 0;
saida.flateral = [saida.flateral;
(Fhat{l}-Lhat{l}+sum(fcont{1},2))"'];
saida.fcunhaD = [saida.fcunhaD;
(Fhat{2}-Lhat{2}+sum(fcont{2},2))"'];
saida.ftravessa = [saida.ftravessa;
(Fhat{3}-Lhat{3}+sum(fcont{3},2))"'];
saida.fcunhaT = [saida.fcunhaT;
(Fhat{4}-Lhat{4}+sum(fcont{4},2))"'];
tempo = [tempo;t(l)];
saida.Y = [saida.Y; [y;inp(:,1)]1"'];
fprintf ('Iniciando solucdo\n')

case [] % output normal

status = 0;

saida.flateral = [saida.flateral;
(sum(fcont{1},2))"'];

saida.fcunhaD = [saida.fcunhaD;
(sum(fcont{2},2))"'];

saida.ftravessa = [saida.ftravessa;
(sum(fcont{3},2))"'];

saida.fcunhaT = [saida.fcunhaT;
(sum(fcont{4},2))"'];

tempo = [tempo;t(l)];

saida.Y = [saida.Y; [y;inp]l'];

fprintf ('%$3.2f %% concluido\n',t/tf*100);

end
end

[t 1ia ib] = intersect(t, tempo);
y = y(ia,:);

function [u] = entrades(t,Ti,tipo)
if t < Ti
u = zeros(1l8,1);
else

direc = [1 0 0 0 0 071;
switch tipo
case 'IC'

u = zeros(1l8,1);
case 'degrau'
u = -1*([(l-exp(-10*(t-Ti)))*direc
deslocamento
10*exp (-10* (t-Ti)) *direc
velocidade
-100*exp (-10* (£t-Ti)) *direc]');
aceleracao

case 'seno'
u = -1*([0 sin(62.8* (t-Ti))
0 62.8*%cos (62.8*(t-T1i))
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0 -62.8"2*sin(62.8*(t-Ti)) 0 0 0 01");
end
end
end

end
R R I b b b b S b I b b b b b Sh S A b b b b b Sh S 2 b b b b b b b S S b b b b b b Sh S I b b b b b (Sb b dh g b b b b b I A S 2 b b b (Sb (ah Sh dh g b O o 4

ENTRADA sinal de entrada para a suspensao secunddria
U = ENTRADA (t,tipo,varargin) da o valor da forca de entrada para a
simulagcdo da suspensdo secundaria.

o o o

U = ENTRADA(t, 'sinsin', omega) retorna o valor das entradas em fase com
frequéncia fre (1)

o0 o o° o oP

U = ENTRADA(t, 'sincos',omega) retorna o valor das entradas defasadas de
pi/2 com frequéncia fre(l)

U = ENTRADA (t, 'sindef', omega,defa) retorna o valor da entradas
defasadas do tempo defa

o o oo o

function [u] = entrada(t,tipo,varargin)
u = zeros(3,1);

switch tipo
case 'sinsin'
omega = varargin{l};
u = (sin(omega*t))*[0 0;1 1;0 0];
case 'sincos'
omega = varargin{l};
u = [0 0;
sin(omega*t) cos(omega*t);
0 01;
case 'sindef'
omega = varargin{l};
defa = varargin{2};
u = [0 0;
sin(omega*t) sin(omega* (t-defa));
0 01,
case 'imp'
ti = varargin{l};
delay = varargin{2};
if abs(t-tmod) < 0.005
tmod = ti;
else tmod = t;
u = [0 0;
dirac(ti-tmod) dirac(ti-tmod+delay);
0 01,
end

end
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% NORMAIS Cdlculo de normais de contato.
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NORMAIS recebe parédmetros de configuracdo e movimento do sistema e
resolve as normais de contato por meio do processamento de um problema
de complementaridade linear

o oo o

o\

an = q + U*fn; g <= 0 para que haja solugdo nao trivial
function [fnor, ftan,an] = normais(coef_at,pts,rhoCG,velCG,Mhat,Fhat,Lhat, ...
Vhat,Cn,Ct,p,P)

% Coeficiente de atrito cinético
vt = 0.001;

Q

% Inicializacgdo das variaveis

Ahat = {};
a=1[1;
U= 1[];
bandeira = 0;
gt = zeros(2*P,P);
for k = 1:P;
gt (2*k-1:2*k,k) = [1;1];
end
% Montagem do PCL
for j=1:4
if p(3) > 0
[Nhat{j},Dhat{j}] = NDhat(p(3));
for n=1:p(j)
T = cardan(rhoCG{j}(4:6)); % Matriz de rotagao do corpo
omega = vetortil (velCG{j} (4:6)); % Velocidade angular
outro = pts{j}(4,n);
% Velocidade relativa de deslizamento
vrel abs = (velCG{outro} (1l:3)+...

vetortil (velCG{outro} (4:6))*...

(pts{j}(1:3,n)-rhoCG{outro} (1:3)))—-...

(velCG{j} (1:3)+omega*(pts{j}(1l:3,n)-rhoCG{j} (1:3)));
vrel_local = Vhat{j}(1:3,3*n-1)'*vrel_abs;
Ahat{j}(3*n-2:3*n,1) = Vhat{j} (1:3,3*n-2:3*n)"'*...

omega*omega* (pts{j} (1:3,n)-rhoCG{j}(1:3));

% Definicédo da forga de atrito
if abs(vrel_local) <= vt
Mu{j} (2*n-1:2*n,2*n-1:2*n) = -vrel_local/vt*...
1.05*%coef_at*[1 0;0 01];
else
Mu{j}(2*n-1:2*n,2*n-1:2*n) = -sign(vrel_local)*...
coef_at*[1 0;0 01];
end
end
g(:,3) = Cn{j}'"*Nhat{j}'"'*(Vhat{j}'*inv(Mhat{j})*...

(Fhat{j}-Lhat{j})+Ahat{j});
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U(:,:,3) = Cn{j}'"*Nhat{j}'*Vhat{j}'*inv(Mhat{j})*Vhat{j}*...
(Nhat{j}*Cn{j}+Dhat{j}*Mu{j}*Ct{j}*gt);
else bandeira=1;
end

% for j=1:4
% g _temp = g(:,3);
% U_temp = U(:,:,73);
% for k=1:4
% if k~=j
% g_temp = g _temp+qg(:,k);
% U_temp = U_temp+U(:,:,k);
% end
% end
% g cont(:,j) = E{j}*g_temp;
% U_cont(:,:,3) = E{j}*U_temp;
% end
gsoma = sum(qg,2);
Usoma = sum(U, 3);
fn = -lemke (Usoma, —-gsoma) ;
an = gsoma+Usoma*fn;
else
fn = [];
an = [];
end
for j=1:4

if ~isempty(fn)
for n = 1:p(3)

fnor{j} (:,n) Vhat{j} (:,3*n-2:3*n)*...

(Nhat{j} (3*n-2:3*n, :)*Cn{j}) *fn;
ftan{j} (:,n) = Vhat{j} (:,3*n-2:3*n)*...
(Dhat{j}(3*n-2:3*n, :)*Mu{j}*Ct{j}t*gt) *fn;
end
else

fnor{j}l=zeros(6,1);
ftan{j}=zeros(6,1);
end

end
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function [z,err] = lemke(M,q, z0)

syntax: [z,err] = lemke(M,q,z0)

LEMKE Solves linear complementarity problems (LCPs).

An LCP solves

Mz+q >=0, z>=0, z'(Mz+q)=0.

The input z0 defines a starting basis; it can be either

an initial guess of the solution or a vector of zeros and ones
with ones representing those z (i) thought to be non-zero in the
solution. For example, passing z=[1.5;0;2.2] has the same
effect as passing z=[1;0;1].

o o° A° o° o o o o°

o\
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If z0 is omitted the origin is used as a starting basis.
ERR returns an error condition:

0: Solution found

1: Maximum iterations exceeded

2: Unbounded ray termination

If NARGOUT==1, a warning message is displayed instead.

o° o o° o° o o

o\

ALGORITHM

Uses a modified Lemke's algorithm (complementary pivoting)
with a covering ray of ones. The algorithm is modified to
allow a user defined initial basis.

o oo

oe

n = length(q);
zer_tol = le-5;

piv_tol = 1e-10;
maxiter = min([1000 25*n]);
err=0;

% Trivial solution exists
if all(g >= 0.)
z=zeros(n,1l); return;

end

z zeros (2*n,1);

j = zeros(n,1l);

Q

% Determine initial basis

if nargin<3

bas=(n+1:2*n) ';

B = —-speye(n);

else
bas=[find(z0>0) ;n+find (z0<=0)1];
B = [sparse(M) -speye(n)l];

B = B(:,bas);

end

% Determine initial values
x=-(B\q) ;

% Check if initial basis provides solution
if all(x>=0)
z(bas)=x; z=z(l:n);

return
end
t = 2*n+l; % Artificial variable

entering=t; % is the first entering variable

% Determine initial leaving variable

[tval, lvindex]=max (-x) ;

leaving=bas (lvindex) ;

bas(lvindex)=t; % pivot in the artificial variable
x=x+tval;

X (lvindex)=tval;
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B(:,1lvindex)=-B*ones(n,1);
% Main iterations begin here
for iter=1:maxiter

[

% Check if done; if not, get new entering variable

if (leaving == t) break

elseif (leaving <= n)

entering = n+leaving;

Be = sparse(leaving,1,-1.0,n,1);
else

entering = leaving-n;

Be = M(:,entering);

end

d = B\Be;

Q

% Find new leaving variable

j=find(d>piv_tol); % indices of d>0

if isempty(j) % no new pivots - ray termination

err=2;

break

end

theta=min((x(j)+zer_tol)./d(j)); % minimal ratios, d>0
j=7(find((x(3j)./d(j))<=theta)); % indices of minimal ratios, d>0
lvindex=find(bas(j)==t); % check if artificial among these

if ~isempty(lvindex) % Always use artifical if possible
lvindex=j (lvindex) ;

else % otherwise pick among set of max d

theta=max (d(j));

lvindex=find (d (j)==theta);

lvindex=j(ceil (length(lvindex)*rand)); % if multiple choose randomly
end

leaving=bas (lvindex) ;

% Perform pivot
ratio=x(lvindex) ./d(lvindex) ;

X = x — ratio*d;

X (lvindex) = ratio;
B(:,1lvindex) = Be;

bas (lvindex) = entering;

[

end % end of iterations
if iter>=maxiter & leaving~=t err=1; end

z(bas) = x; z = z(1l:n);

% Display warning messages if no error code is returned
if nargout<2 & err(1l)~=0

s='Warning: solution not found - ';

if err(l)==

disp([s 'Unbounded ray']);

elseif err(l)==

disp([f 'Iterations exceeded limit']);

end

end
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APENDICE B - Equacéo de Gruebler

As equacdes de Gruebler sao relacdes muito conhecidas e aplicadas na andlise de
mecanismos planos e espaciais. Essa equacio relaciona o nimero total de graus de liberdade de
um sistema a quantidade de corpos e restricdes holondmicas entre esse corpos. Para mecanismos

planos, essa equagdo € dada por:

G=3n-1)-2g, - g, (A1)

em que G € o nimero de graus de liberdade, n € a quantidade de corpos interconectados, g; € a
quantidade de pares cinematicos que restringem um unico grau de liberdade e g, € a quantidade

de pares cinematicos que restringem dois graus de liberdade.

Analisando a Eq. ( A.1 ), nota-se que essa igualdade, entdo, toma o nimero total de graus
de liberdade do sistema - trés para cada corpo menos trés graus relacionados a peca fixa (ou a
peca que tenha seu movimento prescrito) - e subtrai deste total o nimero de graus de liberdade

sujeitos a restrigdes cinemadticas. Claramente, restri¢des ndo-holondmicas ndo sao consideradas.
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