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Resumo

LOPES, Jean Cutrim, Controle H)'H. de Estruturas Flexiveis através de Desigualdades
Matriciais Lineares com Alocagdo de Polos, Campinas, Faculdade de Engenharia

Mecénica, Universidade Estadual de Campinas, 2005. 121 p. Dissertacio (Mestrado)

O objetivo deste trabalho é aplicar o controle Hy/He, usando desigualdades matriciais lineares
com restri¢des de aloca¢io de polos em estruturas flexiveis. O problema de controle Hy/He. € uma
técnica usada para a obtengio de controladores com as propriedades do controle norma H;, que
tras desempenho 6timo, e do controle norma Ho, que proporciona desempenho dinidmico robusto.
As desigualdades matriciais lineares permitem que a obtenciio do controlador seja formulada
como um problema de otimizagdo convexa e com restrigdes adicionais tais como as referentes a
alocagdio de pélos. O problema de alocagéo de pélos ¢ importante para ajustar o comportamento
dinidmico da planta controlada no que se refere a especificacdes em termos da velocidade de
resposta e do amortecimento, por exemplo. O modelo empregado para o estudo foi uma viga
sujeita a distirbios com o controlador atuando de forma ndo colocada. As matrizes de estado
empregadas ao estudo de controle foram determinadas através das matrizes obtidas pelo método
dos elementos finitos, considerando o modelo de viga de Fuler-Bernoulli. Os resultados
mostraram que o uso da alocagio dos polos melhora o desempenho do controlador Hy/H.. Para a

implementacio computacional foi utilizado o aplicativo Matlab.

Palavras — Chave:
Controle robusto, Otimizagio H,/H., Elementos Finitos, Alocacio de Pélos, Desigualdades

Matriciais Lineares.



Abstract

LOPES, Jean Cutrim, H»/H.. Control of Flexible Structures through Linear Matrix Inequalities
with Pole Placement, Campinas, Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade
Estadual de Campinas, 2005. 121 p. Master Thesis.

The objective of this work is to apply the Ho/Hocontro] technique using linear matrix inequalities
and pole placement constraints to the flexible structures control problem. The Hy/H..control is a
technique to design a controller with mixed features of the H; and H.. control formulations, such
as, optimal dynamical performance and robust performance. The Linear Matrix Inequalities allow
to formulate the problem as a convex optimization problem, and additional constraints can be
included such as the pole placement. The pole placement requirement comes from the necessity
of adjusting the transient response of the plant and ensuring specific behavior in terms of speed
and damping responses. The mathematical model used for this study is related to a flexible beam,
with an applied disturbance and an actuator in different positions. The state-space matrices of the
structure were obtained using the finite element method with the Buler-Bernoulli formulation of
beams. The results show that the pole placement constraints can improve the performance of the

controller Hy/Ho. The Matlab was used for the computational implementation.,

Key— Words:

Robust control, Optimization Ho/H., Finite Elements, Pole Placement, Linear Matrix Inequalities.



indice

Capitulo 1 = INtrodUGEOD .......cccccereiieece e eeesee s s s s 6
1.1 O Problema de Controle de Estruturas Flexiveis 6
1.2 Revisao Bibliografica 7
1.3 Objetive deste Trabalho 13
Capitulo 2 - Formulagio dos Problemas H, e H................... 14
2.1 Introducio 14
2.2 Definicdo de sistemas com controladores robustos 14
2.3 Estabilidade de Lyapunov 15
2.4 LMIs 16
2.5 Normas H, e H,, 17
Capitulo 3 - Otimizagdo através da Norma H..........c.eooen...... 20
3.1 Modelo de Realimentacio de Estado 20
3.2 Modelo de Realimentaciio de Saida 23
Capitulo 4 - Otimizacdo através da Norma H,...................... 29
4.1 Modelo de Realimentacio de Estado 30
4.2 Modelo de Realimentacio de Saida 32
Capituio 5 - Otimizacao através do Problema Misto H,/H...35
5.1 Realimentacio de Estados 35
3.2 Realimentacio de Saida 38
Capitulo 6 - LMis para Alocagio de POI0S .....c..eeomveeveevreenn. 42
6.1 Definiciio de Regides no Plano Complexo 42
6.2 LMIs como restricdes de alocacio de pélos 43
6.3 Aplicacdes para as regides de controle 46

6.4 Interseccio de regides de LMIs 49



Capitulo 7 - Aplicacdo das Regides de LMIis para os
Problemas de Otimizagao........ccceceereeeirieeceeeeeer e cesessessereenenns 51

7.1 Alocacio de polos para malha fechada com realimentaciio de estado

51

7.2 Alocacdo de pélos para malha fechada com realimentaciio de saida
53
Capitulo 8 - Determinagédo do Modelo da Estrutura............ 56
8.1 Modelo de Elementos Finitos 56
8.2 Modelo de Estados 61
Capitulo 9 - ReSUItAAOS ........curmeeeeeerecereeeeeeee e eeseenereesnesssnens 66
9.1 Controle através da norma H., 71
9.2 Controle através da Norma H, 75
9.3 Controle H./H_, 80
Capitulo 10 = CONCIUSAD ... .cevieiiiireecerceeeeeeeevesses e e eeesssnessses 85
Apéndice A-Matrizes M, € € K ..o ver oo eeeeeeeseeseeeneeas 93
Apéndice B - Propriedades Fundamentais das LMis............ 95
Apéndice C - Alocagio de pélos — Aspectos Teoricos.......... 97
Apéndice D — Programas .........c.cuceeeeresseessssseerresscssssssssssessns 109



Lista de Figuras

Figura 3.1 - Sistema em malha fechada sujeito @ diStirbios. «ve.eeveeevieeeoroeoeos oo 20
Figura 4.1 - Sistema em malha feChada ....vueeeee e 29
Figura 5.1 - Esquema para o controle misto Ha/Ho. ....ooeovmmeooeeeeeeroeeees oo 35
Figura 5.2 - Representacio esquematica das regides 6timas de Ho/Ho. «vvvmoeooeoooeooooooo 36
Figura 6.1 - Regides de alocago de POloS. .......vveiueieeiee oo ee e 43
Figura 6.2 - SEMi-PIAn0. ........ccciommmmiemeee et et eeeee e ee e ee e s et eeee oo eee e 46
Figura 6.3 - REZIHO COMICA. ....oueuruiiieeieiie ittt e eeee e e es e st 47
Figura 8.1 - E1EMEnto de VIS, ..ooovuei ettt e eeee s 56
Figura 8.2 - Elemento de viga em relagio a um referencial global.......o..oocoooevevveoeeroeorooo 59
Figura 8.3 - Exemplo genérico de uma planta com controlador sujeitos a disttirbios. ................. 63
Figura 9.1 - Modelo discretizado para viga com os respectivos graus de liberdade.................... 66
Figura 9.2 - Distirbio de ENTIAGa. .....eeieriuiieiieeeeeeeeeeee et 68
Figura 9.3 - Controle He. - Realimentacfo de estado — Resposta do grau de liberdade ns a0
QUSEATDIO. 1. ettt ettt 72
Figura 9.4 - Controle Ho.- Realimentacfo de saida — Resposta do grau de Iiberdade ns ao
QISHATDIO. ..ottt sttt e s et s s s e e e 72
Figura 9.5 - Controle Ho, - RealimentagZo de estado — Esforco de controle com alocacio. .......... 73
Figura 9.6 - Controle He. - Realimentagiio de saida — Esforgo de controle com alocagio. ........... 73

Figura 9.7 - Controle H; - Realimentagio de estado — Resposta do grau de liberdade ns ao

QESEATDION o1ttt ettt et ee e e e 76
Figura 9.8 - Controle H; - Realimentagio de saida— Resposta do grau de liberdade ns ao distirbio.
................................................................................................................................................ 76



Figura 9.9 - Controle H; - Realimentacio de estados — Resposta a0 impulSo. .......c..ceeevveveeennnn. 77

Figura 9.10 - Controle H; - Realimentagfio de saida — Resposta 20 impulso.............o.ooeeveerernen... 77
Figura 9.11 - Controle H;: Realimentagio de estado — Esforco do controlador..........oovveevoenn... 78
Figura 9.12 - Controle H; - Realimentacao de saida — Esforco do controlador. ......eeueeeeevee...... 78

Figura 9.13 - Controle Hy/Ho. - Realimentagfo de estado— Resposta do grau de liberdade ns ao
QESTAIDIO. .ottt st s e et s e s ee e 81

Figura 9.14 - Controle Hy/Ho. - Realimentagiio de saida— Resposta do grau de liberdade ns ao

QISTAIDIO 1ottt ettt e bttt e e et e e e eeemn s et e er s e e e 81
Figura 9.15 - Controle Hy/H- Realimentagio de estados — Resposta ao impulso. ..................... 82
Figura 9.16 - Controle Hy/H.. - Realimentagio de saida — Resposta ao impulso........co..cceon..... 82
Figura 9.17 - Controle Hy/Ho, - Realimentagdo de estado — Esforgo do controlador................. 83
Figura 9.18 - Controle Hy/H.. - Realimentagiio de saida — Esforco do controlador. .................... 83



Lista de Tabelas

Tabela 9.1 - Dados para definicdo da regifio para alocagdo de PoloS......c.vcvecmveeeeieeeeee 70
Tabela 9.2 - Comparacio dos valores da norma H.. da planta controlada com a original. ............ 71
Tabela 9.3 - Valores da norma H; da planta controlada e da planta original. .........ooecveveerannn. 75

Tabela 9.4 - Valores da norma H, da planta controlada em comparag¢io ao da planta original. ....80
Tabela 9.5 - Valores de y para a realizacio da OtMIZACEO Hy / H oo 80

Tabela C.1 - Tipos de curvas e suas caracterizagbes quanto 2 alocacio de pdlos. ... 108



Capitulo 1 - Introducio

1.1 O Problema de Controle de Estruturas Flexiveis

O problema de controle de estruturas flexiveis apresenta algumas dificuldades
relacionadas ao projeto do controlador. As estruturas flexiveis sdo continuas e apresentam
infinitos modos de vibragdo. O modelo matematico, obtido por elementos finitos ou mesmo
identificado experimentalmente quando possivel, ¢ dinamicamente truncado gerando um modelo
reduzido que apresenta incertezas. Estas incertezas afetam a posicio dos pdlos em malha
fechada, provocando o fenémeno de "spillover", que consiste na excitacio de modos nio

modelados, e que pode causar instabilidade.

Alem disso, os controladores sdio geralmente nfo colocados, ou seja, o esforgo de controle
atua em um grau de liberdade diferente daquele que se deseja controlar, o que representa uma

dificuldade adicional para o problema.

Os aspectos mencionados anteriormente requerem o emprego de técnicas de projeto de
controladores mais sofisticadas, tais como os controladores projetados com base nas normas H; e

He.

Uma das caracteristicas do controlador H, ¢ a atenuaciio da resposta impulsiva, ou seja, a
reducio da norma H, da fungfio de transferéncia, que representa também uma atenuagio da
resposta em freqiiéncia em todo o seu espectro. O controlador H.. busca a redugdo do pico da

resposta em freqiiéncia de maior amplitude. Tais caracteristicas t8m o papel de reduzir as chances



de que as incertezas dinimicas presentes nos sistemas atuem de forma prejudicial a planta

controlada.

O mteresse nos controladores H, ¢ H.,, também esta no fato de que sua obtencdo pode ser
feita através da solugdo de problemas de otimizagdio. Além disso, estes problemas de otimizacio
podem ser baseados no uso de Desigualdades Matriciais Lineares (LMlIs - do inglés Linear
Matrix Inequalities), que ¢ um tipo de formulacio que proporciona uma flexibilidade na
formulagdo de problemas diversos de otimizacio, e também possui algoritmos eficientes para a

solucdo.

O emprego destas técnicas de controle permite ainda que restri¢des adicionais, tais como

o estabelecimento de regides para alocagiio de pélos sejam definidas.

Este trabalho investiga o emprego das técnicas de controle H2 e Hoo, da combinagio
destas afravés do controlador misto H2/Heo, e do estabelecimento de restrigdes de alocacio de
polos, todas formuladas segundo o ponto de vista das desigualdades matriciais lineares. Fstas
técnicas sdo entdo aplicadas ao problema de controle de uma estrutura flexivel formada por uma

viga engastada modelada por elementos finitos.

1.2 Revisdo Bibliografica

A modelagem de um sistema de controle envolve diversos aspectos, tais como: modelagem
ou identificacdio do sistema, projeto, implemcntagﬁo do controlador e teste de validagio do

sistema de controle [Boyd, Barrat e Norman, 1990].

No projeto do controlador sfo necessarias especificagdes como: desempenho, robustez e lei
de controle. Estas especificagbes tém o objetivo de determinar a estabilidade do sistema em
malha fechada mesmo sujeita a sinais de controle limitados, de rejeico de disturbios e de
respostas particulares a distiirbios de referéncia e de comando. Dentro dos meétodos modernos, os

projetos séo divididos em: sintéticos, analiticos e de otimizagio de parametros.

Nos métodos sintéticos [Ramos, 1998], o projeto do controlador leva em conta distirbios

que sdo adicionados em estruturas especificas que tém um comportamento fisico conhecido. E o



caso do sistemna tipo SISO (do inglés “Single Input — Single Output’) de baixa ordem. Neste, sdo

usadas técnicas de lugar das raizes e diagramas de Nyquist, de Bode ou de Nichols.

Os métodos analiticos baseiam-se na solucfo analitica de um problema de projeto de
controlador 6timo ou subdtimo que satisfaca as especificacdes desejadas. Tais métodos utilizam
matrizes ponderadoras de distiirbios e matrizes dindmicas, ambas ficticias ao modelo de controle.
Esta metodologia faz com que seja necesséario traduzir os aspectos fisicos do projeto nas matrizes

mencionadas, 0 que nem sempre ¢ uma tarefa trivial [Ramos, 1998].

No método de otimizaciio de par@metros trata-se de ajustar os valores de uma estrutura
conhecida do controlador. E utilizado para sistemas mais complexos e de maior ordem. Os mais
importantes baseiam-se na minimizacio de normas de funcSes matriciais de transferéncia nas
quais se representa como uma relacio de entradas, consideradas disturbios, e saidas, que

correspondem ao sinal de entrada para o controlador.

Dois tipos de métodos de otimizagiio de pardmetros tém sido estudados extensivamente: a
minimizacdo das normas H; e He O estudo da norma H; iniciou-se com o desenvolvimento da
equaglo diferencial matricial de Riccati [Kalman e Bucy, 1961]. Logo em seguida, a teoria de
filtros de Kalman foi publicada [Kalman, 1964]. Assim a combinagio dos dois estudos citados
tornou possivel definir uma metodologia de controle para sistemas com vetor de realimentacio de
estados sob disturbio, que pode ser considerado o tipo de ruido branco, média-zero ou gaussiano.
Este método ¢ conhecido como Quadratura Linear Gaussiana (do inglés LQG), que ¢ também
chamado de método norma H; [Wilson ¢ Rubio, 1995]. Nesta técnica, um indice de performance
quadratico ¢ minimizado a fim de encontrar um controle 6timo associade, possibilitando um bom
desempenho porque a minimizag3o do quadrado da “energia associada” faz reduzir a norma H,
da matriz funcdio de transferéncia entre entrada do distirbio e a saida de desempenho. Desta
forma, o erro entre o vetor de estado e o vetor de controle € sempre assintoticamente estavel
[Kalman e Bucy, 1961]. A principal aplicacfio da norma H, & para sistemas estocasticos nos quais
o desempenho do sistema nfo pode ser modelado satisfatoriamente de forma deterministica, o

que significa que os sinais de entrada e de saida devem ser tratados pela média no tempo.

Outra formulagio importante € o método H, para sistemas lineares incertos que surgiu ao

longo dos anos 80 [Zames, 1981]. Um dos primeiros textos [Francis, 1986] relacionados a este



método foi publicado em 1986. O desenvolvimento do método Ho, usando vetor de realimentagio
de estados foi publicado em [Petersen, 1987] e [Petersen, 1989]. Nestes dois trabalhos verifica-se

que o controle Hx de sistemas incertos é obtido com o uso da equaciio matricial de Riccati.

O metodo Ho aplicado a sistemas de realimentacio de saida foi apresentado por [Doyle et
al, 1989], no qual dois tipos de equacdes de Riccati foram demonstradas e as condi¢gGes de
robustez do sistema foram definidas. Em [Bemstein ¢ Haddad, 1989], mostrou-se que as
resolucdes das equagdes de Riccati apresentam menor complexidade do que se o problema fosse

resolvido pelo método LQG.

O método He. considera trés tipos de distirbio: erro do controlador, distirbio do sistema e

erro de saida (todos os trés mencionados sio considerados erros externos que entram no sistema).

A norma da fungdo de transferéncia entre a saida do sistema e a entrada de distarbio,
denotada como T, € minimizada com a condigdo de assegurar a estabilidade e garantir um
controle robusto [Francis, 1986]. O valor minimo da norma resulta em pdlos de malha fechada
colocados & esquerda do eixo imaginario, o que pode significar que o sistema possa ser
robustamente estavel. Uma desvantagem do método H.. & que a utilizagdo do minimo valor da
norma pode sacrificar o desempenho do sistema. Diante desta limitaggo, pesquisas de sistemas de
controle misto He e H; t€m sido conduzidas com o objetivo de garantir a robustez sem prejudicar
o desempenho. Vérios dos mais importantes trabalhos neste assunto estio em [Zhou et al, 1994] e
[Doyle et al, 1994]. Em [Zhou et al, 1994] é demonstrado que um sistema estocastico pode ser
robustamente controlado pela norma combinada Hy/Ho. mesmo que diferentes tipos de distirbios
estejam presentes. J4 em [Doyle et al, 1994], mostrou-se que um sistema incerto pode ser

satisfatoriamente controlado de forma 6tima através do problema misto Hy/Ho,

A soluco classica do problema Ha/H.. ¢ feita através da solucio da equagdo de Riccati ou
pela inequagdio de Lyapunov. Porém as condi¢des de existéncia e os métodos de solucdo, ndo
permitem uma flexibilidade na adi¢do de restricdes. Isto se deve pelo fato das equacdes de
Riccati n3o necessariamente definirem um conjunto convexo [Boyd et al, 1994] e [Geromel,
Peres e Bernussou, 1991]. Recentemente as inequacdes matriciais lineares vém chamando
atencio em pesquisas em engenharia de controle por seu melhor desempenho computacional.

Deve-se isto a propriedade de convexidade a qual permite maior eficiéncia na otimizagdo de



fun¢des, mesmo com diferentes tipos de restricdes [Boyd et al, 1994]. Na década de 90, o uso de
LMIs para resolucho de problemas de otimizag¢io comegou a ser popularizado pelo advento de
algoritmos eficientes de resolugio de problemas convexos como o método dos pontos interiores,

desenvolvido por [Nesterov e Nemirovskii, 1994].

A formulaggo por LMIs teve origem nos trabalhos de Lyapunov no final do século XIX que
introduziu a inequag@o classica que levou o seu nome. Na década de 40 do século XX, Lur’e e
Postnikov foram os pioneiros em aplicar as inequagdes de Lyapunov para problemas de controle
com a solucio de problemas simples [Boyd et al, 1994b]. Apés estes, na década de 60 ocorren o
surgimento de novas teorias, como a do Teorema do Ganho Pequeno, do critério de Kalman-
Yakubovik-Popov e da técnica do controle 6timo quadratico. Estas teorias proporcionaram a
solugdo de algumas familias de LMIs e encorajaram os pesquisadores a procurarem métodos
eficientes para solugio dos problemas de controle 6timo. No final da década de 60, conseguiu-se
relacionar a solugdo de classes de LMIs com a solugio da equagiio de Riccati [Boyd et al, 1994b].
Na década de 80, Pyatamiskii e Skorodinskii foram pioneiros em abordar os problemas de
otimizagio de controle tratando-os como problemas convexos. Sua principal contribui¢do foi na
solugio das equagbes de Lyapunov pelo algoritmo do elipséide. Mais tarde, Nesterov e
Nemirovskii desenvolveram o algoritmo dos pontos interiores que passou a ser a mais eficiente
tecnica de solugio de LMIs até entfio [Boyd et al, 1994b]. Por sua propriedade de convexidade, as
LMIs possuem grande importéncia na solugso numérica de problemas de otimizagdio devido a sua

eficiéncia numérica [Boyd et al, 1994a].

Em paralelo ao desenvolvimento de controladores robustos ¢ de desempenho eficientes, o
estudo de controle procurou assegurar a colocaciio de pélos de sistemas de acordo com o
interesse do projetista. Seus estudos foram iniciados por Kalman em 1969 que introduziu a no¢io
das regides polinomiais de primeira e de segunda ordem, exceto elipses e hipérboles [Gutman,
1979b]. Na década de 70, houve bastantes avancos no problema de alocagdo de autovalores numa
regido qualquer com os trabathos de [Anderson et al, 1974], [Gutman, 1979a] e [Gutman, 1979b].
O problema basico proposto era quais os critérios necessérios para que uma dada matriz quadrada
tivesse seus autovalores contidos em uma determinada regiio do plano complexo. Para responder
a questdo, duas classes de regides do plano complexo foram desenvolvidas. Uma regio definida

foi uma classe de polindmios de wma variavel de transformacio desenvolvida por [Jury e Ahn,

10



1972] e a outra definida em uma classe de polindmios de duas variaveis af)ordadas, também, por
[Jury e Ahn, 1572]. Esta tiltima regifio mostrou-se promissora pelo fato de permitir a modelagem
de regides por expressdes baseadas nas equacdes de Lyapunov [Gutman, 1979a). Suas principais
implicagSes foram fundamentadas em [Gutman e Jury, 1981] que postularam as condigdes
necessarias ¢ suficientes para que uma matriz complexa tenha seus autovalores dentro de uma
regifo qualquer do plano complexo. O tratamento polinomial das regides de alocacio desperton o

interesse em utilizar suas propriedades na aplicagio de problemas de controladores étimes.

A principal motivagio para o estudo de alocagio de polos ¢ que controladores He, nio
apresentam bom comportamento transiente [Chilali e Gahinet, 1996] e a alocagio de podlos
favorece a melhoria das caracteristicas transientes do sistema. O tratamento da norma H; com
alocagdo de polos foi desenvolvido a partir dos estudos, de meados da década de 80, sob o
problema LQG, tendo [Furuta ¢ Kim, 1987], [Haddad e Bernstein, 1992] e [Liu e Yedavalli,
1993] como os autores dos trabalhos mais importantes nesta area. [Bambang, Shimemura e
Uchida, 1993] estenderam os resultados anteriores para o problema de norma H, abrindo o
caminho para o tratamento de alocago de pélos em problemas de otimizacio norma H; com o
enfoque para LMIs. Para o problema H., [Bambang, Shimemura e Uchida, 1993] foram,
também, os primeiros a trabathar a alocagfio de polos utilizando o problema de otimizagio He.
para somente a realimentacgio de estados. Estes desenvolveram uma metodologia que estendeu a
defini¢iio polinomial para os requisitos de convexidade necessarios para problemas H; e/ou He
via otimizagdo por LMIs para o problema de realimentagio de estados. Para a realimentacio de
saida somente foi tratado o problema H.. A solucéio do problema Hy/ He. de alocago de pélos em

realimentagio de saida foi tratada mais tarde por [Sherer, Gahinet e Chilali, 1997].

Uma aplicagio importante do problema Hy/Ho com alocagdo de polos, estd no controle de
estruturas flexiveis. Uma estrutura flexivel apresenta fatores que podem ser dificeis de serem
modelados. Uma abordagem de controle robusto é atraente pelo fato de que no projeto do
controlador, pode-se assumir que os fatores n3o previstos no modelo sejam dados como

incertezas intrinsecas ao sistema [Zhou, Doyle ¢ Glover, 1996].

Uma fonte de atengiio no projeto de controladores para estruturas flexiveis sio as

incertezas. Nestes tipos de estruturas, as incertezas sio decorrentes de aproximacdes para os
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efeitos ndo modelados na montagem das matrizes do sistema. Particularmente, a correlacéo entre
os dados experimentais de amortecimento com os dados tedricos ¢ muitas vezes dificil, devido a
complexidade deste fendmeno o que dificulta o0 modelamento matemético [Ewins, 1984]. Porém,
o problema do amortecimento ndo pode ser ignorado, pois, afeta diretamente o comportamento
dindmico do sistema, o que significa que novas técnicas de controle devem ser encontradas para

estes tipos de sistemas.

Em estruturas flexiveis, incertezas paramétricas sio consideradas principalmente na
formulagio das matrizes de amortecimento. No estudo da dinAmica de estruturas, a aplica¢io do
problema misto Hy/Ho tem-se tornado promissora porque a norma He, garante a robustez na
presenga de disturbios, ou seja, atenuagio de picos de resposta. J4 a norma H, procura atenuar a
resposta ao distdrbio em todo espectro de freqiiéncia, mesmo sendo aleatério o distirbio [Zhou,
Doyle e Glover, 1996], [Zhou et al, 1994] e [Doyle et al, 1994].
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1.3 Objetivo deste Trabalho

Este trabalho tem como objetivo o estudo da formulacio de controle misto Hao/H.. com
alocago de polos e a respectiva solugdio usando desigualdades matriciais lineares (LMI),
aplicados a problemas de controle de estruturas flexiveis formadas por elementos de vigas

bidimensionais modeladas pelo método dos elementos finitos.

No ambito de controle, o objetivo ¢ estudar a questio da alocacdo de polos para estruturas
flexiveis. Com a formulac3o discretizada proveniente do método dos elementos finitos ¢ desejado
garantir que os efeitos das informacSes niio modeladas sobre a dindmica do sistema ndo

influenciem a estabilidade do mesmo.

O projeto de controle consiste na obtenciio de um controlador multiobjetivo 6timo que &
obtido via otimizagio das normas Hy/H., no qual a robustez e desempenho sio buscados e as
caracteristicas dinimicas transientes methoradas pela alocagio adequada dos pélos do sistema de
controle de malha fechada. As regies para alocaciio de polos ficardo restritas neste trabalho a
regido conica e ao semiplano do plano complexo. A regido cdnica é empregada quando hi o
interesse em limitar o minimo fator de amortecimento permitido para a planta controlada. A
importéncia do semiplano tem por finalidade diminuir o tempo de resposta transiente, além de

prevenir o fendmeno de cancelamento de pélos e zeros entre a planta e o controlador.

A estrutura considerada neste trabalho serd uma viga bidimensional sem movimentos de
corpos rigidos, engastada em uma das suas extremidades, evitando assim as dificuldades
associadas aos polos em zero. O modelo de discretizaco por elementos finitos adotara a viga
baseada na Teoria de Euler-Bernoulli. Através dos resultados obtidos pela técnica dos elementos
finitos, serdo formuladas as matrizes de estado necessérias para a determinacgdo do controlador. A
metodologia de obtencio do controlador sera apoiada na resolugdio de problemas de otimizacdo
via desigualdades matriciais lineares. O conceito de LMIs ¢ um enfoque atual no estudo de
controle de sistemas por suas caracteristicas que permitem uma maior flexibilidade na
formulacio dos problemas e no emprego de algoritmos eficientes para a solug@o do problema de

otimizacdo associado.
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Capitulo 2 - Formulacio dos Problemas H, e H,,

2.1 Introducio

Em muitos controladores é desejada a capacidade de rejeicfio de distirbios ou estabilizagio
robusta de sistemas. As normas H; e H., s8o utilizadas de forma que a primeira procura reduzir a
energia entre a entrada de distirbios e a resposta do sistema, € a segunda a atenuag3o do pico de
ressonancia da mesma matriz de transferéncia de malha fechada. Uma combinagio das duas
normas tem como objetivo aumentar a tolerncia a um distiurbio extemo aleatério no qual os
efeitos ndo previstos podem provocar a perda de estabilidade da planta controlada, além de

melhorar o desempenho norma H;.

Uma das formas de tratamento matematico dos problemas de controle baseados nas normas
H, e Ho € através de processos de otimizagio sob restrices do tipo LMIs que sfo formuladas

usualmente de acordo com o critério de estabilidade de Lyapunov.

2.2 Definicao de sistemas com controladores robustos

A maioria dos sistemas ¢ de alguma forma ndo-linear ou possuem parimetros incertos.
Porém sdo procurados modelos que possam ser considerados lineares e precisos a fim de
simplificar o tratamento matematico. Com o intuito de nfo perder informacSes essenciais
oriundas da linearizagfo, os pardmetros que apresentam néo-linearidade ou dificil previsio de
comportamento sdo rotulados como incertezas ao sistema em analise. De outra forma, em
sistemas lineares a adocZo de incertezas € desejada quando ha o problema de determinar a
exatiddo do valor dos parametros. Assim, um sistema real pode ser modelado com a adigdio de

incertezas caracterizando um erro aceitavel. Outro fator, mais critico em termos praticos para
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estruturas flexiveis, ¢ a presenca de modos de vibraggo que nio foram modelados. A existéncia
deste problema esté no fato de que em uma estrutura real ha infinitos modos de vibragdo e num
modelo discretizado ha somente um mimero finito de modos. Porém, numa aplicagio pratica, a
presenca de modos nfio modelados pode contribuir para a falha do projeto do controlador que se
baseou no modelo tedrico. Para contornar esta dificuldade pode-se assumir que a presenca dos

modos ndo modelados seja dada na forma de uma incerteza,

2.3 KEstabilidade de Lyapunov

Os trabalhos de Lyapunov foram desenvolvidos no final do Século XIX, porém sua
importancia no estudo de controle foi dada apenas nas ultimas décadas do Século XX. Os

trabalhos estabelecem uma relagio de estabilidade muito wtil para aplicagdo em LMIs.

Da formulago classica de controle, um sistema é estavel se um sistema da formas
x(t) = Ax(t), x(0) = x,,x(t) e R" (2.1)
tem a seguinte propriedade:

}im x(t) =0,vx, # 0 (2.2)

o que significa também que os valores das partes reais dos autovalores de A sio negativos.

A teoria de Lyapunov diz que um sistema & estivel se existe wma matriz simétrica

P e R™ na qual as seguintes proposicdes sdo validas:
V() =xPx>0,vx=0 (2.3)

V() <0,Vi=Ax,x=0 (2.4)
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Derivando (2.3) e substituindo (2.1), o resultado de (2.4) ¢ a inequacio de estabilidade de
Lyapunov:

A'P+PA <0 (2.5)

A equacgfo (2.5) ¢ uma LMI. De (2.5) define-se uma matriz definida positiva Q tal que:
A"P+PA+Q=0 (2.6)

e (2.6) é chamada de Equacdo de Lyapunov com incdgnita em P.

24 LMlIs

A formulagio do problema sob o ponto de vista de LMIs caracteriza uma ferramenta
importante para a resolugao das designaldades de Lyapunov, pois uma LMI ¢ linear e permite
explorar uma maior eficiéncia computacional do que restricdes que envolvem termos nfo-
lineares. No caso de termos ndo lineares, em muitas sitnacSes de interesse, € possivel a conversdo
para uma LMI usando o complemento de Schur, o que serd visto mais adiante. Resumidamente,

uma LMI ¢ definida como uma matriz F(x) definida positiva, que é representada como:

F(x)=F, + iiﬂxi >0 Q@.7)

i=1

sendo que m € a dimensdo do vetor de variaveis x, ¢ F, é uma fun¢do matricial em relagdo a x, tal
que F, € R™™ . A inequagdo (2.7) significa que F(x) é positivo-definida, ou seja, para z€ R, a
expressdo z'F(x)z >0 ¢é valida para todo z # 0 [VanAntwerp e Braatz, 2000] e [Boyd et al,
1994].

A LMI F(x)>0 ¢ uma restri¢do convexa o que a torna numericamente eficiente sob o ponto
de vista da otimiza¢do. A vantagem do uso de LMIs em problemas de controle esti no fato da
formulagdo por LMI poder ser aplicada a varios tipos de problemas, além de possibilitar a
obtengio de solugdes muito proximas das exatas com o uso de softwares eficientes de otimizag3o

convexa.
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25 NormasH,eH,

Estas normas sio consideradas muito teis para a obtencio de controladores eficientes nos

quesitos de desempenho ¢ estabilidade.

A minimizagio da norma H, tem como fungio obter uma reducio da energia de
transferéncia provocada por algum distirbio que acarretaria numa resposta imprépria por parte do
controlador, prejudicando o desempenho do mesmo. Sua caracterizago temporal se traduz na

area da curva da resposta ao impulso.

A minimiza¢do da norma Ho. tem o compromisso de assegurar a estabilidade ao sistema
mesmo que haja algum evento externo imprevisto que provoque uma amplificaciio excessiva na

resposta da planta.

As defini¢des das normas Hj e Ho, como fungdes matematicas serdo abordadas a seguir.

s NormaH.

Seja H(s) uma matriz de funglo de transferéncia que é nfio singular na parte real positiva do

plano complexo [Doyle et al, 1998]. A norma Ho, de H(s) é definida como:
M, = Sug{omax [H(jw))} (2.8)

ou seja, a norma He de H(s) € o supremo do maior valor singular da funciio. Além disso, para

SMF (sistemas de malha fechada) estéveis ¢ necessario que [H|_ <o, ou seja, 2 norma He &

limitada superiormente [Zhou ¢ Khargonekar,1988] e [Doyle et al, 1989].

Se a norma He de um SMF € estével e limitada superiormente, hd um ntmero real que
representa isto. O interesse desta definicdo é correlacionar esta norma a alguma relagiio algébrica
que permita a andlise da estabilidade. Neste caso, ¢ 1til correlacionar a norma H., com uma

importante equacdo de controle, a equagsio de Riccati. As condigbes para que a norma H se
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relacione a equacdo de Riccati foram dadas por Zhou e Khargonekar no seguinte teorema,

observando que A,B,C,D sdo as matrizes de estado de uma planta genérica dada por:

{j{ = Ax +Bu 2.9

y=Cx+Du

Teorema 2.1 [Zhou e Khargonekar,1988]

Sejam A,B,C,D matrizes de dimensdes compativeis. Entdo as seguintes afirmacdes sdo

equivalentes:

i) A éuma matriz estivel e HC(SI ~A)'B+ DN <ycomy>0

i) v*1—-D"D > 0 e existe uma matriz simétrica positivo-definida X > 0 tal gue:

ATX+XA+(XB+CD)y*1-D"D) (B"X +D’C)+ CTC <0 (2.10)

Para maiores detalhes, como a prova do Teorema, veja [Zhou e Khargonekar, 1988]. O
primeiro postulado do Teorema 2.1 confirma que ha um limitante superior da norma He.da matriz

funco transferéncia quando a matriz A ¢€ estavel. O segundo postulado, garante que se b4 um ¥
real, tal que, y°I~D"D >0, existird uma matriz positivo-definida X que serd a solugio da

inequagdo de Riccati. Este ultimo é uma importante relacio que garantiri a existéncia de

factibilidade para os problemas de otimizag3o.

* NormaH,

Seja H(s) uma matriz de fungfio de transferéncia estritamente propria [Khargonekar e
Rotea, 1991]. A norma H, de H(s) ¢ definida como:

s =-2—17—r [Tr (®Gw) Hgw)aw (2.11)

ou seja, a integral do trago do produto da matriz conjugada transposta de H(jw) por ela propria.
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Seja H(s) dada por:
H(s)=C(sI-A)'B (2.12)

Fazendo a transformada inversa de Laplace em (2.12) e aplicando o resultado na definicio

da norma H; no dominio do tempo, mostra-se que:

(' ) = {ce1-4)'B)) = O](BTEAT‘CTCeA’B) dt 2.13)

¢

wj(BTeA”CTCeA‘B)dz} = Tr{BT ?eAT’CTCeA‘dtB} (2.14)

0 0

1 H(s) [3= Tf{

Como A ¢ estavel, existe uma matriz P, dada por:

P, = [e*"CTCedr 2 0 (2.15)

0

e, desta forma, tem-se:

| H(s)|lz= Tr(B"P,B) (2.16)
sendo que P, € solugo da seguinte equacio de Lyapunov [Geromel, 2001]:

AP, +PA+CC =0 (2.17)

Vale lembrar que (2.17) ¢ valida somente para sistemas estritamente Proprios, ou seja
D=90.
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Capitulo 3 - Otimizacio através da Norma H..

A Figura 3.1 mostra uma planta a ser controlada que esta sujeita a distiirbios. Deste sistema
serdo projetados controladores com a informagéo obtida de parimetros calculados na formulacio
de otimizagdo norma H.. sob restricdes de estabilidade, derivadas das inequagdes de Riccati. A
otimizacdo serd dada em duas situacGes de modelamento: na realimentaciio de estados e na de

saida.

- Sistema

1

Controlador

Figura 3.1 - Sisterna em malha fechada sujeito a distirbios.

3.1 Modelo de Realimentacio de Estado

Considere a seguinte representacdo na forma de estados:

¥x=Ax+B,w+B,u
2=Cx+D; w+D_,u a1
y=C,x+D,w+D,u

u=Fx
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O problema de otimizagio ¢ encontrar um controlador F que garanta as condi¢bes de

estabilidade a0 SMF minimizando a norma H.. Fazendo as substituictes adequadas em (3.1),

obtém-se:
{xm (A+B,F)x+B,w 32)
z={C, +D,Fk
A fung@o de transferéncia H,, de (3.2), é:
H,, =(C, +D,F)sI-(A+B,F))'B, (3.3)

que representa a funcdo de transferéncia entre a entrada exdgena w e a resposta z da planta. O
problema principal é encontrar uma solugo factivel para (3.3) utilizando a inequagio de
estabilidade de Riccati. Aplicando a representagiio de estado obtida em (3.2) na inequagio de

Riccati em (2.10), resulta em:

(A+B,F)'P+P(A+B,F)+y PB,B/P+(C, +D,FY (C, +D,F)<0 (3.4)

No projeto de um controlador He, 0 préximo passo é obter um controlador capaz de
assegurar a estabilidade que garanta a reduciio do maior valor singular da planta, satisfazendo

(3.4). [Zhou e Khargonekar,1988] definiram as condices a fim de obter um controlador dtimo.

Teorema 3.1 [Zhou e Khargonekar, 1988]:

Considerando que y >0 e ;;»'2I—D22T1)2:2 >0, o sistema (3.1) satisfaz a equacdo de

Riccati para um dado y constante.

Por outro lado, se y >0 é tal que y*1 —DZZTD22 >0 e o sistema (3.1) satisfaz a equacio

de Riccati para y constante, entdo a matriz ¥ do controlador satisfaz:

0<|(C, +D,, F)sI - (A + B.F))'B,| <y (3.5)
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O primeiro paragrafo deste Teorema refor¢a o item (i) do Teorema 2.1 do capitulo 2, € o
segundo parédgrafo afirma que assegurando yzj{tzzTDn > 0 para um dado 7, entdo a norma
H, da matriz fungfo de transferéncia do sistema (3.1) ¢ limitada superiormente por 7§ e
inferiormente por 0. Assim a norma H_ de (3.3) precisa ser menor de  para assegurar que (3.2)

seja estavel. Desta forma conclui-se que o problema de obter um controlador ¥ que assegure
uma maior toleréncia a distirbios em (3.2) é formulado da seguinte maneira como um problema

de otimizac3o:

min 7y

S.4a.

{(A+B2F)TP +P(A+B,F)+7PB,BP+(C, +D,F) (C, + D, F)<0
P>0

(3.6)

ou seja, minimizar <y sob a restri¢do da inequagio de Riccati a fim de garantir a estabilidade.

Nota-se em (3.6), termos néo lineares em y “PB,B/P e (C, +D,F) (C, +D,F), o que
ndo permite tratar (3.6) como um problema de LML Portanto, é necesséario transformar este
problema em um problema na forma de uma LML Com o uso adequado do complemento de

Schur em (3.6) tem-se:

min
5.4. 3.7)
AX+B,Y+XAT+Y'B] XCT+Y'D], B,
C,X+D,Y - | 0 (<0
B 0 ~
X>0

sendo que X, Y,Fe u so as varidveis de otimizacio, que uma vez determinadas por algoritmos

de otimizag¢do, permitem a determinag@o do controlador étimo € y,,  como:
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J/é:imo %\/;;

F, =YX

dtimo

(3.8)

3.2 Modelo de Realimentacio de Saida

O modelo de realimentagio de saida ou controlador dindmico é empregado quando um
sistema apresenta caracteristicas segundo as quais os estados s3o dificeis de monitorar ou sua
monitoragdo acarretaria numa pior relagdo custo-beneficio para a implementacio de um

controlador.

A representagiio de estado de uma planta para a modelagem de um controlador dindmico é

dada abaixo:

x=Ax+Bw+B.,u
z2=Cx+D,w+D,u (3.9}
y=C,x+D,w+D,u

Para o modelo de controlador dindmico que resulte em uma solugio factivel, para (3.9) é
imposto que o par (A,BZ) seja controlavel [Gahinet e Apkarian, 1994]. Esta condicdo é imposta
em (3.9) a fim de que a planta possa ser controlada. Para a simplificacéio dos célculos sem perda

de generalidade € assumido que D,, =D,, = 0 [Doyle et al, 1989].

O controlador dinimico € representado a seguir [Khargonekar e Rotea, 1991]:

{X{_‘ = ACxC -§- ch (3 10)

u=Cx,

O objetivo deste problema ¢ determinar os valores de A, B. e C. para que a planta (3.9)
com o controlador (3.10) tenha caracteristicas de desempenho que garantam robustez na presenca

de distirbios. Desta forma, substituindo a equagio (3.10) na equacio (3.9) tem-se:
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x=Ax+B,C x +Bw
X, =B,C,x+ A x_+(B,D, w (3.11)
z= ClX + (DIZCC )xc

Pode-se escrever a equagdo (3.11), que representa o sistema de malha fechada
[Khargonekar e Rotea, 19911, [Gahinet e Apkarian, 1994] na forma abaixo:

(3.12)

X = AX + Bw
z=C%

sendo que os termos X, X, A, B sio descritos como:

. x1 _ [x] ~ [ A BC] . [ B ~
X=< 1 X= , A= ,B= eC=[c, p,C.] (G.13)
xc Xc Bccz A BCDZI

[

Nesta formulagdio, o controlador ¢ de ordem completa, portanto é necessirio assegurar que

dim(x)= djm(xc). De posse de (3.13), pode-se escrever a fungio de transferéncia de z para w

da mesma forma que em (3.3). Desta forma:

I

H, =Cl1-A)'B (3.14)

Observando (3.14), uma pergunta que se faz é: as condi¢des de formular um problema de
otimizagio a fim de obter um controlador robusto com realimentagio de estado podem ser
aplicadas ao problema do controlador dinfmico? A resposta foi dada por [Doyle et al, 1989].
Estes desenvolveram um trabalho no qual a conclusio foi que as mesmas condigdes podem ser
aplicadas ao problema do controlador com realimentagio de saida. Eles concluiram que para o
sistema (3.9) admitir um controlador estivel € necessario que a norma funcio de transferéncia

seja limitada, ou seja:

. =

('”:(sl-f&)]ﬁ“ —y<w (3.15)
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Além disso, a norma do sistema deve assumir um infimo valor de | Y para que exista wm
controlador 6timo que torne o sistema estivel [Zhou e Khargonekar, 1988]. Portanto, o
procedimento de minimizar o valor de y sujeito a uma inequagfio de Riccati com o intuito de
aumentar a robustez sem comprometer a estabilidade interna do sistema, é preservado para o
modelo de realimentacio de saida. O problema de sintese de um controlador submetido 3 norma

He a partir de (3.15) € dado da seguinte forma:

min y
s.a. (3.16)
ATP+PA+yPBB’P+C'C <0
{ﬁ >0
Veja que (3.16) ainda n#o representa um problema de LMI devido a termos nio—lineares na
inequagdo. Desta forma é necessario fazer as devidas substituigies a fim de tornar (3.16) um

problema de otimizagio valido para solugdio como um problema convexo. [Chilali e Gahinet,

1996] mostraram uma metodologia de obter ILMIs a partir de (3.16), e esta metodologia foi

exemplificada em [Geromel, 2001] e serd adotada neste trabalho. Admite-se P como uma matriz

de mcognitas simétrica, e que é definida como:

T
§=[§ ;}o (3.17)

com X simétrica. E sua inversa é dada por:

i
P {i “;}0 (3.18)

sendo Y simétrica.

Considere a matriz de transformaco abaixo:

~ [y 1
Tm{v 9} (3.19)
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De posse de (3.19) e utilizando a transformacio congruente em P, sdio feitas as seguintes

modificagSes:
P>0=TPT>0
YVTXUTYI_Y1>O (3.20)
I 0JUu X[V o (I X
Levando em conta (3.13), a seguir serdo dadas as seguintes transformagdes congruentes:

Y

e I
CT=|[c, DICC}[V 0}=[C1Y+D21CCV ¢ l=lc,y+p,F ]

(3.21)
comF=CV.

. TTY 1
B7p7=[B7 B’ U =[B7 B’X+D.BU|

U X|V o (3.22)
=[B7 BIx+DIL7]

com:L=U"B,.

e 7 T A B,CJY I
FIPAT < Y V' | X Ii 2% _
I 0|U X|BC, A |V O
[ AY +B,F A ~
| XAY+XB,F+U'B,C,Y+U"A,V XA-U'B.C,|

B AY +B,F A
| XAY+XB,F+LC,Y+UA,V XA+LC,|

[AY +B,F A
= (3.23)
M XA+LC,

com M = XAY + XB,F+LC,Y+U’A,V.

Aplicando o complemento de Schur na primeira inequacio de (3.16), em termos del;, tem-

s8¢
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A'P+PA CT PB
C -1 0 |<0 (3.24)
B7P’ 0 -y

T 00
Aplicando a transformaggo congruentede | 0 I 0| em (3.24), ou seja,
0 01
T" 0 0JA"P+PA C” PB [T 0 o
0 I 0 C ~I 0 |0 I 0/<0
6 0 I| B'P 0 -0 I
o que resulta em:
TABT+TPAT T'C7 /5B
CT -1 0 |<0 (3.25)

B"P’T 0 —u

com p=+. Substituindo os termos calculados em (3.20), (3.21), (3.22) e (3.23) em (3.25),

obtém-se:
AY+B,F+YA" +F'B A+MT™ YC! +F'D]) B,
M+ AT XA+LC, +A'X+CII c’ XB, +1LD,, <0
C,Y+D,F C, -1 0
B B/X+DIL' 0 - uI
(3.26)

Através de (3.26), o problema de minimizagfio da norma H.. pode ser representado na

forma de otimizag3o com restricdes LMI como:
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min y

S.a.
TAY +B,F+YA” +F'B? A+M’ YC? +F'DY, B,
M+A” XA+LC, + ATX+CJLT o XB, +1D, |
C,Y+D,F C, -1 0
<
i B/ B/X+DIL’ 0 —
Y 1
>0
1 X
(3.27)

sendo que as incognitas sfo: 7, L, Y, X, Fe M.

Uma vez determinadas as incognitas, as matrizes do controlador s3o obtidas da seguinte

forma:

¢ Primeiro, determina-se V, considerando U’ arbitrario e invertivel:
XY+U'V=1 = U'V={I-XY) = V=U"{I-XY)
*De posse de V, as demais matrizes sfo calculadas:

F=C,V = C,=FV" (3.28)
L=U'B, = B =({U")'L (3.29)
eDe M=XAY+XB,F+LC,Y+U"A_V, A, é obtida:

A, ={U7)" (M - XAY - XB,F - LC,Y)V"" (3.30)

Logo, através da solugo do problema de otimizacdo dado por (3.27), obtém-se A_,B, e

C. que caracterizam o controlador dinfmico procurado.

Vale salientar que [Geromel, 2001] menciona que U ndo interfere no desempenho do

sistema, portanto adota-se U =1 a fim de simplificar os calculos.
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Capitulo 4 - Otimizacio através da Norma H,

A Figura 4.1 mostra uma planta a ser controlada. Deste sistema serfio projetados
controladores com a informacio obtida de pardmetros calculados na otimizagio da norma H,
limitada a condi¢des de estabilidade. O objetivo principal é projetar um controlador que garanta o
melhor desempenho da planta controlada sob a resposta impulsiva. A otimizacio serd dada em

duas situacOes: na realimentagdo de estado e na realimentacio de saida.

W Z

e | i

- Sistema

A

Controlador

Figura 4.1 - Sistema em malha fechada

A'fim de obter uma expressio valida para a utilizacdo da norma H, para o projeto de
controladores estiveis € necessario e suficiente a existéncia de uma matriz simétrica P onde

P>P, ¢ P seja a solugio da inequagio de Lyapunov (3.38) [Khargonekar ¢ Rotea, 1991].

Assim, para P > P, a equagfo (3.38), torna-se:

A'P+PA+C'C<0 (4.1

Esta expressdo norteard o desenvolvimento dos controladores baseados no compromisso

em desempenho pois a inequagio de Lyapunov ¢ a condiciio de estabilidade para o problema H,.
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4.1 Modelo de Realimentacio de Estado

Utilizando o modelo de estado adotado em (3.2) no Capitulo 3, que ¢&:

{x =(A+B,F)x+B,w

4.2
z =(C[ +DIZF)X (42)
A matniz funcdio de transferéncia de (4.2) é:
H_, =(C,+D,F)sI-(A+B,F))"B, (4.3)

A norma H; de H_, ¢é calculada conforme a definicio dada em (2.11). Aplicando a

inequacéo de Lyapunov (2.17) para (4.2), resulta em:
(A+B,F) P+P(A+B,F)+(C, + D,F)(C, +D,F)<0 (4.4)

Nota-se que (4.4) ndo € uma restricio convexa devido aos termos FP e PFT. Porém, pré-

multiplicando e pés-multiplicando a inequagio de (4.4) por P, tem-se:
(A+B,F)P" +P7(A+B,F) +P7(C, +D,FY (C, +D_F)P~ <0(4.5)
Definindo X=P' ¢ Y=FP", onde F=YX", tem-se:
AX+B,Y+XAT+Y'B] +(C,X+D,Y) (C,X+D,Y)<0 (4.6)
Aplicando o complemento de Schur em (4.6) tem-se:

T TRT r
AX+B,Y+XA” +Y'B! (C,X+D,Y) }o @.7)

(C,X+D,Y) -1
Utilizando as conclusdes dadas por [Doyle et al, 1989] e [Khargonekar e Rotea, 1991], a

condi¢do para a obtengio de um controlador 6timo via norma H, & obter o valor minimo do traco

da matriz funcdo de transferéncia de (4.2), ou seja:
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min|[T, |} = min|7+(B7PB) 4.8)

Para a func¢@o matricial (4.8), define-se uma matriz Z. tal que:

Z>B!PB (4.9)

Rearranjando (4.9) obtém-se:

Z >BPP'PB, (4.10)

Aplicando o complemento de Schur, a inequaggo (4.10) assume a forma linear e convexa,

portanto se tornando uma LMI. Assim:

BT
Z BP 4.11)
PB, P

De (4.9) pode-se concluir que minimizar Tr(Z) significa minimizar Tr(B;‘r PBI). Para a
obtencio do problema de otimizagio da norma H;, é necesséario garantir a estabilidade, dada por

(4.7), e associando-a a condigio para obtengdo de um controlader 6timo, definido por (4.11), ou
seja:

minfH| = min 7+(Z)

5.d. (4.12)
(T T
Z B 50
MBI X

AX+B,Y+XAT+Y'B] XC!+Y'D’, <0
CX+D,Y -1

com F=YX!.
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4,2 Modelo de Realimentacio de Saida

O problema de controle baseado na norma H; tem o objetivo de minimizar a norma Hs, a
fim de obter um melhor desempenho do sistema segundo a norma H,, mesmo sujeito a

perturbagdes externas.

Considere o modelo dado em (3.9), o controlador em (3.10) e 0 mesmo tratamento de
(3.11), (3.12), (3.13) e (3.14).

Como P = P” >0, a inequagiio de Lyapunov associada  (3.14) é:
ATP+PA+CTC<0 (4.13)

A fim de linearizar (4.13) ¢ aplicado o complemento de Schur, o que resulta em:

S [ 21% B AT
ATP+PA<-CC 5 [A PrPA C }o (4.14)

C ~1I

De forma analoga ao problema de realimentagdio de estado, [Khargonekar e Rotea, 1991]

propdem que o problema de otimizag8o norma H; seja definido como:

min|H|? = min 7+(8"PB)
s.4. (4.15)

ATP+PA CT
~ <)
C s |

Utilizando (4.10) e aplicando o complemento de Schur, a expressdo (4.15) torna-se:
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min|H|’ = min 77(Z)

(4.16)

‘ 10 ..
Agora, considere a transformacio congruente dada por [0 T] sobre a primeira inequacio

de (4.16):

I 0 B'P[I 0 B'PT
]z BR[L 0] [ z BFI @17
0O T"{'PB P |0 T| !T'PB T'PT

substituindo (3.20) e (3.22) em (4.17), e levando-se em conta as transformacdes congruentes,

tem-se:

Z B/ B/X+DlL’
B, Y I >0 (4.18)
X'B,+LD,, 1 X

I 0
Aplicando novamente a transformacio congruente de [0 r.f} sobre a segunda inequacfo

de (4.17), surge:

[TT G]F‘"i‘ +PA ET]{T 0} ~ F‘ﬁfﬁ +T"PAT T'C”

e <0 (4.19)
0 1 C -If0 I CT ~1

Substituindo em (4.19) as defini¢des dadas em (3.21) e (3.23), tem-se:
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YA” +F'B] + AY +B,F A+M7 YC] +F'D],
A"+M XA+LC,+A"X+CILT c’ <0
C,Y +D,F C, -1

(4.20)

Portanto, a forma final do problema de otimizagio H, com realimentac3o de saida é dado a

seguir:

mm”H”i =min7+(Z)
sujeito a
Tz B! B/X+DLL7
B, Y I >0
X8, +LD,, 1 X
YA” +F’B! + AY +B,F A+M’ YC? +FD7,
AT+ M XA+LC, +A'X+CILT c’ <0
C.Y +D,F C, |

(4.21)

no qual as variaveis simétricas sfio: Z., Y e X. E as variaveis L, F e M sio matrizes genéricas. As

matrizes do controlador sdo calculadas da mesma forma que em (3.28), (3.29) e (3.30).
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Capitulo 5 - Otimizacio através do Problema Misto H,/H .,

Um controlador 6timo H_ garante uma maior margem de tolerincia as incertezas
presentes na planta. O controlador 6timo H, faz assegurar a atenuacfio da resposta impulsiva no

sistema. Uma combinagio de otimizagsio em que as duas estejam presentes € interessante ja que
faria existir um controlador capaz de tolerar distdirbios e com bom desempenho em termos da
norma Hy. Nesta se¢do, serd visto o problema de minimizacio da norma H, sujeita a restricSes

da formula¢io He.

5.1 Realimentacio de Estados

Na formulagio do controle misto Hy/He. procura-se minimizar a norma H, sujeita a
restricdo do controle Ho. Isto significa encontrar um controlador que reduza a atenuacdo da

resposta impulsiva o maximo possivel, € que ainda garanta uma margem rej eicdo aos disturbios.

O esquema do modelo de controle misto é dado na Figura 5.1 seguir:

Wo
Zo

Sistema

Z1

F

Figura 5.1 - Esquema para o controle misto H./H,.
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A Figura 5.1 mostra um sistema de duas entradas, denominadas de w, e w,. Sendo que w,
esta relacionada ao controlador He € que w, é relacionada ao controlador H;. As entradas z, e z)

sdo as saidas de desempenho para os modelos H.. € Hp, respectivamente. Matematicamente, o
problema de controle misto ¢ dado da seguinte forma [Khargonekar ¢ Rotea, 19911

min{ B, [ :|m,,. | <7} (5.1)

2 ‘

Zo¥o

O problema de otimizagio consiste na minimizagio do valor do traco da matriz funcio de
transferéncia sob a condigdo de garantir um valor de ¥ que aumente a tolerfincia do sistema a
incertezas. O problema pode ser apresentado de forma ilustrativa pela Figura 5.2 que contém um

controlador 6timo para o sistema obtido na minimizacfo do trago de Z sob um valor de y dado.

* -
2 i F misto

2 H

F> li’

%

Figura 5.2 - Representacio esquematica das regides 6timas de H./H,.

sendo F) e F; as matrizes dos controladores H, e H_, respectivamente.

Considere o sistema linear representado na Figura 5.1. Sua equagfio de estado é definida a

seguir [Khargonekar ¢ Rotea, 1991] , [Geromel, 2001]:

Xx=Ax+Bw,+B,w, +B,u
z,=Cx+D,u 52)
z, =Cx+D,n '

u=Fx
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Fechando a malha do sistema representado em (5.2) tem-se as fungdes de transferéncia

H,, ¢H,  quesio:

Iw

H,, =(C,+D,FXsI-(A+B,F)"B, (5.3)

H,, =(C, +D,F)si-(A+B,F))"B, (5.4)
1" 1 2

As matrizes fungdo de transferéncia (5.3) e (5.4) permitem caracterizar um problema de
otimizagdo relacionado a (5.2) com o uso das normas H, e H_ respectivamente. Aplicando o

conceito das normas H. e Hy, respectivamente, nas equacdes (5.3) e (5.4) ¢ fazendo os
procedimentos ja mostrados neste trabalho nos Capitulos 4 e 5, surgem as formulagSes de

otimizagio:

min 7+(B7PB, )

sujeito a
“|(A+B,F) P+P(A+B,F)+(C, + D,FV(C, +D_F)<0
P>0
o {(A+BZF)TW+W(A+B2F)+y'2“fBOB§ W +(C, +D,F) (C, +D,F)<0
TIW >0

(5.5)
Condicionando que a igualdade P=W seja aplicada, o problema (5.5) garantird
factibilidade e convexidade em sua solugdio [Khargonekar e Rotea, 1991]. Esta consideracdo
permite que o problema seja resolvido com facilidade, porém transforma a solugfio em subétima.

Substituindo P = W e efetuando as seguintes substituicdes de varigveis:

X =P

FP' =Y (5.6)
-2

L=y

o problema (5.5) resulta em:
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min Tr(BfPBl)

s.4.
(AX+B,Y) +(AX +B,Y)+(C,X+D,Y)(C,X+D,Y)<0
(AY +B,Y) + AY +B,Y + 4B B! +(C,X+D,Y)(C,X+D,Y)<0
X>0

(5.7)

Fazendo as devidas transformagdes via complemento de Schur em (5.7) e usando (4.10), o

problema de H,/H.. € obtido:

min7+(Z)
sujeito a
[ Z B,
T >0
B! X
[AX+B,Y+XA” +Y'B! XC’ +Y'D’, <0
] CX+D.,Y -1
AY+B,Y+XAT+Y'B! XCI+Y'D!, B, 5.8)
C,X+D,Y . 0 |<0
B! 0 g7

Uma vez obtida a solug#o de (5.8), o controlador 6timo ¢ calculado pela formula F=YX™.

5.2 Realimentacio de Saida

O problema misto de realimentagdo de saida tem como equacBes de estado da planta
[Khargonekar e Rotea, 1991]:

x=Ax+B,w,+Bw, +Bnu
z, =Cx+D,u 5.9
z, =C,x+D,u '

y=C,x+D, w,+D,w,
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sendo que o subscrito “zero” representa o modelo H_ e o subscrito “um”, o problema H,. O

controlador dindmico € dado pela equaggo (3.10).

O problema de realimentagfio de saida assume duas entradas e duas sajdas de desempenho.

Assim a matriz funcio de transferéncia assume, paraocaso H_:
o~ ~ ]~
H,, =C,(1-A)'B, (5.10)
e para a formulagio H,:

H,, =C (I-A)'B, (5.11)

oW

A partir de (5.10) ¢ (5.11) o problema misto de realimentacio de saida assume a seguinte

formulaco:

mm“H”i =min 7; r(ﬁT §]§)

-

[z B'P
o — >0
PB P
(Yry By =T
JAPjPA C <0
. C .
ATW+WA &7 WB
C -1 6 |<0
B'W7 0 -5

(5.12)

Da mesma forma tratada na secio 5.1, assume-se que P = W. Utilizando os mesmos
argumentos ¢ meétodos mostrados nas se¢des 3.2 e 4.2 para a formulago de LMISs, o problema de

otimizago misto para realimentacio de saida, derivado de (5.12), pode ser caracterizado comao:
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minH|> = min7r(Z)

s.d.

~

Z B B/X+DIL’
B, Y I >0
X'B,+LD,, I X
[YA” +F'B! + AY +B,F A+M’
y A"+M XA+LC, +A'X+CILf
C,Y" +D,F C,
AY +B,F+YA” + F'B’ A+M?
M+ AT XA+LC, +ATX+CILS
C,Y+D,,F C,
B] B/X+DLL’

<0
BD
XB, +LD,,
0
~-u
(5.13)

sendo Z, Y, X varidveis matriciais simétricas e L, F ¢ M variaveis matriciais genéricas. Uma vez

obtida a solugio de (5.13) as matrizes dos controladores A_,B_ e C_ sdo calculadas da mesma

forma que em (3.28), (3.29) e (3.30).

Um comentario sobre a otimizacfio de sistemas com realimentacio de saida é que nestes

problemas de minimizagio ocorre, com razoavel freqiiéncia, a obteng¢io de valores proximos da

singularidade para a inversa de V. Este fato estd relacionado com a solu¢io das matrizes

incégnitas X e Y. Estas ocasionam um problema de mau condicionamento na equaciio I~ XY

que € responsavel por determinar V para que este defina as matrizes dos controladores [Scherer,

Gahinet ¢ Chilali, 1997]. Os mesmos autores sugerem que para evitar o problema de mau-

condicionamento deve ser introduzido um escalar positivo 7 para iteragdes proximas ao valor

6timo, obtendo-se a nova LMI:

Y A
>0
ax

(5.14)

Para o problema de otimizaciio H_, e para o problema H, a modifica¢o € dada em :
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Z B! B'X+DILf
B, Y i >0 (5.15)
X’B,+LD,, 1 X

¢, entdo, procura-se maximizar ¢. Tal procedimento faz maximizar o menor autovalor de XY
que reduz as chances de mau-condicionamento em I-XY. Uma dificuldade em aplicar esta
técnica € que em pacotes comerciais como o MATLAB, o usuario nio & capaz de interromper a
otimizago para a introdugfo da varidvel ¢ para depois continuar a otimizagdo. Portanto, uma
alternativa é, por tentativa e erro, adotar valores positivos de ¢, iniciando de 1 e aumentando até

obter um valor de I — XY bem condicionado.

Para todos os modelos de obtencio de controladores mostrados anteriormente, deve-se
observar que todos eles sdo vélidos para controladores de ordem completa. Sua aplicagio para
modelos de controladores de ordem reduzida nfo é recomendada porque a utilizaciio destas LMIs
faz com que a caracterizagio do problema deixe de ser convexa. Para a solugdo deste problema
seria necessario o estudo de restrigdes adicionais a fim de considerar a ordem do controlador

[Fares, Apkarian e Noll, 2001]. Este estudo n#o foi abordado neste trabalho.
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Capitulo 6 -LLMIs para Alocacio de Pélos

6.1 Definicdo de Regides no Plano Complexo

E sabido que o comportamento transiente de um sistema linear é fortemente influenciado
pela localizagio dos seus pélos. Muitos trabalhos procuram demonstrar técnicas de posicionar os
autovalores de uma matriz de controle em uma dada regidio a fim de que o sistema assuma um
determinado comportamento. Alguns parametros de interesse que podem ser manipulados numa
planta controlada s&o: o amortecimento e a velocidade de resposta transiente. Portanto, o que se
deseja ¢ definir uma regifio no plano complexo onde os parimetros de amortecimento ¢ da
velocidade de resposta podem ser descritas na forma de uma fungdo. Costumeiramente tal funcéo
¢ definida como S{e;7,8).

A fungio dada ¢ uma interseccio de trés curvas que caracterizam um determinado
comportamento transiente. Dado z e C,tal que z=x+iy, as trés curvas sdo definidas pelos
seguintes parametros:

e x <—0.<{: representa fisicamente a constante de decaimento do sistema, que no
plano complexo, corresponde a uma regifo & esquerda de uma reta vertical separadora.
Sua importancia esta no fato de determinar a velocidade de resposta transiente da planta.

® {x+z‘y’ <r: representa a regido de alocagio da freqiiéncia natural, que no plano

complexo resulta em uma regidio circular. Para este trabalho esta tegiio nio sera

considerada.

e x tan(f) < —[ y§ : representa o valor minimo da constante de amortecimento,

representado pela regifo conica.
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Graficamente a regido S é representada na Figura 6.1:

-y A N
-3 AN

i
t
L]

\
Y
!
{

N S

Figura 6.1 - Regides de alocagio de polos.

6.2 LMIs como restricdes de alocaciio de polos

A utilizagio de LMIs no dmbito de controle se tornou bastante Util porque facilita a
modelagem de varios problemas. Por sua caracteristica convexa, um problema complexo
envolvendo vérias LMIs, pode ser resolvido com o uso de algoritmos eficientes. Regides
polinomiais englobam as LMIs, porém a representagio matemdtica de regides polinomiais em
muitos casos ¢ complexa. Além disso, uma regifo polinomial Q, pode ndo ser convexa, o que
inviabiliza uma caracterizagdo por LMIs. Assim, torna-se necessario definir novos critérios para
que uma regido polinomial Q seja convexa. [Chilali e Gahinet, 1996] introduziram o conceito
de regides de LMIs que sio uma subclasse das regiSes polinomiais definidas por [Gutman,
1979a], porém com importantes vantagens na aplicagio de controladores 6timos com restrigio de

alocacio de polos.

Definicédo 6.1 [Chilali ¢ Gahinet, 1996]:

Uma dada regido do plano complexo é chamada de Regido LMI se existem matrizes

simétricas Ne R"" e L € R™" tais que:

D=1{zeC:f,(z)<0} (6.1)

com.
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folz)=L+Nz+N"z (6.2)

para zeC”

Tais relagbes sdo utilizadas por [Chilali ¢ Gahinet, 1996] para definir uma regido
determinada como LMI O passo seguinte é estipular como os autovalores de uma matriz

complexa A pertengam a uma regido definida por uma regiio LML Portanto, tem-se o seguinte
Teorema:

Teorema 6.1 [Chilali e Gahinet, 1996]:

Uma matriz A ¢ estavel numa regido Q se e somente se existir uma matriz simétrica W
tal que:

Mo (A,W)=L®W+N®(AW)+ N7 ® (AW)” <0 ©63)
W>0

Prova [Chilali e Gahinet, 1996]:

. Suficiéncia;

Seja Aum autovalor de A e z e C"seu autovetor, portanto z*A = Az’ . Pré multiplicando

M, (A,W) por I®z" e pos multiplicando o resultado por I®z, ou seja:

1oz W, (A WY1®2)

¢ expandindo o resultado acima, obtém-se:

L®Z'Wz+N®2' AWz + N’ ©z' (AW) z =
L®zWz+N®Az'Wz+N” ®2' Wiz =(L + AN+ AN" )®2z Wz = f, ()" Wz

E imediato observar que se 4/,,(A, W)<0 ¢ W >0 entdo £,(1)<0, e pela definigio 6.3,
A pertence a regido D.
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) Necessidade:

Suponha que A e C™" sejaestivelem D e W e C™.

Primeiro considere o caso onde A =% =diag(1,) com A, € D . E verificado que:
M, (.."'.':, i) =U" Diag(f,o (/1:‘ ))U
sendo que U € uma matriz de permutagio qualquer. Por conseqiiéncia se M ,, (E, X) <0, X=1.

Generalizando, seja E uma matriz diagonal dos autovalores generalizados de A (o que

inclul os autovalores de multiplicidade maior que 1. Trabalhando com a forma canénica de

Jordan, pode-se construir uma seqtiéncia de matrizes invertiveis T, tal que iim T, AT, = A (por

k0 A1 . ~
exemplo, T, = 01 a fim de obter A, = o 1 ). Desde que M ,(Y,I) seja uma fungio
continua de Y, ento tem-se: M , (T"AT,I).

Entdo para k& grande, M D(Tk"lAT,c,I)<0. Portanto, definindo-se T:=T, para %
suficientemente grande e utilizando a identidade: (A®B)(C®D)m (AC®BD) em

M, (’I‘,C"IAT,c ,I)< 0, tem-se:
A®T)M,(TAT,II® T )= M, (a,TT7)
Considerando que M, (T,;"EAT,€ ,IJ< 0, mostra-se que M ,(A,X)<0 para X=TT" >0.

O Teorema 6.1 ¢ uma complementagdo das condigbes de alocagdo de pdlos feitas por
[Gutman e Jury, 1981], porque [Chilali ¢ Gahinet, 1996] demonstraram critérios para que as
inequaces que caracterizam as regides de alocacio sejam convexas e internamente estaveis. Tais

condi¢des sdo essenciais para formulagdes de LMIs para problemas de otimizag#o.
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6.3 Aplicacdes para as regides de controle

A caracterizag@o de regides de LMIs € wm avango importante na aplicacio da alocacio de
poSlos em problemas de controle robusto via otimizacio. Nesta se¢fio serdio apresentadas as LMIs
caracteristicas para as regides do semiplano ¢ cone, assegurando sua convexidade e linearidade.
Estes sdo requisitos para os problemas de otimizagio via LMIs.

Considere uma inequacéo do tipo [Gutman e Jury, 1981}:
>, APWA" <0 (6.4)
P.q

A partir desta expressdo serio desenvolvidas as LMIs caracteristicas para a alocagio de

polos.

e Semiplano

Semiplano € uma regifio representada pela Figura 6.2:
m

Figura 6.2 - Semi-plano.

sendo que a regifio de interesse € o espago a esquerda da reta vertical que passa por @ no eixo
real. A constante « esta diretamente relacionada & rapidez do sistema de alcangar o regime

estacionario.

Uma aplicagdo de uma restri¢io do tipo semi-plano € reduzir o risco de haver cancelamento

de polos e zeros em uma otimizagdo H . Tal tema foi abordado por [Gahinet, Apkarian, 1994].
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Considerando para uma dada regifio, com & >0 e definida como D{(x,y):a+x <0}, os

coeficientes ¢, de (6.4) sdo dados na Tabela C.1 do Apéndice C. Desta forma, tem-se:

Cop =&, ¢y =€y =1/2. Aplicando o resultado em (6.4), tem-se:

Y e, APWA™ = gA"WA™ + —;—AIW +%WA” = 20W + AW+ WA™ <0
P.q
(6.5)
Caso a matriz A seja real:
20W + AW+ WA = 20W + AW + WAT <0 (6.6)

Observe que (6.6) satisfaz a Teorema 6.5, o0 que garante que os autovalores do sistema

sejam estavelmente posicionados dentro da regifio D{(x, y)a+x< 0} .

Um exemplo simples para a restrigdo de semiplano é a desigualdade de Lyapunov.

Considerando L=0 (o que implica em & =0) e N=I, a inequacio (6.3) torna-se:

0@W+IR(AW)+1IT @ (AW)T = AW+ WAT <0

» Regifio conica

A regido conica € a regido formada por duas retas simétricas ao eixo real, com angulo de

inclinagdo &, conforme ilustrado na figura (6.3):

Figura 6.3 - Regido cdnica.
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O angulo & esta relacionado ao minimo amortecimento permitido aos autovalores de uma

dada matriz A . Quanto menor o &ngulo, maior o fator de amortecimento dos antovalores de A. .

Para a formulagio da regifio conica é apresentada uma linha de desenvolvimento tedrico
diferente das adotadas anteriormente. Tal linha é referente aos trabalhos anteriores ao de Gutman

e Jury. Sua importancia estd no fato de evitar o projeto de sistemas pouco amortecidos.
Teorema 6.2 [Anderson et al, 1974]:

Dado um polindmio P(s) de grau n com coeficientes reais, uma condicdo necessdria e
suficiente para que as raizes de P(s) estejam alocadas numa regido cénica, é que os autovalores

da matriz:

6.7)

send  cosf
—cosf  send

AL(Zan} = A{nxn) ®{

tenham suas componentes reais negativas e que A, real, seja uma matriz associada a P(s) com

P(s) =det/sI - A|.
Prova [Anderson, 1974]:

Se todos os autovalores de A (que também sfio as raizes de P(s)) sio A,, os autovalores

de A, sdo (equacdo C.5 do Apéndice C): 4, (sené + icos(:?) para k=12,...,n.

[Arzeler, Bernussou e Garcia, 1993] reforcam que € necesséario definir uma matriz S tal

que:

{ send cosé’}
= (6.8)

—cosd senf

que garanta uma estabilidade robusta na alocac3o de pélos a partir de uma matriz A .
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Aplicando o produto de Kroeneker de S sobre A e inserindo seu resultado na desigualdade

de Lyapunov, tem-se:
SRAW+W(ES®A) <0 (6.9)

Expandindo os termos de (6.9), obtém-se:

Asend Acosé T AT
sen cOoS :IW«i«W{A senf -A 0056}

—Acos# Asenéd AT cosd ATsend

AWsenf + WA? cosf  AWsen8-WAZ cosd
~AWcosf + WA  senf AWecosf + WA send

S®A)W+W(E®A) x[

o que resulta numa LMI, que é:

lisen@(AW +WAT) coso(AW - WAT )] (6.10)

cosB(WAT —-AW) senB(AW-t—WAT ) <

Assim (6.10) € uma LMI caracteristica para alocaco de p6los de uma matriz A dentro de

senf cosé

. @ inequacio
—cos# send

um cone. Retornando ao Teorema 6.1, assumindoL =0 ¢ N :[

(6.10) € idéntica a (6.3).

6.4 Interseccdo de regides de LMIs

Uma propriedade de concatenacio de varias LMIs em uma tnica LMI foi demonstrada por
[Boyd, et al, 1994]. [Chilali e Gahinet, 1996] ressaltam a importancia de tal propriedade porque a
intersec¢do de regides convexas do plano complexo pode ser definida por varias LMIs o que
permite a caracterizag@io de regibes cujos dominios sfio descritos de forma matematicamente
complexa. O Teorema 6.1 estabelece condigSes de estabilidade de alocagiio de pélos dentro de
uma regido LML Para que a estabilidade se estenda para regides de formas mais complexas é
necessario que cada regido separada assuma sua estabilidade individual. Em termos matematicos

a interseccfo de duas regibes ¢é estabelecida por:

R, R, (6.11)
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€ para que seus pélos sejam estiveis em suas respectivas regies, é necessario que:

M, (A, W)<0 (6.12)

para aregido R,, e:

M, (A, W) <0 (6.13)

para aregiio R,. Observe que (6.12) e (6.13) devem ser satisfeitas ac mesmo tempo.

A condigio para que os pélos de uma matriz A sejam estaveis em (6.11) é:

. M. (AW 0
Mgire = Dlag{Mm (A’ W)’MRZ (A’ W)} = f: 31(0 ) M,, (A, W)} <0
(6.14)
Generalizando (6.14) para vérias regides, resulta em:
Mgairon. e = DiagiM,, (A, W) M, (A, W),.., M, (A, W)} <0 (6.15)

Esta propriedade permite agrupar diferentes LMIs a fim de caracterizar uma regiio
complexa, o que ndo seria possivel caso se utilizasse somente inequages polinomiais definidas

por Guttman.
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Capitulo 7 - Aplicacio das Regides de LMIs para os Problemas de
Otimizacio
Para o desenvolvimento das LMIs caracteristicas para alocagiio de pélos, as incognitas
referentes a solucfo das inequagOes serfio igualadas as utilizadas na solucio do problema de
otimizagdo sem a alocagfio. Tal procedimento assegura uma solugdo geral subGtima. Por

exemplo, a inequagdo (6.6) sera incorporada ao problema (5.8) e sera empregada a mesma

variavel X=W.

7.1 Alocacéo de pélos para malha fechada com realimentacio de estado

Num sistema em matha fechada com realimentagfio de estados, o objetivo do controle com
alocagdo de polos € posicionar adequadamente os autovalores da matriz de estado do sistema de

malha fechada. Seja A ;| a matriz de estados do sistema controlado definida como
A,=A+B,F (7.1)

sendo que A e B,s3o matrizes da planta, e F ¢ a matriz do controlador. O problema de alocagio
de pélos necessita que matriz A, tenha seus autovalores representados dentro de uma regifio

especificada. As condigdes para cada regifio séo apresentadas a seguir.
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¢ Semi-Plano

Num sistema de malha fechada, (7.1) ¢ relacionada com a seguinte LMI para alocagio a

esquerda do semiplano:
A W+ WA +20W <0 (7.2)
Substituindo (7.1) em (7.2) tem-se:

(A+B,F)W+ W(A+B,F) +2aW =20W + AW + B,FW + WA’ + WF'B <0
(7.3)

Desta forma a LMI (7.3) assume nos dois primeiros termos uma desigualdade matricial na

forma de Lyapunov. Efetuando a seguinte mudanga de variavel [Chilali e Gahinet, 19961:

Y = FW (7.4)

resulta em:
2aW+AW+B2Y+WAT +YTB§ <0 (7.5)

A LMI (7.5) caracteriza a condigio para que os autovalores da matriz de estado do sistema

de malha fechada estejam 4 esquerda da reta vertical posicionada em (- a,0).

s Regiio conica

Para a regido conica, utiliza-se a LMI (6.10):

[sinﬁ (A W+ WAL) cosf(A,W- WAE)J <0 (7.6)

cosG(WAf, ~AC,W) Sine(Ac;W‘I” WAZ:)

Substituindo A, de (7.1) em (7.6) resulta em:
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sind(AW +B,FW + WA” + WF'B] ) cos§(AW +B,FW - WA” - WF'B! o
CosO(WA” + WF'B] — AW ~B,FW) sinf(AW + B,FW + WA” + WF'BT )

(7.7)
Em (7.7) fazendo a substitui¢do Y = FW , tem-se:
sinb(AW +B,Y + WA” + Y'B]) cos6(AW +B,Y - WA” - Y7BI) <
cos(WA” +Y'B] AW ~B,Y) sinf(AW +B,Y + WAT + YBT)
(7.8)

A LMI (7.8) caracteriza a condigio para que os autovalores da matriz de estado do SMF
estejam dentro de uma regido conica definida pelo angulo &, limitando-se o menor valor de

amortecimento permitido ao sistema.

7.2 Alecacio de polos para malha fechada com realimentacfio de saida

Ao contrario da realimentacfio de estados, os métodos utilizados nas transformacdes das
inequagdes iniciais em LMIs, ndo sdo adequados, pois as incOgnitas envolvidas nfio sio
transformadas em LMIs por simples substituicio de varidvel. Portanto, serio adotados outros
procedimentos para que s¢ obtenha LMIs que representem a formulacio de realimentacio de
saida, como visto em [Chilali e Gahinet, 1996].

*  Semiplane

Como (7.5) nao representa exatamente a desigualdade de Lyapunov ¢ necessario pré e poés

multiplicar (7.5) por W™, assim:
WA, W+ WAT +26WW™ <0= WA, +ATW™ +26W™ <0 (7.9)

Desta forma a LMI (7.9) assume nos dois primeiros termos uma desigualdade matricial na

forma de Lyapunov. Efetuado a segninte mudanca de varigvel:

W'=p (7.10)
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Tem-se:

PA_, +ALP+2aP <0 (7.11)

Aplicando a transformacdo congruente da matriz T obtida em (3.19), na inequagio

(7.11), a LMI caracteristica para a matha fechada é obtida:

T (PA,, + AP+ 20P)T = T7 (PA, + A”P)T + 2017 PT =

AY+B,F+YAT +F'B] A+M’ Y I
r r ror | T 20 <0
M+A XA+LC, +A'X+CIL I X

(7.12)

A LMI (7.12) caracteriza a condi¢gio para que os autovalores da matriz de estado do sistema

de malha fechada estejam 2 esquerda do plano separador.

o Regido conica

Para a regido conica, utiliza-se a LMI (6.10):

cos8(A, W+ WAT) sing(A,W-WAT)
_ < (7.13)
smﬁ(WAfl ~ AdW) cosH(AdW +WAJ )
Efetuando a seguinte pés e pré-multiplicacdo em (7.13) tem-se:
(W0 Joeoso(a,W+WAT) sing(a,W-wal)TW? 0]
L0 W | sing(WAT - A, W) coso(A,W+WAL)| 0 wi|
cos6(W A, W+A%) sind(W'A,W-aZ)Tw™ o]
| sinb(AT -WPA, W) cosf(W'A,W+AZ)| 0w
cos8(WA, + ATW™) sind(WA, - A7 W)
Linﬂ(A;W" nW"Ad) cosB(W“lAd +A£W") <0 (7.14)

Em (7.14) fazendo a substituigio P = W™, tem-se finalmente:
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com.

estgjam dentro de uma regiio conica definida por @, limitados pelo menor valor de

{SinB(PAC, + AZP) cos@(PAd - Af;P):l <0 (7.15)

cosd(AZP-PA ) simd(PA,, + ATP)

Aplicando a transformag@o congruente de T, de (3.19) em (7.15) obtém-se:

'T” 0 |sing(PA, +A%P) cost(PA, - ATP)]T OJ_
6 T cosB(ACT,PmPAC,) sinB(PAd+A£,P) 0 T

ey R ey | I

(7.16)

smB(TT(PAd—f-AC‘,P}l’) cos6(T7 (PA,, ATP)I‘)] .
cos6(T"(AZP -PA, )T) SlnB(TT(PAd+AdP)T)

A inequacio (7.16) resulta na LMI abaixo:

F
AR P (7.17)
(b2 (pi

. | AY+B,F+YA" +F'B! A+M’
$, =sinf ” - e
M+ A XA+LC,+A'X+C,L" |

YA" +F'B] ~AY -B,F AT -M
M’ -A A'X+CIL" -XA-LC, |

¢, = cosﬂ[

A LMI (7.17) caracteriza a condi¢fo para que os autovalores da matriz de estado do SMF

amortecimento permitido ao sistema.

1996] mostram que o problema de otimizagio das normas H; e He, com alocagio de pélos é
caracterizado pelo problema de otimizagéio H, e Ho, adicionando-se as restrigdes das LMIs de

alocagdo. As variaveis de otimizagdo M, X, Y e F das LMIs de alocaglio sio as mesmas das

De posse das LMIs que caracterizam as regides no plano complexo, [Chilali e Gahinet,

utilizadas nos problemas H; € He. sem alocacZo dos problemas (3.7), (3.27).(4.12) e (4.25).
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Capitulo 8 - Determinaciio do Modelo da Estrutura

8.1 Modelo de Elementos Finitos

O objetivo deste capitulo é a modelagem da estrutura flexivel usada para o estudo do
problema de controle. O modelo discreto de viga ou modelo de elementos finitos sera empregado
a0 estudo problema de controle. A Figura 8.1 apresenta a representagio de uma viga modelada
matematicamente com quatro graus de liberdade, dois graus de liberdade devidos aos

deslocamentos verticais ¢ dois devidos as rotagSes.

0 o g
. N6 1 j NG 2

n4(t) { ¢ 4 f.\ n M)
[ ,. ]
ey X

Figura 8.1 - Elemento de viga,

Os parametros fisicos do elemento de viga sfio definidos como:

¢ A, como area da secfio transversal em m>.

¢ £, como médulo de elasticidade em MPa.

* 0, como massa especifica do elemento em Kg/m’.

[, como momento de inércia da segio em relacio ao eixo x, em m*.
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z{x,¢) é a variavel de deslocamento vertical em funcdo da posi¢io e do tempo, e n,,
ny,n,€ n, 3o chamados de deslocamentos nodais que sio somente fungfio do tempo. A

condigfio de equilibrio ¢ dada pela equacio (8.1) [Inman, 1996]:

Ax? ox*

o [EI 622("”)} =0 8.1)

Para valores constantes do produto £/, a equagio (8.2) ¢ valida:

8%z
ox*

=0 (8.2)

Integrando (8.2) sucessivamente até a quarta ordem em relagio a x, chega-se a (8.3):
Zfx,t)=c () +c,()x* + ¢, )+ ¢, (¢) (8.3)

Com as condigdes de contorno para (8.2) definidas e adotando / como o comprimento do

elemento dado, tem-se:
oz oz
2(0,8) =n,(t), g(e,z) =m,(t), 2(1,£) = n, (), -6;(1,:) =n,{t) (8.4)

Substituindo as condiges de contorno de (8.4) em (8.3) e considerando ni(z‘) = i, tem-se:

¢ (f) = %[2(”1 —n)~Hn, +n,)] (8.5)
¢, (t) = ";2“[3(”3 - nl)_[(znz +n, )] (8.6)
e () =m,(t) (8.7)
c,(6) =n, () (8.8)

Substituindo (8.5), (8.6), (8.7) ¢ (8.8) em (8.3), tem-se:
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2 3 2 3 2 3 2 3
e R 4 0

I’ I’ I®

(8.9)
que ¢ a fungdo campo de deslocamento nodal da viga mostrada na Figura 8.1 em funcio dos
deslocamentos nodais.

Para a obtengio das matrizes de rigidez e de massa & necessario assumir as seguintes
funcdes [Inman, 1996]:

i 2

1% . L
T(r)-_EJpA[z(x,t)] dx=—2"M,2 (8.10)
V(z)x—l—]EI Felx) zdxx—l—zTK z (8.11)
2, o’ 27

sendo que T(r}¢ a energia cinética da viga, V(t) a energia potencial do mesmo elemento e

z m{n1 n, n, n,}" ovetor de deslocamento nodal [Inman, 1996].

Apos certa manipulagfio algébrica em (8.10) e (8.11), as matrizes de rigidez e de massa do
elemento de viga, K; e M, sio obtidas [Inman, 1996]:

12 6 =12 6l
EI 6 47 —61 2I*
= 8.12
LopPi-12 -6l 12 -6l (8.12)
6l 201 —6I 4l*

156 221 54 -13]

_pdi| 22 a4 131 -37° ®.13)
420 54 131 156 221
-13] =31* -221 4?

L

Para modelos nos quais estio previstos pequenos deslocamentos, os esforcos axiais sio
independentes dos esforcos de flexio [Kwon e Bang, 1997]. Assim (8.12) e (8.13) sfo

expandidas a fim de inserir os dois graus de liberdade axiais da viga:
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Al? 0 0 -4 0 0
0 12 6l 0 -12 e
EIl 0 6/ 4]° 60 -6 2

K, =— 8.14
P-4 0 0 4r o 0 .14)
0 =12 -6/ 0 12 -6l
06 28 0 -6 4
140 0 o 70 0 0
0 156 221 0 54 —13]
0 221 4* 0 131 -37?
pAl (8.15)

ET00070 00 0 140 0 0
0 54 13 0 156 -2
0 13 -3 0 -2 4P

As matrizes obtidas anteriormente sfio validas para as coordenadas locais do elemento
considerado, ou seja, independente da posigiio espacial do mesmo. Para tornar (8.14), (8.15 e
(8.16) validas para um referencial externo e assim permitir uma juncdio de varios elementos em
posigdes espaciais distintas, ¢ necessario que as equagdes locais sejam transformadas de acordo
com um tnico sistema referencial global comum a todos. Pela Figura 8.2 & visualizada a relagdo

entre o sistema local e o global de um elemento de seis graus de liberdade.

Figura 8.2 - Elemnento de viga em relagio a um referencial global.

Sejam as varidveis de deslocamento local z, :[m vi 6 wuxz vz 92} e as de

deslocamento global z = [ul v & u, v, 192]. Para que as coordenadas globais sejam

validas para o sistema local de um elemento € necessario que:
z, =Tz, (8.16)

59



sendo que a matriz T ¢ a matriz de transformagio de coordenadas e é definida como:

" cos(B) sin(ﬁ ) 0 0 0 0
~sin(B) cos(B) 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
T= 8.17
0 0 0 cos(f) sin(8) 0 @17
0 0 0 —sin(g) cos(B) 0
0 0 0 0 0 1]

e B ¢ o angulo de referéncia entre o sistema local e o global para um modelo no qual ha somente

deslocamento vertical e flex3o. A partir de (8.17), as matrizes de massa, de rigidez ¢ de

amortecimento sio redefinidas no sistema de coordenadas global:

M=T'M,T (8.18)
K=T'K,T (8.19)
C=TC,T (8.20)

As matrizes apresentadas anteriormente sdo validas para somente um elemento. Como a
filosofia de formulac3io de elementos finitos & dividir um dominio em varios subdominios de
elementos simples, € necessario, para muitos problemas fisicos, a utilizacdo de varios elementos a
fim de aproximar as solucSes dadas em (8.19), (8.20) e (8.21) com a solucdio exata. A forma de
unir os elementos a fim de representar um dominio necessita de uma técnica de montagem,
conhecida na é4rea de elementos finitos como “assembly”, que respeitando as ordens dos
elementos na malha (como é chamado o dominio discretizado) geram uma tnica matriz de
rigidez € de massa [Kwon e Bang, 1997]. Como a técnica de montagem ¢ bem conhecida, sua
teoria ndo serd abordada em detalhes neste trabalho. Porém, ¢ empregada para a obtengdio das
matrizes de estado do problema de controle.

Para sistemas mecénicos usuais a inércia e rigidez nfo sfo as unicas caracteristicas fisicas
atuantes em uma estrutura. Existe uma terceira caracteristica fisica que é o amortecimento ¢ este
¢ representado pela matriz C. Neste trabalho, é adotado o modelo de amortecimento

proporcional, que é definido como [Ewins, 1984]:
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C=7M +1K (8.21)

onde 77 e v sHo numeros reais positivos. Vale destacar que o uso do modelo de amortecimento

proporcional ¢ somente uma simplificagio matemética e na pratica pode estar longe de
representar casos reais. A obtengfio teérica de K ¢ de M acarreta menores erros na modelagem,
pois as propriedades de inércia e de rigidez s#o, na pratica, préximas as propriedades usadas nos
modelos tedricos. Apesar das limitacdes da modelagem tedrica do amortecimento proporcional,
(8.14), (8.15) e (8.16) sfio muitos uteis na fase inicial de projeto. No final do mesmo seria

necessaria a verificagiio dos modelos via métodos de identificagiio experimental [Ewins, 1984].

8.2 Modelo de Estados

A modelagem de estados ¢ uma maneira usual de tratar um modelo matematico para o

estudo em controle de sistemas. Assumindo a seguinte equagdo dindmica de um corpo fisico:
Mz+Cz+Kz=f w+fu (8.22)

na qual:
* u ¢ o vetor que representa o sinal de atuaciio do controlador na planta.
* W € o vetor que representa o sinal de entradas exégenas.

® z ¢ o vetor que representa os deslocamentos dos graus de liberdade presentes no

corpo fisico.
*C, Me K sio as matrizes de amortecimento, massa e rigidez do sistema.
e f, ¢ I, sbo os vetores dos sinais de entrada que correspondem ao valor numérico

das forgas atuantes em determinada posigio da viga.

A equacio mostrada por (8.22) nfio é usual para o estudo e formulagio do problema de

controle. Portanto, € usual (8.20) introduzir as seguintes substituicdes de variaveis:

q, =2 (8.23)
q; =4q, (8.24)
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Isso significa que q, € o vetor de deslocamentos nodais do corpo e q, ¢ o vetor das
respectivas velocidades. Para o modelo de elementos finitos o significado fisico de g, e q, estfio
atrelados ao modo de discretizagdo dado ao modelo. Por exemplo, numa viga discretizada com
dois elementos tendo como movimento o deslocamento vertical e a rotagdo, q, € q, sdo

definidos como:
q, ={V1 6, v, 92]; q, =4, :’,“’1 gl v, 92]

onde v, ¢ o deslocamento vertical aplicado ao n6 i € &, € o angulo de rotagdo correspondente ao

no6 i. O vetor g, também € conhecido como vetor dos graus de liberdade do corpo fisico.
Substituindo (8.23) e (8.24) em (8.22) obtém-se o seguinte conjunto de equacdes:
4, =M7fw+M"'fu~M'Cq, -M'Kq,
q, = q, \ (8.25)

Z=q,

As duas primeiras equagdes de (8.25) podem ser agrupadas a fim de dar a seguinte

caracterizacio matricial:

Mot bt bt e
4] -M'K -M'Cllq,[ |Mf, Mf,

E a dltima equacio de (8.25) é expandida para:

z=]I 0]{‘31} 8.27)

q,

Tendo em mio (8.26) e (8.27), o modelo de estado de (8.22) resulta em:

Xx=Ax+B w+B,u;
(8.28)

z=Cx
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e os termos de (8.28) sdo definidos a seguir:

0 I
L 2 A =
[—M”‘K WM*C]

0

L] ]31 - 1
M™f

0

B, = I
2T M,

«C:=[1 0]

ex:=[g, q,]

A definic8o anterior dada a C ¢ genérica e muitas vezes pouco aplicada, porque em
controle de sistemas reais, os sinais de saida externos sio escolhidos através do maior interesse
do projetista por causa da impossibilidade econdmica em colocar sensores e atuadores em todos

os locais da estrutura. Por exemplo, pode ser assumido que C.:[O 1 0 - O], 0 que

significa que a saida z € o segundo grau de liberdade da planta.

No estudo do controle robusto o que se deseja € um controlador que atue no sinal de
desempenho z e que garanta estabilidade mesmo em situagdes em que sinais imprevistos entram
na planta. Para isto € necessario expandir (8.28) a fim de caracterizar as entradas de distarbios e
ruidos. A Figura 8.3 mostra as entradas de uma planta com controlador sujeito a distirbios

externos.

d
r +
” " P(s) g Z
u
o
K{s) y n

Figura 8.3 - Exemplo genérico de uma planta com controlador sujeitos a distirbios.
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Assume-se que as entradas exdgenas da planta s3o definidas pelo um vetor w tal que:
w=d r nf (8.29)

sendo que d ¢ o vetor de distirbio na saida da planta. Outros aspectos nio considerados na
modelagem podem ser levados em conta através de uma incerteza ‘artificial’, como por exemplo,
ndo lnearidades que deixaram de ser modeladas ou incertezas dadas 4 aferigdo dos parimetros
fisicos associados ao projeto, ou mesmo erros de truncamento acarretados na discretizacio finita

do dominio através do método dos elementos finitos.

O vetor r € o sinal de referéncia de entrada, que costuma ser nulo para facilitar o estudo do
comportamento da planta em fun¢@o de um ruido de entrada. No caso do problema de atenuagdo

de vibragdes r € nulo do ponto de vista fisico.

O vetor n ¢ o ruido do sensor, que assume as limitagdes fisicas e de modelagem das

respostas do sensor.

Levando-se em conta que o sinal de referéncia r ¢ considerado nulo, obtém-se:
w=[d nf (8.30)

Uma vez determinadas as entradas exdgenas, é necessario que se definam suas influéncias

sobre os sinais de controle ¢ de desempenho. Neste caso, (8.28) fica redefinida como:

x=Ax+B,w+B,u;
z=Cx+D,w+D,u (8.31)
y=C,x+D,w+D,u

sendo que:

¢ y € 0 sinal de saida da planta para o controlador.
¢ C, determina em quais graus de liberdade o sinal de desempenho ¢ obtido.

 C, determina em quais graus de liberdade o sinal de medig#o é retirado.
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Para C) e C, pode-se especificar elementos com valores diferentes de “um” para
fins de obteng¢do de um controlador mais eficiente. A adocdo de valores diferentes de
“um” tem como objetivo a tentativa de obter controladores com desempenhos melhorados
ou a obtengdo de matrizes dos modelos de malha fechada matematicamente melhor

condicionadas.
As matrizes D so definidas a seguir:

D, = [0 O] ¢ D,, =0. Estes sdo valores usualmente empregados, pois muitos

autores, como [Doyle et al, 1989], que afirmam que tais consideragdes nio fazem um
sistema perder sua generalidade, além de evitar o excesso de complexidade para solucdo

do problema 6timo.

D, =0 1] . Para a maioria dos sistemas mecanicos o sinal de desempenho pode
ser constituido também pelo esforgo de controle.

D, =[0 I]. A adogfio destes valores leva em consideragdio o fato de que o ruido

de medig#o afeta somente o sinal do sensor na qual ¢ direcionado para o controlador.

Da mesma forma que as matrizes de saida C; e C,, os vetores Dy; e Dy podem ter

elementos diferentes de “um” a fim de melhorar as caracteristicas do controlador desejado.

Note que o sistema (8.31) representa o modelo de estados da planta com a definicdo do

sinal de saida para o controlador v ¢ o sinal de desempenho z.

65



Capitulo 9 - Resultados

Neste capitulo serfio apresentados os resultados das simulagdes do problema de controle de
vibragio de uma viga sem e com alocac¢io de pdlos. O objetivo € confrontar as diferengas entre os
controladores H; ¢ H. puros com os mesmos tendo seus pdlos alocados. Na primeira parte serfio
mostradas as simulacdes sem alocagio de pdlos e sua validago entre o valor da norma H; ou da
norma He com os controles H; e Ho, respectivamente, das matrizes funcéo de transferéncia dos
sistemas obtidos. Na segunda parte, estarfio os resultados dos problemas de otimizagido com

alocacfo de polos para uma regido composta na unifo das regides do semiplano ¢ de um cone.

A simulacfio serd dada a partir das matrizes de massa, rigidez e de amortecimento de uma
estrutura modelada por elementos finitos baseados na teoria de Euler-Bernoulli. O modelo

discretizado ¢ dado pela Figura 9.2:

nyt) ns(0)

7 w n
;,"' N1 NG 2
4 n) 4 e n ) n) —feNngD
/] u ’
5—“)( /|~ Z,
/| | - — 2,

Atuador

L—— Controlador !-}7

Figura 9.1 - Modelo discretizadoe para viga com os respectivos graus de liberdade,
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A viga discretizada é dividida em dois elementos de comprimento‘l /2 com um total de
trés nds. O primeiro nd estd engastado (extremidade da viga) e para fins praticos ndo foi
numerado. Portanto, o segundo né ¢ definido como né nimero um e o terceiro como ndé niimero
dois. Cada né possui trés movimentos: deslocamentos horizontal e vertical, e o angulo de rotagio.

Assim os graus de liberdade da viga séo definidos da seguinte forma:

* n ¢ n, sao os deslocamentos horizontais presentes nos ndés 1 e 2,
respectivamente.

® 1, € n; 530 os deslocamentos verticais presentes nos nés 1 € 2, respectivamente.

® 7y € ng sao os angulos de rotaglo presentesnosnés 1 e 2, respectivamente.

A escolha de dois elementos ¢ justificada pelo fato de ser a minima representacdo onde se
permite ter um esquema de controle nio colocado, ou seja, atuacdo de controle em um grau de
liberdade diferente daquele que se deseja controlar. Adotou-se este pequeno niimero de elementos

finitos para reduzir o tempo computacional nos calculos para obtencio dos controladores.

Neste modelo, a viga considerada ¢ engastada em uma das extremidades. Seus parametros

fisicos sdo dados a seguir:

* A= base x altura = 0,032x 0,003 = 9,60x107°m>.
o F= 690x10°MPa .
e p=27x10°Kg/m".

_ basex altura®

e =7.12x10""m* .
12

o/=11m

A saida para controle ¢ dada no grau de liberdade ns, € a saida para desempenho ¢ dada

pelo mesmo grau de liberdade. O sinal de controle é aplicado no grau de liberdade n,. Assim o

vetor f, ¢ definido como:

7= 10 0 0 0]
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O sinal de distirbio externo é um ruido branco, portanto aleatério. O sinal foi gerado pelo
programa MatLab com a fungio “rand” com valor de pico de 0,1 N. Este ruido seré aplicado no

grau de liberdade ns para fins de estudo da resposta da planta controlada. A energia do ruido de

entrada ¢ obtida pela expresséo:

E= i|x(i)i2 (9.1)

onde x(i) ¢ o componente do sinal dada em um intervalo de tempo ¢.

Desta forma o valor da energia do distirbio de entrada é E = 24,0243, para um sinal com

intervalo de amostragem ¢ = 0,007 . A Figura 9.3 mostra o sinal de distirbio utilizado.

Ruicio de Entrada

Forga (N)

Tempo (sec)

Figura 9.2 - Distlitbio de Entrada.

Com a definigho do distirbio de entrada, o vetor f,, é definido como:
f7=[0 0 0 0 1 0

As equagdes do problema que sdo reescritas a seguir:
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z=Cx+D,w+D.u
y=Cx+D,w+D_u

De posse da expressio anterior, tem-se para fins de simulagio:

¢ Asmatrizes de entrada do sinal de disturbio e de controle que sio:

B_oomoooooooo 0 0 0 o T
IMTE, 0] |00 00 0 0 0 88812 13358 0 95963 11123

Para que a matriz B, tenha dimensdes compativeis com o vetor w, adotou-se uma segunda

coluna de zeros.

0
2=[M_lf}=[o 000 0 0 0 12457 48233 0 88812 19859]

* Asmatrizes de saida de desempenho e de medigio que s3o:

C_eooezooooooo
10000 00000000

C,=[0 000100000 0 0]

O valor de “um” ¢ adotado nas matrizes C, e C, pela preferéncia em comparar os
controladores com e sem alocacio de pdlos. Sabe-se que a adogéo de valores diferentes de “um”
pode inclusive melhorar o desempenho do controlador. Este aspecto nio foi investigado neste

trabatho porque o objetivo é comparar o efeito da alocaciio de plos em um controlador Ha/ He.

e  Asmatrizes Dy, D3, Do e D55 sdo:

0 0 0 ol
Dnmo 0 =D12=1 ’DZIml =D22:0
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Para o controle misto foi necessario introduzir uma notagio especifica, j4 introduzida no
Capitulo 6, afim de representar a entrada de distiirbios para controle He, ¢ H, de forma separada.
Assim o subscrito “0” refere-se ao controlador norma He.¢ 0 subscrito “1” ao controlador norma

H;. Assim o modelo para o caso misto é reescrito:

x=Ax+B,w,+B,w, +B,u

z, =Cx+Dyw, + D, w + D,u
2, =Cx+D,w, +D w +D_u

y=Cx+D,w,+D,w + D, u

Com:

 B,=[0 0 0 000 0 88812 13358 0 95963 11123]
- C(}:Cl

e D,=D, :[0 0]r , Dy =Dy, Dy, =Dy, Dy, =D,

Para o estudo de alocagio dos pélos, a metodologia foi montar uma regidio definida com

parametros de amortecimento ¢ do semiplano conforme na Tabela 9.1,

Parametro Valor
¢ (Semiplano) -3
& (Amortecimento) 1072

Tabela 9.1 - Dados para definigio da regidio para alocagiio de polos.

Com estas defini¢des serdo simulados os resultados de otimizacsio H,, He e mista para
realimentacdo de estados ¢ de saida. Em primeiro, o grupo de simulacfio se dara aos modelos de

realimentac3o de estado e depois para os modelos de realimentacgiio de sajda.
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9.1 Controle através da norma H,,

Nesta se¢éo serfio apresentados os resultados do controle via norma He, conforme dado pelo
problema de otimizagdo (3.7) para realimentagiio de estados, e do problema de otimizagio (3.27)
para realimentacdo de saida. Em cada caso de otimizagdo, serdo introduzidas as restrigies de

alocagfio de pélos. Os resultados tém como objetivo:

¢ Observar a redu¢do da norma H
» Verificar se o esforgo de controle é compativel fisicamente;

¢ Observar a capacidade de atenuacio dos distirbios.

Na Tabela 9.2 apresentam-se os valores da norma H_, obtidos no processo de otimizacio

¢ sua comparagao com o valor da norma H.. da matriz fungio de transferéneia H,,,. Na maioria
dos casos hd uma reducfo significativa nos valores da norma para a planta controlada, exceto

para o caso de realimentacio de saida com alocacgo de pélos.

Valor da norma H
Sem Controle Controle com Realimentacéo
Estados Saida
Sem Alocacio 67,7295 2,9421 3,0702
Com Alocacio 67,7295 2,9637 44,6473

Tabela 9.2 - Comparagfio dos valores da norma H.. da planta controlada com 2 original.

A Figura 9.3 apresenta a resposta do grau de liberdade ns ao disturbio aleatério para
realimentacdo de estados, e a Figura 9.4, para realimentac@o de saida. Em ambas estio ilustradas
as respostas do sistema sem alocagdo e com alocagio de polos. Nota-se que ocorreu uma boa
rejeigdo ao distirbio nos dois casos para alocagfio de pélos em comparagio ao caso sem alocacio.
Na Figura 9.4, o que se nota é a influéneia dos requisitos de amortecimento provenientes da
alocacdio de polos da planta. Este fez com que a amplitude de resposta ao distirbio diminuisse em
relagdo a resposta do controlador sem alocagio. Por outro lado, o emprego da restri¢iio do semi-
plano fez com que aumentasse a freqiiéncia de oscilagio. Tal fato é observado pela diminuigio

dos intervalos entre os picos.
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Figura 9.3 - Controle H..- Realimentacio de estado — Resposta do grau de liberdade ns ao disturbio.
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Figura 9.4 - Controle H., - Realimentacio de saida — Resposta do grau de liberdade ns ao distarbio.

As Figuras 9.5 e 9.6 apresentam o esforgo de controle aplicado no grau de liberdade n; para

atenuar a vibrag@o da viga para realimentagio de estados e para realimentacio de saida. No caso

de realimentaco de estados, o controlador foi mais solicitado do que no caso de realimentacgio de

saida.
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Figura 9.5 - Controle H..- Realimentaciio de estado — Esforco de controle com alocacio.
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Figura 9.6 - Controle H...- Realimentacio de saida — Esforco de controle com alocagdo.

A seguir ¢ mostrada a matriz F do controlador obtido para o caso de realimentac3o de

estados com alocacéo.

[¢ -0,0338 0 0 -0,0011 0,0005 0 -1,303%  -0,0739 0 -1,4375  0,1205]

E em seguida s3o mostradas as matrizes do controlador dinimico obtido para o caso de

realimentacdo de saida com alocagdo.
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o Matriz de estado Ac:

[-0,0002 0 0 0,0001 0 0 -0,6321 0 0 1,1814 0 0
0 0 0 0 0 0 0 -0,0002  0,0031 0 0,0014  0,0169
0 0 0 0 0 0 0 0 0,0019 0 0,0002  0,0044
0,0001 0 0 -0,0001 0 0 0,5989 0 0 -0,2856 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0,0002  -0,0049 0 -0,0014  -0,0189
0 0 0 0 0 0 0 -0,0001 0,005 0 0,0005  0,0068
0 0 0 0 0 0 -0,0002 0 0 0,0002 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 60,0001 0,0003
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0,0002 0 0 -0,0002 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 g i -0,0001  -0,0002
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,0001]
A matriz de estado Ac deve ser multiplicada por 10°.
» Vetor Be:
[0 06473 -05662 0 23064 -0448 0 0,000l 0 0 -0,0040  0,0009]

O vetor Bc deve ser multiplicado por 10°.
e Vetor Ce:
[0 02284 -0,1271 0 -03189 -13905 0 30,5986 -12,2003 0  -37,0209 -173,4521]

Uma observagdo final é nos casos de realimentacio de saida foi necessario adotar um valor

de =11 a fim de evitar erros de mau-condicionamento ocorridos durante as simulagées. Este

assunto foi discutido na sec¢@o 5.2 onde foi empregada a LMI (5.15).
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9.2  Controle através da Norma H,

Nesta seco sio apresentados os resultados dos controles através da formulagio H, dados
em (4.12) para realimentagio de estados € em (4.25) para realimentacio de saida, que tem como

objetivo:

¢ Observar a redugo da norma H;;
 Verificar se o esforco de controle é compativel fisicamente;
* Observar a capacidade de atenuacio dos distirbios;

¢ Verificar a resposta ao impulso;

A Tabela 9.3 mostra os valores da norma H, da matriz funcdo de transferéncia H,, do
sisterna sem controle confrontados com os obtidos com controle sem alocacgdo e com alocagio de
polos. Nota-se que hd uma piora do valor do traco para a situacio com alocagiio de pélos em

relagdo ao valor da planta sem controle.

Valor da norma H,
Sem Controle Controle com Realimentacio
Estados Saida
Sem Alocagdo 6,1189 1,7717 2,0349
Com Alocacio 6,1189 6,6117 111,45

Tabela 9.3 - Valores da norma H, da planta controlada e da planta original.

A Figura 9.7 apresenta a resposta do grau de liberdade ns a um distirbio aleatério para
realimentacdo de estados, e a Figura 9.8 para realimentacdo de saida. Em ambas estfio ilustradas
as respostas do sistema sem alocagio e com alocagio de pélos. Nota-se que ocorreu uma boa
rejeigdo ao distirbio nos dois casos para alocagio de polos em comparagio ao caso sem alocagio
de polos. As respostas do sistema na realimentagiio de estados e de saida sio praticamente

semelhantes.
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A Figura 9.9 apresenta a resposta do grau de liberdade ns ao impulso aplicado no grau de

liberdade ns para realimentago de estados, e a Figura 9.10 para realimentacio de saida. Em

ambas estdo ilustradas as respostas do sistema sem alocagdo e com alocagiio de pélos. Nos dois

casos, a alocagio fez acelerar a estabilizacdo da resposta impulsiva gragas a adogio da restrigio
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do semi-plano. Para o caso com realimentagio de estados, o pico da resposta para o caso com a

alocagdo de polos foi menor se comparado ao caso com realimentagfio de saida com alocacdo.

. Resposta ao impulse

3
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'
Y
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Figura 9.9 - Controle H, - Realimentagio de estados — Resposta ao impulso.
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Figura 9.10 - Controle H; - Realimentacio de saida — Resposta ao impulso.

As Figuras 9.11 e 9.12 apresentam as forcas exercidas pelo controlador no grau de
liberdade n; em resposta a um distirbio aleatdrio aplicado em ns para realimentacdo de estados e

para realimentacdo de saida. No caso com realimentaco de estados, o controlador atuou dentro
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da faixa de forga factivel, porém foi mais solicitado do que no controlador de realimentagdo de

saida que também atuou numa faixa de forga aceitavel fisicamente.

Esforge do Controle

Tempo (38¢}
Figura 9.11 - Controle H,: Realimentag3o de estado ~ Esforgo do controlador

Esforgo de Cortrole

0.1

Forga ()

£t £

Tempo {5ec)
Figura 9.12 - Controle H, - Realimentacio de saida - Esfor¢o do controlador.

A seguir é mostrada a matriz F do controlador obtido para o caso de realimentacfo de

estados com alocaco de polos.

o -0,0114  -0,0005 0 -0,0098  0,0008 0 -0,0554  -0,0031 0 -0,0594  0,0050]
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A seguir sdo apresentadas as matrizes do controlador obtido para o caso de realimentacio

de saida com alocacdo de polos.

[-0,0002
0

=l we Rk v w L n i an B wn B e B ute B i

[0

O
O
G
¢
0
0
0
0
0
0
0
0

Matriz de estado Ac:

0
0
0
¢
0
0
0
0
0
0
0
0

0,0001

0
0

-0,0001

Lotk e i - oo B e S e Y v B o

]
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
4

DO oo O OO OD

A matriz de estado Ac deve ser multiplicada por 108,

3,7940

Vetor Be:

-0,1532

0

-2,6611

0,1384

O vetor Be deve ser multiplicado por 10°.

[0

0,044

Vetor Ce;

0,11003

0

80,1107

0,130¢

0

0
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-0,6262 0

0 0,0003

0 0,0001
0,5939 0

0 -0,0003

0 0,0001
-0,0002 0

0 0

0 0
0,0002 0

0 0

0 0

0,0001  0,0004
6,7741  9,1986

0

0,0030
0,0019

O

Do oo oo

0

-0,0047
0,0014

0

1,1698 0
0 0,0008
0 0,0002
-0,2813 0
0 -0.0009
0 0,0003
0,0002 0
0 0
0 0
-0,0002 0
0 0
0 0
0,0098  -0,0007]
-8,5510  -84,4687]

0
0,0143
0,0043

0

-0,0167
0,0059
0



9.3 Controle H./H.,

Nesta secao serdo apresentados os resultados do controle através da formulacio Hy/H.,
descrito pelo problema de otimizagdio (5.8) para realimentagdo de estados e (5.14) para
realimentacio de saida, e com as restricdes adicionais de alocacio de pélos. Os resultados tém
como objetivo, além dos anteriores, observar a reducdo conjunta da norma H; e da norma He, se

possivel.

A Tabela 9.4 mostra os valores da norma H; da matriz funcio de transferéncia sem controle

confrontados com os resultados obtidos na otimizagfio sem alocagiio € com alocagio de pélos.

Valor da norma H,
Sem Controle Controle com Realimentacio
Estados Saida
Sem Alocacdo 6,1189 4,5717 7,1319
Com Alocacdo 06,1189 32,9668 157,8057

Tabela 9.4 - Valores da norma H, da planta controlada em comparagiio ao da planta original.

Para a solug3o do problema misto deve-se adotar um valor de ¥ a fim de iniciar a
otimizagdo. Neste trabalho, o valor de y foi obtido através do valor da norma H . da solucdo do
problema norma H,. Porém, neste caso é possivel a obtencdo de solucdes infactiveis para
valores de y dados por esta metodologia. Para permitir a soluggio do problema o valor de v for

aumentando sucessivamente de 5% do seu valor até a obtengo de uma solucio factivel. A Tabela

9.5 mostra os valores de y utilizados para iniciar o processo de otimizacio.

Valor de y empregando na restrigio “H 2o “w <y

Controle com Realimentacio

Estados Saida
Sem Alocacdo 3,0857 3,0702
Com Alocagio 3,1083 44,6473

Tabela 9.5 - Valores de y para a realizagio da otimizagio H,/H .

A Figura 9.13 apresenta a resposta do grau de liberdade ns a um distirbio aleatério para

realimentagdo de estados, e a Figura 9.14 para realimentaciio de saida. Em ambas estdo ilustradas
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Resposta ao Disturbio

disturbio nos dois casos para alocagdo de pdlos em comparag

as respostas do sistema sem alocagdo ¢ com alocagio de pélos. Nota-se que ocorreu uma melhor
rejeicdo ao

alocagiio. O desempenho da alocacfio para realimentacdo de estados foi, em geral, melhor se

comparado a realimentacio de saida, tanto sem como com alocagiio de pSlos.
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Resposta ao impulso

Tempe (se5)

82

s

A Figura 9.15 apresenta a resposta do grau de liberdade ns ao impulso aplicado em n, para

realimentagdo de estados, ¢ a Figura 9.16 para realimentacfio de saida. Em ambas estiio ilustradas
as respostas do sistema sem alocagio e com alocagio de pélos. Em ambos os casos a alocacio de
polos fez acelerar a estabilizacio da resposta impulsiva gragas 4 adogio da restriciio do semi-
plano. Para o caso com realimentagio de estados com alocacio, o pico foi menor se comparado

ao caso com realimentacdo de saida e o sistema oscilou de forma mais intensa.
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Figura 9.16 - Controle Hy/H..- Realimentacio de saida — Resposta ao impulso.



As Figuras 9.17 € 9.18 apresentam os esforgos do controlador para atenuar a vibragio ao
distlirbio aleatério para realimentagdo de estados e para realimentacdo de saida. No caso com
realimentagdo de estados, o controlador foi mais solicitado do que no controlador de

realimentacdo de saida que também atuou numa faixa de forca aceitavel fisicamente.

Esforco de Conirole

Forga (N)

Tempo (sec)
Figura 9.17 - Controle Hy/H..- Realimentacio de estado — Esforco do controlador

Tsforgo de Contrele

Ferga (M)

7 g 3

008 e

I‘E 1 2 ] 4 B &
Temps (sec)

12

Figura 9.18 - Controle H;/H...- RealimentacZo de saida — Esforgo do controlador.

83



A seguir ¢ mostrado o vetor F do controlador obtido para o caso de realimentacio de

estados com alocaco de pdlos.

[0

-0,G128

«0,0005

¢

-0,0092

0,0008

0

-6,1654

-0,0063

0

-0,1809

0,0152]

E em seguida so mostradas as matrizes do controlador obtido para o caso de realimentacao

de saida com alocacio de polos.

[-0,0002

SO0 DTO OO TC T O

[0

0
0
0
0
0
v
0
0
0
0
0
0

Matriz de estado Ac:

0
0
0
0
0
G
0
0
0
0
0
O

46,0001

-0,0001

0
0

CoOOoC OO oo

=gl o B Bl o B o T e B o 3 o B o O ]

OO DO LoD OO

A matriz de estado Ac deve ser multiplicada por 10%.

-

3,7940

Vetor Be:

-0,1532

0

-2,0611

0,1384

O vetor Be deve ser multiplicado por 10°.

[0

0,0944

Vetor Ce:

0,11003

0

0,1107

0,1300

G

0

84

-0,6262 0

0 0,0003

0 6,000i1
0,5939 0

¢ -0,0003

0 0,0001
-0,0002 ¢

0 0

0 0
0,0002 0

0 0

0 0

0,0001  ©0,0004
6,7741  9,1986

0

0,0030
0,0019

0

OO OO D

0

-0,0047
0,0014

0

1,1698
¢
G
-0,2813
0
0
0,0602
0
0
-0,0002
0
0

06,0098

-8.3510

0
0,0008
0,6002

0
-0,000%
(,0003

DO o OO

-0,0007]

-84,4687]



Capitulo 10 - Conclusio

O objetivo deste trabalho foi constatar as vantagens do emprego da alocagio de pdlos no
desempenho dos controladores Hy, He € 0 controlador misto para o problema de controle de
vibragOes de estruturas flexiveis. Controladores H; tém como funcio melhorar o desempenho
dado pela norma H; do sistema. J& os controladores H. tem a fungio de garantir a atenuacido da
resposta em freqiiéneia de pior caso. Com a combinagio das duas formulagdes espera-se que o
controlador Hy/H. tenha capacidade de reduzir o pico de pior caso em fregiiéncia sem

comprometer o desempenho da planta.

O emprego dos controladores norma Hs, He. ¢ Ho/Ho. com a alocagfo de pdlos assegurou

que as caracteristicas transientes da resposta da planta fossem consideradas satisfatorias.

As solugGes de controle foram feitas através de problemas de otimizacio com restricdes
matriciais lineares (LMIs). O emprego de LMISs trouxe a capacidade de formular as inequaces de

restricdo com consideravel generalidade do ponto de vista de otimizacio.

O problema de controle proposto foi aplicado ao problema de uma viga engastada em
uma extremidade. As matrizes de estados foram obtidas a partir da discretizacio do modelo da

viga pelo método dos elementos finitos.

A experiéncia em obter os controladores Ha, H., € Ho/H.., trouxe as seguintes conclusdes:

¢ Controladores H., como previsto para este tipo de formulacio, sio melhores indicados

para reduco do pior caso, ou seja, aumentar a capacidade do sistema em rejeitar
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distirbios. Considerando a resposta em freqiiéncia isto, significa reduzir o maior valor
singular do sitema.

Quanto a rejeicdo de distirbio o controlador H, nfo se mostrou eficiente a ponto de
justificar o seu uso isoladamente.

Tanto para o desempenho do modelo de realimentacio de estados quanto para o modelo
realimentagdo de saida, as conclusdes citadas anteriormente se mantém. Na realimentaciio
de saida o desempenho, em geral, foi pior se comparado ao correspondente em
realimentacio de estados.

O metlhor resultado em termos de atenuacio de distlirbios ¢ do desempenho dado pela
norma H;, tanto para realimentagio de saida como para realimentaciio de estados, foi
conseguido com o controlador misto Hy/ He... Neste caso, a minimizagiio da norma H; da
planta sujeita a um dado valor de y, que estid relacionado A robustez do sistema, se
mostrou menos eficaz do que um controlador somente H... Porém, o esforgo de controle
ndo se mostrou muito alto em relagio ao distirbio de entrada se comparado ao
controlador H... Além disso, a capacidade de rejeicdio de distarbios foi bem melhor, em

geral, a do controlador H,.

A alocacdo de polos trouxe as seguintes conclusdes:

A determinacio do valor do amortecimento minimo influenciou de modo muito atuante
no esforco do controlador. Quanto maior o valor da constante de amortecimento, maior
foi o esforco exercido pelo controlador. A vantagem do uso da constante de
amortecimento estd no fato que a amplitude de resposta ao disturbio se torna menor
quando se aumenta a constante de amortecimento.

A estipulag@o do valor da restricio do semi-plano mostrou-se 1til para melhorar a resposta
ao distirbio. A utilizagdo do controlador H,, com o semi-plano tornou-se mais eficiente
no proposito de reduzir a resposta ao distirbio do que o uso do controlador misto sem
alocagdo de podlos.

Alguns aspectos indesejados observados no controlador H,, como a baixa reducio de
distirbio, foram corrigidos com a adogdio de planos separadores que se mostraram muito

eficientes para acelerar a resposta do controlador ao distirbio.
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» Os controladores H., para o caso de realimentaciio de estados apresentaram um aumento
da freqiiéncia de oscilagio em relaciio ao controlador sem alocacio de pélos. Isto pode ser
observado pela diminui¢io do intervalo entre os picos das respostas obtidas. Porém, a

capacidade de rejeicho ao distirbio se mostrou mais eficiente.

Uma observagdo final € que a técnica de otimiza¢io usada para encontrar os controladores
otimos, se mostrou demasiadamente intensiva no aspecto computacional. Uma utilizagdo para
sistemas mecanicos de varios graus de liberdade pode se mostrar computacionalmente proibitiva.
A utilizacdo de modelos de ordem reduzida pode amenizar o problema, mas o problema da
eficiéncia computacional continuard a persistir. Portanto, deve-se procurar algoritmos mais

eficientes adaptados ao trato de estruturas de vérios graus de liberdade.

Para trabalhos futuros, serd necessaria a investigacdo de algoritmos mais eficientes com o
intuito de economizar tempo computacional para a analise de estruturas de muitos graus de
liberdade. Pode-se levar em conta aspectos numéricos de armazenamento e calculos envolvendo

as mairizes.

Além disso, serd necessaria a adogdo de filtros a fim de ponderar a presenca de ruidos de
medicdo e dos disturbios de entrada. Isso serd importante quando o ruido de medicio ¢ os
distirbios possuirem faixas de freqiiéncia muito diferentes, o que geralmente ocorre em
problemas praticos. A adogio de filtros de ponderagio permite isolar regides da resposta em

freqiiéncia para a respectiva otimizacio.
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Apéndice A - Matrizes M,C e K

Como exemplo sera adotada wma viga de seclio retangular de aluminio, discretizada em 2
elementos. Portanto dados:

e A= base x altura = 0,032x 0,003 =9,60x107° m” .
o F= 690x10"° MPa .
e p=27x10°Kg/m*.

3
o/= ———mbasexl‘;””m =7.12x107" m*,

o/=11m

O vetor de coordenadas dos nos é:
vecoord ={0.00 0.00 0.55 0.0 1.10 0.00}

De posse destes dados e sabendo que nio ha deslocamento axial, as matrizes de rigidez e de

massa sio:
[ 2,4087e+007 0 0 -1,2044¢+007 0 0 T
0 7,1663¢+002 0 0 -3,5832¢+002  9,85392+001
0 0 7,2262¢+001 0 -9,8539¢+001  1,8065e+001
K= 20440007 o 0 1,2044¢+007 0 0
0 -3,5832¢+002  -9,8539¢+001 0 3,5832e+002  -9.85392+001
i 0 9,8539e+001  1,8065e+001 0 -9,8539+001  3,6131e+001 |
79,5040e-002 0 0 2,3760e-002 0 0 1
0 1,05902-001 0 0 1.8329¢-002 -2,4269e-003
M= 0 0 8,2142e-004 0 2,4269¢-003  -3,0803e-004
2,3760e-002 0 0 4,7520e-002 0 0
0 18329e-002  2,4269¢-003 0 52951e-002  -4,1071e-003
i 0 -2,42692-003  -3,0803¢-004 0 -41071e-003  41071e-004 |
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¢ a matriz de amortecimento proporcional C & obtida adotando 7 =10 ¢ v =10,

[ 2.4087¢+003 0
0 7167 5e-002

0 o

-1,2044e+003 0
0 -3,5830e-002
0 9.8536¢-003

0 -1,2044e+003 0
0 0 -3,5830e-002
7,2263e-003 0 -9,8536e-003
0 1,2044¢+003 0
-3,8536e-003 0 3,5838e-002
1,5065e-003 0 -9,8543¢-003

94

0
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Apéndice B — Propriedades Fundamentais das LMIs

Uma propriedade importante das LMIs é que um conjunto de LMIs pode ser agrupado em

uma tnica LMI. Portanto vem a seguinte definicio:
Definicso B.1: [Boyd, et al,1994 ]

Para P.(x)> 0 tem-se:

P(x) 0 0 0
0 P(x) 0 o
0 R
0 0 o P(x)

P(x) = Diag(P,(x), P, (x).---, P, (x)) = >0 (B.1)

Outra propriedade importante das LMIs ¢ dada pelo Teorema a seguir.
Teorema B.1 [Boyd et al,1994]

Se existe uma matriz Ptal que P > 0, entdo existe uma matriz T invertivel com

T'PT >0 (B.2)

O Teorema B.1 € conhecido como Teorema da Transformacio Congruente.
O complemento de Schur é uma importante propriedade no estudo das LMIs, porque sua

aplicacdo permite converter uma classe de desigualdades matriciais nfo-lineares em

desigualdades matriciais lineares (LMIs). Seja a desigualdade nfio-linear abaixo:
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Q-SR7'S">0,0Q>0 (B.3)

com Q e R simétricas. O complemento de Schur define que (B.3) possui uma forma equivalente

matricial que é:

LS ISJ >0 (B.4)

Desta forma uma desigualdade matricial nfo linear é dividida em um sistema de
submatrizes que, além de tomar (B.3) linear e convexa, dispensa o calculo da inversa de R. Isto
possibilita a economia de tempo computacional e reduz erros de truncamento devido ao
processamento numérico necessario para a inversdo, contudo aumenta a ordem matricial. Para

maiores detalhes sobre complemento de Schur veja [Kreindler ¢ Jameson, 1972].
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Apéndice C - Alocacio de pélos — Aspectos Teoricos

Nesta secdo, serfio abordadas as condicdes suficientes e necessarias para a alocacio dos
autovalores de uma dada matriz dentro de uma regifio especificada. Na primeira parte sera

abordada a teoria no geral, para que depois sejam aplicadas as LMIs.

s Produto de Kroeneker

O produto de Kroeneker ¢ uma importante ferramenta matematica para a analise das

regides na qual se deseja analisar sua alocaciio dos autovalores.

O produto de Kroeneker das matrizes A e B é definido como:

A
A®B=[y,B]
ou seja,
a,B a,B .. q,B
sa,B a,B ... q,B
A®B= 7 -
a,B a,B ... a B

Este produto estabelece dentre outras relacdes [Brewer, 1978], as seguintes propriedades:

(A+B)®C=A®C+B®C (C.1)
(A®BXC®D)=(AC®BD) (C.2)
(A®B) =A"®B’ (C.3)

97



(A®B)' =A" @B (C.4)
cig[A ® B] = eig[A]eig[B] (C.5)

¢ Teoria de Alocacio de Polos Generalizada

Gutman e Jury foram os pioneiros em caracterizar as condigdes de alocacdo dos polos de
uma matriz complexa em uma regiio delineada no campo complexo, através de equacdes
polinomiais, cujo trabalho pode ser resumido a uma série de teorias e defini¢es que serdo

explicitadas a seguir.

Definicdo C.1 [Gutman, 1979a].

Dado A e C"", A um autovalor de A, y=Imle x=Rel. Considere uma regido ndo-

simétrica do plano complexo como:
4
Qv={(x, )2y px v < 0} (C.6)
i

e sua regido complementar:
— A foe
2.=4(x,3): Yy ,x" y* <0 (€7
f.g

sendo que f e g sdo inteiros ndo negativos, v= f + g é a ordem da regifio analisada e y & Sao

coeficientes reais. Por exemplo, para uma regido do tipo 2 tem-se:
£2,= {(x:y): Yoo TVm¥ T ?’ozyz TV XY F 7mx+y20x2 < 0}

As variaveis xe y podem ser calculadas como:

x=%(ﬁ.+}{); y:—é_(z,@) (C.8)
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sendo que Aéo conjugado complexo de 4. A partir de (C.8), é possivel definir uma funcio

complexa g tal que:

f+e _ N
¥l i)g(%] (A+ A (A= 2)% (C.9)

Substituindo em (C.9), para dados &, 8 € C, tem-se:

A F+g . .
#(a,ﬁ’)=§:?’ P (—z)gej (a+ Y (a- B)* (C.10)
f.g

Esta defini¢do fornece um carater polinomial a uma regidio interior a uma dada curva.
Porém, n3o d& subsidios para garantir que um determinado conjunto de ndmeros complexos
pertencam a essa regido. Isto ¢ necessdrio para permitir que qualquer autovalor de uma matriz

dada seja estavel. Portanto, vem a seguinte definicéo.
Definicdo C.2 [Gutman, 1979b]:

Considera-se que uma regido definida por (C.6) seja transformdvel como uma regido onde
qualquer mimero complexo pertencente a essa possa ser alocado & esquerda do eixo imaginario.

Aregido Q, ¢ transformdvel se os autovalores o, B €€, o que implica em
Relule, f)|<0 (C.11)
A regido Q. é transformdvel se os autovalores o, B € Q., 0 que implica em

Relule, B)|<0 (C.12)

As defini¢Bes anteriores asseguram que qualquer niimero complexo possa estar posicionado
a esquerda do eixo imaginario. Porém, nada garante que uma dada regidio esteja posicionada

totalmente & esquerda do eixo imaginario do plano complexo. Portanto sejam os seguintes lemas.
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Lema C.1 [Gutman, 1979a]:
Q, eQ sdo transformadveis.
Lema C.2 [Gutman, 1979a}:

Q,eQ2 sdo transformdveis:
»  Para familias de regides simétricas: se y, + ¥, 2 0

*  Para familias de regides ndo simétricas: se y, +y,, 20

Prova [Gutman, 1979a] (Lema C.2):

Solugdo através de programacio nio linear:

{ Max[Re(us))

sa:a,ffell,
com:

Q, = {L ¥):8(x.3)=ro + 1oy + 7oyt + YuXY + VX + X S—£ < 0} (2)

A A
Usando: a=x, +iy, ¢ f=x, +iy,em (C.10) obtém-se:

Relula, 5)|=

Yoo +”;’?/01(yz ”{“yg)“iyoz[(xzz %xzz)_(ylz +J’22)]+%}/n(x1yi +x2y2)

e +0) palln ) 0 0. ]
(b)

Definindo a funcio lagrangiana:

L=Reu-p(s+glx,y)~o,(e+glx,,»,)) ©)

e caleulando o gradiente de (c) e impondo a condicdo de otimalidade, tem-se:
VL =0, de onde se obtém: x; = x,, ¥, = ¥, (0 que implicaem « = £),¢, = @, =% )
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O resultado anterior indica o ponto critico (minimo ou maximo) da funcio L . Para obter a

informacéo se o ponto é de maximo, deve-se obter a hessiana de L, assim:

-1 1 0 0
. 1 . 1 1 1 -1 0 0 1
V'L(xi,yl,—z-)mV”L(xz,y2,5)=5(7/20+}/02 0 0 -1 1 :“2“(720+?’02)M
0 o 1 -1
Gy

Como M ¢ semidefinida positiva segue que: (y,, +7,)20 o que implica que V*Lé
positivo semidefinida. Esta é uma condicdo suficiente para o maximo global. Finalmente
Ya,p €, tem-se:

Rc[,u(a,ﬂ)]s Re[,u(a,a)]: Yoo +YoVi F Yo ¥i + PuXi¥ +VieX + VX, S0
(e)

A principal conclusdo destes lemas é que regides s¢ sfo transformaveis, ou seja, podem
alocar autovalores a esquerda do eixo imaginario, se alguns dos coeficientes que determinam

geometricamente a curva estdo adequadamente definidos.

Gutman e Jury generalizaram o estudo de alocagiio para regides de ordem maior. Porém,
neste trabalho s6 serdo enfocadas as familias das regiGes Q, ¢ (,, pois sfo as mais comuns nas

pesquisas na area de controle.

As condigbes para que autovalores sejam alocados de forma estivel, foram definidas
anteriormente. Agora ¢ necessdrio estabelecer as condigBes para que os autovalores de uma
determinada matriz complexa estejam posicionados dentro de uma determinada regidio. Observe
que as definigBes anteriores sdo as condicles para que um nlimerc complexo pertenca a uma
regido, e que esta garanta que sua parte real seja negativa. Nada se falou ainda em colocar os
autovalores de uma matriz em uma regido especifica. Os Teoremas a seguir irio determinar estas

condigdes.
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Teorema C.1 [Gutman, 1979a]:
Seja a seguinte equacdo polinomial complexa:
A ra, AT+ ta, =0 (C.13)
e a seguinte funcdo polinomial complexa:

Plu)=p* +q "+ 4g,=0 (C.14)

que tem k =n’raizes do tipo JL[(}..I-,Z}' ); i,j=12,.n, sendo que ,u(a,mﬁm) é dado por (C.10) e
Ays Ay sendy 840 as raizes de (C.14). Para que as raizes de (C.10) estejam alocadas na regido €,
é necessdario e suficiente que todos os coeficientes do polinémio real P(u)P™(u) sejam

positivos. P*(u) significa polinémio conjugado de P(y), resultante da substituicdo dos

coeficientes de P(y) Dpor seus conjugados.

Prova: Veja [Gutman, 1979a].

Exemplo C.1: Analise de dois pares de nimeros complexos em uma regido circular de raio

2 centrada na origem.

Como a regido circular € uma regifo de ordem 2, pela definicio C.1, tem-se:

e B)= 700 + 720 (0.5Ke + B + 7 (- X0.5Ka = By + 71, (- iX0.5) (o + BYer - B) +
Va0 (095)2 (a+ ﬁ)z + Y (""" i)z (055)2 (a- MB)Z

(2)
Sabendo que a equagio caracteristica de um circulo é:
Q2,= {(x,y):—Q2 +yt+x’ < 0} (b)
Comparando (b) com (a) tem-se:
ule )= -4+ 05 @+ B)* - (0.5) (@ - )’ ©
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que ¢ a equacio caracteristica dos nimeros pertencentes a regiao definida por (b).

eDado um par «, = -2—-2ie o, =-2+2i que ndo pertence ao interior de (b).

Empregando o par a,¢ «, em (c), obtém-se:

,u(az,az)= —4—81’,;1(@2,&;): -4+8i,y(al,g;)m 4,;1(052,5:): 4

que s#o as raizes do polindmio:

Plu)= p* +32p* ~512p +1280 =0 (@)

Multiplicando (d) por seu conjugado, resulta em:

P(u)P(u)=p* +64p° —1024p° + 3584 p* —32768p° + 334064 p> ~1310720p +1638400 = 0
(e)

O polindmio (e) revela que existem coeficientes negativos € como era sabido previamente

que o par ¢, e ¢, ndo pertence ao interior do circulo, entdo o Teorema C.1 se confirma.

eDado um par @, =-1—-ie a, = —1+i que pertence ao interior de (b).

Empregando o par o, e @, em (c), obtém-se:

,u(al,c_z;)z -~4+2i,;¢(a2,a_1)= —4—2:‘,;1(&1,05_!): -2 ,,u(a?_,oc_z)z -2

que sdo as raizes do polindémio:

P(u)=p* +12p° +56p> +112p+80=0

®
Multiplicando (f) por seu conjugado, resulia em:
P(u)P" ()= p® +24p” +256p° +1568p° +5984p* +14464p° ®
. g
+21504p" +19720p + 64000 =0

O polindmio (g) revela que so ha coeficientes positivos, € como era sabido previamente o

par a, e «, pertence ao interior do circulo, e 0 Teorema C.1 novamente se confirma.
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Teorema C.2 {Gutman, 1979b]:

Seja A e C™ e A, seus autovalores. Os autovalores da matriz:

D(A;4)=>"c, A"®A", ¢, eC (C.15)
b.g

~ 2
sdo os n° autovalores de:

o(4,2,)=S e, 27 (C.16)
P.q

Prova: Veja [Gutman, 1979b].

Exemplo C.2: Dada a matriz;
11
A=

que tem como autovalores, 4, =-1-ie A, =-1+i. Arbitrando valores para os coeficientes de

(C.15), obtém-se, por exemplo:
Coo =Cp =Cgy =€) =Cyy =Cpy =1
A expressio (C.16) expandida para ordem 2 , é:
@(ﬁi,ﬂj)=1+ii+Z+ﬂ,ﬁ:+ﬁj+ﬁ ()

Substituindo (a), pelos antovalores de A resulta em:

02,7, )= -1+ 4i, o2, 7, )= —1- 41, 03, 7, ) =1, (4, 7; ) =1 (b)

Por outro, lado expandindo (C.15) em ordem 2 , tem-se:
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0 o 0 4o 0 o o 1 g 5 =0 0 o T2
P(A;A)=1A®A +1A'®A +IA°®A +1A'®A +1A°QRA +IA'®A
SIQI+A'RI+IQA +A'®A +AZRI+IQA

(c)
Fazendo a substituigdo numérica de A em (c), resulta em:
I 0 0 0 10 1 0 1 1 0 1 1 1 1
01 00 6 1 0 1 -5 -3 0 0 -5 -3 -5 -3
+ + +

6 01 0] |-5 0 -3 0 0 1 1 -5 -5 -3 -3
0 0 01 0 -5 0 -3 0 0 -5 -3 25 15 15 9

-4 0 -2 0] [-4 -2 0 0] -4 0o 0 1

0 -4 0 -2 10 4 0 0 0 -4 -5 -4

+ + = = D(A;A)

Os autovalores do resultado anterior s3o :—1+4i,—1-4i,1,1, o que é idéntico ao resultado

de (b) aplicando-se 0 Teorema C.2 a matriz A .

Os Teoremas C.1 e C.2 sdo importantes ferramentas para que o Teorema a seguir possa ser

definido.

Teorema C.3 [Gutman e Jury, 1981]:

. nxn . - 4 r .
Seja AeC™, (I)(A,A)~Z:cmAp @A, sendo que c, é o coeficiente de a” % dado
74
pela equacao polinomial ,u(a,—ﬁ—) em (C.10). Para que os autovalores de A estejam contidos na
regido transformavel C},, uma condigdo necessdria e suficiente é que o polinémio real
q(g)g‘(,u), tendo q(,u)zdetf ,uI~—@(A,X)I, tenha os coeficientes u =0,1,..,2n° =1 todos

POSIIIVOS.

Prova: Veja [Gutman e Jury, 1981].

Pela combinagio dos Teoremas C.1 ¢ C.2 de [Gutman, 1979a], os autores afirmam que o

Teorema C.3 € demonstrado.
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g’

Observe que as raizes de q(,u)w det‘ 2 | —CD(A,K)I s80 p, ;= Zc AP A5 definidas pelo
P

Teorema C.2, e cujas as raizes sio do polindmio P(u)=u* +q, 4" +...+ g, =0 definido pelo

Teorema C.1, que relaciona o polinémio P(u) a definicio da regidio €2 .

O Teorema C.3 ¢ uma definicio genérica para alocagio de pdlos de matrizes em regides
definidas por pelindmios. Os mesmos autores iniciaram o estudo da aplicacio do Teorema C.3

para uma particularizacdo em matrizes hermitianas.

Teorema C.4 [Gutman ¢ Jury, 1981]:

Para que todos os autovalores de uma matriz A € C™" estejam em uma regido Q, é

necessaria para uma dada matriz positive definida Q € C™", a existéncia de inica matriz

positivo definida W € C™ gque seja a solucdo da equagdo generalizada de Lyapunov:

>, APWA™ = -Q (C.17)

Fq
sendo que A™ ¢é o conjugado transposto de A e ¢ o 0 Coeficiente de a” B em y(a,ﬁ).

Prova: Veja [Gutman e Jury, 1981].

A fim de generalizar, [Gutman e Jury, 1981] afirmam que a necessidade de um tnico par

{W,Q} existente so6 € possivel se os coeficientes de (C.17) respeitem o Teorema C.3.

Em (C.10) considera-se:
O
¢ Cp =Co

O fato de ¢, =c,, faz implicar que a matriz Q seja hermitiana, portanto é necessario que

W também seja solugdo assim como W', ou seja a equagio (C.17) s6 faz admitir como solucdes

matrizes hermitianas.
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Partindo do Teorema C.3, [Gutman e Jury, 1981] definem a relac@io entre os valores de

¥, correspondentes 4 regido de alocagio Q e ¢,, 0 coeficiente do polindmio caracteristico

onde suas raizes sdo os autovalores de A . Ou seja,

o 7)=2(2,7) (C.18)

Para uma regido de classe 2 (circulos, hipérboles, pardbolas) o primeiro e o segundo termos

de (C.18) ficam:

2 7)= 700 + 710 05X + 7+ 70 (CINOSKA, — T+ 7 (C)OSF (4, + T —7) +
720 l0.5) (& +2,) + 7, (= iF (0.5 (4, - 7,)* =
Voo + 050710 =¥ Vi + 05(v 10 +i74, )2, +0,5(70 + 705 Vi, #0,25( 0 = ¥or — iy A +
0,25(;/20 — ViV )Zj =

—2

- — T sl re "2 i
@(/,z.,,lj)_ Cog F Cpos + Co Ay + cllAilj +Cphf T A

Igualando as expressdes acima sZo obtidas as relagdes entre y = © C,, - Assim, tem-se:
* V0 T Cw
¢ 055(7/10 — 1Y ) =0y
* 0.5(7,, +i7 ) =y,
® O>5(}’20 +7’oz)= Cyy
. 0’25(?’2,0 ~Ver "i?’n): Cao

® 0525(3’20 — Vo “"”iyn)mcez

As familias de regides mais comuns para o estudo de alocacio de pélos sio as familias de
ordem 1 (€;) e de ordem 2 (Q,). A familia Q, corresponde as regides delimitadas por funcGes
lineares que sdo a reta do plano separador e o cone. A familia Q, concentra regides limitadas por

funges explicitas quadraticas (como o par de retas limitadoras horizontais) e funcdes implicitas

quadraticas (circulo, pardbola, hipérbole ¢ elipse). Neste Apéndice concentrar-se-i4 em toda
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familia €2, e apenas no circulo, porque estas curvas pertencem a regido S(a, r,EI). A Tabela C.1

¢ um resumos dos resultados dados por [Gutman e Jury, 1981] na utilizacio do Teorema C.3.

Familia de Regides Regido Definicdo Geométrica C,
Ca0 = Yoo
Q, Reta separadora Yoo F VX +7,y <0 1 _
Co = Gy 25(7’10 "Wm)
Coo = Voo
, C.. =0 =—1
Q, Circulo Yoo+ VX +x +y° <0 0T G =y e

1
Cpy = 5(3/20 + yoz)

Tabela C.1 - Tipos de curvas ¢ suas caracterizagdes quanto 2 alocagio de pélos.

Uma regido importante que descreverda o amortecimento ¢ formada por duas retas

simétricas denominada como cone. Observe que a omissio da regifio cdnica na Tabela C.1 ¢

proposital. A caracterizagéo de Gutman torma o modelamento dessa Tegido mais dificil. Por isso, a

regifio cOnica serd caracterizada por modelos matematicos publicados anteriormente ao trabatho

de Gutman e Jury, que s3o mais tratdveis no Ambito de LMIs.
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Apéndice D — Programas

Os programas apresentados referem-se aos algoritmos
de otimizag8o utilizados para a obtencio das matrizes
dos controladores.

¢ Cabecalho geral encontrado em todos
0s programas

cle
close all
clear all

tau=le-2;
theta=acos(tan);
raip=l¢l2;
alpha=3;

load u\LMDIfemiimis\fern\A
load UNLMMfemilmisifern\BO
load UALMBfemilimisdernyC0

load UNLMDemiimisifermn\B1
load UALMDemiimis\fermiC1

load UALMDMemllmis\ferm\B2
Ioad UNLMDMMemlimis\fern\C2

lpad UMM Iemlimis\fern\DGO
ipad UNLMDMemlimis\fern\DO1
oad USLMMemllmis\fern\DO2
load UMM femlimis\fer\D10
load UALMDNMemImis\fern\D11
load UALMIMemBmis\fem\D12

load GALMfemllmis\fem\D20
load UA\LMTIferniimis\ferm\D2 1
load UMLMDfemllmis\fern\D22

{r ri=size(A);
r=1/2,

e ILMis para alocacio de polos:
Realimentacio de Estados

OBS 1: Nos algoritmes de otimizacio, estas LMIs estario

simbolizadas por {*}.

OBS 2: Para controfe misto o indice “3” dado em “Imiterm|3 x
¥ x}”passa a ser “4*

Yoterceira LMI, negativo~definida: Semiplano

109

miterm([3 1 1 XLAL'SY;
miterm([3 11 YL,B2,1,5Y;
Imiterm{]3 1 1 X}, 2*alphe,1};

Yequarta LM, negativo-definida:Circulo

Imiterm([3 2 2 X],0.5%maio,~1,%s");
Irsiterm([3 3 3 X1,0.5%mio,~1,'s");
Imiterm({3 3 2 X],1,A%;
Imiterm{{3 3 2 -Y],1,B2";

cs=cos(theta);
sn=sin(theta);

%quinta LML negativo-definida: Cone

Imiterm{[3 4 4 XL Asn,'s7;
imiterm({3 4 4 Y1.B2sn,'s");
Imiterm(3 5 4 X],A,-cs);
Imiterm(3 5 4 X},cs,A";
Imiterm(i3 5 4 Y}.B2.-cs);
Imiterm({3 5 4 -¥],es.B2";
Imiterm({[3 5 5 X],A.sn,s');
Imiterm([3 5 5 Y],B2.sn.'s");

* Controle H; com Alocacio de Polos
~ Realimentacfo de Estados

I=eye(l);

[bla bibl=size(B1};
[cla clb]=size(C1);

YDefinigao do sisterna LML
setlmis({})

Z=Imivar(1,[b1b 1]}
X=lmivar(1,[r 1]}
Yetmivar(2,{1 r]);

%Primeira LM, positivo-definida:

Imiterm({-1 1 1 Z],1,1%
imiterm({-1 2 1 0],81);
Imiterm({-1 2 2 X],1,1);

%Segunda LMI, negativo-definida:

Imiterra{f2 1 1 XL.A,L,'8");
Imitern¥f2 1 1 Y1,B2,1,s";
imiterm({{2 2 1 X},C1,1),
Imiterm({2 2 1 YL,I312,1%
hroiterm([2 2 2 0,-eye(cla));



(*) declarago das L.Mis para alocagio de pélos.
RE=getimis;
%Solucao do sistema:

nvd=decnbr(RE};

c=zeros(nvd,l);

c(1)=1;

c(3)y=1;

[cotim,xotim]=mincx(RE,c,[1e-5 2000 110 50 0 1;

Zotim=dec2mat(RE, xotim,7);
Xotim=dec2mat{RE, xotim, X},
YotinFdec2mat(RE, xotim,Y);
disp('Valor otimo do Trago de Z:9
Trz=trace(Zotim)

%Definigac do modeloe de estados do Controlador:

F=Yotiny™inv(Xotim);

disp('Matrizes do Sistena Malha Fechada, incluido o Controlador
H-infinite:")

Ac=A+B2¥E,

Be=B1;

Ce=Cl1+D12*F;

De=D311;

Y%Definigao do controlador H2:

Trz=trace(Zotim);
[Ac,Be,Cel=obalreal(Ac,Be,Ce);
consysrs=ss(Ac,Be,Ce,De);
controlador=F;

save U\EMDMemllmis\com_aloc\RE-H2-Ta consysrs
save UALMIfemllmis\com_aloc\RE-H2-Tb controladar
save UNLMDNMemilmis\com_aloc\RE-H2-Te Trz oc\RE-H2-T¢ Trz

. Controle H. com Alocacio de
Polos — Realimentacio de Estados

[bla bibj=size(B1);
[ela clbj=size(C1);

%montagemn da matriz do sistema
I=eye(l);

%Definicao do sistermna IMI:
setims{{]}

mi=lmivar(1,f1 11}
X=lmivar(1,j2% 11);
Y=lmivar(2,f1 2*r]);

%Primeira LM, negativo-definida:

Imiterm([1 1 1 X],A,1,'5%;

Imiterm([1 1 1 ¥Y1,B2,1,'s7;
Imiterm([1 3 1 OLB1%;

Imiterm([1 2 2 03,-eye(cla));
Initerm(f1 2 1 X},C1,1%

Imiterm({} 2 1 Y],D12,1);

Imiterm([1 3 2 0],D11}

Imiterm([1 3 3 mil0.5%] ~eye(bib),'s");
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YSegunda LMI, p{)sitivo-deﬁnid‘a:

Imiterm({-2 1 1 X],1,1%

(¥} declaracio das [.MIs para alocagio de pdlos.
RE=getlmis;

%Solucac do sistema:

nvd=decnbr(RE);

c=zeros(nvd,1 };

c(l)=1;

{cotim,xotim}=mincx(RE,¢,[1e-5 500 1e9 50 0 |);

miotim=dec2mat{RE, xotim,mi);
Xotim=dec2mat(RE,xotim,X};
Yotim=dec2mat(RE,xotim,Y});

disp{"Valor otimo de gamma, seguido do valor em d8:)
gammaotim=sgri(miotim);

%Definigac de modelo de estados com o Controlador:

F=Yotim*inv{Xotim);

disp(Matrizes do Sistema Matha Fechada, incluido o Controlador
H-infinite:n)

Ac=A+BI*F,

Be=R1;

Ce=C1+D12*F;

De=D11;

{Ac,Be,Cel=obalrezi(Ac,Be,Co);
consysrs=ss{Ac,Be,Ce, Do)
condrolador=F;

save UNLMMemlimisicom_aloc\RE-Hinf-Ta consysrs
save UALMIemilmis\com_aloc\RE-Hinf-Tb controlador
save UALMDfemllmisi\com_aloc\RE-Hinf-Tc gammaotim

. Controle H»/H..com Alocacio de
Polos — Realimentacio de Estados

mif=1.1%(2.963689357419612)"2;

[b0a bOb}=size(RO);
fcla cOb)=size(CO};
[bla blbi=size(B1}):
[cla clb]=size(Cl)
%Definicae do sistema LMI:

setlmis([])

Z=lmivar(1,[blb 1]);
X=lmivar{1,[2%r 1]);
Y=lmivar(2,[1 2%1]);

Y%Primeira LMI, positivo-definida:

Imiterm{{-1 11 ZL 1,1}
imiterm({-1 2 1 0],B1};
Imiterm({-} 2 2 X3,1,1)%

%Segunda LMI, negativo-definida:

Imiterm(fZ 1 1 X],A,1.5%
miterm({2 11 Y],B2,1,'5";
Imiterm([2 2 1 X],C1,1);
Imiterm({2 2 1 YI,D12,1);
Imiterm([2 2 2 0],-eye(cla));



Y%Primeira LM], negativo-definida:
=

Imiterm([3 1 1 XLA,L's");
Imiterm([3 11 Y1,B2,1,'s");
Imiterm([3 2 1 X},CG.1);
Imiterm([3 2 1 Y1,1002,1);
Imiterm([3 2 2 0],-eye{cOa));
Imiterm({3 3 1 G],BO");
Imiterm([3 3 3 0),-mi0*eye(b0b)y;

%eSegunda LMI, positivo-definida:

(*) declaragio das EMIs para alocagio de pélos.
RE=getlmis;

YeSolugac do sisterna:

avd=decnbr{RE),

c=zeros(nvd,1);

c(ly=1;

c(31;

[eotimxotim]=mincx(RE,c,[1e-3 500 1e10 50 0 ]);

Zotim=decZmat(RE,xotim,Z);
Xotim=dec2mat{RE, xotim, X};
Yotim=decZmat(RE, xotim, Y},

%Definigan do modelo de estados do Controlador:
F=Yotimm*inv{Xotim);

Ac=A+BI*F,

Be={B0 B1];

Ce={CO+DO2¥F :CI1+D12*F};
De=[D00 DO1; DIC D113;

%Definigao do controlador Misto:

Trz=trace(Zotim);
{Ac,Be,Cel=obalreai{Ac,Bc,Cc),
consysrs=ss(Ac,Be,Ce,De);
controiador=F;
gammaotim=sqri(mid);

save UNLMIMemiimisicom_aloc\RE-HinfH2-Ta consysrs
save UNLMIdembimisicom_aloc\RE-HinfH2-Tb controlador
save UNLMIMemlimis\com_aloc\RE-HinfH2-Tc gammaotim
save UALMNMemlimis\com_aloc\RE-HinfH2-Td Trz

. (*) LMIs para alocacio de pélos:
Realimentaciio de Saida

OBS: Para contrele misto o indice “3” passa a ser “4”
Yoterceira LMI, negativo-definida: Semiplano

Imiterm{[3 1 } Y1,alpha,2);
Imiterm({3 1 1 YLA,L's"Y;
tmizerm((3 11 F,B2,1,'8";
fmiterm({3 2 1 M3,1,1);

Imiterm{{3 2 1 0],A");

Imiterm({3 2 1 0},2%alpha*eye(2*));

Tmiterm{[3 2 2 X],alpha,2);
imiterm{[3 2 2 X1,1,A,'s");
imiterr([3 2 2 L1,1,C2,'5":
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Yquarta LML, negativo-definida:Circulo

Imiterm([3 3 3 Y],-raio,1);
tmiterm([3 4 3 0},-raio®eye(2*1));
Imiterm({[3 4 4 X],-rato,1);
Imiterm([3 5 3 Y],1,A");
Imiterm({3 5 3 -F},1,B2";
Imiterm([3 & 3 0],A");

Imiterm(]3 5 4 -MJ,1.1);
Imiterm([3 6 4 X],AL1 3;
Imiterm{J3 6 4 -L),C2,1);
Imiterm{[3 5 5 Y],raio.1);
Imitermd{3 6 5 0],-raic*eye(2*r));
Imiterm{{3 6 6 XJ,-raio,1};

cs=cos(theta);
sn=sm{theta);

% quinta LM, negative-definida: Cone

Imiterm([3 7 7 Y],.5%sn*A,1,'s";
Imiterm(J3 77 Y1,.5%sm,AL'sY);
imitermy[3 7 7 F1,.5%sn*B2,1,'s";
lmiterm{{3 7 7 -F],.5%sn,B2.'s);

Imiterm({3 8 7 M1,sn,1};
Imiterm([3 8 7 §],sn*A");

Imiterm([3 8 8 X],.5%sn,A,'s"y;
Imiterm([3 8 8 X],.5%sn*A%1,s),;
Imiterm([3 8 8 L},.5%0,C2,'57);
imiterm({3 8 8 -L1,.5%m*C2%,1,'s");

Imiterm{{3 9 7 Y§os*A-1);
Imiterr({3 9 7 Yies,AY);
Imiterm({3 9 7 Fl,cs*B2,-1);
Imiterm([3 9 7 -F],es,B2"):;

Imiterm(]3 9 8 -M],cs,1}
Imiterm([3 @ 8 0],-cs*A);

imiterm([3 ¢ 9 Y),.5*sn*A,1.57);
Imiterm([3 ¢ 9 Y],-5%sn,A'8);
imiterm([3 ¢ 9 F,.5*sn*B2,1,'s";
Imiterm{f3 9 9 -F1..5*sn,B2.'5');

Imiterm{[3 10 7 M],¢cs.-1);
Imiterm{{3 10 7 O].cs*A™);

Imiterm([3 10 8 X],cs,-A);
Irmiterm{[3 16 8 X],cs*AL1);
Imiterm({3 10 8 L),es,-C2};
imiterm([3 10 8 -L],cs*C2°,1);

Imiterm([3 10 9 Misn,1};
Irniterm{[3 10 9 G],sn*A");

Imiterm({3 10 10 X, 5%sn,A,'s");
Imiterm({3 10 10 X],.3%sn*A%1,s");

Imiterm([3 10 10 L],.5%sn,C2,'s;
Imitermi[3 10 10 -L1,.5%sn*C2',1,'s;

. Controle H; com Alocaciio de Pélos
— Realimentaciio de Saida
5=1;

[bia blbl=size(B1);



felaclbl=size{Cl);
%Definicao do sisterna LML
setlmis{[])

Z={mivar(1,[blb 1]);
Xe=lmivar(L[2*% 1])
Ye=lmivar{l,[2%r 1]);
La=lmivar(2,[2%r 11);
F=imivar(2,[1 2*]};
M=lmivar{2,[2%r 2*r});

%Primeira LMI, positive-definida:

Imiterm({-1 1 1 Z},1,1);
Imiterm([-1 2 1 0},B1);
Imiterm([-1 2 2 ¥],1,1}
Imiterm([-1 3 1 -X],1,B1);
Imizerm([-1 3 1 L1,1,D21);
Imiterm{[-1 3 2 O).ts*eye(2*n)};
Intermn{[-1 3 3 X],1,1);

%Segunda LMI, negativo-definida:

Imiterm(2 1 1 YL,A,1,'s");
Imiterm({2 1 1 F1,B2,1,'s7);

Imiterm([2 2 1 M],1,1;
Imiterm([2 2 1 0LA";

Imiterm([2 2 2 X],1.A's");
Imiterm([2 2 2 L],1,C2,'s");

Imiterm([2 3 1 -Y1.C1,1)%
Imiterm{[2 3 1 F1,D12,1);

imiterm({2 3 2 06],C1);
lmterm(§2 3 3 0,-eve(cla))y;

(*} declaracio das LMIs para alocagio de polos.
RS=getlmis;
%Solugao do sistema:

nvd=decnbr(RS);
c=zeros(nvd,1};
c(l)=1;

c(3)=1;

[cotim,xotimj=mincx(RS.c.[1e-3 1000 1elG 50 0 );

Zotimdec2ma(RS,xotim,7),
Xotirr=dec2mat{ RS, xotim,X};
Yotim=dec2mat{RS xotim, Y,
Lotim=dec2mat(RS,xotim,L);
Fotim=dec2mai(RS,xctim,F);
Motim=dec2mat(RS, xotim,M);
disp("Valor otimo do Traco de 2.7}
Tre=trace(Zotim)

%Definicao do modelo de estados do Controlador:

i=eve(2*r});

U=, % Variavel U arbitraria!
V=inv{U P (-Xotim*Yotim),

disp('Matrizes do Controlador H2:")
Ac=inv(U*(Motim-Xotim*A*Yotim-Xotim*B2*Fotim-
Lotim*C2*Youm)y*inv{V);
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Be=inv(U')*Lotim;
Ce=Fotim*inv(V);
De=0;

%befinicao do controlador H2.:

disp("Modelo de Estados malha fechada:'}
Acc=[A B2*C¢;Be*C2 Acl;
Bee=[B1;Bc*D21];

Cee=[C1 D12*Cc];

Dee=[0 0; 0 0];

[Acc,Bec,Cecl=obalreal{Ace, Bee, Cece),
consysrs=ss(Ace,Bee,Cee,Dec);
controlador=ss{Ac,Bc,Ce,Dc);

Trz=trace(Zotim);

save UL MDIemniimis\com_aloc’\RS-H2-Ta consysts
save UNLMIMemlimis'com_aloc\RS-H2-Th controlador
save UNLMIMemlimis\com_aloc\RS-H2-Tc Trz

. Controle H. com Alocacio de
Pélos — Realimentacio de Saida

ts=1.1;

[blablbi=size(Bl}
[cla clb]=size(Cl);

%Definicao do sistema [LMI:
setlmis([]}

mi=lmivar(1,[1 1]);
X=lmivar(1,[2% 1]}
Y=lmivar(1,[2% 1]):
L=lmivar{2,[2% 1]);
F=lmivar(2,[1 2*r]);
M=lmivar(2,[2%r 2*r]};

%oPrimeira LM, negativo-definida:

Imiterm({1 1 1 Y1,A,1,'s";
Imiterm({{1 1 1 F1,B2,1,'s"};
tmiterm({1 2 1 M],1,1%
Imiterm([1 2 1 0],A";
Imiterm{[1 2 2 X],1,A.5");
Imiterm([1 2 2 £1,1,C2.%7);
Imiterm([1 3 1 Y],CL1);
Imiterm([1 3 1 F,D12,1)%
tmiterm({1 3 2 01,C1);
Imiterm([1 3 3 OL-eye{cla));
Imiterm([1 4 1 01L,B1");
tmiterm([1 4 2 X].B1,1);
imiterm([1 4 2 -L],D27°,1);
imiterm{[1 4 4 mil,},-eyve(blb));

%%Segunda LMI, positivo-definida:

Tmiterm({-2 1 1 Y],1,1);

Imiterm{{-2 2 1 0].ts*eye(2%0));

Imiterm({-2 2 X7,1,1%

{*} declaracio das £.MIs para alocagio de péios.
R8=getlmis;

%sSolucao do sistena:

nvd=decnbr{RS};
c=zeros(nvd,1);



e(1)=1;
feotim,xotim}=mincx{RS,¢,[1¢-10 1000 110 50 0 J);

motirr=dec2mat(RS,xotim,mi);
Xotim=dec2mat(RS,xotim, X);
Yotim=dec2mat(RS,xotim,Y);
Lotime=dec2mat{RS xotim,1.);
Fotirr=dec2mat(RS xotim,F);
Motir=dec2mat(RS, xotim,M);

%Definigao do modelo de estados do Controlador:

I=eye{2*r);
U=I; %Variavel U arbitraria!
Vainv(U)*(I-Xotim* Yotim);

disp("Matrizes do Controlador Hinf:)
Ac=inv(U'*(Motim-Xotim*A* Y otim-Xetim*B2*Fotim-
Lotm*C2*Y otim)y*inv{V);

Besinv{Uy*Lotim;

Ce=Fotim™*inv(V),

De=0;

%Definicao do controlador H-inf.:

disp{'Modelo de Estados malha fechada:’}
Acc={A B2*Co;Be*C2 Acl;

Bee={B1 ; Be*D21];

Cee=[C1 D12*Cc];

Dee={00;0 0},

[Acc,Bee,Cec]=cbatreal{Acc,Bee,Cec);
consysrs=ss{Acc,Bee,Cee,Dec);

controlador=ss(Ac,Bc,Ce,Dey;
gammaotime=sqrt{miotimy;

save UNALMDMemlImis\com_aloc\RS-Hinf-Ta consysrs
save UnLMBemlimis\com_aloc\RS-Hinf-Th controlador
save UNEMDMemllmis\com_aloc\RS-Hinf-Te gammaotim

. Controle Hy/H.. com Alocacio de
Pélos — Realimentacio de Saida

ts=1;
mi0=(4.464729288978480e+001)"2;

fb0a bObl=size(BO);
fc0a cObl=size(CO);
fbla bibl=size(B1);
{claclbi=size(Cl}

%Definicao o otimo pela criagao do sistema em LMI:
setimis({])

Z=lmivar(1,[blb 11}
X=lmivar(1,{2% 17}
Y=lmivar{],[2% 11}
Le=tmivar(2,[2*%r 1]);
F=Imivar(2,[1 2%])
M=Imivar(2.[2*r 2*1]);

%Primeira LM, posttivo-definida:

Imiterm([-1 1 1 Z1,1,1%
Imiterm{[-1 2 1 0].B1};
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Imiterm({-1 22 Y1.1,1%
Imiterm(f-1 3 1 -X],1,B1);
Imiterm({-1 3 1 L],1,D21);
Imiterm({-1 3 2 0],eye(2*n);
Imitermf{-1 3 3 X111

%Segunda LMI, negativo-definida:

Imitermd{{2 1 1 Y),A, 18",
Imiterm{[2 1 1 F1,B2,1,'s");
Imiterm{[2 2 1 M],1,1);
imsiterm([2 2 1 0],A7);
Imiterm([2 2 2 X1,1,A,'s");
Irmiterm([2 2 2 L],1,C2,'s%;
Imiterm([2 3 1 -Y],C1,1};
Imiterm{{Z 3 1 FLD12,1};
Imiterm([2 3 2 0],C1);
Imiterm([2 3 3 0},-eye(cla));

%Terceira LM, negativo-definida:

Imiterm([3 1 1 YLA,L'SY,
Imiterm({3 1 1 F],B2,1,'s";

Imterm{3 2 | M1,1);
Imiterr(i3 2 1 0LA'Y);

imiterm{[3 2 2 X],1,A,'s%
tmiterm([3 2 2 L],1,C2,'5);

Imiterm([3 3 1 -Y],C0,1);
Imiterm([3 3 1 F},D02,1);
Imiterm{[3 3 2 0},C0%;

tmiterm([3 3 3 G},-eveicOa));

Imiterm({3 4 1 0],B0");
tmiterm([3 4 2 -L},D20",1);

Imiterm(}3 4 2 X],BO,1);
Imiterm{{3 4 4 0],-mi0*eye(b0b));

(*) declaragZo das LMIs parz alocagfo de pélos.
RS=gethmis;
%Solugao do sisterna:

nvd=decnbr(RS);
c=zeros(nvd,1};
{11,

c{3r=1;
[cotim,xotim}=mincx(RS,c,[1e-5 1000 1e10 50 0 ]);

Zotim=dec2mat(RS, xotim,Z);
Kotim=decZmat(RS,xotim, X},
Yotim=decZmat(RS, xotim, Y };
Lotim=dec2mat{RS,xotim,L);
Fotim=decZmat(RS xotirn,F);
Motim=dec2mat{RS,xotim,M);

Yeldefini¢ao do modelo de estados do Controlador:
I=eye(2*r);

U=i; Y% Variavel U arbitraria!
Veiny(U)*(I-Xotdm*Yotim),

disp('Matrizes do Controlador Misto:")



Ac=inwW{U*(Motim-Xotim* A*Yotim-Xotim*B2*Fotim-
Lotim*C2*Y otimy*inv(V);

Be=inv(U"YLotim;

Ce=Fotim*inv{V);

De={01;

% Definigao do controlador Misto:

Acc=[A B2*(Cc; Be*C2 Acl;
Bee={B0 B ; Bc*D20 Be*D21];
Cee={C0 DO2*Ce; C1 D12*Cc];
Dee=[[300 DO1; D10 Dil]:

[Ace.Bee,Cec=obalreal(Ace,Bee,Cec);
Trz=trace{Zotim);
consysrs=ss{Acc,Bee,Coe,Dee);
gammaotitn=sqri(rmd);
controlador=ss(Ac,Be,Ce,Dce);

save UNLMIMemiimis\com_aloc\RS-HinfH2-Ta consysrs

save UNLMIMemilmis\com_aloc\RS-HinfH2-Th controlador
save ULMIMemllmis\icom_aloc\RS-HinfH2-Te gammaotim

save ULMDemllmis\com_aloc\RS-HinfH2-Td Trz
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