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Resumo

] Implementacéo de uma Familia de Elementos Finitos de Casca para
Problemas Dmamlcos Tmﬂszem‘es com Integracdo Explicita,

Mestr

Neste trabalho € apresentada uma implementacio de uma familia de elementos finitos de

casca para problemas dindmicos transientes com integragdo explicita. Para isto, sfo usados um
algoritmo de integragio do tempo baseado no método das diferengas centrais e duas formulacdes
de elementos finitos de casca com integracfo reduzida uniforme e controle de modos espirios de
deformagéo por perturbagdo. Usa-se um referencial co-rotacional como auxilio & representagio
cinematica das cascas. S#o considerados problemas com n#io linearidades geométrica ¢ de
material. A implementagdo ¢ feita de forma modular, num paradigma de programagio
estruturada, porém incorporando conceitos de orientagfio a objetos, de modo a proporcionar uma

facil adaptagdo a outras aplicagdes bem como facilidades de expansdo e adicio de novas

funcionahidades.

Palavras Chave

- Elementos Finitos, Estruturas em Casca, Dindmica, Mecénica Nao-Linear.
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Abstract

Within this work, an implementation of a shell finite element family for transient

dynamics with explicit integration is presented. A computational implementation is created using
a time integration algorithm based on the central difference method and two shell finite element
formulations with uniform reduced integration and a perturbation based hourglass control. This
implementation is made in a modular approach, under a structured programming paradigm, but

using object oriented concepts, providing a core that can be adapted for other applications and

expanded with new features

Keywords

- Finite Elements, Shell structures, Dynamics, Non-Linear Mechanics.
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Capitulo 1

Introducao

Em problemas estruturais onde a freqiiéncia de excitagfio é menor de que a terca parte do
mais baixo modo de vibrag@io da estrutura, os efeitos de inéreia podem ser desprezados e estes
problemas podem ser classificados como estaticos ou quase-estaticos. Em problemas nos quais as
freqliéncias de excitagio sdo mais elevadas, os efeitos de inéreia passam a ter importincia e estes
problemas podem ser classificados como dindmicos[10].

Os problemas dindmicos podem ser divididos em duas categorias, problemas de dinimica
estrutural e problemas de propagagiio de ondas[10]. Os problemas de dindmica estrutural
geralmente se caracterizam por carregamentos harmdnicos, aleatdrios ou ergddigos, de média e
longa duragfio, podendo ser analisados no dominio da freqiiéncia ou do tempo

Em problemas de propagacio de ondas, o carregamento externo geralmente ¢ exercido por
impacto ou em forma de impulsos, de modo que a excitagdo normalmente possui um espectro
rico em altas freqliéncia. Este tipo de fendmeno, altamente transiente, caracteriza-se pela curta
duragfo e o interesse da analise estd usualmente voltado para o efeito que as ondas de choque e
tensdo causam na estrutura ao percorré-la [10]. Varias metodologias tem sido empregadas para a
analise de fendmenos de propagacdo de ondas, desde métodos analiticos, como os apresentados
por Doyle [14], até métodos numéricos aproximados como o método dos elementos espectrais
[13][14]. Para fendmenos de propagacdo de ondas envolvendo estruturas arbitrarias e complexas,
sujeitas a néo-linearidades e submetidas a carregamentos igualmente complexos e arbitrarios,
como, por exemplo, em colisdes de veiculos, conformagiio mecanica e balistica, o método dos
elementos finitos com integracio dindmica explicita tem sido largamente utilizado[3].

Neste trabalho, um algoritmo de integragiio dinimica explicita, baseado no método das
diferengas centrais, € empregado como o niicleo de um programa de simulagiio de estruturas em

casca pelo meétodo dos elementos finitos.



Este tipo de integrador explicito é encontrado em programas comerciais e de
universidades muito empregados na indistria automobilistica e aeroespacial, tais como LS-
DYNA3D [18], ,PRONTO3D [34], PamCrash [6], MSC/Dytran [27], ABAQUS/Explicit [30],
entre outros. Suas principais vantagens sfo a simplicidade, a flexibilidade ¢ a eficiéncia
computacional, conforme apresentado no capitulo 3. Sua principal desvantagem ¢ o fato de ser
condicionalmente estavel, o que limita o tamanho do incremento de tempo usado em cada
iteracdo e restringe sua aplicagdo em problemas dindmicos de longa duraco.

Estruturas modeladas por elementos finitos de casca podem ser encontradas em varias
areas da engenharia, tais como mecénica, automobilistica, aeroespacial, civil e naval. Para a
implementacdo neste trabalho, foram empregados duas formulacdes de elementos finitos de casca
quadrilaterais, com interpolagdo isoparamétrica bi-linear, sistema de coordenadas co-rotacional,
integracéo reduzida uniforme e controle de modos esprios de deformagio. Este tipo de elemento
apresenta caracteristicas que sfio muito importantes para os sistemas baseados em algoritmos
dindmicos explicitos. A integragdo reduzida uniforme faz com que o nuimero de operagies
computacionais necessarias por elemento em cada incremento de tempo seja significativamente
reduzido, visto que muite do custo computacional dos elementos esta associado a avaliacio de
equagbes constitutivas nos pontos de integragio[3]. A formulacfio co-rotacional permite que as
equagdes da mecanica do continuo sejam representadas de maneira objetiva, eliminando grande
parte da complexidade associada a problemas com grandes deslocamentos e grandes

deformactes{7].

1.1. Objetivos

O presente trabalho tem por objetivo principal a avaliagio das tecnologias atualmente
disponiveis e a implementagio de forma modular e expansivel de uma familia de elementos de
casca e dos algoritmos fundamentais de um programa de elementos finitos destinado a simulacio
de problemas transientes ndo-lineares, com integracdo dinimica explicita, na forma de um
programa de cadigo fonte aberto e de acesso livre.

Como objetivos secundirios, mas que desempenham um papel fundamental nesta

implementacdo, destacam-se o estudo da mecinica do continuo para problemas baseados em



taxas de deformac&es e tensdes, o estudo da descrigdo co-rotacional para problemas envolvendo
grandes deslocamentos e grandes rotagdes, o estudo dos algoritmos de integragfio dindmica e o
estudo das formulagdes de elementos finitos de casca em problemas com seis graus de liberdade
por no.

A modularidade da implementacio deve permitir que vérios segmentos do sistema sejam
planejados e codificados independentemente, de modo a propiciar flexibilidade e facilidade de

expansdo, simplificando a adi¢fo de novas funcionalidades, garantindo a longevidade do codigo.

1.2. Revisdo Histérica

Para atingirem seu atual grau de aplicabilidade, os principais sistemas e programas de
elementos finitos para dinfmica transiente nfo-linear, com integracdo explicita, tém
experimentado um continuo desenvolvimento, que ja se estende por quase trés décadas.

Em 1976, nos Estados Unidos, foi publicada por John Hallguist, do Lawrence Livermore
National Laboratories, a primeira versdo do DYNA3D [18]. Contando basicamente com
formulagdes de elementos solidos e de membrana, com interpolaces lineares e paraboélicas, e
elementos lineares de cabo, esta versdo do cédigo trazia para uma abordagem dinidmica ndo-
linear aquilo que era a préatica estabelecida, na época, nas andlises lineares estaticas por elementos
finitos e nos c6digos baseados em diferencas finitas.

Apds os desenvolvimentos iniciais, vérios aspectos praticos da implementacdo de
sistemas de elementos finitos por algoritmos de integracio explicita ficaram patentes.

Os elementos de ordem superior (quadratica), apesar de representarem os modos de baixa
freqtiéncia com precisdo adequada, apresentavam dois grandes inconvenientes. Um grande ruido
de ordem numeérica, em parte devido ao fato da utilizag8o obrigatoria de uma matriz de massa
diagonal em codigos explicitos. Um custo computacional extremamente elevado, devido ao
grande nimero de operagdes necessarias em cada elemento e pelo pequeno incrementio de tempo
requerido para assegurar a estabilidade do integrador explicito.

Mesmo para os elementos de baixa ordem (lineares), o uso da integracéio reduzida se fazia
quase obrigatério para viabilizar os custos das andlises. Porém nos elementos com integracio

reduzida uniforme, a ordem das restricdes imposta pelas equagdes que definem a rigidez ¢ menor



que o numero de graus de liberdade subtraidos dos modos de corpo rigido. Com isso, da-se o
aparecimento de modos espirios de deformacfio, também chamados de mecanismos, modos
“ampulheta” ou modos de deformacfo com energia nula [35]. Estes modos, quando excitados,
amplificam-se rapidamente, dominando a resposta e destruindo a qualidade da solucdo[18].

A busca por elementos sub-integrados com controle dos modos espurios tornou-se uma
necessidade para assegurar a performance e a qualidade dos resultados.

No inicio da década de 80, D. P. Flanagan e T. Belytschko [15] publicaram um
procedimento para o tratamento e controle dos modos espurios em elementos isoparametricos
solidos bi e tridimensionais lineares. Baseados no trabalho de Hughes f21], sobre integracdo
reduzida seletiva, eles desenvolveram -elementos com integracio reduzida uniforme e
estabilizacdo de modos espirios para quadrilateros e hexaedros de geometria arbitraria. O
fundamento do procedimento de estabilizacio estd na perturbagdo do campo de deformagdes
através da adicio de deformagdes generalizadas que sdo ativadas pela ocorréncia de modos de
deformaco sem energia, mas mantém-se ortogonais aos modos de corpo rigido. Sendo robusto,
preciso e muito econdmico, este elemento mostrou-se como uma alternativa aos elementos de
ordem superior dos cdédigos explicitos. Um grande atrativo deste artigo é que ele traz o codigo
fonte da implementagdo, em FORTRAN 77. Como inconveniente, esta formulacio faz uso de
coeficientes de penalizagio dos modos espirios que empregam em sua determinagfio pardmetros
“ad hoc”. Mesmo néio influenciando grandemente a solugdo, estes pardmetros sdo arbitrarios e
afetam a rigidez, precisando ser adequadamente definidos.

Logo ao serem desenvolvidos, estes elementos foram prontamente incorporados aos
principais codigos explicitos da época. John Hallquist fez sua implementacio no DYNA3D[18].
Com a transferéncia do préprio Dennis Flanagan para os Sandia National Laboratories., eles
foram incorporados ao programa PRONTO3D [34], um cédigo dindmico transiente ndo-linear,
com integragéo explicita, desenvolvido naquela instituicgo.

O ganho de performance experimentado com a adogo dos elementos sub-integrados, na
época, chegou a uma ordem de magnitude, possibilitando a solugdo de muitos problemas de
engenhana em escala industrial.

Diferentemente dos elementos s6lidos, os elementos de casca ainda precisavam de muito
desenvolvimento para ser incorporados aos c6digos explicitos e tornarem-se capazes de obter a

performance e a qualidade necessarias para as aplicaces dinidmicas nfo-lineares em engenharia.



Em 1981, foi publicado um elemento para analise tridimensional quase-estitica de
cascas, desenvolvido por Hughes e Liu [20]. Este elemento, chamado de HL, baseado no conceito
de sélido degenerado de Ahmad, Irons e Zienkiewicz [1], apresenta em sua formulacio recursos
para o tratamento de grandes rotacdes, grandes deformacles e é adequado para uma grande
variedade de equagbes constitutivas nio-lineares. Entre suas principais caracteristicas pode-se
ressaltar a integracfo reduzida seletiva generalizada para o caso nfo linear, um algoritmo
incremental para o tratamento de grandes rotagdes nas equagdes constitutivas, para a manutencio
cfa condicdo de nulidade da tensfo normal de cascas, sistemas de coordenadas co-rotacionais nos
pontos de integracdo, e um tratamento simples e efetivo para os graus de liberdade de rotagdes no
plano, quando sob rota¢fes finitas. Esta formulacio e suas caracteristicas s&o usadas em muitos
elementos formulados posteriormente[36], e certamente constitiem um marco no
desenvolvimento de elementos finitos de casca nio-lineares. Porém, a utilizagio da integracio
reduzida seletiva traz sempre um maior custo computacional do que a integragdo reduzida
uniforme[21].

O elemento de T. Belytschko, J. L. Lin, C.S. Tsay [3], chamado de BLT, publicado em
1984, estendeu para as cascas a mesma abordagem feita para os elementos solidos sub-
integrados com confrole de modos espurios por perturbagdo desenvolvidos por Flanagan e
Belvtschko em [15]. Este elemento bi-linear de quatro nds, desenvolvido especificamente para
uso com integracfio dindmica explicita, baseia-se na teoria de Reissner-Mindlin [10] e traz como
principais caracteristicas o uso de uma formulacio co-rotacional, a integragio reduzida uniforme,
um controle de modos espurios que é ortogonal aos modos de corpo rigido, um suporte para
relagdes constitutivas nfo-hneares e a capacidade para o tratamento de grandes deslocamentos,
grandes deformagdes e grandes rotacdes. O uso de um sistema de coordenadas co-rotacional
local, ao qual todas as equacdes ao nivel do elemento sfo referenciadas, simplifica grandemente o
tratamento de néo-linearidades e da anisotropia. A adogfio de equagdes constitutivas baseadas em
taxas de deformag¢@o diminui o niimero de operacdes realizadas em cada incremento e permite a
manipulacfo de um grande nimero de modelos de material, como descrito em [11][261{29]. No
elemento de BLT, ha o desacoplamento entre os graus de liberdade de membrana e de flexdo,
fazendo com que seus resultados sejam de relativamente baixa qualidade quando o elemento
apresenta empenamento fora do plano, em configuracdes onde os quatro nds ndo sdo co-

planares[6]. Em configuragdes distorcidas, ele também n#o passa no “patch-test” dinimico



explicito[6]. Em termos de performance computacional, entretanto, este elemento tem se
mostrado o mais eficiente dentre os elementos de casca bi-lineares, para aplicacBes transientes
ndo lineares explicitas[17][18].

Somente apds dez anos de desenvolvimento é que os elementos de casca chegaram aos
principais codigos explicitos. Em 1985, John Hallquist [18], adicionou uma implementacdo do
elemento de Hughes e Liu a0 DYNA3D. Em 1986, o elemento BLT teve sua implementacéo
adicionada aos programas PRONTO3D[34] e DYNA3D[18]. Na mesma época, a empresa
francesa ESI, que desenvolve e comercializa o0 PAM-CRASH, contratou o Prof. Belytschko [7]
como consultor, implementando em seu codigo muitos algoritmos por ele desenvolvidos.

Com o objetivo de eliminar as fathas do elemento BLT, mantendo a0 maximo o mesmo
nivel de performance computacional, T. Belitschko, B. L. Wong e H.Y. Chiang [6],
desenvolveram um elemento similar, chamado de BWC, publicado em 1992, Mantidas as
mesmas caracteristicas basicas do elemento de BLT, como a formulagiio co-rotacional e o
controle de modos espiirios por perturbaciio, foram adicionadas duas caracteristicas importantes.
A interpolagdo da normal para todo o dominio, baseada na superficie bi-linear descrita pelos
quatro nos do elemento, resultando no acoplamento entre flexdio ¢ membrana. O uso do conceito
de projecéio nodal do cisalhamento, desenvolvido independentemente por Hughes e Tesduyar
[21], para seu elemento T1, e por McNeal [23] para seu elemento QUADA4. Esta projecio nodal
do cisathamento faz com que o elemento seja capaz de representar um estado de deformacéo de
cisalhamento constante em configura¢des quadrilaterais arbitrarias. Estas modifica¢des melhoram
significativamente a qualidade dos resultados para configuragdes distorcidas e empenadas,
adicionando um custo computacional de cerca de apenas 10%. Este elemento passa no “patch-
test” e apresenta resultados muito bons em problemas onde o empenamento é relevante,
equivalendo-se em qualidade ao elemento de Hughes e Liu [20], a um custo computacional muito
menor. Mas, o acoplamento entre membrana ¢ flex#o, nesta formulacfio, funciona perfeitamente
apenas com a utilizacdo de 5 graus de liberdade por né, isto é, a rotagio no plano ndo esta
presente como grau de liberdade nem ao nivel do elemento, nem ao nivel global. O que, para
aplicacbes gerais de engenharia € uma limitagfo severa.

T. Belytschko, 1Leviatan [8], 1994, desenvolveram um esquema de projecio sobre o
campo de deslocamentos no elemento que assegura a invaridncia da poténcia interna quanto a

rotagbes de corpo rigido e rotagdes no plano do elemento (“drilling freedom™). Esta projeciio é



baseada em um procedimento que extrai os componentes de deformagio pura, a partir de um
campo de deslocamentos, corrigindo as formulagdes que apresentam modos de corpo rigido nio-
nulos, como o elemento de BWC[6].

Adicionado destas melhorias, o elemento de BWC[6] foi incorporado aos programas
DYNA3D e PAM-CRASH e, juntamente com os elementos de HI.[20] e BLT{3] constituem as
principais op¢des para o modelamento de cascas nestes sistemas. Implementagdes similares
podem ser encontradas nos programas ABAQUS/Explicit e MSC/DYTRANI[27].

Apesar dos elementos de BWC[6] e de HL[20] apresentarem resultados dramaticamente
superiores aos do elemento BLT[3], na solugdo dos problemas simples de “benchmark™,
comparagBes entre estes elementos em problemas reais de engenharia, de grande porte e
envolvendo grandes complexidades, como a simulagio de uma colisfio frontal de automéveis [7]
ou a estampagem profunda de um painel de chapa fina [17], mostram que estes elementos
apresentam resultados muito semelhantes e, em alguns ocasides, indistinguiveis. No caso da
estampagem profunda[17], as diferencas verificadas em resultados como deformagdes e medidas
de alimentagio de chapa sdo inferiores a 1%, porém o custo computacional do elemento de

HIL{20], com integracdo seletiva reduzida, ¢ cerca de 650% maior que o do elemento de BLT[3].

1.3. Descrigao da Dissertagio

Nesta dissertagdo ¢ apresentada uma implementagdio de um sistema computacional
contendo de duas formulagdes de elementos finitos de casca para problemas dindmicos
transientes com integragdo explicita.

O primeiro capitulo traz uma introducéio e uma reviso histérica das principais tecnologias
utilizadas nesta implementacao.

O segundo capitulo traz uma descrigdio do modelo mecénico empregado, apresentando as
medidas de tensdes e as taxas de deformacfo utilizadas na implementacgio e mostrando a deducfio
da equagfio do movimento a partir do principio das poténcias virtuais.

O terceiro capitulo apresenta um algoritmo de integragfio no tempo baseado no método

das diferengas centrais, implementado a partir da equagiio do movimento apresentada no



primeiro capitulo. Sdo abordadas as principais caracteristicas deste algoritmo bem como sua
estabilidade.

No quarto capitulo sdo apresentadas duas formulacdes de elementos finitos de casca.
Primeiramente, as hipdteses de Mindlin-Reissner para cascas semi espessas sdo empregadas para
a determinagdo das componentes do tensor taxa de deformacéio. Em seguida, a formulacio do
elemento de Belytschko-Lin-Tsay ¢ apresentada. Inteiramente baseada no tensor taxa de
deformac@o, uma metodologia isoparamétrica bi-linear com integragdo reduzida uniforme é
empregada para a obtenclo de expressGes algébricas simples para o calculo das forcas internas
nodais. A formulacfio do elemento de Belytschko-Wong-Chiang é apresentada na seqiiéncia.
Derivado diretamente do elemento de Belytschko-Lin-Tsay, este elemento traz em sua
formulago duas caracteristicas adicionais, o tratamento das deformagdes de cisalhamento por um
esquema de projecdio ¢ o acoplamento entre os termos de membrana e flexdo. O controle de
modos espurios por um método de perturbagfio e um esquema de remocio do grau de liberdade
de rotagio no plano sdo apresentados no final deste capitulo.

O quinto capitulo traz uma descricio da implementagio computacional realizada e
apresenta os principais algoritmos utilizados, na forma de pseudo-codigo.

O sexto capitulo traz resultados numéricos obtidos com o sistema implementado em
problemas classicos de validagdo de elementos finitos de casca, juntamente com resultados
comparativos obtidos com sistemas comerciais de elementos finitos.

O sétimo capitulo traz a conclusio e sugestSes para proximos estudos e desenvolvimentos.



Capitulo 2

Modelo Mecanico

Neste capitulo sdo primeiramente apresentadas as medidas de tensfio e deformacio usadas
neste trabalho, ressaltando suas caracteristicas mais relevantes. Em seguida, o principio das

poténcias virtuais € empregado para a deducio da equagio do movimento usada como nucleo

para a integracdo do tempo.

2.1. Medidas de Tensoes

Considera-se um corpo continuo em uma configuracdo inicial, representado por um
volume ¥, sendo S, uma superficie de referéncia definida em V,, com sua normal representada
por {n,}. Sobre I, atua uma forca de superficie {f}. Apos experimentar uma deformacdo, o0 corpo
continuo assume sua configuragfo atual, passando a ocupar o espago representado pelo volume ¥,
a superficie de referéncia € agora representada por S, de normal {m}, onde atua a forca de
superficie {f}.

Seja {t} o vetor de tragdes sobre esta superficie (forca por unidade de area) que

equilibram a acéo da forca {f}, de modo que

{t}dS = d{f} (2.1)
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Figura 2.1.1. Corpo sob a¢io de uma forca de superficie

Numa descri¢do Lagrangeana do movimento deste corpo, as tenses sio definidas pela

equagio de Cauchy [25]:

{n}-[o] ds = {t}ds 2.2)

onde o] representa o tensor tensdo de Cauchy, normalmente referenciado como a medida das

tensbes verdadeiras, pois esta associado as foras que atuam na superficie de referéncia na

configuracio atual.

O tensor tenséo de Cauchy pode ser expresso matricialmente da seguinte forma:

O, O, O,
[0']= g, O, O, (2.3)
o, O, O,

[0'] = {U ]T (2.4)

Uma caracteristicas do tensor tensdo de Cauchy que o torna uma medida de tensdes
bastante conveniente para o estudo da mecanica do continuo € o fato de ele ser invariante por

definigdo [25], isto €, quando o mesmo estado de tensdes & observado em dois sistemas de
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referéneia distintos, O e O, os tensores de tensfio de Cauchy em cada sistema, [c] ¢ [o7],

apresentam os mesmos autovalores € se transformam de um sistema para o outro de acordo com a

regra do célculo tensorial:

[67)=[T]"[c] [T] (2.5)

onde [T] ¢ matriz de transformacfio entre os sistemas e representa a orientagfio relativa entre

ambos.

Neste trabalho, o tensor tensfio de Cauchy serd empregado em todas as medidas de

tensoes.

2.2. Medidas de Deformaciao

Considera-se um sistema cartesiano de referéncia , onde {x}, de componentes x;,
representa o vetor posigdo de um ponto, {v}, de componentes v;, representa o vetor velocidade
deste ponto, € {u}, de componentes u;, € o vetor de seus deslocamentos.

O tensor gradiente de velocidade [L], de componentes Lj, representa os gradientes
espaciais da velocidade de um ponto material {25][31], cujas componentes sio dadas, em notagfio

indicial, por:
L=t (2.6)

O tensor {L] pode ser decomposto como a soma entre um tensor simétrico, [D], e um

tensor anti-simétrico, [W], da seguinte forma

[L]= D]+ [W] @7

com as seguintes componentes
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-~ Ov, . oy,
L[.. = }— —-mav‘ + 4 + i .av‘ — UVJ' (28)
To2lex; oy ) 2{ex;, o

Na expressdo (2.7), [D] é o tensor taxa de deformacdo, e suas componentes Dy sfio dadas

1{av, ov,
D, == —+—L 2.9
1

O tensor [D] apresenta algumas caracteristicas relevantes. Ele representa uma medida

por

exata da taxa de deformagfo espacial de um ponto material. E invariante com relacdo a

translaces e rotagdes de corpo rigido, transformando-se adequadamente pelas regras do calculo
tensorial:

[D']=[R]'[D][R] (2.10)
onde [R] ¢ um tensor simétrico que expressa as rotages de um corpo rigido. Suas componentes,

Dy, s8o lineares em relagdo as componentes do vetor velocidade, v, [251[31].

Na expressio (2.7), [W] é o tensor vorticidade, e suas componentes W, sdo dadas por

. OV,

O tensor W ¢ uma medida da taxa de rotago de um elemento de volume de um meio continuo.

2.3. Descricao Co-Rotacional

SupBe-se um corpo material em sua configuracio inicial, num instante de tempo ¢,

conforme a seciio 2.1. Apés experimentar deslocamentos e deformagdes, este corpo passa a
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ocupar a sua configuragdo atual, num instante de tempo (#+1), conforme a figura 2.1.1.

A tensdo em um ponto material deste corpo, na configuragio inicial, era [o,]. Na
configuragio atual, o tensor taxa de deformagio e o tensor vorticidade neste mesmo ponto sdo
dados por [D] e [W], respectivamente.

Rotacionando-se o tensor tens#o entre as configuragdes inicial e atual, tem-se que:

o |= [R][o: ][R ] 2.12)
onde [R] é um tensor que representa adequadamente a rotagdo de corpo rigido que o material
experimentou ao ir da configurac8o inicial para a atual.

Assumindo-se que o incremento de tensdes causado pelas deformagSes experimentadas

pelo corpo seja dado por

Als]=[c,, ] [plar (2.13)

onde [C,] € um tensor que representa as propriedades constitutivas do material. Desta forma, o

estado de tensGes deste ponto material, na configuracdo atual pode ser dado por:
o ]= o2 J+ o] (2.14)
Substituindo-se as equagdes (2.12) e (2.13) na equagio (2.14), tem-se que

[Gi] = [R]T[ﬁi}[R}** ¢, ] [p]ar (2.15)

Conforme apresentado em [19], pode-se escrever que
R]= ]+ [w]as (2.16)

onde [I] ¢ a matriz identidade de terceira ordem e Az é o intervalo de tempo decorrido entre os

instantes 7 e #+1 . Segundo [19], esta aproximagfo s6 € valida para pequenos intervalos de tempo.
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Substituindo-se a equagdo (2.16) na equagdio (2.15), tem-se que

lo=1]= { 1]+ [wT ar }[s;] { 1]+ [w]as }+[CM]-[D}Az (2.17)

Manipulando-se a expressio acima

5

B Far H e B e vl e, )l @19

]
+[Wls:] -[w] a2 +[c,, ] Dl (2.19)

Desprezando-se o termo em Az?, por ser considerado muito pequeno, pode-se escrever que

T =W el Hwle e, o) 220
el il ]+ ot} w1+ fe ) o) ey

Aol o) P+ e vl e o) 22
Fazendo-se
als} =[c, ][] (2.23)

tem-se que
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alol =lo] - [Tl ] - fo ] 221

A expressdo (2.24) é chamada incremento de tensdes de Jaumann, [12], e denota que ao
comparar-se as taxas de tensdes, medidas entre as configuragdes inicial e atual, é preciso
considerar as rotagdes de corpo rigido experimentadas pelo corpo material, representadas pelo
tensor vorticidade [W].

O incremento de Jaumann leva em conta todas as ndo-linearidades geométricas,
representadas pelo tensor taxa de deformacdio e é valido para grandes deformagdes e grandes
deslocamentos, desde que calculados em pequenos incrementos de tempo, conforme expresso em
pela equacfio (2.16). O tensor vorticidade { W] representa exatamente as velocidades de rotagio
de um corpo material para grandes deslocamentos e grandes deformacgdes, porém € limitado a
pequenas distorgdes, ou deformagdes de cisalhamento menores que 0.4 [12]. Acima deste valor,
as velocidades de rotagio do corpo somente podem ser precisamente calculadas através da
decomposicao polar das derivadas materiais do campo de deslocamentos {12].

Supondo-se que um sistema de coordenadas O seja construido em um ponto {p} do corpo
material na configuragéo inicial. Supondo-se que apds uma rotagdo de corpo rigido, a particula
que um o ponto {p}, na configuracio inicial, agora ocupa um ponto {p'}, na configuracio atual, e
que o sistema de coordenadas O experimentou exatamente a mesma rotacio que o material e
passou a assumir orientacdo O, na configuracio atual,

Seja [T] a matriz de transformacfo entre os sistemas Q e O, tal que [T]* = [T]". Deste
modo, o tensor tensdo [c,} medido em {p}, expresso no sistema O, pode ser transformado para o

sistema Q" da seguinte maneira

[007] = [T][o,][T] (2.25)

Avaliando-se a equacfio (2.15) no sistema O, tem-se que

[“”“] =R} [GL’][R]+ c, ] [prlae (2.26)

Substituindo-se o inverso da equacdo (2.25) na equagio (2.26)
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[o |=RT [rllet ] T [R]+ e, ] o] @27)

como [T] =[R] se o sistema O rotaciona exatamente com o material, entdo

kmq=kﬂ+kM}@ﬂN 2.28)

A equagdo (2.28) denota que com o uso de um sistema co-rotacional, as tensdes no
instante (1+1), expressas no sistema O podem ser comparadas diretamente com as tensdes no
instante ¢, expressas no sistema 0. Sendo equivalente a expressdo obtida para o incremento de

Jaumann. Esta expressdo simplifica sobremaneira o tratamento das néio-linearidades geomeétricas.

2.3. Principio das Poténcias Virtuais

Considera-se um volume arbitririo V que caracteriza um meio continuo. Seja um campo

de tensbes definido em V, cujas componentes satisfazem a equacio do movimento de Cauchy
[25)[31]:

ay

0%,

1

+pb, =p%, (2.29)

Considera-se também um campo arbitrario de velocidades, {v}, definido em V, com
componentes v;, diferencidveis em relagéo ao espago, de forma que o tensor taxa de deformacio

pode ser expresso a partir deste campo de velocidades, da seguinte forma:

1 ov, &y
D o=l 3
! 2{6’3:}. " GxJ (2.30)
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Fazendo-se o produto ¢ D, e integrando-se no volume V, levando-se em conta a simetria, tem-

8¢

&, v,
J.csljDijdV=lj0'&. —L L gy (2.31)
; 27 " ex,  ax,
fo,Dyar = J‘{Ggé}&—]d?’ (232)
&%,
vV 4 7

aplicando-se a regra da cadeia da derivacio, obtém-se

ds,
!GgDﬁdV= J{é%(o»gvj)mvj%}w (2.33)

H

Substituindo-se a equagdo (2.29) na equagdo (2.33), tem-se que:

fo,Dyav = j{gzm(%v Do, - pvjxj} av (2.34)
¥ ¥ i

fo,Dydv = jmézm(agvj)drf + flov,b, - pv %, Jar (2.35)
¥ 4 i 12

aplicando-se o teorema da divergéncia sobre a primeira parcela a direita da equacio, tem-se

fo,D,av = [o,v mds + [(ov b, - pv %, )av (2.36)
¥ S ¥

onde S € a superficie de contorno de V. Fazendo-se n,c ; = 1 ;as componentes de forga por

unidade de area normais em S, resultantes do campo de tensdes, pode-se escrever
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JouDyav = [v,z,ds+ [lov b, - pv i, Jav (2.37)
¥ g ¥

que € a equacdo do principio das poténcias virtuais para o volume V, onde a taxa de trabatho
realizado pelo campo de tensGes o ; sobre o campo de velocidades v; é igual a taxa de trabalho
realizado pelas forcas de inércia e pelas forgas de superficie e de corpo associadas 4 o i NO
Eesmo campo 7{25][31].

Uma grande vantagem da formulagio representada pela equagiio (2.37) é o fato de ndo
incluir nenhuma hipdtese restritiva quanto as deformacdes, aos deslocamentos e as rotagdes
serem de cardter infinitesimal, assim este principio pode ser usado para problemas com grandes
deslocamentos, grandes rotacdes e grandes deformagdes [25].

Outro ponto importante a ser mencionado ¢ o fato de nenhuma hipétese de conservagio de
energia estar presente neste principio, sendo este aplicavel mesmo em fendmenos onde a energia
mecanica nfo € conservada, como por exemplo em problemas envolvendo deformagtes
plasticas[25].

O principio das poténcias virtuais, como expresso acima, pode ser usado para deduzir a
equagdo do movimento para um problema dindmico. Assumindo-se uma discretizagio com

aproximac#o nodal para o campo de velocidades, tem-se:

1t

V= Z%Vﬁ' =0,V (2.38)
k=]

X o ~ . . . ,
onde ¢, e v sdo as funcdes de forma e os valores nodais de velocidades, respectivamente, e m é

a ordem da aproximagdo. Reescrevendo-se o tensor taxa de deformaciio

(2.39)
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D, = —1—{[% vf} + (%’f— v".)} (2.40)
2| x, x; 7

D, =5 {(p,v!)+ oy} (2.41)

2

e desta forma, o trabalho das forgas externas pode ser re-escrito como se segue
t k
fo,Dyav = = o6, )+ o v¥ ) Jav (2.42)
¥ v

¢ levando-se em conta a simetria, chega-se a:

|o Dyd¥ = { |80 ijdVijf (2.43)
¥ v

Substituindo-se na equagéo do principio das poténcias virtuais, equacdo (2.37), tem-se

{ (8.0 ng) vh= { [#rds+ | (pgbkb - p(bkiéj)dV} vk (2.44)

(#1087 = [pr,ds + [P,V - [po,5.av (2.45)
¥ S ¥ ¥V

Assumindo-se a mesma discretizagio com aproximagio nodal para as aceleragdes, pode-

8¢ gscrever que

X,2 ) ¢80 =¢,%" (2.46)
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0 que conduz a seguinte expressio para o equilibrio dindmico,

( | p%dﬂﬁe; = [#r,dS+ [ppb,av - g, 0,07 (2.47)

ou em forma matricial,

[ j(;;[NHN])dV].{a}:Sj’([N]T{e})dm Vj(p[N}T{b})dV— j( B] {s! )dV (2.48)

v

com [N] sendo a matriz das fungdes de interpolagio ¢, , [B] as suas derivadas materiais, {a} o
vetor de aceleragSes nodais %7, {7} o vetor das forgas de superficie, {b} o vetor das forcas de

corpoe {6} um vetor formado pelas componentes simétricas do tensor tensio, ¢ ;. Ou ainda,
[M].{a} = {Fou} - {Fud (2.49)

que € a equagdo do movimento na forma explicita [10], onde

= flo [N IN)ar @50)
{F,}= j({N]%)dM ;(Q{N}T{b})drf (2.51)
{F, )= f( [B) [o])ar (2.52)

Sendo [M] a matriz de massa, {F..} o vetor de forcas externas e {Fy} o vetor de forcas

internas.
A soluglo da equagdo do movimento, equagdo (2.49) é obtida por um algoritmo de

integragéo explicito, que serd apresentado no proximo capitulo.
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Capitulo 3

Integracdao no Tempo

A equaglo (2.49), reescrita abaixo, Tepresenta um sistema de equagdes diferenciais de

segunda ordem:

[M].{a} = {Feu} - {Fu} (3.1)
onde
faj={x}= aa t{f} (3.2)

representa o vetor de aceleragdes.

Em principio, uma solugdo para este sistema pode ser obtida empregando-se qualquer
método numérico de resoluclo de sistemas de equacdes diferenciais [2]. Entretanto, dependendo
das caracteristicas da matriz de massa global, [M], e dos vetores de for¢a interna, [F,,], e forca
externa, [F..], esta solucdo pode se tornar muito complexa e onerosa [2].

Uma possivel abordagem € a integracfo direta do sistema, obtida através de uma

discretizacdo do intervalo de tempo de interesse

oot ]= U 102, (3.3)
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solucionando-se o sistema em apenas alguns instantes, através de incrementos de tempo At,,

sendo
Atn = In+£ mtn (34)

As aceleragbes, as velocidades e os deslocamentos, necessarios para a determinacdo de
{a}, {Fny € {F..}. precisam ser obtidos ao longo de cada incremento de tempo. O método
empregado para esta determinagio € o que caracteriza a integracio no tempo.

Muitos métodos t€m sido empregados com sucesso, como descrito em [21] e [2], mas
para grandes sistemas ndio-lineares com elevada caracteristica transiente, como problemas
envolvendo impacto ou explosdes, onde a propagag#io da energia e os efeitos das ondas de tensio
sd0 as caracteristicas de maior interesse, a integragfio explicita tem se apresentado como o

procedimento recomendavel [10][18].

3.1. Solucgao Por Diferencas Centrais

Através da discretizagdo do tempo, o sistema de equagdes dado por (2.49) pode ser
resolvido a partir de expressdes de diferencas finitas. Muitos esquemas diferentes baseados em
diferengas finitas #m sido elaborados, porém apenas aqueles que sio realmente efetivos podem
ser usados em problemas de elementos finitos de grande porte, principalmente devido ao custo
computacional [2]. Dentre estes, os algoritmos baseados no método de Newmark estiio entre os
mais difundidos. Genericamente, estes algoritmos podem ser descritos da seguinte maneira,

considerando-se um intervalo de tempo [¢,, £,+1],

[V} = {V}n +ar|(1-v){al, +v{a}m] (3.5)
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Onde f e v sdio pardmetros que definem as caracteristicas de estabilidade e acuidade do
algoritmo. Um grande ntimero de algoritmos existe correspondendo a diferentes escolhas destes

pardmetros .

O método das diferengas centrais ¢ um caso particular quando p=0 e v=1/2, neste caso,

(o ={v] + 2 ({a), +{a) (3.6)

O metodo das diferencas centrais ¢ apresentado em [2][10][18][21] como a opcio
preferida para a integragio explicita.

A terminologia diferencas centrais advém do fato deste algoritmo nfio ser usualmente
implementado diretamente pelas equagdes acima, mas conforme segue:

Seja a velocidade calculada no meio do intervalo de tempo [z, £,+1]

{V}M}g = {V}n +%Af {a},, (3.7

analogamente, pode-se escrever

I

{ V}n—}g = { v}nmi + 5 At { a}nwl (3‘8)

subtraindo-se a equagio (3.8) da equagio (3.7), tem-se:

(Vo= Ihe = U5k - b+ S arl(a), - {a),.) (39)

A partir da equagdo (3.6), pode-se escrever que
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(v}~ {vh. =+ 2 ({a),, +{a},) (3.10)

substituindo-se a equacéo (3.10) na equacdo (3.9), tem-se que
[V ~ 1oy =2 {a], (3.11)
Substituindo-se a equagdo (3.7) na segunda equagdio (3.6), tem-se, para os deslocamentos
... ={a}, +arly},., (3.12)

Deste modo, tem-se uma integracdo temporal onde as aceleragdes e 0s deslocamentos sfio
conhecidos ao fim de cada incremento de tempo Af, ¢ as velocidades conhecidas em instantes
intermediérios, A#""’7. Ou seja, as velocidades sfo determinadas no instante A7 a partir do
equilibrio dindmico no instante A#". Por esta razfo, este método de integracdo do tempo €
classificado como explicito.

Para a obtenclo das aceleracdes, a partir da equacéio (3.6), ¢ necessaria a inversdo da
matriz de massa [M], ou a resolugdo de um sistema linear a cada incremento de tempo. Isto faz
com que as sucessivas avaliagdes da equagio (3.6), a cada incremento de tempo, se tornem muito
onerosas [10]. Porém, se a matriz de massa [M] for aproximada por uma matriz diagonal, sua
inversdo torna-se trivial e a resolugdio da equacfio (3.6) torna-se extremamente econdmica, em
termos computacionais. Todos o0s métodos de integragio explicita do tempo fazem uso de
matrizes de massa diagonais, por definigdo [10].

A adogdio de matrizes de massa diagonais traz uma consegiiéncia muito relevante para o
sistema mecénico representado pela equagio (2.49): o sistema global de equagdes apresenta total
desacoplamento entre seus graus de liberdade. A Unica parcela da equacdo (2.49) que carrega em
sua definigdo algum tipo de acoplamento é o vetor de forcas internas, {Fi:}. Durante o célculo
das forcas internas, a avaliacio das deformacgdes no continuo leva em conta os movimentos

relativos entre os vérios graus de liberdade, gerando o acoplamento.
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3.2. Amortecimento

Adicionando-se um termo dissipativo na equagio (2.29), tem-se que:

ao*fj

&x,;

H

+pb,=pX;+ex (3.13)

onde ¢ € uma constante caracteristica do amortecimento viscoso do material do continuo.
Seguindo-se a abordagem da secfio 2.4, tem-se que a equagio do movimento, equacio (2.48),

pode ser re-escrita como:

[ T [N]T[N])dy}{ -
= [ {e})as + | N {ol)ar - [(B] {o})ar - [ | (eN)” [N})dV}{v} (3.14)

N 13

ou, em forma matricial, usando-se as mesmas defini¢des das equagdes (2.50), (2.51) e (2.52):
[M].{a} = {Fo} - {Fiu} - [C]{¥} (3.15)

onde

{ j( c[N]T[N])dV} (3.16)

¢ a matriz de amortecimento.
Comparando-se as defini¢Ses usadas para as matrizes [M] e [C], pode-se perceber a

relaclo entre massa e amortecimento em concordincia com a hipdtese de Rayleigh:
[C]=a[M] + a,[K] (3.17)
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onde a, e a, sdo fatores arbitrarios e [K] € a matriz de rigidez do sistema mecanico. Fazendo-se

a, = 0, conforme apresentado em [18], e assim desprezando-se a contribuicio da parcela de

rigidez para o amortecimento, tem-se que

[C]=a\[M]

cu

C=ap

Deste modo, o amortecimento pode ser introduzido a0 sistema como um termo

dissipativo, proporcional ao campo de velocidades, e 4 uma fracio da massa f18].

3.3. Estabilidade

(3.18)

(3.19)

O estudo da estabilidade dos métodos de integracio dinfmica derivados da familia de

algoritmos de Newmark, como o método das diferencas centrais, é muito complexo, porém

bastante conhecido [21]. Neste trabalho, serfio usadas as definicdes ¢ hipdteses de estabilidade

conforme apresentadas em [10] e [21].

Para as equagdes de Newmark, re-escritas abaixo

MYal,., +{F,}={F.}

e,
B
i
i
i,
B

|+ ae{s], + 221~ 28){a}, +28{a},.]

tem-se duas condigbes de estabilidade, envolvendo as constantes B e y [211:

Para um sistema incondicionalmente estavel, tem-se que:
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28zvz

g | =

(3.21)
Para um sistema condicionalmente estavel, tem-se que:
1 ¥ h
'y2-2v~, B<-2— e Ao, (3.22)

onde o ¢ a maior fregiiéncia natural do sistema, A 7 € o maior incremento de tempo possivel para

garantir sua estabilidade € .. ¢ sua freqiiéncia de amostragem critica, conforme definida em
[21]:

crit (323)
T
3

com

1/ a P
=—| —+a,» 3.24
T o

onde £ € uma fracdo do amortecimento critico para a fregiiéncia ©". E a, e a, sio os coeficientes
de amortecimento de Rayleigh, apresentados na equacéo (3.17).

Para 0 método das diferencas centrais tem-se que p=0e v=1/2, o que o classifica
como um método condicionalmente estavel, segundo a equacgiio (3.22). Ainda mais, substituindo-

se estes valores de v e P na equacfio (3.23), tem-se que

(Dcrir = 2 (325)
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¢ desta forma
2
At —= A <27 (3.26)
®

onde 7., =1/0" é o menor periodo do sistema, associado ao seu modo de vibrar de mais alta
ordem. A equagdo (3.25) e a inequacio (3.26) expressam uma caracteristica muito importante do
método das diferengas centrais, ao denotar que maior incremento de tempo estavel, e
conseqlientemente a estabilidade do sistema, s3o independentes do amortecimento. Desta forma,

a estabilidade ¢ unicamente dependente da maior freqiiéncia natural do sistema.

3.4. Determinagdo do At Estavel

Como no meétodo das diferencas centrais o sistema global é desacoplado, sua maior
freqiiéncia @", associada ao seu mais alto modo de vibrago, tem como limite superior a maior
freqiiéncia encontrada dentre todos os elementos que o compde, avaliando-se individualmente
cada um em uma analise de corpo livre [10]. Porém, durante a integracio dindmica de sistema
mecanico discretizado por uma matha de elementos finitos, a geometria destes pode variar
significativamente, e desta forma, suas freqiiéncias naturais. Desta forma, a avaliagio da maior
freqliéncia natural do sistema, ©, através da determinacio de seus dos autovalores a cada
iteragfo seria um procedimento muito dispendioso [10]. De modo a contornar este problema,
foram desenvolvidas férmulas algébricas para calcular aproximadamente a freqiiéncia critica para
varios tipos de elementos finitos, conforme apresentado em [10][18][21][27].

A partir da analise modal de um elemento finito de barra, uniforme e linear, com matriz

massa diagonal, conforme apresentado em [10], pode-se determinar que sua maior freqiiéncia

natural é:

e et (3.27)
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onde E € o modulo de elasticidade, p é a densidade e 7. é 0 comprimento da barra

Para elementos de casca quadrilaterais bi-lineares, varias formulas podem ser encontradas
na literatura [10][18][21][27]. Neste trabalho, o incremento de tempo estivel para elementos de
casca quadrilaterais bi-lineares € calculado conforme o apresentado em [18], onde a expressao

(3.27) ¢ usada diretamente, e o valor de L. é definido como a menor distancia entre os nés de um

clemento, isto é:
L, =min(a,,a,,a,a,,d,,d,) (3.28)

onde g; sfo os comprimentos de suas arestas e d; os comprimentos de suas diagonais.
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Capitulo 4

Elementos Finitos de Casca

4.1. Teoria de Reissner-Mindlin Para Placas e Cascas

As teorias de placas e cascas podem ser vistas como uma simplificacio natural de um
continuo tridimensional, quando uma das dimensdes & feita muito menor que as outras. Esta
simplificagfo € muito Util em aplicagdes praticas de engenharia [10] [21].

As hipéteses de Reissner-Mindlin podem ser dadas conforme se segue.

Para uma placa (ou casca plana) alinhada com um sistema cartesiano de referéncia, onde

um ponto € definido por (x, y, z), seu dominio é definido por:
Q:{(x,y,z)e R’ ]ze{%{,%:l,(x,y)e,/{cﬁ%z} (4.1)

onde ¢ € a espessura da placa e A a sua 4rea.
A placa ¢ considerada em estado plano de tensdes, isto é, nfio h4 tensfo na dire¢do normal,
ou:

5. =0 (4.2)

Fibras inicialmente retas e paralelas permanecem retas apés deformaces, porém ndo

necessariamente paralelas, podendo haver um cisalhamento transversal, ou
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ua(x,y,z)m ~28_{x,y) o=X,y

(4.3)
onde 6, define a rotacdo de uma fibra inicialmente normal ao plano médio da placa (z=0)
O deslocamento transversal w ¢ constante ao longo da espessura, ou seja,
u x,y.z)=wix,

Assim, de acordo com as hipéteses acima, os deslocamentos de um ponto qualquer no

dominio podem ser escritos da seguinte maneira,

{uf={u} -z {e,}x{0} (4.5)

onde {u™} sio os deslocamentos do plano de referéncia (z=0), {e,} ¢ o vetor unitério normal ao
plano de referéncia e {0} sdo as rotagdes.

Analogamente, as velocidades podem ser dadas por
{r={v"f —z{ejx {0} 46)

onde {m} = {9} sdo as velocidades angulares.

A partir destas defini¢des, as componentes do tensor taxa de deformacdo [D], para um

ponto no dominio, sdo dadas por

g
p_ =%, %9 (4.7a)
Jx ax
a -
D, = . ;7% (4.7)
T B9y Oy
A Jo,
op, =¥ OV 0 O (4.7¢)
S dy Ox Jdy Ox
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D, =T, (4.7d)
a 14
2D = a"; o, (4.7¢)

e Dz , como dito anteriormente, sera definido pelas equagGes constitutivas. Como por exemplo,

para o caso linear eldstico, onde D., pode ser escrito como

- -i—DW) (4.8)

onde v é o coeficiente de Poisson.

Deste modo, levando-se em conta a simetria, o tensor taxa de deformacio pode ser escrito

em forma de um vetor das sua cinco componentes independentes, conforme mostrado na

segliéncia,

D

D
{p}=1D, (4.9)

D

D

Todas as dedugdes acima sdo validas para uma casca curva, assumindo-se ndo mais um
plano médio de referéncia, mas uma superficie média de referéncia, em relacfio 4 qual a normal

em cada ponto pode ser calculada.

32



4.2. Elemento de Belytschko-Lin-Tsay (BLT)

Publicado em 1984, o elemento BLT ¢ ainda hoje o mais usado em simulagdes de impacto
envolvendo materiais de chapa fina, como colisdes de veiculos (“crashworthiness™ e
estampagem profunda de metais, onde a integracio explicita no tempo tem sido o expediente
mais comum. Este sucesso deve-se principalmente ao seu baixo custo computacional.

Este eiemento, desenvolvido para obter convergéncia e estabilidade com um minimo de
operagdes computacionais, possui duas caracteristicas bésicas.

Use de um tmico sistema de coordenadas co-rotacional, referente ao qual todas as
grandezas relacionadas ao elemento sdo calculadas, simplificando grandemente as equacdes da
mecénica do continuo.

Uso de integragfo reduzida uniforme, ou sub-integragdo, com todas as grandezas
relacionadas a esforgos no plano do elemento sendo avaliadas tinica e exclusivamente no
centréide. Em aplicagBes tipicas de engenharia, empregando-se a integracio explicita, a
determinacdes das forcas internas precisa ser feita milhdes de vezes durante uma simulagio,
tornando o uso da sub-integracio amplamente difundido, chegando a ser imperativo ou
mandatério em muitos casos.

A seguir sdo apresentadas as equagles deste elemento, a comecar pela definiciio do
sistema de coordenadas co-rotacional, seguindo-se da descri¢io cinematica, da determinacio do

campo de deformacgdes e do célculo das forgas internas.

4.2.1. Sistema de Coordenadas Co-Rotacional do Elemento BLT

Considera-se um elemento quadrilateral linear, cuja superficie média € definida por seus
quatro vértices, conforme a figura 4.2.1.1. Pode-se definir um sistema local de coordenadas,
baseado na geometria do elemento, a partir de um vetor normal, um vetor tangente e um terceiro

vetor perpendicular a ambos.
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Figura 4.2.1.1  Sistema de coordenadas co-rotacional, elemento BLT
Sejam {ri;} e {r.} os vetores formados pelas diagonais 1-3 e 2-4 respectivamente. Um

vetor normal & superficie média do elemento pode ser aproximado por um vetor {&:},

mutuamente ortogonal as suas diagonais {rj3}e {r.4}, da seguinte maneira,

{~ }: ({ru}x{ru}) (4.10)

Pode-se construir um vetor {r.}, formado pela aresta 1-2, que define uma tangente a
superficie do elemento. Usar o vetor {r,,} como um dos eixos do sistema local traz facilidades
obvias na interpretagdio de resultados, j4 que para elementos de casca os valores de tensdes e
deformagdes sdo geralmente calculados neste sistema. Porém, {r.,} nfio é perpendicular a {&}.
Para tanto, pode-se usar o vetor auxiliar {s,}, obtido subtraindo-se de {r;,} sua projecio em {&},

COmoe se segue

1= o= (na ) {8 }){&,) (4.11)

assim, pode-se definir o vetor unitario {&,}como sendo
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{éx}—m (4.12)

—Am (4.13)
&,fx18{|

Os vetores {€;}, {&} ¢ {&} formam um sistema cartesiano de coordenadas local ao

elemento, definido instantaneamente a partir de sua geometria.

Por simplicidade, pode-se adotar que a origem do sistema de coordenadas local seja 0 no
1. Em assim sendo, tem-se uma pequena economia computacional na determinaciio das derivadas

das funcdes de forma, como sera apresentado mais adiante.

O sistema de coordenadas local ¢ usado para referenciar todas as operagdes realizadas no
elemento e deve ser determinado a cada novo incremento de tempo. Para tanto, define-se a matriz
de transformacfo local-global, [R], formada pelos vetores de base do sistema local, como se

segue
R]=[¢ 4, ¢,] (4.14)

ou seja, as colunas da matriz [R] sfo os vetores de base do sistema local.

A transformacdo de um vetor expresso no sistema local para o sistema global € dada por

xh=[R] &} (4.152)
vi=[R]{¥} (4.15b)

onde {x} e {v} sdo, respectivamente, o vetor posicio e o vetor velocidade de um ponto
referenciado no sisterna global, enquanto {i} e{ \“f} s&o as mesmas quantidades vetoriais

expressas no sistema local.
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A transformac8o de um tensor expresso no sistema global para o sistema Iocal ¢ dada por
[6]=[R [][R] (4.16)

onde [c] ¢ o tensor tensfio de Cauchy expresso no sistema global e {&} € 0 mesmo tensor
expresso no sistema local.

O sistema de coordenadas local, como definido acima, pode ser entendido como um
sistema co-rotacional, no sentido de que ele rotaciona juntamente com o material do elemento
[3]. Esta afirmagfo s6 ¢ exata para um elemento plano, pois para elementos que apresentam
empenamento, o vetor {&} deixa de ser idéntico ao vetor normal ao material, no centro do
elemento (local onde localizam-se os pontos de integragéo). Esta aproximac#io ¢ bastante acurada
para deformagdes de cisalhamento menores que 20% [3]. Outra maneira de determinar o sistema

local co-rotacional, empregada no elemento BWC [6], contorna este problema.

4.2.2. Formulacao isoparamétrica

As fungdes de base utilizadas neste elemento sdo funcdes bi-lineares isoparamétricas, de
forma que a geometria quadrilateral tridimensional do elemento ¢ mapeada em um quadrado bi-
unitéario [21], pertencente a um espago paramétrico bidimensional, conforme a figura 4.2.2.1.

Deste modo, as coordenadas de um ponto &=(&) pertencente ao quadrado bi-unitario
estdo relacionadas as coordenadas de um ponto x=(x,y,z) pertencente ao dominio do elemento,

conforme o seguinte mapeamento [21]
“
x(Em =Y N (Enx, =N, (En)x, (4.17)
a=1

onde x, sdo os vetores de coordenadas dos nés, e N, so suas fungdes de forma, que podem ser

sistematicamente determinadas a partir dos polinémios de Lagrange [21] e, para um elemento

quadrilateral bi-linear, elas sfo dadas por
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N, () =%(l+<§éﬂ)(i+m) 4.18)

onde ¢, e 1, sdo as coordenadas dos nds no espago paramétrico, definidas conforme a Figura
4.2.2.1.

(_}-: 1) (}-: 1)
~
4 o)
S—
g
1 2

Xy X2

¢ ®
(-1-1) (1,-1)

Figura 4.2.2.1 — Elemento quadrilateral de referéncia

Analogamente, as mesmas fungdes de forma podem ser usadas para interpolar as
velocidades tangencials, {v}, ¢ angulares, {®}, para qualquer ponto no dominio do elemento,

expressando assim seu cardter isoparamétrico [10][21]

V(&) =N_(En)v, (4.19a)
oG, =N_(Ene, (4.19b)

onde v, e ®, sAo as velocidades tangenciais e angulares nodais, respectivamente.
Usando-se a teoria de Reissner-Mindlin ¢ as defini¢Bes acima, pode-se determinar as
componentes do tensor faxa de deformacdo através da substituicio da equagiio (4.6) ¢ das

equacdes (4.19) nas equactes (4.7), obtendo-se
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D_=B_ 0 +3B & {4.20a)

D, =B, b +:B @, (4.20b)
2D, =B, +B,5, +iB,d, -B,6,,) (4.20¢)
2D, =B,%, -NG&,. (4.20d)
2D, =B%,, +N,&, (4.20¢)

onde as grandezas assinaladas com circunflexo sio determinadas no sistema de referéncia co-

rotacional local ¢ By, sdo as derivadas das fungdes de forma neste mesmo sistema:

N,

B _ =21 421a

w5 (4.21a)
&N

B, =— (4.21b)
Oy

As fun¢Bes N, sdo relacionadas &s variaveis do espago paramétrico & e #, aplicando-se a

regra da cadeia da derivagfio, tem-se

ON, _oN, 8¢ oN, &n

n - " (4.22a)
ox o ox om &x
aj\i" - §§~+ N, fﬁ (4.22b)
& o & on &y
escrevendo o sistema em forma matricial:
ON, o& g: ON,
ox | _| & vyl oF
N, [Z|an on ||oN, (4.23)
Y x| ay
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As derivadas contidas na matriz da equacfo (4.23) nfio sdo conhecidas, mas suas inversas

podem ser determinadas a partir de (4.18) [21], assim,

-1

or a2 [at & § o
& oy o on 1| on on
= o oaa | = A 4.24
UL/ N R B e e
& oy o¢ 0On o o
onde j é o determinante do Jacobiano, dado por
X 8y ox oy
=By EH (4.25)
o¢ on on o

Para um elemento com um ponto de integragéo, localizado no centréide do elemento, onde & =

= 0, as fungdes de interpolagfo dadas por (4.18) séo todas iguais e valem:
1
N (En) = 3 (4.26)

substituindo-se as equagdes (4.18) em (4.25) e manipulando-se, tem-se que o determinante do

Jacobiano no centréide vale:

I CEE N O SRTCREY R 5] 427)
que ¢ equivalente a:

j=—A (4.28)

onde 4 € a drea do elemento, projetada em seu plano médio.
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As derivadas das fun¢Ges de interpolagfio sdo dadas pela substituigdo das equacbes (4.18),

(4.24) e (4.25) nas equagdes (4.21), o que permite escrever:

B, = ﬁ(ﬁz ~3,) (4.292)
B, = 5%(5)3 -5, | (4.29h)
B,= 5%(}74 -%,) (4.29¢)
B, = i(ﬁl ~%,) (4.294)
B, = é(&; ~%,) (4.29¢)
B, = ﬁ(’?l -%,) (4.291)
B, =i("z —%,) (4.29¢)
B, = 332(;%3 -z (4.29h)

ou em forma matricial,

Bz’ami 3:”2'_}:’4 .%3".?1 }24_3’?2 3?1"_{’3 (4_30)
241 x,-x, X, —-Xx, X,-%, X,-%,
4.2.3. Calculo das Forc¢as Internas para o Elemento BLT
O principio das poténcias virtuais, para um elemento, pode ser escrito como [3]
s{of {m}, +5{€z}§{f}a = [s{ D} {e}ar (4.31)
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onde

8. 50,
S{¥), =18, 1, 5{é}, =50, (4.32)
55, &

sdo as variagBes das velocidades lineares e velocidades angulares nodais, respectivamente,
medidos no sistema local,

i}, - fypo =4, (4.33)
f. ,

sdo respectivamente as forcas e os momentos nodais, medidos no sistema local, {D} é um vetor

formado pelas componentes do tensor faxa de deformagdo e {c} um vetor formado pelas

componentes do tensor tensdo, ambos igualmente avaliados no sistema local.

Os vetores das tensdes e das taxas de deformacio podem ser divididos da seguinte forma:

{o}= {:} e {p}- {3} (4.34)

onde

q‘-
i
< » QQ)
—
q—-
St
i
oy
> Qo
ks
L S—
P
<
S it
f
> o

L be {D"}={2‘?ﬂ} (4.35)

Q,
4
2
o

Reescrevendo-se a equagdo (4.31) ¢ introduzindo-se o fator de cisalhamento, x, para

assegurar a condigfo de normalidade de Kirschoff [3], tem-se
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s{ofl{m}, + {3} {f} = j(5{D’}T{o'}+K8 {B”}T{G”})dV (4.36)

Ny Srat O, f, 4, [, +80 m. +356, h, +56, =

X

j[”ﬂ&wb é,, +2D_6 m(zz‘) & +2szc§xz)} v (437)

substituindo-se as equagdes (4.20) no segundo membro da equagio (4.37), tem-se:

A

o 1., +5Vyaf +&3mfza+5a) Moy + 0@, M, +565

ra za

(B85, +2B. 56, )6 v+ j(B &, -iB, 56, )c dv +

‘3%

(B &, +B,, 0, +3B, 56, 2B, 66, )6 dV +

(B &,,~N,6b,,) x5, dV+j(B 8., +N,06, | x5 v (4.38)

) —

Isolando-se as variagdes em (4.38) e levando-se em conta a sua natureza arbitraria, obtém-

se as for¢as nodais resultantes no elemento:

fea = | (B + Byacfxy) av (4.39)
;

f,. = j(Bya&w +B. G, )dv (4.39b)
;

fu. = j(Bm&n + Byac“rﬁ) xdV (4.39¢)

A = Vj (— iB, &, —%B G - m’\faé}z) 14 (4.39d)

, = ; (8.6, + B, 6, +KkN,G,. )V (4.39)
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=
Il
<

i (4.391)

As expressdes (4.39) a (4.39f) permitem avaliar as forcas internas nodais resultantes para
o elemento proposto por Belytschko-Lin-Tsay e sdo empregadas na formagéo do vetor de forgas

mternas global, {Fiy}, usado na equagiio do movimento, equacio (2.49).
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4.3. Elemento de Belytschko-Wong-Chiang (BWC)

Apresentado em 1989 e posteriormente revisado e reapresentado em 1992, este elemento
€ uma evoluglo do elemento BLT, possuindo as mesmas caracteristicas bésicas, como o sistema
co-rotacional e a integracfio reduzida uniforme, porém traz duas caracteristicas adicionais muito
relevantes. Sua formulagfio apresenta acoplamento entre os termos de membrana e flexfio e

possui um esquema elaborado de projecdo das deformacdes de cisalhamento, similar ao

encontrado em [23] e [21].

Com estes melhoramentos, o elemento BWC possui uma boa performance quando em

configuracdes “empenadas” e apresenta um custo computacional similar ao elemento BLT.
gl b3

4.3.1. Sistema de Coordenadas Co-Rotacional do Elemento BWC

Considere um elemento quadrilateral e quatro nés, definido conforme a figura abaixo.

Figura 4.3.1.1 ~ Sistema de Coordenadas Co-Rotacional, elemenic BWC

Os segmentos {ac} e {bd} slo construidos a partir dos pontos médios das arestas. O

versor normal {e;} € definido como
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{ 4.4
Hach{sa)] (#40

= ”{ }H (4.41)

Finalmente, o versor {e;} ¢ definido a partir de {e,} e {e;}
{e2}:{e3}x{el} (4.42)

Os segmentos {ac} e {bd} estdio localizados exatamente sobre a superficie isoparamétrica
bi-linear do elemento, precisamente sobre o mapeamento das linhas n=0 e £=0, respectivamente.

Deste modo, {e;} ¢ exatamente a normal da superficie média do elemento, na origem do espaco

paramétrico. _
O sistema [e,, €,, €], como definido aqui difere ligeiramente do originalmente apresentado

em [6], de modo que a diregdo de {e,} de um elemento seja facilmente identificada como

semelhante a orientagdo da aresta formada pelos nds 1 e 2, como no elemento BLT.

4.3.2. Formula¢ao Isoparamétrica aplicada ao Elemento BWC

Para um ponto pertencente ao dominio do elemento, pode-se escrever que
{x}= {X"’}—i—é_{p} (4.43)

onde {x’”} sdo as suas coordenadas na superficie de referéncia do elemento, {p} € o versor

normal a superficie neste ponto e
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gmc;-g»; ~1<4 <1 (4.44)

denota sua posicdo ao longo de {p} Isto €, sma posigio ao longo da espessura, .

Analogamente, a velocidade de um ponto no dominio do elemento pode ser escrita como

{v}={v"} +Z{p} (4.45)
onde {V} = {x} = Q;XT} € { E } = 6{p} sdo as derivadas materiais, em relagio 20 tempo.
Interpolando-se a partir dos valores nodais, obtem-se
(4.46)

fvl=n{ve e, (.}

onde N, sio as mesmas fungdes de interpelagio bi-lineares apresentadas na equagdo (4.18).
As componentes do tensor faxa de deformag8o, apresentadas na equacio (2.9) e reescritas

abaixo, necessitam que as derivadas espaciais do campo de velocidades sejam calculadas.

— e

ox. Ox.
i i

1{ov, ov,
! 2( i J (4.47)

Aplicando-se a regra da cadeia para a diferenciagfo das fungdes de forma, tem-se que:

N, X Vor Zog s
Nyt =i%, P 2y 4N {4.48)
Na,/— x:vg’ ysg Z:q Naj

Invertendo-se o sistema. obtém-se
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Na,x' Yoy P Vo Zan Vo Z,;'*'}’,; Zsg Yog Z,,?-}’,,,, Zyg Na’&:

| . Ao A A A
Na,j" o=t —} "”“xg;? 2:;+x;g Z’?’}’ x,g Z,;—_.x,; Z,é: ""'"‘x,é; Z,ﬂ'i‘.x,q Z’f = Na,?} (4‘.49)
Nos Ton VogTHe Vog TEag Vogt Xy Vie X Pop=Rey D | | Nog

onde o determinante do Jacobiano € dado por

- -~

N CN W N W ERI R S P Brg=toy P ) (4.50)

Como N, =N, (cf,n ), entdo N, =0 e o sistema pode ser reescrito como

Nes 1 Yo Zo¢TVop Loy T Vap ZopHVop Do N
A - A ~ ~ ~ A A &t
N,; = B L ar S-S N RS A A N y (4.51)
- ~ A A -~ ~ n " ax
Nas Yog Vo Thor Yoy T Hag Vop s Vg
Para a teoria de Mindlin-Reissner, a componente N_, ndo é necessaria, assim tem-se que
I I e O e LT, Ve (4.52)
Nos| T =%, 2,45, 2, Xop Zog =Xy 2o N,o

Para o sistema de coordenadas local definido da segdio anterior, os eixos X, yez
aproximam-se bastante dos gixos £,7e( , no centréide do elemento. Desta forma, os produtos
envolvendo Z,, ou Z, com Xy OU y, nas equagdes (4.50) e (4.52) sfio muito pequenos e

podem ser desprezados e a equacfo (4.52) pode escrita como:

Nag _1 Vo g Nag (4.53)
N[ T Tl-%, 2N '

a.y an

¢ o determinante do Jacobiano definido pela equacfio (4.50) passa a ser
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J={%; 950, 5 ) (4.54)

Note-se o cancelamento do termo Z,. nas equagdes (4.53) e (4.54).

Substituindo-se a equagio nas equacdes (4.53) e (4.54) tem-se que
N,; A:m A:rfz = i3 T Fyag Na
R Y R | R U (455)
Na,j- J _xa,] x:g —'p,{-aq piag Na,n

e 0 determinante do Jacobiano passa a ser dado por

J= [(x? +CPsz )(ﬁ,;" +4Dj s )w (XE +{Dss )(y;" +(Pyse )] (4.56)

Segundo o apresentado em [5] e [6], os termos dependentes de £ na expressio do

determinante do Jacobiano tem pouca influéncia na performance do elemento, podendo ser
desprezados, e desta forma

J=(27 927 5r) (4.57)

que ¢ idéntico ao determinante do Jacobiano do elemento BLT, dado pela equacio (4.25).

As derivadas das fungdes de forma podem ser expressas das seguinte forma, a partir da
equacdo (4.55)

)= B B Ba Bu [N Moy Moo N, (4.58)
B8, B, By, B, | |N;, N, N,, N

Ly 2.3 3,5 4.3

Levando-se em conta a equacdo (4.55), pode-se escrever as derivadas das fungdes de
forma da seguinte maneira,
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Bocl L 1Bel, 7 )5 4.59
B, [ "8, 6 B, (4.59)

il
{Ba}={BZ}+§{BZ} (4.60)
onde
A JBact 1| Fa BEL N,
{Ba}—{B:y}_j[_g? X?HN:} (4.61)
[~

]2l e ] wo
Bay J _pi?fg p}?’f Nn:z;q

Usando-se as equacdes (4.46) e (4.59) para o calculo das componentes do tensor taxa de

deformacio, tem-se que

Dy = B,v;, +CB, s, (4.63)
Dy =B, + B ) v, + Z(B, +B2.) s, (4.64)
Dy =By, +Z (B v, + B, po ) + 2B by (4.65)

Desprezando-se o termo em { * por ser pequeno, pode-se escrever que

Dy =B, +E (B e, + B2, 5, ) (4.66)
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Analogamente,

D, =B, +E(B v, + B,y ) 467

Dy =B, v, +B. Vs, 6 (B"jxvy + B, v, +B7, :Ps, +Bj}.,p2a) (4.68)

ay Xa

Para a obtencfo das expressbes (4.66), (4.67) e (4.68), ¢ necessirio determinar as
derivadas espaciais do vetor {p}, normal a superficie do elemento no centréide. Uma expressdo
para este vetor pode ser obtida a partir da equagdio da superficie média do elemento, definida pelo

campo isoparamétrico bi-linear formado pelas fungdes de interpolagio.
Conforme apresentado em [4], as expressGes isoparamétricas podem ser manipuladas de

modo a obter uma expressdio para a superficie média do elemento definida em funcfo das

coordenadas locais do elemento, como se segue

27 = i (Ea +3B;, + VB, +<§ny5) Z, (4.69)

a=1

onde

{1 B, (Z’%J Bjﬁ(éﬁjﬂ (4.70)
[h ~B°. [th,} g(gh,ﬁfﬂ @.71)

Bl=[+1 -1 +1 -1 (4.72)

O vetor normal {p} pode ser obtido através do calculo do gradiente da superficie descrita

pela equacgéo (4.69):
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[ 32

tpf=1-

.z

Tl ABL -0, _
Sr=2 —%BE}—.“%(&?lm (4.73)
1

a=]

b BN

Usando-se a equagdo (4.73), as derivadas de {p} presentes em (4.62) podem ser dadas por

Piy =25 =~z (4.74a)
Pip =i =28, (4.74b)
Pis=—E5==zn, (4.74c)
Doy =55, =—2 8, (4.74d)

Substituindo-se as equagdes (4.24), (4.25) e (4.74) na equagdo (4.62), tem- se que

B¢ z X, 41 X,
{Bf= 1ot = oo e (4.75)
Bay 16J- fay,q-wyay,a

substituindo-se as derivadas das fungdes de interpolagéo na equacio (4.75):

2z, | Xy X Xy X
(B =TT e (4.76)
A"V Vs Yo Vi Vu

Procedendo-se de maneira andloga para a equacio (4.61), obtém-se que:

A1
{Ba}_ﬂ[ 4.77)

Yo Yar Yoo Vi
Xz Kz Xy Xy

Usando-se as expressdes (4.76) e (4.77) as equagBes (4.66), (4.67) e (4.68) podem ser

escritas como
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m 1 - Ea)
Dy = "2"”2“(3724",%13 +y13vi4z) 7 (4.78)
. 1. -
¥ Ty g RV T XV :
D5 = vy, + i) (4.79)
w1 . n - x
BTy et T MaVeae T VeV s T VeV, .
2D —ZA(xv X Ve F VouVe PV ) (4.80)
L= Yos@., F Vis@;,, i 2z, (3213";&132'5' JE,,QVX«%) (4.81)
’ 24 A
. = £34wx13 +3%13(1)£42 22‘)!’ (y§3v)]3 y4?vy74) (4.82)
¥ 2A AZ
. = 5‘}420)}713 +‘£13w}74z “'}1}24(0313 - 5;31(0224
. 24
+ 2z, (7213"5;13 + 5542"’5)24 :’ PisVips + 3342‘”224) (4.83)
A
e
Dy = D +{x (4.84)
Dy, =Dg +3x; (4.85)
Dy = Df +£:_‘"'m1<ﬁ . (4.86)

Estas expressOes permitem o calculo das componentes D, D ¢ D, do tensor taxa de

deformagdo, referenciadas no sistema jocal do elemento. As demais componentes, relacionadas

ao cisalhamento, séo detreminadas de acordo com o apresentado na segio seguinte

4.3.3. Projecao do cisalhamento

As taxas de deformagéo D,, e D,, sho determinadas a partir de um esquema de projeciio do
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cisathamento, semelhante ao apresentado em [21].

A figura 4.3.3.1 representa esquematicamente os vetores usados na defini¢io da projecio

do cisalhamento

Figura 4.3.3.1 Projecio do cisathamento

3. 4
3 i i k
1 2 4
4 2 2 3 1
3 4 2
4 1 3

1
1 2

Figura 4.3.3.2. Seqiiéncia de indices para projegdo do cisalhamento

O vetor tangente a aresta /, contido no plano médio do elemento, pode ser escrito como

yj“yi (4-87)

a {518 z X, - x,
H ‘ \/(xj—xf)z +(y,-—yz)2 E 0 %

denotando-se o comprimento, ou norma, da aresta / por
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(4.88)

e definindo-se

X, ~-X
= (4.89)
Ji
b
Ji
o vetor tangente {t'} pode ser escrito como
x
(4.91)

O vetor simultaneamente normal 2 aresta [ e ao plano médio do elemento, denotado por

{n’}, € obtido pelo produto vetorial entre a tangente {t'} e a normal ao plano médio do elemento

1€}
- j;'j;
n'}={e} x{t'}=1 3, (4.92)
0
Projetando as velocidades de rotacfio dos nds da aresta 7 sobre sua normal {n'}, pode-se
escrever:

(4.93)

assim, para os dois nds da aresta J
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a):i = [af)xi (‘6}’; 0] fji == Axi?ji + 'Ayi-‘j_cji . ' (494)
0
Myji
7 o -y = N5 3 F
@, = [a)xj. o, 0]- Xjp (20,540, X, (4.95)
0

As taxas de deformagfo de cisathamento, no ponto médio da aresta 7, projetadas sobre a

normal {n'}, podem ser escritas como em [6]

2
>

@, =§(wif +®ij)+-é~(v -5.,) (4.96)

Os valores nodais resultantes podem ser avaliados com base nas contribuicdes das arestas

concorrentes em cada nd
7 =a!({of fe} Jrar (o} {e}) (497)

@;, = EHJ({HI}T '{ez}}ﬂ'é'f({nK}T {e, }] (4.98)

Assim, as taxas de deformagéo de cisalhamento podem ser calculadas em qualquer ponto

no dominio do elemento, através da interpolagiio dos valores nodais, usando as funcdes de forma

2Dyz = WNaE!j‘ia (499)

2D, =-N,5;, (4.100)
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A partir das expressOes (4.96), (4.97) e (4.98), pode-se determinar uma expressdo mais
simples para as equagdes (4.99) e (4.100), expressas apenas em funcio das coordenadas nodais.

Reescrevendo-se a expressdo (4.96)

A . " . 1. n
(-5, + 6,7, - 6,5, +6, 3 JoL(5,-5,) (4.101)

iR

=
NS I

~ - {} A
1 zf 1 j
-7 A ~ ~ \ - A -
@, -EZ"Z Yy xﬁ]’ Wy ”"“2}":[2 Vi xﬁ]' xj (4.102)
i ~ i a
wyf ’ Q”f

Determinando os produto internos entre os vetores unitarios das equagdes (4.97) e (4.98),

simplifica-se as expressdes como se segue:

W fet=-3, (0} {e)=x%, (4.103a)

<l fel=3: {0f} fe)=x, (4.103b)

Substituindo-se as equagbes (4.102) e (4.103) na equagiio (4.97), determina-se a taxa de
deformacdo de cisalhamento nodal da seguinte maneira,

B, =-0,7,~8, 7V, (4.104)

e que resulta em:

_ 00 b,
e yjf [ » - ] ~ yji [ ~ ~ ] A
@, =~ -2 - Vi Xply@,r-——2 - Vi Xpl@,, it
21 . 27
Jt gt cﬁ
¥ }’j
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— ‘DZk — {)35
yx" ~ - a }’,- ~ & b
——"“'2; [” 2~y xik]' Dy "'é”f_[z ~ Y xﬂc]' @y (4.105)
i & i @
i vi

definindo-se as seguintes variaveis auxiliares,
‘“f.ff =
F

e substituindo-se na equaco (4.105), pode-se escrever os valores nodais das taxas de deformacio

de cisalhamento como se segue:

@, =506, -5 63.+5.5) -65 455 )Ha,

1 = oA = - .
+E[_2yﬁ Vil "xﬁyﬂ]' [+
@,
1 Ve
+§[2§§Ek j}iki;c —‘iz‘!c.a’_w:ik]' a,, (4.107)
(ﬁyk

A partir da equacfo (4.107), percebe-se que cada nd i, recebe contribuicdes dos nés

adjacentes, j ¢ k. Fazendo-se o cOmputo para todo o elemento, pode-se escrever a contribuiciio de

cada nd:

e) " »

@, =26, -7.) G,5:+5.7.) -&5, 2506, (4.108)

e,
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Analogamente, para a outra direco
@y, = [_ 2(32;‘1‘ - %r‘k ) - (J'A’ ji§ji + Aiﬂ:”x_i‘k ) (55 ,-5 #t ')%ik'.x:iic )] é\’x,» (4.109)

Desta forma, as equagbes (4.99) e (4.100), avaliadas no centro do elemento (;” =N = 0),

podem ser escritas como

{Zsz} I 2(%"?‘%) (ﬁjiﬁ-i_“{)ﬁfik) ‘(Jn‘f"j’nwﬁﬁ“’j"") lo (4.110)

ZDyz } Z _2(5’2,-'5 M?z’k "(j’jsi-f +5}ik§:‘k) (iji.)z}ji +5Eik§ik)

onde para cada no6 i, os indices j e k sfo dados pela figura 4.3.2.2.
Com isto, pode-se calcular todas as componentes do tensor taxa de deformacio e
proceder-se o célculo das forgas internas de maneira analoga ao empregado para o elemento BLT,

na secdo 4.2.3.

4.4. Sub-Integracio e Controle de Modos Espiirios

A integracdo dinamica explicita requer o uso de um incremento e tempo pequeno para a
garantir a estabilidade, fazendo com que as operagdes nodais e as avaliagBes das equacdes
constitutivas em cada ponto de integracio nos elemento precisem ser executadas milhares, ou até
milhdes de vezes [16].

Para os codigos explicitos, a adogdo da integragio reduzida uniforme trouxe ganhos de
performance computacional da ordem de uma dezena de vezes, tornando-se quase uma

obrigatoriedade para assegurar uma performance aceitivel em problerﬁas de engenharia [18]{16].
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O grande inconveniente da integragdo reduzida uniforme, ou sub-integragfio, € o
aparecimento de modos espurios de deformagfo, isto é, modos de deformagiio com energia nula
[21]. Nos elementos quadrilaterais lineares, os modos espurios aparecem da incapacidade das
derivadas das fun¢des forma de representarem os termos bi-lineares de rigidez e de forca interna,
na integragéio no centréide (E=n=0) [21].

Sendo a matriz de rigidez de um elemento dada por

i

KB

f[B}T [clplo (4.111)

Q

os modos espurios podem ser determinados pela avaliagdo das suas caracteristicas de rigidez,

atraves do problema de autovalores
det{ [K.]-2Ji] )=0 (4.112)

Os elementos de casca BLT ¢ BWC possuem cinco modos espurios de deformacio
associados & membrana e flexdo. Na figura 5.4.1 mostram-se os modos espurios associados a

deformacgdes de membrana.

i §
1
‘/
7 v
7 \ //
/ \ 4
/ N % 3
/ A\ ~
L. N ~,
“'\
4

Figura 5.4.1. Modos Espurios de Deformacio de Membrana

Na figura 5.4.2 sfo apresentados de maneira esquemaética os modos espirios associados as

deformacdes de flexdo.
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Figura 5.4.2. Modos Espurios de Deformacio de Flexdo

Os modos espurios séo definidos, para um elemento de formato quadrado, de acordo com

0 seguinte vetor:

Bl=+1 -1, +1, -1] (4.113)

Para configuragdes quadrilaterais arbitrarias, o vetor de forma dos modos espurios,

ortogonal aos modos de corpo rigido, definido em 3], ¢ dado, por
Vi=h ~(h;%,)B, (4.114)

Associadas aos modos espirios, pode-se definir taxas de deformagdo generalizadas ¢, tais

que

q;w z?’l‘:}al
g =y, (4.115)
gz{: m?lﬁzl

com o = 1,2, significando as direcdes no plano do elemento (£,7) e /=14, significando o
somatorio sobre os nés do elemento.

A vpartir das taxas de deformag¢des generalizadas, sfo definidas as taxas de tensdo

generalizadas [3], tais que
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QaF = Cﬁj

O) =C4f (4.116)
Qf = quf
onde
1
Cl = E FBLPeBa{Baf
C,= 133 r(xGH* 4 )B_B_ (4.117)

1
= ng (EhAc)Bme,

sdo coeficientes determinados a partir dos limite superiores de rigidez que uma casca de material

hipo-elastico pode apresentar [3][15]. A constante ¥, é definida como:
¥, =ER’4, (4.118)

para o elemento BLT , e como:

¥ =14 23’:? (4.119)

para o elemento BWC.
Os coeficientes Cl, C2 e C3 envolvem propriedades geométricas do elemento, como a
area, 4., e a espessura, 4, pardmetros de material, como o médulo de elasticidade, £, o médulo

de cisalhamento, G, e o coeficiente de cisalhamento, k. Os pardmetros ¥,» ¥, € F, s8o constantes

arbitrdrias que controlam a intensidade da rigidez a ser introduzida pelas deformacdes

generalizadas. Seus valores que em geral oscilam entre 0.01 € 0.05 [3]. A metodologia que leva a

dedugéo destes dos termos pode ser encontrada em [15].
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As tensOes generalizadas sdo atualizadas a partir das taxas de tensdo generalizadas, de

manetira similar as tensfes internas:
Q™ =Q" +AQ (4.120)

onde At ¢ o incremento de tempo, Q™" ¢ Q" sfio o novo vetor de tensdes generalizadas e o vetor
de tensdes generalizadas no instante anterior, respectivamente. Desta forma, as tensdes
generalizadas devem ser armazenadas como varidveis em cada elemento.

A partir das tensOes generalizadas, podem ser calculadas forcas internas de estabilizacio

da seguinte forma:

’ﬁff ='YIQ:
fi=y,0f (4.121)
fi=y,0

As forgas de estabilizagfio sdo calculadas no sistema de coordenadas local e adicionadas
ao vetor de for¢as internas nodais do elemento, estabilizando-o localmente. Com a adicéio das

forgas locais ao vetor de forgas internas global, ocorre a estabilizacéio do sistema.

4.5. Remoc¢ao da Rotagao no Plano

As formulagBes de casca sdo geralmente baseadas em cinco graus de liberdade nodais mas

os programas de elementos finitos gerais sfio normalmente implementados com seis graus de

liberdade nodais.

Quando um elemento de casca com cinco graus de liberdade por n6 ¢ implementado
diretamente em um sistema com seis graus de liberdade nodais, h4 o aparecimento de
deformac@es espurias, causadas pela incapacidade da formulagio de representar as rotacdes 6 P

na superficie média do elemento.
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Em [8] ¢ apresentado um esquema de projegdo que, a partir de um campo arbitrario de
velocidades, remove as componentes o, das velocidades de rotagdes nodais, de cada elemento.
Considera-se um elemento quadrilateral linear, conforme a figura 43.3.1. Em cada né do

elemento, vetores normais podem ser determinados a partir do produto vetorial entre os vetores

formados pelas arestas concorrentes a cada né:

= (4.122)

Sendo {6)“} o vetor das velocidades angulares nodais expressas no sistema local do

elemento, as componentes o, das velocidades de rotaciio nodais podem ser removidas através da

expressio:

o, ={6,}-(o.)- {8} (.} 4.123)

De modo a manter a poténcia interna invariante, a mesma projecdo deve ser aplicada ao

vetor dos momentos intermos:

{,}= {m,} - (&) {4,))-{a,) (4.124)

A

onde {'ﬁia} sdo os momentos calculados a partir do campo de velocidades angulares {ﬁa} e

{ fha} s30 os momentos nodais resultantes, a serem convertidos ao sistema global e adicionados

adequadamente ao vetor de forgas globais.
Esta metodologia foi adotada para a implementacio de ambos os elementos estudados

neste trabalho.
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4.6. Equacodes Constitutivas

No presente trabalho, sdo utilizados dois tipos de modelos de material, elastico linear
infinitesimal e elasto-plastico, de modo a permitir a implementagéio de um sistema computacional
funcional e sua avaliagio comparativa em relagio a outros sistemas. Desta forma, serdio
apresentados apenas os conceitos bdsicos ¢ as definicdes necessarias para esta implementacio,

sem entrar em detalhes sobre os modelos constitutivos estudados.

4.6.1. Elasticidade Linear Infinitesimal

Para um material elastico linear isotrdpico, em condicSes isotérmicas, um incremento de
tensOes € determinado a partir de um incremento de deformagdes, de acordo com a lei de Hooke

para o estado plano de tensdes [11]:
{6}=E[ ¢} (4.125)

onde {6} € um vetor formado com as derivadas temporais das componentes do tensor

tensdo de Cauchy:

{6f=16, (4.126)

{e} ¢ um vetor formado com as derivadas temporais das componentes do tensor deformacio

infinitesimal [117]:
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{8}=128,t 4.127)

[B]=— 2 - (4.128)
2

1y
2

onde £ ¢ o médulo de elasticidade do material e v é o seu coeficiente de Poisson.

Para pequenas deformagdes ¢ pequenos deslocamentos, as derivadas temporais das
componentes do tensor deformagfio infinitesimal podem ser aproximadas a partir das
componentes do tensor taxa de deformagéo {25]:

§,2D, (4.129)

Conseqiientemente, usando-se as equagdes (4.125) e (4.129), para um dado instante 7 ¢ um

pequeno incremento de tempo Az, as tensdes podem ser calculadas como:

o} ={of" +{c}as (4.130)
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4.6.2. Elasto-Plasticidade

Neste trabalho € empregado um modelo de plasticidade associativa, baseado no critério de
escoamento de Von Mises, com encruamento isotrdpico, conforme apresentado em [11] e [29].
Diferentemente dos algoritmos usados em problemas estiticos incrementais ou dindmicos
implicitos, nos métodos dindmicos explicitos ndo ha a necessidade de calcular-se iterativamente a
matriz de rigidez tangente para um dado incremento de deformacdes, ao invés disso, apenas as
tensdes resultantes precisam ser calculadas. Neste trabalho, as tensdes resultantes sio calculadas
pelo método do retorno radial, conforme apresentado em [11].

Para o estado plano de tensdes, o critério de escoamento com encruamento isotropico é

dado pela seguinte equacgio:
/(s ~o,(g,)=0 (4.131)

onde f{{o}) ¢ a funcio de escoamento e o,(e,) € regra de encruamento que define a tensfo de
escoamento como uma fun¢io da deformagfo plédstica equivalente, £ i

A fungo de escoamento para o critério de Von Mises é dada por:

f({c})zz\/oﬁx +02 —o,0, +3ol +ol 462 (4.132)
onde ¢, sho as componentes do tensor tensio de Cauchy.
Para um encruamento isotrépico potencial, a tensfo de escoamento pode ser calculada
pela equagdo:

o,(e,)=K(,) (4.133)

onde o multiplicador K ¢ expoente de encruamento » séo constantes do material, que podem ser

definidas a partir de um ensaio de tra¢do uniaxial.
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Em um dado instante de tempo, as tensdes eldsticas podem ser calculadas conforme a

se¢do anterior, usando-se a equacdo (4.130)
lo'} ={e} " + {s}ar (4.134)

Substituindo-se {6* } " na equacdo (4.131) tem-se duas possibilidades.

A primeira possibilidade refere-se ao caso elastico, quando
f({a‘}’]—o-?(gp) <0 (4.135)

isto €, o material ainda ndo atingiu o limite de escoamento e responde elasticamente, conforme o

apresentado na secfo anterior.

Na segunda possibilidade, quando
7({s}) -0o,(€,)20 (4.136)

o material atingiu o regime plastico e responde com um comportamento elasto-pléstico.

Quando o regime plastico ¢ atingido, pode-se dividir o tensor taxa de deformagiio em uma

parcela elastica e outra plastica:

{D} = {D}+ {Dy} (4.137)
Fazendo-se
{De} = {D} — {Dy} (4.138)

pode-se usar as equagdes (4.129), (4.125) e (4.138) para escrever:
{6}=[e}p.} <[Efp-D,} (4.139)
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Pela condigdo da normalidade [11], a parcela plastica da taxa de formagio pode ser escrita

comao:

(4.140)

onde o multiplicador plastico, &, ¢ um parimetro escalar a ser determinado e {m} € um vetor

normal a superficie de escoamento definida pela equacio (4.131). O vetor normal {n} pode ser

definido como [29]:

(4.141)

Substituindo-se a equagdes (4.132) na equagfio (4.141) e resolvendo-se as derivadas

parciais, tem-se que o célculo explicito do vetor normal € dado por:

1
~1/2

-1/2
1

(4.142)

De posse do vetor normal, pode-se retornar a4 equacdio da parcela plastica da taxa de

deformagdo, equagdo (4.140), reescrevendo-a em fungio das tensdes em cada ponto:

1
~1/2

~-1/2
1
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O calculo do multiplicador plastico % envolve a soluciio de equagBes nfo-lineares e pode ser

determinado de forma iterativa, como se segue.

A partir da equagfio (4.139), tem-se que:

{s}=[E}D} -[E}D,] (4.144)

Seguindo-se a mesma forma da equacio (4.134), tem-se que as tensSes resultantes, num

dado instante de tempo, podem ser escritas como:

{o} ={a}” +{s}ar (4.145)

Substituindo-se a equagdo (4.144) na equagio (4.145), tem-se que

{o} ={o}" +[E}D 12 -[EfD, }ar (4.146)

Usando-se a equacio (4.134), obtém-se

{6} ={s"}' -[E}{D, jar 4.147)

Substituindo-se a equagio (4.143) na equacio (4.147), tem-se que

P Y AAr ‘_;/2 w}}/z :
{6} ={o"} mm-——)—[E] 3 {6} (4.148)

Isolando-se {o}':
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M 1 -1/2
1 . -1/2 1
< 1 -;_————;E\'WA_I_..[E] 3 >{G}t P {G*}t

1 f({“}w) 3

(4.149)

Deve-se encontrar um valor para % tal que a equaclo (4.149) seja satisfeita, respeitando

simultaneamente a condigéo de que as tensdes devem estar sobre a superficie de escoamento, ou

seja

/ (G’)= o,le1) (4.150)

Conforme apresentado em [11], Az , = %A? € 0 incremento plastico equivalente, de modo
[ |
que &, =&, +Ag .

O multiplicador plastico pode ser obtido de maneira analitica, mas para esta

implementagfio, usou-se um algoritmo iterativo baseado no método da secante.

4.7. Matriz de Massa

A matriz de massa global ¢ composta pela contribuicio de massa e inércia de cada-
elemento que compde o sistema. A integracdo explicita do tempo torna essencial que esta matriz
de massa seja diagonal, proporcionando o desacoplamento entre os graus de liberdade globais,
evitando a necessidade de inversbes de matrizes ou a resoluciio de sistemas de equacdes [21].

Conforme apresentado por Hughes [21], a matriz de massa diagonal de cada elemento é

composta por termos relativos a translagio termos de inércia de rotagdo, associadas aos graus de
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liberdade dos nds que compdes um elemento. Assim, a matriz de massa concentrada de um

elemento no espago € dada por:

m, 0 0 0 0 0
0O m, 0 0 0 0
O 0 m. 0 0 0
[m, = : (4.151)
0O 0 0 I, 0 0
0 0 0 0 I, 0
(0 0 0 0 0 I

Os graus de liberdade de translagdo sfo expressos no sistema global e os termos da matriz

de massa relativos a de translagfo, m1;, associados a cada um deles podem ser dados por:
m_=m =m_=m=—M {4.152)

onde M, ¢ a massa do elemento ¢ . Ou seja, 0 elemento tem sua massa igualmente distribuida para
todos os nos. Assumindo-se que a densidade do material, p, € constante em todo o elemento,

pode-se escrever
M, =pV, =pd4h (4.153)

onde V, € o volume de elemento, 4, a sua drea e & sua espessura.

Estando os termos que representam a inércia de translagfo do elemento expressos no
sistema global, basta adiciona-los diretamente 4 matriz de massa diagonal global.

Os graus de liberdade de rotagdo necessitam um tratamento um pouco mais elaborado. As
inércias de um elemento, [y, sdo calculadas em relagdio ao seu sistema de coordenadas local, da

seguinte maneira:

Iy = (5= 5 pd,dids
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I, = j(,%afcl.)?—pAed;zdj; (4.154)

I,=1, +I}E

Uma forma simplifica de avaliar estes termos € mostrada em [18] e [21], onde sugere-se o

célculo dos termos de inércia de rotagdio, no referencial local, da seguinte maneira:

I, =1, = maxli(m_zzJ(mA ﬂ (4.155)
3 12 /s

deste modo, a sub-matriz de inércias de rotagiio associada a cada né do elemento pode ser escrita,

no sistema local, como

(4.156)

Para ser adicionada 4 matriz de massa global, a matriz inércia de rotagfio nodal precisa ser

transformada para o sistema de coordenadas global. Usando-se a matriz de transformacio local-

global do elemento, [R?], definida em (4.14), tem-se

e J= el e (4.157)

Quando da transformagéo para o sistema de coordenadas global, a matriz de inércia de

rotagdo nodal deixa de ser diagonal caso os eixos do sistema de coordenadas do elemento nfo

forem paralelos aos eixos do sistema global.

A matriz de inércia de rotacdo nodal resultante € obtida levando-se em conta a

contribui¢do de todos os elementos conectados a um mesmo né:
[IJ:Z[I;] (4.158)
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A matriz de Inércia global ¢ entfio formada a partir de todas as sub-matrizes nodais {L.].
De modo a assegurar que todas as matrizes de inércia de rotagdo nodais sejam diagonais, &
conveniente representar os graus de liberdade de rotacio nodais em um sistema de coordenadas
nodal, alinhado com os eixos principais da matriz de inércia de rotagéo nodal [L.].

Assim, para cada nb, é preciso determinar os autovalores, I, e os autovetores
normalizados, {i;}, da matriz de inércia de rotagfio nodal, [I,]. Cada sistema de coordenadas nodal
fica entdo definido como sendo a triade formada pelos autovetores {i;} e a matriz de inércia de

rotagdo nodal passa a ser a matriz diagonal formada pelos autovalores, /;:

L, 0 0
I,=/0 1, 0 (4.159)
0 0 I

w

A matriz de transformacio nodal-global, [Rg] € definida usando-se os autovetores {i;}

como colunas, de tal forma que:

[Rag}= i i, (4.160)

Para permitir condigbes de grandes deslocamentos e grandes rotaces, os tensores de
inéreia nodais e conseqlientemente os sistemas de coordenadas nodais devem sempre acompanhar
as rotagles experimentadas pelos né, sendo portanto necessario reorienté-los a cada incremento

de tempo.

Nesta implementagéo, todos os graus de liberdade de translacfo so EXPressos no sistema

global e todos os graus de liberdade de rotagio sio expressos nos sistemas nodais.

73



Capitulo 5

implementa¢do Computacional

Neste capitulo sdo apresentados a infraestrutura computacional € os principais algoritmos
utilizados nesta implementagdo. Procura-se Detalhar todas as etapas do programa, de modo que

este capitulo se constitua na documentaciio basica do sistema que sera disponibilizado em

dominio publico.

5.1. Infraestrutura Computacional

Para esta implementacdo foi usada a infraestrutura descrita na tabela 5.1.1. Todos os

programas desenvolvidos foram escritos em linguagem C-ANSI ¢ todas as bibliotecas utilizadas

sdo fornecidas em codigo fonte.

Item Nome Verséo
Sistema Operacional LINUX (http://www.linux.org) 2.4.2
Compilador C gee (http://gee.gnu.org/) 3.4.0
Ambiente de Desenvolvimento Kdevelop (http://www kdevelop.org) 3.0
Manipulacdo Algébrica Maxima (http://maxima sourcefourge.net) 5.9.0
Manipula¢do Numeérica Scilab (hetp://www.scilab.org) 3.0
Estrutura de Arquivos HDFS (http:/hdfnesa.viuc.edw/HDFS) 5-1.6.3
Biblioteca Cientifica (em C) gs] (http://www.gnu.org) 1.5

Tabela 3.1.1. Infraestrutura computacional
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5.2. Algoritmos

O algoritmo base do sistema apresenta-se dividido em trés fases:

1. Inicializacdo
2. Integracéo no tempo

3. Finalizagéo

Na fase de inicializagdo s#io efetuadas a verificacio da linha de comando, a leitura do
arquivo de entrada de dados, as alocagdes de meméria e a configuragio da base de dados do
problema.

A fase de integragdo no tempo € o algoritmo mestre do programa, constando de um laco
iterativo sobre o tempo de duragiio do fendmeno a ser analisado, durante o qual todas as
computacdes do método dos elementos finitos sio efetuadas.

Na fase de finalizagéo, toda a liberagfio de meméria, fechamento de arquivos e geracao de
relatorios sio executados, de modo a garantir a terminacfio correta de todo o processamento.

Apbs apresentagdo dos algoritmos basicos que compde as trés fases do sistema, sdo

apresentados os principais algoritmos especificos de solugdo do problema de elementos finitos.

5.2.1. Inicializacido

O processo de inicializagio do sistema ¢ apresentado no diagrama 5.2.2.1

Diagrama 5.2.2.1 - Inicializacio do Sistema

1 Inicializacdo
1.1. Verificagfo da linha de comando
1.2 Leitura do arquivo de entrada
i. Verifica¢fo da sintaxe

11. Criagdio dos arquivos de saida
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11. Leitura dos dados
1.3 Inicializacfio do banco de dados
i Materiais
11 Nés
i Elementos
iv Condic¢des de contorno
v Forcas externas (nodais e nos elementos)
1.4 Determinagio da matriz massa Global
1.5 Determinagéo do incremento de tempo estavel, dr,

1.6 Gravagdo do estado inicial do sistema

Ao final da etapa de inicializagfio, o banco de dados estd formado e o processo de

integracio no tempo pode ser iniciado.

5.2.2. Integrac¢io no tempo

O algoritmo de integragiio no tempo utilizado nesta implementacio é baseado no

metodo das diferencas centrais e encontra-se descrito no diagrama 5.2.2.1,

Diagrama 5.2.2.1. Integracio do tempo

2 Integracio no tempo
2.1 Inicializacfo dos contadores
2.2 Teste de finalizacio
s Se finalizou, vai para 3.
¢ Senfio, vai para 2.3
2.3 Inicializagio do vetor de forgas
2.4 Aplicacdo das forgas externas

i Forcas externas nos nds
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ii Forcas externas nos elementos
2.5 Ciélculo das forgas internas
2.6 Determinacio das forcas resultantes
2.7 Céleulo das aceleractes (G.L. ativos)
2.8 Aplicagéo das condigdes de contorno (G.L. restritos)
2.9 Gravagdo condicional dos resultados
2.10 Calculo das velocidades
2.11 Célculo dos deslocamentos
2.12 Atualizag8o das coordenadas nodais
2.13 Atualizacdo dos sistemas de coordenadas nodais
2.14 Determinacfio das energias no sistema
2.15 Incremento de tempo
2.16 Determinacfo do incremento de tempo estavel, dr,

2.17 Retorna para 2.2

5.2.3 Finalizacio.

O algoritmo de finalizag#o estd descrito no diagrama 5.2.3.1, abaixo:

Diagrama 5.2.3.1 — Finalizacio

3 Finalizagio
3.1 Atualizag8o e gravacdo do relatdrio final
3.2 Fechamento dos arquivos abertos
3.3 Liberagio da memoria

34 FIM
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5.2.4 Determinacio da matriz massa global

A determinaciio da matriz massa diagonal global que é no item 1.4 da fase de
imcializagdo, ver diagrama (5.2.2.1). O algoritmo de determinacfio da matriz de massa do sistema

global € implementado segundo o apresentado no diagrama 5.2.4.1:

Diagrama 5.2.4.1 — Determinacio da matriz massa diagonal global

1. Para cada material
1.1. Paracada elemento do material
1. Montar matriz massa local
ii. Transformar para o sistema global
iii. Adicionar adequadamente 4 matriz massa global
2. Para cada ndé da malha
2.1, Determinar os tensores principais de inéreia nodais

2.2. Determinar os sistemas de coordenadas nodais

Para elementos quadrilaterais lineares, a matriz massa diagonal local pode ser

determinada pelo algoritmo descrito no diagrama 5.2.4.1:

Diagrama 5.2.4.1 — Matriz massa diagonal local, elemento de casca
quadrilateral bi-linear

1. Montar matriz massa local
1.1 Atualizar o sistema de coordenadas local

1.2 Determinar a area do elemento:

A m_é.[()}4 w)’ez)(j}3 —j}l)-i-(%s ““-’E;X,{Q —J‘}z)]
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1.3 Determinar a massa do elemento: m, = 4 p

1.4 Determinar as inércias do elemento:

mA mh'
2 , & )

I, =1 =MAX
o (8 12

I =1, +IW

1.5 Determinar as matrizes de massa nodais do elemento:

2. Transformar para o sistema global:

- e _1{m
[me}! - 4[ TTiT:!

onde [T] ¢ a matriz de transformacio “global-local” do elemento.

3. Adicionar os termos adequadamente na matriz de massa diagonal global.
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ii. Calculo das forcas internas

A determinaggo do vetor de forgas internas global é realizada no item 2.5 do algoritmo de
integracfo no tempo, diagrama 5.2.2.1.
Para os elementos de casca BLT ¢ BWC, os algoritmos de calculo das forcas internas sdo

implementados conforme os diagramas 5.2.5.1 € 5.2.5.2, respectivamente.

Diagrama 5.2.5.1 —~ Calculo das forcas internas para o elemento BLT

1. Atualizar o sistema de coordenadas

2. Transformar as coordenadas e velocidades para o sistema local:
&)= [1] &
wi=[r] )

3. Calcular a drea do elemento:

1

A=—é~[(f¢°—fg)(Y3—Y1)”§'(X3“'X1)(YQ_Y2)]

5. Calcular as componentes do tensor taxa de deformagfio e as curvaturas
no centroide do elemento:

1
d5= 2A(Y24Vm3‘§'.V31 Viaa)

. 1
d,= 24 7 (Xp Vit X Vy24)

1
zdoxymﬂ(xzzz Virs T XiaViast Vog Vs + ¥y Vy%)

1
2 d:zzz_g( Xz Vst Xi3 V224)”"“Z
1

2 doa:ﬂ( Y21 Vs Vas V224)+£(ij1+06ﬁ+u}ys+“3y4)

(0 + 0o+ @+,
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K= ( Yoq* wm3+y31*wy24)

b

k,=

W= o7 Xeg® 0 g+ X3 0,5 )

1
2A
1
2A
1 R N R .
kxymﬂ ( Xa2 ¥ W37 Xz 0oy — Yoy ¥ (D 43— Yy %0 154

6. Para cada ponto de integracio ao lohgo da espessura:

i. Calcular as taxas de deformacio:

d,=d +§£kﬂ

L =d, ;’ k,
. Lk
dy=dy 5k,

1. Calcular as tensdes no centréide (usando uma lei constitutiva)
B1=r( el

7. Calcular as forgas resultantes no centréide do elemento:
fo=[0, dz
f;=f g, dz
f™ 0, dz
f }z:f 0, dz
o= O, dz

8. Calcular os momentos resultantes no centréide do elemento:

m, = o  zdz
ij O’WZdZ
cm

m={ o, zdz

9. Calcular os vetores de forcas internas nodais:
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Axi A(ﬁ;Bli+fx;BZE)
= AjoB,+ 2B,

zi = K:A(fzzBli +f'yZB2f)

1!

»d 4 e K Fo
m, = A[m}szi +mg, B, szyz)

A~

Al = “A(m;Bﬂ +m? B, *;‘;— f;]
=0

10. Calcular as forgas nodais de estabilizacio {fhg}

11. Adicionar as forgas de estabilizacfo as forcas internas:
U A { i)

12. Transformar os vetores de forgas internas nodais para o sistema global:
()=l |}

13. Adicionar adequadamente os vetores de forcas internas nodais ao vetor

de for¢as internas global

Diagrama 5.2.5.2 — Calculo das forgas internas para o elemento BWC

1. Atualizar o sistema de coordenadas

2. Transformar as coordenadas e velocidades para o sistema local:
{2}=I1] {x}
{v}=[r]{+}

3. Calcular a area do elemento:
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Calcular as derivadas das funcdes de forma no centréide do elemento:

[B}“‘“ 11 YVo=Ys Vi—¥, Vo=V, ¥i—¥;
241 %, -%, X -%, X,~%, X,-%

Calcular normais nodais

. Remover as componentes o, dos campos de velocidades nodais

. Calcular as componentes do tensor taxa de deformagio e as curvaturas
no centréide do elemento:

1
d;=ﬁ(y24 Vyrat Yar Vios)
o 1
o (X42Vy13“+“x13‘/y24)
1
2 doxyzﬁ(x‘iz Veta Xi3Viaat You Vst Yar Vi)
1

(Xp2 Vg + X3 Vipg) = = {00, F 0,5+ D gt )

4

I

e

1, . N n A
2d;, 2 ( Vag Virz+ Y v224)-§h2(wﬁ+wy2+wy3+wy¢}

Zd;z = "”';1‘;“ [2';}1 (521 ‘514)4' é‘)n (j}mi] ‘g‘j}uié)"‘csyl (5&21?21 ”*”%43_;14)]4'

- _2v22 (?32 _j’_m)‘*' @, (_Vszj’msz + y:nyzx)_ wyz(xﬂyﬂ + Xy Vo It

)
- Z _2{}:3(31543 - 3=)32)'§' d)xz(ﬁ43§43 + j’323’—m32)" é}y;;(‘%@ji_—% + 3232?32 )]"'

"""Z 2‘;:4(;14 - ;—43)"‘ C'A)x4 (9145’114 + 5’433-:"43)"6;;4 (-%4?14 + 3243?43 )]

1 [ -~ = — -~ -~ S ~ = -~
e 2"23(3532 - 21)+ wxg(xszysz +x21y21)—wy2

[2V23 (3_‘743 = Xy )'i‘ @, (%3?43 + X35 V3o )"' @,,
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1 (A . A ) 2z, ( )
ko= Y FYoa®y T V3@, I+ PE X13Vars + XiVine
s 2z, ( A
13 +x13a)xz4)""" Y13Vy3 = V2aVys,

1 A \
kxy zi( (om +x 6‘) g V2B ys; x24f+
22 (

Rt PE Fi3Vyyy T X2y, F VigVis — yz4vx24)

8. Para cada ponto de integracdo ao longo da espessura:

1. Calcular as taxas de deformacio:
dp= T K,

=d)~L5

YY

d,=d,+C=k

Xy

M

iii. Calcular as tensSes no centroide (usando uma lei constitutiva)
ts}=r{{n}{c)

9. Calcular as forcas resultantes no centrdide do elemento:
fo={0, dz
o QE—
fo=f o, dz
o QR
f Xy—f 0, dz
[ [
o= o, dz
Lo J—
o =[ o, dz

10. Calcular 0s momentos resultantes no centroide do elemento:

0 =

m,—| o, zdz
0

m =f o zdz
o —_—

m=f o, zdz

11. Calcular os vetores de forcas internas nodais:
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~

i alfom, + 7om,)
v A(f;,Bzﬁf;Bh-)
Fi=redf2B,+ 728,

ml = A[m;BZi +my, B, ——g—ﬁz)

Il

>

it

X

= ——/{m;’xB“ +m?,B,, —% j”)
=0

12. Calcular as forgas nodais de estabilizacio { f‘hg}

13. Adicionar as forgas de estabilizagdio as forgas internas:
(E) {i+ i

14. Transformar os vetores de forcas internas nodais para o sistema global:
(1-fr"{i)

15. Adicionar adequadamente os vetores de forcas internas nodais ao vetor

de forcas internas global
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CAPITULO 6

Resultados Numéricos e Validacéo

Neste capitulo séo apresentados resultados obtidos com o sistema implementado pelo
autor para varios problemas de validagdo encontrados na literatura [3][6][7][15][18], de modo a
verificar a implementacdio e avaliar a performance dos elementos implementados. Resultados

comparativos, obtidos com outros sistemas e outros tipos de elementos sdo também apresentados.

6.1. Viga simplesmente apoiada

Este exemplo, apresentado em [15], consiste em uma viga simplesmente apoiada com
carregamento uniformemente distribuido ao longo de seu comprimento, demonstrando o
comportamento dos elementos BLT e BWC em um problema onde a importincia do controle de
modos espurios ¢ grande, visto que estes sfo excitados diretamente pelo primeiro modo de

deflexdo da viga.

Figura 6.1.1 - Representaciio geométrica do probiema 6.1.
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Pela condic#o de simetria, apenas metade da viga é modelada, conforme apresentado na tabela a

Seguir:

Propriedade Simbolo | Valor
Metade do comprimento C2 0.4
Largura L 0.1
Espessura h 0.0025
Modulo de elasticidade E 1x10°
Coeficiente de Poisson v 0.0
Carga distribuida q 180

Tabela 6.1.1. Dados do problema

Neste exemplo, quando nenhum controle ¢ empregado, os modos esplrios propagam-se
rapidamente, dominando a solugdo, degradando os resultados e levando o problema &
instabilidade e a divergéncia, conforme pode ser observado na figura 6.1.2 ¢ em [15]. Aplicando-
se o controle de modos esptirios, percebe-se que mesmo um pequeno valor para o parametro ry ja
confere estabilidade ao problema, conforme pode ser observado na figura 6.1.3. A medida que o
valor de 1y vai sendo aumentado, a existéncia de modos espurios fica imperceptivel, como

mostrado nas figuras 6.1.4 e 6.1.5.

Figura. 6.1.2 - Configuracio deformada, no instante t=0.007 s, sem controle de modos esplirios.
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Figura. 6.1.3 - Configuragdio deformada, no instante t=0.007 s, usando o pardmetro de controle de modos

espurios = 0.001.

Figura. 6.1.4 - Configuracio deformada, no instante t=0.007 s, usando o parimetro de controle de modos

espurios ry= (.01,

Figura. 6.1.5 - Configuragfio deformada, no instante t=0.007 s, usando ¢ parfmetro de controle de modos

esplirios n=0.125.

Porém, para problemas com uma a relagfo de rigidez alta, onde predomina a solugdo de
membrana, um aumento exagerado na rigidez artificial para os modos espurios afeta também a
qualidade da solugfo, pois causa um enrijecimento indevido do sistema. Analogamente ao

apresentado em [15], € verificada uma diminui¢iio de 5.5% no periodo e de 13% na amplitude,
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para um aumento de 10 vezes no pardmetro de controle dos modos esplirios, 1y, conforme pode

ser observado na figura 6.1.6.

Vige Simplesments Apojada
T El

0.045 T T

—— Rm=0.01

g e RM0.05

0.041 2NN — Rm=05 |
\\‘ Y

&

0.031

o

]

o
T

002

deslocamento

0015+

0.Mr

0,005

1 1 i L
G 0.002 1.004 0.008 G.008 0.0 4012
fempo

Figara. 6.1.6 — Deslocamento vertical da linha neutra, no plano de simetria, para diferentes valores de r.,.

A presenga de modos espurios na solugfio de um problema depende das suas condigdes de
vinculagdo ¢ dificulta a adogfio de valores padronizados para os parimetros de controle 1, 1, €1y,
dificultando também a determinacfio da acuidade dos elementos BLT ¢ BWC. Uma comparagiio
com o elemento QUAD4 [23], conforme implementado na versio 70.7.2 do programa
MSC/NASTRAN, mostra que, uma vez feito o ajuste de ry,, ambos apresentam resultados
bastante similares para o problema em questdo, figura 6.1.7. Para esta comparacio, usou-se de
ry=0.125, conforme indicade em [15] como sendo o valor 6timo para este caso. O coeficiente de
Poisson usado foi +=0.3, de modo a permitir uma solugfio para pequenos deslocamentos pelo
MSC/NASTRAN.

Note-se também que para o problema em questfo, os elementos BL.T ¢ BWC apresentam

resultados virtualmente idénticos.
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Figura. 6.1.7 ~ Deslocamento vertical da linha neutra, no plano de simetria, comparagfio entre o3 elementos
BLT/BWC e o elemento QUAD4 (MSC/NASTAN)

O sistema implementado reproduziu os resultados para este exemplo da maneira esperada,

¢ a sensitividade dos elementos BLT e BWC aos parimetros de controle dos modos espiirios

ficou evidenciada.



6.2. Placa Quadrada Simplesmente Apoiada em Todas as Arestas

O objetivo deste exeinplo ¢ demonstrar o comportamento dos elementos BLT e BWC sob

flex@io. O problema consiste em uma placa quadrada simplesmente apoiada pelas quatro arestas,

sob a atuagio de seu peso préprio.

Os dados do problema encontram-se na tabela 6.2.1 e a sua representaco geométrica

pode ser vista na figura abaixo:

Figura, 6.2.1 — Representagio geométrica do problema mostrando as condicdes de simetria ¢ de apoio

simples.

Propriedade Simbolo Valor
Comprimento da aresta a 0.4
Espessura h 0.0025
Densidade P 1000
Moédulo de Elasticidade 1
Coef. de Poisson v 0.0
gravidade g 9.81

Tabela 6.2.1. Dados do problema
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Os resultados para o deslocamento vertical do ponto central para o elemento BLT podem
ser vistos no grafico da figura 6.2.2. Comparativamente, os resultados obtidos com o elemento
QUAD4 do MSC/NASTRAN sfo também apresentados, mostrando uma grande similaridade de

comportamento, tanto na amplitude quanto no periodo.
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Figura. 6.2.2 — Deslocamento do ponto central, comparagio entre BLT e QUAD4 (MSC/NASTRAN), para

1 ciclo

Para este problema, num regime de pequenas deformacles, os elementos BWC e BLT
apresentam resultados praticamente idénticos.

A figura 6.2.3 apresenta os resultados comparativos para os elementos BLT, BWC ¢
QUADM4, para cince ciclos de oscilaglio. As respostas de todos os clementos mantém
praticamente a mesma amplitude méxima e 0 mesmo periodo para varias oscilagBes .

Uma vista deformada da malha do problema com elementos BWC, para o instante de
tempo ¢ = 0.032 s & apresentada na figura 6.3.4. Um fator de ampliacio de 300 vezes ¢ aplicado
para permitir uma visualizacfio adequada dos resultados.

Neste exemplo, os pardmetros de controle dos modos esptirios usados so r,= 0.1, 1, = 0.1

ery=0.1.
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Figura. 6.2.3 - Deslocamento do ponto central, comparagio entre os elementos BLT, BWC e QUAD4
{MSC/NASTRAN), para 4 ciclos.

Figura. 6.2.4 — Configuragao deformada, ne instante t = 0.032 s. Deslocamentos ampliados 300 vezes



£.3. Telhado de Scordelis-Lo

Neste problema cléssico da literatura de cascas, uma casca cilindrica, suportada em suas
extremidades, esta sob agdo de seu peso préprio. A tabela 6.3.1 apresenta os dados do problema ¢

a figura abaixo ilustra a malha empregada.

Figura, 6.3.1 — Representacio geométrica do problema mostrando as condigdes de contorno.

Propriedade Simbole Valor
Comprimento C 50
Raio R 25
Angulo 0 80°
Espessura h 0.25
Densidade 0 2242
Modulo de Elasticidade E 31x10°
Coeficiente de Poisson 14 0.15
Gravidade g 9.81

Tabela 6.3.1. Dados do problema
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O deslocamento vertical do ponto médio da aresta lateral obtidos com os elementos BLT e
BWC ¢ apresentado na figura 6.3.2.
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Figura. 6.3.2 — Deslocamento vertical do ponto médio da aresta lateral, elementos BLT e BWC.

Segundo o apresentado em [7], a resposta esperada para o problema € uma oscilagfo ao
redor da soluco estitica com o dobro de amplitude. O elemento BLT conforme implementado
neste sistema, responde de maneira muito flexivel, apresentando uma amplitude quase trés maior
que o esperado, nunca recuperando a configuragic durante as oscilagdes, da mesma maneira
como o apresentado em [7]. O elemento BWC, por sua vez, oscila ao redor da scluglo estatica
com amplitude correta, recuperando a configuraciio inicial em cada ciclo.

Uma comparaglio direta entre os elementos BLT ¢ BWC desta implementagdo e os
elementos BLT, BWC, Hughes-Liu [19], Belytschko-Leviathan [7] conforme implementados no
programa LS-DYNA 960 pode ser vista na figura 6.3.3. Os elementos do LS-DYNA apresentam
comportamentos muito similares entre si e bastante préximos do elemento BWC desta
implementagdo. Surpreendentemente, a versdo do elemento BLT conforme implementada no LS-
DYNA apresenta resultados muito préximos aos outros elementos do programa, diferentemente

do comportamento errdtico descrito em [7] e confirmado pela implementacio feita neste trabatho.

Neste exemplo os pardmetros de controle dos modos esplrios usados foramro=r, = 1,= 0.1 .
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Figura. 6.3.3 — Deslocamento vertical do ponto médio da aresta lateral, comparativo entre varios elementos

A figura 6.3.4 mostra a configuragiio deformada do problema.

Figura, 6.3.4 — Configuragio deformada para t=1.5s, elemento BWC.
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6.4. Semi-Esfera Sob Cargas Concentradas

Este exemplo ¢ derivado do problema proposto por MacNeal e Harder [24], onde wma
estrutura hemisférica ¢ submetida a esforgos concentrados radiais, mas diferentemente do
proposto em {24], onde a malha de um setor hemisférico apresenta apenas elementos planos, um
hemisfério completo é usado, de modo que os elementos desta malha apresentam
“empenamento”. Este fato tem grande influéncia na performance dos elementos.

A tabela 6.4.1 apresenta os dados do problema e a figura abaixo ilustra a geometria usada.

Figura. 6.4.1 - Casca hemisférica submetida a esforgos concentrados. Devido a

simetria, apenas um quarto da estrutura é modelado.

Propriedade Simbole Valor
Raio da esfera R 10
Espessura h 0.04
Modulo de Elasticidade E 68.3x1¢°
Coeficiente de Poisson v 0.0
Carga Concentrada F = 1.0

Tabela 6.4.1. Dados do problema

97



Devido a simetria, apenas um quadrante da semi-esfera € modelado e a superficie inferior
€ livre.

O resultado esperado para este problema é uma oscilaglio senoidal ao redor da solucio
estatica, com o dobro da amplitude.

O elemento BLT apresenta uma performance bastante baixa neste exemplo,
principalmente devido & auséncia de acoplamento entre os termos de membrana e flexdo. Sua
amplitude e seu periodo sfio exagerados e durante a oscilagfo, nfio recupera a configuracio
inicial.

O elemento BWC, por sua vez, apresenta resultados bastante bons, apresentando a
amplitude e o periodo corretos, recuperando a configuracio inicial a cada ciclo.

Os resultados obtidos com os elemento BWC, BLT e QUAD4 do MSC/NASTAN podem
ser observados na figura 6.5.2, onde a comparago entre os deslocamentos para o né 1 na diregfio
X ¢ mostrada. Pode-se verificar que os elementos BWC e QUAD4 apresentam comportamentos
muito similares para este problema. Os pariimetros de controle dos modos esptirios usados foram

,=r.=r,~0.1.
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Figura. 6.4.2 — Deslocamentos do ponto 1 na diregio X (Normalizados em relaciio 3 solugfo estitica)
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Apenas para ilustrar a aplicagdo direta das formulaces do elemento BWC a problemas

com grandes deslocamentos, a figura 6.5.3 mostra a configuragio deformada de uma malha

refinada (8x8x8) deste exemplo, quando submetida a yma forca F = + 1000.

Figura. 6.4.3 - Deslocamentos para uma forca F =+ 1000.
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6.5. Cilindro Seb Carregamento Radial Concentrado

Este exemplo, retirado de [5], comsta de um corpo superficie cilindrico, com
extremidades axial ¢ tangencialmente restritas, submetido a um par de forcas radiais
concentradas, aplicadas diametralmente opostas, no centro da superficie cilindrica. Neste
problema, os termos de cisalhamento apresentam um grande influéncia na solugfio, visto que os
desiocamentos axiais das extremidades sfio permitidos, diminuindo a influéncia dos termos de
membrana.

A figura 6.5.1 apresenta a malha usada para representar a geometria do problema. Devido

& simetria apenas metade do cilindro € modelado. A tabela 6.6.1 apresenta os dados do probliema

Figura 6.5.1 — Cilindro submetido a carregamento radial concentrado.

Propriedade - Simbolo Valor
Raio do cilindro R 300
Comprimento C 600
Espessura h 0.04
Modulo de Elasticidade E 68.3x10°
Coeficiente de Poisson v 0.0
Carga Concentrada F 5000

Tabela 6.5.1 - Dados do problema 6.6.
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Os resultados para o deslocamento radial do ponto de aplicago de carga, obtidos com os
elementos BLT e BWC desta implementagiio podem ser visualizados na figura 6.5.2. Ambos os

elementos apresentam resultados bastante equivalentes.
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Figura 6.5.2 — Deslocamento radial do ponto de aplicagio de carga, elementos BLT ¢ BWC.,

Uma comparagdo entre os resultados acima e os obtidos com os elementos BLT, BWCe
Hughes-Liu do programa LS-DYNA 960 e QUAD4 do MSC/NASTAN ¢ mostrada na figura
6.5.3. Ha uma grande similaridade entre os valores obtidos pelos elementos BWC e BLT desta
implementa¢fio e os obtidos com os mesmos elementos na implementagio presente no LS-
DYNA. Estes resultados apresentam amplitude méxima semelhante aos do elemento QUADA4 do
MSC/NATRAN, porém este tltimo apresenta um comportamento mais periédico. Os resultados
obtidos com o elemento Hughes-Liu, na implementagfo presente no LS-DYNA, diferem dos

demais, tanto em amplitude quanto em periodo. Neste exemplo, os parAmetros de controle dos

modos espurios usados foramr,=r,=r,=0.1 .
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6.6. Viga Helicoidal Engastada seb Flexie

Este exemplo segue o que € apresentado por Belytschko em [6], € nos testes propostos por
MacNeal e Harder [24], uma viga helicoidal, engastada, submetida a um for¢a transversal
concenirada na extremidade livre, conforme ilustrado na figura 6.6.1. Neste exemplo os
elementos da extremidade livre estdo primordialmente sob esforgos de membrana, enquanto os

elementos no engaste estdo primordialmente sob esforgos de flexfio, requerendo um acoplamento

entre ambos.

Fy
Figura. 6.6.1 - Viga helicoidal sob flexdo, matha 12 x 2.

Propriedade Simbelo | Valor
Comprimento C 12
Largura L 1.1
Espessura h 0.32
Médulo de Elasticidade E 2.9:107
Coef. de Poisson v (.22
Carga Concentrada Fy -1.0

Tabela. 6.6.1 ~ Dados do problema.
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O elemento BLT, pela auséncia de acoplamento membrana-flexio em sua formulacio,
responde de maneira divergente, ao passo que o elemento BWC, por apresentar termos adicionais
de acoplamento, responde corretamente. As respostas em deslocamentos de ambos os elementos

podem ser vistas na figura 6.6.2. Os resultados obtidos com o elemento QUAD4 do

MSC/NASTRAN sfo apresentados como comparagfio. Note-se que as respostas dos elementos
BWC ¢ QUAD4 sfio quase idénticas. Neste exemplo os pardmetros de controle dos modos

espurios usados foramry=r,=1,=0.1.
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Figura. 6.6.2 — Deslocamentos na dire¢io Y, normalizados em relagiio ao caso estético.

A figura 6.6.3 mostra a configuragio deformada com elementos BWC, para um dado

instante de tempo. Um fator de 20 vezes é usado para facilitar a visualizagio dos deslocamentos.

104



Figura. 6.6.3 — Configuragiio deformada — Elemento BWC, deslocamentos amplificados 20 vezes.
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6.7. Junta Tubular sob Flexso

Este exemplo trata de uma junta de aco tubular, com unifio soldada, submetida a um
deslocamento imposto em sua cxtremidade superior. E tem por objetivo demonstrar a
aplicabilidade do sistema implementado a problemas reais de engenharia.

Este tipo de estrutura é comumente encontrado em carrocerias de 6nibus e este tipo de
ensaio € geralmente utilizado na determinagiio das caracteristicas de colapso da junta.

As tabela abaixo apresenta os dados do problema.

Propriedade Simbole | Valor
Altura A 1065
Largura L 700
Secio transversal
Base b 50

Altura a 70
Espessura h 1.0
Moédulo de Elasticidade E 206800
Coeficiente de Poisson Y 0.3
Fator de encruamento K 520
Expoente de encruamento n 520
Tensdo de escoamento Ge 220
Densidade p 7.8e-9
Velocidade prescrita v 832.52

Tabela. 6.7.1 — [Dados do problema.

Para este exemplo, foi empregado o elemento BLT e usados 7 pontos de integracdo ao
longo da espessura para capturar a plastificacio adequadamente.
A figura 6.7.1. apresenta uma seqiiéncia de configuragdes deformadas que a junta

experimenta durante o ensaio. Percebe-se claramente a perda de rigidez devido & flambagem
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localizada. A figura 6.7.2 apresenta a distribuigic das tensdes equivalentes, para a regifio de

unifio entre os tubos.

Os pardmetros de controle dos modos esptirios usados foram r,=r, = 1,,= 0.1

Figara 6.7.1 ~ Segliéncia de deformagic
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Figura 6.7.2 —~ Tensdes equivalentes

O sistema implementado apresentou os resultados esperados para este exemplo,

demonstrando sua a aplicabilidade a problemas de engenharia similares.
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CAPITULO 7

Conclusbes e Sugestdes para Futuros Desenvolvimentos

Neste capitulo sdo apresentadas as conclusées e sugestdes para futuros desenvolvimentos

relacionados ao sistema computacional implementado.

7.1 Conclusdes

Um algoritmo de integragio dinamica baseado do método explicito das diferencas centrais
foi implementado. Dotado de recursos para a determinacio instantinea do incremento de tempo
estavel e tratamento dos graus de liberdade de rotagfio através de referenciais nodais, este
algoritmo foi usado como mucleo computacional para a implementacio de uma familia de
elementos de casca com integraciio reduzida uniforme.

A formulag¢fio completa de dois elementos finitos de casca adaptados para uma
formulagfio explicita no tempo foram implementados. O primeiro foi o elemento de Belytschko,
Lin e Tsay, denominado BLT, e o segundo, proposto por Belitschko, Wong e Chiang, chamado
de BWC. Os dois elementos sdo baseados em uma formulagio co-rotacional, adotam um controle
de modos espiirios por perturbacdo e sdio aproximados por uma base polinomial bi-linear
isoparamétrica sobre um elemento quadrilateral de quatro nés classico. No elemento BWC, foram
adicionadas duas caracteristicas importantes. A interpolagfio da nommal para todo o dominio,
baseada na superficie bi-linear descrita pelos quatro nés do elemento, resultando no acoplamento
entre flex8o e membrana e o uso do conceito de projegdio nodal do cisalhamento.

As principais etapas da formulaco de cada elemento foram detathadas e explicitadas no
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texto, facilitando assim a reprodugfo dos resultados e o entendimento da implementacio.

A implementacio computacional dos elementos também foi concluida e validada de
acordo com os resultados de testes publicados por outros autores e por testes efetuados em
programas comerciais consolidados. Um conjunto de testes para elementos de casca foi
identificado com base na literatura estudada. Este conjunto nfio contempla todos os testes de
casca existentes na literatura mas abrange alguns dos testes mais importantes envolvendo
solugbes explicitas no tempo. Tal conjunto de testes poderd servir como auxilio no
desenvolvimento de novos elementos de casca ou na proposigdo de modificacdes aos elementos
existentes.

No que se refere aos resultados do teste dos elementos de casca trabalhando
predominantemente em membrana, teste da viga em flexdio, algumas conclusdes podem ser
obtidas. A primeira delas refere-se a influéneia dos modos espurios. O método de controle
implementado eficiente, todavia, deve-se verificar a sua influéneia deste na solucdo em funcio
dos pardmetros numéricos escolhidos. Observa-se também, que a escolha dos pardmetros
numéricos deve ser feita com base em experimentos numéricos, € ¢ depende do problema que
esta sendo analisado. Apos o ajuste destes pardmetros numéricos, os dois elementos mostraram
bom desempenho no teste de flexdo de vigas.

Quanto aos testes de flexdo de placas retangulares e cilindricas, os elementos mostraram
bom desempenho no geral. Para os casos onde o acoplamento entre flexdio e membrana sdo
importantes ou os elementos sdo distorcidos geometricamente (empenamento consideravel), o
elemento BLT mostrou resultados inferiores, e precisa ser utilizado com muita cautela.

Para todas as condigdes avaliadas, o elemento BWC tem um melhor desempenho, todavia,
seu custo computacional € mais elevado.

Simulag8es envolvendo grandes deslocamentos e n#o linearidade fisica foram realizadas,
mostrando que o método das diferencas centrais, associado a um sistema de coordenadas co-
rotacional nos elementos e uma lei constitutiva escrita em termos de taxas de deformacdes pode

ser aplicado com sucesso em casos praticos de simulagio de sistemas mecdnicos sujeitos a

excitacdes dindmicas transientes.,
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7.2 Sugestdes para Futuros Desenvolvimentos

Fendmenos dindmicos transientes de curta duracdo, aos quais a metodologia da integracio
explicita melhor se aplica, associados a excitacdes de impacto ou explosdes, envolvendo contato
entre contato entre corpos solidos e interacdo fluido-estrutura s3o encontrados em muitos campos
da engenharia. A adiciio de algoritmos de contato, tratamento de interfaces fluido-estrutura,
formulac8es Lagrangeanas-Eulereanas arbitrarias (ALE)e de células de fluidos proporcionaria
um aumento significativo da aplicabilidade do sistema. Problemas como os encontrados em
seguranca veicular e colisdes de automoveis, impactos em acidentes aeronduticos, conformacio
mecanica e maquinas de fluxo sio alguns exemplos.

A adigfio de outros tipos elementos, como barras, vigas, sélidos, membranas, adequados &
formulagfio explicita, bem como a inclusio de outros modelos constitutivos também
contribuiriam para o aumento das possibilidades aplicacio.

Algoritmos ¢ estruturas de dados para refinamento adaptativo, muito empregados em
problemas de conformagio mecéanica, constituem uma outra caracteristica interessante a este tipo
de sistema.

Com a evolucdo experimentada pela industria da computacdo, equipamentos dotados
multi-processamento sdo cada vez mais comuns nas industrias e universidades, assim como o
grupamento de muitos computadores para a realizacio de processamento distribuido. Neste
contexto, a adi¢do de capacidades de processamento paralelo, compartithado e distribuido,
constitul também uma possibilidade de desenvolvimento a ser explorada.

A incorporagdo dos algoritmos apresentados neste trabalho aos programas atualmente
existentes no Departamento de Mecanica Computacional pode também criar oportunidades para
novos estudos.

O codigo fonte do sistema implementado serd posto em dominio publico através da

internet, proporcionando que pessoas interessadas possam fazer uso e expandir o seu contetdo

livremente.
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