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Mais coisas sobre nos mesmos nos ensina a terra que todos os livros.

Por que nos oferece resisténcia.

Ao se medir com um obstaculo o homem aprende a se conhecer;

para superd-lo, entretanto, ele precisa de ferramenta.

Uma plaina, uma charrua.

O camponés, em sua labuta, vai arrancando lentamente alguns segredos a natureza;

e a verdade que ele obtém é universal.

Assim o avido, ferramenta das linhas aéreas, envolve o homem em todos os velhos problemas.
Trago sempre nos olhos a imagem de minha primeira noite de véo, na Argentina

— uma noite escura onde apenas cintilavam, como estrelas, pequenas luzes perdidas na planicie.
Cada uma dessas luzes marcava, no oceano da escuriddo, o milagre de uma consciéncia.

Sob aguele teto alguém lia, ou meditava, ou fazia confidéncias.

Naguela outra casa alguém sondava o espago ou se consumia em cdlculos sobre a nebulosa de
Andréomeda.

Mais além seria, talvez, a hora do amor.

De longe em longe brilhavam esses fogos no campo, como que pedindo sustento.

Até os mais discretos: o do poeta, o do professor, o do carpinteiro.

Mas entre essas estrelas vivas, tantas janelas fechadas,

tantas estrelas extintas, tantos homens adormecidos ...

E preciso a gente tentar se reunir.

E preciso a gente fazer um esforgo para se comunicar com algumas dessas luzes que brilham,
de longe em longe, ao longo da planura.

Saint-Exupery



RESUMO

TEIXEIRA NETO, Alessandro, O Método dos Dominios Pontuais e Aplicagdes,
Campinas: Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de Campinas,

2000. 275p. Tese (Doutorado)

Neste trabalho apresenta-se o Método dos Dominios Pontuais (MDP). Trata-se de
um operador algébrico baseado em campos de interpolagdo com continuidade das deri-
vadas de alta ordem para a resolugdo numérica de equagdes diferenciais ordinarias ou
parciais. Neste trabalho sio discutidos os aspectos mais relevantes do metodo proposto
tais como: motivacio, metodologia sistemética para o desenvolvimento das fungdes MDP,
discretizacio independente da malha e da equagdo diferencial do problema, melhoria da
solugio com exigéncia de maior regularidade das fungdes, andlise de erros, estimador de
erros e tratamento de descontinuidades fisicas em problemas. As equagGes diferenciais
referentes aos comportamentos de estruturas reticuladas (barras e vigas) sdo empregadas
para testar a potencialidade do método, assim como levantar as caracteristicas numéricas
de estabilidade, convergéncia e precisio do operador, sendo os resultados comparados
com aqueles obtidos pelo método dos elementos finitos. Alguns problemas de valores de
contorno envolvendo a equacio bidimensional de Poisson séo analisados. Um problema
padrio é proposto e sdo comparadas as solugbes obtidas, atraves de sisternas lineares da
mesma ordem, empregando-se o método dos dominios pontuais e o método da dupla re-
ciprocidade. O MDP também ¢ usado para a solucéo de problemas classicos de torcdo na
teoria da elasticidade. Os casos de secdes transversais triangular, retangular e retangular
trincada sio estudados e comparados com resultados conhecidos da literatura. Exploram-
se as possibilidades da introdugdio de descontinuidades fisicas em diferentes niveis da

aproximacio MDP - funcio ou derivadas — na andlise transiente de carga mével atuante



em uma viga. A versdo bidimensional do método dos dominios pontuais é empregada.
Considera-se uma das dimensdes ao longo do comprimento da viga, enquanto a outra é
associada & evoluc¢do no tempo, e o carregamento moével é tratado como uma desconti-
nuidade na derivada terceira do deslocamento. Comparam-se os resultados MDP com a
solugdo analitica do problema, e com a solu¢do numérica obtida a partir da discretizacdo
espacial empregando-se elementos finitos cibicos de Hermite e um esquema de Newmark
com aceleracao constante para a integracio do sistema das equac¢des de movimento ao
longo do tempo. Demonstra-se a potencialidade do método proposto para o tratamento
de sistemnas lineares de equagdes através das resolucdes numéricas das equacoes diferenciais
de equilibrio referentes aos comportamentos de corpos elasticos, homogéneos e isotrépicos;
assumindo-se as hipéteses de estado plano de tensdes. Dois problemas de equilibrio, para
os quais as soluges analiticas sdo conhecidas, sio analisados empregando-se o MDP,
Um terceiro problema é modelado utilizando-se 0 MDP e o método dos elementos f-
nitos, possibilitando algumas consideracdes sobre a convergéncia do esquema numerico
proposto. Fundamentada pelas diversas aplicagdes exploradas neste trabalho, observa-se
a concordancia do método dos dominios pontuais com relacio as atuais tendéncias dos
métodos computacionals para as soluges de problemas complexos em mecanica aplicada,

colocando-0 como um esquema numeérico potencialmente competitivo.

Falavras Chave

~ mecanica computacional, equacdes diferenciais, aproximacdes de alta ordem
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ABSTRACT

TEIXEIRA NETO, Alessandro, O Método dos Dominios Pontuais ¢ Aplicagdes,
Campinas: Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de Campinas,

2000. 275p. Tese (Doutorado)

The Point Domain Method (PDM) is presented in this work. It comsists in an
algebraic operator based on interpolation fields with continuity of the high order deri-
vatives to the numerical solution of ordinary or partial differential equations. The most
relevant aspects of the proposed method are discussed: motivation, systematic metho-
dology for development of the PDM functions, meshless discretization and independence
of the differential equation, improving solutions through enforcing more regularity to the
functions, error estimator, and dealing with physical discontinuities in problems. The
differential equations referred to the behaviour of reticulate structures (bars and beams)
are employed in testing the method potentiality, as well to trace its numerical characters
of stability, convergence and precision of the operator, being the results compared with
those obtained through finite element method. Some boundary valued problems concer-
ning two-dimensional Poisson equation are analysed. A test problem is proposed and the
obtained results from point domain method and dual reciprocity method are compared,
considering the same order of the linear systems. The PDM is also used for solution
of classical problems in the elasticity theory. The cases of triangular, rectangular and
cracked rectangular cross sections are studied and compared with known results from the
literature. The possibilities in introducing physical discontinuities in different levels of
PDM approximation — function or its derivatives — are exploited on the transient analysis
of moving loads acting on a beam. The two-dimensional version of the point domain

method is employed. It is considered one of the dimensions along the beam length, while

i



the other one is related with time evolution, and the moving load is treated as a dis-
continuity on the third derivative of the displacement. The PDM results are compared
with analytical solution of the problem and with numerical results obtained by spatial
discretization on Hermite finite elements and a constant acceleration Newmark scheme
for integration of the system of movement equations along the time. The potentiality of
the proposed method in dealing with systems of linear equations are demonstrated th-
rough numerical solutions of equilibrium differential equations referred to the behaviour
of elastic, homogeneous and isotropic bodies; assuming plane stress hypothesis. Two equi-
librium problems, from which analytical solutions are known, are analysed using PDM.
A third problem is modelled through the PDM and the finite element method, enabling
some considerations about the convergence of the proposed numerical scheme. Based on
the several applications presented in this work, it can be observed the agreement with no-
wadays tendencies for computational methods in applied mechanics, which demonstrates

the efficiency of the point domain method.

Key Words

— computational mechanics, differential equations, high order approximations
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SIMBOLOGIA

Letras Latinas

A érea da seciio transversal de uma viga [m?]

A constante arbitréria

B constante arbitraria

¢ constante arbitriria

(' constante arbitraria

d representa o elemento diferencial total de um parametro

d dimenséo genérica do espago

D didmetro [m]

D referente ao ntimero de dimensdes do espago

[D] matriz de elasticidade

e funcio erro, definida como a diferenca entre a funcéo exata e a funcio de aproximacao
E norma do erro entre solugdes aproximada e de referéncia

E médulo de elasticidade longitudinal [N/m?]

f fungéo arbitraria

{f} vetor dos esforgos MEF, apresenta as componentes das forcas e dos momentos apli-
cados a viga

F forga [N]

g aceleragio da gravidade [m/s’]

G médulo de elasticidade transversal [N/m?]

G matriz de elementos de contorno relacionada a derivada normal da fungéo de interesse
H matriz de elementos de contorno relacionada & fungio de interesse

i identificacio genérica da posicio de um dominio pontual na dimensao espacial =

i nimero imaginério, i* = —1

v



I momento de inércia de drea da secio transversal de uma viga [rn?]

7 identificacdo genérica da posicdo de um dominio pontual na dimensdo espacial y

J identificagéo genérica de um instante de tempo

[K] matriz de rigidez MEF

! comprimento de um elemento de viga [m]

(I,m,n) cossenos diretores do vetor normal externo de um ponto genérico da superficie
de um corpo

L comprimento [rn]

L operador diferencial linear

L operador diferencial

m massa [Kg]

M ordem da derivada da funcio genérica u que ¢ linearmente aproximada por partes
M momento [N m]

M nidmero de divisdes do dominio da funcio na dimensio espacial y

[M] matriz de massa MEF

n vetor normal externo ao contorno

N ndmero de divisdes do dominio da funcio na dimenséo espacial x

N nimero de elementos finitos considerados na discretizacio espacial de viga

O ordem de convergéncia de uma solucio numérica

P carregamento [N]

g ordem de uma equagao diferencial genérica

¢ derivada normal de uma funcéo avaliada ao longo do contorno

g carregamento distribuido [N/m?]

@ matriz MDR associada as derivadas normais das solucdes particulares

r distancia do ponto de aplicacio de uma fonte concentrada com relacdo & qualquer outro

ponto considerado

vi



t dimensao do tempo

t forcas de superficie por unidade de 4rea [N/m?]

T intervalo de tempo de analise [s]

u fungdo genérica

(u,v,w) componentes de deslocamento respectivamente ao longo dos eixos (X, Y, Z)
U matriz MDR associada as solugdes particulares

{U} vetor dos deslocamentos MEF, apresenta as componentes do deslocamento transver-
sal e da rotacdo de viga

v velocidade [m/s]

w coeficientes da quadratura de Gauss

z dimenséo do espago

X dimensdo do espago

y dimensdo do espago

Y dimensao do espago

z dimensao do espaco

Z dimensao do espago

Letras Gregas

« angulo com relagio & dimenséo espacial X que descreve a disposicao de elemento bidi-
mensional de pértico [rad]

~ distorgoes

T contorno do problema

§ funcao delta de Dirac

8 representa o elemento diferencial parcial de um parametro

A identifica a variacao de um parametro

vii



e deformacdes

¢ erro maximo dos deslocamentos da solugdo MDP com relagio & solucdo MEF
6 rotacio [rad]

x ordem do sistema linear de equacdes MDP

A autovalores do sisterna

v coeficiente de Poisson

£ valor intermedidrio arbitrario de um intervalo

(£,n) coordenadas da quadratura de Gauss

p densidade [Kg/m”]

o tensdo normal [N/m?

7 tensdo de cisalhamento [N/m?]

¢ carregamento senoidal distribuido [N/m?]

x forga de corpo [N/m?]

¢ variavel de funcdo transcedental cujas raizes estio associadas aos modos naturais de
vibragao de uma viga

w frequéncias naturais de vibragéo do sistema [rad/s]

{1 dominio do problema

V? operador laplaciano

Superescritos

est referente a um valor estimado

ex referente & solucdo exata

(m) ordem de derivagao de uma funcéo 1D
op referente ao operador diferencial

p grau do polindmio que representa a sensibilidade do erro de aproximacio com relagio a

viij



variacio do espa@camento entre dominios pontuais

{p, q) ordens de derivagao parcial de uma fungao 2D

— posicao infinitesimal anterior

+ posicdo infinitesimal posterior

+ identifica uma funcio de ponderacio ou solugdo fundamental
A identifica uma soluco particular

A identifica um paradmetro conhecido

— referente ao sistemna referencial global

. derivagdo com relagao ao tempo

.. dupla derivagéo com relagdo ao tempo

Subscritos

a, b identificam pontos do dominio 1D do problema onde sao definidas condigbes iniciais,
de contorno ou descontinuidades

ap referente & aproximacao

i identificacéo genérica da posigdo de um dominio pontual na dimensdo espacial &

i indice associado a um modo natural de vibragao

; identificagdo genérica da posi¢do de um dominio pontual na dimensao espacial y

k indice arbitrario

max referente ao valor maximo

M ordem da derivada da funcéo genérica u que é linearmente aproximada por partes
P identifica a posicdo instantinea de carregamento mével

# relativo 4 torcdo de secdo transversal

z relativo & dimensdo espacial x

y relativo & dimensdo espacial y

X



z relativo & dimenséo espacial z

Abreviaturas

EF(G element free Galerkin method

FPM finite point method

MDPF método dos dominios pontuais

M DR método da dupla reciprocidade

MEF método dos elementos finitos

RK PM reproducing kernel particle method
SAN esquema semi-analitico numérico

SPH smooth particle hydrodynamics method
TG esquema Taylor-Galerkin
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Capitulo 1

Introducao

Este trabalho apresenta o Método dos Dominios Pontuais (MDP). Trata-se de um
operador algébrico baseado em campos de interpolacio com continuidade das derivadas

de alta ordem para a resolugio numérica de equacdes diferenciais ordindrias ou parciais.

No método dos dominios pontuais considera-se inicialmente uma derivada de ordem
elevada da funcio, capaz de reconstruir todos os termos da equagao diferencial do pro-
blema por integragio. Uma aproximagio linear por partes desta derivada de alta ordem é
construida empregando-se varidveis associadas aos dominios pontuais. Os dominios pon-
tuais constituem os pontos de referéncia do espaco-tempo de dimensio genérica onde é
analisado o fenémeno fisico. As funcdes MDP caracterizam as aproximacdes das deriva-
das de ordem mais baixa e da prépria funcéo, que sao obtidas por processos sucessivos
de integrégéo exata da aproximacdo da derivada de alta ordem. Assiin, as constantes que
surgem naturalmente das etapas de integracdo e os valores da derivada de alta ordem
nos dominios pontuais constituem as varidveis do problema. Convém observar que estas

aproximagoes sao construidas independentemente da equagio diferencial e dos contornos



exatos do dominio do problema. O método da colocagio é empregado para a modelagem
da equagdo diferencial em uma nuvem de pontos arbitrariamente disposta de forma a
representar o dominio do problema. O processo construtivo das fungbes MDP permite
que a condicdo de contorno e a equagio diferencial sejam satisfeitas simultaneamente nos
pontos tomados sobre o contorno do dominio do problema. Assim é possivel o tratamento
das condicdes de contorno em dominios irregulares e a condensagao local dos pontos, pos-
sibilitando solucdes mais apuradas em regides de grandes variagdes do gradiente. E as
funcdes MDP sio empregadas diretamente no pés-processamento dos dados, produzindo

resultados suaves tanto da fungdo quanto de suas derivadas.

O desenvolvimento de tecnologias é um fendmeno em constante evolugdo e disso
resulta a necessidade de observacio das atuais tendéncias. Estas tendéncias estao sujeitas
As variagdes fomentadas pela motivagdo dos pesquisadores em superar novos desafios e
também pelo desenvolvimento de tecnologias afins, que podem abrir novas perspectivas
para a abordagem dos problemas. A breve revisao apresentada a seguir tém como objetivo
apresentar algumas destas tendéncias atuais na pesquisa de métodos computacionals em

mecanica aplicada.

Uma familia de métodos Taylor-Galerkin (TG) de alta ordem é apresentada por
Safjan & Oden em [22] para a analise de sistemas lineares hiperbdlicos. As aproximagdes
de sistemas desta natureza envolvem a discretizagio de varidveis temporais e espaci-
ais. Assume-se que a aproximagio final é obtida empregando-se diferencas finitas nas
variaveis temporais e elementos finitos nas varidveis espaciais. Assim, duas abordagens
sao possiveis. No classico método das linhas, uma aproximacao nas varidveis espaciais
converte o problema original de valores iniciais e de contorno num sistema ordinario de
equagdes diferenciais, que entdo é discretizado no tempo empregando-se algum dos es-

quemas tradicionais de integragdo. Os esquemas TG pertencem a uma diferente classe de



métodos, conhecidos como métodos de discretizacdo no tempo, que consistern nas mesmas
etapas realizadas em ordem reversa. Assim, pela discretizagdo inicial no tempo, o pro-
blema original de valores iniciais € de contorno é convertido numa sequéncia de problemas
de valores de contorno, discretizados entio empregando-se elementos finitos Ap. Os es-
quemas TG apresentam resultados apurados e altas taxas de convergéncia e, para alguns

dos esquemas, existe a possibilidade de estimar-se diretamente o erro da discretizagao

temporal.

O estudo das propriedades da equacio de Burgers é de grande importancia de-
vido & aplicacdo desta equacio na teoria de aproximagao do fluxo de uma onda de choque
movendo-se numn fluido viscoso. Esta é uma das poucas equagoes diferenciais parciais nio-
lineares que foram resolvidas analiticamente para condigBes iniciais arbitrdrias. Apesar
disso, a solugdo numérica da equacio de Burgers é dificil para pequenos valores do coefi-
ciente de viscosidade, que representam frentes de onda bastante acentuadas. Nestes casos
os métodos numeéricos geralmente produzem resultados que incluem grandes oscilacdes
que nao tém relagdo com o fendmeno fisico. O trabalho de Al et al [1] apresenta um novo
elemento finito construido para a solucio da equagao de Burgers empregando-se B-splines
clibicas com método da colocacio na discretizagio espacial e um esquema Crank-Nicolson
para a aproximagao no tempo. Convém observar-se que o uso de elementos construidos
a partir de B-splines ciibicas possibilita uma solugéo global na qual nio sé a funcio é
continua, mas também a primeira e a segunda derivadas espaciais. Este elemento finito
apresenta resultados tdo apurados quanto aqueles obtidos empregando-se elementos finitos

tradicionais com malha mével, mesmo para pequenos valores do coeficiente de viscosidade.

As leis de conservagao fisica representam uma colecdo de requisitos de conservacio
de fluxo no espago-tempo. Matematicamente estas leis sio apresentadas na forma de

um conjunto de equagdes integrais. A forma diferencial destas leis é obtida a partir da



forma integral assumindo-se que a solugéo fisica é suave. Este requisito de suavidade da
solucio fisica é dificil de ser realizado numa regido de mudanga réapida de comportamento
empregando-se uma aproximagcao numeérica que faz uso de um nimero limitado de variaveis
discretas. Esta dificuldade mostra-se ainda mais acentuada na presenca de descontinuida-
des, como por exemplo ondas de choque. Assim, a modelagem de um fendmeno fisico com
regides de gradientes elevados empregando-se um método numeérico projetado para obter
a solugio numérica da forma diferencial do problema sem a garantia da conservagao de
fluxo mostra-se bastante problematica. Entre os métodos tradicionais, diferencas finitas,
elementos finitos e métodos espectrais foram projetados para resolver a forma diferencial
das leis de conservacao. Convém observar que o conjunto de equacdes integrais usualmente
resolvido num esquema de elementos finitos é equivalente a forma diferencial das leis de
conservacio assumindo-se certas condigdes de suavidade. Entretanto, estas equagoes inte-
grais sio geralmente distintas daquelas que representam as leis de conservacao. O método
dos volumes finitos é o unico método tradicional projetado para garantir a conservagao
do fluxo. Um esquema de volumes finitos pode garantir a condigdo de fluxo espacialmente

ou em ambas as discretizacdes, espacial e temporal [13].

O interessante trabalho de Chang [5] apresenta uma nova possibidade para a re-
solucio numérica de problemas envolvendo as equagoes de Euler e de Navier-Stokes.
Trata-se do método dos elementos de conservagio e de solucdo no espago-tempo. A
resolucdo de um problema empregando-se esta metodologia apresenta duas etapas. Ini-
cialmente sio definidos os elementos de solugio, que sdo subdominios do espago-tempo.
A forma diferencial das equacbes de conservagdo é aproximada em termos de algumas
fungdes com certa regularidade definidas nestes elementos de solugdo. Na etapa seguinte
o dominio espacgo-temporal é dividido em elementos de conservagao. E entfio exigida a
conservacao do fluxo sobre toda a regido dada pela unido dos elementos de conservagao.

Convém observar que geralmente os elementos de solugdo e os elementos de conservagao

[



séo distintos. Assim, a solucio numérica satisfaz a forma diferencial das leis de con-
servagao uniformemente nos elementos de solugio e ainda a forma integral das mesmas
sobre toda regido do espago-tempo que une os elementos de conservagao. Isto possibilita
resultados apurados em simulacdes numéricas de problemas envolvendo choques e regides
com gradientes elevados. Chang ainda indica a simplicidade e a generalidade como outros

aspectos favordveis do método.

Para a solugéo de problemas elipticos de valores de contorno complexos, tais como
aqueles envolvendo multiplas singularidades e mutiplas interfaces, diferentes métodos
numeéricos podem ser adotados simultaneamente. F por isso, combinacdes de diferen-
tes métodos vém sendo propostas. O trabalho de Li [12] apresenta seis combinacdes do
método de Ritz-Galerkin com o método das diferencas finitas. Nestas combinacdes, as
estratégias de acoplamento dos diferentes métodos tém importancia fundamental na ga-
rantia de taxas étimas de convergéncia da solugdo numérica obtida. Nas combinacdes
dos métodos apresentadas em [12], foram alcancadas taxas étimas de convergéncia da
solugdo e ainda taxas de super-convergéncia para as derivadas. Experimentos numéricos

realizados para o problema de Motz confirmaram os resultados.

O método dos elementos finitos mostra-se mais atraente quando comparado com a
versao classica do método das diferencas finitas em virtude de diversos aspectos favoraveis,
principalmente no tratamento das condicdes de contorno em dominios irregulares e na
condensagdo local de nés, possibilitando solu¢des mais apuradas em regides de grandes
variagbes do gradiente. Entretanto, empregando-se uma malha arbitraria irregular de
pontos nodais, o método das diferengas finitas pode superar as dificuldades apresentadas
em sua versio classica preservando, a0 mesmo tempo, suas caracteristicas bésicas. O tra-
balho de Liszca & Orkisz [13] apresentou no ano de 1980 o método das diferencas finitas

em malhas arbitrérias e aplicagdes em problemas como a torsio de barras, elasticidade



plana, deflexio de membranas e placas, escoamento de fluidos e distribui¢do de tempe-
raturas. Para a aproximacio em malhas irregulares a expansio em séries de Taylor ou a
interpolagéo polinomial (Lagrange) podem ser empregadas. Sio selecionados oito nés na
vizinhanca do né central do esquema, formando a chamada estrela de nés. Relacionados
pela expansdo em séries de Taylor, formam um sistema sobre-determinado de equacgdes
lineares, conduzindo a um conjunto de cinco equagdes com cinco incégnitas, obtide pela

minimizagdo de uma norma.

O interessante trabalho [2] também segue na linha do método das diferencas finitas
em malhas arbitririas. Arad et al apresentam um algoritmo numérico para & obtencéo de
solugdes de alta ordem de problemas de equilibrio. A idéia é baseada na diferenciacdo da
equacio diferencial que governa o problema e também das equaces das condigbes de con-
torno. Estas novas equacdes possibilitam a redugio do numero de varidveis do problema,
garantindo a alta ordem da solucdo. O método proposto foi testado em dois problemas
de elasticidade e as solucdes numéricas obtidas foram idénticas as respectivas solugbes
analiticas dos problemas. O método mostra-se bastante favoravel para a resolucado de
problemas de equilibrio onde os contornos geonétricos sao curvos e as condigdes de con-
torno ao longo dos mesmos variam acentuadamente. Isto por que no método proposto
tanto as condicdes de contorno quanto as suas derivadas sdo aproximadas. Os autores
apontam como desvantagens do método a sua dificil implementagao, uma vez que é re-
querido um grande volume inicial de célculos analiticos nas sucessivas diferenciagoes das

equagoes.

Alguns problemas complexos em mecinica aplicada vém sendo abordados atual-
mente empregando-se recentes desenvolvimentos nos métodos computacionals. Entre es-
tes problemas que tém ocupado os pesquisadores pode-se citar aqueles envolvendo fraturas

elastostatica e elastodindmica, hiperelasticidade e elastoplasticidade, propagacdo de in-



terfaces entre sélidos e liquidos, escoamento de fluidos compressiveis e conveccao-difusio.
Entretanto, o método dos elementos finitos, o mais difundido dos esquemas numeéricos,
nao € muito adequado ao tratamento destes tipos de problemas. Tal limitacio decorre da,
natureza altamente estruturada das aproximacdes de elementos finitos baseada na forte
dependéncia de uma malha, Belytschko et al [4]. Convém ressaltar que sao Inquestionaveis
as vantagens do processamento numérico de problemas empregando-se o método dos ele-
mentos finitos e, provavelmente, o motive de sua grande popularidade. Considerando-se
0s recentes avangos na geracao de malhas pode-se afirmar que, uma vez provida a capa-
cidade computacional necessiria, mesmo os problemas mais complexos, como a resolugao
tridimensional da equagdo de Navier-Stokes do escoamento de fluidos, podem ser devida-
mente analisados empregando-se o método dos elementos finitos. Entretanto as etapas de
pré e pos-processamento dos dados, em muitos casos, tém apresentado alto custo com-
putacional, consumindo muito mais tempo que a prépria solugdo numérica, Onate et al
[19]. No caso de descontinuidades méveis, a estratégia mais vidvel para o tratamento
empregando-se métodos baseados em malhas é o remalhamento a cada passo de tempo
de modo que as linhas da malha permanecam sempre coincidindo com as descontinui-
dades durante a evolugdo do problema. Isto introduz indmeras dificuldades tais como
a necessidade do projeto de malhas entre os estdgios sucessivos do problema, levando a
degradacao da acuracidade da aproxirnacio e complexidade do programa computacional,

além do grande nimero de remalhamentos, Belytschko et al [41.

Para superar estas dificuldades tém sido desenvolvida, recentemente uma nova familia
de métodos computacionais para o tratamento de problemas complexos em ciéncia e enge-
nharia. Os chamados métodos meshless sio caracterizados por sua natureza menos estru-
turada que nio apresenta uma dependéncia aos conceitos tradicionais de malha, tipicos
dos métodos de elementos finitos e de volumes finitos. Apesar de muitos desses métodos

nao serem verdadeiramente sem-malha, uma vez que ainda apresentam certa dependéncia



a alguns conjuntos de pontos de quadratura estruturados de alguma forma, os métodos
meshless apresentam certas propriedades matematicas e computacionals que favorecem a
resolucio de uma ampla classe de problemas de dificil abordagem pelos métodos tradi-
cionais, Duarte & Oden [8]. Assim, geralmente é possivel a andlise de descontinuidades
méveis sem a necessidade de remalhamento, uma vez que a aproximagao destes métodos

é construida inteiramenie em termos dos nos.

Apesar do crescente interesse que os métodos meshless tém exercido sobre os pes-
quisadores nos dias de hoje, o ponto de partida para o desenvolvimento de tais esquemas
numéricos ocorreu a aproximadamente vinte anos atrés quando o smooth particle hydrody-
namics method (SPH) comegou a ser empregado na modelagem de fendmenos astrofisicos
sem contornos tais como a explosio de estrelas e o movimento de nuvens de poeira. Os
trabalhos de diferencas finitas em malhas irregulares, como o de Liszca & Orkisz [13] (dis-
cutido neste texto), também sio considerados pioneiros em métodos meshless, {19]. Novos
esquemas foram desenvolvidos recentemente com o aumento do interesse dos pesquisadores
de elementos finitos por métodos meshless. Entre estes novos esquemas numéricos estao:
element-free Galerkin method (EFG) [14], reproducing kernel particle methods (RKPM)
6], finite point method (FPM) [19] e hp cloud method [8]. Duarte & Oden e Babuska &
Melenk em trabalhos distintos reconheceram que SPH, EFG e FPM sdo métodos basea-
dos em minimos quadrados méveis. O RKPM com um micleo discreto que € consistente
apresenta-se também um método baseado em minimos quadrados moveis. Além disso, 0s
métodos baseados em minimos quadrados méveis e o RKPM séo todos variagbes de um
conceito mais amplo, a particio da unidade, que caracteriza o hp cloud method. Segundo
Belytschko et al [4], mesmo os trabalhos mais recentes de diferencas finitas em malhas ir-
regulares apresentados por Liszca e seus colaboradores assemelham-se muito com minimos

quadrados méveis e particbes da unidade.



As fungdes de ponderagio sdo caracteristicas comuns dos métodos meshless. Uma
fun¢ao de ponderagio é definida por ter suporte compacto, isto €, o sub-dominio na qual
ela é ndo-nula é relativamente pequeno em relagéo ao restante do dominio do problema.
Cada sub-dominio é associado a um né e o suporte é geralmente chamado de dominio de in-
fluéncia do respectivo né. Em problemas bidimensionais os sub-dominios mais usados tém
o formato de discos ou retingulos. Eles sio arranjados de forma a ocupar todo o dominio
do problema. Assim, apesar dos nés apresentarem-se em posigbes geométricamente dis-
tintas, os dominios de influéncia dos mesmos ocupamm regides cornuns do espago fisico e
geralmente, os nds préximos dos contornos apresentam dominios de influéncia que ultra-
passam o dominio do problema. Outra caracteristica comum é a elevada regularidade das
fun¢bes de ponderagio, possibilitando a representacdo exata de polindmios de alto grau.

Este aspecto reflete-se no pés-processamento dos dados, conduzindo a resultados suaves.

Entretanto, alguns aspectos dos métodos meshless precisam ser melhorados e rmui-
tos pesquisadores vém trabalhando neste sentido. Uma das maiores dificuldades na im-
plementagéo destes métodos é a aplicacio das condi¢des de conforno essénciais ou de
Dirichlet. Isto ocorre devido ao cardter ndo interpolatério da aproximacéo, ou seja, a
aproximacao ndo passa através dos valores dos parametros nodais. Para contornar este
problema, a saida mais comum é a aproximagao empregando-se multiplicadores de La-
grange. Entretanto, alguns autores sugerem o acoplamento com elementos finitos na reglao
do contorno. Na modelagem da equacio diferencial pelo método de Galerkin o dominio é
geralmente subdividido em zonas de integracio que sio definidas independentemente dos
nés. Os pontos da quadratura de Gauss sio definidos dentro de cada zona de integragao e
cada ponto de integragdo pode ser coberto pelos suportes de varias fun¢des de ponderacio,
Chen et al [6]. Autores como Onate et al [19], consideram ser vantajoso o emprego do
método da colocagdo na modelagem da equacdo diferencial. Outra questao que tém sido

discutida € a aproximacio de descontinuidades na funcio e nas derivadas. Tais procedi-
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mentos ainda exigem um tratamento matematico cuidadoso, contribuindo para a elevagao

do custo computacional.

A sintese de algumas tendéncias atuais de métodos computacionais em mecanica
aplicada pode ser apresentada pelos seguintes topicos: Aproximacoes de alta ordem, uma
vez que estas possibilitam solugdes que sdo mais condizentes com as leis de conservagao
fisica. Isto tanto para os esquemas espaciais quanto para os esquemas temporais. Esque-
mas espaco-temporais. Facilidade de aplicacio das condigdes de contorno e da introdugao
de descontinuidades em diferentes niveis da aproximacdo (fun¢do ou derivadas). Esque-
mas numéricos menos estruturados, favorecendo as etapas de pré e pds-processamento da

solugdo. E generalidade.

A motivacio para o estudo do Método dos Dominios Pontuais (MDP), que é apresen-
tado neste trabalho, é o enquadramento do mesmo em varios aspectos destas tendéncias,
colocando-o como um esquema numérico potencialmente competitivo com os atuais métodos

computacionais.

Inicialmente sdo discutidos os aspectos mais relevantes do método proposto tais
como: motivacio, metodologia sistematica para o desenvolvimento das fungdes MDP,
discretizacio independente da malha e da equacéo diferencial do problema, melhoria da
solucio com exigéncia de maior regularidade das fungoes, anélise de erros, estimador de
erros e tratamento de descontinuidades fisicas em problemas. Todos estes aspectos sao
abordados do ponto de vista unidimensional embora o método apresente potencialidade
para a aplicacio em problemas definidos sobre dominios de dimensdes genéricas. A seguir,
apresenta-se o desenvolvimento de fungbes MDP bidimensionais de alta ordem. Sao in-
troduzidos exemplos numéricos a medida que sdo apresentados os novos conceitos, tendo

como intuito facilitar a compreensio das idéias ¢ ilustrar a aplicagdo efetiva das mesmas.
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A versdo unidimensional do método dos dominios pontuais € aplicada as equacdes
diferenciais referentes aos comportamentos esttico e dindmico de estruturas reticuladas —
barras e vigas. Discretizacdes grosseiras e refinadas, além de funcées MDP considerando-
se diferentes niveis de continuidade, sio testadas extensivamente de forma a levantar-se

as caracteristicas numéricas de estabilidade, convergéncia e precisdo do operador.

Alguns problemas de valores de contorno envolvendo a equagdo bidimensional de
Poisson séo analisados. Um problema padrio é proposto e sao comparadas as solucfes
obtidas, através de sistemas lineares da mesma ordem, empregando-se o método dos
dominios pontuais e o método da dupla reciprocidade. O MDP também é usado para
a solugéo de problemas cldssicos de torcio na teoria da elasticidade. Os casos de secbes
transversais triangular, retangular e retangular trincada sio estudados e comparados com

resultados conhecidos da literatura,

Exploram-se as possibilidades da introducéo de descontinuidades fisicas em diferen-
tes niveis da aproximagdo MDP - funcio ou derivadas — na anilise transiente de carga
movel atuante em uma viga. A versdo bidimensional do métode dos dominios pontuais
€ empregada. Considera-se uma das dimensdes ao longo do comprimento da viga, en-
quanto a outra € associada & evolugio no tempo, e o carregamento movel é tratado como
uma descontinuidade na derivada terceira do deslocamento. Comparam-se os resultados
MDP com a solucdo analitica do problema, e com a solucido numérica obtida a partir
da discretizagdo espacial empregando-se elementos finitos cibicos de Hermite e um es-
quema de Newmark com aceleragio constante para a integragéo do sistema das equacdes

de movimento ao longo do tempo.

Demonstra-se a potencialidade do método proposto para o tratamento de sistemas li-
neares de equagdes através das resolucdes numéricas das equagoes diferenciais de equilibrio

referentes aos comportamentos de corpos elasticos, homogéneos e isotrépicos; assumindo-
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se as hipdteses de estado plano de tensdes. Dois problemas de equilibrio, para os quais as
solucdes analiticas sdo conhecidas, sdo analisados empregando-se o MDP. Um terceiro pro-
blema é modelado utilizando-se 0 MDP e o método dos elementos finitos, possibilitando

algumas consideragtes sobre a convergéncia do esquema numérico proposto.

Finalmente, sio apresentadas as conclusdes e as perspectivas futuras, fundamentadas

pelas diversas aplica¢des exploradas neste trabalho.
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Capitulo 2

Método dos Dominios Pontuais

Este capitulo apresenta o Método dos Domfnios Pontuais (MDP). Trata-se de um
operador algébrico baseado em campos de interpolacio com continuidade das derivadas

de alta ordem para a resolu¢do numérica de equacdes diferenciais ordindrias ou parciais.

O método dos dominios pontuais tém sido desenvolvido buscando explorar-se ao
maximo o conceito de generalidade. Na pratica isto significa a flexibilidade para o tra-
tamento de uma larga faixa de problemas, a facilidade de aplicacéo das condicdes de
contorno e/ou iniciais, e a possibilidade da introducio de descontinuidades em diferen-
tes niveis da aproximacdo - funcio ou derivadas -, conduzindo as solucdes suaves da

aproximacao e de suas derivadas.

Para atender a este conceito de generalidade, o MDP apresenta funcdes fracamente
estruturadas, e portanto bastante distintas daquelas empregadas Nos esquemas NuUmericos
tradicionais. Enquanto observa-se a natureza altamente estruturada das aproximacoes

de elementos finitos e de elementos de contorno, baseadas na forte dependéncia da ma-
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lha de discretizacio, o método dos dominios pontuais caracteriza-se por simples fungdes

polinomiaijs construidas por partes.

Os aspectos mnais relevantes do método proposto — metologia sistematica para o
desenvolvimento das funcbes MDP, discretizacdo independente da malha e da equagéao
diferencial do problema, melhoria da solugio com exigéncia de maior regularidade das
funcdes, analise de erros, estimador de erros e tratamento de descontinuidades fisicas em
problemas ~ sio abordados do ponto de vista unidimensional, embora o método apresente
potencialidade para a aplicagio em problemas definidos sobre dominios de dimensdes
genéricas. Apresenta-se ainda o desenvolvimento de fungdes MDP bidimensionais de alta
ordem. Sio introduzidos exemplos numéricos a medida que sdo apresentados os novos
conceitos, tendo como intuito facilitar a compreensao das idéias e ilustrar a aplicagao
efetiva das mesmas. Todos estes tépicos sdo abordados neste capitulo, que encontra-se

organizado em oito segdes, conforme descrito a seguir.

Desenvolvimento das funcées MDP 1D. Esta secdo apresenta a teoria MDP 1D e
exemplos. Para a aproximagio de uma fungio 1D genérica empregando-se o MDP sao
tomados inicialmente pontos de referéncia do espago unidimensional. Estes pontos de re-
feréncia séo denominados dominios pontuais. Fazendo-se um paralelo com o tratamento
de problemas definidos sobre dominios arbitrarios, pode-se afirmar que os dominios pon-
tuais constituem os pontos de referéncia do espago-tempo de dimensdo genérica onde é
analisado o fendmeno fisico. O desenvolvimento das funcdes MDP da-se a partir da apro-
ximacio linear por partes de uma derivada de alta ordem, capaz de reconstruir todos
termos da equacio diferencial do problema por integragio. Esta aproximacgio € cons-
truida empregando-se varidveis associadas aos dominios pontuais. As aproximagoes das
derivadas de ordem mais baixa e da prépria funcdo sio obtidas por processos sucessivos

de integracio exata da aproximagio linear por partes da derivada de alta ordem. Sendo



assim, € possivel avaliar-se qualquer uma dessas aproximagdes em uma posigdo genérica

do intervalo de discretizacéo.

Modelagem da equacio diferencial. Esta secio apresenta as etapas para a solugdo
de problemas 1D e exemplos. O método da colocagio é empregado para a modelagem
das equagdes, diferencial e do contorno em uma nuvem de pontos de forma a representar
convenientemente o dominio do problema. Isto significa que as equacdes, diferencial e do
contorno, sao impostas localmente em pontos arbitrarios do dominio, que podem ou nio
coincidir com os dominios pontuais. A ordem das aproximagdes MDP a serem empregadas
deve ser maior ou igual aquela da equagio diferencial que governa o problema. Existe
um numero minimo de equacdes, obtidas por colocagio, necessirio para a construcio
de um sistema linearmente independente, de forma a possibilitar o calculo das varigveis
do problema. Uma vez resolvido o sistema de equagoes, os dados sao pds-processados
empregando-se as préprias aproximaces MDP, conduzindo a resultados comn continuidade

até a derivada de alta ordem que é linearmente aproximada por partes.

Melhorando a solucdo MDP. Nesta secao explora-se as possibilidades da resolucio
numerica de problemas 1D dando énfase aos aspectos relacionados ao nimero de dominios
pontuais e & ordem das aproximacées MDP utilizadas. Para tanto, um problema padrio é
introduzido e as solugdes MDP sio obtidas para diferentes combinages destes pardmetros,
permitindo consideraces sobre o comportamento numérico das solugdes. Séo realizados

estudos de convergéncia 1D a partir dos resultados deste problema padrao.

Andlise de erros. Esta secio ocupa-se dos estudos tedricos de convergéncia e com-
paragoes com os resultados numeéricos obtidos na secio anterior. Desenvolve-se a andlise
tedrica de erros MDP, valida para problemas unidimensionais genéricos. Apresenta-se a
equagao que relaciona o erro da solugio MDP aos parametros do espagamento médio entre

os dominios pontuais, a ordem da aproximagao MDP que é linearmente aproximada por
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partes e a ordem da equagéo diferencial que descreve o problema 1D.

Estimador de erros. Esta secio apresenta umaintrodugio tedrica genérica e aplicagdes
em um problema padrdo. Apresentagdo dos conceitos e da metodologia para a estimativa
numérica dos erros das solugdes MDP 1D a posteriori. Aplicagdes em um problema padrao
cuja solugdo analitica é conhecida. Comparam-se os erros exatos obtidos da analise MDP
do problema padrio aqueles obtidos através da estimativa numérica, de forma a ratificar

a eficiéncia da técnica proposta.

Tratamento de descontinuidades. Esta secio ocupa-se da introdugdo da metodolo-
gia, aplicagdo em um problema 1D com descontinuidade na derivada primeira e discussio
dos resultados. O desenvolvimento construtivo das funcdes do método dos dominios pon-
tuais permite a introducdo de descontinuidades fisicas em qualquer um dos niveis de
aproximagcio — fungio ou derivadas ~ e numa posi¢ao arbitraria do dominio do problema.
E conveniente ressaltar que no tratamento MDP das descontinuidades ndo existe a neces-

sidade de que as posicdes das mesmas coincidam com os dominios pontuais.

Desenvolvimento das funcbes MDP 2D. Esta secho apresenta a teoria MDP 2D
e etapas para a solugio de problemas. Uma 4rea retangular do espago bidimensional é
inicialmente representada pela discretizacdo em dominios pontuais. Os dominios pontuais
constituem os pontos de referéncia desta regido do espago bidimensional. De acordo com
esta metodologia, as varidveis de discretizagdo estdo associadas aos dominios pontuais, e
daf o nome do método. A malor parte das varidveis representa uma derivada de alta ordem
que é linearmente aproximada por partes entre os dominios pontuais vizinhos. E as demais
varisveis representam os valores das derivadas de ordem mais baixa e da propria fungao em
alguns dominios pontuals estrategicamente posicionados. Todas as aproximagées MDP
das derivadas de ordem mais baixa e da prépria fungio de interesse sio obtidas atraves

de procedimentos sucessivos de integragio exata da aproximagiio MDP linear por partes
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da derivada de alta ordem. Devido ao seu procedimento construtive, qualquer uma das
aproximagdes MDP - da funcio ou de suas derivadas — pode ser avaliada através de
uma combinagdo linear de valores associados aos dominios pontuais. Estes valores sio

denominados variaveis MDP.

A solucdo desejada de um problema é obtida através de uma nuvem de pontos de
aproximacao tomada de forma a representar-se convenientemente o dominio do mesmo.
A equacdo diferencial do problema é aplicada nos pontos de aproximacao interiores ao
dominio. E as condi¢des de contorno e/ou iniciais sio aplicadas nos pontos de apro-
ximagao localizados na fronteira. Para que isto seja possivel, é utilizada a colocagio por
pontos, resultando em uma equacio para cada um dos pontos de aproximacao, sendo estas
fungdes lineares das varidveis MDP. O sistemna de equagoes resultante é entdo resclvido
empregando-se umn esquema de minimos quadrados. Uma vez conhecidos os valores das
variaveis MDP, as préprias funcées MDP sdo utilizadas no pos-processamento dos da-
dos, produzindo resultados suaves. E possivel assim avaliar-se as aproximacoes da funcio
ou de suas derivadas parciais em qualquer posicio da area retangular de discretizacio.
Observa-se que, a principio, a funcéo e o seu dominio sio geneéricos, de modo que qualquer
problema bidimensional descrito por equagoes diferenciais pode ser analisado segundo esta

abordagem.

Construcdo de funcbes genéricas MDP. Linhas gerais para o desenvolvimento de
fungdes do método dos dominios pontuais considerando-se o nimero de dimensdes do
espago, partigdes do dominio e aproximacdes com regularidades genéricas. Equacio do

niimero de varidveis MDP resultantes em funcdo destes pardmetros.

Convém mencionar-se que todas as implementacdes computacionais MDP apresenta-
das neste trabalho foram desenvolvidas em ambiente Matlab, que trata-se de um produto

MathWorks, Inc.
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2.1 Desenvolvimento das fun¢ées MDP 1D

Considere-se inicialmente a figura 2.1 onde é representada a evolucéo da fungéo uni-
dimensional genérica (%) no intervalo [#, 2n]. Para a aproximacdo da funcio genérica
u(Z) empregando-se o método dos dominios pontuais sao tomados inicialmente pontos
de referéncia do espago unidimensional no intervalo [Zo, ). Estes pontos de referéncia
#;, (i = 0,1,...,N), sio denominados dominios pontuais. Fazendo-se um paralelo com
o tratamento de problemas definidos sobre dominios arbitrdrios, pode-se afirmar que
o0s dominios pontuais constituem os pontos de referéncia do espago-tempo de dimensao
genérica onde é analisado o fenémeno fisico. O intervalo genérico Az; (i = 1,2,..., N )
definido entre os dominios pontuais vizinhos ¢ — 1 e ¢ é dado pela equagédo 2.1. E o valor

u{#;) da fungio de interesse avaliada no dominie pontual Z; ¢é indicado simplificadamente

por u{i), ( =0,1,...,N).

Az; = & — 271 (i=1,2,...,N) (2.1)

Um sistema local de coordenadas é representado na figura 2.1 possibilitando o estudo
do comportamento da funcio u{#) no intervalo Az; definido entre dominios pontuais
vizinhos. A abcissa deste sistema referencial é dada pelo eixo z enquanto na ordenada
observa-se a evolucio da funcio u(Z) ao longo deste mesmo eixo. Assim, as coordenadas

T e T encontram-se relacionadas pela equacio 2.2 de translagdo.

Sendo este sistema local de coordenadas destinado ao estudo do comportamento da
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Figura 2.1: Evolugio da funcio unidimensional genérica u(Zz).

funcéo u(Z) no intervalo [z;, %], os valores possiveis de z encontram-se restritos aqueles

que satisfazem a inequacdo 2.3.

0<z< Az, (2.3)

O desenvolvimento das funcées MDP dé-se a partir da aproximagéo linear por partes
de uma derivada de alta ordem M, capaz de reconstruir todos os termos da equacao
diferencial do problema por integracio. Esta aproximagao € construfda empregando-se
varidveis associadas aos dominios pontuais. A derivada de ordem m da funcéo u(z), com
m pertencente aos nimeros naturais, é apresensada na sua forma compacta 2.4. E o valor

u!™(z;) da derivada avaliada no dominio pontual #; é indicado simplificadamente por



As aproximacgdes MDP sdo identificadas pela notagao uf\?)(i), onde {m = 0,...,M)
e o subscrito M indica a ordem da derivada da fungio u{Z) que é linearmente aproximada
por partes. Para a aproximacdo linear da derivada de ordem M da funcao entre os

dominios pontuais genéricos z;_; € z;, (¢ = 1,2,...,N), é empregada a equagao 2.3.

Z

)+ i (0 5

(2.5)

As aproximacdes das derivadas de ordem mais baixa e da prépria fungéo, entre
os dominios pontuais genéricos z;—; e z;, {¢ = 1,2,...,N), sdo obtidas por processos
sucessivos de integracido exata da equagdo 2.3. Assim, empregando-se a equagao 2.3,
uma aproximagio linear por partes desenvolvida a partir da derivada de quarta ordem da

funcéo de interesse u(#) é apresentada pela expressao 2.6.

R T .
uP(@) = w1 - 1) (1 = =) + ul(6) — (2.6)
Azx; Az;

A aproximacdo da derivada uf{o’}(f)? apresentada pela equagdo 2.7, é construida a

partir da integracdo exata da equagao 2.6.

2

(3, _
Am +ul— 1) (2.7)

)+ us(i

() = (i = 1) (o - © 353

A aproximagao da derivada uf)(i), apresentada pela equacdo 2.8, é construida a

partir da integragao exata da equacédo 2.7.
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3
ui(@) = w6 - 1) (5 - 2y 1

3) (2)
T T Gag) Tu g rui-De -1 (28)

A aproximacio da derivada uil)(i), apresentada pela equacdio 2.9, é construida a

partir da integragdo exata da equacio 2.8.

W) = - 1) (5 - ) + a0 e + - ) 24 29)
+uil(i = e +uf 6 - 1)
E finalmente, a aproximacio da func¢ao de interesse u4(Z), apresentada pela equacio

2.10, € construida a partir da integracio exata da equacio 2.9.

ug(@) = uiP(i-1)(% - maxs;) + Ui () g +uP i - 1) 24

4
(2.10)
-%uuff)(i—-i)‘g (1}(2 ~ 1)z +us(i — 1)

Convém observar que as expressoes 2.6, 2.7, 2.8, 2.9 e 2.10 possibilitam a apro-
ximagdo da funcdo de interesse e de suas derivadas entre os dominios pontuais genéricos
zi1 €2y (1= 1,2,..., N). Devido ao pbrocesso construtivo destas aproximagées, a partir
de integragbes sucessivas da equacio 2.5; uli — 1), ul? - 1), ui ~ 1) e ug(i — 1)
surgem como constantes de integragdo. Entretanto, as aproximagoes 2.7, 2.8, 2.9 e 2.10
podem ser reescritas adotando-se z = Az;, como é mostrado nas equacdes 2.11, 2.12,
2.13 e 2.14. Esta nova apresentacio das equagoes, denominada funcées MDP, permite
a eliminacdo de grande parte das constantes de integracdo, uma vez que os valores sio

associados diretamente aos dominios pontuais.
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uP(0) = OG- 1) + @)+ o - 1) (2.11)
ui”(z'):—‘*—g—i[zu&‘*’(wi) I+ Az -+ -1 (212

2 (2.13)
+Az Ul 3)+”( (3"1)

wa(i) = S [auf( - 1) +ulD(0)] + 22 Wi - 1)+ (2.14)
+22 4P - 1) + Az i - 1) +wi = 1)

As funcgdes MDP permitem avaliar uf}(i), uP (1), uff}(i) e u4(?) nos dominios pontu-
ais 7, (i = 1,2,...,N), de modo que as constantes de integragio remanescentes sao dadas
por uP(0), £“2(0), u10) e ua(0). Assim, qualquer avaliagio das aproximagdes 2.6, 2.7,
2.8, 2.9 ou 2.10 numa posicio genérica do intervalo [fo, Zx] pode ser descrita em fungao

das variaveis us(0), uil)(ﬂ), uig)(()), uf)(ﬂ) € uy)( L, (i=10,1,...,N).

Aproximagdes MDP da forma u(zm}(:t"), lineares por partes na derivada de segunda

ordem, podem ser obtidas empregando-se a equagdo 2.5 seguida de duas integragoes su-
cessivas, resultando nas expressdes 2.15, 2.16 e 2.17. Estas equagoes possibilitam a apro-
ximacao da funcio de interesse e de suas derivadas entre os dorninios pontuais genericos

ziq ez, 1=12,...,N).
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4(E) = - 1) (1= 1) + o) (215)
() = i = 1) o - 51 +l0) 4 - 1y (2.16)

2Azx; 2Azx;

N2y x?
) =i~ 1) (5

=) i) 2 At ud i Do uw(i-1) (217

6Az; 6Az; = 7 '
Fun¢des MDP da forma ué”" (i) podem ser obtidas adotando-se z = Ag; nas ex-

pressoes 2.16 e 2.17, resultando nas equagdes 2.18 e 2.19. Assim, qualquer avaliacio das

aproximagdes 2.15, 2.16 ou 2.17 numa posicao genérica do intervalo |7, Ty] pode ser

descrita em funcéo das varigveis u,(0), uél)(()) e u?)( ), (i=0,1,...,N).
. Az
(1) = S = 1) + 0]+ - 1) (2.18)
Az?
ua(i) = ——6--~{2u(2}(z ~ 1)+ uP ()] + Azi ud (i = 1) + un(s — 1) (2.19)

Outras funcdes MDP, desenvolvidas a partir de derivadas de ordem M linearmente
aproximadas por partes, podem ser obtidas adotando-se o mesmo procedimento constru-

tivo. Convém observar que tais aproximagées independem da equacio diferencial e dos

contornos exatos do dominio do problema.

24



2.2 Modelagem da equacgdo diferencial

Considere-se o problema de valores de contorno descrito pela expressao 2.20.

u@(Z) — u(z) - 2u(z) =& zel0,1]
u(z) = 0.5 =0 (2.20)
uV(z) = 1.5exp(2) + 0.5exp(—1) =05 z=1

Este problema, cuja solugdo analitica é dada pela equagéo 2.21, é resolvido numéricamente

empregando-se 0 método dos dominios pontuais.

u(z) = 0.75exp(2&) — 0.5exp(—2) — 0.52 + 0.25 (2.21)

A figura 2.2 apresenta a disposicdo de cinco dominios pontuais no espago unidimen-
sional onde é analisado o problema. Observa-se que neste caso especifico os dominios
pontuais encontram-se igualmente espagados, ou seja, Az; = 0.25, (¢t =1,2,3,4). Entre-
tanto, nada impede outras disposigdes distintas, tanto no aspecto do nimero (N +1) de

dominios pontuais, quanto no posicionamento geométrico dos mesmos.

A ordem M das aproximacdes MDP a serem empregadas deve ser maior ou igual
aquela da equacdo diferencial que governa o problema. Assim, as aproximagbes MDP
lineares por partes na derivada de quarta ordem ou as aproximagoes da forma ugm)(i),
desenvolvidas na secdo anterior, podem ser adotadas para o tratamento do problema. Para

esta solugdo, as aproximagdes MDP lineares por partes na derivada de segunda ordem sao

utilizadas.
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Figura 2.2: Disposicio dos dominios pontuais no espaco unidimensional.

O primeiro passo para a solucio de um problema empregando-se 0 MDP é a ava-
liacio das aproximagdes da funcio e das derivadas, nos dominios pontuais, a partir das
variaveis de discretizagdo. Para tanto, as funcdes MDP 2.18 e 2.19 sio empregadas.
Variando-se o indice ¢ dos dominios pontuais em um loop, (i =1,2,3,4), sdo construidos,

simultaneamente, os sisternas matriciais 2.29 e 2.23.

u(0)

r ué”(O) \ [ o X o 0o o o o] ug)(ﬂ)

ugi}(lj O X X X 0o 0o o ugzj({})
w@) =10 x x x x o o |/ w21y (2.22)

ugi}(B‘) o X X X X X o u?(2)

ugl)(é'c) [0 X X X X X X | uf)(a)

uy?(4)

. © . . - . . . 1}, -
O sistemna matricial 2.22 relaciona as aproximagoes da primeira derivada ué ) (), nos
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dominios pontuais (i = 0,1,...,4), com as varidveis de discretizagéo do problema, através
de uma matriz de coeficientes. Os x apresentados nesta matriz de coeficientes indicam

as posicoes ndo nulas da mesma.

uo(0)

r ua(0) ] [x o o 0 o o o] u$M(0)

uz(1) X X X X o0 0 0 u$(0)
$un(@) =] x x x x x o o4 ud(l) (2.23)

u2(3) X X X X X X 0 u$?(2)

| uo(4) X X X X X X X u{;)(S)

R

O sistema matricial 2.23 relaciona os valores da aproximacéo us(¢) da fungdo, nos
dominios pontuais (z = 0,1,...,4), com as varidveis de discretizagdo do problema, através
de uma matriz de coeficientes. Os x apresentados nesta matriz de coeficientes indicam
as posicdes ndo nulas da mesma. Convém observar que a dimensdo das matrizes de
coeficientes, em problemas unidimensionais, tém a forma (N + 1) x (N + M +1). Na
resolucio deste problema é adotado M = 2 e N =4, o que resulta na dimenséo 5 x 7 das

matrizes dos coeficientes.

Para a modelagem da equagao diferencial, o método da colocagéo é empregado. Isto
significa que as equagdes diferencial e dos contornos séo impostas localmente em pontos
arbitrarios do dominio. As aproximacOes da forma ugm)(i), descritas pelas equagdes 2.13,
2.16 e 2.17, juntamente com as fungdes MDP, apresentadas na forma dos sistemas ma-

triciais 2.22 e 2.23, possibilitam a aproximagio das equagbes diferencial e dos contornos

numa posicao genérica do intervalo [Zo, £4)-
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580 necessirias pelo menos (N + M + 1) equagbes obtidas por colocacio para a
construgao de um sistema linearmente independente, possibilitando o calculo das variveis
do problema. No caso de problemas que conduzam a sistemas lineares mal condicionados,
um nimero maior do que (N + M + 1) equagdes pode ser tomado, e neste caso a solugdo

€ obtida pelo método dos minimos quadrados.

O problema 2.20 apresentado neste trabalho é modelado por colocagdo das equacdes
diferencial e dos contornos nos préprios dominios pontuais. Este procedimento é conve-
niente uma vez que as aproximacoes da fungéo e da primeira derivada j4 encontram-se
desenvolvidas, respectivamente, nos sistemas matriciais 2.23 e 2.22. A equacdo diferencial
é satisfeita nos dominios pontuais &, (i = 0,1,. .. .4). A condicio de contorno em u(z) ¢
imposta no dominio pontual & e a condicdo de contorno na derivada uM(%) é imposta no
dominio pontual #,. E obtido assim um sistema linear com sete equagdes e sete incégnitas,

possibilitando o célculo dos valores u3(0), ug}(ﬂ) e ugg)(i), (¢=0,1,...,4).

Os dados sdo pés-processados empregando-se as préprias aproximacoes MDP, apre-
sentadas nas equagdes 2.13, 2.16 e 2.17, conduzindo a resultados com continuidade até
na derivada de segunda ordem. Na figura 2.3, em cima e a esquerda, é apresentada a
estrutura da matriz 7 x 7 do sistema linear final, montado para a resolucio numérica do
problema. Na mesma figura, em cima e a direita, sdo apresentadas as curvas da apro-
xXimagao uz(Z), em linha cheia, e da solucio analitica 2.21, em linha tracejada. Os valores
das aproximacdes nos dominios pontuais s&o indicados por . Na figura 2.3, em baixo
e a esquerda, sdo apresentadas as curvas da aproximacao ugl) (%) da primeira derivada e
do resultado analitico u(1)(z), respectivamente, em linhas cheia e tracejada. O grafico da
figura 2.3 da posicdo inferior direita apresenta as curvas das segundas derivadas, seguindo

o mesmo padrio.

Os erros Eém), (m = 0,1,2), das aproximacées da fun¢do e de suas derivadas sio
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Figura 2.3: Resolugdo numérica do problema.

calculados segundo a equagio 2.24. Os valores obtidos sdo apresentados na tabela 2.1.

1
EM™ = /0 W(3) - u™(z)| dz (2.24)

Considere-se o problema de valores de contorno descrito pela expressao 2.25. Observa-
se que este problema modificado é bastante semelhante ao problema de valores de contorno

apresentado pela equagdo 2.20. Na verdade, o dominio [0.1,0.9] do problema modificado

Tabela 2.1: Erros das aproximagdes do problema.

| 50 | &
0.0343 | 0.0590 | 0.1070
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2.25 é ligeiramente inferior que aquele do problema original 2.20, [0,1], o que torna os
pontos de contorno distintos. Entretanto, a solucio analitica do problerna 2.25 é idéntica

a solugéo do problema original, dada pela equacgio 2.21.

ul () — u(z) - 2u(Z) =13 z € [0.1,0.9]
u(Z) = 0.75exp(0.2) — 0.5 exp(—0. )+ 0.2 Z=0.1 (2.25)
ul(Z) = 1.5exp(L.8) + 0.5 exp(~0. )—05 =09

O problema modificado 2.25 é apresentado com o intuito de ilustrar & possibilidade
de modelagemn da equacdo diferencial, através do método da colocag@o, em uma nuvem de
pontos arbitrariamente disposta de forma a representar o dominio do problema. Em pro-
blemas unidimensionais, esta facilidade de aplicacdo do método dos dominios pontuais é
de pouca importancia, uma vez que a equacao diferencial pode ser modelada diretamente
a partir dos dominios pontuais. Porém, fazendo-se um paralelo com a anélise de proble-
mas definidos em uma dimensio genérica, é justamente esta possibilidade que permite o
tratamento das condi¢des de contorno definidas sobre dominios irregulares. Além disso,
a modelagem da equagdo diferencial em uma nuvem de pontos de disposicao arbitréria,
permite ainda a condensacao local dos pontos de aproximacio, possibilitando a obtencao

de solugdes mais apuradas em regides de grandes variagdes do gradiente.

Para a resolugdo numérica do problema 2.23, a mesma disposicio dos dominios
pontuais %, (¢ = 0,1,...,4), do problema original é empregada. Isto possibilita a uti-
lizacdo das mesrﬁa.s fungées MDP, descritas pelas expressoes 2.22 e 2.23, j4 estruturadas
na forma de sistemas matriciais. As respectivas posigdes dos dominios pontuais #; no

espago unidimensional sdo apresentadas pela equacdo 2.26.
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Para a modelagem da equacdo diferencial do problema modificado, uma nuvem de
pontos de aproximagdo y;, (j = 0,1,...,4), é definida na expressdo 2.27. A figura 2.4
ilustra a disposi¢io dos dominios pontuais #; e dos pontos de aproximacao y; escolhidos
para a resolucdo numérica do problema 2.25. Observa-se que os pontos de aproximacao sao
condensados nas proximidades do limite superior do dominio do problema, onde observa-se

uma maior variagdo do comportamento da solucéo.
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r Yo | r 0.10 \
Y1 0.35
$ y2 =14 0.60 ¢ (2.27)
Ya 0.80
[ va ) | 090

As aproximagdes da forma ugm}(:"c), descritas pelas equagdes 2.15, 2.16 e 2.17, jun-

tamente com as fun¢des MDP, apresentadas na forma dos sistemas matriciais 2.22 e 2.23,
possibilitam a aproximagao das equagdes diferencial e dos contornos numa posicao genérica
do intervalo [Fo, 74]. A equacio diferencial do problema 2.25 é modelada por colocagio
nos pontos de aproximacéo y;, (j = 0,1,. .. ,4). A condicio de contorno em u(Z) é im-
posta no ponto de aproximacio yo e a condicso de contorno na derivada 2()(%) é imposta
no ponto de aproximacio y,. E obtido assim um sistema linear com sete equacdes e sete
incognitas, possibilitando o célculo dos valores uz(0), u$(0) e u(4), (i =0,1,...,4),

associados aos dominios pontuais.

Os dados s&o pds-processados empregando-se as préprias aproximacdes MDP, apre-
sentadas nas equagbes 2.15, 2.16 e 2.17, conduzindo a resultados com continuidade até
na derivada de segunda ordem. Na figura 2.5, em cima e a esquerda, € apresentada a
estrutura da matriz 7 x 7 do sistema linear final, montado para a resolucio numérica do
problema modificado. Na mesma figura, em cima e a direita, sio apresentadas as curvas
da aproximagao uy(Z), em linha cheia, e da solucdo analitica 2.21, em linha tracejada. Os
valores das aproximacoes sio indicados por * nos dominios pontuais e por o nos pontos de
aproximacao. Na figura 2.5, em baixo e a esquerda, sdo apresentadas as curvas da apro-
ximacio u%l)(i) da primeira derivada e do resultado analitico u(i}(:‘c), respectivamente,

em linhas cheia e tracejada. O gréfico da figura 2.5 da posicio inferior direita apresenta
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Figura 2.5: Resolugio numérica do problema modificado.
as curvas das segundas derivadas, seguindo o mesmo padrao.

Os erros Egm), (m = 0,1,2), das aproximagoes da fungéio e de suas derivadas sao
calculados segundo a equagio 2.28. Os valores obtidos séo apresentados na tabela 2.2. O
fator e—l_g que torna a expressio 2.28 distinta da equagdo 2.24 permite a corregéo da norma
do erro em virtude da diminuicio do tamanho do dominio no problema modificado. Tal
correcio possibilita a comparacdo direta dos valores dos erros das aproximagdes da fungao
e das derivadas, obtidos pela resolucio numérica dos problemas original 2.20 e modificado

2.25.

pm) _ doi [us" (@) —ul™ (@)l ds
2T 0.8

(2.28)

Observa-se que as estruturas das matrizes das figuras 2.3 e 2.3, respectivamente, do
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Tabela 2.2: Erros das aproximacoes do problema modificado.

E, | B | B
0.0072 | 0.0134 | 0.0718

problema original 2.20 e do problema modificado 2.25, sao distintas. Isto ocorre pois os
pontos de aproximagdo tomados para a modelagem do problema original coincidem com
os dominios pontuais #;, (s = 0,1,.. ..4). Entretanto, no caso da resolucio numérica
do problema modificado, a nuvem dos pontos de aproximacgédo y;, (j = 0,1,...,4), é
distinta destes mesmos dominios pontuais. Comparando-se as tabelas dos erros 2.1 e 2.2,
observa-se que o problema modificado apresenta uma solugdo numeérica mais préxima da
solugéo analitica 2.21 de ambos os problemas. Dois aspectos contribuem para a melhoria
da qualidade das aproximagdes do problema 2.25 com relacdo as aproximacdes obtidas
a partir da resolugdo do problema 2.20. Como mostra a expressdo 2.27, os pontos de
aproximagao y;, utilizados para a modelagem do problema modificado, sdo condensados
nas proximidades do limite superior do dominio do problema, onde o gradiente da solucio
€ mais acentuado. Além disso, o espacamento médio entre os pontos de aproximacéao da
solugao do problema original é de AYmédic = Az; = 0.25, enquanto no caso da solucdo do
problema modificado este valor é dado por Aymédio = 0-20, contribuindo para a obtencao

de resultados mais apurados.
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2.3 Melhorando a solugio MDP

Como foi visto nas secbes anteriores, sdo inimeras as possibilidades da resolugdo
numérica dos problemas envolvendo equagdes diferenciais empregando-se o método dos
dominios pontuais. Os dominios pontuais Z;, ( = 0,1,..., N}, podem apresentar-se arbi-
trariamente dispostos no espago unidimensional onde € analisado o problema. As funcoes
MDP podem ser desenvolvidas a partir da aproximagao linear por partes da derivada de
ordem M genérica, onde a unica exigéncia é que esta derivada de alta ordem M seja capaz
de reconstruir todos os termos da equacio diferencial do problema por integragao. E a
nuvemn dos pontos de aproximagdo, que permite a modelagem da equacio diferencial pelo
método da colocacdo, também pode apresentar-se arbitrariamente disposta de forma a

representar o dominio do problema.

Esta segdo explora algumas destas possibilidades da resolugio numérica dos proble-
mas, dando énfase aos aspectos do ndmero de dominios puntuals (N 4+ 1) e da ordem M
das aproximagoes MDP utilizadas. Para tanto, um problema padrio ¢ introduzido e as
solucdes MDP sio obtidas para diferentes combinagdes dos parametros N e M, permitindo

consideracbes sobre o comportamento numérico das solugoes.

Considere-se o problema de valores de contorno descrito pela expressao 2.29.

0 1

Este problema padrao, cuja solugdo analitica é dada pela equagao 2.30, é resolvido

numéricamente empregando-se o método dos dominios pontuais.
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u(#) = 0.75exp(22) — 0.5exp(~Z) — 0.5% + 0.25 {2.30)

Para possibilitar a comparacio dos resultados, sdo tomados dominios pontuais Z;,
(¢ = 0,1,...,N), igualmente espagados sobre o dominio [0,1] do problema padrio nas
diversas solugdes MDP. Assim, os intervalos Az, {t = 1,2,...,N), definidos entre os

dominios pontuais vizinhos i — 1 e i, sio todos iguais a Az, como apresentado na equacio

2.31.

Az, = Az = :f-i—/,— (i=1,2,...,N) (2.31)

O ndmero das varidveis do problema un(0), u&?(o),. - ugy"l)((}) e uﬁf)(i), (7 =
0,1,..., N), estarelacionado diretamente com os valores dos pardmetros N e M da solucdo
MDP e é dado por (N + M +1). Portanto, sdo necessarias (N + M + 1) equagdes obtidas
por colocagdo para a construcio de um sistema linearmente independente, possibilitando
o calculo das varidveis. (No caso de problemas que conduzam a sistemas lineares mal
condicionados, um mimero maior do que (N 4+ M + 1) equacdes pode ser tomado, e neste
caso a solugao € obtida pelo método dos minimos quadrados). Assim, a matriz do sistema

linear final apresenta a dimensdo (N+M+1)x(N+ M+ 1).

Os pontos de aproximacio, para a modelagem da equacio diferencial do problema
2.29 por colocagéo, sdo considerados coincidentes com os dominios pontuais. Este procedi-
mento é conveniente uma vez que as aproximacdes da funcio e das derivadas, nos dominios
pontuais, séo avaliadas diretamente na montagem das fungdes MDP, apresentadas na
forma de sistemas matriciais. Excepcionalmente sdo tomados pontos de aproximacio dis-

tintos dos dominios pontuais quando o nidmero de equacdes resultantes da modelagem
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das equacdes diferencial e dos contornos resultar num nimero inferior as (N + M + 1)
equagdes, necessarias para o cilculo das varidveis do problema. Nestes eventuais pontos
de aproximagéo, distintos dos dominios pontuais, sdo empregadas as aproximagbes MDP
da forma ug\?)(ﬁ), (m = 0,...,M), que possibilitam a colocagao da equagdo diferencial

do problema numa posi¢io genérica do intervalo [Zo, Tn].

Os erros Eﬁ}n), (m=0,...,M), das aproximagoes da funcdo e de suas derivadas sao

calculados segundo a equagdo 2.32. Isto é possivel uma vez que a solucdo analitica do

problema padrdo é dada pela equagao 2.30.

B = | "1l (z) — ut™(z)] dz (2.32)

0

As aproximagdes MDP M = 2, lineares por partes na derivada de segunda ordem,
sio empregadas para a resolugao numérica do problema 2.29. A equagao diferencial é
satisfeita nos dominios pontuais #;, (1 =0,1,...,N). A condicio de contorno em u(Z) é
imposta no dominio pontual Zo e a condicio de contorno na derivada uM){%) é imposta no
dominio pontual Zy. Sdo obtidas assim (N + 3) equagbes para a construgao do sistema

linear final, possibilitando o ciculo das varidveis do problema.

A tabela 2.3 apresenta na primeira coluna os diferentes valores Az do espagamento
entre os dominios pontuais empregados nas diversas solucbes do problema padrdo. A
segunda coluna apresenta O numero de domfinios pontuais {N + 1) de cada uma das
solugdes. A terceira coluna esta associada ao numero de varidveis de cada solugdo e as
respectivas dimensoes da matriz do sistema linear final. Convém lembrar que a dimensao
da matriz do sistema linear final é dada por (N +M +1) x (N+M+ 1). As demais colunas
da tabela 2.3 apresentam os valores dos erros Eé’“}, (m = 0,1,2), das aproximagoes MDP

da funcdo e das derivadas, calculados segundo a equacao 2.32.
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Tabela 2.3: Erros das aproximagdes MDP, M = 2.

Az |[(N+1) [ (N+M+1) E; EW EY

1/2 3 5 1.3891E-1 | 2.2873E-1 | 4.3245E-1
1/4 5 7 3.4329E-2 | 5.9012E-2 | 1.0705E-1
1/8 9 11 8.5571E-3 | 1.4889E-2 | 2.6701E-2
1/16 | 17 19 2.1380E-3 | 3.7329E-3 | 6.6746E-3
1/32 | 33 35 5.3446F-4 | 9.3413E-4 | 1.6687E-3
1/64 | 65 67 1.3362E-4 | 2.3362E-4 | 4.1718E-4
1/128 | 129 131 3.3405E-5 | 5.8414E-5 | 1.0430E-4
1/256 | 257 259 8.3514E-6 | 1.4605E-5 | 2.6075E-5

A ordem de convergéncia p = Of{\?)(A:ﬁp) de uma solugdo numérica representa a
sensibilidade do erro EI(\T) da aproximacio uj(,?) (Z) com relaggo a variacio do espacamento
Az, sendo um importante indicador do comportamento da aproximacao. A expressio 2.33

representa esta relacao de sensibilidade do erro Ef(\?) com o Az, onde CJ; é uma constante

associada a aproximacado.

A ordem de convergéncia p = OJ(;“}(A:EP) de uma aproximacio pode ser obtida a
partir do gréafico dos erros Eg;) em funcdo dos espagamentos Az das solugdes. Uma vez
colocados os valores em escalas logaritmicas, a poténcia p ¢ dada pela tangente da reta

imaginaria que une os dados das diversas solugdes.

A figura 2.6 apresenta os erros Eé””), (m = 0,1,2), das aproximacdes MDP em funcio
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Figura 2.6: Erros das aproximagtes MDP, M = 2.

dos diferentes valores Az das solugGes, representados em escala log x log. Os dados séo
os mesmos da tabela 2.3. Os erros E, das aproximacdes da fun¢do séo indicados por .
Os erros ES‘} das aproximacées da primeira derivada sdo indicados por o. E os erros Eéz)
das aproximacdes da segunda derivada sdo indicados por +. Observa-se a convergencia
quadratica p = 2 dos erros das aproximacdes com relagdo ao espagamento Az nos trés

casos.

As aproximagdes MDP M = 3, lineares por partes na derivada de terceira ordem,
sio empregadas para a resolugdo numérica do problema 2.29. A equagao diferencial é
satisfeita nos dominios pontuais Z;, (i = 0,1,..., N) e também no ponto de aproximagao
Ynsz = 1— %E, distinto dos dominios pontuais. A condi¢do de contorno em u{Z) € imposta
no dominio pontual Zg e a condi¢io de contorno na derivada u()(z) é imposta no dominio
pontual Zy. S3o obtidas assim (V +4) equagdes para a construgao do sistema linear final,

possibilitando o cdculo das variaveis do problema.
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Tabela 2.4: Erros das aproximacdes MDP, M = 3.

Ar |[(N+1) | (N+M+1) Es EY EP E®

1/2 3 6 7.5933E-3 | 1.3257E-2 | 7.9308E-2 | 8.1107E-1
1/4 5 8 5.2872E-4 | 9.7829E-4 | 9.0949E-3 | 1.8156E-1
1/8 9 12 3.6590E-5 | 6.9476E-5 @ 9.2650E-4 | 4.1171E-2
1/16 17 20 2.4315E-6 | 4.7173E-6 | 1.0320E-4 | 9.8845E-3
1/32 | 33 36 1.5698E-7 | 3.0834E-7 | 1.2383E-5 | 2.4379E-3
1/64 | 65 63 9.9744E-9 | 1.9720E-8 | 1.5295E-6 | 6.0710E-4
1/128 | 129 132 6.2861E-10 | 1.2470E-9 | 1.9067E-7 | 1.5160E-4
1/256 | 257 260 3.9453E-11 | 7.8391E-11 | 2.3824E-8 | 3.7836E-5

A tabela 2.4 apresenta na primeira coluna os diferentes valores Az do espacarnento
entre os dominios pontuais empregados nas diversas solugbes do problema padrioc. A
segunda coluna apresenta o numero de dominios pontuais (N 4+ 1) de cada uma das
solugbes. A terceira coluna estd associada ao nimero de variiveis de cada solugdo e as
respectivas dimensdes da matriz do sistema linear final. Convém lembrar que a dimensao
da matriz do sistema linear final é dada por (N +M + 1) x(N+M+1). As demais colunas
da tabela 2.4 apresentam os valores dos erros Eg(m), (m = 0,1,2,3), das aproximacdes

MDP da funcéo e das derivadas, calculados segundo a equacao 2.32.

A figura 2.7 apresenta os erros E:,Em}, (m =0,1,2,3), das aproximacoes MDP em
funcao dos diferentes valores Az das solucdes, representados em escala log x log. Os dados
sao os mesmos da tabela 2.4. Os erros Ey das aproximacoes da funcio sdo indicados por
*. Os erros Eél) das aproximacdes da primeira derivada sio indicados por o. Os erros

Eé_z) das aproximagdes da segunda derivada sio indicados por +. E os erros Eés) das
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Figura 2.7: Erros das aproximagdes MDP, M = 3.

aproximacoes da terceira derivada sdo indicados por x. Observa-se a convergéncia de
quarta ordem p = 4 dos erros das aproximagdes da funcao e da primeira derivada com
relacio ao espacamento Az. Os erros da aproximacdo da segunda derivada apresentarn
convergéncia de terceira ordem p = 3. E a ordem de convergéncia quadratica p = 2é

observada no comportamento dos erros da aproximacao da terceira derivada.

As aproximacdes MDP M = 4, lineares por partes na derivada de quarta ordern,
sio empregadas para a resolucdo numérica do problema 2.29. A equagao diferencial é
satisfeita nos dominios pontuais Z;, (i = 0,1,..., N) e também nos pontos de aproximagao
YN42 = %ﬁ e ynyz = 1 — %¢ distintos dos dominios pontuais. A condigao de contorno
em u(Z) é imposta no dominio pontual Zg e a condigdo de contorno na derivada u(M(z) é
imposta no dominio pontual #x. S3o obtidas assim {V + 5} equagdes para a construgao

do sistema linear final, possibilitando o céculo das varidveis do problema.

A tabela 2.5 apresenta na primeira coluna os diferentes valores Az do espagamento
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Tabela 2.5: Erros das aproximagoes MDP, M = 4.

Az [ (N4+1) | (N+M+1) Es B E® E® E®M

1/2 3 7 44635E-4 | 1.0835E-3 | 5.6686E-3 | 8.3863E-2 | 1.5249E10
1/4 5 9 6.4218B-5 | 1.3073E-4 | 5.7375E-4 | 1.1464E-2 | 3.4210E-1
1/8 9 13 6.4521E-6 | 1.0722E-5 | 3.6818E-5 | 1.4948E-3 | 8.1366E.2
1/16 | 17 21 4.8107E-7 | 7.9658E-7 | 2.2697E-6 | 1.9062E-4 | 1.0811F-2
1/32 | 33 37 3.2519E-8 | 5.4934E-8 | 1.3944E-7 | 2.4048E-5 | 4.8867E-3
1/64 | 65 69 2.1091E-9 | 3.6174E-9 | 8.6081E-9 | 3.0190E-6 | 1.2132E.3
1/128 | 129 133 1.3422E-10 | 2.3224E-10 | 5.3418E-10 | 3.7813E-7 | 3.0220E-4
1/256 | 257 261 8.4630E-12 | 1.4716E-11 | 3.3259E-11 | 4.7310E-8 | 7.5415E-5

entre os dominios pontuals empregados nas diversas solugdes do problema padrio. A
segunda coluna apresenta o nimero de dominios pontuais (N + 1) de cada uma das
solugdes. A terceira coluna estd associada ao mimero de varidveis de cada solugéo e as
respectivas dimensoes da matriz do sistema linear final. Convém lembrar que a dimenséo
da matriz do sistema linear final ¢ dada por (N+ M -+ 1) x (N+M+1). As demais colunas
da tabela 2.5 apresentam os valores dos erros Ei””, (m=0,1,...,4), das aproximacdes

MDP da funcio e das derivadas, calculados segundo a equacao 2.32.

A figura 2.8 apresenta os erros Eim), (m=0,1,...,4), das aproximacdes MDP em
fun¢do dos diferentes valores Az das solugdes, representados em escala log x log. Os dados
sao os mesmos da tabela 2.5. Os erros E das aproximacoes da funcio sao indicados por *.
Os erros Ef) das aproximacdes da primeira derivada sio indicados por o. Oserros Ef} das
aproximagoes da segunda derivada sio indicados por +. Os erros Ef) das aproximacoes
da terceira derivada sio indicados por x. E os erros Ef) das aproximagdes da quarta
derivada s3o indicados por @. Observa-se a convergéncia de quarta ordem p = 4 dos

erros das aproximacdes da funcio e das derivadas primeira e segunda com relacdo ao
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Figura 2.8: Erros das aproximagdes MDP, M = 4.

espacamento Az. Os erros da aproximacao da terceira derivada apresentam convergeéncia
de terceira ordem p = 3. E a ordem de convergéncia quadratica p = 2 é observada no

comportamento dos erros da aproximagéo da quarta derivada.

Comparando-se diretamente os dados das tabelas 2.3, 2.4 e 2.5, para um mesmo
Az, observa-se que os valores dos erros das aproximagdes diminuem a medida que a or-
dem M das aproximacdes MDP é aumentada. Assim, as aproximacoes MDP M = 4,
lineares por partes na derivada de quarta ordem, apresentam os resultados mais apura-
dos, enquanto as aproximacgbes MDP M = 2 apresentam os resultados mais grosseiros,
para as solugdes do problema 2.29 empregando-se 0 mesmo numero (N + 1} de dominios
pontuais. As aproximagdes MDP M = 3, lineares por partes na derivada de terceira
ordem, apresentam resultados intermediarios. Observa-se ainda que as dimensdes das
matrizes dos sistemas lineares finais sofrem de uma variagio minima com o aumento da
ordem M das aproximacdes MDP. Assim, as aproximacbes MDP M = 2 conduzem a

dimensdo (N + 3) x (N + 3) da matriz, as aproximagbes MDP M = 3 conduzem a di-
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Tabela 2.6: Ordens de convergéncia p das solugbes MDP, (M = 2, 3,4).

M | On(Az?) | O(Az7) | 0P (Ac?) | 0P (AzP) | O (AzP)
2 2 2 2 - -
3 4 4 3 2 -
4 4 4 4 3 2

mensdo (N +4) x (N +4) da matriz, enquanto as aproximacdes MDP M = 4 conduzem

a dimensdo (N + 5) x (N +5) da matriz do sistema linear final.

7

A tabela 2.6 apresenta as ordens de convergéncia p = OE\?}(AxP), (m=0,1,...,4)
dos erros das aproximacdes MDP, (M = 2,3,4). Comparando-se o comportamento
numérico das soluc¢des do ponto de vista das ordens de convergéncia, observa-se também
resultados mais favordveis obtidos a partir das aproximacdes MDP M = 4. Isto ocorre
pois os erros das aproximagdes, neste caso, decrescemn rapidamente com a diminuicdo do
espacamento Az. As aproximagbes MDP M = 3, lineares por partes na derivada de ter-
ceira ordemn, também apresentam um comportamento numérico satisfatério. Enquanto os
dados da tabela 2.6 apontam para um decréscimo quadratico dos erros das aproximagdes

MDP M =2 com a diminuicio do espacamento Az.

A figura 2.9 apresenta os erros Ej(\;”}, (m =0,1,2), das aproximacdes MDP, (M=
2,3,4), em funcéo dos diferentes valores Az das solugdes, representados em escala log x log.
Os dados sdo os mesmos das tabelas 2.3, 2.4 € 2.5. Os erros Eﬁ’“’ das aproximagdes MDP
M = 4 da fungéo e de suas derivadas primeira e segunda sio indicados por *x. Os erros
Eém) das aproximacdes MDP M = 3 da funcéo e de suas derivadas primeira e segunda
sao indicados por o. E os erros Eé”” das aproximacées MDP M = 2 da funcio e de

suas derivadas sao indicados por +. A figura 2.9 apresenta para as aproximacbes MDP

44



10 10° . 10
. +
+ + ,.1,_0
-2 * 2 +
L i L + 0] 2 R
10 + of 10 . 10 + Oy
+
.
; ¥
+ ox + o " O*
107 MR T PSR e + 0
+ + »®
+ * * o
Q ¢ *
16° ¢ 110°F 110 © 1
o o %
E
(o)
00t © {157} <10 * 5
- ®
o *
~10 * —10 * 10
167" 4 107 o 1107 ]
*
o
—1i2 ~12 i
10 : 10 : 10 :
107 107 10° 10 107 100 10 107 10°
DELTA X DELTA X DELTA X

ERROS (du/dx)(x)

ERROS u(x)

ERROS {d2u/dx2)(x)

Figura 2.9: Erros Eyy, E}\}} e Ej(\ff) das aproximacdes MDP, (M = 2,3,4).

M = 4 0s menores valores dos erros e as mais elevadas ordens de convergéncia. As apro-
ximagoes MDP M = 3 apresentam resultados intermedidrios, enquanto as aproximagoes

MDP M = 2 conduzem as solugdes numéricas mais grosseiras.

Solugdes numéricas melhoradas podem ser obtidas com a exigéncia de maior re-
gularidade das fungdes, ou seja, empregando-se aproximagdes MDP de alta ordem M.
E conveniente ressaltar que tais aproximagdes sdo obtidas com o aumento minimo da
dimensdo (N + M + 1) x (N + M + 1) do sistema linear final, possibilitando solugdes
significativamente mais apuradas. E as aproximagdes MDP sdo empregadas diretamente
no pés-processamento dos dados, produzindo resultados suaves tanto da funcdo upm(Z)

quanto de suas derivadas ufy(Z), (m =1,..., M).
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2.4 Andlise de erros

Considere-se um problema unidimensional genérico, envolvendo uma equacio dife-
rencial de ordem ¢ e as respectivas condicdes iniciais ou de contorno, definido sobre o
dominio Z € [Zo, ¥ + L]. A equagdio diferencial do problema & apresentada na expressio
2.34, onde fi(Z), (k=0,1,...,¢+ 1), representam fungdes continuas arbitririas, conhe-

cidas, definidas no mesmo intervalo do espaco unidimensional.

fern(@u(@) + L@ (@) + .+ L@ &) + fi(2)u(z) + fo(z) = 0 (2.34)

N + 1 dominios pontuais &, (i = 0.1,...,N), sio dispostos sobre o dominio
unidimensional de comprimento L igualmente espagados, ou seja, os intervalos Agz;,
(2=1,2,...,N), definidos entre os dominios pontuais vizinhos i — 1 e 7, sao todos iguais

a Az, como apresentado na equacio 2.35.

L : .

Az; = Az == (z=1,2,...,N) (2.35)
N

As aproximagdes MDP lineares por partes na derivada de ordem M podem ser em-

pregadas para a resolugdo numeérica do problema, generico, uma vez observada a inequacio

2.36, que representa a exigéncia de aproximacdes MDP de ordem maior ou igual aquela

da equagao diferencial 2.34 que governa o problema.

M>q (2.36)
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A aproximaciao MDP de ordem M da derivada de ordem g, ugff)(i‘}, permite represen-

tar exatamnente polindmios de grau M — g+ 1. A expresséo 2.37 apresenta a aproximagao
MDP u%‘f}(:ﬁ) escrita na forma de um polinémio de grau M — ¢ + 1, onde os coeficientes

do polinémio sdo indicados por ak, (K =0,1,.... M — ¢+ 1).

A g4l
u%})(ﬁ)z 3 apz* (2.37)
k=0

Seja u!?(Z) a derivada de ordem ¢ da solugdo exata do problema genérico. A ex-
pansdo da derivada u{¥(Z)} em série de Taylor a partir do dominio puntual 7 —1 resulta

na expressao 2.38.

o] (g+&) - k
WDz +2) =Y E_.%_ﬁlfm

k=0

(2.38)

A expressdo 2.38 pode ser desenvolvida como apresentado nas equagdes 2.39 e 2.40.

Mg+l u(q»&-k}(xz_«:_l)xk N 0 u(q+k)($1‘_._§)$k

A K (2:39)

Uz, +2) =

k=0 k=M—g+2

Mg+l u{Q'E"k)(mi__l)g;k u(M+2)($z":..§ + §)$3M”q+2
A (M —q+2)

w9 gi, 4+ z) = 0<é&<z (240)

k=0
A equagdo 2.37 da aproximacdo MDP da derivada u\9{7) pode entdo ser reescrita,
representando os coeficientes do polindmio por a; = ?jfi-}%z“—“‘ll, (k=0,1,...,.M—q+1),

como é apresentado na expressiao 2.41.
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Mg+ u(Q+k)($i-:»1)
k!

{a)

ups (2l + 2) = z* (2.41}

k=0

O erro E‘%, acumulado entre os dominios pontuais 7 — 1 e 1, é obtido subtraindo-se

a equacao 2.41 da expressdo 2.40 e fazendo z = Az, conforme mosirado em 2.42.

E(g) _ M(M-i-2)(mi——_1 + 5)A$Mmq+2
M; =
f (M ~qg+2)!

0<{< Az (2.42)

Assim, o erro total Eﬁf) da aproximacdo MDP da derivada de ordem g, acumulado

em todo o dominio do problema genérico, é dado pela equagao 2.43.

N
EQ =Y EY (2.43)

izl

Aplicando 2 equacdo 2.42 na expressio 2.43, para o calculo do erro total E_;(,ff), e

extraindo da equacdo 2.35 a relacio N = Ef‘;, obtém-se o resultado final 2.44.

L u(M+2)(g)Axqu+i
(M — g+ 2)!

EY = Go <E<zo+ L (2.44)

A expressdo 2.44 do erro EJ(\Z} pode ser apresentada no seu formato reduzido 2.45,

onde j{é}) € uma constante associada a aproximacio MDP da derivada de ordem g.

E) = C\9ApM-a41 (2.45)
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Neste caso, a constante Ci}} é dada pela equacio 2.46.

Lu™+2)(§)

C(Q) —
(M — g+ 2)!

N
Catl
IA

(2.46)

Um resultado conservativo é obtido considerando que os erros E}Zv’“) das aproximacoes
MDP das derivadas de ordens m > g, superiores a ¢, sao descritos pela expressao 2.47.
Este resultado estd fundamentado na metodologia construtiva do método dos dominios
pontuais, uma vez que as aproximagdes u%’;)(fé) com m > g sao dadas pela derivacao da

equacdo 2.41 da aproximacio MDP da derivada de ordem g, u {q)( ).

E) = C{f) AgM-mH m>q (2.47)

Por outro lado, aproximagoes ug}n}(i‘) com m < g sao construidas por integragdo

exata da equacio 2.41 da aproximagiao MDP da derivada de ordem g, u(q)(:?:). Como o erro

da aproximacao u@( } também ¢ integrado no dominio do problema genérico, observa-se
(m)

que a expressdo 2.48, vélida para os erros das aproximagoes Uy (z) com m < ¢, é distinta

da equacao 2.47.

E = o) AgM-at? m < g (2.48)

Assim, os resultados obtidos para os erros Eyy (m ), (m=0,1,..., M), das aproximagdes
MDP da funcio e das derivadas para o problema genérico estao sintetizados na equagao
2.49. Observa-se que Cj(\}n} é uma constante associada a aproximacdo MDP da derivada

de ordem m, (m =0,1,...,M).
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Tabela 2.7: Ordens de convergéncia p obtidas da analise dos erros, (M = 2,3,4).

M | Ou(A2®) | OF(Az7) | 0D(Aa7) | 09 (AzP) | 0 (Az?)
2 1 1 1 - -
3 2 2 2 ] -
4 3 3 3 2 1
S = O AgM—ks p=g ™ (2.49)
g m=<yq

A ordem de convergéncia p = Oi(\}”) (AzP) de uma solugdo numérica representa a
sensibilidade do erro Eﬁ}n} da aproximacio u%}n)(:ﬁ) com relagéo a variagio do espacamento
Az, sendo um importante indicador do comportamento da aproximagio. A tabela 2.7
apresenta as ordens de convergéncia p = O,(‘?)(Amp), (m = 0,1,...,4), dos erros das
aproximagoes MDP de ordens M, (M = 2,3,4), obtidas segundo a expressio 2.49 para

um problema genérico com ¢ = 2.

A tabela 2.6 apresenta as ordens de convergéncia p = Ofg‘)(mp) obtidas das re-
solugbes numéricas MDP do problema padrio 2.29, onde ¢ = 2. Observa-se que os valores
das ordens de convergéncia das aproximacoes MDP, obtidos a partir da equacdo 2.49 da
analise de erros, e apresentados na tabels 2.7, sBo conservativos quando comparados com
aqueles efetivamente alcancados nas resolugdes numéricas do problema padrio, apresen-
tados na tabela 2.6. E conveniente ressaltar que as ordens de convergéncia obtidas a
partir da anélise de erros representam os piores resultados possiveis e, eventualmente,
as resolugdes numéricas efetivas podem conduzir a ordens de convergéncia ainda mais

elevadas.
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2.5 Estimador de erros

Considere-se um problema unidimensional genérico, envolvendo uma equacdo dife-
rencial linear de segunda ordem, ¢ = 2, e as respectivas condigoes iniciais ou de contorno,
definido sobre o dominio # € [Fg, @0 + L]. A expressdo 2.50 representa este problema
genérico, onde L£(-), Lo(-) € L3(+) séo os operadores diferenciais que atuam sobre a funcgao
de interesse u(Z). f(Z) representa uma funcdo continua, arbitraria e conhecida, definida
no mesmo intervalo do espaco unidimensional. Os valores a e b das condi¢es iniciais ou
de contorno também sio dados do problema. E os pontos Z, e &; pertencem ao intervalo

[1:_07 o+ L] .

T = I, (250)

Na resolucdo numérica do problema genérico 2.50 empregando-se o método dos
dominios pontuais é comum tomar-se 0s pontos de aproximagao, para a modelagem da
equacio diferencial por colocagdo, coincidentes com os dominios pontuais. Este pro-
cedimento é conveniente uma vez que as aproximacdes da funcdo e das derivadas, nos
dominios pontuais, sao avaliadas diretamente na montagem das fungdes MDP, apresen-
tadas na forma de sistemas matriciais. Assim, na solugdo do problema genérico 2.50 a
equacio diferencial £L{u(Z)) = f(Z) é satisfeita nos dominios pontuais Z, (¢ =0,1,...,N},
e as condigdes iniciais ou de contorno £,(u(Z)) = a e L3(u(Z)) = b sao impostas, respec-

tivamente, nos pontos I, € Ts.

A figura 2.10(a) apresenta as solugdes u(F) exata e up(Z) aproximada do problema

genérico 2.50. A fungdo e(Z) do erro da solugdo € definida sobre o mesmo dominio do
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problema, Z € [Zo, Zo+ L], e é dada pela diferenca entre a fungdo u(%), que néo é conhecida,
e a aproximacao da fungdo up (%), obtida pela resolugao numérica do problema. A funcéo

e(Z) do erro é apresentada na equagio 2.51 e, como a solugdo exata do problema u(Z) nio

é conhecida, ndo é possivel avaliar-se diretamente e(Z), sendo esta apenas uma definicio

conceitual.

e(Z) = u(E) — up (%) (2.51)

A equacao 2.51 pode ser reescrita de forma a definir a solucdo exata u{Z) a partir

das fungdes up{Z) da aproximacio e e(Z) do erro da solucéo, como é apresentado na

expressao 2.52.

u(Z) = upr(%) + e(2) (2.52)

Substituindo-se a equagio 2.52 nos operadores diferenciais do problema genérico 2.50
€ obtido um novo probiema 2.53 associado & fungio e(Z) do erro da solugdo. Observa-se
que as condi¢des iniciais ou de contorno, em £,(e(z)) e Ly(e(Z)), do problema associado
ao erro sao nulas, uma vez que na solucdo MDP do problema genérico, as respectivas

condigbes iniciais ou de contorno, em £,(u(z)) e Ly(u{Z)), sdo satisfeitas por colocacio.

Lie(z)) = f(Z) ~ L{un () 7 € [Fo, 20 + L]
Lole(Z)) = a — Lo(um(Z)) =0 F=3, (2.53)
.Cg,(e(:?:)) =h— £b(uM(:“f:)) = I=27
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Figura 2.10: Estimador de erros das solugbes MDP.

A figura 2.10(b) apresenta uma representacio gréfica do termo fonte f(Z)—L{un(%))
do problema 2.53 associado & funcéo e(Z) do erro da solugdo. Observa-se que os valores
f(2) — L(up(Z)) sdo nulos nos dominios pontuais Zi, (i = 0,1,...,N), devido a mo-
delagem da equagio diferencial L{u(Z)) = f(&} por colocagao empregando-se 05 pontos
de aproximacdo coincidentes com os dominios pontuais na solugao MDP do problema

genérico 2.50.

¥ possivel estimar-se a fungdo e(Z) do erro da solugédo através da resolugao numérica



do problema associado 2.53 empregando-se o0 método dos dominios pontuais. Para a
estimativa do erro ¢(Z)} sdo utilizadas as mesmas fungbes MDP desenvolvidas para a
solucao do problema original 2.50, apresentadas na forma de sistermas matriciais. Basta,
portanto, que sejam tomados alguns pontos de aproximacio y;, (7 =0,1,..., N), distintos
dos dominios pontuais Z;, (i = 0,1,..., N ), para a modelagem da equacio diferencial
do problema associado 2.53, como é mostrado na figura 2.10(b). Assim, na solucio do
problema associado ao erro e(z), a equacdo diferencial L(e(Z)) = F(T) ~ L{up(Z)) é
satisfeita nos pontos de aproximacio ¥; (7 = 0,1,...,N), e as condicdes iniciais ou de

contorno L,(e{Z)) = 0 e Ly(e(Z)) = 0 séo impostas, respectivamente, nos pontos z, e .

Como resultado da resolucio numeérica do problema associado 2.53 sdo obtidas as
aproximacoes eg\?)(:c), (m =0,1,..., M), da funcdo erro e de suas derivadas. A figura
2.10{c) apresenta a representagio grafica do erro estimado em(z) da solucdo MDP do
problema genérico. E conveniente ressaltar que todas estas aproximacdes eg?}(x), (m =
0,1,..., M), sdo obtidas empregando-se as mesmas fungbes MDP desenvolvidas para a

solucdo do problema 2.50.

O problema de valores de contorno descrito pela expressac 2.54 é apresentado com

o intuito de ilustrar a aplicacio efetiva do estimador de erros.

u®(z) — v (Z) -~ 2u(z) = 3 ze{0,1]
u(z) = 0.5 z=10 (2.54)
u(Z) = 1.5exp(2) + 0.5exp(—1) - 0.5 =1

Este problema padrdo, cuja solugio analitica é dada pela equacdo 2.55, é resolvido
numéricamente empregando-se o método dos dominios pontuais. Sdo obtidas solugdes

numeéricas do problema 2.54 para diferentes valores (N +1) do niimero de dominios pon-
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tuais, possibilitando consideragdes sobre o comportamento numeérico da fungao er(Z) do
erro estimado. Como a solucio analftica 2.55 do problema padréo é conhecida, a fungéo
e(#) do erro da solugéo pode ser calculada, empregando-se a equagdo 2.51, e comparada

com a funcao ep(Z) do erro estimado.

u(z) = 0.75exp(2z) — 0.5exp{~z) — 0.52 + 0.25 (2.55)

Para possibilitar a comparagio dos resultados, sao tomados dominios pontuals Z;,
(i = 0,1,...,N), igualmente espagados sobre o dominio [0,1] do problema padrao nas
diversas solucdes MDP. Assim, os intervalos Az;, (i = 1,2,...,N), definidos entre os
dominios pontuais vizinhos ¢ — 1 e ¢, sdo todos iguais a Az, como apresentado na equagao

2.56.

Ar; = Az = }N— (1=1,2,...,N) (2.36)

As aproximacdes MDP M = 2, lineares por partes na derivada de segunda ordem,

sio empregadas para a resolu¢do numérica do problema padrdo. A equagao diferencial é
satisfeita nos dominios pontuais Z;, (i = 0,1,..., N). A condigdo de contorno em u(Z) é
imposta no dominio pontual Z e a condi¢ao de contorno na derivada u)(%) é imposta no
dominio pontual Zxy. Sdo obtidas assim (N + 3) equagbes para a construgao do sistema

linear final, possibilitando o céculo das varidveis do problema.

Aplicando-se os mesmos operadores diferenciais do problema 2.54 na expressdo 2.53
é obtido o problema associado & funcéo e(%) do erro da solugdo. Este problema associado

é apresentado na expressdo 2.57.
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e®(z) — (@) = 2e(2) = 2 — uP(3) + u{ ) + 2u(7) 7 €[0,1]
e(Z) =0 F=20 (2.57)
eM(z) =0 I=1
Séo tomados os pontos de aproximagio ¥5 (7 =0,1,...,N), descritos pela equacio

2.58, para a modelagem da equagio diferencial do problema associado, A figura 2.10(b)
apresenta a disposi¢do dos pontos de aproximacio ¥5, (4 =0,1,...,N), no espago unidi-

mensional onde é analisado o problema 2.57.

r -y r »
Yo HZo + 31)
¥ %(33_1 -+ 3)
< b= : p {2.58)
YN-1 slen-1 + 2w)
L YN { TN )

As mesmas aproximagdes MDP M = 2, lineares por partes na derivada de segunda
ordem, empregadas na resolucio numérica do problema 2.54, sdo utilizadas para a es-
timativa do erro. A equagdo diferencial do problema 2.57 é satisfeita nos pontos de
aproximacdo y;, (j = 0,1,..., N). A condicio de contorno em e(Z) é imposta no dominio
pontual Zo e a condigdo de contorno na derivada e (z) é imposta no dominio pontual
Zn. Sao obtidas assim (N + 3) equacdes para a construcao do sistema linear final, pos-
sibilitando o caculo das varidveis do problema associado. Como resultado da resolucio
numeérica do problema 2.57 so obtidas as aproximacdes egm)(m), (m=0,1,2), da funcao

erro e de suas derivadas.

A figura 2.11 apresenta, em cima e & esquerda, a solugdo analitica 2.55 do problema
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Figura 2.11: Fun¢ao ez(Z) do erro aproximado da solugdo MDP, (N 4+ 1) =3.

padrio. Na mesma figura, em baixo e 4 esquerda, € apresentada a aproximacgdo MDP u,(&)
obtida da resolucdo numérica do problema 2.34 empregando-se trés dominios pontuais,
(N +1)=3. Em cima e & direita é apresentada a fun¢do e(Z) do erro, calculada segundo
a expressio 2.51. E na figura 2.11, em baixo e & direita, é apresentada a funcdo ey(Z)
do erro aproximado da solugio MDP, obtida da resolugio numérica do problema 2.57.
Observa-se que a fungéo ey(Z) realmente representa uma estimativa do erro da solugéo
uy(Z), apresentando valores conservativos, ou seja, ligeiramente superiores aqueles da

funcio e(Z).

A figura 2.12 apresenta, em cima e & esquerda, a solugdo analitica 2.55 do problema
padrao. Na mesma figura, em baixo e & esquerda, é apresentada a aproximagao MDP uy(Z)
obtida da resolugdo numérica do problema 2.54 empregando-se nove dominios pontuais,
(N+1)=9. Em cimae & direita € apresentada a fun¢do e{Z) do erro, calculada segundo

a expressio 2.51. E na figura 2.12, em baixo e & direita, é apresentada a fun¢do e3(Z)
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Figura 2.12: Fungéo e(Z) do erro aproximado da solucio MDP, (N +1) =9.

do erro aproximado da solugio MDP, obtida da resolucio numérica do problema 2.57.
Observa-se que a funcio ¢2(Z) realmente representa uma estimativa do erro da solucédo
u2(Z), apresentando valores conservativos, ou seja, ligeiramente superiores aqueles da

funcao e(z).

A figura 2.13 apresenta, em cima e & esquerda, a solucdo analitica 2.55 do problema
padrao. Na mesma figura, em baixo e & esquerda, é apresentada a aproximacao MDP u, ()
obtida da resolu¢io numérica do problema 2.54 empregando-se trinta e trés dominios
pontuais, (N + 1) = 33. Em cima e & direita é apresentada a fungio e(Z) do erro,
calculada segundo a expressio 2.51. E na figura 2.13, em baixo e & direita, é apresentada
a funcdo e;(%) do erro aproximado da solugio MDP, obtida da resolu¢do numérica do
problema 2.57. Observa-se que a funcio ey(%) realmente representa uma estimativa do
erro da solucdo ue(Z), apresentando valores conservativos, ou seja, ligeiramente superiores

aqueles da funcio e(Z).
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Figura 2.13: Fungdo ez(Z) do erro aproximado da soluggo MDP, (N + 1) = 33.

Os erros exatos F, para as diversas solugbes MDP M = 2, lineares por partes na

derivada de segunda ordem, do problema padrao sio calculados segundo a equacao 2.59.

Ey= f lus(Z) — u(3)| d3 (2.59)

Enquanto os erros estimados ESS das solugdes MDP M = 2 do problema padréo

sao calculados segundo a equagao 2.60.

ESSt = jieg )| dz (2.60)

A tabela 2.8 apresenta na primeira coluna os diferentes valores Az do espacamento

entre os dominios pontuais empregados nas diversas solucdes do problema padrae. A
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Tabela 2.8: Erros exatos E; e estimados E;?St das solugbes MDP, M = 2.

Az [ (N+1) E, Eest
1/2 3 1.3891E-1 | 2.6055E-1
1/4 5 3.4329E-2 | 5.5651E-2
1/8 9 8.5571E-3 | 1.3115E-2
1/16 17 | 2.1380E-3 | 3.2248E-3
1/32 33 | 5.3446E-4 | 8.0280E-4
1/64 65 | 1.3362E-4 | 2.0050E-4
1/128 | 129 | 3.3405E-5 | 5.0112E-5
1/256 | 257 | 8.3514E-6 | 1.2527E-5

segunda coluna apresenta o nimero de dominios puntuais (N + 1) de cada uma das
solugGes. A terceira e a quarta colunas apresentam, respectivamente, os valores dos erros
exatos I e dos erros estimados EzeSt das diversas solugdes, possibilitando a comparacio

dos resultados.

Observa-se que os valores dos erros estimados E.ffSt $ao sempre conservativos, ou
seja, ligeiramente superiores que os valores dos erros exatos E5. Observa-se também que
os erros estimados E?St apresentam a mesma ordem de convergéncia quadritica, p = 2,
dos erros exatos E; das solugdes. Este resultado é esperado, uma vez que as aproximacoes
MDP M = 2 séo empregadas tanto na solugio do problema padrao quanto na estimativa
do erro. E conveniente ressaltar que as aproximacoes eg}n)(ﬁ), (m = 1,2,...,M), das

derivadas do erro da solucio também sio resultados fornecidos pelo estimador de erros

MDP.
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2.6 Tratamento de descontinuidades

O desenvolvimento construtivo das fungdes do método. dos dominios pontuais per-

mite a introducdo de descontinuidades em qualquer um dos niveis de aproximagao —

funcdo ou derivadas ug’}’")(ﬁs), (m = 0,1,...,M) — e numa posi¢do £, arbitrdria do

dominio do problema. Uma descontinuidade é caracterizada por um salto Au%}n) que

ocorTe na aproximacao genérica ug\?)(ﬁ), {m=0,1,..., M), em uma dada posigao I, do
espago unidimensional onde é analisado o problema. A expressdo 2.61 caracteriza uma

descontinuidade.

U T I < I,
WMz =4 < (2.61)
() + AU 2>,

Para o tratamento de descontinuidades nas aproximagdes MDP é empregada a

funcdo < T — %, > que € definida na expressao 2.62.

] T < &,
LT~ Ey >= (2.62}
(E - fa)

81
v

B
[+

Observa-se que a funcdo < Z — £, > elevada a poténcia zero é dada pela equagao

2.63.

(2.63)



A fungdo < & — 7, > pode ser integrada n vezes, sendo o resultado desta operacao
¢ p g

integral dado pela expressio 2.64.

<F -z, >"

f

¥
/ <z -, >0 dz” =
.

(2.64)
Assim, a introdugao da descontinuidade Au_i@}” na aproximacdo MDP genérica ug‘?} (%),
(m=0,1,..., M), em uma dada posicio 7, arbitraria do dominio do problema € descrita

pela expressdo 2.65.

@) =uP@) + a0l <5 -2, >° (2.65)

Observa-se que, com a introducgio da descontinuidade, o valor Aug’;) do salto da
aproximacao u%)(f) representa uma nova varidvel do problema. Portanto, cada descon-
tinuidade introduzida nas aproximagdes MDP implica numa varidvel a mais no sistema
linear final e, consequentemente, exige uma equacio extra para a resolucao numérica do

problema.

Como exemplo, considere-se as aproximacées MDP uém}(i:), (m =0,1,...,6). A
descontinuidade Au?) ¢ introduzida na aproximacio ués) (%} na posicao z, do espaco
unidimensional onde ¢ analisado o problema. Observa-se que, neste caso, as aproximacdes
MDP uém}(:'c), (m = 4,5,6), permanecem inalteradas. A aproximacio u,(gs)(:i), onde é

introduzida a descontinuidade, passa a ser descrita pela expressio 2.66.

ud (%) = u(7) + Aul® < 7 — 7, O (2.66)
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No desenvolvimento construtivo das fungdes do método dos dominios pontuais as
aproximagdes das derivadas de ordem mais baixa e da prépria funcéo sdo construidas por
integracdo exata da aproximacdo linear por partes da derivada de alta ordem M. Assim,

. . . - 23, .. -
basta integrar sucessivas vezes a aproximagao ul }(m), apresentada na equagdo 2.66, para

a obtencdo das aproximagoes uf(;m)(ﬁ), (m = 0,1,2), das derivadas de ordem mais baixa e

da proépria funcdo. Os resultados sdo apresentados nas expressoes 2.67, 2.68 e 2.69.

@y =ulPE) + Al < -a, > (2.67)

5 2

u0(z) = «(z) + Aug3}ff-§‘3&3— (2.68)
5 & 3

us(2) = ug(7) + AN SE T2 27 (2.69)

6

Aplicando-se a equagdo 2.62 da defini¢do da fungdo < & — &, > na expressao 2.69, a

aproximacao da funcio ug(Z) pode entdo ser reescrita como apresentado na equagdo 2.70.

21

83
3]
v A
8 H

us(Z)
ug(Z) + Aul’) B2

£

(2.70)

US(‘%) =

3 o o
Observa-se que, neste caso, o valor Aué ) da descontinuidade surge nas aproximagoes

MDP uém)(é), {(m=20,1,...,3), representando uma nova varidvel do problema.
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Considere-se o problema de valores de contorno com descontinuidade, descrito pela
expressdo 2.71. Este problema, definido no dominio # € [0, 1], apresenta a descontinuidade

da primeira derivada u*)(z), no ponto #, = 0.7, onde a mesma troca de sinal.,

u(Z@) —u(z) - 2u(z) =2 z€[0,0.7)
u(Z) +uV(z) - 2u(z) =2 7 €[0.7,1]
u(z) =0 =0 (2.71)
uM(z+) = —u@(z) z=0.7
u(Z) =5 Z=1

O método dos dominios pontuais é empregado para a resolugdo numérica do pro-
blema 2.71 no intuito de ilustrar-se o tratamento efetivo da descontinuidade. As apro-
ximagoes MDP M = 2, lineares por partes na derivada de segunda ordem, sdo empregadas

para a resolugio numeérica do problema com descontinuidade.

Séo tomados dominios pontuais Z;, (¢ = 0,1,...,N)}, igualmente espacados sobre
o dominio [0,1] do problema 2.71 nas diversas solucées MDP, Assim, os intervalos Az,
{t=1,2,...,N), definidos entre os dominios pontuais vizinhos z — 1 e 7, sdo todos iguais

a Az, como apresentado na equagio 2.72.

Az, = Az = Tif (i=1,2,...,N) (2.72)

Como a descontinuidade ocorre na primeira derivada, a aproximacao ug2)(%) da se-
gunda derivada permanece inalterada. As aproximacées MDP ugl)(ﬁ) da primeira derivada
e u3{Z) da funcdo, considerando-se a descontinuidade no ponto z, = 0.7, sdo apresentadas,

respectivamente, nas expressodes 2.73 e 2.74.
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ud(z) = ui(3) + Aul) < 7 — 0.7 5O (2.73)

ug(Z) = up(Z) + Aul) < 2 - 0.7 > (2.74)

As varidveis para a resolucdo numérica do problema 2.71 empregando-se as apro-
ximagoes MDP M = 2, lineares por partes na derivada de segunda ordem, séo Augl),
u2(0), ugl)((}) e ugg)(i), (¢ =0,1,...,N). S0 necessdrias, portanto, (N + 4) equagdes

obtidas por colocagao para o calculo das varidveis do problema com descontinuidade.

As equacdes diferenciais do problema 2.71 sao satisfeitas nos dominios pontuals
Z; (z = 0,1,..., N), respeitando-se os intervalos em que cada uma delas é valida. As
condicdes de contorno em u(Z) sdo impostas, respectivamente, nos dominios pontuais
Zp e y. E a condigdo de contorno na primeira derivada ugl)(a’:) é imposta no ponto
de aproximacdo #, = 0.7 empregando-se a equagio 2.75. S&o obtidas assim {N + 4)

equacgbes para a construcdo do sistema linear final, possibilitando o célculo das varidveis

do problema com descontinuidade.

A = —2uM (z7) (2.75)
As equacgdes diferenciais do problema 2.71 podem ser escritas no formato reduzido

L{u(z)) = f(Z), com Z € [0,1], onde f(#) = & e o operador diferencial linear £{-) é

apresentado na equagdo 2.76.
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Lt 9. 7<0
L()=4 & = v (2.76)

2. 4 =

H—f—g"}*&g'*z F > 0.7

Os erros do operador diferencial E5® sio calculados para as diversas resolucdes
numéricas do problema com descontinuidade empregando-se a expressao 2.77. Observa-
se que os valores da fungdo f(Z) — L{us(Z)) séo nulos nos dominios pontuais z, (1 =
0,1,...,N), devido a modelagem das equacdes diferenciais L(u(Z)) = f(z) por colocagio,
tomando-se os pontos de aproximacao coincidentes com os dominios pontuais nas diversas

solugoes MDP do problema 2.71.

P = [ 17(2) - £(uale)| ds (2.77)

A figura 2.14 apresenta a resolucio numérica do problema 2.7l empregando-se oito
dominios pontuais. O gréfico apresentado em cima e & esquerda representa a aproximacio
uz(Z) da fungée. O grifico apresentado em cima e & direita representa a aproximacao
ugl)(é) da primeira derivada. E o gréfico apresentado em baixo e & esquerda representa
a aproximacio u> (Z) da segunda derivada. Observa-se que o salto Aul? da primeira
derivada, que ocorre na posi¢do #, = 0.7, é bem caracterizado. A funcao f(Z)— L(ux(%)),
que estd relacionada ao erro do operador diferencial ESP através da expressao 2.77, é

apresentada na figura 2.14 em baixo e & direita. Observa-se que os valores da fungéo

f(z) — L{uz(Z)) sdo nulos nos oito dominios pontuais empregados para a solucio do

problema com descontinuidade.

A figura 2.15 apresenta a resolucio numérica do problema 2.71 empregando-se onze

dominios pontuais. O grifico apresentado em cimae & esquerda representa a aproximacio
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Figura 2.14: Solu¢do MDP do problema com descontinuidade, (N + 1} = 8.

u3(Z) da funcdo. O gréfico apresentado em cimma e & direita representa a aproximagio
ug)(i‘) da primeira derivada. E o grafico apresentado em baixo e a esquerda representa
a aproximagao ugz)(i) da segunda derivada. Observa-se que a descontinuidade Augl)
da primeira derivada, que ocorre na posicdo &, = 0.7, é bem caracterizada. A funcio
F(&) — L(u2(Z)), que estd relacionada ao erro do operador diferencial ESP através da
expressao 2.77, € apresentada na figura 2.15 em baixo e a direita. Observa-se que os

valores da funcdo f(Z)— L£(u2(Z}) sdo nulos nos onze dominios pontuais empregados para

a solucdo do problema com descontinuidade.

A figura 2.16 apresenta a resolugdo numérica do problema 2.71 empregando-se cento
e um dominios pontuais. O gréafico apresentado em cima e & esquerda representa a apro-
ximacao u2(Z) da funcdo. O grifico apresentado em cima e & direita representa a apro-
xXimagao ugl)(i) da primeira derivada. E o gréfico apresentado em baixo e a esquerda

representa a aproximacao uéz)(i) da segunda derivada. Observa-se que o salto Augl)
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Figura 2.15: Solugdo MDP do problema com descontinuidade, (N + 1) = 11.

da primeira derivada, que ocorre na posicio %, = 0.7, é bem caracterizado. A funcéo
f(Z) — L{u2(Z)), que estd relacionada ao erro do operador diferencial E5F através da ex-
pressao 2.77, é apresentada na figura 2.16 em baixo e a direita. Observa-se que os valores
da fungdo f(Z) — L{u2(Z)) sdo nulos nos cento e um dominios pontuais empregados para

a solucao do problema com descontinuidade.

A tabela 2.9 apresenta na primeira coluna os diferentes valores Az do espagamento
entre os dominios pontuais empregados nas diversas solucdes do problema 2.71. A segunda
coluna apresenta o nimero de dominios pontuais (N + 1) de cada uma das solugbes. A
terceira coluna apresenta os valores numéricos obtidos para a descontinuidade Aug) da
primeira derivada, que ocorre na posigdo #, = 0.7. E a quarta coluna apresenta os erros
EJP do operador diferencial 2.76 do problema com descontinuidade, calculados segundo

a expressao 2.77.
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Figura 2.16: Solugio MDP do problema com descontinuidade, (N + 1) = 101.

1 - . “ ~ - .
Observa-se que os valores Aug ) do salto da primeira derivada sio razoavels mesmo

Tabela 2.9: Valores Augi) e erros Ey? das solugdes MDP, M = 2.

Az | (N+1)| Aul¥ ESP

1/2 3| -54.8232 | 5.4359E+0
1/4 5 | -53.6625 | 1.2172E+0
1/8 9 | -55.3358 | 4.9099E-1

1/16 17 -55.9347 | 9.9652E-2
1/32 33 -55.8064 | 3.4168E-2
1/64 65 -55.7882 | 6.6039E-3
17128 129 -55.7969 | 2.1909E-3
1/256 257 -55.7994 | 4.1933E-4
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para as solugbes MDP M = 2 mais grosseiras, empregando-se poucos dominios pontu-

ais. A medida que sdo analisados os resultados das resolugbes numéricas mais refinadas,
o ) e 1

observa-se que os erros P do operador diferencial diminuem e os valores Aué ) da des-

continuidade da primeira derivada sio ainda mais coerentes.

+

E conveniente ressaltar que no tratamento MDP das descontinuidades njo exisie a
necessidade de que as mesmas coincidam com os dominios pontuais, podendo ainda ser
introduzidas em qualquer um dos niveis da aproximacio. Ou seja, as descontinuidades

podem ocorrer tanto na funcdo quanto em qualquer uma das derivadas, numa posicio

arbitraria do dominio do problema.
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2.7 Desenvolvimento das fungdes MDP 2D

Apresenta-se nesta secdo o desenvolvimento de fun¢des MDP bidimensionais de alta
ordem. O método dos dominios pontuais consiste ern um operador algébrico baseado em
campos de interpolagdo com continuidade das derivadas de alta ordem para a resolucao

numérica de equacgdes diferenciais ordindrias ou parciais.

O esquema numérico é construido de forma a explorar-se ao maximo o conceito de
generalidade. Em termos praticos, isto significa a flexibilidade para o tratamento de uma
larga faixa de problemas, a facilidade de aplicagdo das condicdes de contorno e/ou iniciais,
a possibilidade da introducdo de descontinuidades em diferentes niveis da aproximacdo
(funcdo ou derivadas) e a obtengdo de resultados suaves tanto da funcio quanto de suas

derivadas.

Para atender a este conceito de generalidade o MDP apresenta aproximagoes fra-
camente estruturadas e, portanto, bastante distintas daquelas empregadas nos esquemas
numéricos tradicionais. Assim, enquanto no método dos elementos finitos, no método dos
volumes finitos ou no método dos elementos de contorno observa-se a natureza altamente
estruturada das aproximacgoes, baseada na forte dependéncia da malha de discretizacéo, o
método dos dominios pontuais caracteriza-se por simples aproximacdes polinomiais cons-

truidas por partes.

Esta secao esta organizada em trés sub-secdes de forma a introduzir-se convenien-
temente o esquema numeérico proposto. Inicialmente apresenta-se as aproximagdes bidi-
mensionais MDP, linearmente aproximadas por partes em %@(m,y) entre os dominios
pontuais vizinhos. A seguir trata-se da discretizacio de problemas para a analise se-

gundo o método dos dominios pontuais. E a dltima sub-secdo é dedicada a etapa de



pos-processamento dos dados, de forma a obter-se solugdes com continuidade mesmo para

as derivadas de alta ordem.

2.7.1 Aproximagdes MDP lineares em u4(z,y)

Esta sub-se¢do apresenta as aproximacées MDP desenvolvidas para representar-se a funcao
bidimensional u(z,y) e suas derivadas parciais. QObserva-se que a principio, a funcdo e
também o dominio sao genéricos, de forma que qualquer problema bidimensional envol-

vendo equagdes diferenciais pode ser analisado empregando-se esta abordagem.

A figura 2.17 apresenta uma regio retangular do espago-tempo bidimensional dis-
cretizada em (N + 1) x (M + 1) dominios pontuais. A regizo é dita espaco-temporal
devido a igualdade de tratamento para os problemas de valores de contorno e de condigao
inicial, que é caracteristica do MDP. Assim, as diregdes z e y da figura 2.17 podem tanto
representar duas dimensdes espaciais bem como uma delas pode representar a evolucio

no tempo.

Os (N +1) x (M + 1) dominios pontuais sio os pontos de referéncia deste espaco-
tempo bidimensional, localizados nas posicdes {(z,93), (i=0,...,N), (j=0,... ,M). E
para a andlise de um problema empregando-se 0 MDP basta que o dominio £} do mesmo
esteja contido na regido retangular discretizada, como mostrado na figura 2.17. Observa-
se portanto que as aproximacdes MDP comportam-se como uma tela que possibilita a

visualizacdo da solu¢do de qualquer problema interior & mesma.,

Segundo esta abordagem, as vari4veis do problema discretizado estio fortemente as-
sociadas aos dominjos pontuais, e daf o nome do método: método dos dominios pontuais.

A maioria das varidveis representa os valores de uma derivada de alta ordem, que ¢ linear-
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Figura 2.17: Regiao discretizada em dominios pontuais.

mente aproximada por partes entre os dominios pontuais. Além disso, as demais varidveis
representam as derivadas de ordem mais baixa, e a prépria funcio de interesse, em alguns
dominios pontuais estratégicamente posicionados. Assim é possivel uma representagio
extremamente apurada da funcéo de interesse u{z,y), gragas a elevada continuidade, que
¢ caracteristica da aproximacdo MDP final. {Nesse ponto é interessante observar que
descontinuidades podem ser facilmente incorporadas a fun¢éo ou a qualquer uma de suas

derivadas, na posicio desejada).

Como as variavels da aproximacio MDP representam sempre derivadas da funcio

s getay, e . - - .
de interesse £zs% (2, ;) nos dominios pontuais (i = 0,...,N), (j = 0,..., M), é con-

veniente introduzir-se uma notacdo simplificada para a representacio das mesmas, como

apresentado na equacao 2.78.

HPtTay

(!):________
U s (ij) - éaa>péayq (2%7 y])

(2.78)
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Neste trabalho as aproximacdes bidimensionais MDP sio construidas a partir da
derivada parcial gﬂ%(w,y) que ¢ linearmente aproximada por partes entre os dominios
pontuais. E as aproximagdes MDP de todas as derivadas parciais de ordem mais baixa e
da propria funcéo de interesse u(z,y) sdo obtidas por processos sucessivos de integragao
exata da derivada parcial de alta ordem gffam%(:e, y}. Assim, na equagao 2.78, as ordens
de derivagdo (p, ¢) podem assumir os valores possiveis da combinacio de (p=4,....0)e

(¢g=4,...,0).

Observa-se que nada impede que outras aproximacdes MDP sejam construidas partindo-
se de uma derivada de alta ordem distinta. Entretanto, deve-se ter sempre em mente as
etapas para a construcdo das aproximagdes MDP. S&o estas: Escolha da derivada de
alta ordem (esta pode ser inclusive unidimensional, tridimensional ou n-dimensional, de-
pendendo do problema que serd abordado). Aproximagcio linear por partes da derivada
de aita ordem entre os dominios pontuais vizinhos. Processos sucessivos de integracdo
exata da aproximacio da derivada de alta ordem para a construgio das aproximacoes das

derivadas de ordens mais baixa e da funcio de interesse.

A figura 2.18 apresenta o sistema referencial local convenientemente adotado para o

desenvolvimento das aproximagdes MDP entre os dominios pontuais vizinhos (#ie1,¥5-i)s

(@ie1,¥5)s (25, Yj—:) € (2i,¥;). As aproximacdes sio validas no intervalo (z,y} onde 0 <
TS Az, Azi =2~ 3,6 0<y < Ay;, Ay; = y; — y;—1. Permitindo-se que os indices
¢ e j variem dentro das possibilidades (i = 1,..., N} e (j = 1,... , M), é possivel entdo

a aproximagio de qualquer ponto (z,y) contido na regiio discretizada, apresentada na

figura 2.17.

A equagao 2.79 representa a aproximacio MDP linear por partes da derivada de alta
ordem g“;i%r(my y). Esta aproximacio é vilida em todo o intervalo (z,y) definido entre

dominios pontuais vizinhos 0 < z < Az;, 0 < y < Ay;. Observa-se que os valores das
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Figura 2.18: Referencial local entre dominios pontuais vizinhos.

derivadas nos dominios pontuais sdo descritos segundo a notacéo simplificada introduzida

pela equagao 2.78.

9ag) = W15 -1) (1) (1 ) + 996~ 1) (1 ) () ¢

2.79}
a5~ 1) () (1 - ) +96.7) () (&) |

Todas as aproximacdes MDP das derivadas de ordem mais baixa e da prépria funcéo
de interesse u(z,y) sdo entdo obtidas por processos sucessivos de integracdo exata da
equacdo 2.79. Para simplificar a apresentacio das aproximacdes MDP, é conveniente
representar-se os polindmios que surgem dos processos de integracdo num formato redu-
zido, uma vez que os mesmos repetem-se em varias das aproximacdes. Estes formatos

reduzidos dos polinémios sdo definidos nas expressdes 2.80 4 2.91.

:C3

6

il

(2.80)

3:2
I = Ty = — X3
2
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Tpy =

Thy

fl

Tpy =

Yo

Yby =

(2.81)

(2.82)

(2.83)

(2.84)

(2.86)

(2.87)

(2.88)



2 3 3

Y Y Y
= [ L — = 2.89
Ya3 (2 6 2%) Y3 (6 fyg) ( )

3 4 4
Y ¥ Yy
P = 2.90
Yad ( 6 24 &yi) Yo (24 Ayz) ( )

1

(125’;%) (2.91)

As equacdes 2.92 a 2.116 representam as aproximagdes MDP lineares por partes em

_ (v _ v
Y5 =\ 22 T 120 Am Yos

u@4)(z, y). Observa-se que a expressao 2.92 é idéntica a equagédo 2.79, onde os polinémios
sao descritos nos respectivos formatos reduzidos. Estas aproximagbes MDP permitem
aproximar todas as derivadas u®?{(z,y), (p = 4,...,0), (g = 4,...,0), e a prépria funcio
de interesse no intervalo compreendido entre os dominios pontuais vizinhos 0 < z < Az,

0 <y < Ay

’Uf(4’4)($a y) = U(M}(i = 1,7 = 1) Za1 Ya1 + U(M)(i —1,j) T yp + U(4’4)(3',j - 1)z yaz—%z 92)
+u(4’4)(é:j) Tp1 U1

w3z, y) = uBV(E — 1) = 1) 2a1 yuz + w6 — 1,5 ar e + 00,7 = D2y W“Yz 93)
+u®N (i ) 2o e + uNE — 1,7 = Dzgy + w5 = V) zy

(2, y) = u(E = 1,5 — 1) Za1 Yas + v = 1,7) za1 gz + w4 (5,5 — 1) 2o Yast
+ul (i ) wa g + O = 1,5 - Drzay + w5 - Daapt (2.94)
a2~ 1,7 = Dy + a3, — Doy
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u(‘l’i}(l" y) o

u(4‘°)(:c, y) =

u(‘?’!‘i’)(x’ y) ool

u Nz, y) =

u(]'%‘l)(x? y) pused

ul (i — 1,5 — 1) 21 You + vV = 1, ) 207 oo + u (i, 5 1) 241 yast
+ul(, 5) 2o yos + w3~ 1,5 = D zgr o + u®3(, 5 — 1) 2 yot (2.95)
+ul i — 1,7 = D za g + w0965 = Daw g + w006~ 1,5 — 1) zagt
+ult (G, j = 1) 2y

(i — 1,5 — 1) 247 yas + ult (i ~ 1, 5) Ta1 s + utA(i,§ — 1) 2y yas+

+u (7)1 s + u (i = 1,5 — 1) za ys + w0, j = 1) o yat (2.96)
+u(4*2}(i — L7 =1)zays + u{4’2)(i,j —Dapys +ut i - 1,5 - D zayit+
+ul, j — 1) 20y + 0O~ 1,5 = 1) 201 + a6, j — 1)y,

w6 — 1,5~ 1) a2 Yar + w0~ L, ) 2ag ys + w®9(5, 5 — 1) 24 Y1y 97)
+u(4’4)(i,j) Tho Yo1 + u(3’4}(i — 1,7 =1y, + U{s’é}(i —Lilyn

u(E = 1,5 = 1) 2oz yar + v (i = 1, §) 205 ye + w5~ 1) 245 yar+
el Pz g + i~ L5~ Dy 46O = 1) 2yt (2.98)
+u(2’4)(é - 1,7 =1} ya -+ U(M)(i ~ L7 ym

u(4’4)(é - 13] - 1) Tag Y1 + u(4’4)(i - }-1]) Taa Yn -+ 12{4’4)(2.,.?' - I) Thye yal“‘}"
AU ) 2y + uBI(— 1,5 — 1) Yoy + uB®H(i — 1, 5) 25 gy + (2.99)
AU~ 1,7 = 1) 21 yar + w6 = 1, 5) 2y gy + w06 — 1,5 — 1) yar+

+ul (i — 1, ) yw
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w4z, y) =

w3z, y) =

u¥(z,y) =

wlA(z,y) =

w4 — 1,5 — 1) Zas Ya1 + u(4’4)(i —1,7) Tas yor + u(2, 7 — 1) 2os yar +
+ul (i, fos g +uCVE - 1,5 ~ D@z yar + 6B~ 1,5) esynt (2.100)
+ulPH(E — 17— Doy + w6 = 1, ) 2oy + w896 — 1,7 — 1) 2y yar +
+ulN(E = 1) 2y yer + 0O~ 1,5 = Dy + 06— 1,5) ye

w(E— 1,5 = 1) oo Yor + v = 1, ) 2o g2 + w4, 5 — 1) 242 Yar+
+ul (0, §) 2o yun + w0 — 1,5 = 1) 20p + w09, 5 — D 2pp+ (2.101)
Ful(i = 1,7 = 1) ga2 + uCH(i = L) gro + uB3(i - 1,5 — 1)

(G — 1,7 — 1) a3 Yoz + v = 1,5) 2as iz + uD (4, § — 1) 243 Yart
+ulI(G, ) 2 yse + wldB(G 1,5 — 1) 2as + w3, § — 1) zpa+ (2.102)
FulO - 1,7 = D21y +uC9 = 1) 21y + 6 = 1,5~ 1) 2t
a0 = 1,5 = ) gz + u@9( = 1, 5) g + I~ 1,5 — 1)

U(M)( 1,7 = 1) Zag Ya2 + ult 4)(2 — 1L, 7) Taa tie + ul® 4)( 27 = 1) Tpa Yart
AU ) T e + uI(E = 1,5 — 1) Tg + w7 — 1) Tpat
Ful(@— 1,7 = 1) @2 a2 + v — 1, f) 2o yie + u®3(@ — 1,5 ~ 1) 2,($-103)
—§—u(24)(z ~ 1,7 =D @1 Yoz + uPHE — L Py + I — 1,5 — Dz +
Full = 1,5 = D yar + w9 = 1,5) gz + w3 — 1,5 — 1)
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u®Nz,y) =

u{zyz)(xs y) =

u(“"‘)(i =17 = 1) Zas Yaz + u(E = 1,5) 2oz oz + 0D, 5 — 1) 245 yar+
a5 2s e + @3 1,5 — 1) zos + w1, 5 — 1) zes+
U(H (0 =17 = Dzayar + uBVE — 1, 5) 2o o + w3 — 1,5 — 1)%(_5104)
+ul®D(i — 1,7 ~ 1) 2o yas + wPH(— 1 ) zoyse +uPI(i— 1,5 — 1) zq+
Ful (i = 1,5 = 1) 21 oz + uG ~ 1,5) 21 oo + w0 = 1,5 — 1) 29+
(i )

Fu0(E = 1,7 = 1 yag + w0~ 1, ) gy + w3 = 1,5 — 1)

w0 = 1,7 — 1) 2az Yas + w00 = 1,5) 2ag o + w1 s gast
+u N, )z s + (G = 1,5 = 1) 2z g + w4, 7~ 1) 2o g1+
+ultA 1,5 — 1) 2oz + u®D(4, j = 1) 24 + uCH( — 1,5 — 1) yaat
+ulH (G —1,7) g + (G =1, — Dy +u®3(G — 1,5 — 1)

(2.105)

uOE — 1,5~ 1) 205 yus + u(“"‘)(z ~1,7) Zaz s + u(“)(z J— 1) 23 yas+

Az,
+ul® 2)(? Lj =1 eas+u* (i, — Dz + ul(i~ 1,5 — 1) 2 yas»fh(z.l{}ﬁ)
+ulH(; — I,j) Ty Ypa + u{3’3)(z’ -1, — 1):4:1 1+ u(s’z}(' - 1,7 -1 z+
A
(
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U{E’Q}(CL‘; y) —

u{eﬂz)("f_’ y) juosd

uBN(z,y) =

H(M}(i — 1,7 = 1) Taa tos + uV(i = 1, ) 2o sz + (2,5 — 1) 244 Yust
w6, 7Y zoayes + ulD(E = 1,5 — 1) zaagn + (0,5 — 1) mgyit
FuB( — 1,7 = 1) 2aq + u*D(E 5 — Dzge + u®I(G < 1,7 ~ 1) 23 yoz+
+u(3 A =1, zayss +ul®G — 1,5 — Dzpy +u@B( ~ 1,5 — 1) zo4 (2.107)
+ulD(G — 1,7 = 1) 2y yos + uPDE = 1, D ey e + P36 — 1,7 — Dayya+
+u(2 A —1,7 —Day +ui— 1,5 = 1) gaz + v = 1, 5) pa+
+u@3( 1,7 = Dy + i~ 1,7 - 1)

ul (i — 1,5 = 1) a5 Yoz + wH(@ — 1,7) Tas ysz + uD(i,5 — 1) €5 Yas+

+ut (i, ) 25 ysa + B — 1,5 — D zasyr + u¥(E, 7 — Dz at

+ult B — 1,7 — D zas + uD(i,j —~ D zes + w0 = 1,7 ~ 1) 23 yas+

+ul(i - L) wayes +ulBI(i— 1,5~ Dagy +uBD(— 1,7 - Das+ (2.108)
uBH(i — 1,7 — D 2o yoz + uDE — L) zoma + u®I(E ~ 1,7 — 1) zoyy+

+ulB( — 17 = Dze + w96 = 1,7 = 1) 2y yos + (@ — 1, F) 2y yss+

FulA i 1,5~ Dz gy + w6~ 1,5 — Do + w6 — 1,7 — 1) yas+

Ful(E ~ 1, ) yas +uCI(i — 1,7 — Dy + PG~ 1,5 — 1)

(] — 1,5 — 1) Ta2 Yog + v D0 = 1,5) Top ypa + v (4,5 ~ 1) Z4p Yaat
Fu () zpa yog + UG = 1,5 — D zaaye + vl 5 — D ap yat
(@ 1,7 = D zazpn +uD (65 - Dy + w0 - 1,7 — 1) 2248.109)
Fult U 5 = Dz + uBN( — 1,7 = 1) yag + ulBH(E — 1,5 yeat+
Ful3( w17 = Dy +ubDG - 1,7 =Dy + B0 —1,5 - 1)
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u(2’1)($?y) Eed

u(laz)(_r’ y) =

u (i~ 1,7 = 1) 2u3 Yas + w0 = 1,5) Tag yos + w07, § — 1) 24 yast
~+~u(4 4}(z, D2 yes + w15 — D zgays + u®3(i § — 1) 245 ot
Y =17 = Dazgay +uD(0,5 — Dasys + w00 — 1,7 — 1) zaat
UG = D+ ul(i = 1,5 ~ 1) 21 you + uB(6 = 1,) 21yt (2.110)
+u(33 (=17 =Dziy+uli— 1,5 — Dz yp +ul(G -1 — Dz, +
HuBDE — 1,5~ 1) yau + uCH(i = 1, 7) yos + ulD(i = 1,5 — 1) yot
+ulB( ~ 1,5 = Dy + @V = 1,5 - 1)

u(“"‘)(z’ =17 = 1) Zas Yas + w6 ~ 1,5) 2ag yos + 00D, 5 — 1) 2aq yast
w9, 7) @saysa + (i = 1,5 — Vaggys + ulI(i, 7~ 1) 2o yat
+u(“ i =17 = Daaays + 40§ — D zpays + ulsV(i = 1,7 = 1) 2ast
FuN(E,  ~ 1) 2 + uCHE = 1,5 1) 2o y0s + uBD(E — 1,5) 23 yoat
FulAE 1,5~ gy +ub(i— 1,5 — zayr +u®D(E — 1,7 — 1)z, (2.111)
AU — 1,5 = 1) 2 you + 0 — 1, §) 2q yp + uli— 1,7 ~ Va1 ya+
+ul(i =1, = Dz gy + u@VG - 1,5 ~ Dy + el — 1,7 — Dy,
14)(Z =Ly + w15 = 1)y + 00~ 1,5~ 1)y, +
M -1,5 1)
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ul®(z,y) =

u(z,y) =

ul (i~ 1,7 — 1) 2as you + u®(i = 1, ) 2as goa + v (@ 5 — 1) 35 Yaat
+utd, ) 2as s + uIi = 1,7 = Dzasye + a5 — Dass gt
Fult DG — 1,7 = Daasyn + (0,5 — Dagsyr + @G = 1,5 = 1) za5+
+ult (7 = 1) 25 + 1P~ 1,5 — 1) 23 Yas + vV — 1, j) 23 ypat
+u(33)(3“‘1 F=Dasye+ eI - 1,7 - Dasy +ulB(i-1,7- 1)z 3(42- 112)
+ulD(G — 1,7 = D 2g s +ui — 1, ) 2o tpg +u®I(E = 1,7 — 1) zpyp+
+ulD(i =17 =2y +u®V(i = 1,7 - Doy +ul9i = 1,5 ~ 1) 21 yus
+ul NG — L e e w0 — 1, = Dz yp + a2 = 1,7 — Lz yg+
+ultVG — 15 = D)2y + a6 = 1,7 — 1 yaa + uO%( — 1,5) ypat
+ul®3( — 1,5 = Dyg +u®(G = 1,5 = D yg +u®V(E ~1,5 = 1)

U{4’4)(i —-1,7 - 3) To2 Yas + u(4’4}(i - Lj) Ta2 Ybs + U(4’4)(i,j - 1)«’1152 YasT
wI(E, §) za s + ulNi = 1,5 — D2z ys + u®3(4, j — D) 22 yat+
+u(4 2)(3 = L1 zay+ ul 2)(Z J=1)zpeys + ult 1)(7» ~1L,j—1)ze 9'1(”}2" 113)
+ulDE = Dy + u*0(0 — 1,7 = Dzgy + v, 7 — 1) zp0+
FulN(E ~ 1,7 — D yas +uBDE — 1,7 gy + w3~ 1,7 = D ys+
FulB(i ~ 1,5~ Dys +uBU(E — 1,5 ~ Dyy +uB0(G - 1,7 - 1)
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u(lig}(m" y) T

w15 — 1) 243 Yas5 + U(M}(é — 1,7) Taz ybs + u(‘i’é}(i,j ~ 1} 253 Yas+

+ut (6, 5) 2ha yas + w3 — 1§ = ) zasys + w (i, § — 1) 24 ys+

FultAGE =1 — 1) 25y, + w15 — 1@ ys +ulD(i — 1,5 ~ 1 zaayit

+ul (G, 5 — Dawy +u(-1,5 - 1) 2z + ul*9(i, § — 1) ays+ (2.114)
ubBN( — 1,5 — 1) 2y yus + uli(E — 1, ) 2y yus + uB3(G — 1,5 — 1) 21 ys+
WA =17 = Dorge + w06 = 1,5 = Doy + PO = 1,5 = Dy -

+ulB( — 1,5 = Dyas + w9 — 1, §) yos + u@G ~ 1,5 — 1) gt

FuA(G — 1,5 — 1)y + w1,/ — Dy +u®93G - 1,5 - 1)

u{‘i"”(i — 1,7~ 1) Zaa Yus + u(‘i"‘}(z’ ~1,7) Taa s + U(4’4)(i,j — 1) &34 Yas+
+ult A4, ) Toa Yos + uld i ~1,5 - 1) Zaays + w34, 5 — 1) 2o yat+
+uB (i 1,7 — Dzagys +ulI(, 5 — Dapys +ut®D(E ~ 1,5 — D aggyn+
e,jml):cb.,;y;—i—u(‘w)( =17 = 1) 2ag + u*O(i, 5~ 1) 2pa+

t= 17 = 2o yes + 096 ~ 1, ) 2o ys + I ~ 1,5 — 1)z2y3+

(2.115)
t~1,7 ~ 1) 2o yo + ul¥1(G — Lj—1)zays +u®0( — 1, 7= 1zy+

Q
e
w
S
i
,—\/—H-\,—\/“\

Yas + ul (i — 1, 5) yos + w3 — 1,5 — 1} yz+

)
)
+ulH(i ~ 1,5 ~ 1)@y Y5 + u¥U(1 — 1, Jyziyes +u?I(E — 1,5 — 1) 21 yat
)
)y
Jya +utN( 1, 7=y +ulO 1, j—1)

(

+u(2’2}(3—-1 J=Dzy+uPVE— 1,5 — )z g+ uP( = 1, - lzi+
(@ ~
(2
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u(z,y) = w(E = 1,5 = 1) a5 Yas + v (i~ 1,7) Zas yos + w0, — 1) 235 Yas+
+uN( )z yss + uBI(E = 1,7 — 1) 2as ys + 33, 5 — 1) 2os ys+
FulD(G — 17~ Dagsye + (0,5 — Dapsyo + B~ 1,7 - Dzasy+
U@, g = D as g+ uO = 1,7 = 1) 2as + w06, 7 — 1) 25+
Ful (i = 1,7 = 1) 23 a5 +u®V(@ — 1,7) 2 yps + v (i — 1,5 — 1) 2593+
+ulD( — 1,5~ Daays + vV — 1,5 — Dzsy +uB906 - 1,5 — Dast

dulD( = 1,5 = Dagyy +ulPVE — 1,7 — Dagys +u®O( - 1,5 — Dag+

dultD(G = 1,5 = Dy gy + G = 1,5 = Dz + w906 - 1,5 — Dy
@G — 1,7~ Dyes + w8 — 1, ) yes + w03 — 1,7 — 1) ya+

(2

(z

(z

(2

(z

+ul(i — 1,5~ 1) 2o yas + B9 — 1, ) 22 yes + uBPI(i = 1,5 — D22 yat
(

(2

(z

(

Au®2 - 1,7 =Dy +uOV - 1,5 — Dy +uli — 1,5 — 1)

)
)
)
)
Fult (@ — 1,5 = D)1 gas + (i — 1, 5) 21 yes + ul¥(i = 1,7 = 1) 21 yat
)
)
)

Permitindo-se que os indices ¢ € j das equagdes 2.92 & 2.116 variem deniro das
possibilidades (i =1,...,Nje (j = 1,..., M), é possivel representar-se todas as derivadas
uPD{(z,y), (p = 4,...,0), (¢ = 4,...,0), e a prépria fungdo de interesse em qualquer

posigdo (z,y) contida na regido discretizada, como apresentada na figura 2.17.

Observa-se que qualquer aproximacio MDP da funcdo u(z,y) ou de suas deriva-
das pode ser descrita em fungéo dos valores u(0,0), w9(0,0), «9(0,0), 20,0,
w21(0, 0), wt*140,0), v!21(0,0), ©>*X0,0), w®2(0,0), «12(0,0), «(>2X0,0), «>2(0,0),
ul®9(0,0), ul(0,0), u(0,0), u®3(0,0), w0, j), (0, §), uC (O, 5), w0, 7),
u®0(4,0), uD(E0), w4 0), u*3(E,0) e w5, (i =0,...,N), (j =0,...,M).
Tém-se entdo (N + 5} M + 5) valores, tomados sempre nos dominios pontuais. Estes

(N +5)(M -+ 5) valores sdo denominados varidveis MDP.

(2.116)



2.7.2 Anélise MDP de problemas

Para a andlise de um problema empregando-se 0 MDP basta que o dominio £ do mesmo
esteja contido na regido retangular espaco-temporal discretizada em dominios pontuais,
como mostrado na figura 2.17. A regifio é dita espaco-temporal devido a igualdade de
tratamento para os problemas de valores de contorno e de condi¢do inicial, que é carac-
teristica do MDP. Assim, as diregdes z e y da figura 2.17 podem tanto representar duas
dimensbes espaciais bem como uma delas pode representar a evolucdo no tempo. Observa-
se que a principio, a funcéo e também o dominio sio genéricos, de forma que qualquer
problema bidimensional envolvendo equagdes diferenciais pode ser analisado empregando-
se esta abordagem. E portanto, as aproximacdes MDP comportam-se como uma tela que

possibilita a visualizagdo da solugdo de qualquer problema interior 3 mesma.

Para que as aproximacdes MDP venham a possibilitar uma boa representacio da
solucdo desejada sdo empregados os pontos de aproximagao. Os pontos de aproximagio
caracterizam o meio através do qual a informacio contida no problema é transmitida as
variaveis MDP. A figura 2.19 apresenta pontos de aproximacdo para a solucio de um

problema definido no dominio .

A equacéo diferencial do problema é imposta nos pontos de aproximaco interiores
ao dominio {} empregando-se as aproximagdes MDP. E as condigdes de contorno e/ou
iniciais sdo impostas nos pontos de aproximagao posicionados nos contornos e/ou no
instante inicial de analise. Para tanto, o método da colocagio é empregado, resultando

em uma equagao para cada um dos pontos de aproximagcao utilizados, em funcio das

variaveis MDP.

A flexibilidade para a escolha dos pontos de aproximacio, de forma a representar-se

o dominio do problema, € total. Considerando-se que o dominio ) estd contido na regiao
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Figura 2.19: Pontos de aproximacio em £2.

discretizada em dominios pontuais, e que as aproximacbes MDP permitem representar

qualquer posicdo {z,y} da mesma, é possivel entio a definicdo de infinitos pontos de

aproximacao para a caracterizagido do problema.

Séo necessarias pelo menos (N + 53)(M + 5) equagdes obtidas através do método da
colocagdo para o célculo dos valores u(0,0), w120, 0), u®9(0,0), «{>9(0,0), w®1{0,0),
2310, 0), «(>1(0,0), w310, 0), u(®2X(0,0), «23(0,0), «*3)0, 0), «®2(0,0), u0,0),
ult9(0,0), w®3(0,0), u®3(0,0), w0, 7), w0, 7}, u®H(0, 7), u®I(0, 7), w*9(, 0),
w1(4,0), w340}, «!*¥(4,0) e u®N(1,4), (i =10,...,N), (7 =0,..., M) das varisveis
MDP.

(0,
(0
0

Observa-se que a quantidade e a disposi¢ido dos pontos de aproximacio empregados é
determinante para que a informacao sobre o problema seja convenientemente transmitida
as variaveis MDP, conduzindo & uma solucdo apurada. Apesar das aproximacdes MDP

possibilitarem uma representacao bastante realistica da solugdo, anslises empregando-se
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pontos de aproximagao parcialmente localizados no dominio ou um mimero reduzido dos
mesmos fatalmente produzem resultados grosseiros. E por isso recomenda-se um niimero
superior a (N +5)(M +5) pontos de aproximacio e uma distribuicio uniforme dos mesmos

no interior, contornos e/ou instante inicial do dominio espago-temporal do problema.

Para a obtengéo dos (N+5)(M +3) valores das varidveis MDP, o sistema de equacoes
resultante pode ser ento resolvido empregando-se o método dos minimos quadrados ou

qualquer outra abordagem mais elegante.

2.7.3 Pés-processamento dos dados

Uma vez obtidos os valores u(0,0), »(-2)(0,0}, u(29(0, 0), »®9)(0, 0), «®1(0,0), u2)(0,0),
u®D(0,0), u®1(0,0), u®2(0,0), u(12)(0,0), w220, 0), u®2(0,0), u©3(0,0), 130, 0),
w230, 0, w®3(0,0), w0, j), uI(0, 5), uC(0, §), u®H(0, 7), w497, 0), ue(s, 0),
w®(2,0), v®I(,0) e (5 ), (1 = 0,....,N), (j =0,...,M) das varidveis MDP,
as proprias aproximacbes MDP, apresentadas nas equagoes 2.92 4 2.116, sio emprega-
das no pds-processamento dos dados, produzindo resultados suaves. Estas possibilitam
representar-se todas as derivadas u!*?z,y), (p = 4,... ,0), (g = 4,...,0), e a prépria

fungdo de interesse u(z,y) em qualquer posicio (z,y) € Q do dominio do problema.
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2.8 Construcao de fungbes genéricas MDP.

Esta secao apresenta linhas gerais para o desenvolvimento de fungdes do método
dos dominios pontuais considerando-se o nimero de dimensdes do espaco, particdes do
domninio e aproximagoes com regularidades genéricas. E também, a equagio do nimero

de variaveis MDP resultantes em funcéo destes parametros.

Seja D o ndmero de dimensdes do espago de aproximacio e d uma dimenséo genérica
do mesmo, tal que d = 1,2,...,D. E seja N; o nimero de parti¢bes do dominio na

dimensao d.

Considere um dominio do espago-termnpo D-dimensional. Sao estabelecidos pontos de
referéncia definidos a partir de N particdes do dominio em uma dada dimensio especifica

d. A este conjunto de [J5_, (N, + 1) pontos de referéncia denomina-se dominios pontuais.

Seja my a ordem de derivagio genérica da fungio na dimensio d. E seja My a ordem

de derivacao da fung@o na dimensio d que é linearmente aproximada por partes.

Desenvolve-se polinéminos representando a aproximagéio linear por partes de uma
derivada de alta ordem (My, My, ..., My, ..., Mp) da funcéo definida entre dominios pon-
tuais vizinhos. A seguir séo realizados procedimentos sucessivos de integracio exata
destes polindmios, introduzindo-se as respectivas constantes que surgem naturalmente

dos processos de integragdo. Resultam entdo as expressdes que permitem avaliar qual-

quer uma das derivadas parciais {my,ms,...,mq,...,mp) e a prépria funcio do método
dos dominios pontuais; onde my = 0,1,2,..., My, my = 0,1,2,... ., Ms, ... e mp =
0,1,2,..., Mp.

Estas fungdes genéricas do método dos dominios pontuais permitem aproximar um
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determinado campo suave definido sobre este dominio do espaco-tempo D-dimensional a

partir de [T5, (Ny 4+ M, + 1) varidveis, denominadas varidveis MDP.

E possivel assim simular a evolugéo de um dado fenémeno fisico sujeito as condigdes
de contorno definidas num dominio genérico do espaco-tempo D-dimensional. Para 1850,
utiliza-se da técnica de colocagio por pontos das equacdes matemaéticas que descrevern o

fendmeno fisico.

O nimero de pontos de colocacdo deve ser maior ou igual ao nimero de variaveis
MDP. E caso formem-se mais equagdes que variaveis, utiliza-se o método de minimos

quadrados para a minimizagdo do residuo global.
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Capitulo 3

Aplicacoes em Estruturas

Reticuladas

Neste capitulo a versao unidimensional do MDP ¢é aplicada as equagdes diferenciais
referentes aos comportamentos estitico e dinamico de estruturas reticuladas - barras
e vigas. Discretizagdes grosseiras e refinadas, além de fungdes MDP considerando-se
diferentes niveis de continuidade, sdo testadas extensivamente de forma a levaniar-se as

caracteristicas numéricas de estabilidade, convergéncia e precisio do operador.

Nas aplicagoes MDP na dinamica de barras e de vigas demonstrou-se que é possivel
a melhoria da solugdo com a exigéncia de maior regularidade das fungdes. As apro-
ximagoes MDP de alta ordem apresentam um aumento minimo no nimero de varidveis,
e trabalhando-se convenientemente com as condicdes de contorno, obtém-se a mesma or-
dem do sistema de equacdes final para as diversas solucoes. Em ambos os casos, foram

alcancados resultados mais apurados que o MEF.
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Apresenta-se ainda a andlise estitica MDP de uma estrutura de pérticos, onde é
descrito o tratamento para a transformacdo entre sistemnas referenciais de coordenadas. E

para este problema foram obtidos resultados idénticos aoc MEF.

Todos estes tdpicos sdo desenvolvidos neste capitulo, que encontra-se organizado em

cinco segdes, conforme descrito a seguir.

Vibragbes longitudinais de barra livre-livre. Descricdo da equacio diferencial que
descreve o movimento da barra. Esta equagio de movimento, juntamente com as respecti-
vas condigdes de contorno, caracteriza o problema de autovalores e autofungdes associado.
Apresentagdo das solucdes analiticas do problema. Modelagem do problema por apro-
ximagbes MDP com regularidades crescentes e pelo método de Galerkin empregando-se
elementos finitos lineares. Observa-se os mesmos resultados numéricos das frequéncias
normalizadas, para as diferentes discretizacoes, empregando-se os esquemas MDP, com
fungdes lineares por partes na derivada de segunda ordem, e MEF. Os resultados numéricos
aproximam-se cada vez mais dos valores exatos a medida que sao utilizadas as apro-
ximagbes MDP lineares por partes nas derivadas de ordem mais elevadas. E conveniente
ressaltar que as aproximacdes MDP de alta ordem sio obtidas com um aumento minimo
da ordem do sistema linear final, conduzindo a resultados efetivamente mais apurados. E

por isso, mostram-se mais atraentes do ponto de vista do esfor¢o computacional.

Vibragées longitudinais de barra fixo-livre. Descrigéo da equacdo diferencial que des-
creve o movimento da barra. Esta equacio de movimento, juntamente com as respectivas
condigdes de contorno, caracteriza o problema de autovalores e autofuncdes associado.
Apresentagio das solugdes analiticas do problema. Modelagem do problema por apro-
ximagées MDP com regularidades crescentes e pelo mtodo de Galerkin empregando-se
elementos finitos lineares. Observa-se 0s mesmos resultados numéricos das frequéncias

normalizadas, para as diferentes discretizagbes, empregando-se os esquemas MDP, com
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funcdes lineares por partes na derivada de segunda ordem, e MEF. Os resultados numeéricos
aproximam-se cada vez mais dos valores exatos a medida que sao utilizadas as apro-

ximacdes MDP lineares por partes nas derivadas de ordem mais elevadas.

Vibracbes transversais de viga livre-livre. Apresentacdo da equagao diferencial que
descreve o movimento da viga. Esta equacao de movimento, juntamente com as respecti-
vas condigoes de contorno, caracteriza o probiema de autovalores e autofungdes associado.
Descricao das solugdes exatas do problema, que sio dadas pelas raizes de uma equagao
transcedental. Modelagem do problema por aproximagdes MDP com regularidades cres-
centes e empregando-se elementos finitos cibicos de Hermite. Qbserva-se que os resultados
numeéricos das frequéncias normalizadas, para as diferentes discretizacdes, empregando-se
os esquemas MDP, com fung¢bes lineares por partes nas derivadas de ordens mais baixas,
representam melhor as frequncias mais altas, enquanto os resultados MEF representam
melhor as frequéncias mais baixas. Os resultados numéricos aproximam-se cada vez mais
dos valores exatos a medida que sdo utilizadas as aproximacdes MDP lineares por par-
tes nas derivadas de ordem mais elevadas. E conveniente ressaltar que as aproximacoes
MDP de alta ordem sao obtidas com um aumento minimo da ordem do sistema linear
final, conduzindo a resultados efetivamente mais apurados. E por isso, mostram-se mais

atraentes do ponto de vista do esforco computacional.

Vibragdes transversais de viga fixo-livre. Apresentacao da equacdo diferencial que
descreve o movimento da viga. Esta equacio de movimento, juntamente com as respecti-
vas condigdes de contorno, caracteriza o problema de autovalores e autofuncdes associado.
Descricao das solugbes exatas do problema, que sdo dadas pelas raizes de uma equagao
transcedental. Modelagem do problema por aproximacgdes MDP com regularidades cres-
centes e empregando-se elementos finitos ciibicos de Hermite. Comparando-se diretamente

as solugtes do problema obtidas segundo o MDP, com aproximacgdes lineares por partes
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na derivada de quarta ordem, com as solucdes obtidas empregando-se elementos finitos
ctibicos de Hermite, observa-se que os resultados MDP representam melhor as frequéncias
mais altas de vibragio da viga fixo-livre, enquanto os resultados MEF representam me-
lhor as frequéncias mais baixas. Os resultados numéricos aproximam-se cada vez mais dos
valores exatos a medida que sdo utilizadas as aproximagoes MDP lineares por partes nas
derivadas ordens mais elevadas, representando melhor uma faixa mais ampla do espectro

de frequéncias do que o MEF.

Anélise estatica de estrutura de pdrtico. A solugdo deste problema tém como intuito
principal ilustrar a aplicacdo MDP em estruturas onde existe a necessidade da trans-
formagio do sistema referencial de coordenadas. O portico € constituido por elementos
estruturais que integram as carcteristicas fisicas de barra e de viga. Os efeitos de barra
530 introduzidos através da aproximagdo MDP linear por partes na segunda derivada, en-
quanto o comportamento de viga é modelado empregando-se a aproximacgdo MDP linear
por partes na derivada de quarta ordem. Sdo introduzidas as devidas operagoes matrici-
als, necessarias para a consideracio das disposi¢bes angulares dos diversos elementos de
pértico. Um problema padrao é analisado utilizando-se 0 MDP e sio obtidos resultados
idénticos aqueles encontrados a partir da solucio empregando-se o método de Calerkin —
elementos finitos lineares de Lagrange para o comportamento de barra e elementos finitos

ctibicos de Hermite para os efeitos de viga.
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Figura 3.1: Representacdo de barra livre de vinculos nas extremidades.

3.1 Vibragdes longitudinais de barra livre-livre

A barra é um elemento estrutural mecénico, dimensionalmente caracterizado pelo
comprimento L muito maijor que o didmetro D, L >> D), sujeito aos carregamentos
axiais. A modelagem dinamica de uma barra fornece os autovetores e os autovalores do
sistema, que tém o significado fisico dos modos e das frequéncias naturais de vibracio,
respectivamente. O comportamento dindmico de uma barra, ou seja, os modos e as
frequéncias naturais de vibracao, depende das condicdes de vinculo e das propriedades do
material da mesma. A figura 3.1 apresenta a representacéo de uma barra livre de vinculos
nas extremidades. A barra livre-livre, que € analisada nesta segdo, ndo esta vinculada a
nenhum outro elemento estrutural mecédnico, de forma que os esforcos nas extremidades
sao nulos. Esta informacdo ¢ introduzida nas condigdes de contorno em u™(%) do modelo

matematico, caracterizando o sistema.

A expressdo 3.1 representa o modelo matemaéatico da dindmica de uma barra livre de

vinculos nas extremidades. A funcio u(#) caracteriza o deslocamento da barra na diregio
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axial, dado em fungdio da posicao Z, definido ao longo do comprimento Z € [0, L] da
mesma. O médulo de elasticidade do material da barra ¢ dado em [N/m?] e representado
por E. A densidade do material da barra é dado em [Kg/m?) e representado por p. E na

expressao 3.1, A; representa os autovalores do sistemna, Przemieniecki 211

Eu®@) +pXu(z)=0 z¢ [0, L]
u(z) =0

z
uM(z) =0 z

0 3.1)
L

Resolvendo-se o problema de autovalores e autovetores apresentado em 3.1, os valo-
res obtidos de A; sdo sempre nimeros reais negativos. A raiz quadrada de um autovalor

Ai, representada por um ndmero imaginario, é apresentada na equacio 3.2.

VA = i (3.2)

Na expressao 3.2, w; é a frequéncia natural de vibragéo do sistema, que é dada em
[rad/s]. O respectivo autovetor do sistema, que € a configuracio u(Z), 7 € [0,L], que
satisfaz a equacio diferencial da expressao 3.1, representa o modo de vibracdo associado

a frequéncia natural w;.

O Método dos Dominios Puntuais é empregado para a resolugio numérica do pro-
blema de autovalores e autovetores 3.1 que representa o comportamento dindmico de uma
barra livre de vinculos nas extremidades. O comprimento da barra é I = 1 m. O médulo
de elasticidade £ e a densidade p do material da barra sio tomados de forma a respeitar

a equagao 3.3.
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=1 (3.3)

E 2
p 8
Neste caso, os valores exatos das frequéncias naturais w; de vibracdo da barra livre-
livre sao apresentados na expressao 3.4. QObserva-se que o indice ¢ estd associado ao
modo natural de vibragdo da barra, ou seja, ¢ = 1 representa o primeiro modo natural de

vibragéo, 1 = 2 representa o segundo modo e assim por diante.

w; = iwrad/s (t=1,2....,00) (3.4}

As aproximages MDP, (M=2,3,4,5), respectivamente, lineares por partes nas de-
rivadas de segunda, terceira, quarta e quinta ordens sdo empregadas para a resoluc¢io
numeérica do problema 3.1. E o método de Galerkin, empregando-se elementos finitos li-

neares de Lagrange, também é utilizado para a modelagem dinamica da barra livre-livre.

Para possibilitar a comparacio dos resultados, sio tomados dominios puntuais Z;,
(: =0,1,...,N), igualmente espagados sobre o dominio [0, 1] do problema 3.1 nas diversas
solugoes MDP. Assim, os intervalos Az, (i = 1,2,...,N), definidos entre os dominios

puntuais vizinhos ¢ — 1 e ¢, sio todos iguais a Az, como apresentado na equagio 3.5.

A:z:z-m&:cx—%f— (1=1,2,...,N} (3.5)

O desenvolvimento das fun¢des MDP dd-se a partir da aproximacao linear por partes

de uma derivada de alta ordem M, capaz de reconstruir todos os termos da equacio
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diferencial do problema por integragio. As aproximacdes MDP sio identificadas pela
notacao ug}n)(i), onde (m = 0,...,M) e o subscrito M indica a ordem da derivada da
funcdo u(Z) que ¢ linearmente aproximada por partes. Para a aproximacao linear da
derivada de ordem M da funcio entre os dominios puntuais genéricos x;_y e x;, (i =

1,2,...,N), é empregada a equacéo 3.6.

. . T I
u (@) = w0 = 1) (1= 52 + ufl(0) T (3.6)

As aproximagGes das derivadas de ordem mais baixa e da propria funcao, entre
os dominios puntuais genéricos z;_; e z;, (1 = 1,2,..., N ), séo obtidas por processos
sucessivos de integragio exata da equacio 3.6. As aproximagées MDP podem ser reescritas
adotando-se z = Az. Esta nova apresentacio das equagoes, denominada fungées MDP,
permite a eliminag3o de grande parte das constantes de integragdo, uma vez que os valores

sao associados diretamente aos dominios puntuais.

As fungdes MDP permitem avaliar ulyy (i), uS A, uzs{2) nos dominios pun-

tuaiss, (z = 1,2,..., N), de modo que as constantes de integra¢io remanescentes sio dadas
por ug_l)((}), ug‘r"z)(O), - up(0). Assim, qualquer avaliagio das aproximacies MDP
numea posicdo genérica do intervalo [#5, £x] pode ser descrita em fungdo das varidveis
unr(0}, ug\?(ﬂ),...,ug*”(()) e ug}(i), (: = 0,1,...,N). Observa-se, portanto, que é

(N + M + 1) o ndmero das varidveis do problema.

Para a modelagem do sistema dos autovalores e dos autovetores 3.1, que representa
o comportamento dindmico da barra livre-livre, o método da colocagéo ¢ empregado.
Isto significa que as equagdes diferencial e dos contornos sio impostas localmente em
pontos arbitrarios do dominio. Os pontos de aproximagao, para a modelagem da equacio

diferencial do problema 3.1 por colocacio, sio considerados coincidentes com os dominios
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puntuais. Este procedimento é conveniente uma vez que as aproximacdes da funcao e das
derivadas, nos dominios puntuais, sdo avaliadas diretamente na montagem das fungbes

MDP, apresentadas na forma de sistemas matriciais.

Observa-se que sio necessérias (N 4+ M + 1) equagdes obtidas por colocagdo para
a constru¢do de um sistema, possibilitando o céalculo das varidveis do problema. No
caso das solugdes MDP M = 2, a equacdo diferencial do problema 3.1 é satisfeita nos
dominios puntuais z;, (: = 0,1,...,N), e as condicées de contorno na derivada u!’)(z)
sio impostas nos dominios puntuals Tp e Zy. E possivel entdo o calculo de (N + 1)
autovetores e autovalores do sistema da barra livre-livre, incluindo ¢ modo de corpo

rigido, cuja frequéncia natural wp é nula.

A figura 3.2 apresenta os autovetores obtidos da resolucao numeérica do problema
3.1 do comportamento dinamico da barra livre-livre empregando-se as aproximagoes MDP
M = 2 e nove dominios puntuais. Os autovetores u(z}, z € {0, 1], do sistema tém o signi-
ficado fisico dos modos naturais de vibragdo da barra livre-livre, ou seja, as configuracbes
do deslocamento axial da barra que satisfazemn a equagdo diferencial 3.1 para cada uma
das frequéncias naturais w;, {z = 0,1,...,8). Os autovetores u(z}, Z € [0,1], sdo norma-
lizados de forma que o deslocamento méaximo de cada modo apresente o valor unitério.
Apesar de ocorrerem na diregdo axial, os deslocamentos w(Z), € [0, 1], sdo representados
no eixo y dos graficos, facilitando a visualizacdo. Os grificos da figura 3.2 estao ordenados
da esquerda para a direita, seguindo da linha de cima para a de baixo. O primeiro gréfico
apresenta o modo de corpo rigido e os seguintes representam, respectivamente, o primeiro
modo natural de vibragéo, o segundo modo, o terceiro modo e assim por diante, indo até

o oitavo modo natural de vibracdo da barra livre-livre.

As solugcoes MDP M = 3 necessitam de (/N +4) equacdes obtidas por colocagdo para

a construcao de um sistema, possibilitando o cilculo das varidveis do problema. Portanto,
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MDP® linear em u_xx

2 1 1

S e e S Y 4] 4]

0 ~1 ~1
0 05 1 ¢ 0.5 1 0 132) 1

1 1 1

0 G G

-1 ~1 -1
0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

1 1 1

G 0 0

-~1)/ -1 ~1
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.8 1

Figura 3.2: Modos de vibragio MDP da barra livre-livie M = 2, (N + Iy=9.

a condigao de contorno auxiliar, apresentada na equacio 3.7, também é empregada para

a montagem do sistema.

w7 = =0 (3.7)

A equagao diferencial do problema 3.1 é satisfeita nos dominios puntuais &;, (i =
0,1,...,N). As condigdes de contorno na derivada u(Y(Z) sio impostas nos dominios
puntuais Tp e Zy, e a condigdo de contorno na derivada u®(z) é imposta no domfnio
puntual &. E possivel entdo o calculo de (N + 1) autovetores e autovalores do sistema

da barra livre-livre, incluindo 6 modo de corpo rigido.
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MDP linear em u_xxx

2 1 1
o; - -1
0 05 1 0 0.5 1
1 1 1
-1 -1 e -1
0 0.5 1 0 0.5 1
1 0.5
E
9
E ~05
~1 -1
0 0.5 1 0 05 1

Figura 3.3: Modos de vibracao MDP da barra livre-livie M =3, (N +1) = 9.

A figura 3.3 apresenta os autovetores obtidos da resolucdo numérica do problema
3.1 do comportamento dindmico da barra livre-livre empregando-se as aproximacbes MDP
M = 3 e nove dominios puntuais. Os gréficos da figura 3.3 apresentam a mesma orga-

nizacgho estabelecida na descri¢io da figura 3.2.

As solugbes MDP M = 4 necessitam de (N + 3) equagdes obtidas por colocagédo
para a construcao de um sistema, possibilitando o calculo das variaveis do problema.
Portanto, as condigdes de contorno auxiliares, apresentadas na expressio 3.8, também sio

empregadas para a montagem do sistema neste caso.
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(3.8)

A equacdo diferencial do problema 3.1 é satisfeita nos dominios puntuais &;, (1 =
0,1,...,N). As condicdes de contorno na derivada u!*)(%) sdo impostas nos dominios
tuais Tp e Z digdes de cont derivada u'¥(%) sio impost
puntuais Zp € Iy, € as condigdes de contorno na derivada u'¥(Z) séo impostas nestes
mesmos dominios puntuais. E possivel entio o calculo de (V+1) autovetores e autovalores
do sistemna da barra livre-livre, incluindo o modo de corpo rigido, cuja frequéncia natural

wo € nula.

A figura 3.4 apresenta os autovetores obtidos da resolu¢do numérica do problema
3.1 do comportamento dindmico da barra livre-livre empregando-se as aproximacdes MDP
M = 4 e nove dominios puntuais. Os grificos da figura 3.4 apresentam a mesma orga-

nizagao estabelecida na descrigio da figura 3.2.

As solugdes MDP M = 5 necessitam de (N + 6) equacdes obtidas por colocacdo
para a construgao de um sistema, possibilitando o cileulo das varidveis do problema.
Portanto, as condigbes de contorno auxiliares, apresentadas na expressio 3.9, também sao

empregadas para a montagem do sistema.

u®(z) =0 Z=0
vN@)=0 z=1 (3.9)
ul®(z) =0 z=0

A equagéo diferencial do problema 3.1 ¢ satisfeita nos dominios puntuais Z;, (i =

0,1,...,N). As condi¢bes de contorno na derivada ul!)(2) sdo impostas nos dominios
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MDP linear em u_xxxx

2 1 3 3 E
E
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1 1 1
0 G 0
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0.5 4 g 0.5 1 0 0.5 1

Figura 3.4: Modos de vibracdo MDP da barra livre-livie M =4, (N +1) = 9.

puntuals Zg e T, as condigoes de contorno na derivada u(s)(:‘é) sao impostas nestes mesmos
dominios puntuais e a condigio de contorno na derivada u®)(#) ¢ imposta no dominio
puntual Z5. E possivel entdo o célculo de (V + 1) autovetores e autovalores do sistema

da barra livre-livre, incluindo o modo de corpo rigido.

A figura 3.5 apresenta os autovetores obtidos da resolucdo numeérica do problema
3.1 do comportamento dinamico da barra livre-livre empregando-se as aproximacdes MDP
M =5 e nove dominios puntuais. Os graficos da figura 3.5 apresentam a mesma orga-

nizacio estabelecida na descri¢do da figura 3.2.

As solucdes do problema 3.1 também sdo obtidas segundo o método de Galerkin,

empregando-se elementos finitos lineares de Lagrange. Neste caso os valores u(Z;), (i =
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Figura 3.5: Modos de vibragio MDP da barra livre-livre M = 3, (N+1)=09.

0,1,...,N), dos deslocamentos nodais representam as varidveis do problema. O sistema
linear final apresenta (N + 1) equagdes, possibilitando o cilculo de (N + 1) autovetores
e autovalores do sistema da barra livre-livre, incluindo o modo de corpo rigido, cuja

frequéncia natural wg é nula.

As tabelas 3.1 e 3.2 apresentam as frequéncias naturais w; de vibragdao da barra
livre de vinculos nas extremidades obtidas das resolucdes numéricas do problema 3.1. As
frequéncias naturais w; sdo calculadas a partir dos autovalores \; do sistema, empregando-
se a equagao 3.2, e séo dadas em [rad/s]. As solucdes foram obtidas utilizando-se de dois
2 onze dominios puntuais, (N + 1) = 2,3,...,11), e as frequéncias naturais resultantes

das diferentes solugdes do problema 3.1 séo separadas por linhas horizontais. A pri-
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meira coluna das tabelas 3.1 e 3.2 identifica 0 modo de vibra¢do i que estd associado
3 respectiva frequéncia natural. Na segunda coluna sdo apresentados os valores exafos
das frequéncias naturais de vibragdo da barra livre-livre, calculados segundo a expressao
3.4. As frequéncias naturais w; obtidas das resolucdes numéricas MDP sdo apresentadas
na terceira, na quarta, na quinta e na sexta colunas das tabelas 3.1 e 3.2 empregando-
se, respectivamente, as aproximagoes lineares por partes nas derivadas de ordens M,
(M = 2,3,4,5). E finalmente, na sétima coluna das tabelas 3.1 e 3.2 séo apresentadas as
frequéncias naturais obtidas das resolugdes numéricas do problema 3.1 empregando-se o

método de Galerkin com elementos finitos lineares de Lagrange.

As tabelas 3.3 e 3.4 apresentam os erros percentuais das frequéncias naturais w; de
vibragio da barra livre-livre obtidas das resoluges numéricas do problema 3.1. A equagao
3.10 é utilizada para o célculo dos erros percentuais empregando-se os mesmos resultados
apresentados nas tabelas 3.1 e 3.2, onde w¥* representa o valor exato da frequéncia na-
tural e wPW representa o valor obtido através da resolugio numérica para a respectiva

frequéncia natural.
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A apresentagao dos erros nas tabelas 3.3 e 3.4 segue o mesmo padréo utilizado para
a apresentacdo dos resultados das tabelas 3.1 e 3.2. Os erros percentuais das frequéncias
naturais w; obtidos das resolucdes numéricas MDP sdo apresentados na segunda, na ter-
ceira, na quarta e na quinta colunas das tabelas 3.3 e 3.4 representando, respectivamente,
as aproximacdoes lineares por partes nas derivadas de ordens M, (M = 2,3,4,5). Na sexta
coluna das tabelas 3.3 e 3.4 sfo apresentados os erros percentuais das frequéncias naturais

obtidos das resolugdes numéricas do problema 3.1 empregando-se o método de Galerkin
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com elementos finitos lineares de Lagrange.

Observa-se que as frequéncias naturais w; de vibragdo da barra livre-livre obtidas
das resolugbes numéricas do problema 3.1 empregando-se o Método dos Dominios Puntu-
als com aproximacdes lineares por partes nas derivadas de segunda ordem apresentam os
mesmos valores das resolucdes do problema utilizando-se o método de Galerkin com ele-
mentos finitos lineares de Lagrange. Entretanto, estes valores obtidos para as frequéncias
naturails w; representam os resultados mais grosseiros, como verifica-se nas tabelas 3.1, 3.2,
3.3 e 3.4. Os resultados numeéricos das frequéncias naturajs w; de vibracdo da barra livre
de vinculos nas extremidades aproximam-se cada vez mais dos valores exatos a medida
que sao utilizadas as aproximacdes MDP lineares por partes nas derivadas de ordens M
mais elevadas, (M = 3,4,5). E conveniente ressaltar que as aproximagcoes MDP de alta
ordem sdo obtidas com aumento minimo no tamanho do sistema linear final, conduzindo
a resultados efetivamente mais apurados. E por isso, mostram-se mais atraentes do ponto

de vista do esforgo computacional.

106



Tabela 3.1: Frequéncias naturais «; da modelagem da barra livre-livre [rad/s].

Frequéncias Valores Solucgoes Solugbes Solugaes Solugdes Solugbes
Naturais Exatos MDPM=2 MDPM=3 MBPM=4 MDPM-=3 MEF
wy 3.1415927 | 3.4641016 3.4641016 3.1622777 3.1622777 | 3.4641016
w1 3.1415927 | 3.4641016 3.0983867 3.1622777 3.1362502 | 3.4641016
Wy 6.2831853 | 6.9282032 6.9282032 §.3245053 6.3245553 | 6.9282032
Wi 3.1415927 | 3.2863353 3.1333978 3.1448545 3.1411956 | 3.2863353
g 6.2831853 | T7.3484692 §.0000000 §.4450339 £.2106900 | 7.3484692
wa 9.4247780 10.392305 10.392305 0.4868330 9.4868330 10.392305
wy 3.1415927 | 3.2228314 3.1390431 3.1425348 3.1415263 | 3.2228314
wa 6.2831853 | 6.9282032 6.1067734 5.3245553 6.2725005 | 6.9282032
w3 9.4247780 11.258606 8.7378768 9.8310278 0.1844408 1 11.258606
Wy 12.566371 13.856406 13.856406 12.649111 12.640111 13.856406
wy 3.1415927 | 3.19349018 3.1405569 3.1419618 3.1415758 | 3.1934918
ws 6.2831853 | 6.6998603 6.2486652 6.2079169 6.2806645 | 6.6998603
w3 9.4247780 10.775778 9.1495838 9.5724893 9.3711173 | 10.775778
Wy 12.566371 15.004341 11.379522 13.248827 12.074420 | 15.094341
ws 15.707963 17.320508 17.320508 15.811388 15.811388 | 17.320508
wy 3.1415927 | 3.177HOL7 3.1410854 3.1417664 3.1415871 | 3.1775917
wa 6.2831853 | 6.5726707 6.2667956 6.2897090 6.2823911 | 6.5726707
w3 9.4247780 10.392305 9.2951600 9.4868330 9.4087507 | 10.392305
Wy 12.566371 14.696938 12.000000 12.890068 12.421180 | 14.626938
ws 15.707963 18.853153 13.964222 16.656145 14.904982 | 18.853153
we 18.849556 | 20.784610 20.784610 18.973666 18.973666 | 20.784610
W 3.1415927 | 3.1680206 3.1413259 3.1416850 3.1415905 | 3.1680206
Wy 6.2831853 | 6.4956460 6.2744271 6.2865199 6.2828821 | 6.4956460
wa 0.4247780 10.141334 9.3560583 9.4550560 9.4188915 £0.141334
Wy 12.566571 14.219999 12.266408 12.7224086 12.514714 14.219999
wWs 15.707963 18.621246 14.768945 16.260128 15419197 1 18.621246
ws 18.849556 | 22.550500 16.513364 20.038106 17.694469 | 22.550500
wr 21.991149 | 24.248711 24.248711 22.135944 22.135944 | 24248711
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Tabela 3.2: Frequéncias naturais w; da modelagem da barra livre-livre [rad/s].

Frequéncias | Valores Solugdes Solugdes Solugdes Solugdes Scluges
Naturais Exatos | MDPM =2 | MDPM =3 | MDPM =4 | MDP M = 5 MEF
w) 3.1415927 | 3.1818180 3.1414361 3.14184863 3.1415917 | 3.1818160
ws 6.2831853 | 6.4456627 6.2780861 6.2850667 8.2830526  6.4456627
w3 9.4247780 | 9.9743914 9.3850190 9.4412931 9.4222714 | 69743914
g 12.566371 | 13.856406 12.393547 12.649111 12.545001 | 13.856406
ws 15.707863 | 18.118%02 15.165166 16.006889 15.590380 | 18.118802
we 18.849556 | 22517213 17.475754 19.862056 18.368882 | 22.517213
wr 21.991149 | 26.201376 19.039084 23.391700 20.455154 | 26.201378
we 25.132741 | 27.712813 27.712813 25.298221 25.298221 | 27.712813
wi 3.1415927 | 3.1575857 3.1414850 3.1416259 3.1415922 | 3.1575657
wa 6.2831853 | 6.4114349 6.2800170 6.2843319 §.2831210 | 6.4114349
w3 9.4247780 | 9.8590060 9.4001934 9.4345635 G.4235867 | 9.8590060
g 12.566371 13.592709 12.459975 12.6141067 12.556446 | 13.592709
ws 15707963 | 17.672373 15.374203 15.878472 15.654424 | 17.672373
ws 18.849556 | 22.045408 18.060000 18.335102 18.631770 | 22.045408
wr 21.091149 | 26.373586 20.135425 23.078563 21.276565 | 26.373588
we 25.132741 | 20.817326 21.548653 26.718995 23195149 | 29.817328
wy 28.274334 | 31.176915 31.176915 28.460499 28.460499 | 31.176915
wy 3.1415927 ;  3.1545274 3.1415287 3.1416144 3.1415924 | 3.1545274
wa £.2831853 | 6.3869836 6.2811138 6.2839237 6.2831516 | 6.3869836
w3 9.424TT80 | 9.7762719 9.4087631 9.4369540 9.4241519 | 9.7762719
wy 12566371 1 13.399721 12.497330 12.595834 12.561329 | 13.399721
ws 15707963 | 17.320508 15.491933 15.811388 15.68125F | 17.320508
we 18.849556 | 21.551557 18.299188 19.144979 18.742235 | 21.551557
wy 21.991149 | 25.972041 20.780605 22.698374 21.638248 | 25.972941
we 25.132741 |  30.188683 22.759043 26.497254 24.148840 | 30.188683
wy 28.274334 | 33.406771 24.046656 30.023480 25.919902 | 33.406771
w1 31.415927 | 34.641016 34.641018 31.622777 31.622777 © 34.641018
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Tabela 3.3: Erros percentuais das frequéncias naturais w; da barra livre-livre.

Frequéncias Erros Erros FErros Erros Erros
Naturais MDPM=2 | MDPM=3 | MDP M =4 MDP M =35 MEF
wy 10.265779 10.265779 0.6584242 0.6584242 10.265779
W 10.265779 -1.37528%0 0.6584242 -(0.1700543 | 10.265779
wa 106.265779 10.265779 0.6584242 0.6584242 10.265779
w1 4.6073030 -(.2608501 0.1038281 -0.0126384 | 4.6073030
wa 16.954520 -4.5070341 2.5758998 -1.1553897 | 16.954520
w3 10.265779 10.265779 0.6584242 0.6584242 10.265779
wh 2.5858085 -0.0811560 0.0299913 -0.0021117 | 2.5859085
wy 10.265779 -1.37528%0 0.6584242 -0.1700543 | 10.265779
w3 19.457523 -7.2882481 4.3104451 -2.5500568 | 19.457523
wa 10.265779 10.265779 0.6584242 0.6584242 10.265779
w1 1.6520018 -0.0328692 0.0117517 -0.0005372 | 1.6520018
wa 6.6315887 ~0.5454053 0.2344610 -0.0401199 | 6.6315887
w3 14.334560 -2.9199005 1.5672658 -0.5693570 | 14.334560
wy 20.116953 -0.4446451 §.4202233 -3.9148173 | 20.116853
wy 10.2653779 10.265779 (.65584242 0.6584242 10.265779
wi 1.1458838 -0.0158269 0.0055292 -0.0001770 | 1.1458838
wy 4.6073030 -(0.2608501 0.1038281 -0.0126394 | 4.6073030
w3 10.265779 -1.3752890 (.6584242 -0.1700543 | 10.265779
g 16.954520 -4.5070341 2.5758998 -1.1553897 | 16.954520
ws 20.022809 -11.101001 6.0363094 -5.1119368 | 20.022899
we 10.265779 10.265779 0.6584242 (.6584242 10.265779
w1 0.8412291 -0.0085191 0.0029399 -0.0000695 | 0.8412291
ws 3.3814166 -0.1393509 0.0530718 -0.0048250 | 3.3814166
w3 7.6028960 -0.7291380 0.3212601 -0.0624572 | 7.6028960
wa 13.159158 -2.3870237 1.2416864 -0.4110675 | 13.159158
ws 18.546532 -5.9779760 3.5151878 -1.8383439 | 18.546532
ws 19.634117 -12.393883 6.3054516 -6.1279287 | 19.634117
wr 10.265779 10.265779 0.6584242 0.6584242 10.265779
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Tabela 3.4: Erros percentuais das frequéncias naturais w; da barra livre-livre.

Frequéncias Erros Erros Erros Erros Erros
Naturails MDPM=2 MDPM =3  MDPM=4 MDPM =5 MEF
wy 0.6437303 -0.0049848 0.0017064 -0.000031C | 0.8437303
W 2.5859085 -0.0811560 0.0299913 -0.0021117 1 2.5859085
w3 5.8315797 -0.4218555 0.17523190 -0.0265951 | 5.8315797
Wy 10.265779 -1.3752890 0.6584242 -0.1700543 | 10.265779
ws 15.347875 -3.4555538 1.9630201 -0.74856G2 | 15.347875
we 19.457523 -7.2882481 4.3104451 -2.5500568 | 19.457523
wy 16.145101 -13.423878 6.3687031 -6.9846051 | 19.145101
wg 10.265779 10.265779 0.6584242 0.6584242 | 10.265779
w1 0.5084392 -0.0031079 0.0010581 -0.0000152 | 0.5084382
W 2.0411564 -0.0504245 0.0182488 -0.0010236 | 2.0411564
w3 4.6073030 -(.2608501 0.1038281 ~(.0126394 | 4.6073030
W 8.1673374 -0.8466671 0.3798735 -0.0789771 | 8.1673374
wy 12.505823 -2.1247845 1.0854948 -0.3408418 | 12.505823
we 16.954520 -4.5070341 2.5758098 -1.1553897 | 16.954520
wy 19.928189 -8.4385026 4.9447816 -3.2404150 | 19.928189
ws 18.639372 -14.260633 6.3115013 -7.7094330 | 18.638372
wg 10.265779 10.265779 0.6584242 0.6584242 10.265779
wy 0.4117251 -0.0020373 0.0006308 -0.0000081 | G.4117251
wy 1.6520018 -0.0329692 0.0117517 -0.0005372 | 1.6520018
ws 3.7294664 -0.1699233 0.0655300 -0.0065371 | 3.7294664
wy 6.6315887 -0.5494053 0.2344610 -0.0401199 | 6.6315887
ws 10.285779 -1.3752890 0.6584242 -0.1700543 | 10.265779
we 14.334560 -2.9199005 1.5672658 -0.5693570 | 14.334560
wr 18.106343 -5.5046863 3.2159541 -1.6047379 | 18.106343
ws 20.116953 -9.4446451 5.4292233 -3.9148173 | 20.116953
wy 18.152285 -14.952352 6.1863400 -8.3270897 | 18.152285
wip 10.265779 10.265779 0.65684242 0.6584242 10.265779
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Figura 3.6: Representagdo de barra vinculada em uma das extremidades.

3.2 Vibragdes longitudinais de barra fixo-livre

Esta secdo apresenta a modelagem MDP de barra fixo-livre. Trata-se do mesmo
problema descrito na se¢@o anterior, apenas com uma condicdo de contorno distinta. E
portanto, o procedimento de modelagem, a apresentagéo das figuras e das tabelas segue

o mesmo padrdo estabelecido.

A barra fixo-livre, que é analisada nesta secdo, estd impedida de deformar-se na ex-
tremidade vinculada e o esforgo na extremidade livre de vinculo é nulo. Estas informagoes
sio introduzidas, respectivamente, nas condicdes de contorno em u(Z) e u!)(z) do modelo

matematico, caracterizando o sistema.

A expressio 3.11 representa o modelo matematico da dindmica de uma barra vin-

culada em uma das extremidades, Przemieniecki [21].
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(3.11)

O Método dos Dominios Puntuais é empregado para a resolugio numérica do pro-
blema de autovalores e autovetores 3.11 que representa o comportamento dinamico de
uma barra vinculada em uma das extremidades. O comprimento da barra & [ = 1m. O
médulo de elasticidade £ e a densidade p do material da barra sio tomados de forma a

respeitar a equacdo 3.12.

E m?
— =1 {3.12)
P 8
Neste caso, os valores exatos das frequéncias naturais w; de vibracido da barra fixo-
livre sdo apresentados na expressio 3.13. Observa-se que o indice ¢ estd associado ao

modo natural de vibragdo da barra, ou seja, i = 1 representa o primeiro modo natural de

vibragéo, ¢ = 2 representa o segundo modo e assim por diante.

wi = (1 — %)*ﬁ“rad/s (1=1,2,...,00) (3.13)

As aproximactes MDP, (M=2,3,4,5), respectivamente, lineares por partes nas de-
rivadas de segunda, terceira, quarta e quinta ordens sio empregadas para a resolucio
numérica do problema 3.11. E o método de Galerkin, empregando-se elementos finitos

lineares de Lagrange, também é utilizado para a modelagem dindmica da barra fixo-livre.
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Observa-se que sdo necessarias (N + M + 1} equacdes obtidas por colocacéo para
a construgdo de um sistema, possibilitando o cédlculo das varidveis do problema. No
caso das solugbes MDP M = 2, a equagdo diferencial do problema 3.11 é satisfeita nos
dominios puntuais Z;, {i = 0,1,..., N), a condicio de contorno em u(Z) é imposta no
dominio puntual Z, e a condicdo de contorno na derivada u*)(z) é imposta no dominio
puntual Tn. E possivel entdo o cilculo de N autovetores e autovalores do sistema da

barra fixe-livre,

A figura 3.7 apresenta os autovetores obtidos da resolugdo numérica do problema
3.11 do comportamento dinamico da barra fixo-livre empregando-se as aproximagoes MDP
M = 2 e dez dominios puntuais. Os gréficos da figura 3.7 estdo ordenados da esquerda
para a direita, seguindo da linha de cima para a de baixo. O primeiro gréfico apresenta o
primeiro modo natural de vibragdo, e os grificos seguintes representam, respectivamente,
o segundo modo, o terceiro modo e assim por diante, indo até o nono modo natural de

vibragao da barra fixo-livre.

As solugdes MDP M = 3 necessitam de (N +4) equacdes obtidas por colocagao para
a construcdo de um sistema, possibilitando o calculo das varidveis do problema. Portanto,
a condicio de contorno auxiliar, apresentada na equacdo 3.14, também é empregada para

a montagem do sistema.

uBNzZ)=0 z=1L (3.14)

A equagio diferencial do problema 3.11 ¢ satisfeita nos dominios puntuais Z;, (¢ =
0,1,...,N). A condigdo de contorno em u{Z) é imposta no dominio puntual Zo e as
condicdes de contorno nas derivadas u™M(z) e () séo impostas no dominio puntual

Zn. B possivel entdo o cilculo de N autovetores e autovalores do sistema da barra fixo-
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Figura 3.7: Modos de vibragdo MDP da barra fixo-livre M = 2, (N+1)=10
livre.

A figura 3.8 apresenta os autovetores obtidos da resolugido numeérica do problema
3.11 do comportamento dindmico da barra fixo-livre empregando-se as aproximacoes MDP

M =3 e dez dominios puntuais.

As solugdes MDP M = 4 necessitam de (N + 5) equacdes obtidas por colocacio
para a construgdo de um sisterna, possibilitando o calculo das varidveis do problema.
Portanto, as condi¢bes de contorno auxiliares, apresentadas na expressao 3.15, também

sao empregadas para a montagem do sistema neste caso.
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MDP linear em u_xxx
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Figura 3.8: Modos de vibragdo MDP da barra fixo-livie M = 3, (N +1) = 10.
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A equagdo diferencial do problema 3.11 é satisfeita nos dominios puntuals Z;, (f =
0,1,...,N). As condicdes de contorno em u({Z) e na derivada u}(Z) sdo impostas no
dominio puntual Zo. E as condicdes de contorno nas derivadas uV(z) e «!¥(z) sio im-
postas no dominio puntual Zy. E possivel entdo o cdlculo de N autovetores e autovalores

do sistema da barra fixo-livre.

A figura 3.9 apresenta os autovetores obtidos da resolugao numérica do problema

3.11 do comportamento dinamico da barra fixo-livre empregando-se as aproximagoes MDP
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MDP linear em u_xoox
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Figura 3.9: Modos de vibragao MDP da barra fixo-livre M = 4, (N + 1) = 10.

M = 4 e dez dominios puntuais.

As solugdes MDP M = 5 necessitam de (N + 6) equacdes obtidas por colocacio
para a construgao de um sisterna, possibilitando o célculo das varidveis do problema.

Portanto, as condi¢des de contorno auxiliares, apresentadas na expressao 3.16, também

sao empregadas para a montagem do sistema.

uBNE)=0 z=1L
u(z) =0 z=0 (3.16)
wBEZ) =0 z=1
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MDP linear em u_xxxxx
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Figura 3.10: Modos de vibracdo MDP da barra fixo-livrte M = 5, (N + 1) = 10.

A equacao diferencial do problema 3.11 é satisfeita nos dominios puntuais ;, (1 =
0,1,...,N). As condigdes de contorno em u(Z) e na derivada u'*}{Z) sdo impostas no
dominio puntual Z;. E as condices de contorno nas derivadas u™(z), u®®(z) e u!®(z)
sio impostas no dominio puntual Zy. E possivel entdo o célculo de N autovetores e

autovalores do sistema da barra fixo-livre.

A figura 3.10 apresenta os autovetores obtidos da resolucdo numérica do problema
3.11 do comportamento dinamico da barra fixo-livre empregando-se as aproximacgoes MDP

M =5 e dez dominios puntuais.

As solugdes do problema 3.11 também sio obtidas segundo o método de Galerkin,

empregando-se elementos finitos lineares de Lagrange. Neste caso os valores u(Z;), (1 =
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0,1,...,N), dos deslocamentos nodais representam as varigveis do problema. E a condicio
de contorno em u(Z) € imposta no né #p. O sistema linear final apresenta (N +1) equagdes,

possibilitando o clculo de N autovetores e autovalores do sistema da barra fixo-livre.

As tabelas 3.5 e 3.6 apresentam as frequéncias naturais w; de vibracdo da barra

vinculada em uma das extremidades obtidas das resolucdes numéricas do problema 3.11,

As tabelas 3.7 e 3.8 apresentam os erros percentuais das frequéncias naturais w; de

vibragdo da barra fixo-livre obtidas das resolucées numéricas do problema 3.11.

Observa-se que as frequéncias naturais w; de vibragao da barra fixo-livre obtidas das
resolucdes numeéricas do problema 3.11 empregando-se 0 Método dos Dominios Puntuais
com aproximacgoes lineares por partes nas derivadas de segunda ordem apresentam os mes-
mos valores das resolugdes do problema utilizando-se o método de Galerkin com elementos
finitos lineares de Lagrange. Entretanto, estes valores obtidos para as frequéncias naturais
w;i representam os resultados mais grosseiros, como verifica-se nas tabelas 3.5, 3.6, 3.7 e
3.8. Os resultados numéricos das frequéncias naturais w; de vibracdo da barra vinculada
em uma das extremidades aproximam-se cada vez mais dos valores exatos a medida que
sao utilizadas as aproximagdes MDP lineares por partes nas derivadas de ordens M mais
elevadas, (M = 3,4,5). E conveniente ressaltar que as aproximacoes MDP de alta ordem
sao obtidas com aumento minimo no tamanho do sistema linear final, conduzindo & re-
sultados efetivamente mais apurados. E por isso, mostram-se mais atraentes do ponto de

vista do esfor¢o computacional.
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Tabela 3.5: Frequéncias naturais w; da modelagem da barra fixo-livre [rad/s].

Frequéncias | Valores Solugdes Solugdes Solugdes Solugdes Solugdes
Naturais Exatos | MDPM =2 | MDPM=3 MDPM=4 MDPM=5 MEF
Wi 1.5707963 1.7320508 1.5491933 1.5811388 1.5681251 | 1.7320508
wy 1.5707963 1.6114157 1.5695215 1.5712674 1.5707632 | 1.6114157
ws 47123890 | 5.6293031 4.3689384 4.9155139 4.5922204 | 5.6283031
Wi 1.5707963 1.5887958 1.5705477 1.5708832 1.5707935 | 1.5887958
wa 4.7123850 | 5.1961524 4.6475800 47434165 4.7043754 | 5.1961524
w3 7.8538816 | 94265764 8.9821110 8.3280723 7.4524911 | 94265764
Wi 1.5707963 1.5809080 1.5707180 1.5708231 1.5707958 | 1.5809080
ws 4.7123890 | 4.9871957 4.6925095 4.7206465 4.7111357 | 49871957
wy 7.8539816 | 9.0594009 7.5825829 8.0034445 7.7951899 | 9.0594009
Wy 10.995574 13.100688 9.5195418 11.695850 10.227577 § 13.100688
Wy 1.5707963 | 1.5772637 1.5707643 1.5708072 1.5707962 1 1.5772637
wa 4.7123890 | 4.8881359 4.70643815 4.7154770 4.7120809 | 4.8881353%
w3 7.8539816 | 8.6602540 T.7459667 7.9056942 7.8406256 | 8.6602540
Wy 10.995574 12.086471 10.390302 11.349187 10.819124 | 12.986471
ws 14.137167 16.703386 12.023328 15.011740 12.959951 16.703386
Wy 1.5707963 | 1.3752859 1.5707509 1.5708015 1.5707963 | 1.57H2859
W 4.7123890 | 4.8342470 4.7085646 47138023 4.7122895 | 4.8342470
w3 7.8539816 | 8.4187629 7.3029691 7.8761581 7.8408889 | 8.4187629
Wy 10.995574 | 12.496448 10.709773 11.146230 10.943714 | 12.496448
ws 14.137167 | 16.887909 13.106815 14.746542 13.776661 16.887909
wa 17.278760 | 20.264439 14509535 18.288924 15.668774 | 20.264439
wi 1.5707963 1.5746941 1.5707880 1.5707991 1.5707963 | 1.5740941
wy 4.712389C | 4.8018025 4.7103371 4.7131274 4.7123504 | 4.8018025
Wy 7.8539816 | 8.2694489 7.8268373 7.8650483 7.8524483 | 8.2604489
wy 10.995574 12.124356 10.844353 11.067972 10.976876 | 12.124356
ws 14.137167 16.406602 13.588520 14.444475 14.009288 | 16.406602
we 17.278760 | 20.7373562 15.760138 18.163770 16.678210 | 20.737352
wy 20.420352 | 23.799733 16.985466 21.539004 18.363431 | 23.799733

119




Tabela 3.6: Frequéncias naturais w; da modelagem da barra fixo-livre irad/s].

Frequéncias | Valores Solugbes Solugdes SolugGes Solugtes Solugdes
Naturais Exatos MDPM =2 | MDPM =3  MDP M =4 | MDP M =5 MEF
w L.B707963 | 1.5733208 1.5707915 1.57G7980 1.5707963 | 1.5733208
wa 47123890 | 4.7807801 4.7111810 4.7128128 4.7123719 | 4.7807801
ws 7.8539816 | 8.1719043 7.8382274 7.8601279 7.8533192 | 8.1719043
g 10.995574 | 11.866236 10.908314 11.034415 10.987730 | 11.866236
ws 14.137167 | 15.945504 13.820965 14.200094 14.084336 | 15.945504
ws 17.278760 | 20.335844 16.385226 17.791222 17.033136 | 20.335844
wr 20.420352 | 24.532707 18.369147 21.580107 19.535238 | 24.532707
wg 23.561945 | 27.318162 19.454887 24.770012 21.048961 | 27.318162
wy 18707963 | 1.5727908 1.5707933 1.5707973 1.5707963 | 1.5727908
W 47123890 | 4.7663875 4.7116432 4.7126495 4.7123806 | 4.7663875
ws 7.8539816 | 8.1040485 7.8442150 7.8576743 7.8536635 | 8.1049485
Wy 10.995574 | 11.685011 10.941747 11.018268 10.991889 | 11.685011
ws 14.137167 | 15.588457 13.942740 14.236249 14.113126 | 15.588457
W 17.278760 | 19.833896 16.734543 17.574295 17.167518 | 19.833806
wr 20.420352 | 24.254087 19.143418 21.173231 20.016019 | 24.254087
wg 23.561945 | 28.279729 20.946333 24.984217 22.357473 | 28.279729
Wy 26.703538 | 30.825009 21.619931 27.987308 23.728289 | 30.825009
wy 15707963 | 1.5724117 1.5707943 1.5707970 L.37T07963 | 1.5724117
we 47123890 1 4.7561040 4.7119006 47125581 4.7123846 | 4.7561040
w3 7.8539816 | B.0570784 7.8476077 7.8563371 7.8538158 | 8.0570784
twa 10.995574 | 11.554184 1G.960580 11.009738 10.993685 | 11.554184
ws 14.137167 | 15.320287 14.011198 14.194048 14125067 | 15.320287
weg 17.278760 | 19.400229 16.926554 17.457545 17.223666 | 19.400229
wr 20.420352 | 23.754743 18.500983 20.887866 20.221385 | 23.754743
ws 23.561945 | 28.146518 21.844692 24577570 22.961102 | 28.146516
wy 26.703538 | 31.885831 23.500084 28.370924 25.152514 | 31.085831
wig 29.845130 | 34.323586 24.381894 31.194502 26403217 | 34.323588
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Tabela 3.7: Erros percentuais das frequéncias naturais w; da barra fixo-livre.

Frequéncias Erros Erros Erros Erros Erros
Naturais MDPAM=2 | MDPM =3 | MDP M =4 | MDP M =5 MEF
w1 16.266779 -1.3752850 0.6584242 -0.1700643 | 10.265779
Wy 2.5859085 -0.0811560 0.0259913 -0.0021117 | 2.5859096
wa 19.457523 -7.2882481 4.3104451 -2.55005868 | 19.457522
w1 1.1458838 -(3.0158289 0.0055292 -0.0001770 | 1.1458821
wy 16.265779 -1.37528%0 (.6584242 -0.1700543 | 10.265779
wa 20.022899 -11.101001 6.0363004 -5.1119368 | 20.022898
w1 0.6437303 -0.0049846 0.0017064 -0.0000310 | 0.6437201
Wy 5.8315797 -(.4218555 0.1752310 -0.0265951 | 5.8315797
wa 15.347875 -3.4555558 1.9030201 -0.7485602 | 1.5347875
Wi 19.145101 -13.423878 6.3687031 -6.9846051 | 19.145100
w1 0.4117251 -0.0020373 0.0006908 -0.0000081 | 0.4117258
wWs 3.7294664 -0.1699233 0.0655300 -0.0065371 | 3.7294655
ws 10.265779 -1.3752850 0.6584242 -0.1700543 | 10.265779
wa 18.106343 -5.5046863 3.2159541 -1.6047379 | 18.106346
ws 18.152285 -14.952352 §.1863400 -8.3270997 | 18.152287
Wy 0.2858182 -0.0009813 0.0003310 -0.0000027 | 0.2858151
Wy 2.5859085 -0.0811560 0.0299913 -0.0021117 | 2.5859075
w3 7.1910190 -0.6495121 (0.2823591 -0.052109% | 7.1910184
Wy 13.649795 -2.5092405 1.3701469 -0.4716478 | 13.649798
wy 18.437523 -7.2882481 4.3104451 -2.5500668 | 15.457520
we 17.279480 -16.026755 5.8462759 -9.3177162 | 17.279478
w1 (0.2099430 -0.0005293 ¢.G001780 -3.0000011 | 0.2099428
wa 1.8074146 -0.0435423 (.0156703 -0.0008191 | 1.8974138
w3 5.2808029 -0.3456122 (.1409057 -0.0195235 | 5.2898935
Wy 10.265779 -1.3752890 0.6584242 -0.17005643 | 10.265782
wp 16.052667 -3.8808849 2.1737580 -0.9045600 | 16.052969
we 20.016438 -8.7889507 5.1219585 -3.4756519 | 20.016439
W 16.549082 -16.820858 5.4781200 -10.072900 | 16.54%082
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Tabela 3.8: Erros percentuais das frequéncias naturais w; da barra fixo-livre.

Frequéncias Erros Erros Erros Erros Erros
Naturais | MDP M =2 | MDP M =3 | MDP M =4 | MDP M = 5 MEF
w1 0.1807146 -0.0003101 0.0001041 -0.0090005 | 0.1807130
wa 1.4513050 -0.0254220 0.06089901 -0.0003623 | 1.4513046
w3 4.0479170 -0.2005892 0.0782572 -0.0084345 | 4.0479171
Wy 7.9182942 ~(.7935941 0.3532354 -0.0713371 | 7.9182923
ws 12.791365 -2.2366727 1.1517686 -0.3701686 | 12.791368
ws 17.692733 -5.1134107 2.9658531 -1.4214188 | 17.692731
Wy 20.138509 -10.044908 5.6794074 -4.3344688 | 20.138510
twg 15.941878 -17.430896 5.1271642 -10.66543% | 15.941880
wy (.1269718 -0.0001935 0.6000649 -0.0600002 | 9.1269721
wa 1.1458838 -0.0158269 0.0055292 -0.0001770 | 1.1458842
w3 3.1954097 -0.1243414 0.0470162 -0.0040511 | 3.1954094
tig 6.2701280 -(.4895354 (.2063940 -0.0335179 | 6.2701202
ws 16.265779 -1.3752890 0.6584242 -0.1700543 | 10.265777
wWe 14.787729 -3.1496299 1.7103944 -0.6438065 | 14.787731
wy 18.774089 -6.2532442 3.6869051 -1.9800527 | 18.774087
we 20.022899 -11.101001 6.0363094 -5.1119368 | 20.022898
wy 15.434178 -17.913756 4.8074909 -11.141776 | 15.434178
iy 0.1028398 -0.6001270 0.0000425 -0.000000% | 0.1028379
we 0.9276611 -0.0103632 0.0035888 -0.0000934 | 0.9276615
wa 2.5859085 -0.0811560 (.0299913 -0.0021117 | 2.5859083
wy 5.0803138 -0.3182584 0.1288088 -0.017184% | 5.0803141
wsy 8.3688639 -0.8510445 0.4023534 -0.0855880 | 8.3688625
We 12.277961 -2.0383743 1.0347095 -0.3188509 | 12.277903
wy 16.328781 -4.0614813 2.2894498 -G.9743559 | 16.328762
wy 19.457523 -7.2882481 4.3104451 -2.5500568 | 19.457524
wy 19.781251 -11.996365 £.2440655 -5.8083068 | 19.781250
wig 15.005649 -18.305285 4.5212464 -11.532578 | 15.005850
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Figura 3.11: Representacio de viga livre de vinculos nas extremidades.

3.3 Vibracdes transversais de viga livre-livre

A viga é um elemento estrutural mecénico, dimensionalmente caracterizado pelo
comprimento L muito maior que o didmetro I}, L >> D, sujeito aos carregamentos nas
direcbes y ou z perpendiculares ao eixo da viga. A modelagem dinamica de uma viga
fornece os autovetores e os autovalores do sistema, que tém o significado fisico dos modos
e das frequéncias naturais de vibracgao, respectivamente. O comportamento dinamico de
uma viga, ou seja, os modos e as frequéncias naturais de vibragio, depende das condigoes
de vinculo e das propriedades do material da mesma. A figura 3.11 apresenta a repre-
sentacio de uma viga livre de vinculos nas extremidades. A viga livre-livre, que € ana-
lisada nesta secdo, ndo esta vinculada a nenhum outro elemento estrutural mecénico, de
forma que os momentos fletores e os esforgos cortantes nas extremidades sdo nulos. Estas
informagdes sio introduzidas nas condicdes de contorno em ul?(z) e u®(z) do modelo

matematico, caracterizando o sistema.

A expressio 3.17 representa o modelo matematico da dindmica de uma viga livre
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de vinculos nas extremidades. A fungio u(#) caracteriza a deflexdo da viga na direcio y
perpendicular ao eixo, dada em funcéo da posicio z, definida ao longo do comprimento
Z € [0, L] da mesma. O mddulo de elasticidade do material da viga ¢ dado em [N/m?] e
representado por £. O momento de inércia de area da secio transversal da viga € dado
em [m*] e representado por /. A densidade do material da viga € dada em [Kg/m®] e
representada por p. A drea da segdo transversal da viga é dada em [m?] e representada

por A. E na expressdo 3.17, A; representa os autovalores do sistema, Przemieniecki [21].

uz) =0 =0
u(z) =0 F=1L (3.17)
u®(z) =0 z=0
u®(z) =0 =1L

Resolvendo-se o problema de autovalores e autovetores apresentado em 3.17, os
valores obtidos de A; sdo sempre nimeros reais negativos. A raiz quadrada de um autovalor

Ai, representada por um nimero imagindrio, é apresentada na equagio 3.18.

)\2' = wz-i (318)
\/_

Na expressdo 3.18, w; é a frequéncia natural de vibragao do sistema, que é dada em
[rad/s]. O respectivo autovetor do sistema, que € a configuragdo u(Z), # € [0, L], que
satisfaz a equacgo diferencial da expressio 3.17, representa o modo de vibragdo associado

a frequeéncia natural «;.

O Meétodo dos Dominios Puntuais é empregado para a resolucdo numérica do pro-
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blema de autovalores e autovetores 3.17 que representa o comportamento dindmico de uma
viga livre de vinculos nas extremidades. O comprimento da viga é L = 1m. O médulo
de elasticidade E, o momento de inércia de area da secao transversal 7, a densidade p e

a 4rea da segdo transversal A da viga sdo tomados de forma a respeitar a equagao 3.19.

P (3.19)

Neste caso, os valores exatos das frequéncias naturais w; de vibragdo da viga livre-
livre sdo dados pelos quadrados das raizes 1, (i = 1,2,...,00), da funcéo f(¢), definida
em 3.20, como é apresentado na equacio 3.21. Observa-se que o indice ¢ esta associado
ao modo natural de vibragio da viga, ou seja, ¢ = 1 representa o primeiro modo natural

de vibracdo, ¢ = 2 representa o segundo modo e assim por diante.

F() = cos(t) cosh(y) — 1 (3.20)

w; = Y rad/s (¢=1,2,...,00) {3.21}

As aproximacdes MDP, (M=4,5,6,7), respectivamente, lineares por partes nas deri-
vadas de quarta, quinta, sexta e sétima ordens sdo empregadas para a resolucao numeérica
do problema 3.17. E o método de Galerkin, empregando-se elementos finitos cibicos de

Hermite, também é utilizado para a modelagem dindmica da viga livre-livre.

Para possibilitar a comparagio dos resultados, sdo tomados dominios puntuais Z;,

(1=0,1,...,N), igualmente espagados sobre o dominio [0, 1] do problema 3.17 nas diver-
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sas solugbes MDP. Assim, os intervalos Az;, (1 = 1,2, ... , ¥}, definidos entre os dominios

puntuais vizinhos ¢ — 1 e 7, sd0 todos iguais a Az, como apresentado na equacio 3.22.

Amimm:% (i=1,2,...,N) (3.22)

Observa-se que sdo necessirias (N + M + 1) equacdes obtidas por colocacdo para

a construgao de um sistema, possibilitando o célculo das varidveis do problema. No
caso das solugbes MDP M = 4, a equacdo diferencial do problema 3.17 é satisfeita nos
dominios puntuais Z;, (1 = 0,1,... , V). As condi¢des de contorno na derivada u{z}(:"c) S&0
impostas nos dominios puntuais Zo e . E as condigdes de contorno na derivada ul)(z)
sao impostas nestes mesmos dominios puntuais. E possivel entio o caleulo de (V+1)
autovetores e autovalores do sistema da viga livre-livre, incluindo os dois modos de corpo

rigido, cujas frequéncias naturais sio nulas.

A figura 3.12 apresenta os autovetores obtidos da resolugido numeérica do problema
3.17 do comportamento dinamico da viga livre-livre empregando-se as aproximacoes MDP
M = 4 ¢ nove dominios puntuais. Os autovetores u(z), # € [0, 1], do sistema tém o signi-
ficado fisico dos modos naturais de vibragio da viga livre-livre, ou seja, as configuracées
da deflexdo na direcdo perpendicular ao eixo da viga que satisfazem a equacao diferencial
3.17 para cada uma das frequéncias naturais w;, (7=0,0,1,...,7). Os autovetores u{@),
z € [0,1], sdo normalizados de forma que 2 deflexio méxima de cada modo apresente
o valor unitdrio. As deflexbes u(Z), # € [0,1], sdo representadas no eixo y dos gréficos.
Os graficos da figura 3.12 estdo ordenados da esquerda para a direita, seguindo da linha
de cima para a de baixo. Os dois primeiros gréficos apresentam os dois modos de corpo
rigido e os seguintes representam, respectivamente, o primeiro modo natural de vibragéo,

o segundo modo, o terceiro modo e assim por diante, indo até o sétimo modo natural de
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MDP finear em u_{4)
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Figura 3.12: Modos de vibragio MDP da viga livre-livie M = 4, (N + 1)=09.

vibracdo da viga livre-livre.
As solugbes MDP M = 5 necessitam de (N +6) equagdes obtidas por colocagao para
a construgao de um sistema, possibilitando o calculo das variaveis do problema. Portanto,

a condicéo de contorno auxiliar, apresentada na equagdo 3.23, também é empregada para

a montagem do sistema.

uNz) = —uM(z) =0 (3.23)

A equacio diferencial do problema 3.17 ¢é satisfeita nos dominios puntuais Z;, (i =

0,1,...,N). As condigdes de contorno na derivada u?)(Z) sdo impostas nos dominios
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MO linear em u_(5)
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Figura 3.13: Modos de vibragdo MDP da viga livre-livie M =5, (N + 1) =09.

puntuais Zo ¢ Zy. As condigdes de contorno na derivade u(®)(%) sio impostas nestes
mesmos dominios puntuais. E a condicdo de contorno na derivada u(53(f&) ¢ imposta no
dominio puntual Zo. E possivel entdo o cdlculo de (V + 1) autovetores e autovalores do

sistema da viga livre-livre, incluindo os dois modos de corpo rigido.

A figura 3.13 apresenta os autovetores obtidos da resolucio numérica do problema
3.17 do comportamento dindmico da viga livre-livre empregando-se as aproximagées MDP
M =35 e nove dominios puntuais. Os gréficos da figura 3.13 apresentam a mesma orga-

nizagao estabelecida na descricio da figura 3.12.

As solugdes MDP M = 6 necessitam de (N + 7) equacdes obtidas por colocacio

para a construgdo de um sistema, possibilitando o cilculo das varidveis do problema.
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Portanto, as condices de contorno auxiliares, apresentadas na expressdo 3.24, também

sd0 empregadas para a montagem do sistema neste caso.

u®)(z)
u(®(z)

1
i

(3.24)

i
[ (s ]
4
i
e B s

A equagéo diferencial do problema 3.17 ¢ satisfeita nos dominios puntuais Z;, (¢ =
0,1,...,N). As condi¢bes de contorno na derivada u?{(z) sdo impostas nos dominios
puntuais o € Inx. As condiges de contorno na derivada 43 (Z) sdo impostas nos dominios
puntuais Zp € Inx. E as condicdes de contorno na derivada u(a)(i:) sdo impostas nestes
mesmos dominios puntuais. E possivel entio o calculo de { V+1) autovetores e autovalores
do sistema da viga livre-livre, incluindo os dois modos de corpo rigido, cujas frequéncias

naturais sao nulas.

A figura 3.14 apresenta os autovetores obtidos da resolucdo numérica do problema
3.17 do comportamento dindmico da viga livre-livre empregando-se as aproximagdes MDP
M = 6 e nove dominios puntuais. Os graficos da figura 3.14 apresentam a mesma orga-

nizacio estabelecida na descrigdo da figura 3.12.

As solucdes MDP M = 7 necessitam de (N + 8) equagdes obtidas por colocagao
para a construgio de um sistema, possibilitando o célculo das variaveis do problema.
Portanto, as condicdes de contorno auxiliares, apresentadas na expressao 3.25, também

séo empregadas para a montagem do sistema.
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MDP linear em u_{8)
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Figura 3.14: Modos de vibragio MDP da viga livre-livie M = 6, (N+1)=29.
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A equagdo diferencial do problema 3.17 é satisfeita nos dominios puntuais Z;, (i =

0,1,...,N). As condi¢des de contorno na derivada u?(%) séo impostas nos dominios

puntuais Ty e Zx. As condigdes de contorno na derivada uB)Z) sdo impostas nestes

mesmos dominios puntuais. As condicdes de contorno na derivada u!®(Z) sdo impostas

nos dominios puntuais #; € Fx. E a condicdo de contorno na derivada u!"(Z) é imposta

ro dominio puntual Zy. E possivel entédo o calculo de (N + 1) autovetores e autovalores
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MDP linearem u_(7}
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Figura 3.15: Modos de vibragio MDP da viga livre-livie M =7, (N +1) = 9.
do sistema da viga livre-livre, incluindo os dois modos de corpo rigido.

A figura 3.15 apresenta os autovetores obtidos da resolugdo numérica do problema
3.17 do comportamento dindmico da viga livre-livre empregando-se as aproximagdes MDP
M = 7 e nove dominios puntuais. Os graficos da figura 3.15 apresentam a mesma orga-

nizacéo estabelecida na descrigdo da figura 3.12.

As solucdes do problema 3.17 também sdo obtidas segundo o método de Galerkin,
empregando-se elementos finitos ctibicos de Hermite. Neste caso os valores u(&;) € uW (&),
(i = 0,1,...,N), respectivamente, das deflexGes e das rotacbes nodais representam as
varidveis do problema. O sistema linear final apresenta 2(N + 1) equagdes, possibilitando

o célculo de 2(V + 1) autovetores e autovalores do sistema da viga livre-livre, incluindo
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os dois modos de corpo rigido, cujas frequéncias naturais sio nulas.

A ordem do sistema linear final e, consequentemente, o namerc dos autovetores e
dos autovalores obtidos da solucdo, sio os parametros para a comparacio dos resulta-
dos dos esquemas numéricos. Como as solugdes empregando-se elementos finitos ctibicos
de Hermite apresentam duas varidveis por né, o espacamento utilizado entre os nés nas
solucdes MEF € o dobro do espacamento Az utilizado entre os dominios puntuais nas
solucbes MDP. Assim, os tamanhos dos sistemas lineares finais MEF e MDP sio com-
pativeis e tém-se o mesmo ndmero de autovetores e de autovalores obtidos das solucdes,

possibilitando a comparagao dos resultados.

As tabelas 3.9 e 3.10 apresentam as frequéncias naturais w; de vibracdo da viga
livre de vinculos nas extremidades obtidas das resolucdes numéricas do problema 3.17. As
frequéncias naturais w; séo calculadas a partir dos autovalores A; do sistema, empregando-
se a equacao 3.18, e sdo dadas em [rad/s]. As solugbes foram obtidas utilizando-se trés,
cinco, sete, nove e onze dominios puntuais, (N + 1) = 3,5,7,9,11), e as frequéncias
naturais resultantes das diferentes solugdes do problema 3.17 sio separadas por linhas
horizontais. A primeira coluna das tabelas 3.9 e 3.10 identifica o modo de vibragao ¢ que
estd associado a respectiva frequéncia natural. Na segunda coluna sio apresentados os
valores exatos das frequéncias naturais de vibragio da viga livre-livre, calculados segundo
as expressoes 3.20 e 3.21. As frequéncias naturais w; obtidas das resolucdes puméricas
MDP sio apresentadas na terceira, na quarta, na quinta e na sexta colunas das tabelas 3.9
e 3.10 empregando-se, respectivamente, as aproximacdes lineares por partes nas derivadas
de ordens M, (M = 4,5,6,7). E finalmente, na sétima coluna das tabelas 3.9 e 3.10 sio
apresentadas as frequéncias naturais obtidas das resolucdes numéricas do problema 3.17

empregando-se o0 método de Galerkin com elementos finitos ciibicos de Hermite.

As tabelas 3.11 e 3.12 apresentam os erros percentuais das frequéncias naturais w;
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Tabela 3.9: Frequéncias naturais w; da modelagem da viga livre-livre [rad/s].

Frequéncias Valores Solugdes Solugdes Solugdes Solugdes Solugdes
Naturais Exatos MDPM =4 | MDPM =5 | MDP M =6 | MDP M =7 MEF
w1 22.373285 | 23.456101 18.967038 22.675012 22.149932 | 26.832816
w $1.672823 | 67.854333 61.672346 62.059010 61.513365 | 91.651514
Wy 22.373285 |  22.816683 21.049375 22.407161 22.363443 | 22.423246
Wy 61.672823 | 66.201148 60.997167 62.317885 61.603743 | 70.177534
wa 120.90339 138.04390 100.41284 12477719 115.42425 | 175.47991
Wy 199.85945 | 227.67765 188.58206 203.57660 193.15870 | 280.34820
w1 22.373285 | 22.603898 21.682121 22.380895 22.372000 | 22.434828
wy 61.672823 | 64.067028 81.484116 61.826473 61.665189 | £1.992270
w3 120.90339 130.98808 111.13199 122.05865 120.24957 | 135.97347
Wy 196.85945 | 227.85723 192.55745 204.98159 198.24945 | 244.07582
ws 2098.555654 | 353.80480 243.04378 312.39383 275.72406 | 472.61787
we 416.9907% | 480.08886 376.94484 428.53940 391.44877 | 581.38951
Wi 22.373285 | 22.513692 21.951074 22.375776 22.373003 | 22.397611
Wy 61.672823 | 63.120968 61.601707 61.723786 61.671307 | 62.056842
ws 120.90339 127.08518 115.16947 121.25022 120.76774 | 121.86035
Wy 199.85945 | 217.67621 197.26857 201.66565 199.56646 | 223.29126
ws 208.55654 | 339.07721 270.00523 304.81003 204.01570 | 340.62289
we 416.99079 | 493.05123 389.14789 433.75035 408.50107 | 542.23803
wr 555.165625 | 668.58065 442.80555 586.83667 499.43634 | 902.96290
we 713.07892 | 823.24313 £26.21861 736.28030 654.56923 | 996.92235

de vibracio da viga livre-livre obtidas das resolugdes numéricas do problema 3.17. A

equacdo 3.26 é utilizada para o calculo dos erros percentuais empregando-se 0s mesmos

resultados apresentados nas tabelas 3.9 e 3.10, onde w

frequéncia natural e w

T

num

a respectiva frequéncia natural.
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Tabela 3.10: Frequéncias naturais w; da modelagem da viga livre-livre [rad/s].

Frequéncias Valores Solucdes Solugdes Solugdes Solugdes Solugdes
Naturais Exatos | MDPM =4 MDPM =5 | MDP M =6 | MDP M = 7 MEF
w1 22.373285 | 22.467555 22.088227 22.374310 22.373201 | 22.384146
Wy 61.672823 | 62.649875 61.640469 61.693911 61.672396 | 61.869318
w3 120.90339 | 125.04562 117.12442 121.06323 120.86400 | 122.06929
wy 199.85945 | 211.83849 198.71131 200.60260 199.78207 : 201.85109
ws 298.55554 ¢ 326.27315 281.15002 301.15565 207.31920 | 332.17147
we 416.99079 |  472.04095 405.38788 424.48902 414.90215 | 478.21029
wy 555.16525 | 651.62800 493.69768 573:55877 539.92376 | 682.10812
wg 713.07892 | 861.20213 644.82312 T50.62747 687.96207 | 964.40832
W 890.73180 | 1079.4338 697.483873 947.93442 784.80963 | 1455.4978
wig 1088.1239 | 1256.0116 936.74589 1125.2300 882.15346 | 1529.2979
erro = ;é&_(w?um — W) (3.26)

A apresentacdo dos erros nas tabelas 3.11 e 3.12 segue o mesmo padric utili-

zado para a apresentacio dos resultados das tabelas 3.9 e 3.10. Os erros percentuais

das frequéncias naturais w; obtidos das resolucdes numéricas MDP sio apresentados na

segunda, na terceira, na quarta e na quinta colunas das tabelas 3.11 e 3.12 represen-

tando, respectivamente, as aproximacdes lineares por partes nas derivadas de ordens

M, (M = 4,5,6,7). Na sexta coluna das tabelas 3.11 e 3.12 sio apresentados os er-

ros percentuais das frequéncias naturais obtidos das resolu¢bes numéricas do problema

3.17 empregando-se 0 método de Galerkin com elementos finitos ctbicos de Hermite,

Comparando-se diretamente as solucdes do problema 3.17 obtidas segundo o Método

dos Dominios Puntuais empregando-se as aproximagoes lineares por partes nas derivadas
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Tabela 3.11: Erros percentuais das frequéncias naturais w; da viga livre-livre.

Frequéncias Erros Erros Esros Erros Erros
Naturais | MDP M =4 | MDP M =5 MDP M =6 | MDP M =7 MEF
wi 4.8397705 -15.224620 1.3486021 -(.9983061 | 19.932390
g 16.023070 ~0.0007732 (1.6261873 -0.2585701 | 48.609241
w 1.9818175 ~5.9173707 0.1514121 -(.0439917 | 0.2233045
wo T.3424875 -1.0955495 1.0459430 -0.1120102 | 13.790047
w3 14.177029 -16.947875 3.2039666 -4.5318310 | 45.140662
Wy 13.918888 -5.6426599 1.8558806 -3.3527284 | 40.272678
Wi 1.0307487 -3.0892394 0.0340134 -0.0057461 | 0.2750716
Wy 3.8821068 -0.3059807 0.2491380 -0.0123781 | 0.5179707
w3 8.3411107 -8.0819931 0.8555210 -0.5407821 | 12.464562
wa 14.608738 -3.6535669 2.5628744 -0.8055665 | 22.123734
wy 18.505524 -18.593445 4.6350825 -7.6473112  58.301493
we 15.131768 -9.6035563 2.7695142 -6.1253183 | 35.425026
wy 0.6275632 -1.8871251 0.0111328 -(.0012642 | 0.1087259
wa 2.3627022 -0.1153112 0.0826354 -0.0024583 | 0.6226716
w3 5.1129935 -4.7425638 0.3190447 -0.1121951 | 0.7915066
Wy 8.9146466 -1.2063524 0.9037373 -0.1465986 | 11.724145
ws 13.572574 -9.5628122 2.0949196 -1.5205996 | 17.104809
we 18.240318 -6.6771000 4.0191686 -2.0359484 | 30.035974
wy 20428125 -20.238964 5.7048631 -10.038257 | 62.647591
ws 15.449091 -12.181023 3.2536903 -8.2052196 | 39.805332

de ordens M mais baixas, (M = 4,5), corn as solugbes obtidas utilizando-se elementos
finitos ctibicos de Hermite, observa-se que os resultados MDP representam melhor as
frequéncias mais altas w; de vibragdo da viga livre-livre, enquanto os resultados MEF
representam melhor as frequéncias mais baixas. Entretanto, estes valores obtidos para

as frequéncias naturais w; representam os resultados mais grosseiros, como verifica-se nas
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Tabela 3.12: Erros percentuais das frequéncias naturais w; da viga livre-livre.

Frequéncias Erros Erros Erros Erros Erros

Naturais MDPM=4 MDPM=5 | MDPM=6  MDPM =7 MEF
wy 0.4213501 -1.2696321 0.0045775 -(.00G03781 | 0.0485425
wy 1.5842505 -0.0524600 $.0341938 -0.0006916 | (.3186090
ws 3.4260682 -3.1256116 0.1322039% -0.0325814 | 0.9643222
Wy 5.9937329 -0.5744749 0.3718391 -0.0387161 | 0.9965213
Wy 9.2839052 -9.8299103 0.8708972 -0.4141060 | 11.258525
Ws 13.201769 -2.7825321 17981779 -0.5008838 | 14.681261
wry 17.375503 -11.071940 3.3128006 -2.7453973 | 22.865781
wg 20.772345 ~9.5716839 5.2656937 -3.5223092 | 35.258286
wy 21.185052 -21.694860 6.4219802 -11.881485 | £63.404720
wig 15.429099 -13.911835 3.4744289 -9.7388199 | 40.544466

tabelas 3.9, 3.10, 3.11 e 3.12. Os resultados numéricos das frequéncias naturais w; de
vibragdo da viga livre de vinculos nas extremidades aproximam-se cada vez mais dos
valores exatos a medida que sdo utilizadas as aproximacdes MDP lineares por partes
nas derivadas de ordens M mais elevadas, (M = 6,7). E conveniente ressaltar que as
aproximagdes MDP de alta ordem sdo obtidas com aumento minimo no tamanho do
sistema linear final, conduzindo & resultados efetivamente mais apurados. E por isso,

mostram-se mais atraentes do ponto de vista do esfor¢o computacional.
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Figura 3.16: Representacdo de viga vinculada em uma das extremidades.

3.4 Vibracdes transversais de viga fixo-livre

Esta secdo apresenta a modelagem MDP de viga fixo-livre. Trata-se do mesmo
problema descrito na secdo anterior, apenas com uma condigio de contorno distinta. E
portanto, o procedimento de modelagem, a apresentagio das figuras e das tabelas segue

o mesmo padrio estabelecido.

A figura 3.16 apresenta a representacio de uma viga vinculada em uma das extre-
midades. A viga fixo-livre, que é analisada nesta segéo, estd impedida de defletir-se e
de rotacionar-se na extremidade vinculada, enquanto o momento fletor e o esforgo cor-
tante sdo nulos na extremidade livre de vinculo. Estas informacdes sdo introduzidas nas
condicdes de contorno em u(%), ulV(Z), u?(2) e u®(z) do modelo matematico, caracte-

rizando o sistema.

A expressio 3.27 representa o modelo matemaético da dindmica de uma viga vincu-

lada em uma das extremidades, Przemieniecki [21].

137



uw(Z) =0 =0
u(z) = 0 =0 (3.27)
u®(z) =0 z=1L
uB(z) =0 z=171

O Método dos Dominios Puntuais é empregado para a resolu¢do numérica do pro-
blema de autovalores e autovetores 3.27 que representa o comportamento dindmico de
uma viga vinculada em uma das extremidades. O comprimento da vigae L =1m. O
moédulo de elasticidade E, o momento de inércia de 4rea da secao transversal I, a densi-

dade p e a drea da se¢do transversal A da viga sio tomados de forma a respeitar a equagio

3.28.

EI m*
—=1— 3.28
ATl (3-28)
Neste caso, os valores exatos das frequéncias naturais w; de vibragio da viga fixo-
livre sao dados pelos quadrados das rafzes ¥;, (1 = 1,2, ... ,00}, da funcdo f(¢), definida
em 3.29, como € apresentado na equagio 3.30. Observa-se que o indice 7 estd associado

ao modo natural de vibracéio da viga, ou seja, i = 1 representa o primeiro modo natural

de vibracdo, ¢ = 2 representa o segundo modo e assim por diante.

F() = cos(t) cosh (1) + 1 (3.2)
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w; = ¥rad/s (1=1,2,...,00) (3.30)

As aproximacdes MDP, (M=4,56,7), respectivamente, lineares por partes nas deri-
vadas de quarta, quinta, sexta e sétima ordens sao empregadas para a resolugédo numérica
do problema 3.27. E o método de Galerkin, empregando-se elementos finitos cibicos de

Hermite, também é utilizado para a modelagem dindmica da viga fixo-livre.

Observa-se que sdo necessarias (N + M + 1) equagdes obtidas por colocagéo para a
construcio de um sistema, possibilitando o célculo das varidveis do problema. No caso das
solucdes MDP M = 4, a equacdo diferencial do problema 3.27 é satisfeita nos dominios
puntuais Z;, (7 = 0,1,...,N). As condicdes de contorno em u(%) e na derivada u(z)
sio impostas no dominio puntual Zg. E as condigbes de contorno nas derivadas u® (&) e
u(®{(z) sdo impostas no dominio puntual Zy. E possivel entéo o cdlculo de N autovetores

e autovalores do sistemna da viga fixo-livre.

A figura 3.17 apresenta os autovetores obtidos da resolugio numeérica do problema
3.27 do comportamento dindmico da viga fixo-livre empregando-se as aproximagdes MDP
M = 4 e dez dominios puntuais. Os graficos da figura 3.17 estdo ordenados da esquerda
para a direita, seguindo da linha de cima para a de baixo. O primeiro grafico apresenta o
primeiro modo natural de vibragio, e os graficos seguintes representani, respectivamente,
o segundo modo, o terceiro modo e assim por diante, indo até o nono modo natural de

vibracao da viga fixo-livre.

As solucbes MDP M = 5 necessitam de (N +6) equagdes obtidas por colocagao para
a construcio de um sistema, possibilitando o calculo das variaveis do problema. Portanto,
a condicao de contorno auxiliar, apresentada na equacio 3.31, também ¢ empregada para

a montagem do sistema.
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MDP linear em u_(4)
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Figura 3.17: Modos de vibracio MDP da viga fixo-livre M = 4, (N+1)=10

WP EF) =0 z=0 (3.31)

A equagio diferencial do problema 3.27 é satisfeita nos dominios puntuais Z;, (t =
0,1,...,N). As condigbes de contorno em u(%) e na derivada uM(z) sdo impostas no
dominio puntual Zy. As condigdes de contorno nas derivadas ut?(z) e u® (%) sdo impostas
no dominio puntual Zy. E a condicio de contorno na derivada ul®)(#) é imposta no
dominio puntual Z,. B possivel entdo o célculo de N autovetores e autovalores do sistema

da viga fixo-livre.

A figura 3.18 apresenta os autovetores obtidos da resolucac numeérica do problema
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MDP linear em ©_{5)
82 5 1 1
(.5
-1 -1 -1
o 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
1 1 1
-1 -1 =1
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
1 1 1
65
-1 -1 -05
o 05 1 4] G5 1 0 0.5 1

Figura 3.18: Modos de vibragdo MDP da viga fixo-livie M = 5, (N +1) = 10.
3.27 do comportamento dinadmico da viga fixo-livre empregando-se as aproximagdes MDP

M = 5 e dez dominios puntuais.
As solugbes MDP M = 6 necessitam de (N + 7) equagBes obtidas por colocagao
para a construgio de um sistema, possibilitando o célculo das variaveis do problema.

Portanto, as condigbes de contorno auxiliares, apresentadas na expressao 3.32, também

sdo empregadas para a montagem do sistema neste caso.

(3.32)

3]
il

ul®)(3) =0
0

u{s)(ﬁ) =

31
i
b~ @
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MODP linear em u_(B)
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Figura 3.19: Modos de vibracio MDP da viga fixo-livie M = 6, (N +1) = 10.

A equagao diferencial do problema 3.27 é satisfeita nos dominios puntuais Zz;, (1 =
0,1,...,N). As condigdes de contorno em u{z) e nas derivadas u(7) e u(7) sdo
impostas no dominio puntual Zo. E as condicdes de contorno nas derivadas uBNz), u®)(7)
e u!¥(Z) so impostas no domfnio puntual #y. E possivel ento o calculo de NV autovetores

e autovalores do sistema da viga fixo-livre.

A figura 3.19 apresenta os autovetores obtidos da resolucido numeérica do problema
3.27 do comportamento dindmico da viga fixo-livre empregando-se as aproximagdes MDP

M = 6 e dez dominios puntuais.

As solugbes MDP M = 7 necessitam de (N + 8) equacdes obtidas por colocagéo

para a construcdo de um sistema, possibilitando o cdlculo das varidveis do problema.
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Portanto, as condi¢des de contorno auxiliares, apresentadas na expressio 3.33, também

sao empregadas para a montagem do sistema.

uld(z)
u®)(z)
u(?)(f)

B3
x1
i

fl

(3.33)

H

0
0
0

[=1]
I
aan I o T

81
1l

A equacio diferencial do problema 3.27 é satisfeita nos dominios puntuais Z;, (1 =
0,1,...,N). As condigdes de contorno em u() e nas derivadas u'’)(Z) e w)(z) sio
impostas no dominio puntual . E as condigdes de contorno nas derivadas ut?(z), u®(z),
w®)(z) e u)(z) sio impostas no dominio puntual #y. E possivel entdo o célculo de N

autovetores e autovalores do sistema da viga fixo-livre.

A figura 3.20 apresenta os autovetores obtidos da resolucdo numérica do problema
3.27 do comportamento dindmico da viga fixo-livre empregando-se as aproximagoes MDP

M = T e dez dominios puntuais.

As tabelas 3.13 e 3.14 apresentam as frequéncias naturais w; de vibracdo da viga

vinculada em uma das extremidades obtidas das resolugbes numéricas do problema 3.27.

As tabelas 3.15 e 3.16 apresentam os erros percentuais das frequéncias naturais w;

de vibracio da viga fixo-livre obtidas das resolugdes numéricas do problema 3.27.

Comparando-se diretamente as solugbes do problema 3.27 obtidas segundo o Metodo
dos Dominios Puntuais empregando-se as aproximagéoes lineares por partes na derivada
de ordem M = 4, com as solucdes obtidas utilizando-se elementos finitos cibicos de
Hermite, observa-se que os resultados MDP representam melhor as frequéncias mais altas

w; de vibracio da viga fixo-livre, enquanto os resultados MEF representam melhor as
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MDP linearem u_(7)
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Figura 3.20: Modos de vibragdo MDP da viga fixo-livie M = 7, (N + 1) = 10.

frequéncias mais baixas. Entretanto, estes valores obtidos para as frequéncias naturais
w; representam os resultados mais grosseiros, como verifica-se nas tabelas 3.13, 3.14,
3.15 e 3.16. Os resultados numéricos das frequéncias naturais w; de vibragdo da viga
vinculada em uma das extremidades aproximam-se cada vez mais dos valores exatos a
medida que sao utilizadas as aproximagdes MDP lineares por partes nas derivadas de
ordens M mais elevadas, (M = 5,6,7). E conveniente ressaltar que as aproximagoes
MDP de alta ordem sdo obtidas com aumento minimo no tamanho do sistema linear
final, conduzindo & resultados efetivamente mais apurados. E por 1ss0, mostram-se mais

atraentes do ponto de vista do esforco computacional.
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Tabela 3.13: Frequéncias naturais w; da modelagem da viga fixo-livre [rad/s].

Frequéncias | Valores Solucgses Solugdes Solugdes Solugbes Solugdes
Naturais Exatos |MDPM =4 | MDPM =5 | MDPM =6 | MDP M =7 MEF
w1 35160153 | 3.4808976 3.4954301 3.5216758 3.5146846 | 3.5327315
wy 22034492 | 23.287805 23.348748 22.279046 21.525659 | 34.806893
wy 3.5160153 ¢ 3.5079588 3.5147352 3.5162828 3.5150960 | 3.5177150
wa 22.034492 | 22.755227 22.065772 22.084623 22.016812 | 22.221474
wa 61.607214 | 68.103281 57.565740 62.970373 £0.307799 | 7H.157083
Wy 120.90192 | 186.04734 118.23052 123.54515 115.32109 | 218.13802
wy 3.5160153 | 3.5124847 3.5157627 3.5160561 3.5160136 | 3.5163716
wa 22.034492 | 22.367174 22.041385 22.(044814 22.632855 | 22.1068539
w3 61.697214 ¢ 64.916953 60.943942 61.932409 61.603835 ;| 62.485982
wy 120.90192 | 134.21436 119.04989 122.82779 120.03617 | 14067105
ws 199.85953 | 233.35832 175.21373 208.12448 188.35738 | 264.74331
ws 298.55353 | 342.44427 275.67406 307.82087 277.01486 | 527.79616
wy 3.5160153 | 3.5140388 35159354 3.5160276 3.5160150 | 3.5161303
wa 22.034492 | 22.223383 22.036778 22.037449 22.034195 | 22.060166
w3 £1.607214 1 63.532851 61.466801 61.763681 61.682405 | 62.174893
wa 120.90192 | 128.70064 120.41643 121.43998 12074775 | 12285764
ws 199.85953 | 222.13094 192.74552 202.56012 108.23926 | 228.13740
we 298.55553 | 347.47314 284 87776 308.28643 293.03840 | 366.38961
wr 416.99079 | 499.00899 349.22594 44().43481 381.02626 | 580.84913
we 555.16525 |  640.40750 494.19499 574.94309 503.22316 | 953.05104




Tabela 3.14: Frequéncias naturais w; da modelagem da viga fixo-livre [rad/s].

Frequéncias | Valores Solugdes Solu¢ées Solugdes Solugdes Solugbes
Naturais Exatos MDPM =4 | MDPM =5 MDPM=6 | MDP M =7 MEF
i 3.5160153 | 3.5147531 3.5159826 3.5160199 3.5160152 | 3.5160628
wy 22.034492 | 22.155836 22.035448 22.035620 22.034413 | 22.045506
ws 61.697214 | 62.875549 61.604304 61.722368 §1.693540 | 61.91884]
wy 120.90192 | 125.9144D 120.72228 121.10097 120.86165 | 122.31969
wr 199.85053 | 214.34543 197.11912 200.83632 19949811 | 203.02025
wpg 298.55553 | 331.91864 293.77767 302.17193 267.19996 | 337.27272
wr 416.99079 | 482.20236 391.26042 427.88497 409.09935 | 493.26369
wa 555.16525 | 664.39140 512.08504 581.75355 537.12404 | 715.34120
wa 713.07802 | 862.16029 577.51510 759.87027 635.95370 | 1016.1961
w1 890.73180 | 1028.4754 773.90016 924.08535 702.89242 | 1494.8782
wy 3.5160153 | 3.5151398 3.5159995 3.5160174 3.5160152 | 3.5160383
wy 22.034492 | 22.118918 22.034958 22.035008 22.0344635 | 22.039932
ws 61.697214 | 62.516262 61.652784 61.708665 61.696021 | 61.810105
wa 120.901982 | 124.38183 120.82035 120.99125 120.88846 | 121.68097
ws 190.85953 | 209.91930 198.58339 200.28843 199.74946 | 202.86324
we 208.55553 | 321.86798 2908.46052 300.10966 208.12052 | 303.53165
wr 41699079 | 463.59803 405.425486 421.66656 414.75590 | 468.02256
wy 550.16525 | 638.41346 537.10261 567.36961 549.69587 | 642.84930
Wy 713.07892 | 847.30541 651.42437 740.92500 690.47410 | 878.45360
w1o 890.73180 | 1083.1582 796.00101 944.35635 848.56321 | 1188.2314
Wiy 1088.1239 | 1320.1336 859.23215 1185.4087 051.99897 | 1562.7348
Wiy 1305.2552 | 1505.7800 1115.1333 1354.5776 1145.8146 | 2154.7955

146




Tabela 3.15: Erros percentuais das frequéncias naturais w; da viga fixo-livre.

Frequéncias Erros Erros Erros Erros Erros
Naturais  MDPM =4 MDPM=5 | MDPM =6 MDPM=7 MEF
wy -0.9987923 -0.5854601 0.1695240 -0.0378445 | 0.4754311
wy 5.6879610 5.9645404 1.1098726 -2.3092567 | 57.965492
wy -0.2291364 -0.0364068 0.0076026 -0.0005474 1+ 0.0483426
o 3.2709418 0.1419597 0.2728958 -0.0802352 | 0.8485897
wy 10.983072 -6.6963705 2.0635590 -2.2516611 | 21.816007
"y 12.527035 -2.2095575 2.1862615 -4.6159914 | 80.425610
wy -0.1604139 -0.0071820 0.0012479 -0.0000471 | 0.0101345
wy 1.5098274 0.0313308 0.0468455 -(1G0T4285 | 0.3284280
w3 5.2186124 -1.2209180 0.3812082 -0.1513515 | 1.2460329
wy 11.010947 -1.5318379 1.5929205 -(.7160756 | 18.351382
ws 16.701168 -12.331559 4.1353674 -5.7551188 | 32.464691
we 14.700361 -7.6640582 3.1033889 -7.2149643 | 76.783246
wy -0.0562134 -0.0022713 0.0003516 -0.0000083 | 0.0032716
wy 0.8572546 0.0103679 0.0134202 -0.0013451 | 0.1165193
w3 2.9752348 -0.3734585 0.1077311 -0.0240037 | 0.7742304
Wy 6.4504516 -0.4015507 0.4450419 -0.1275143 | 1.4521887
w5 11.143530 ~3.5585050 1.3512452 -0.8107021 | 14.148872
we 16.384760 -4.5813145 3.2593279 -1.8479426  22.720758
wy 16.669068 -16.250922 5.6221916 -8.6247762 | 39.295435
wg 15.354393 -10.982362 3.5625137 -9.3561498 | 71.669795
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Tabela 3.16: Erros percentuais das frequéncias naturais w; da viga fixo-livre.

Frequéncias Erros Erros Erros Erros Erros
Naturais | MDP M =4 | MDP M =5 | MDPM =6 | MDP M =7 MEF
wy ~0.0358980 -0.0009301 0.0001330 -0.0000022 | 0.0013519
Wy 0.5507036 0.0043396 0.0051203 -0.0003554 | G.0499872
w3 1.9008671 -0.1505912 0.0407687 -0.0059552 | 0.3592165
Wa 4.1459131 -0.1485811 0.1646386 -0.0333051 | 1.1726646
ws 7.2480430 -1.3711677 0.4887403 -0.1808350 | 1.5814707
we 11.174843 -1.6003287 1.2112984 -0.4540426 | 12.968170
w7y 15.638614 -6.1683290 28125726 -1.8924732 | 18.291268
we 19.674530 -7.765292% 4.7892589 -3.2497012 | 28.851941
wg 20.906714 -19.011054 6.5618755 -10.815805 | 42.508224
wip 15.464090 -13.115355 3.7445110 -10.984157 | 67.825849
Wy -0.0248997 -(.0004485 0.0060605 -0.0000007 | 0.0006550
wy 0.3831577 0.0021180 0.0023418 -0.0001195 | 0.0246905
wa 1.3275283 -0.0720143 0.0185600 -0.0019351 | 0.1829752
Wy 2.8782925 -0.0674650 (.0738856 -0.0111338 | 0.6443686
Ws 5.0334202 -0.6385210 0.2146011 -0.0550748 | 1.5029105
W 7.8084130 -0.7017172 0.5205500 -0.1457069 | 1.6667315
wy 11.177044 -2.7735197 1.1213140 -0.5359550 | 12.238106
wg 14.995213 -3.2535509 2.1983305 ~0.9851809 | 15.794226
Wy 18.823511 -8.6462446 3.9050488 -3.1700309 | 23.191638
wg 21.603183 -10.635164 6.0202810 -4.7341508 | 33.399459
wy 21.321999 -21.035448 7.1025790 ~12.510057 | 43.617360
Wy 15.362883 -14.56588( 3.7787582 -12.215279 | 65.086148
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3.5  Anaélise estdtica de estrutura de pértico

O poértico é constituido por elementos estruturais que integram as caracteristicas
fisicas de barra e de viga. A figura 3.21 descreve esquematicamente a geometria e os
esforcos atuantes em um pértico bidimensional. Um elemento de pértico é representado

pela estrutura reticulada definida entre os dominios pontuais ¢ — 1 e 7.

Na figura 3.21 X e Y representam os eixos do sistema referencial global no qual o
pértico é definido. Um sistema referencial local ¢ definido ao longo do comprimento do
elemento de pértico e seus eixos sdo indicados na figura 3.21 por z e y. Dessa forma,
o representa o angulo com relacdo a dimensio espacial X que descreve a disposigdo do
elemnento de pértico bidimensional. As forgas axiais, as forgas cortantes e os momentos
fletores atuantes nas extremidades do pértico sio identificados na figura 3.21 respectiva-

mente por Fy, Fy e M.

Fx(i-1}

Fy(i-1)
Mz(-1)

Figura 3.21: Geometria e esforgos atuantes em pértico 2D.
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Para a modelagem do comportamento fisico do pértico, os efeitos de barra sio intro-
duzidos através da aproximagio MDP linear por partes na segunda derivada, enquanto
os efeitos de viga sao introduzidos através da aproximacio MDP linear por partes na
derivada de quarta ordem. Considera-se a auséncia de carregamentos distribuidos axial e
cortante. Neste caso, as varidveis MDP associadas a um pértico sio uz(z ~1), ug})(i - 1),
va(t — 1), vf)(i -1}, viz}(i —1l)e vf)(z’ — 1}. Observa-se que estas aproximacbes MDP sdo
definidas ao longo do eixo z do sistema referencial local, entre os dominios pontuais ¢ — 1
e . E portanto sao validas no intervalo 0 < z < L, onde L é o comprimento do elemento

de pértico, dado por L = z; — z;_;.

A geometria deformada do pértico é entdo descrita pelas equacdes 3.34, 3.35 e 3.36;
onde uy(z) representa o deslocamento axial do pértico, ve(z) identifica o seu deslocamento

1 . - . . .
transversal e vg }(:c) caracteriza a rotagao em torno do eixo z do sistema referencial local.

ug(z) ==z ugi)(é — 1) 4+ us(e — 1) (3.34)
2 @) 2 @) @) -
va(z) = 5 v (1 —1)+ 5 V4 (-1 +zv(i = 1) +ovi — 1) (3.35)
2
vi(z) = % o = 1) 20D~ 1)+ oV~ 1) (3.36)

As forgas axiais, as forcas cortantes e os momentos fietores atuantes ao longo do
portico, para 0 < z < L, séo dadas pelas equagdes 3.37, 3.38 e 3.39. Nestas equacgoes, F
representa 0 modulo de elasticidade do material, A representa a area da secio transversal

e [ representa o momento de inércia de 4rea da secio transversal do pértico.
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Fo(z)=E Aui—1) (3.37)

Fz)=ETo96 —1) (3.38)

M.(z) = EI(zv(i— 1)+ -1)) (3.39)

Os esforcos axial e cortante, e o momento fletor, avaliados no dominio pontual i ~ 1,
asseguram o equilibrio estdtico do pértico e sdo apresentados, nas equagoes 3.40, 341 e

3.42.

F(i—1)=—-EAu(-1) (3.40)
Fi—1)=—EI+{(-1) (3.41)
M,(i—1)=—EIv2 (i —-1) (3.42)

As equagdes 3.34, 3.35 e 3.36 podem ser avaliadas nos dominios pontuais € descritas

em funcdo das varidveis MDP, como apresentado no sistema matricial 3.43.
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(w(i@-1)) (1000 o o ] us(i ~ 1)

vali~1) 0100 0 o va(i — 1)

o= 1) {0010 0o 0 w§i - 1) } (3.43)
tua(7) 100 L 0 0 ud i — 1)
va(i) 01 L 0 L36 L*/2 || ofPG -1)

WY ) oo 10 e I L oPE-1)

E as equagdes 3.37 & 3.42 podem ser avaliadas nos dominios pontuais e descritas em

funcio das varidveis MDP, como apresentado no sistema matricial 3.44.

(RGi-1)) o000 —Ea o 0 ][ wfi—1)

F i —1) 000 0 -EI 0 vali — 1

Mi-1) [ _Joo00 o0 0 -EI|| Y6-1 } (3.4
Fo(3) 000 EA 0 0 uM - 1)
F,(i) 000 0 EI 0 v~ 1)
M.(5) ) looo o EIL EI ||+P6-1) |

Entretanto, na anilise estdtica de uma estrutura de pértico bidimensional, é interes-
sante que as equagdes que descrevem o comportamento fisico do mesmo estejam descritas
no sistema referencial global (X,Y), de forma a possibilitar o devido acoplamento das
equagées. As equacdes 3.45 e 3.46 descrevem as transformacdes, respectivamente, dos

deslocamentos e dos esforcos atuantes num elemento pértico, entre os sistemas referenci-

ais global (X,Y") e local (z,y).
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us(z) cos{e) sin(a) 0O Us(z)

va{z) ¢ =1 —sin{a) cos(a) 0 Vilz) (3.45)

v{(z) 0 0 1| Vi)
Fe(z) cos{a) sin{e) O Fx(x)
F(z} ¢ = | ~sin{a} cos(a) O Fy(z) (3.46)
ﬁ/_fz(:l:) 0 0 1 17\43(:1:)

Aplicando-se as transformaces entre sistemas referenciais 3.45 e 3.46 as equacbes
3.43 e 3.44, resultam os sistemas matriciais 3.47 e 3.48, que representam os deslocamen-
tos e os esforcos atuantes num elemento de pértico bidimensional, descritos no sistema

referencial global.

Usi—1) 1 [1 0 0 0 0 0o [ nG-1)
Vili — 1) 0 1 0 0 0 0 Va(i = 1)
) v - 1) | _ |00 1 0 0 0 ) v -1
Us(3) 1 0 —Lsin{e) Lcos(aj ——%isin(a) m%sin(a) uM(i - 1)
Va(i) 0 1 Lcos(a) Lsinla) Ls—scos(a) %icos(a) o3 -1)
| v 0 0 1 0 1?2 L | 2Pu-1)
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Fx(i—1) | 0 0 0 —FEAcos{a) EIsin(a) 0 , Uz(i ~1)

Fy(i = 1) 0 0 0 —EAsin{a) ~EIcos(a) 0 V(i — 1)

Mz(i —1) [_ 000 0 0 —E1 || ViV - 1) 5.48)
Fx(3) 0 0 0 EAcos(e) —EIsin(e) 0 u(i—1)
Fy (i) 0 0 0 EAsinfa) Elcos(a) 0 o3 - 1)

| Mz ) {000 0 EIL EI || v6-1) |

Observa-se que as varidveis MDP, associadas a um pértico bidimensional descrito
no sistema referencial global, séo Uz(: ~ 1), ug)(z‘ - 1), Va(i = 1), V(i — 1), v — e
vf’}(z’ —1). Assim, a anélise estitica MDP de uma estrutura bidimensional composta de
N elementos de pértico, resulta em 3(V 4 1) varisveis MDP. Sio estas: Ua(0), w5 — 1},

Va(0), ViV(0), o = 1) e vP(i = 1), onde s = 1,2, ..., .

Nas extremidades dos elementos de pdrtico que conectam-se, vale o principio da
superposicao aplicado as equagdes dos esforcos e dos momentos 3.48, e ainda a igualdade
das equagdes dos deslocamentos e das rotacbes 3.47. E possivel assim obter-se wmn sistema
linearmente independente em funcio das varidveis MDP, de forma a caracterizar-se o

comportamento de estrutura bidimensional de pértico.

A figura 3.22 apresenta uma estrutura composta de sete elementos de portico bidi-
mensionais. Observa-se que esta estrutura composta de N = 7 elementos de pértico 2D

implica na discretizacio em 3(N + 1) = 24 varidveis MDP.

As equagdes dos esforcos e dos momentos atuantes sio desenvolvidas para as extre-
midades dos elementos de pértico — respectivamente os dominios pontuais 1 =0,1,2,3,4
- empregando-se as relacdes descritas no sistema matricial 3.48. Nas extremidades dos

elementos que conectam-se, vale o principio da superposi¢ac aplicado s equacdes dos
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Figura 3.22: Estrutura de pértico 2D.

esforcos e dos momentos 3.48. Assim, observa-se por exemplo, que os esforgos, axial e
cortante, ¢ o momento fletor atuante no dominio pontual ¢ = 2 da figura 3.22 recebem
contribuicbes dos elementos N = 2,3,5.7 que conectam-se ao mesmo. Procedendo-se
dessa forma para as extremidades dos elementos de pértico — respectivamente os dominios

pontuais ¢ = 0,1,2,3,4 - resultam quinze equagdes referentes ao equilibrio da estrutura.

As equagtes de compatibilidade dos deslocamentos e das rotacdes nas extremidades
dos elementos de pértico, empregando-se as relagdes descritas no sistema matricial 3.47
também devem ser consideradas. No exemplo da figura 3.22, deve-se garantir a igual-
dade dos delocamentos ao longo dos eixos X e Y e das rotagbes em torno do eixo Z,
respectivamente entre os dominios pontuais i = 2ei =5t =3ei1 =6 et =4e
i = 7. Procedendo-se dessa forma resultam nove equagdes referentes a compatibilidade

dos deslocamentos e das rotagdes nas extremidades dos elementos.

Observa-se que as quinze equagdes de equilibrio da estrutura e as nove equagdes de

compatibilidade dos deslocamentos e das rotagdes caracterizam um sistema linearmente
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GECMETRIA INICIAL

-1 \V

-2

Figura 3.23: Geometria inicial - problema 1.

independente em fungio das 3(N 1) = 24 varidveis MDP. Uma vez resolvido este sistema,
€ possivel obter-se informagdes com relacio & geometria deformada e aos esfor¢os internos
atuantes em qualquer posicao desejada da estrutura de portico, empregando-se as equagdes

3.34 2 3.42 e os valores obtidos das varidveis MDP,

A figura 3.23 apresenta a geometria inicial de uma estrutura composta de sete ele-
mentos de pértico bidimensionais. As escalas dos eixos X e Y do sistema referencial
global séo dadas em metros [m]. Considera-se o médulo de elasticidade do material

E =21 x 10L&

7+ as areas das seces transversais A = 0.02 x 0.04m? e os momentos

[ . . -~ . 3 Ed .
de inércia de drea das se¢des transversais [ = 202004 4§ o500 do um carregamento
12 &

Fy(2) = ~1.0 x 10° N, conforme esquematizado na figura 3.23.

Este primeiro problema da analise estatica de uma estrutura de pértico é resolvido
empregando-se o método dos domfnios pontuais. A solugio obtida para a geometria de-
formada é apresentada na figura 3.24, em escala ampliada. A tabela 3.17 apresenta os

deslocamentos ao longo dos eixos X e Y; as rotacdes em torno do eixo Z ; as forgas reativas
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Tabela 3.17: Resultados MDP da andlise de estrutura de pértico — problema 1.

i | Us(s) [m] | Va(i) [m] | VDG [rad] | Fx(3) [N] | Fy(d) [N] | Mz(i) [N m]
0 0.0000 0.0000 -0.6111 3.750E5 5.000E3 (.0000
1 0.0134 -0.0333 -0.0053 0.0600 0.0000 0.0000
2 0.0000 -0.0666 0.0000 (.0000 -1.000E6 0.0000
31 -0.0134 -0.0333 0.0053 3.0000 0.0000 0.0060
4 0.0000 $.0000 0.0111 -3.750E5 | 3.000E5 0.0000

Fx e Fy; e os momentos reativos Mz avaliados nas extremidades dos porticos — respecti-
vamente os dominios pontuais i = 0,1,2,3,4. Observa-se que estes resultados MDP séo
idénticos aqueles obtidos a partir da solugdo empregando-se o método de Galerkin com
elementos finitos lineares de Lagrange para a representa¢io do comportamento fisico de

barra e elementos ciibicos de Hermite para a consideragao dos efeitos de viga atuantes na

estrutura.

GEOMETRIA DEFORMADA

Figura 3.24: Geometria deformada - problema 1.
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GEOMETRIA INICIAL
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Figura 3.25: Geometria inicial - problema 2.

A figura 3.25 apresenta a geometria inicial de uma estrutura composta de sete ele-
mentos de pértico bidimensionais. As escalas dos eixos X e ¥ do sistema referencial
global sdo dadas em metros [m]. Considera-se o médulo de elasticidade do material
E =21 x 10" % as dreas das secdes transversais A = 0.02 x 0.04 m2 e os momentos
de inércia de 4rea das secdes transversais | = %Qgiizl—w m*. E aplicado um carregamento

descrito pelas componentes Fy(2) = 8.0 x 10°N e Fy(2) = —8.0 x 10° N, conforme

esquematizado na figura 3.25.

Este segundo problema da anélise estitica de uma estrutura de portico € resolvido
empregando-se o método dos dominios pontuais. A solucio obtida para a geometria de-
formada é apresentada na figura 3.26, em escala ampliada. A tabela 3.18 apresenta os
deslocamentos ao longo dos eixos X e ¥; as rotagbes em torno do eixo Z; as forcas reativas
Fx e Fy; e os momentos reativos My avaliados nas extremidades dos porticos — respecti-
vamente os dominios pontuais 7 = 0,1,2,3,4. Observa-se que estes resultados MDP sio
idénticos aqueles obtidos a partir da soluggo empregando-se 0 método de Galerkin com

elementos finitos lineares de Lagrange para a representacac do comportamento fisico de
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Tabela 3.18: Resultados MDP da anélise de estrutura de pértico ~ problema 2.

i | Us(d) [m] | Va(e) [m) | ViO() [rad] | Fx(3) [N] | Fr(d) [N] | Mz(d) [Nm]
01 0.0000 0.0000 -0.0110 -1.000E5 | 4.000E5 0.0000
1 00179 -0.0320 -8.0035 0.0000 0.0000 0.0000
2 0.0143 -0.0533 0.0017 3.000E5 | -8.000E5 0.0000
31 -0.0036 -0.0213 0.00650 (.0000 (.0000 0.0000
41 0.0000 (0.0000 0.0069 -7.000E5 | 4.000E5 8.00040

barra e elementos ciibicos de Hermite para a consideracio dos efeitos de viga atuantes na

estrutura.

A apresentacio desta secio tém como intuito principal demonstrar-se como € possivel
a analise de problemas MDP 1D onde existe a necessidade da transformacdo entre sistemas

referenciais de coordenadas. Pode-se tratar problemas empregando-se aproximagdes MDP

GECQMETRIA DEFORMADA

-3

Figura 3.26: Geometria deformada ~ problema 2.
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lineares por partes numa derivada de alta ordem M genérica e realizar as transformacées

entre sistemas referenciais de coordenadas, de forma a representar-se convenientemente o

fendmeno fisico desejado.
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Capitulo 4

Aplicacoes 2D Envolvendo a

Equacao de Poisson

Alguns problemas de valores de contorno envolvende a equagio bidimensional de
Poisson sdo analisados. Um problema padrio é proposto e sao comparadas as solugbes
obtidas, através de sistemas lineares da mesma ordem, empregando-se o método dos
dominios pontuais e o método da dupla reciprocidade. O MDP também ¢ usado para
a solucio de problemas cléssicos de torgio na teoria da elasticidade. Os casos de segbes
transversais triangular, retangular e retangular trincada sio estudados e comparados com

resultados conhecidos da literatura.

Todos estes tépicos sio desenvolvidos neste capitulo, que encontra-se organizado em

trés secbes, conforme descrito a seguir.

Método da dupla reciprocidade. Esta se¢io apresenta o Método da Dupla Reciproci-

dade (MDR). O método é introduzido gradualmente de forma a facilitar a compreensao. A
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forma integral de contorno da equacdo de Laplace, geralmente empregada como o ponto de
partida da formulacio do método dos elementos de contorno, ¢ inicialmente apresentada.
A seguir extende-se 3 discussio de outros conceitos, respectivamente, solucio fundamental
e o método dos elementos de contorno para a equagdo de Laplace. E finalmente, trata-se

do desenvolvimento matemdtico do MDR para a equagdo de Poisson.

Solugées MDR e MDP de um problema padrio. Nesta secdo é avaliada a perfor-
mance dos esquemas numéricos MDR e MDP. Introduz-se inicialmente um problema 2D
envolvendo a equagdo de Poisson, e a sua respectiva solugido analitica. Tomando-se dis-
cretizagSes equivalentes, do ponto de vista da ordem do sistema linear final de equagbes
resultante, sdo obtidas as solugdes para o problema padrido segundo o método da du-
pla reciprocidade e o método dos dominios pontuais. As solugdes aproximadas MDR e
MDP, avaliadas para os contornos do problema, séo entdo medidas com relaco & solucio
analitica deste problema padrio. Observa-se que o métado dos dominios pontuais apre-

sentou a solucdo mais apurada para este caso de estudo.

Problemas de torgao. Problemas de torcio constituem problemas de valores de
contorno na teoria da elasticidade que descrevem o comportamento da funcéo de tenséo
de acordo com dada geometria da segéo transversal de um elemento. A equacgao de Poisson,
onde o termo fonte esta relacionado ao médulo de elasticidade transversal do material e
a0 angulo de rotagdo por unidade de comprimento, caracteriza a equacao diferencial do
problema. A fun¢io de tensdo é nula em todo o contorno da secao transversal, e esta
€ a condi¢do de contorno de tor¢io. As tensdes de cisalhamento estio relacionadas as
derivadas parciais de primeira ordem da funcio de tensio. E o torque é outro resultado

mmportante obtido dos problemas de torcio.

Empregou-se 0 MDP para a resolucio numérica do problema de torcdo de uma

secao transversal triangular equilateral. A funcio de tensio MDP obtida neste caso foi
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coincidente & solucio analitica do problema. Calculou-se os torques adimensionais MDP
para secOes transversais retangulares de diferentes valores da razéo entre os comprimentos
dos lados. Os resultados MDP foram comparados aos valores exatos dos torques adimen-
sionais e as solugdes obtidas a partir de um esquema Semi-Analitico/Numérico (SAN),
mostrando concordancia dos dados. (Os esquemas SAN caracterizam-se por combinarem
valores simbélicos e numéricos na aproximacao, tendo aplicagdes especialmente em pro-
blemas de otimizagao). E a solugdo MDP para uma se¢do retangular trincada mostrou-se

qualitativarmente correta.

4,1 Msétodo da dupla reciprocidade

Apresenta-se nesta segio o Método da Dupla Reciprocidade (MDR), adaptado de
Partridge, P. W., Brebbia, C. A., & Wrobel, L. C. [20]. O método é introduzido gradu-
almente de forma a facilitar a compreensdo. A forma integral de contorno da equagéo de
Laplace, geralmente empregada como o pornto de partida da formulagido do método dos
elementos de contorno, é inicialmente apresentada. Extende-se, a seguir, & discussdo de
outros conceitos, respectivamente, solucio fundamental e o método dos elementos de con-
torno para a equagio de Laplace. E finalmente, trata-se do desenvolvimento matematico

do método da dupla reciprocidade para a equago de Poisson.

4.1.1 Forma integral de contorno da equagao de Laplace

Considere que busca-se a solucdo da equacdo 4.1 de Laplace em um dominio ar-

bitrario bi ou tridimensional, como apresentado na figura 4.1.
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Figura 4.1: Dominio arbitrario.

Viu=0 em {2 (4.1)

Sao conhecidas as condices de contorno essenciais w = 4 no contorno I'y e as
condigdes de contorno naturais ¢ = du/8n = § no contorno 'y de forma que I' =Ty + T,
Observe que n é o vetor normal externo ao contorno e as barras sobre u e ¢ representam

os valores conhecidos.

Para este caso, a equagdo integral de contorno inicialmente requerida pelo método
pode ser facilmente deduzida partindo-se de consideraces de residuos ponderados, do
teorema da reciprocidade de Betti ou da segunda identidade de Green. A equagao integral
de contorno, apresentada pela expressio 4.2, & escrita genéricamente para o ponto 7 que
pode ser interno ou externo ao dominio, ou ainda pertencer ao contorno do mesmo. Para

0s tres casos descritos, é observada apenas a variacdo do coeficiente ¢;.
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ciui-—i-fruq*dI‘:/I:qu"dI‘ (4.2}

Esta forma integral de contorno da equagdo de Laplace é geralmente empregada
como o ponto de partida da formulagdo do método dos elementos de contorno. E interes-

sante observar que estas sdo integrais no sentido de Cauchy.

A principio, os erros introduzidos na equagéo integral de contorno 4.2, devido as
aproximacoes de u e de ¢, podem ser minimizados pelo processo de ortogonalizagao com
respeito as funcdes de ponderagio u* e de sua derivada normal ao longo do contorno
g* = Ou*/On. Dai a importéncia da escolha de fun¢des de ponderagéo u™ convenientes e,

especialmente, a solucdo fundamental.

4.1.2 Solugao fundamental

A solucao fundamental u* representa o campo gerado por uma fonte concentrada, de
valor unitrio, agindo no ponto 7. O efeito desta fonte é propagado de ¢ para o infinito sem
nenhuma consideracio das condicdes de contorno. Por causa disso, u* satisfaz a equagao
de Poisson apresentada na expressio 4.3, onde §; representa uma fungdo delta de Dirac,

que vai para infinito no ponto ¢ = z; e é zero em todos os demais pontos.

VIur 46 =0 (4.3)

Para um meio isotrdpico tridimensional a solugdo fundamental da equagdo 4.3 ¢

dada pela expressio 4.4, enquanto para um meio isotrépico bidimensional € descrita pela
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equagao 4.5. Em ambos os casos, r representa a distincia do ponto i de aplicacdo da fonte

concentrada com relagdo a qualquer outro ponto que esteja sendo considerado.

. 1
. 1.

4.1.3 Msétodo dos elementos de contorno para a equagao de Laplace

Apresenta-se o procedimento através do qual a equagac 4.2 é discretizada de forma
a obter-se um sistemna linear de equacdes possibilitando que os valores de contorno sejam
calculados. Assume-se, por simplicidade, que o dominio ¢ bidimensional e seu contorno &

dividido em N segmentos ou elementos, como apresentado na figura 4.2.

S&o chamados de nds os pontos onde as varidveis sio consideradas. Para o caso
dos elementos constantes, que s&o empregados neste trabalho, os nés séo posicionados
no centro de cada um dos elementos. Entretanto, é possivel a utilizacdo de uma grande
variedade de elementos distintos, como por exemplo os elementos quadraticos, que repre-
sentam as funcdes u e ¢ aproximando-as por equacdes do segundo grau no interior de cada
elemento, e assim por diante. No caso do elemento constante, como o prépric nome diz,

os valores das funcdes u e ¢ sio considerados invariantes em todo o elemento.

Uma vez que o contorno apresenta-se dividido em N elernentos, a equagéo 4.2 pode
ser discretizada para um dado ponto ¢, como mostrado na expressao 4.6, antes da aplicacdo

das condi¢Ses de contorno. Observa-se que no caso dos elementos constantes os valores
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elemento r

Figura 4.2: Elementos de contorno.

das funcdes u e g s40 sempre suaves nos Nds, UMa vez que oS MesINos encontram-se posl-
cionados nos pontos médios dos elementos. E por esse motivo, para o caso dos elementos

constantes, o coeficiente ¢; da equagio 4.2 é sempre igual a 3.

1 N N ‘
‘“W“FZ] uq*dI’:Z/ gudl’ (4.6)
2 j=1 Fj i=1 Iy

Os valores de u e g podem entio ser extraidos da integral, como apresentado na

equacdo 4.7. Eles sio chamados de u; e g; para o elemento j.

1 N N
§uz’+;uj/r]q dTmZQj/_u dl’ (4.7)

=1 r.?

Observa-se que existem agora dois tipos de integral a serem avaliadas ao longo do

elemento, como mostra a expressao 4.8. Estas integrais relacionam o ud 7, onde a solugao
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fundamental € aplicada, a todos os demais nés ;. Devido a 1850, seus valores resultantes

sao geralmente chamados de coeficientes de influéncia e sio denotados por Hj; e Gy;.

Ay = [ qdr g= [ w .
! ]qu Gy /rjudI‘ (4.8)

Assim, para um ponto particular 7, a equacdo 4.7 pode ser reescrita como mostrado

em 4.9,

1 N N
*2— u; + Z Hz'j U; = Z Gij g (49)
J=1 7=1

Definindo-se H,; = H;; + 1&;;, onde &;; é o delta de Kronecker, de forma que o valor

% é somado & H;; quando ¢ = j; a equacao 4.9 pode ser reapresentada como em 4.10.

N N
2o Hju;=3"Gyg (4.10)
J=1 7=1

Fazendo-se agora a posicio do ponto i variar de 1 até N , isto é, aplicando-se a solucio
fundamental em cada um dos nés da discretizagdo, é obtido um sistema de equacdes
resultante da utlilizacio sucessiva da equacio 4.10. Este conjunto de equagdes pode ser
apresentado na forma matricial 4.11, onde H e G sio matrizes de dimensio N x N eu

e g sao vetores de dimensido N x 1.

Hu=Gg (4.11)
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E interessante observar que, devido as condigdes de contorno, Ny valores de u e
N, valores de g sio conhecidos em Ty e I'; respectivamente (Ny + N = N). Assim,
tém-se apenas N incdgnitas no sistema de equagdes 4.11. Para que estas condiges de
conforno sejam aplicadas é necessario que o sistema de equagdes 4.11 seja rearranjado
através da mudanca conveniente das colunas das matrizes H e G de um lado para outro.
Colocando-se todas as incégnitas do lado esquerdo do sistema é possivel reescrevé-lo como
apresentado em 4.12, onde z é o vetor dos valores desconhecidos do contorno (em termos
de u e ¢) e b é obtido pela multiplicagéo das colunas correspondentes das matrizes H e G

pelos valores conhecidos de u e ¢.

AI prud b (4.12)

4.1.4 Msétodo da dupla reciprocidade para a equagdo de Poisson

Apresenta-se o Método da Dupla Reciprocidade (MDR) para o tratamento da equagao

4.13 de Poisson, onde b = b(z,y), ou seja, b é uma func¢do conhecida da posigao.

Viu="0 (4.13)

A solugdo da equacio 4.13 pode ser expressa como a soma de uma solugdo ho-
mogénea, associada & equagdo de Laplace, e uma solugo particular ¢ tal que V24 = b
Entretanto, geralmente é dificil encontrar uma solugéo @ satisfatoria, principalmente no

caso de problemas ndo-lineares ou transientes.

O MDR propée o uso de uma série de solugdes particulares ¢; ao invés de uma 1inica
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L nos internos
]

N nos no contorno

Figura 4.3: Nés internos e de contorno.

solugao particular &t. O nimero de solucdes particulares 4; empregadas € igual ao nimero
total de nés do problema. Assim, considerando-se N nés no contorno e I nds internos,

tém-se entdo N + L valores de 4;, como mostrado na figura 4.3.

A aproximacao apresentada na equacgio 4.14 é entdo proposta, onde «; € um conjunto

de coeficientes, & principio desconhecido, e f; séo func¢des de aproximacio.

N4L

b S o f; (4.14)

i=l

As solugdes particulares 4; estdo relacionadas is fungdes de aproximagdo f; através

da equacgdo 4.15.

Vit = f; (4.15)
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As funcbes de aproximacio f; da expressio 4.14 podem ser comparadas as funcdes
de interpolacdo ¢;, das expansdes da forma u = 3 ¢; u;, que sdo empregadas no proprio
método dos elementos de contorno e na analise utilizando-se elementos finitos. E, analo-
gamente, a equacio 4.14 é exata nos pontos nodais. A expansao 4.14 é valida em todo o

dominio do problema e pode ser associada ao caso de um grande superelemento.

A equacéo 4.16 € obtida aplicando-se a expressao 4.15 em 4.14,

N+IL

b= o(V?iy) (4.16)

i=1

A expressio 4.16 pode ser substituida na equagéo original de Poisson 4.13, de forma
a fornecer a relacdo 4.17. Observa-se que o termo fonte b da equagdo de Poisson € entao
representado por um somatério de produtos dos coeficientes a; e do Laplaciano operando

sobre as solucdes particulares ;.

NaL
Viu= Y o;(Viy) (4.17)
J=1
A equacio 4.17 pode ser multiplicada pela solugdo fundamental e integrada sobre o

dominio, produzindo a expressao 4.18.

N+L
/Q (V2w d = 3 o /ﬂ (V% 8, dO) (4.18)
j=t

Integrando-se por partes os termos do Laplaciano na equagdo 4.18 ¢ obtida a ex-
pressio 4.19, vélida para um ponto fonte 7 arbitrdrio. Observa-se que a expressao 4.19

apresenta integrais definidas apenas sobre o contorno do problema.
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N+L
ciui—i—/uq*d]f‘——/.qu*dfz S a (ciaz-j-;»fajq*dru/gju*dr) (4.19)
r r = T r
O termo §; na equagio 4.19 é definido como g; = 01;{/dn, onde n é o vetor normal

unitario externo ao contorno I'. O mesmo pode ser expandido como mostrado na equacéo

4.20.

A 3-&j Qﬁ Bﬁj By

q; = Fe Bm + 79";‘55 (4.20)

O mesmo resultado, apresentado na expressio 4.19, pode ser obtido empregando-se
a segunda identidade de Green ou o principio da reciprocidade. E é esta a operagio que d4
nome ao metodo. Uma vez que o principio da reciprocidade é aplicado aos dois lados da
expressao 4.18, de forma que todos os termos sejam avaliados no contorno do problema,

tém-se entdo o método da dupla reciprocidade.

O préximo passo consiste em escrever a equacdo 4.19 na forma discretizada, considerando-
se o somatdrio sobre os elementos de contorno substituindoe as integrais. Este procedi-

mento fornece a equacgao ¢.21, vélida para o ponto fonte 7 arbitrario.

Ci Ui + }:2’21 Jr,ug dl — P Jrqudl =

NiL ) N N (4.21)
S oy (e dy + T, Jr, G457 dD — Jr, @ w*dl)

As mesmas matrizes H e G definidas na sec3o anterior podem ser utilizadas em am-
bos os lados da equagéo 4.21. Este procedimento, apresentado na expressdo 4.22, introduz

uma aproximagao na avaliacao dos termos do lado direito da equacao. Entretanto, o erro
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observado devido a esta aproximacio é pequeno e a eficiéncia do método é melhorada

consideravelmente.

N N N4L N N

cuit+ > Hiuue— 2 Guegr = > e (Ci fij + > Hip gy — > G ékj) (4.22)
k=1 k=1 =1 k=1 k=1

O indice k é usado para os nés do contorno que sdo os pontos de campo. Ap6s

a aplicagdo da fonte em todos os nés do contorno usando uma técnica de colocagao, a

equacio 4.22 pode ser expressa na forma matricial 4.23.

N+L
Hu—Gg= Z a;(Hu; — G4j) {4.23)
i=1
Observa-se que na equacéo 4.23 os termos ¢; ja foram incorporados a diagonal prin-
cipal da matriz H. Se cada um dos vetores i; e §; é considerado, respectivamente, uma
coluna das matrizes U e @, entio a equacio 4.23 pode ser reescrita como apresentado em

4.24. A equagio 4.24 é a base para a aplicagdo do MDR e envolve a discretizagao apenas

do contorno.

Hu-Gqg={HU~-GQ)e (4.24)

O vetor « da equacio 4.24 é considerado agora. A equagdo 4.14 € reapresentada em

4.25.

N+L

=2 o fi (4.25)

=1
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Tomando-se o valor de b em (N + L) pontos distintos, um conjunto de equagdes pode
ser obtido a partir da equaggo 4.25. O mesmo pode ser descrito na forma matricial, como
apresentado na expressio 4.26, onde cada coluna de F consiste de um vetor contendo 0s

valores da funcdo f; em cada um dos (N + L) pontos de colocacdo do MDR.

b= Fu (4.26)

Como foi visto no infcio desta secio, b é um vetor conhecido, dado em funcio das
posigées dos pontos MDR. Assim, a equacio 4.26 pode ser invertida, de forma a fornecer

@, como apresentado na expressao 4.27.

a=F1h (4.27)

O vetor d, apresentado na equagio 4.28, pode ser obtido diretamente pela multi-

plicacdo de matrizes e vetores conhecidos.

d=(HU - G Q) (4.28)

E o lado direito da equacio 4.24 pode ser substituido pelo vetor d, como apresentado

na expressao 4.29.

Hu—-Gg=d (4.29)
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Aplicando-se as condigdes de contorno como explicado na secéo anterior (/V valores
de u e ¢ sdo conhecidos em I'), a equagio 4.29 pode ser reescrita como apresentado na

expressio 4.30, onde o vetor z contém N valores de contorno em u e g desconhecidos.

Az=b (4.30)

Um iltimo ponto a ser tratado diz respeito as fungdes de aproximagdo f. A solugdo
particular 4, sua derivada normal § e a fungio de aproximacao f correspondente, usadas
no MDR, nio sdo limitadas pela formulacdo, exceto pelo fato de que a matriz F resultante,

apresentada na equacdo 4.26 deve ser ndo singular.

Neste trabalho a funcéo de aproximacdo escolhida é apresentada na equagao 4.31.
Esta funcio de aproximagdo f é conhecida por produzir excelentes resultados em um

grande mimero de problemas de engenharia.

f=1+r (4.31)

E observa-se que para a fun¢io de aproximacéo 4.31, & solugdo particular ¢ e sua

derivada normal § sio dadas, respectivamente, pelas expressoes 4.32 e 4.33.

oz g2
., Ordz  ordy. r 1
q= (*55%"5' '6‘555)("5*‘1‘ g) (4.33)
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4.2 Solugoes MDR e MDP de um problema padrao

Nesta secdo ¢ avaliada a performance dos esquemas numéricos MDR e MDP. Um pro-
blema teste, proposto nesta secio, serve de parametro para as comparacoes. Tomando-se
discretizagbes equivalentes (empregando-se aproximadamente o mesmo ntimero de variiveis
em cada um dos esquemas), sdo obtidas solucdes para o problema padrio segundo o
Método da Dupla Reciprocidade (MDR) e 0 Método dos Dominios Pontuais (MDP). As
solugoes aproximadas MDR e MDP, encontradas para os contornos I, (6=1,2,3), séo

entao comparadas com a solugdo exata do problema teste.

Esta secao encontra-se dividida em quatro sub-segbes. Na primeira delas o problema
teste ¢ convenientemente introduzido, A segunda sub-se¢do apresenta a solucio MDR
do mesmo, empregando-se uma discretizagio com 52 varidveis. A sub-secdo seguinte
apresenta a solugdo MDP equivalente, onde o problema é dicretizado em 49 varidveis. E

a quarta e Ultima sub-segdo trata da comparacio e da discussio dos resultados.

4.2.1 O problema padrio

Para motivar a apresentagéo do trabalho, é introduzido o problema teste dado pela ex-
pressao 4.34, representando a equagio de Poisson, definido sobre o dominio bidimensional

da figura 4.4.

Fu 2
Fz T 5—3,721 = 4cos(z? + y°) — 4(z® + y?) sin(z? + ?) (4.34)

O problema teste estd ainda sujeito is condigdes de contorno essenciais (em ') e

naturais {em I’y e I's) descritas pela expressio 4.35.
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Figura 4.4: Dominio do problema teste.

u = sin(0.25) (z,y) el
8r = 2zcos(z? +y?) (z,y) €Tl (4.33)
%}j =2y cos(;z:2 + yz) (z,y) €T

F interessante observar que a solucio exata do problema teste, assim como foi in-

troduzido acima, é dado pela equacgao 4.36.

u(z,y) = sin{z® + y*) (4.36)

Este problema serve como pardmetro para o estudo da performance dos esquemas

numéricos apresentados neste capitulo.
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Figura 4.5: Discretizagdo MDR do problema teste.

4.2.2 Solucdc MDR

A figura 4.5 apresenta a discretizagdo adotada para a solugdo do problema teste empregando-
se 0 método da dupla reciprocidade, cuja formulacio mateméatica foi introduzida na pri-
meira segdo deste capitulo. Sio empregados N = 52 elementos de contorno constantes,
cujos nos séo representados por o na figura 4.5. O contorno externo do dominio do pro-
blema teste apresenta 40 elementos de contorno de mesmo comprimento, ordenados a
partir da aresta de posi¢do (~1.2, —1.2) e seguindo no sentido anti-hordrio. Por sua vez, o
contorno interne do dominio apresenta 12 elementos de contorno de mesmo comprimento,

ordenados a partir da posigao (0, —1) e seguindo no sentido horgrio.

Para a representacao conveniente do termo fonte da equacao 4.34 sao empregadas
(N -+ L) = 140 funcdes f; de aproximacio, sendo N = 52 delas definidas sobre os nés de
contorno e as L = 88 demais definidas sobre os nés internos. Os I = 88 nds internos sio

representados na figura 4.5 por .
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Figura 4.6: Valores u MDR nos nés do contorno externo.

A equagao 4.35 do problema teste fornece condigdes de contorno naturais para o
contorno externo do dominio e condigdes de contorno essenciais para o contorno interno
do mesmo. Assim, os valores de u nos 40 nés do contorno externo e os valores de ¢ nos 12
nés do contorno interno constituem as variaveis do problema teste discretizado segundo

o MDR. E portanto, o sistema linear final é de ordem 52.

A figura 4.6 apresenta os valores obtidos de u da solugdgo MDR para os nés do
contorno externo, que sio indicados por =. A figura 4.6 apresenta ainda os valores exatos
de u, obtidos a partir da equagio 4.36, para estes mesmos nos do contorno. As solugdes
nodais MDR em u apresentam o erro maximo percentual de 2.9388% e um erro medio

percentual de 1.2510%.

A figura 4.7 apresenta os valores obtidos de ¢ da solugdo MDR para os néds do
contorno interno, que sio indicados por %, A figura 4.7 apresenta ainda os valores exatos

de ¢, obtidos a partir da equagdo 4.36, para estes mesmos nos do contorno. As solucGes
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Figura 4.7: Valores ¢ MDR nos nds do contorno interno.

nodais MDR em ¢ apresentam o erro maximo percentual de 4.4595% e um erro médio

percentual de 4.3519%.
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Figura 4.8: Regido discretizada em dominios pontuais.

4.2.3 Solugao MDP

O capitulo 2 deste trabalho descreve detalhadamente o Método dos Dominios Pontuais
(MDP). Outras referéncias para a modelagem de problemas de valores de contorno en-
volvendo equacdes diferenciais parciais 2D empregando-se o MDP sio Neto & Iguti [17] e

Neto, Iguti, Nogueira & Mesquita [18].

A solugdo do problema teste segundo o método dos dominios pontuais utiliza as
aproximaces MDP lineares em u(**{z,y), cuja formulacio matemadtica foi apresentada
na sétima secdo do capitulo 2. A figura 4.8 apresenta a regido retangular do espago
bidimensional discretizada em (N 41) x (M + 1) = 9 dominios pontuais. E para este caso
tém-se Az; = Azy = Ay = Ayp = 0.6. Esta discretizagio MDP (N = M = 2) implica
em (N +5)(M +5) = 49 varidveis MDP. E portanto, o sistema linear final é de ordem 49.

A figura 4.9 apresenta 140 pontos de aproximagao MDP tomados para a repre-

sentacao do dominio §1 do problema teste. Observa-se que os pontos de aproximacio
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Figura 4.9: Pontos de aproximacio em (0.

MDP sio coincidentes com os nés da discretizagdo MRD, apresentados na figura 4.5.
Garante-se assim que a mesma informacio sobre o problema alimenta cada um dos es-

quemas numericos.

A equagdo diferencial 4.34 do problema é imposta nos 88 pontos de aproximacio
interiores ao dominio {1, empregando-se as aproximacdes MDP, As condi¢oes de contorno
naturals e essenciais do problema teste sio apresentadas na equacao 4.35. As condicdes
de contorno naturais sdo impostas nos 40 pontos de aproximacéo do contorno externo
do dominio , e as condigdes de contorno essencias sio impostas nos 12 pontos de apro-
ximagdo do contorno interno do mesmo, empregando-se sempre as aproximagbes MDP.
Para tanto, o método da colocagio é utilizado, resultando em uma equagao para cada um

dos pontos de aproximacao empregados, dadas em funcdo das 49 varidveis MDP.

Para a obtencdo dos (N + 5)(M -+ 5) = 49 valores das variaveis MDP, o sistema de

equagdes resultante € entdo resolvido empregando-se o método dos minimos quadrados. As
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Figura 4.10: Solugdo u(z,y) MDP da regido discretizada.

préprias aproximagdes MDP lineares em u*%)(z,y) sdo utilizadas no pds-processamento

dos dados, produzindo resultados suaves tanto da funcdo u(z,y) quanto de suas derivadas.

A figura 4.10 apresenta solugdo u(z,y) MDP obtida para toda a regido retangular
discretizada. E a figura 4.11 apresenta a solugdo u(z,y) exata, dada pela equacio 4.36,

para esta mesma regiao.

A figura 4.12 apresenta a distribuicido do erro absoluto, entre as solugbes u(z,y}
MDP e exata, para toda a regido retangular discretizada em dominios pontuais. O erro
absoluto € = up[pPp = Uexata Maximo, em modulo, é de 0.0131. E o erro absoluto médio,

em modulo, é de 0.0034 para toda a regizo discretizada.

A figura 4.13 apresenta as aproximacoes MDP de u(z,y) e de suas derivadas, obtidas
da solucao do problema teste. Sao apresentados nove graficos que, observados da esquerda
para a direita, seguindo da linha de cima para a de baixo, representam respectivamente as

aproximagdes MDP de u(z,y), v (z,y), u®(z,y), v®(z,y), vV (z,y), u®V(z,p),
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Figura 4.11: Solugéo u(z,y) exata da regido discretizada.

Para possibilitar a avaliagio da performance dos esquemas numéricos apresentados

DISTRIBUICAD DO ERRO
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Figura 4.12: Distribuicio ¢ = UMDP — Uexata 40 erro absoluto.
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Figura 4.13: Aproximactes MDP de u{z,y) e de suas derivadas.

neste trabalho, as solucoes u MDP s&o tomadas nos 40 pontos de aproximacio do contorno
externo do dominio {). E as solugbes ¢ MDP sdo tomadas nos 12 pontos de aproximacio
do contorno interno do dominio 2 do problema teste. Observa-se que as posicdes destes
52 pontos de aproximacédo coincidem com as posigdes dos nds dos elementos de contorno
MDR. E portanto, estes valores de u e ¢ podem ser comparados diretamente com os

valores obtidos da solugdo MDR do problema teste.
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Figura 4.14: Valores u MDP nos pontos do contorno externo.

A figura 4.14 apresenta os valores obtidos de u da solugdo MDP para os pontos de
aproximagao do contorno externo, que sdo indicados por *. A figura 4.14 apresenta ainda
os valores exatos de u, obtidos a partir da equacdo 4.36, para estes mesmos pontos de
aproximacao. As solugbes nodais MDP em u apresentam o erro percentual méaximo de

1.2613% e um erro ﬁ)ercentual médio de 0.6960%.

A figura 4.15 apresenta os valores obtidos de g da solugdo MDP para os pontos de
aproximagao do contorno interno, que sio indicados por x. A figura 4.15 apresenta ainda
os valores exatos de ¢, obtidos a partir da equagio 4.36, para estes mesmos pontos de
aproximagao. As solugdes nodais MDP em ¢ apresentam o erro percentual méximo de

1.4297% e um erro percentual médio de 1.0175%.
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Figura 4.15: Valores ¢ MDP nos pontos do contorno interno.

4.2.4 Comparacio dos resultados

Nesta sub-secao avalia-se a performance dos esquemas numéricos MDR e MDP, apre-
sentados neste capitulo. Para tanto, foi tomado o cuidado de garantir-se que a mesma
informacado sobre o problema teste alimenta cada um dos esquemas numéricos. Os 40
pontos de avaliacdo dos resultados em u e os 12 pontos de avaliacdo dos resultados em
g também sao coincidentes para as solugdes MDR e MDP, obtidas do problema teste. E
possivel assim uma anélise criteriosa da performance dos esquemas numéricos, uma vez
que a tUnica distingdo entre as solugdes reside na forma como é realizado o processamento

da informacao, que € o que efetivamente caracteriza um método numeérico.

A tabela 4.1 apresenta a comparacdo dos resultados das solucdes MDR e MDP do
problema teste. Observa-se que a solu¢do MDR é obtida empregando-se uma discre-
tizacdo do problema teste em 52 varidvels, enquanto a solugdio MDP é obtida segundo

uma discretizacao em 49 varidvels.
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Tabela 4.1: Soluges MDR e MDP do problema teste.

Esquema numérico | MDR MDP
Ordem do sistemna 52 49
Erro u médio 1.2510% | 0.6960%
Erro v méximo | 2.9388% | 1.2613%
Erro ¢ médio 4.3519% | 1.0175%
Erro ¢ maximo | 4.4595% | 1.4297%

4.3 Problemas de torgao

Problemas de torcdo constituem problemas de valores de contorno na teoria da
elasticidade que descrevem o comportamento da funcdo de tensao u{z,y) de acordo com

dada geometria da segio transversal de um elemento.

A equagao de Poisson 4.37, onde o termo fonte est4 relacionado ao médulo de elas-
ticidade transversal do material G e ao dngulo de rotagio por unidade de comprimento
f, caracteriza a equacéo diferencial do problema, valida para todo o dominio 2 da secio

transversal do elemento.

u 0%
:;2 e — —— = : Lrd

A funcao de tensdo u(z,y) é nula em todo o contorno I da secao transversal, e esta

é a condigdo de contorno de torgdo 4.38.
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u(z,y) = (z,y) el (4.38)

As tensoes de cisalhamento 7..(z,y) e 7. (7, y) estdo relacionadas as derivadas par-
ciais de primeira ordem da fungdo de tensdo u(z,y). As equacdes 4.39 e 4.40 descrevem

estas relacoes.

ror(sy) = %{x,y) (4.39)
re(2,3) = 34(z.y) (4.40)

O torque M, apresentado na expressio 4.41, é outro resultado importante obtido

dos problemas de tor¢éo.

Mng/Lu(m,y)dQ {4.41)

Considere-se uma secao triangular equilateral genérica, definida no plano (z,y),
de tal forma que os vértices da mesma estio localizados, respectivamente, nas posicdes
{0, %\/;?), (a,0) e (a,%+/3). (Observa-se que a altura deste triangulo é dada por a e o
comprimento de seus lados ¢ de +/3). A solugio analitica do problema de tor¢io aplicado
a esta secdo transversal de um elemento é apresentada na equacéio 4.42, Timoshenko &

Goodier [26]. As expressdes 4.43 e 4.44 relacionam o sistema referencial (X,Y), a partir
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do qual a solugéo analitica do problema é fornecida, com aquele (z,y), no qual define-se
a segio transversal triangular equilateral. E a equacdo 4.45 descreve o momento devido

2 torgao M; atuante nesta secao transversal.

X
u(X,Y)=G9%——(4a2~12aX+9X2—27Y2) (4.42)
2
x=22_; (4.43)
3
a
Y =y— 5\/§ (4.44)
(14
M,=G8 Ex/é' (4.45)

Empregou-se o método dos dominios pontuais para a resolugio numérica do pro-
blema de torcao de uma secio transversal triangular equilateral. Para tanto, utilizou-se
da metodologia apresentada na sétima se¢do do capitulo 2 e, por simplicidade, assumiu-se

para este problema que G8 = 1.

A figura 4.16 ilustra o procedimento MDP para a obtencéo da funcio de tensdo
u(x,y) para uma secdo transversal triangular equilateral. O canto superior esquerdo da
figura apresenta a discretizagdo de drea em nove dominios pontuais — indicados por o.

Este procedimento conduz a um sistema linear de ordem 49. O canto superior direito da
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figura 4.16 apresenta os pontos de aproximacao para a colocagdo da equacdo diferencial
4.37 do problema - indicados por = — e os pontos de aproximagio para a colocacdo da
condigdo de contorno 4.38 - indicados por o. O canto inferior esquerdo da figura apresenta
a funcgio de tensdo u{z,y) MDP obtida, enquanto o canto inferior direito mostra as curvas
de nivel desta mesma funcdo. A funcéo de tensdo u(z,y) MDP é coincidente com a solucédo

analitica deste problema de torgio, apresentada em 4.42.

A figura 4.17 é anéloga a figura 4.16 e ilustra o procedimento MDP para a obtengio
da funcdo de tensdo uz,y) para uma segdo transversal retangular. Para a solucio deste
problema assumiu-se G @ = 1 e o retangulo, que caracteriza a secdo transversal do elemento

sujeito & torcao, apresenta o comprimento da base a = 1 e altura b = 2.5.

Para o célculo do torque M; é necessdrio realizar-se a integracio da funcio de tenso

u(z,y) sobre a &rea ) da secdo transversal retangular, conforme definido na equagido 4.41.

O procedimento padrdo para a integragio numeérica de uma func¢do arbitraria uni-
dimensional f(£) no intervalo —1 < £ < 1, empregando-se a quadratura de Gauss, é
apresentado na expressao 4.46. As coordenadas £; e os seus respectivos coeficientes de
ponderagao w; da quadratura de Gauss, onde 7 = 1,2, 3, sdo definidos na equacdo 4.47.

Este procedimento assegura a solucdo exata para fung¢bes polinomiais f{£)} do quinto grau.

+1 3
[ fede =Y wif(&) (4:46)

i=1

J
<
|

&
It
W O

(4.47)

-
O
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Figura 4.16: Solucdo MDP para secio transversal triangular.

Assim, para o cdlculo do torque M,, a integracio numérica bidimensional da fungéo
de tensdo u(z,y) MDP ¢ realizada — de acordo com a expressio 4.48 — independentemente
para as quatro regides delimitadas por dominios pontuais vizinhos, conforme ilustradas
no canto superior esquerdo da figura 4.17, Observa-se que para tanto, deve-se trabalhar

convenientemente com as transformacdes entre os sistemas referenciais (&.7m), das coor-
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Figura 4.17: Solugdo MDP para secdo transversal retangular.

denadas de quadratura de Gauss, e (z,y), onde define-se o problema de torcio da segio

transversal retangular.

3

[:1 fj w(§;m)dEdn =3 3 wiw;ulé,n;) (4.48)

tm1 j=1
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Tabela 4.2: Valores do torque adimensional para secdes retangulares.

2 1.0 2.5 5.0 10.0
SAN | 2.2489 | 9.9716 | 23.2891 | 49.7479
MDP | 2.2490 | 9.9706 | 23.2517 | 49.4372
exatos | 2.2496 | 9.96 23.28 49.92

Séo obtidos resultados numéricos do torque adimensional @—“gfg para diferentes valo-
res da razao % dos comprimentos dos lados da secdo transversal. Estas solugdes MDP séo
apresentadas na tabela 4.2, juntamente com os valores exatos do torque, extraidos de Ti-
moshenko & Goodier [26], e de resultados SAN, obtidos por Ioakimidis [10]. Os esquemas
Semi-Analiticos/Numéricos (SAN) caracterizam-se por combinarem valores simbdlicos e
numéricos na aproxXimagao, tendo aplicagdes especialmente em problemas de otimizacéo.
Observa-se a boa concordancia das solucdes MDP com os demais resultados apresentados

na tabela 4.2.

A figura 4.18 ilustra o procedimento MDP para a obtencdo da funcdo de tensio
u{z,y) para uma se¢do transversal retangular trincada. O canto superior esquerdo da
figura apresenta a discretizagdo de area em quarenta e nove domfnios pontuais — indi-
cados por o. Este procedimento conduz a um sistema linear de ordem 121. O canto
superior direito da figura 4.18 apresenta os pontos de aproximacio para a colocagdo da
equagdo diferencial 4.37 do problema - indicados por * — e os pontos de aproximacao
para a colocagdo da condigdo de contorno 4.38 — indicados por o. O canto inferior es-
querdo da figura apresenta a fun¢do de tensdo u(z,y) MDP obtida, enquanto o canto
inferior direito mostra as curvas de nivel desta mesma funcio. Esta solugdo MDP para o

problema da torgao de um elemento com segdo transversal retangular trincada mostra-se
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Figura 4.18: Solucdo MDP para secdo retangular trincada.

qualitativamente correta, embora ndo tenha sido comparada com resultados da literatura.



Capitulo 5

Anadlise Transiente de Carga Mével

Atuante em Viga

Este capitulo tém como objetivo explorar as potencialidades do método proposto na
solucdo de problemas em mecanica do continuo. Mais especificamente procura-se estudar
aqui a possibilidade da introdugéo de descontinuidades fisicas em diferentes niveis das

aproximagdes MDP - da funcdo ou de suas derivadas parciais.

E sabido que um carregamento movel atuante sobre uma ponte produz maiores
deflexdes e tensdes que o mesmo carregamento aplicado estaticamente. Este efeito das
cargas moveis sobre pontes é de grande importancia pratica e deve ser considerado no
projeto das mesmas. Neste trabalho apresenta-se a modelagem de uma viga bi-apoiada
sujeita a carregamento mével empregando-se o método dos dominios pontuais. E o método

dos elementos finitos também é empregado para a modelagem da viga.

O problema escolhido para a andlise, a modelagem dinimica de viga bi-apoiada
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Figura 5.1: Viga bi-apoiada sujeita a carregamento mével.

sujeita a carregamento moével, foi amplamente estudado por pesquisadores desde meados
do século XIX, como Willis [27] e Stokes [24], até o final da década de sessenta do século
passado, tendo culminado com trabalhos como os de Steele [23] e de Tang & Yen [25]. A
vantagem de tratar-se de um problema cldssico e que possui solugio analitica reside na
possibilidade de avaliar-se efetivamente a performance do esquema numeérico empregado
na solu¢do. A figura 3.2 apresenta o desenho esquemético de uma viga bi-apoiada sujeita

a carregamento mével.

Apesar se ambas as solucdes numéricas — MDP ¢ MEF - serem medidas com relacio
4 solucéo analitica do problema em estudo, nio cabe neste trabalho uma comparacio
direta entre os esquemas numéricos. Convém observar-se que tais abordagens, adotadas
na andlise fransiente de carga mével atuante em uma viga, sdo completamente distintas.
E a motivagdo na apresentacdo da modelagem MEF estd justamente no desejo de expor

estas diferentes possibilidades de abordagem de um mesmo problema.

Este capitulo encontra-se organizado em trés secdes, conforme descrito a seguir.



Modelagem MEF. O método dos elementos finitos & empregado para a modelagem
da viga. Neste caso a discretizacio espacial di-se a partir do elemento finito ciibico
de Hermite e um esquema de Newmark com aceleracio constante é considerado para a
integracao do sistema das equagdes de movimento ao longo do tempo. Na solu¢io MEF do
problema € imposta uma relagio especifica entre as discretizacdes espacial e temporal de
forma a garantir-se que a posicio da carga mével sempre coincida com um né do modelo,

facilitando a anélise.

Modelagem MDP. A versio bidimensional do método dos dominios pontuais é empre-
gada na analise transiente de carga mével atuante em uma, viga. Sendo assim, considera-se
uma das dimensdes ao longo do comprimento da mesma — espaco — enquanto a outra estd
associada a evolugao no tempo. O carregamento mével é tratado como uma desconti-
nuidade na derivada terceira do deslocamento, que estd diretamente associada forca
cortante atuante na viga. Tal abordagem mostra-se bastante conveniente uma vez que
o MDP permite a introducdo de descontinuidades fisicas em posicdes intermediarias aos
pontos de discretizacéo, possibilitando a obtengéo de uma solugio apurada mesmo para

a modelagem da viga utilizando-se um nimero reduzido de varidveis.

Apresentacéo e discussdo dos resultados. Observa-se que os modelos MEF e MDP
apresentam niveis de erro compativeis, apesar das abordagens serem bastante distintas.
Os erros das solugdes MEF acentuam-se a medida que sio computados os incrementos
de tempo, enquanto que os erros MDP apresentam-se melhor distribuidos ao longo do
tempo. A introdugdo de descontinuidades em posicBes intermedidrias aos pontos de dis-
cretizagdio MDP mostra-se bastante eficiente, viabilizando a analise transiente da carga

movel atuante em viga.
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5.1 Modelagem MEF.

A referéncia para a modelagem da viga bi-apoiada sujeita a carregamento mével
empregando-se o método dos elementos finitos é Dhatt & Touzot [7]. A equagio de movi-
mento da viga, discretizada empregando-se o elemento finito cibico de Hermite, é descrita
pela expressao 5.1. Nesta equagido F representa o mddulo de elasticidade do material, /
representa o momento de inércia de drea da secio transversal, p representa a densidade
do material, A representa a area da secdo transversal e [ representa o comprimento de um

elemento da viga.

4 ' r “ iy A

156 221 54 —137 | | s 12 60 -12 6] [ we
pAlL| 220 4P 131 3P J 0;_ [, EI| 6 4% -6l 2° b | _
420 54 131 156 —221 i; Bi_12 —61 12 -6l us

| 131 -3 221 4P b; 6/ 22 —61 4P ;

O deslocamento transversal da viga € indicado por u e a sua rotagéo é representada
por 8. Os dois pontos sobrescritos sobre os simbolos u e 8 indicam a dupla derivacio com
relacdo ao tempo. Assim, @ e 6 descrevemn respectivamente a acelera¢ao transversal da
viga e a sua aceleragdo angular. Os subscritos i — 1 e ¢ identificam os nds que limitam o
elemento de viga. E finalmente, os simbolos ' e M representam as forcas e os momentos

nodais atuantes.

A viga é discretizada em elementos finitos e, como o sistema de equagdes 5.1 €
linear, o principio da superposicdo € empregado para a consideracdo das contribuigoes
nodais destes elementos. Desta forma é construido o sistema global das equagbes de

movimento, apresentado em 5.2.
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[M{{U} + [KW{U} = {f} (5:2)

Na equagao acima [M] e [K] representam respectivamente as matrizes de massa e de
rigidez da viga, obtidas a partir da superposicio das contribui¢goes nodais dos elementos.
Estas matrizes sao tridiagonais simétricas. O vetor {U } é o vetor das aceleracdes, que
apresenta as componentes i e é, respectivamente da aceleracio transversal da viga e da
sua aceleracio angular, para cada um dos nés do modelo. O vetor {U} é o vetor dos
deslocamentos, que apresenta as componentes u e f, respectivamente do deslocamento
transversal da viga e da sua rotagdo, para cada um dos nds do modelo. E o vetor {f}
€ o vetor dos esfor¢os, que apresenta as componentes F' e M das forcas e dos momentos

nodais atuantes.

Observa-se que, a principio, a ordem do sisterna é 2N + 2, onde N é o nimero de
elementos finitos considerados na discretizacio espacial da viga. Entretanto, como a viga
encontra-se bi-apoiada, é necessirio considerar-se as condicdes de contorno expressas pela

equacao 5.3.

Ug = un = 0 g =ty =0 (5.3)

Para a consideracio das condigbes de contorno 5.3, as linhas e colunas 1 e 2N + 1
das matrizes [M] e [K] sdo excluidas. Assim, a ordem final do sistema global das equacdes
de movimento da viga é 2V, onde N é o nimero de elementos finitos considerados na

discretizagdo espacial da mesma.

Um esquema de Newmark, apresentado nas equagbes 5.4 e 5.5, é utilizado para a

integragdo do sistema global das equacbes de movimento da viga no dominio do tempo. Os
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subscritos j — 1 e j representam instantes de tempo distintos, separados pelo intervalo de
discretizagao A, Escrito dessa forma, o método é incondicionalmente estavel e assume-se

uma aceleragao constante igual ao seu valor médio no intervalo de discretizacio.

{0h = {00+ 50} + (01)) (54
} . A2 . .
(U} = {02+ A {01 + S0 () + (D)) (55)

O sistema das equagdes movimento da viga bi-apoiada, avaliado no instante de
tempo j, pode ser descrito como apresentado na equacio 5.6. Aplicando-se as expressoes
5.4 ¢ 5.5 em 5.6, obtém-se a equacdo 5.7, que possibilita o célculo do vetor das ace-
leragdes {U} no instante de tempo j. Os vetores {U/ }; e {U}; séo calculados na sequéncia,

empregando-se as préprias expressbes 3.4 € 5.5; e por isso o esquema é dito implicito.

[MI{U}; + [K{UY; = {f}; (5.6)

At?

(M) + SO = 1) = KU o + A {0) im0 +

— 0k (67

A condigdo inicial, considerada para a integragio no tempo, é apresentada na equagio

{U}o = {0} {U}s = {0} (5.8)
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Finalmente, uma relagido especifica entre as discretizagbes espacial e temporal é
adotada de forma a garantir-se que a posicio da carga mével sempre coincida com um né
do modelo, facilitando a andlise. A discretizagio espacial da-se a partir de elementos de
viga de comprimento [ = %\;—, onde L é o comprimento total da viga e N = 120 é o nimero
de elementos finitos considerado. Assim, o intervalo de discretizagio temporal é dado
por At = %, onde v representa a velocidade constante do carregamento movel. Dessa
forma, a massa m do carregamento mével é considerada na posigao correspondente da

diagonal principal da matriz de massa da viga M. E aforca —m g, onde g é aceleracio

da gravidade no meio, pode ser aplicada diretamente no vetor dos esforcos nodais atuantes

{f};
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5.2 Modelagem MDP.

O método dos dominios pontuais tém sido desenvolvido buscando explorar-se ao
maximo o conceito de generalidade. Na prética isto significa a flexibilidade para o tra-
tamento de uma larga faixa de problemas, a facilidade de aplicaciao das condicBes de
contorno e a possibilidade da introducio de descontinuidades em diferentes niveis da
aproximagao (fun¢ao ou derivadas), conduzindo & solugdes suaves para a aproximacio e

suas derivadas.

Para atender a este conceito de generalidade, o MDP apresenta funcdes fracamente
estruturadas, e portanto distintas daquelas empregadas nos esquemas numéricos tradi-
cionais. Enquanto observa-se a natureza altamente estruturada das aproximacdes de
elementos finitos e de elementos de contorno, baseadas na forte dependéncia da malha de
discretizacao, o método dos dominios pontuais caracteriza-se por simples fungées polino-

miais construidas por partes.

A aplicacao MDP na modelagem da viga bi-apoiada sujeita a carregamento mével é
apresentada nesta secdo. O capitulo 2 deste trabalho descreve detalhadamente o Método
dos Dominios Pontuais (MDP). Outras referéncias para a modelagem de problemas de
valores de contorno envolvendo equagdes diferenciais parciais 2D empregando-se o MDP

sdo Neto & Iguti [17] e Neto, Iguti, Nogueira & Mesquita [18].

A solugéo do problema da modelagem de viga bi-apoiada segundo o método dos
dominios pontuals utiliza as aproximagdes MDP lineares em u*%(z,y), cuja formulagio

matematica fol apresentada na sétima se¢io do capitulo 2.

O meétodo dos dominios pontuais permite a introducio de descontinuidades fisicas

em qualquer um dos niveis da aproximacao (funcdo ou suas derivadas) e numa posicdo
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arbitraria do dominio do problema. A aplicacio deste conceito na modelagem da viga
bi-apoiada sujeita a carregamento mével é a grande motivagio deste capitulo, e no caso
deste problema especifico, o carregamento mével, denotado por P, € responsavel por
uma descontinuidade fisica na derivada u®%(z, 1) que est4 linearmente associada & forca

cortante atuante na viga.

Inicialmente é interessante observar-se que nesta aplicagio MDP o espago bidimen-
sional, onde define-se o dominio do problema, é descrito por uma dimenséo espacial z
e uma dimensio temporal {. E isto nio altera em nada o procedimento construtivo
das funcbes bidimensionais MDP, apresentado anteriormente, bastando assumir-se que

w2, y) = u(z,) e assim sucessivamente.

A forga cortante F(z,t) é dada pela equagio 5.9, onde E representa o médulo de
elasticidade do material e I representa o momento de inércia de 4rea da secao transversal

da viga.

F(z,t)= EIu®%(z,1¢) (5.9

A expressdo 5.10 caracteriza a derivada terceira do deslocamento transversal da viga
com relagdo a x, onde zp representa a posicio instantinea do carregamento movel. Na
equagdo 5.10 observa-se que a derivada u'®%(z,t) apresenta uma descontinuidade fisica

devida ao carregamento mével atuante.

w0z ¢ <z
w0 (z 1) = (1) d (5.10)



A posigao instantanea zp ¢ igual a vt, onde v representa a velocidade constante do
carregamento mével P, que por sua vez é definido na expressdo 5.11. Nesta equacio, m

representa a massa do carregamento mével e g representa a aceleracio da gravidade no

meio.

P = m(u®(zp,t) - g) (5.11)

Para o tratamento de descontinuidades nas aproximacgbes MDP é conveniente introduzir-

se a fungao < z — zp >, descrita pela expressao 5.12.

0 <z
<z—gp>= F (5.12)
(z—zp) =2 zp

Observa-se que a fungio < z — zp > elevada a poténcia zero é dada pela equacio

5.13.

0 z<=2
<z-—zp>= Lo d (5.13)
r = Ip

A fungio < z — zp >" pode ser integrada n vezes, sendo o resultado desta operacio

integral dado pela expressao 3.14.

<zr-—ap>"

n
/ <$-—-£L‘P>Ud$nm ;
7L,

(5.14)
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Assim, a introducdo da descontinuidade Ei} na aproximaciao MDP da derivada
u(B’O)(:r:,i), em uma dada posi¢io arbitraria zp do dominio do problema, é descrita pela
equagao 5.15. Observa-se que esta equacio pode ser generalizada para a introducio de
descontinuidades em qualquer um dos niveis da aproximacio MDP (funcio ou suas de-

rivadas), uma vez que a mesma viabiliza o procedimento construtivo MDP, baseado em

operagbes multiplas de integracio.

P
u(z,{))(£’ ) = u(sfo)(:c,t) + i <z—zp>° (5.15)
Uma vez introduzida a descontinuidade na aproximacio «(9(z, t), as demais apro-
ximag¢des MDP, de ordem mais baixa, passam a ser representadas pelas equagbes 3.16,

5.17 e 5.18; obtidas de acordo com a expressio 5.14.

u(2’0)($,i) — u(z’e}(a:,t) -+ ;E’fjt <zT—2zp> (5.16)

- 2
w0z t) = w0z #) + -E{D}-S“i“éﬁi* (5.17)

F <$~—mp>3

u(z,t) = ulz,t) + 7 g

(5.18)

A equagdo diferencial que descreve o comportamento dindmico da viga é represen-

tada diretamente, empregando-se as aproximagdes MDP, como apresentado na expressio
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5.19. Nesta equagdo, p representa a densidade do material e A representa a 4rea da se¢io

transversal da viga.

ETu®%z,8)+ p AulP(a 1) — pTu®I(z,t) = —pAg (5.19)

A condigdo inicial para a modelagem da viga bi-apoiada sujeita a carregamento

movel é descrita pela equacao 5.20.

ETu%9(z,0)=~pAg (5.20)

As condigbes de contorno do problema sio aplicadas nas extremidades da viga —

z=0ez =L - e de acordo com as equacoes 5.16 e 5.18, resultarn nas expressdes 5.21,

5.22. 5.23 e 5.24.

w290, 1) + E‘p-f <0—zp>=0 (5.21)
wZO(L, 1) + L or- zp >=0 (5.22)
T ET

P - 3
u(O,i)-i—-——-—(Q Tp > _

3.2
El 6 0 (5.23)

207



P <L—zp>®

u(L 1) 4 g =0 (5.24)

E possivel desenvolver estas expressées das condi¢bes de contorno, considerando-se
a equagao 3.11 e lembrando-se que zp = vt, de forma a representa-las respectivamente

através das equacbes 5.23, 5.26, 5.27 e 5.28.

ut29(0,¢) =0 (5.25)

wPOL ) + —g—f(L —vt)u®I (vt t) = %(L ~vt) (5.26)
u{0,) = 0 (5.27)

u(L, 1) + %Elsi’ﬁum(m,t) = %Ltﬁ—t’iﬁ (5.28)

Neste trabalho, a drea retangular do espaco-tempo bidimensional é discretizada
empregando-se 36 dominios pontuais. Na direcio z, os dominios pontuais sao igualmente
espacados de Az = %—, onde L representa o comprimento total da viga. E na diregio ¢, os
dominios pontuais s&o igualmente espacados de At = %, onde T representa o tempo total

de anélise. Esta discretizacdo MDP resulta num sistema linear final de ordem 100 x 100.
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A solugd@o desejada do problema é obtida através de uma nuvem de 625 pontos de
aproximacao tomada de forma a representar-se convenientemente o dominio do mesmo.
Estes pontos de aproximagédo sio igualmente espacados nas direcoes z e t, respectivamente
de Az, = 2%— e Aty = %. A equagao diferencial do problema € aplicada nos pontos de
aproximagao interiores ao dominio 2. E as condigdes inicial e de contorno sdo aplicadas

nos pontos de aproximagcao localizados nas respectivas posigdes da fronteira.

Um sistema de equagdes lineares das variaveis MDP ¢é obtido da colocacio por pon-
tos. Este sistema de equagdes é entdo resolvido empregando-se um esquema de minimos
quadrados. Uma vez conhecidos os valores das variaveis MDP, as préprias funcdes MDP
sio utilizadas no pés-processamento dos dados. I possivel assim avaliar-se as apro-
ximagdes de u{z,1) e de suas derivadas até u{**(z, 1) em qualquer posicao da 4rea retan-

gular de discretizacdo.

5.3  Apresentacio e discussio dos resultados.

Este capitulo trata da apresentacio e da discusséo dos resultados obtidos das mo-
delagens MDP e MEF do problema da viga bi-apoiada sujeita a carregamento mével. O
problema escolhido para a anélise, a modelagem dindmica de viga bi-apoiada sujeita a
carregamento moével, fol amplamente estudado por pesquisadores desde meados do século
XIX, como Willis [27] e Stokes [24], até o final da década de sessenta do século passado,
tendo culminado com trabalhos como os de Steele [23] e de Tang & Yen [25]. A vantagem
de tratar-se de um problema classico e que possul solugdo analitica reside na possibili-
dade de avaliar-se efetivamente as performances dos esquemas numéricos empregados na

solucao.
A versao bidimensional do método dos dominios pontuais é empregada na modela-
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gem do problema. Sendo assim, considera-se uma das dimensdes ao longo do comprimento
da viga (espago) enquanto a outra esté associada 3 evolugdo no tempo. O carregamento
mével é tratado como uma descontinuidade na derivada terceira do deslocamento, que
estd diretamente associada & forca cortante atuante na viga. Tal abordagem mostra-se
bastante conveniente uma vez que o MDP permite a introdugdo de descontiruidades em
posigoes intermedidrias aos pontos de discretizagio, possibilitando a obtengio de uma
solugao apurada mesmo para a modelagem da viga utilizando-se um nidmero reduzido
de variaveis. De acordo com a metodologia descrita na segunda secao deste capitulo, a

modelagem MDP do problema resulta num sistema linear final de ordem 100, 100 x 100.

O método dos elementos finitos também é empregado para a modelagem da viga.
Neste caso a discretizacdo espacial dé-se a partir do elemento finito cibico de Hermite e um
esquema de Newmark com aceleracéo constante é considerado para a integragao do sistema
das equagbes de movimento ac longo do tempo. Na solugio MEF do problema é imposta
uma relagao especifica entre as discretizagdes espacial e temporal de forma a garantir-se
que a posicao da carga mével sempre coincida com um né do modelo, facilitando a anélise.
De acordo com a metodologia descrita na primeira secio deste capitulo, a modelagem MEF
do problema resuita em sistemas lineares de ordem 240 que devem ser resolvidos ao longo

de 120 incrementos no tempo, 120 x (240 x 240).

Apesar de ambas as solucdes numéricas - MDP e MEF - serem medidas com relacio
a solucdo analitica do problema em estudo, nio cabe neste trabalho uma comparacdo di-
reta entre os esquemas numeéricos. Convém observar-se que tais abordagens, adotadas
para a modelagem dindmica da viga bi-apoiada sujeita a carregamento mével, sdo com-
pletamente distintas. E a motivagio na apresentacio da modelagemn MEF estd justamente

no desejo de expor estas diferentes possibilidades de abordagem de um mesmo problema.

A figura 5.2 apresenta o desenho esquemético de uma viga bi-apoiada sujeita a
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u(x,0) ELA, p. l o

Figura 5.2: Viga bi-apoiada sujeita a carregamento mével.

carregamento maével. Os valores que descrevem a geometria e as propriedades fisicas
consideradas neste estudo séo apresentados a seguir. O comprimento da viga L é de 6 m.

A drea da segdo transversal da viga A € 0.06 x 0.03 m®>. O momento de inércia de 4rea

0.06x0.03°

23222 m?. O médulo de elasticidade E adotado para o

da secdo transversal da viga I é
material da viga é de 2.1 x 10" N/m®. A densidade do material p é 7800 Kg/m®. A massa
m considerada para o carregamento mével é 20 Kg. E a aceleracdo da gravidade no meio
é 9.81 m/s”. Trés pares de valores para a velocidade constante do carregamento mével v

e o tempo de andlise T sdo estudados neste trabalho. Estes dados sdo apresentados na

tabela 5.1.

Tabela 5.1: Velocidades e Tempos das Analises.

Modelo v T
1 0.75 m/s | 8s
2 3Im/s 2s
3 12m/s | 0.53s
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A equagdo diferencial 5.29 descreve o movimento da viga. A funcéo u(z,t) representa
o deslocamnento transversal da viga, que é definida ao longo do comprimento da mesma,
considerando-se a varidvel espacial z, e da evolucio no tempo, através da varidvel temporal
t. Na equacdo 5.29, E representa o médulo de elasticidade do material, I representa o
momento de inércia de drea da secio transversal, p representa a densidade do material,

A representa a drea da secdo transversal e g representa a aceleracio da gravidade.

d*u d?y fo 7]
E14% A AL B |
(z,t)+p A (z,1) pIa:c2 8f2(w’t) pAg (5.29)

dz* dit?
A equagdo de movimento da viga est4 sujeita as condi¢bes de contorno, apresentadas
na equagao 5.30, e a condigdo inicial, descrita pela equacio 5.31. Observa-se que na

equagao 3.30 o termo L representa o comprimento da viga.

d*u d*u
u’(oﬁt) = u(Lat) =0 Egﬁ(ﬂﬂt) = g;g(L,t) =0 (530)

d*u

Efm(w,o) = -—p/—lg (531)

As derivadas do deslocamento transversal da viga u(z,t) com relagio & z tém o
significado fisico associado & geometria deformada e aos esforcos atuantes na estrutura.
A derivada primeira £¥(z,t) representa a rotacio ao longo da viga 8(z,t). As deriva-
das segunda e terceira estio linearmente relacionadas as distribuicdes do momento fletor

M(z,t) e da forga cortante F(z,t) respectivamente. Estas relacdes sdo apresentadas na

equacao 5.32.

212



d*u du
Mz, t)=EI zg—xg(m,t) Flz,t)=E1I Eéi(x’t) (5.32)
A expresséo analitica que descreve a dindmica da viga bi-apoiada sujeita a carrega-

mento maével é apresentada nas equagdes ??, 77 e ?7. Os simbolos m e v representam

respectivamente a massa e a velocidade constante do carregamento mével.

2mg L> 2mglLltv g
Ut = = @ 0+ T Ay () (533)
> sin(%£) . iwvt .
Ji = " 5.34
si(z, 1) zzz; 3‘2(5_%%_"‘;3 — o217 sin 7 ) (5.34)
o sin(£2%) . Pt (EIV?t
Solz,t) = L 5.35
(00 = 2w s T ) )

As demais figuras desta secio apresentam resultados grificos do deslocamento trans-
versal, da rotagdo, do momento fletor e da forca cortante atuantes na viga para os dois
primeiros pares de valores da velocidade constante do carregamento mével v e do tempo de
andlise T'. As tabelas 5.2 e 5.3 apresentam respectivamente os erros absolutos méximos e
médios, em milimetros, dos deslocamentos transversais obtidos dos modelos MEF e MDP

com relacgao & solug@o analitica do problema.

Observa-se que os modelos MEF e MDP apresentam niveis de erro compativeis,
apesar das abordagens serem bastante distintas. Os erros das solugdes MEF acentuam-

se a medida que sao computados os incrementos de tempo, enquanto que os erros MDP
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Tabela 5.2: Erros absolutos méximos das andlises MEF e MDP [mm].

Modelo | 0.75 m/s | 3m/s | 12 m/s
MEF 1.9722 | 6.8817 | 14.6668
MDP 1.0256 | 4.6450 | 23.8739

apresentam-se mais distribuidos ao longo do tempo {veja os resultados graficos das andlises).
A introducdo de descontinuidades em posicdes intermediarias acs pontos de discretizacio

MDP mostra-se bastante eficiente, viabilizando a modelagem da viga bi-apoiada sujeita

a carregamento mével.

Tabela 5.3: Erros absolutos médios das analises MEF e MDP [mm].

Modelo | 0.75 m/s | 3 m/s | 12 m/s
MEF 0.4402 | 1.5620 | 2.3978
MDP 0.3699 | 1.5617 | 9.3436
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Figura 5.10: Forga cortante MDP, v = 0.75m/s, T = 8s
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Capitulo 6

Analise de Problemas em

Elasticidade Plana

O escopo deste capitulo é demonstrar-se a potencialidade do método proposto na

solucdo de sistemas lineares de equacdes diferenciais.

As equagées diferenciais de equilibrio referentes aos comportamentos de corpos
elasticos horogéneos isotrépicos tém grande importancia no dimensionamento de corn-
ponentes mecanicos. Estas possibilitam estimar-se as solicitaces estruturais de tais com-
ponentes através das andlises dos campos de tensdes e de deformacées, resultantes da

aplicacdo dos carregamentos e das restricdes devidas.

Neste trabalho a versdo bidimensional do método dos dominios pontuais é empre-
gada na solugdo de problemas em elasticidade plana. As aplicagdes 2D, assumindo-se
as hipéteses de estado plano de tensdes e de estado planc de deformacdes, permitem

estudar-se, respectivamente, os comportamentos de chapas finas carregadas paralelamente
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a superficie e de corpos prismaticos carregades por forcas perpendiculares & diregéo lon-

gitudinal.

Dois problemas de equilibrio, para os quais as solugbes analiticas sdo conhecidas,
sao analisados empregando-se o MDP. Um terceiro problema é modelado utilizando-se
o MDP e o método dos elementos finitos, possibilitando algumas consideragbes sobre a

convergencia do esquema numeérico proposto.
Este capitulo encontra-se organizado em trés secdes, conforme descrito a seguir,

Introducdo & teoria da elasticidade. Esta segio apresenta resumidamente a teoria
da elasticidade, vélida para as andlises de equilibrio de corpos elasticos, homogéneos e
isotrépicos. Introduz-se inicialmente o estado geral de deformacdo ao qual estd sujeito
um elemento diferencial do corpo. Expressam-se as componentes de tensido em funcio das
componentes de deformacio, através da matriz de elasticidade linear. Apresentam-se as
equagbes diferencias de equilibrio. Descrevem-se os significados fisicos das condigdes de
contorno naturais € essenciais do problema. Introduz-se as equacoes que constituem as
relagbes matemadticas que asseguram a compatibilidade das deformacgdes elasticas do corpo.
Hipdteses simplificadoras de estado plano de tensdes e de estado plano de deformacdes.
Definigbes da tensdo maxima principal, da tensio minima principal e da tensfio méxima

de cisalhamento atuantes em um ponto. E o principio de Saint-Venant.

A seguir sdo apresentadas as solucées analiticas de dois problemas de equilibrio
em elasticidade plana, que posteriormente sio empregadas na validacdo das andlises
numeéricas empregando-se 0 MDP. O problemas cujas solugdes sio apresentadas consi-
deram como hipétese simplificadora o estado plano de tensdes {entretanto demonstra-se
como € possivel obter-se as respectivas solucdes analiticas para o caso de adotar-se as

hipoteses de estado plano de deformagdes). Descricio do problema da flexio de uma viga
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com carregamento na extremidade. E do problema da flexdo de uma viga uniformemente

carregada.

Modelagem MDP. Esta secio presenta resumidamente as etapas para a construcéo
das aproximagoes MDP 2D e anélise de problemas. Aproximacao linear por partes de uma
derivada parcial de alta ordem entre os dominios pontuais vizinhos. Processos sucessivos
de integracdo exata da aproximacdo da derivada de alta ordem para a coustrucio das
aproximagbes das derivadas de ordens mais baixa e da funcio de interesse. Definicio
de uma nuvem de pontos de aproximacao de forma a representar-se convenientemente o
dominio do problema. Construcio de um sistema de equacgdes a partir da colocacio da
equacdo diferencial e das condicGes de contorno avaliadas nos pontos de aproximacio.
Célculo das variaveis MDP pelo métode dos minimos quadrados. Pés-processamento dos

dados, produzindo resultados com regularidade de alta ordem.

Aspectos da modelagem MDP 2D aplicada ao sistema das equagdes diferenciais de
equilibrio referentes aos comportamentos de corpos eldsticos, homogéneos e isotrépicos;

assumindo-se as hipéteses de estado plano de tensac ou de estado plano de deformacdes.

Apresentacao e discussdo dos resultados. Nesta se¢io apresenta-se trés casos de es-
tudo. Dois problemas de equilibrio, para os quais as solugdes analiticas sio conhecidas,
sdo analisados empregando-se o MDP. O primeiro problema representa a flexdo de uma
viga com carregamento na extremidade, enquanto o segundo representa a flexio de uma
viga uniformemente carregada. Resultados idénticos as solucdes analfticas foram obti-
dos a partir das resolu¢bes numéricas MDP destes dois primeiros casos de estudo. Estes
resultados sdo justificados pelo fato de que as fungdes MDP representam campos de apro-
ximag¢ao com continuidade de alta ordem e as solugdes analiticas de tais problemas sio

representadas por fungdes polinomiais.



O terceiro problema representa a flexio de uma viga sujeita a um carregamento
senoidal. Para a solucdo MEF do mesmo, o software comercial MSC /NASTRAN ¢ em-
pregado. Como na solugdo do problema segundo o método dos elementos finitos utilizou-se
uma discretizag@o bastante refinada, os resultados obtidos segundo esta abordagem s3o
assumidos como pardmetros para o estudo da convergéncia das solugdes MDP. Na re-
solugdo numeérica deste terceiro problema, que efetivamente exige do esquema numeérico
proposto, observou-se uma convergéncia ligeiramente mais acentuada que seria aquela in-
versamente proporcional ao nimero de varidveis MDP. E os resultados numéricos MDP
mostraram boa concordincia com a solucio MEF do problema, mesmo considerando-se

discretizagbes com um nimero reduzido de dominios pontuais.

6.1 Introducao a teoria da elasticidade

Esta secdo apresenta resumidamente a teoria da elasticidade, vélida para as andlises
de equilibrio de corpos eldsticos homogéneos isotrépicos. Os conceitos descritos a seguir

tém como referéncias Timoshenko e Goodier [26] e Arad et al [2].

Introduz-se inicialmente o estado geral de deformacso ao qual esté sujeito um ele-
mento diferencial do corpo. O estado geral de deformacio, associado a um ponto genérico
do corpo, pode ser definido a partir de suas seis componentes — as deformagoes €., €,y €
€225 € as dIStOrgGes Yoy, Y2z € 1ys- A equacho 6.1, ou em seu formato reduzido {e} = [LH{u},
relaciona o vetor {¢} das componentes pontuais de deformacéo, ao vetor {u} das compo-
nentes pontuais de deslocamento, através do operador diferencial linear [L]. Na expressio
6.1; u, v e w representam, respectivamente, as componentes de deslocamento ao longo

dos eixos X, ¥ e Z do sistema referencial espacial tridimensional onde define-se o COTpO.
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(e | [8/8c 0 0 ]
€y 0 d/oy 0
u
€zz 0 D 3/52
P v (61)
Yoy d/oy adjdz 0
w
Yyz 0 3/8z 9/dy |

A equacgdo 2.2, denominada lei de Hooke, relaciona as componentes de deformacéo
e de distorcdo as componentes de tensio — tensdes normais ., Oyy € Uz € tensdes
tangenciais Tgy, ez € Ty, — atuantes em cada ponto do corpo. A matriz da expressio 6.2,
que possibilita a transfor¢do das componentes, depende das propriedades do material que
constitui o corpo. E representa o médulo de elasticidade longitudinal e v representa o
coeficiente de Poisson do material. (Observa-se que o médulo de elasticidade transversal

G é definido pela equagio G = 5(—1‘%3)

- A o - 3

€rx 1 —v —v 0 0 0 Oy
4y -y 1 -y 0 0 0 Tyy
< €2z | _ }E —y -y 1 0 0 0 s > (6.2)
Vzy 0 0 0 2(1+4+v) 0 0 Tey
Yoz ¢ 0 0 0 2(1 + v) 0 Tez
[ Ve 0 0 0D 0 0 20+v) | | 7y

E possivel expressar-se as componentes de tensio em funcio das componentes de
deformagac. A equagao 6.3, ou em seu formato reduzido {¢} = [D]{c}, relaciona o vetor
{o} das componentes pontuais de tensio, ao vetor {¢} das componentes pontuais de

deformacao, através da matriz de elasticidade [D].
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( oy ] 1y v 0 0 0 |fe,)
Tyy v l—-v v G 0 0 Eyy
) o= | _ E v v 1-v 0 0 0 4 €2z (6.3)
Toy (14 v)(1~20) 0 0 0 =z g 0 Yoy
Tea 0 0 0 0 == 90 Yrz
| Ty 0 0 0 0 0 2 || 4, )

As equagbes diferenciais de equilibrio sdo validas para todo o dominio € do corpo
e apresentadas nas expressdes 6.4, 6.5 e 6.6. Estas relacionam as derivadas parciais das
componentes de tensdo e a forga de corpo y. Em geral, o peso préprio é a tnica forca
de corpo atuante. E neste caso, considerando-se a aceleracio da gravidade g agindo na
diregdo do eixo Z e em sentido contririo ao mesmo, resulta nas seguintes componentes da

for¢a de corpo: x; =0, x, = 0 e x, = —pg; onde p representa a densidade do material.

5l N 07y N Oty n
9z | Oy | 8z  Xe

O01zy  Joy, 01y, _
0 dy gz Txv=0 (65)
Tez d z xz

dz Oy 0z

De forma a determinar-se os campos de tensio e de deformacdo atuantes em um

corpo, através das equagdes diferenciais de equilibrio, devem ser conhecidas as condicoes
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de contorno para a superficie externa I' do mesmo. Existem dois tipos de condi¢des de
contorno distintas que sdo aplicadas a superficie externa do corpo em regides que nao se

sobrepoe; I' = 'y U T,

As condigoes de contorno naturais, representadas pelas equagbes 6.7, 6.8 e 6.9 sdo
aplicadas & superficie I'1, onde as forcas de superficie por unidade de area ¢, ¢, e ¢, sdo
conhecidas. Nas expressdes abaixo, (I, m,n) identificam os cossenos diretores do vetor

normal externo de um ponto genérico da superficie I';.

[Cee + MToy +07sz = ts {6.7)

Sy
«
P

o

o0
T

[Toy + Moy +nry =

e + M7y + s, =1, (6.9)

E as condigbes de contorno essenciais, representadas pelas equagdes 6.10, 6.11 € 6.12

sao aplicadas a superficie I'y, onde os deslocamentos 4, © e 1 sdo conhecidos. Observa-se

que u, v € w representam, respectivamente, as componentes de deslocamento ao longo dos
eixos X, Y e Z do sistema referencial espacial tridirnensional onde define-se o corpo.

u=1q (6.10)
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V=9 {6.11)

w = (6.12)

De forma a conhecer-se o estado de tensdes em um corpo deve-se buscar uma solugio
que satisfaca as equagdes diferenciais de equilibrio e as condigdes de contorno. Entretanto o
problema ¢ estaticamente indeterminado, pois tém-se apenas trés equagoes diferenciais 6.4,
6.5 € 6.6 envolvendo as seis componentes de tenso oy, Tyy; Oszs Tays Toz € Tyz. Sendo assim,
para a unicidade da solugio, deve-se considerar também as equagoes de compatibilidade,
que sdo representadas pelas expressdes 6.13, 6.14 € 6.15. Tais equagoes constituem relagdes

matematicas que asseguram a compatibilidade das deformacgdes elasticas do corpo.

Dere Oy, Oy

Jy? dz2  dzly (6.13)
Pers | e Oy,
FER o R (6.14)
Peyy | Pera Py,
Jdz% By Oydz (6.15)

Dependendo da geometria do corpo e das suas condigdes de contorno é possivel
tratar-se o problema de equilibrio, partindo-se da teoria geral de elasticidade para es-

truturas tridimensionais, e assumir-se algumas hipSteses simplificadoras. Neste trabalho
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apresenta-se uma metodologia para a analise de problemas em elasticidade plana. E
descreve-se a seguir, guais sdo os tipos de problemas que encaixam-se neste contexto e as

suas respectivas hipdteses simplificadoras.

Denomina-se estado plano de tensdes as simplificagdes do problema de equilibrio de
COTpOS para as quais assume-se as hipoteses descritas pela equacao 6.16. Estas simpli-
ficagdes cabem para as analises bidimensionais de chapas finas carregadas ao longo do

contorno e paralelamente a sua superficie.

Tas 0
Tzz 0
Tyz 0
v | _ (6.16)
€2z '-Ey'(o-fi‘ + O'yy)
Yoz 0
. ’y‘yz r, .\ 0 7

E denomina-se estado plano de deformagdes as simplificagdes do problema de equilibrio
de corpos para as quais assume-se as hipSteses descritas pela equagdo 6.17. Tais simpli-
ficagdes referem-se as andlises bidimensionais de um longo cilindro ou de corpos prismaticos.
Consideram-se as secdes extremas do corpo fixas & planos rigidos. E o carregamento é
caracterizado por forgas perpendiculares 3 direcao longitudinal e que ndo variam ao longe

da mesma.
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(0. ] | (0o +0yy) ]
Taz 0
L ’ > (6.17)
s 0
Yez 0
vz \ 0 J

Partindo-se da teoria geral de elasticidade para estruturas tridimensionais — ex-
pressoes 6.4, 6.5 e 6.6 — e assumindo-se as hipéteses de estado plano de tensio ou
de estado plano de deformaciio, sic obtidas as equagoes diferenciais bidimensionais de

equilibrio 6.18 e 6.19, vélidas para todo o dominio © do COrpo.

00, Oy

p By + Xe =0 (6.18)
07z | Boy, B

Considerando-se as simplificacdes de elasticidade plana, e partindo-se das expressoes
6.13, 6.14 e 6.15, observa-se que para a unicidade da solugdo deve-se satisfazer a equacio

de compatibilidade 6.20, que relaciona as deformacées eldsticas do campo,

Peoe ey Oy,
dy? 9z~ Gzfy

(6.20)
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As condigdes de contorno para os problemas em elasticidade plana devem ser defi-

nidas ao longo do contorno I' do corpo, em regides que nio se sobrepde; ' = I'y UT,.

Partindo-se das expressbes 6.7, 6.8 e 6.9, define-se as equacdes 6.21 e 6.22 das
condigdes de contorno naturais para os problemas planos. As mesmas sio aplicadas ac
contorno I'1, onde as forgas de superficie por unidade de 4rea i, e fy sao conhecidas. Nas
expressdes abaixo, (I, m} identificam os cossenos diretores do vetor normal externo de um

ponto genérico do contorno I'y.

log +mTy =1, (6.21)

[Ty + Moy, =1y (6.22)

E analogamente, partindo-se das equacdes 6.10, 6.11 e 6.12, sio obtidas as condigdes
de contorno essencias bidimensionais. As mesmas sdo descritas pelas expressdes 6.23 e
6.24, e aplicaveis ao contorno I'; onde os deslocamentos @ e ¢ sdo conhecidos. Observa-se
que u e v representam, respectivamente, as componentes de deslocamento ao longo dos

eixos X e Y do sistema referencial planc onde define-se o corpo.

U =4 (6.23)
v=7b (6.24)
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As equagdes 6.25, 6.26 ¢ 6.27, que descrevem o estado de tensdes em um ponto
genérico, sdo obtidas a partir das expressées 6.3 e 6.1, assumindo-se as hipéteses simplifi-
cadoras de estado plano de tensdo ou de estado plano de deformagéo. Convém observar-se
que para o estado plano de deformacdes, a tensio normal na direcdo Z € nao nula e dada

POr 02 = ¥{ 0y + Oyy ).

Opp = Agz- + Bg-; (6.25)
Ju Jv

o = By + Ay (6.26)
Ju  Ov -

Toy = C('gg +5-) (6.27)

Nas expressoes 6.25, 6.26 ¢ 6.27; os simbolos A, B e representam constantes que
dependem da hipétese simplificadora adotada. Para o caso de problemas em elasticidade

plana considerando-se o estado plano de tensdes, as constantes sio aquelas descritas pelas

equagoes 6.28, 6.29 e 6.30.

E

A= T3 (6.28)
v E

B = 3 (6.29)
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Para o caso de anélises bidimensionais empregando-se o estado plano de deformacdes,
as constantes sao aquelas apresentadas nas equagdes 6.31, 6.32 e 6.33. Observa-se que em

todas estas expressbes, E representa o médulo de elasticidade longitudinal, » representa

o coeficiente de Poisson do material e o médulo de elasticidade transversal é definido pela

E

equagao G = S

_ E(l-v)
A= (1+2)(1—20) (6:31)
v E
B= a2 (6:32)
= 2(1i V) (6:33)

Uma outra forma de descrever-se o estado de tensdes em problemas bidimensionais
de equilibrio é através das tensdes méxima principal oy, minima principal o, e da tensio
maxima de cisalhamento Tmax. Tais componentes do estado de tensdes sio definidas nas

expressoes 6.34, 6.35 e 6.36.

_ 2
oy = [# 'i‘- Tyy n \/(dxz 5 Uyy) + 7.22? (6.34)



— 2
oy = Crx + Ty _ \/(O‘rx Uyy) -+ Tny (635)

— 2
Tmax = \/(G’z.’c 5 Jyg.') + szy (636)

Convém introduzir-se o principio de Saint-Venant, que é de grande aplica¢do pratica:
Se as forgas externas de uma pequena porgao da superficie de um corpo eldstico sao subs-
tituidas por outro sisterna de forcas estaticamente equivalente, entédo esta redistribuicio
de carregamentos provoca alteracdes substanciais no estado de tensdes apenas localmente,
mas teém efeito desprezivel sobre as tensdes em pontos distantes com relacio s dimensdes

lineares da superficie nas quais ocorre a alteragio das forcas.

A seguir sdo apresentadas as solugdes analiticas de dois problemas de equilibrio em
elasticidade plana, que posteriormente serio empregadas para a validagdo das analises
numericas empregando-se o método dos dominios pontuais (MDP). Os problemas cujas
solugdes sao apresentadas aqui consideram como hipétese simplificadora o estado plano

de tensdes,.

Para o caso de forgas de corpo x constantes, as distribui¢des de tensdes ao longo do
corpo sao idénticas para o estado plano de tensdes ou para o estado plano de deformacoes.
Entretanto as deformagées do corpo, e consequentemente os deslocamentos, sao distintos.
Porém, a partir das solugées analiticas para o estado plano de tensdes, é simples obter-se as
equagdes equivalentes para o estado plano de deformacdes, bastando para isso substituir-se

E

E por ;%5 e v por 1%=. Observa-se que estas substituicdes mantém G = 5(1—%-55 inalterado.

O primeiro problema, esquematizado na figura 6.1, representa a flexdo de uma

viga com carregamento na extremidade. Considere-se uma viga de comprimento I, base
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Figura 6.1: Problema 1 - Flex@o de viga com carregamento na extremidade.

unitaria e altura 2c¢; onde [,¢ > 1. Define-se o eixo X na direcio do comprimento da
viga, iniciando-se na extremidade livre da mesma e posicionado na metade da sua altura.
O carregamento P é aplicado numa extremidade da viga, ao longo do eixo Y, sendo a
outra extremidade fixa em um ponto. Observa-se que o momento de inércia de 4rea da

viga I é dado por I = 2¢%,

Nessa situacdo, considerando-se o estado plano de tensoes, as equagdes diferenciais
bidimensionais de equilibrio 6.18 e 6.19, e a equagio de compatibilidade 6.20, sdo validas
para todo o dominio {2 da viga. As expressoes 6.37, 6.38 e 6.39 representam as condigdes
de contorno naturais do problema, enquanto a equagio 6.40 descreve as suas condigdes

de contorno essenciais.

O'yy(x; C) =0 Txy(.’ﬂ?c) = {) 0 S xr S [ (637)
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O';ca:(oa y) ={ Txy(D:y} = ——-—-(C - yz) ~c<y<ec (638)

u(l,0) =0 »(1,0)=0 %(Z,O) =0 (6.40)

O problema de equilibrio da flexdo de uma viga com carregamento na extremidade,
conforme descrito acima, possui solugio analitica, que é apresentada a seguir. As compo-

nentes de tensdo sdo descritas pelas equacdes 6.41, 6.42 ¢ 6.43.

Pzy
oz — T Al
o 7 (6.41)
Oyy =0 (6.42}
P
Tay = “5}'(02 - (6.43)

As componentes de deformacio sio representadas pelas expressdes 6.44, 6.45 e 6.46.
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Pzy

€py = = o (6.44)
vPzx

=% Iy (6.45)

— P 2 2

E finalmente, as componentes de deslocamento sdo apresentadas nas equagoes 6.47

e 6.48.

Pz?y wvPy* Py* PPy

- 6.47

YSTSET TBEI 6GI 2ET (6:47)
vPzy* Pz® PP PPz P

= a - - 4

v=5F7 TeEITIEI 3BT Togil o (6.48)

O segundo problermna, esquematizado na figura 6.2, representa a fiexdo de uma viga
uniformemente carregada. Comnsidere-se uma viga de comprimento 2/, base unitéria e
altura 2¢; onde [, ¢ >» 1. Define-se o eixo X na direcio do comprimento da viga, iniciando-
se na metade do comprimento da mesma e posicionado na metade da sua altura. O
carregamento distribuido ¢ é aplicado paralelamente ac eixo Y, ao longo do segmento
(—e¢,z}, onde —I < 2 < [. Observa-se que o momento de inércia de drea da viga I é dado

por I = 2¢°.
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Figura 6.2: Problema 2 - Flexdo de viga uniformemente carregada.

Nessa situagdo, considerando-se o estado plano de tensGes, as equagoes diferenciais
bidimensionais de equilibrio 6.18 e 6.19, e a equacio de compatibilidade 6.20, sdo validas
para todo o dominio Q da viga. As expressdes 6.49, 6.50 e 6.51 representamn as condicoes
de contorno naturais do problema, enquanto a equacio 6.52 descreve as suas condigbes

de contorno essenciais.

Oyy(2,e} =0  7p(z,c) =0 ~{<z <l (6.49)

Oyplz,—€) = —q¢ Tz, —c) = —l<z<! (6.50)

O'xa:(ma y} - "z"gf [(12 - wz)y ~+ %ys - %czy] Ta:y(x: y) = ""%“xf(cz - yz) (6.51)
z = —{,+] —-c<y<e



w(0,0)=0 o(=L0)=0 v(,0)=0 (6.52)

O problema de equilibrio da flexdo de uma viga uniformemente carregada, conforme
descrito acima, possui solu¢do analitica, que é apresentada a seguir. As componentes de

tensdo sdo descritas pelas equagdes 6.53, 6.54 e 6.55.

o 92 2 23_22]
3
B A Y 6.54
Oyy = 21(3 cy—f—gc) (6.54)
T
Tay = m%(cz _— (6.55)

3 3
q 2 z 25 2, ¥ 2 2 4
- By e oz = - - 6.56
U=z I[(w gt a(gy = sy +va(T -y + 507 (6.56)
4 22 1 2,2 2.2
v= —rgp{G-F iy -G+ - (6.57)
H1+ 5 +u[(P— 2L+ £ — R 4 Sl [ 4 28 (44 )]



Nas anélises de problemas de equilibrio de corpos eldsticos com geometrias e condicoes
de contorno complexas, que inviabilizam a obtengdo de solugdes analiticas, os métodos
computacionais sao empregados. Entre os esquemas numéricos mais difundidos pode-se
citar o método dos elementos finitos, o método das diferencas finitas e o método dos ele-
mentos de contorno. Algumas referéncias para a solugdo MEF de problemas na teoria
da elasticidade sio Bathe (3], Zienkiewicz [28] e Hughes [9]. E neste trabalho a versio
bidimensional do método dos dominios pontuais é empregada na solucdo de problemas

em elasticidade plana.
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6.2 Modelagem MDP

A aplicacdo MDP para a anélise de problemas em elasticidade plana é apresentada
nesta secdo. O capitulo 2 deste trabalho descreve detalhadamente o Método dos Dominios
Pontuais (MDP). Outras referéncias para a modelagem de problemas de valores de con-
torno envolvendo equagdes diferenciais parciais 2D empregando-se o MDP sio Neto &

Iguti [17] e Neto, Iguti, Nogueira & Mesquita [18].

Na analise de problemas bidimensionais de equilibrio de corpos eldsticos utiliza-se as
aproximagdes MDP lineares em u'**)(z, y), cuja formulacio mateméatica foi apresentada na
sétima secio do capitulo 2. E considera-se duas fungdes, u(z,y) e v(z,y), representando-
se os deslocamentos pontuais do corpo, respectivamente ao longo das dire¢des X e Y.

Ambas as fun¢des MDP u(z,y) e v(z,y) tém o formato descrito pela equacao 2.116.

Sendo assim, qualquer uma das aproximagdes MDP, de u(z,y) ou de suas deri-
vadas, pode ser descrita em funcio dos valores u(0,0), u9(0,0), »29)(0,0), «®9(0,0),
u1)(0,0), w{1(0,0), u®1(0,0), w®1(0,0), w®3(0,0), u&2(0,0), u®2(0,0), u®2(0,0),
u®9(0,0), «19(0,0), u®(0,0), w>*)(0,0), u®H(0, ), u®H(0, 7}, u®(0, j), w0, ),
u®0(4,0), B (1, 0), ©4?(i,0), w3 (7,0) e u*9(3,5), G =0,...,N), (j =0,...,M). E
qualquer uma das aproximagdes MDP, de v(z,y) ou de suas derivadas, pode ser descrita
em funcdo dos valores v(0,0), v(*9(0,0), »\%9(0,0), v&(0,0), v>1(0,0), v11)(0,0),
v(21(0,0), v1(0,0), »©2)(0,0), +H3(0,0), 3250, 0), «>2(0,0), v2(0,0), 1340, 0),
v3(0,0), v®3(0,0), vOI(0, 7), v*9(0, 7), w0, 7), v*D(0, 7), v, 0), v4(7,0),
o235, 0), v*3(1,0) e o9 5), (i = 0,...,N), (j = 0,...,M). Resultam ento
2(N + 5)(M + 5) varidveis MDP, necessérias para o tratamento de problemas em elasti-

cidade plana.
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As equagoes diferenciais de equilibrio, descritas pelas expressdes 6.58 e 6.59, sio
validas para todo o dominio @ do corpo. Nestas expressoes; A, B e C representam
constantes dependentes das propriedades do material e da hipétese simplificadora adotada

—— estado plano de tensdes ou estado plano de deformacgdes.

ANz, y) + (B +C)vV(z,y) + Cu®(z,y) = 0 (6.58)

Av©®I(z ) + (B + C)u Dz, y) + Co®Nz,y) =0 (6.59)

Para o caso de problemas em elasticidade plana considerando-se o estado plano de

tensoes, as constantes sio aquelas descritas pelas equacdes 6.60, 6.61 e 6.62.

E

A= T (6.60)
v E

B = T (6.61)
E .

C = m {6.62)

Para o caso de andlises bidimensionais empregando-se o estado plano de deformagdes,

as constantes sao aquelas apresentadas nas equacoes 6.63, 6.64 ¢ 6.65. Observa-se que em
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todas estas expressdes, E representa o médulo de elasticidade longitudinal, v representa

o coeficiente de Poisson do material e o médulo de elasticidade transversal & definido pela

equacao & = ﬁ%“»_}

__El-v)
A= (1+0)(1—2v) (6.63)

B= (6.64)

(6.65)

As condi¢Ses de contorno para os problemas planos de equilibrio devern ser definidas

ao longo do contorno I' do corpo, em regides que nio se sobrepde; I' = I'; U T,.

As condicdes de contorno naturais 6.66 e 6.67 sio definidas no contorno I'1, onde as
forgas de superficie por unidade de 4rea f,(z, y) e 1y(z,y) sdo conhecidas. Nas expressdes
abaixo, (I,m) identificam os cossenos diretores do vetor normal externo de um ponto

genérico do contorno I';.

HAWNz,5) + Bo®(z,4)) + m C®N e, y) + 009z, )) = bu(a,y)  (6.66)

O (@, y) + 009z, y) + m (Butz,y) + AvOD e, y) = ,(2,y)  (6.67)
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E as condigdes de contorno essencias 6.68 e 6.69 sio definidas ao longo do contorno

I'; onde os deslocamentos 4(z,y} e &(z,y) sio conhecidos.

w(z,y) = iz,y) (6.68)

v(z,y) = 6(z,y) (6.69)

Para a andlise MDP de problemas em elasticidade plana, uma nuvemn de pontos de
aproximagao € tomada de forma a representar-se convenientemnente o dominio do mesmo.
As equagdes diferenciais do problema, 6.58 e 6.59, séo aplicadas nos pontos de aproximacao
interiores ao dominio . E as condi¢des de contorno naturais, 6.66 e 6.67, ou as condicdes
de contorno essenciais, 6.68 e 6.69, sdo aplicadas nos pontos de aproximacao localizados
na fronteira I' do corpo. Para que isto seja possivel, é utilizada a colocagdo por pontos,
resultando em uma equagéo para cada um dos pontos de aproximacio, sendo estas fungdes

lineares das varidveis MDP.

Observa-se que os coeficientes das equagdes MDP lineares resultantes da colocacao
das condigbes de contorno essenciais geralmente apresentam uma ordem de grandeza bas-
tante inferior com relagio as equacdes origindrias da aplicacio das equacdes diferenciais
ou das condi¢des de contorno naturais de um problema em elasticidade plana. Sendo
assim, sugere-se multiplicar ambos os lados de tais equacdes, resultantes da. colocacdo dos

tos da frontei jeitos 2 digdes d t iais, pel tante -2 d
pontos da ironteira sujeitos as condigbes de contorno essenciais, pela constante £, de

forma a evitar-se o possivel mal condicionamento do sistema MDP final.

S&o necessérias pelo menos 2(V + 5)(M + 5) equagdes, obtidas a partir da colocacio
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por pontos, para o calculo dos valores das varidveis MDP. O sistema de equacdes resul-
tante € entdo resolvido empregando-se um esquema de minimos quadrados. Observa-se
que a equagdo de compatibilidade, que relaciona as deformacdes elasticas do campo, séo
naturalmente satisfeitas na analise MDP de problemas bidimensionais de equilibrio, o que

assegura a unicidade da solugao.

Uma vez conhecidos os valores das varidaveis MDP, as préprias fungdes do método
dos dominios pontuais sao utilizadas no pds-processamento, produzindo resultados suaves.
E possivel assim avaliar-se as aproximacdes de u(z,y) ou de v(z,y) e de suas derivadas
até ul*Y(z,y) ou v!*4(z,y), em qualquer posicdo da 4rea original de discretizacio. As
componentes pontuais do estado de tensdes oz-(2,¥), oy (z,y) € 7y(z,y) sBo obtidas,
respectivamente, a partir as equagoes 6.70, 6.71 e 6.72. Convém observar-se que para os
problemas onde considera-se a hipdtese simplificadora de estado plano de deformagdes, a

tensio normal na direcdo Z é néo nula e dada por ¢, = v{op + 04y

Tae(,y) = AuV(z,y) + Bv®V(z,y) (6.70)
oyy(z,y) = Bu(z,y) + Av®)(z,y) (6.71)
Txy(&:} y) - C(u(ﬂ,l)(m_’ y) + U(LO)(xv y)) (672)

E as componentes pontuais do estado de deformagdes do corpo €,.{z,y), €z, y)

Yoy (2, y) 8o calculadas, respectivamente, empregando-se as equagdes 6.73, 6.74 e 6.75.
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eez(2,y) = u(z,y) (6.73)

€y (2, y) = v(o’l)(m¢y) (6.74)

Yey(2,9) = ulN(z,y) + v (2, y) (6.75)
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6.3 Apresentacio e discussdo dos resultados

Nesta segao a versao bidimensional do método dos dominios pontuais é empregada
na solugdo de problemas em elasticidade plana. Dois problemas de equilibrio, para os
quais a solugdo analitica é conhecida, sdo analisados empregando-se 0 MDP. Um terceiro
problema é modelado utlizando-se 0 MDP e o método dos elementos finitos, possibilitando

algumas consideracdes sobre a convergéncia do esquema numérico proposto.

O primeiro problema, esquematizado na figura 6.3, representa a flexdo de uma viga
com carregamento na extremidade. Considere-se uma viga de comprimento [ = 60mm,
base unitaria e altura 2¢ = 20mm. Define-se o eixo X na direcio do comprimento da
viga, iniciando-se na extremidade livre da mesma e posicionado na metade da sua altura.
O carregamento P = 80Kgf é aplicado numa extremidade da viga, ao longo do eixo Y,
sendo a outra extremidade fixa em um ponto. Neste problema considera-se o médulo de
elasticidade E = 21000Kgf/mm? e o coeficiente de Poisson v = 0.3 como propriedades do

2

material. E observa-se que o momento de inércia de rea da viga I é dado por J = 2%

Nessa situagio, considerando-se o estado plano de tensdes, as equacdes diferenciais
bidimensionais de equilibrio so validas para todo o dominio 2 da viga. As expressdes
6.76, 6.77 e 6.78 representam as condi¢des de contorno naturais do problema, enquanto a

equacao 6.79 descreve as suas condigbes de contorno essenciais.

oy iz, +c) = Tey{, e} = 0 0<z < (6.76)
P,, -
0ez(0,y) =0 72y(0,9) = "é“f(c - ) —cSysec (6.77)
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Figura 6.3: Problema 1 - Flex3o de viga com carregamento na extremidade.

P

aall,y) = ,_,..,f_l_{ Tey(Ly) = —57(¢ ~ ) —e<y<e (6.78)
Ay

w(l,0)=0  (,0)=0 -55(3,0) =0 (6.79)

Para a analise MDP do problema, inicialmente é tomada uma 4rea retangular dis-

cretizada empregando-se nove dominios pontuais, conforme apresentado no canto superior

direito da figura 6.5. Consideram-se os domf{nios pontuais igualmente espacados na diregio

X de Az = 30mm e na diregio ¥ de Ay = 10mm. Observa-se que os numeros de divisdes

do dominio nas diregbes X e Y sdo representados, respectivamente, por N =2 e M = 2.

E isto caracteriza 2(N +5)(M +5) = 98 variédveis MDP para a representacio dos campos

de deslocamento u(z,y) e v(z,y).

Uma nuvem de 341 pontos de aproximacio é tomada de forma a representar-se
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NUVEM DE PONTOS DE APROXIMACAC

ool

Figura 6.4: Problema 1 - Nuvem de pontos de aproximacio.

convenientemente o dominio da viga, conforme apresentado na figura 6.4. Para a ca-
racterizagdo do problema utiliza-se a colocagdo por pontos. As equactes diferenciais do
problema sdo aplicadas nos pontos de aproximacao interiores ao dominio {2, conduzindo
a 522 equagoes lineares em fun¢@o das variaveis MDP. E as condigoes de contorno 6.76,
6.77, 6.78 e 6.79 sdo aplicadas nos pontos de aproximacdo localizados na fronteira I' da

viga, conduzindo a 165 equagdes lineares em funcgio das varidveis MDP.

Para o calculo dos valores das 98 varidveis MDP, o sistema de 687 equagdes resul-
tantes é resolvido empregando-se um esquema de minimos quadrados. Observa-se que
a equacdo de compatibilidade, que relaciona as deformacées elasticas do campo, sao na-
turalmente satisfeitas na analise MDP de problemas bidimensionais de equilibrio, o que

assegura a unicidade da solugdo.

Uma vez conhecidos os valores das variaveis MDP, as préprias fungdes do método
dos dominios pontuais sdo utilizadas no pds-processamento, produzindo resultados suaves.

E possivel assim avaliar-se as aproximacoes de u(z,y) ou de v(z,y) e de suas derivadas
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DOMINIOS PONTUAIS TENSAQ NORMAL Sxx
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Figura 6.5: Problema 1 - Tensdes 04y, oy € 7oy MDP.
até w4 (2, y) ou v+ (2, y).

A figura 6.5 apresenta a discretizagdo do problema em dominios pontuais e os mapas
de cores das distribuigbes das tensdes o, 0y, e 7y atuantes ao longo da viga, resultantes
da solugdo numérica MDP. A figura 6.6 apresenta as legendas relacionando as cores aos

niveis das tensGes 0ug, 0y € T4y, fornecidas em [Kgf/mm?).

A tabela 6.1 apresenta os valores extremos das tensdes o, Tyy € Tzy, Obtidas a

partir da analise MDP da viga assumindo-se a hipdtese de estado plano de tensdes.

O problema de equilibric da flexio de uma viga com carregamento na extremidade,
conforme descrito acima, possui solugdo analitica, que é apresentada a seguir. As com-

ponentes de tensdo sdo descritas pelas equagdes 6.41, 6.42 e 6.43. E as componentes de
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Figura 6.6: Problema ! - Legendas das tensées MDP (Kgf/mm?].
deslocamento sdo apresentadas nas equacdes 6.47 e 6.48.

O deslocamento maximo absoluto da viga, obtido da solu¢do numérica MDP, é de
0.4679 mm. A figura 6.7 apresenta os resultados analitico e MDP da estrutura deformada,

em escala ampliada. Observa-se a concordancia dos mesmos.

De fato, o resultado da anélise numérica MDP deste problema de equilibrio da Hexio
de uma viga com carregamento na extremidade é idéntico aquele fornecido pela solucio
analitica, exceto pelo erro de precisdo computacional. O erro méximo em deslocamento

da solucdo MDP com relacio & exata é de 2.7756F-16 mm.

Tabela 6.1: Problema 1 - Tensdes méaxima e minima limite.

tensao o Tey Ty
méaxima | 72.0 Kgf/mm? | 0.00 Kgf/mm? | 0.00 Kgf/mm?
minima | -72.0 Kgf/mm?® | -6.00 Kgf/mm? | 0.00 Kgf/mm?




DEFORMACOES EXATA £ MOP
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Figura 6.7: Problema 1 - Estrutura deformada, solugdes exata e MDP.

O segundo problema, esquematizado na figura 6.9, representa a flexdo de uma viga
uniformemente carregada. Considere-se uma viga de comprimento 2/ == 60mm, base
unitaria e altura 2¢ = 20mm. Define-se o eixo X na diregdo do comprimento da viga,
iniciando-se na metade do comprimento da mesma e posicionado na metade da sua altura.
O carregamento distribuido ¢ = 10Kgf/mm?® é aplicado paralelamente ao eixo Y, ao
longo do segmento (2, —c¢), onde —{ < z < [. Neste problema considera-se o médulo de
elasticidade £ = 21000Kgf/mm? e o coeficiente de Poisson v = 0.3 como propriedades do

material. E observa-se que o momento de inércia de drea da viga I é dado por / = ¢

Nessa situacdo, considerando-se o estado plano de tensdes, as equagdes diferenciais
bidimensionais de equilibrio s30 validas para todo o dominio I da viga. As expressdes
6.80, 6.81 e 6.82 representam as condigbes de contorno naturais do problema, enquanto a

equacao 6.83 descreve as suas condicdes de contorno essenciais.

Tyyz,e) =0  7o{z,c) =10 —I<r <l (6.80)
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Figura 6.8: Problema 2 - Flex@o de viga uniformemente carregada.

Oyyle, —c) = —g  Tole,—c) = —l<z < {(6.81)

gmt(:c: y} = Qi{ E(p - $2>y + §y3 - %ng} T:v’y(xﬁy) = _%%(62 """" yz) (6 82)
z = —1I,+I —ec<y<e '

w0,0)=0 o(-10)=0 »{,0)=0 (6.83)

Para a analise MDP do problema, inicialmente € tomada uma 4rea retangular discre-

tizada empregando-se nove dominios pontuais, conforme apresentado no canto superior

direito da figura 6.10. Consideram-se os dominios pontuais igualmente espagados na

direcio X de Az = 30mm e na direcio ¥ de Ay = 10mm. Observa-se que os numeros de

divisdes do dominio nas diregdes X e Y sdo representados, respectivamente, por N = 2

255



NUVEM DE PONTOS DE APROXIMACAO

Figura 6.9: Problema 2 - Nuvem de pontos de aproximacio.

e M = 2. E isto caracteriza 2(N + 5)(M + 5) = 98 varidveis MDP para a representacio

dos campos de deslocamento u{x,y) e v{z,y).

Uma nuvem de 341 pontos de aproximacdo é tomada de forma a representar-se
convenientemente o dominio da viga, conforme apresentado na figura 6.9. Para a ca-
racterizacdo do problema utiliza-se a colocagdo por pontos. As equacdes diferenciais do
problema séo aplicadas nos pontos de aproximagao interiores ao dominio 2, conduzindo
a 520 equagdes lineares em funcdo das varidveis MDP. E as condicdes de contorno 6.80,
6.81, 6.82 e 6.83 sdo aplicadas nos pontos de aproximacéo localizados na fronteira I' da

viga, conduzindo a 159 equaces lineares em funcio das variaveis MDP.

Para o calculo dos valores das 98 varidveis MDP, o sistema de 679 equacdes resul-
tantes é resolvido empregando-se urn esquema de minimos quadrados. Observa-se que
a equagao de compatibilidade, que relaciona as deformagdes elasticas do campo, sdo na-
turalmente satisfeitas na analise MDP de problemas bidimensionais de equilibrio, o que

assegura a unicidade da solucao.
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Figura 6.10: Problema 2 - Tensdes oy, 0yy € Toy MDP.

Uma vez conhecidos os valores das varidveis MDP, as préprias fungdes do método
dos dominios pontuais sao utilizadas no pés-processamento, produzindo resultados suaves.
E possivel assim avaliar-se as aproximacdes de u(z,y) ou de v{z,y) e de suas derivadas

até w4 (z,y) ou vz, y).

A figura 6.10 apresenta a discretizacdo do problema em dominios pontuais e os
mapas de cores das distribuicdes das tensbes oy, oy € 75, atuantes ao longo da viga,
resultantes da solucdo numérica MDP. A figura 6.11 apresenta as legendas relacionando

- . ~ . 2
as cores aos niveis das tensdes ¢4,, 04y € 7oy, fornecidas em [Kgf/ mm?].

A tabela 6.2 apresenta os valores extremos das tensdes ou., 0y € Tuy, Obtidas a

partir da analise MDP da viga assumindo-se a hipStese de estado plano de tensoes.

257



1

3

2
Sxx ghimmz]

Figura 6.11: Problema 2 - Legendas das tensdes MDP [Kgf/mm?).

O problema de equilibrio da flexo de uma viga uniformemente carregada, conforme
descrito acima, possui solugdo analitica, que é apresentada a seguir. As componentes de
tensao sao descritas pelas equagSes 6.53, 6.54 e 6.55. E as componentes de deslocamento

sao representadas pelas expressdes 6.56 e 6.57.

O deslocamento maximo absoluto da viga, obtido da solugdo numérica MDP, é de
0.1531 mm. A figura 6.12 apresenta os resultados analitico e MDP da estrutura deformada,

em escala ampliada. Observa-se a concordincia dos mesmos.

De fato, o resultado da analise numérica MDP deste problema de equilibrio de uma

Tabela 6.2: Problema 2 - Tensdes maxima e minima limite.

tensao oo Try Tyy
méaxima | 69.5 Kgf/mm?® | 22.5 Kgf/mm? | 0.00 Kgf/mm?
minima | -69.5 Kgf/mm? | -22.5 Kgf/mm?* | -10.0 Kgf/mm?
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BEFORMACOES EXATA E MDP

Figura 6.12: Problema 2 - Estrutura deformada, solugbes exata e MDP.

viga uniformemente carregada ¢ idéntico aquele fornecido pela solucae analitica, exceto
pelo erro de precisdo computacional. O erro maximo em deslocamento da solugao MDP

com relacio & exata ¢ de 6.5678E-16 mm.

Os métodos computacionais sdo utilizados especialmente nas analises de problemas
de equilibrio de corpos eldsticos com geometrias e/on condigdes de contorno complexas,
que inviabilizam ou dificultam a obtencdo direta de solugbes analiticas. O terceire pro-
blema é modelado utlizando-se 0 MDP e o método dos elementos finitos, possibilitando

algumas consideracdes sobre a convergéncia do esquema numérico proposto.

A figura 6.13 apresenta a discretizacdo MEF do terceiro problema, que representa
a flexdo de uma viga sujeita a um carregamento senoidal. Considera-se uma viga de
comprimento { = 60mm, base unitiria e altura ¢ = 20mm. Assume-se a hipStese de
estado plano de tensdes. Define-se o eixe X na direcido do comprimento da viga e o eixo
Y perpendicularmente ac mesmo, na direcio da altura da viga. Neste problema considera-

se 0 médulo de elasticidade E = 21000Kgf/mm? e o coeficiente de Poisson v = 0.3 como
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Figura 6.13: Problema 3 - Flexdo de viga com carregamento senoidal.

propriedades do material.

O carregamento senoidal ¢(z) ao qual a viga esta sujeita é definido pela equacgio
6.84. O mesmo ¢ aplicado paralelamente ao eixo Y e ao longe do segmento (z,0), onde

0 <z <! Naequagio 6.84, a constante ¢ é dada por ¢ = 40Kgf/mm?,

2
$(z) = g sin (%) (6.34)

As condigbes de contorno naturais deste terceiro problema sio apresentadas nas

equagoes 6.85 e 6.86. L as condi¢bes de contorno essenciais sdo apresentadas na equacao

6.87.

Oy (2,0) = —d{z)  75{2,0) =10 0<z <l
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owlz,e) =0 7h(z,c)=0 0<e <! (6.86)

we,y)=0 v(iz,y)=0 =2=0 0<y<ec {(6.87)

Para a solugdie MEF do problema, o software comercial MSC/NASTRAN ¢ em-
pregado, Lahey et al [11]. Sio utilizados 1200 elementos finitos retangulares do tipo
CQUAD4 e 1281 nos. As restrigdes aos deslocamentos, representadas pela equagdo 6.87,
e o carregamento senoidal ¢{x), representado pela equacdo 6.84, sdo aplicados aos nods
respectivos, conforme esquematizado na figura 6.13. Isto conduz a um sistema linear de

equactes de ordem 3759.

A figura 6.14 apresenta a distribuicio da tensio maxima principal o, obtida da
analise MEF do problema da flexdo da viga sujeita a um carregamento senoidal. A figura
6.15 apresenta a distribuicdo da tensdo minima principal o,, a figura 6.16 apresenta a
distribuicdo da tensio maxima de cisalhamento Tmax € a figura 6.17 apresenta a viga

deformada, em escala ampliada. O deslocamento MEF méximo da viga é de 0.04906mm.

As analises MDP deste terceiro problema sdo realizadas a partir da drea retangular
discretizada em 4, 9, 16 e 25 dominios pontunais. Consideram-se os dominios pontuals
igualmente espacados na direcio X de Az = mm e na direcio ¥V de Ay = Bmm em
todas as quatro solugdes. Observa-se que os nimeros de divistes do dominio nas direcdes
X e Y sio representados, respectivamente, por (N = LM = 1), (N = 2,M = 2),
(N=3,M=23)e{N=4,M =4). Eisto caracteriza 2(N+5)(M +5) varidveis MDP para
a representacido dos campos de deslocamento u(z,y) e v(z,y); ou seja, respectivamente

72, 98, 128 e 162 variaveis MDP para cada uma das solucGes.
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Figura 6.14: Problema 3 - Distribuicio da tensio oy MEF.

Uma mesma nuvem de 425 pontos de aproximagao, conforme apresentada na figura
6.18, ¢ tomada de forma a representar-se convenientemente o dominio da viga em todas
as quatro solugbes MDP. Para a caracterizacdo do problema utiliza-se a colocagio por

pontos. As equagdes diferenciais de equilibrio, considerando-se a hipétese de estado plano

vi
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&ﬁ%ﬁ@wﬁ% e .
- s z
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55,
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Lresia Pate Bof MinotPm Stess

Figura 6.15: Problema 3 - Distribuicao da tensac oy MEF.
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Figura 6.16: Probiema 3 - Distribuicdo da tensao tmax MEF.

de tensdes, sao aplicadas nos pontos de aproximacio interiores ao dominio £, conduzindo
a 522 equacgdes lineares em fungdo das variaveis MDP. E as condigbes de contorne 6.85,
6.86 e 6.87 sdo aplicadas nos pontos de aproximagie localizados na fronteira I' da viga,

conduzindo a 328 equacdes lineares em fungao das variaveis MDP,

ans

R
Dzt Sek MST/HASTRAN Casa 'l
Dreformack. 0431} Tolaf Trandation
Cemrter Tokwl Traradation

Figura 6.17: Problema 3 - Estrutura deformada MEF.
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Figura 6.18: Problema 3 - Nuvem de pontos de aproximagéo.

Para o calcule dos valores das 2(V + 5)(M + 5) variaveis MDP, o sistema de
850 equacdes resultantes é resolvido empregando-se um esquema de minimos quadra-
dos. Observa-se que a equagdo de compatibilidade, que relaciona as deformactes eldsticas
do campo, sao naturalmente satisfeitas na anédlise MDP de problemas bidimensionais de

equilibrio, o que assegura a unicidade da solugio.

Uma vez conhecidos os valores das varidveis MDP, as proprias funcbes do método
dos dominios pontuais sio utilizadas no pds-processamento, produzindo resultados suaves.
E possivel assim avaliar-se as aproximacdes de u{z,y) ou de v(z,y) ¢ de suas derivadas

até w44z, y) ou vz y).

A figura 6.19 apresenta a discretizacdo do problema em 25 dominios pontuais e
os mapas de cores das distribui¢fes das tensdes oy, 03 e Tmax atuantes ao longo da
viga, resultantes da solugio numérica MDP mais refinada (N = 4, M = 4). A figura
6.20 apresenta as legendas relacionando as cores aos niveis das tensdes ¢y, 03 € Tmax,

fornecidas em [Kgf/mm?].
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Figura 6.19: Problema 3 - Tensdes o4, 03 € Tmax MDP.

A figura 6.21 apresenta os resultados MEF e MDP (N = 4, M = 4) da estrutura

2 2
S1 Tkgtmmz] §2 kaffmma]

Figura 6.20: Problema 3 - Legendas das tensdes MDP [Kgf/mm?®l.
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Figura 6.21: Problema 3 - Estrutura deformada, solucdes exata e MDP.

deformada, em escala ampliada. O deslocamento MDP (N = 4, M = 4) méximo da viga é
de 0.04830mm. K o erro maximo da solugdo MDP (N =4, M = 4} com relacio & solucdo

MEF do problema é de 0.6021mm.

A Tabela 6.3 apresenta os resultados MEF ¢ MDP das analises do problema da viga
sujeita a um carregamento senoidal. Como na solugido do problema segundo o método
dos elementos finitos utilizou-se uma discretizacio bastante refinada — dado este que
é verificado pela ordem do sistema de equagdes resultante —, os resultados MEF sio

assumidos como pardmetros para o estudo da convergéncia das solucdes MDP.

Com base na analise dos dados da Tabela 6.3; denominando-se ¢ o erro méximo dos
deslocamentos da solugio MDP com relagdo & solugio MEF e « a ordem do sistema linear
de equagdes MDP; observa-se que para este problema de equilibrio em elasticidade plana

vale a equagdo de convergéncia 6.88.
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Tabela 6.3: Problema 3 - Resultados MEF e MDP.

método ordem do | deslocamento | erro max. o1 {—I-Iﬁ{%] o2 [-ﬁ]%] Tmax [fn%}
numérico sistema | maximo [mm] | desloc. MEF | min / max min / max min / max
MEF 3759 0.04906 - -39.77 / 7798 | -TT.98 / 39.77 | 0.35 / 36.61
MDP N M=1 T2 0.04421 0.0055 -30.94 / 45.05 | -45.05 / 39.94 1 0.05 / 81.73
MDP N M =2 98 0.04720 0.0042 -39.90 / 50.79 | -30.79 / 39.90 | 0.00 / 29.56
MDP N M=3 128 0.04838 0.0029 -39.79 / 60.44 | -60.44 / 39.79 | 0.05 / 30.53
MDP N M =4 162 (.04830 0.0021 -39.78 / 65.51 | -65.51 / 39.78 | 0.00 / 32.76
£ = 0.9689, 1199 (6.88)

Neste capitulo apresentou-se a versao bidimensional do método dos dominios pon-

tuais e aplicagcdes na solugéo de problemas em elasticidade plana. Resultados idénticos &

solugao analitica foram obtidos a partir da resolugido numérica MDP dos dois primeiros

casos de estudo. Estes resultados séo justificados pelo fato de que as funcées MDP repre-

sentarn campos de aproximagdo com continuidade de alta ordem e as solucdes analiticas de

tais problemas séo representadas por fungdes polinomiais. Na resolucio numérica do ter-

ceiro problema, que efetivamente exige do esquerna numérico proposto, observou-se uma

convergéncia um pouco mais acentuada que seria aquela inversamente proporcional ao

numero de variaveis MDP. E os resultados numéricos MDP mostraram boa concordancia

com a solugdo MEF do problema, mesmo considerando-se discretizacbes com um nimero

reduzido de dominios pontuais.
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Capitulo 7

Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho apresentou-se o método dos domifnios pontuais. Trata-se de um
operador algébrico baseado em campos de interpolagio com continuidade das derivadas

de alta ordem para a resolugdo numérica de equacdes diferenciais ordinarias ou parciais.

No Capitulo 1 procurou-se delinear o contexto no qual se insere a contribuicio dada
neste trabalho e respectiva motivagdo. Apresentou-se uma breve revisio bibliografica e
sintetizou-se algumas tendéncias atuais dos métodos computacionais em mecanica, apli-
cada: Aproximagdes de alta ordem, uma vez que estas possibilitam solugdes que sd0 mais
condizentes com as leis de conservagio fisica. Isto tanto para os esquemas espacials quanto
para os esquemas temporais. Esquemas espago-temporais. Facilidade de aplicagio das
condigbes de contorno e da introdugio de descontinuidades em diferentes niveis da apro-
ximagao (funcdo ou derivadas). Esquemnas numéricos menos estruturados, favorecendo as

etapas de pré e pds-processamento da solucio. E generalidade.

A seguir — Capitulo 2 - discutiu-se os aspectos mais relevantes do método pro-
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posto: metodologia sistematica para o desenvolvimento das fun¢des MDP, discretizacio
independente da malha e da equagio diferencial do problema, melhoria da solucio com
exigéncia de maior regularidade das funcdes, andlise de erros, estimador de erros e trata-
mento de descontinuidades fisicas em problemas. Todos estes aspectos foram abordados
do ponto de vista unidimensional e exemplos numéricos foram introduzidos, na medida da
apresentacao dos novos conceitos, tendo como intuito facilitar a compreenséo das idéias
e ilustrar a aplicagéo efetiva das mesmas. Apresentou-se o desenvolvimento de funcdes
MDP bidimensionais de alta ordem. E ainda linhas gerais para a construgso de funcdes
do método dos dominios pontuais considerando-se o ndmero de dimensdes do espaco,

parti¢des do dominio e aproximacdes com regularidades genéricas.

No Capitulo 3 a versdo unidimensional do MDP foi aplicada as equacdes diferenciais
referentes aos comportamentos estatico e dindmico de estruturas reticuladas — barras
e vigas. Discretizagdes grosseiras e refinadas, além de funcdes MDP considerando-se
diferentes niveis de continuidade, foram testadas extensivamente de forma a levantar-
se as caracteristicas numéricas de estabilidade, convergéncia e precisio do operador. As
aplicagoes MDP na dindmica de barras e de vigas demonstraram que é possivel a melhoria
da solugdo com a exigéncia de maior regularidade das funcées. As aproximacdes MDP de
alta ordem apresentaram um aumento minimo no mimero de varidveis, e trabalhando-se
convenientemente com as condi¢des de contorno, obteve-se a mesma ordem do sistema de
equacdes final para as diversas solugdes. Em ambos os casos, foram alcancados resultados
mais apurados que o MEF. Apresentou-se ainda a anslise estitica MDP de uma estrutura
de pdrticos, onde foi descrito o tratamento para a transformacio entre sistemas referenciais

de coordenadas. E para este problema resultados idénticos a0 MEF foram obtidos.

Tratou-se, no Capitulo 4, de aplicagdes 2D do método dos dominios pontuais envol-

vendo a equacao de Poisson. Foram obtidas solugdes equivalentes de um problema padréo,

269



baseadas na mesma ordem dos sistemas lineares, empregando-se 0 MDP e o método da
dupla reciprocidade, tendo o primeiro conduzido a um resultado mais proximo da solucio
exata do problema. O MDP também foi empregado na solucio de problemas de torcio
na teoria da elasticidade, considerando-se diferentes geometrias das segOes transversals.
Na resolucéo numérica do problema de tor¢io de secio transversal triangular equilateral
obteve-se uma fungéo de tensdo coincidente & solucdo analitica. Calculou-se os torques
adimensionais MDP para secdes transversais retangulares de diferentes valores da razao
entre os comprimentos dos lados, e os resultados obtidos mostraram concordincia com os
valores da literatura. E a solugdo MDP para uma secao retangular trincada mostrou-se

qualitativamente correta.

No Capitulo 5 explorou-se as possibilidades da introducio de descontinuidades fisicas
em diferentes niveis da aproximago ~ funcio ou derivadas — na anslise transiente de carga
movel atuante em viga. A versio bidimensional do método dos dominios pontuais foi
empregada. Considerou-se uma das dimensées ao longo do comprimento da viga, enquanto
a outra foi associada & evolu¢io no tempo, ¢ o carregamento moével foi tratado como
uma descontinuidade na derivada terceira do deslocamento. Comparou-se os resultados
MDP com a solugdo analitica do problema, e com a solu¢do numérica obtida a partir da
discretizagdo espacial empregando-se elementos finitos ctibicos de Hermite e um esquema
de Newmark com aceleragio constante para a integragdo do sisterna das equacdes de
movimento 20 longo do tempo. Observou-se que os modelos MEF ¢ MDP apresentaram

niveis de erro compativeis, apesar das abordagens serem bastante distintas.

O Capitulo 6 foi dedicado & anélise de problemas em elasticidade plana, onde
demonstrou-se a potencialidade do método dos dominios pontuals na resolucio dos sis-
temas lineares das equagdes diferenciais de equilfbrio. Tanto a andlise do problema da

flexdo de uma viga com carregamento na extremidade quanto aquela da flexdo de uma
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viga uniformemente carregada conduziram a resultados idénticos as respectivas solugdes
analiticas. Obteve-se a solugédo do problema da flexdo de uma viga sujeita a um carrega-
mento senoidal empregando-se uma malha bem refinada de elementos finitos e a mesma foi
assumida como pardmetro para o estudo da convergéncia das solugdes MDP. Na resolucio
numerica deste terceiro problema, que efetivamente exige do esquema numérico proposto,
observou-se uma convergéncia ligeiramente mais acentuada que seria aquela inversamente
proporcional ao ndmero de varidveis MDP. E os resultados numéricos MDP mostraram
boa concordancia com a solugdo MEF do problema, mesmo considerando-se discretizacoes

com um nimero reduzido de dominios pontuais.

Fundamentado pela teoria desenvolvida e suas diversas aplicagbes, que foram deta-
lhadamente descritas, pode-se afirmar que existe o alinhamento com as atuais tendéncias
dos métodos computacionais. O método dos dominios pontuais, apresentado neste traba-
lho, realmente constitui uma ferramenta para a analise de uma larga faixa de problemas

em mecanica aplicada.

Entretanto, deve-se salientar que muito ainda hé de ser feito em pesquisa e desenvol-
vimento no sentido de que esta tecnologia amadureca & sua aplicacdo em engenharia. E
as necessidades de desenvolvimento mais urgentes, correlatas ao tema descrito, consistem
nos seguintes topicos: Estratégias da disposigao dos dominios pontuais e da escolha da re-
gularidade das fungdes para a melhor performance da solucio. Estudos para a otimizacdo
do ntiimero e do respectivo adensamento da nuvem dos pontos de aproximacao do dominio.
Implementacdo automatica para a construgéo de funcées do método dos dominios pontuais
considerando-se o nimero de dimensdes do espaco, particées do dominio e aproximagoes
com regularidades genéricas. E técnica eficiente para a solucdo do sistema de equagdes

algébricas resultante, que apresenta estrutura de esparsidade especifica.
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