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Resumo

SACONE GOMES, André Victor. Estudo do Acoplamento do Método dos Elementos Finitos e do
Método dos Elementos Discretos na Andlise de Interagao Solo-Estrutura. 2014. 186p. Dissertagao

(Mestrado). Faculdade de Engenharia Mecéanica, Universidade Estadual de Campinas, Campinas.

O presente trabalho trata do estudo e implementacao de um modelo de acoplamento do mé-
todo dos elementos finitos (Finite Element Method - FEM) com o método dos elementos discretos
(Discrete Element Method - DEM) a fim de analisar problemas de interagdo entre uma estrutura
com o solo. O DEM ¢€ reconhecido atualmente como um modelo numérico eficaz para andlise de
solos e outros materiais granulares, tanto sob carregamento estitico como dinamico. A caracteris-
tica dessa abordagem € que ela considera explicitamente as particulas em um material granular e
suas interagdes, possibilitado um tratamento direto das descontinuidades e da resposta ndo linear
desses materiais, sendo assim uma alternativa vidvel a abordagem tradicional baseada na mecanica
do continuo. O FEM € um modelo amplamente conhecido para a modelagem de meios continuos,
permitindo a determinagdo do campo de tensdes e deformacdes atuando na estrutura. Dessa forma,
o acoplamento dos dois métodos € uma solucdo eficaz para tratar problema de interacdo de meios
estruturais continuos com dominios particulados com comportamento nao linear. Para que a associ-
acdo dos dois métodos possa ocorrer foi proposto um modelo de contato entre o meio continuo e o
discreto, que além de garantir a transferéncia do carregamento mecanico gerado pelo solo na estru-
tura, seja de implementacdo direta. Além disso, nesse trabalho € proposto um algoritmo sequencial
de integracdo no tempo, que acopla o método de Verlet explicito, usado no DEM, com o método
de Newmark implicito, usado no FEM. Sdo apresentados resultados indicando a representatividade
dos modelos de acoplamento propostos. A motivacdo da presente pesquisa € a simulacdo do pro-
cesso de interacao estdtica e dindmica entre uma estrutura com o solo a sustentando. Tais processos

sdo de grande interesse na exploracao de petréleo em dguas profundas.

Palavras-chave: Métodos numéricos, Acoplamento, Interacdo solo-estrutura, Método dos elemen-

tos finitos.
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Abstract

SACONE GOMES, André Victor. A Method for Coupling the Finite Element Method Wtih
the Discrete Element Method for Soil-Structure Interaction Analysis. 2014. 186p. Dissertagao

(Mestrado). Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de Campinas, Campinas.

This work presents the study and implementation of a model for coupling the finite element
method (FEM) with the discrete element method (DEM) in order to analyze interaction problems
of structures with granular media. The DEM is recognized nowadays as an effective numerical
model for analysis of soils and other granular materials, both under static and dynamic loads. The
unique feature of this approach is that it explicitly considers the particles in a granular material
and their interactions, making possible a direct treatment of the discontinuities and the nonlinear
behavior of these materials, becoming then a viable alternative to the traditional approach based
on continuum mechanics. The FEM is widely known for modeling continuous media, allowing
the determination of the stress and strain fields acting in the structure. Thus, the coupling of the
two methods is an effective solution to treat the interaction of a continuous structural media with a
particulate domain with nonlinear behavior. To make possible the combination of the two methods
it’s proposed a contact model between the discrete and continuous medium, which will guarantee
the transfer of the mechanical loading generated in the structure by the soil; and its implementation
should be direct. Beyond that, this paper proposes a time integration algorithm, which couples
the explicit Verlet method, used in DEM, with the implicit Newmark method, used in FEM. The
simulations presented indicates a good representativeness of the coupling model proposed. The
motivation of this research is to simulate the static and dynamic interaction between structures

with the soil. Such processes are of great interest in oil exploration in deep waters.

Keywords: Numerical methods, Coupling, Soil-Structure interaction, Finite element method.
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1 Introducao

A anélise de problemas de interagcdo solo-estrutura é de grande interesse na engenharia, em
especial na drea de mecanica computacional. Classicamente, a formulacao desse problema ¢é feita
com uma abordagem baseada na mecanica do continuo, usando o método dos elementos finitos (Fi-
nite Element Method - FEM) ou o métodos dos elementos de contorno (Boundary Element Method
- BEM), tanto para o dominio continuo (estrutura) quanto para o dominio discreto (solo). No en-
tanto, o comportamento tipicamente ndo linear aliado a natureza descontinua dos solos gera uma

grande dificuldade em sua modelagem através das formulacdes cldssicas de mecanica do continuo.

O método dos elementos discretos (Discrete Element Method - DEM) € atualmente reconhe-
cido por ser um método eficaz para a andlise de materiais granulares e solos, tanto sob carregamento
estdtico quanto dindmico. O acoplamento do FEM com o DEM € uma abordagem atrativa para pro-
blemas onde o FEM ¢é adequado para modelar dominios estruturais continuos, ¢ 0 DEM € mais
adequado para tratar dominios particulados com comportamento mecéanico geralmente nao linear.
Exemplos de tais problemas podem ser vistos na interagdo de estruturas com um solo ou meio

granular.

Neste contexto, o presente trabalho aborda os aspectos tedricos e praticos da formulagao,
implementagdo e validacdo de um algoritmo bidimensional DEM-FEM acoplado. O objetivo € a
simulacao do contato solo-estrutura em diferentes configuracdes de contato, a fim de avaliar o car-
regamento mecanico gerado pelo solo na estrutura. Para a modelagem do solo foi implementado o
DEM com particulas circulares, sendo a estrutura modelada pelo FEM, adotando-se um compor-
tamento linear eldstico, com pequenas deformacdes e assumindo-se as hipdteses simplificadoras
do estado plano de deformagdes. Para o acoplamento dos dois métodos é proposto um modelo de

interface entre o dominio discreto e o dominio continuo.

1.1 Motivacao

A motivacao do presente trabalho € a simulac@o do processo de interag@o estatico e dinamico
entre uma estrutura com o solo a sustentando. Esse tipo de interagdo entre uma estrutura e o solo
ocorre em diversas aplicacdes reais, sendo também alvo de estudos recentes na drea de exploracdo

de petréleo em dguas profundas.



Atualmente para efetuar as operacdes necessdrias no processo de producdo de petréleo em
dguas profundas utiliza-se tubulagdes chamadas de risers que conectam a plataforma ou o navio
de producdo aos equipamentos de controle instalados na cabeca do poco no leito marinho, con-
forme ilustrado na Figura 1.1(a). Essas tubulagdes sdo responsaveis por transportar o petréleo ex-
traido da cabecga do pogo até a plataforma ou navio de produgdo, onde geralmente € processada a
producdo proveniente de varios pogos de petrdleo localizados na mesma regido. Devido a grande
profundidade e ao distanciamento horizontal entre a cabeca do poco e a plataforma, ao longo do

comprimento dos risers ocorre o contato com o solo do leito marinho.

O uso de risers para a producdo de petroleo em aguas profundas pode levar a situagdes em
que essas estruturas flexiveis sdo submetidas a carregamentos dinamicos de grande importancia de-
vido a ac@o do solo marinho sobre a estrutura. Nesses casos, o nivel de solicitagdo dindmica € alto
devido a acdo das correntezas e das altas pressdes hidrostéticas. Além disso, devido ao continuo mo-
vimento da plataforma em virtude das correntes marinhas e das ondas na superficie, o riser provoca
a escavacgdo do solo na regido do contato formando as chamadas trincheiras, conforme ilustrado
na Figura 1.1(b). Essa escavacdo provoca o enterramento da tubulacdo (podendo chegar a cobrir-la
completamente), que aliado a continuidade dos movimentos da plataforma pode provocar elevadas
cargas ciclicas na estrutura e consequentemente falhas por fadiga podem surgir, diminuindo assim

a vida 1til do riser a aumentando a possibilidade de ocorrer vazamentos de petrdleo.

/\/\/\/\/
Agua
Solo
(b)

Figura 1.1: (a) Risers de producao; (b) Formacao de trincheiras.

Dessa forma, um dos pontos criticos no projeto de dutos e risers para dguas ultra profun-
das refere-se a complexa interac¢do da estrutura com o solo do leito marinho. Devido aos grandes
deslocamentos sofridos pelo solo e ao seu comportamento nao linear, a modelagem desse dominio

usando-se os modelos classicos de FEM torna-se complexo. Nesse sentido, a motivacio do presente
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trabalho € aplicar o algoritmo acoplado DEM-FEM para simular o contato solo-estrutura a exemplo

do contato riser-solo.

1.2 Posicao do Problema

Nesta se¢do € apresentado um breve historico sobre o desenvolvimento do DEM com énfase
em sua aplicacdo na modelagem de solos e materiais granulares. Sao mencionadas as diferentes
variagdes do método e suas principais caracteristicas e aplicagdes. Apresenta-se de forma sucinta o

DEM e as principais hipéteses assumidas na modelagem do problema.

1.2.1 Breve Historico do DEM

O DEM ¢ um método numérico capaz de simular solos e outros materiais granulares. A ca-
racteristica Uinica dessa abordagem € que ela considera explicitamente as particulas de um meio gra-
nular de maneira individual assim como suas intera¢cdes umas com as outras. O DEM se apresenta
como uma alternativa a abordagem tradicional adotada para simular o comportamento mecanico
de materiais granulares (solos em particular), baseada na mecanica do continuo. Em um modelo
continuo assume-se que o solo se comporta como um material continuo e os movimentos e rota-
coes relativos entre as particulas no material ndo sdo considerados. Faz-se entdo necessario o uso
de sofisticadas equacgdes constitutivas para capturar a complexidade do comportamento do material
que surge devido a sua natureza particulada. No DEM, mesmo que sejam usados modelos simples
para simular o contato entre as particulas, além de particulas com geometrias idealizadas, muitas
caracteristicas da resposta mecanica associadas ao solo conseguem ser obtidas. Simplificar a geo-
metria das particulas e adotar modelos de contato simplificados reduzem o custo computacional da
simulacao e permitem simula¢gdes envolvendo um grande nimero de particulas, e ainda permitem

a obtencdo de caracteristicas importantes da resposta mecanica do solo ou material granular.

Existe um grande nimero de métodos numéricos estabelecidos e novos que podem ser usa-
dos para simular materiais granulares, portanto, é importante posicionar o que o termo ‘“método
dos elementos discretos” significa neste texto. Em uma simulagdo com elementos discretos um
modelo numérico envolvendo um grande nimero de particulas ou corpos € criado. O método dos

elementos discretos ¢ um método de simulacdo onde os deslocamentos e rotagdes finitos das parti-



culas € simulado (CUNDALL E HART, 1992). Segundo defini¢do proposta por O’Sullivan (2011a),
¢é possivel, dentro desse sistema, que as particulas entrem em contato umas com as outras assim
como podem perder o contato também, sendo que essas mudancas de contato sdo detectadas auto-
maticamente durante a simulacdo. Essa definicdo exclui dessa consideracdao os métodos continuos
sem malha (meshless ou meshfree) incluindo o método smoothed particle hidrodynamics (SPH).
As particulas usadas nesses métodos ndo s@o corpos fisicos, mas pontos de interpolacdo, portanto,

muito similares aos nds usados no método dos elementos finitos.

O método DEM € usado através de uma variedade de disciplinas, desde tecnologia de alimen-
tos até engenharia de mineracdo, no entanto, a primeira publicacdo na area foi feita por Cundall e
Strack (1979). Desde essa publicacdo o interesse de geotécnicos por esse método tem crescido
muito nos dltimos anos, ajudado pelo aumento da capacidade dos computadores. Existem duas
principais motivagdes para o uso do DEM na simulagdo de solos e materiais granulares. No pri-
meiro caso, 0 DEM permite que carregamentos e deformacdes possam ser aplicados a amostras
virtuais para simular testes laboratoriais, sendo possivel monitorar e analisar a resposta mecanica.
Portanto, o DEM se apresenta como uma ferramenta valiosa para a compreensao cientifica rigorosa
do comportamento de solos e materiais granulares. A segunda motivacdo para o uso do DEM ¢
que ele permite a andlise da mecanica envolvida em problemas com grandes deslocamentos. Esses
problemas ndo podem ser facilmente modelados usando as tradicionais abordagens baseadas na

mecanica do continuo.

1.2.2 Aplicacao do DEM na Modelagem de Materiais Granulares

Tanto Duran (2012) como Zhu et al. (2007) dividem as técnicas numéricas usadas no DEM
em duas categorias, chamadas de soft sphere e hard sphere. A diferenca basica dos métodos de
cada categoria € se as particulas sdo aproximadas como sendo deformaveis (soft sphere), no qual a
penetracdo entre as particulas é permitida no contato, ou se sdo consideradas rigidas (hard sphere),
no qual nenhuma deformacao ou penetracio € considerada. Ambas abordagens sdo transientes e de-
pendentes do tempo, significando que a evolugdo do sistema em um periodo de tempo € considerada

pelo exame do estado de arranjo das particulas em intervalos distintos de tempo.

O termo hard se refere a auséncia de penetracdo ou deformacdo durante o impacto das par-

ticulas. A colisdo das particulas ndo € necessariamente de interesse podendo ser considerada ins-



tantanea. Esses métodos partem das equacdes envolvendo a transferéncia de energia, sendo que a
for¢a de contato ndo € considerada explicitamente. Esse tipo de modelo reconhece que, quando par-
ticulas colidem, a energia € dissipada por deformacao pléstica e calor. A perda de energia quando
uma colisdo ocorre € caracterizada somente pelo coeficiente de restituicao eldstico, sendo que sao

adotados valores diferentes para o coeficiente de restituicio normal e tangencial.

Os algoritmos baseados no método hard sphere analisam eventos sequencialmente na ordem
em que eles ocorrem. Isso significa que a qualquer instante de tempo durante a simulacdo apenas
uma colisdo pode ocorrer. O passo de tempo usado nessas simulagdes € igual ao tempo entre uma
colisdo e a proxima. Entre duas colisOes as particulas se movem ao longo de uma trajetdria uni-
forme. Aplicacdes desse método podem ser encontradas em problemas que envolvem escoamento
granular rdpido, nos quais o material estd parcialmente ou completamente fluidizado, como em
avalanches ou simulacdes de gases industrias. Como a abordagem por hard sphere nao se aplica
ao dominio que se deseja modelar neste trabalho, os métodos baseados nessa abordagem nao sdo

considerados aqui.

O principio que envolve a abordagem por soft sphere € resolver, em incrementos de tempo
discretos, as equagdes que governam o equilibrio dindmico das particulas em contato. Isso con-
trasta com a abordagem anterior, baseada nas equacgdes de conservacdo de energia. O termo soft,
no entanto, conduz a uma interpretacdo inadequada, uma vez que as particulas em uma simula-
cdo com soft sphere sdo na verdade rigidas, no entanto, elas permitem penetracdo nos pontos de
contato. Nessa abordagem a componente normal da forca de contato entre particulas é calculada
considerando a penetracdo entre as particulas, nas quais assume-se geralmente que a penetracao
da particulas serd pequena. A forga tangencial é calculada a partir do deslocamento relativo tan-
gencial entre as particulas em contato, e possui dire¢cdo ortogonal a for¢ca normal. Em contraste
com a abordagem por hard sphere, onde apenas uma colisdo pode ser considerada a cada passo
de tempo, a abordagem por soft sphere possibilita multiplos contatos simultaneos, de acordo com
o que geralmente ocorre em simulagdes estdticas ou quase-estticas de materiais granulares. Con-
forme apontado por O’Sullivan et al. (2002), vérios algoritmos se enquadram na abordagem por
soft sphere, no entanto, o método mais usado é o método dos elementos distintos, originalmente
descrito por Cundall e Strack (1979). Dada a importancia e a larga aplicacdo do método proposto
por Cundall, os termos método dos elementos discretos e método dos elementos distintos sdo essen-
cialmente usados para designar o mesmo método. No entanto, em uma andlise criteriosa, o método
dos elementos distintos € um dos tipos de métodos de elementos discretos soft sphere. Por ser o

método mais usado nas atuais publicacdes de geomecanica, neste trabalho serd abordado o método



dos elementos distintos que serd chamado de método dos elementos discretos, por ser amplamente

nomeado dessa forma.

1.2.3 DEM e Dinamica Molecular

E importante salientar as semelhancas entre 0 DEM e dinAmica molecular (Molecular Dy-
namics - MD). Conforme descrito por O’Sullivan (2011a), dindmica Molecular € uma ferramenta
de andlise amplamente utilizada em quimica, bioquimica e ciéncia dos materiais. Utilizando esse
método os materiais sdo estudados no nivel mais fundamental pela simulacdo da interacdo entre
moléculas e &tomos. O objetivo desses estudos € relacionar as propriedades macroscopicas do ma-
terial (seja um liquido, sélido ou gés) a interagdes atdmicas fundamentais. Essas particulas sdao
modeladas como centros pontuais e interagem por potenciais de contato. A escala de tempo de
interesse em dinamica molecular é da ordem de 1 us, e as dimensdes analisadas entao entre 10 e
100 angstroms (LUBICH, 2008).

Liquidos tendem a ser os materiais mais comumente considerados em simulacdes de dina-
mica molecular, geralmente aplicados na andlise de transformacgdo de fase. De fato o método foi
inicialmente proposto por Alder e Wainwright (1959) que descreveu a transformacao de fase de um

sistema constituido por um conjunto de esferas rigidas.

Conforme mencionado acima, os métodos sem malha, incluindo o SPH, sdo outros tipos de
métodos baseados em particulas que possuem ampla utilizacdo em uma variedade de aplicacoes,
incluindo também aplicagdes em geotécnica. A base dos métodos sem malha é que as particulas
s@o usadas como pontos de interpolac¢do no qual o deslocamento do material € acompanhado sendo
que o material € continuo entre esses pontos. Esses métodos diferem muito do DEM, uma vez que
formulacdo do método ndo vem da mecanica do continuo, e as particulas representam graos reais

do material que se deseja simular.

1.2.4 Visao Global do DEM

A sequéncia de etapas envolvidas em uma simulacdo do DEM sdo muito parecidas com

outros métodos numéricos, como o FEM por exemplo. Pode-se dividir uma simulacdo do DEM em



3 etapas:

o Dados iniciais e pré-processamento: Inicialmente € necessario definir os dados de entrada
do problema, incluindo a geometria do dominio espacial, nimero e dimensao das particulas,
propriedades e parametros de contato. Esses dados sdo pré-processados de forma a gerar a

condic¢do inicial do sistema.

o Processamento: A cada incremento de tempo sdo detectadas quais particulas estio em contato
e calculadas as respectivas forgas de contato de acordo com o modelo constitutivo adotado. A
magnitude das forcas de contato € relacionada com a penetracio das particulas e com as ve-
locidades relativas no ponto de contato. Calculadas as for¢as de contato € possivel determinar
a forca e o momento resultantes atuando no centroide de cada particula. Entdo, sabendo-se
a massa e momento de inércia de cada particula, as equacdes de equilibrio sdo resolvidas
e determinam-se suas aceleracdes. Usando um esquema de integracdo explicito no tempo
determina-se os incrementos de translagcdo e rotacao das particulas, e consequentemente suas
novas posi¢des no dominio espacial. No pr6ximo incremento de tempo repete-se os cdlculos

usando-se as posi¢oes e velocidades atualizadas, até atingir o tempo de simulagdo desejado.

o Pds-processamento: Apds o término da simulacio € realizado o pos-processamento dos re-

sultados obtidos de acordo com os objetivos desejados.

Neste trabalho sdo assumidas as seguintes hipéteses na formulacdo do DEM:

o O solo ou material granular € aproximado por um conjunto de particulas rigidas, com massa

e momento de inércia finitos, podendo ser descritas analiticamente.

o O dominio espacial € bidimensional. As particulas podem ser mover de forma independente

umas das outras, podendo transladar e rotacionar.
o O Algoritmo detecta automaticamente os contatos entre as particulas.

o Os contatos entre as particulas ocorrem em uma 4rea infinitesimal, sendo que cada contato

envolve apenas duas particulas.

o E permitido que as particulas se sobreponham ligeiramente nos pontos de contato, sendo essa

penetracdo andloga a deformacgdo que ocorre no contato de particulas reais.
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o As forgas de contato sdo calculadas a partir de penetragdo sofrida pelo par de particulas em

contato.

o O incremento de tempo escolhido no DEM deve ser pequeno o suficiente para permitir que o
deslocamento das particulas em um dado passo de tempo seja suficientemente pequeno para

influenciar apenas as particulas vizinhas.

1.3 Revisao Bibliografica

Uma breve revisao bibliografica sobre os temas relacionados ao trabalho € apresentada nessa
secdo. A revisdo se concentra nos trabalhos mais relevantes na aplicacdo do DEM para a simulacdo
de solos e materiais granulares, além da simulacdo do processo de interacdo solo-estrutura. Também

sao apresentados os trabalhos mais recentes envolvendo o acoplamento DEM-FEM.

1.3.1 Formulacao

Pode-se considerar que o primeiro passo no desenvolvimento do DEM aplicado na simulacdo
de materiais granulares ocorreu no final da década de 70 com o trabalho de Cundall e Strack (1979).
A formulacgdo inicial do método era bidimensional e considerava apenas a existéncia de contatos
normais € tangenciais entre as particulas circulares. A implementacdo numérica do método supor-
tava a simulag¢do de um nimero muito reduzido de particulas devido as limitagdes computacionais
da época, mas permitiu a execucao de alguns testes de verificacdo que mostraram o potencial do
método para a simulagdo do comportamento de materiais granulares. Este trabalho € até hoje con-
siderado a referéncia basica do DEM, principalmente para sua aplica¢do na simulagdo de materiais

granulares.

Nos primeiros anos apds sua introducdo, a capacidade computacional disponivel na época
foi um dos fatores limitantes para a utilizacdo do DEM. No levantamento realizado por O’Sullivan
(2011a), e reproduzido na Figura 1.2, é possivel observar o nimero de publicac¢des utilizando o
DEM de 1975 até 2010.

Observa-se na Figura 1.2 que somente no final da década de 80, com o desenvolvimento da

capacidade computacional disponivel, houve um aumento do nimero de publica¢des utilizando o
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Figura 1.2: Numero de publica¢des anuais utilizando o DEM (O’ SULLIVAN, 2011a).

DEM. Tiang et al. (1989) realizou testes de validagado numéricos em um modelo DEM bidimensio-
nal, semelhante ao proposto por Cundall e Strack (1979), com até 8500 particulas. Para a valida¢ao
numeérica do algoritmo foram realizadas simulacdes semelhantes aos testes laboratoriais tipicos em-
pregados em geotécnica como o ensaios de cisalhamento e o triaxial. Com o resultado dos testes os
autores concluiram que o DEM ¢é uma ferramenta numérica eficaz para simular o comportamento

estatico e dinamico de solos.

A partir desse ponto, derivagdes do algoritmo original comegaram a ser empregados em di-
versas outras aplicacdes. No trabalho de (CUNDALL E HART, 1992) € apresentado um resumo dos
principais aspectos fisicos e tedricos envolvidos na modelagem de um sistema com particulas dis-
cretas, indicando a diversidade de possiveis aplicagdes do DEM. Neste trabalho sdao apresentadas
as duas principais formulacdes para o contato das particulas, soft sphere e hard sphere. Essa divi-
sdo ainda é amplamente empregada nas técnicas numéricas do DEM, conforme descrito por Duran
(2012) e Zhu et al. (2007). Sao abordadas também as técnicas de deteccao de contato e aspectos

praticos da implementa¢do numérica do DEM.

Com o surgimento de aplicacdes do DEM nos mais diversos ramos das ciéncias, como em
minerag¢do, armazenamento de graos, escoamentos de fluidos viscosos, mecanica da fratura, en-
genharia civil, além de geomecanica, surgiram também vdarias modificagdes e implementacdes na

formulagao original do DEM.



Especificamente na simulagdo de materiais granulares como solos e areias, a incorporagao
do contato de rolamento foi de grande importancia para o desenvolvimento do método. Com a
formulac@o classica do DEM proposta por Cundall e Strack (1979) ndo € possivel capturar uma
das caracteristicas tipicas desse tipo de material, a formagao de pilhas. Portanto, nesse contexto o
trabalho de Iwashita e Oda (1998) foi um dos primeiros a incorporar o contato de rolamento na

formulacao original do DEM, de forma a capturar a resposta real de materiais granulares.

Os modelos de contato de rolamento foram estudados por outros autores. Zhou et al. (1999)
realizou a comparacdo dos resultados da simulacdo com experimentos reais utilizando particulas
com tamanho e propriedades controlados. Os resultados demostraram que a incorporag¢ao do atrito
de rolamento no modelo de contato possibilita capturar o comportamento real de materiais granu-
lares. Jiang et al. (2005) também propds um modelo DEM bidimensional com a incorporagdo de

resisténcia de rolamento para a simulacao de materiais granulares.

Mais recentemente, Ai ef al. (2011) fez uma revisdo dos modelos de atrito de rolamento
mais usuais no DEM. Analisaram-se quatro modelos e através de testes numéricos foi avaliado o
desempenho de cada um e suas principais vantagens e desvantagens. Ao final o autor propds um
modelo de atrito de rolamento mais genérico e robusto, apropriado para a modelagem de materiais
granulares tanto em regime dindmico quanto pseudo-estdtico. O algoritmo proposto é usado na

simulacao da formacao de pilhas com particulas bidimensionais.

O emprego do DEM para simular materiais granulares reais implica no emprego de um nu-
mero realistico de particulas na simulagdo. Como a deteccdo dos contatos € um dos processos de
maior esfor¢co computacional no DEM, muitos métodos foram desenvolvidos a fim de tornar esse
processo mais eficiente. Em Munjiza (2004) € feito uma listagem dos principais algoritmos de de-
teccdo de contato disponiveis, e suas vantagens e desvantagens para cada tipo de particula. Em
Munjiza e Andrews (1998) € proposto um algoritmo de detecc¢do de contato para particulas de di-
mensao similar. Ja Peters et al. (2009) propde um algoritmo de detec¢do de contato para particulas

de tamanhos muitos diferentes.

A determinag@o dos parametros de contato usados no DEM também tem sido alvo de es-
tudos importantes. Nessa drea é importante destacar o trabalho de Malone e Xu (2008), onde é
apresentada uma metodologia de determinagdo dos parametros de contato baseando-se nas propri-
edades fisicas das particulas. Também € feita uma revisao dos principais métodos de determinagao

do passo de tempo critico do DEM.
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1.3.2 Penetracao de Corpos Rigidos

O potencial do DEM para simular a penetragdo de corpos rigidos no solo também € reconhe-
cido ha bastante tempo. O primeiro estudo de impacto nessa drea foi feito por Huang e Ma (1994),
onde foi simulado a penetragdo de cone em um sistema de particulas bidimensionais. Mais recen-
temente Jiang et al. (2006) também realizou simula¢des de penetragdo de um cone em um dominio

bidimensional.

Tanaka et al. (2000) analisou a forca de resisténcia a penetragdo em conjunto de particulas
bidimensionais. Com uma implementagao classica de DEM com atrito de rolamento, os resultados
obtidos da simula¢do numérica se mostraram coerentes com os resultados experimentais, apesar do

valor da forga de resisténcia ser ligeiramente menor na simulagdo numérica.

1.3.3 Contato Solo-Estrutura

Diferentemente do problema de penetracdo descrito acima, tem-se poucas publica¢des do
DEM aplicado na simulacdo do contato solo-estrutura (O’SULLIVAN, 2011a). Calvetti et al.
(2004a) considerou o problema com grandes deslocamentos de um tubo sendo movido em uma
caixa de areia. O objetivo era estudar o impacto causado por deslizamentos de areia em tubulacoes.
As particulas foram modeladas como esferas onde a rotacdo ndo era permitida. Foi observado que

os resultados numéricos estavam qualitativamente de acordo com os resultados experimentais.

Em outro estudo, Calvetti et al. (2004b) utilizou particulas bidimensionais para simular a
interagdo de muros de contencdo com as rochas de minas abandonadas. A degradacdo das rochas
devido ao contato com a estrutura foi simulada com uma abordagem baseada no DEM e no FEM.
Os resultados apontaram para a boa representatividade do DEM para simular o comportamento de

rochas em contato com as estruturas de contengﬁo nas minas.

No trabalho de Jenck et al. (2009) é analisado o processo de preparo do solo através de es-
taqueamento, técnica comumente usada na engenharia civil para possibilitar construcdes em solos
originalmente ndo apropriados para suportar o peso da constru¢do. Em sua simulagdo o solo foi mo-
delado por particulas bidimensionais e as estacas consideradas como corpos rigidos. A simulagdo

permitiu avaliar o carregamento gerado pelas estacas no solo.
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Usando formulagdes baseadas em mecanica do continuo a bibliografia disponivel € muito
mais extensa. No problema de contato de dutos com o solo nota-se os trabalhos de Pesce et al.
(2006). Na aplicacdo das teorias de fundagdo eléstica no contato solo-estrutura destaca-se o trabalho
de Barros et al. (2009). Labaki et al. (2013) também analisou o problema de contato solo-estrutura

aplicado em placas.

1.3.4 Acoplamento DEM-FEM

Virios trabalhos tem sido conduzidos na drea do acoplamento DEM-FEM porém poucos se
referem a simulacdes de contato solo-estrutura. O acoplamento DEM-FEM tem sido empregado
com sucesso nas dreas de mecanica da fratura, processos de conducdo de calor e até mesmo na

simulagd@o da performance de pneus (NAKASHIMA E OIDA, 2004).

No trabalho de Azevedo e Lemos (2006) é proposto um modelo hibrido DEM-FEM bidi-
mensional para analise de fratura. O meio continuo é modelado pelo FEM e na regido da fratura o

material € discretizado em particulas, sendo entdo modelado pelo DEM.

Especificamente na drea de interagdo solo-estrutura o primeiro trabalho de impacto utilizando
modelos acoplados DEM-FEM foi feito por Onate e Rojek (2004). Neste trabalho um modelo DEM
bidimensional € acoplado com um modelo FEM quase-incompressivel e aplicado na simulacio de
problemas geomecanicos envolvendo rochas e solos em contato com estruturas. Nas simulagdes
foram analisados ensaios de compressdo e corte de rochas, o impacto de uma estrutura metélica
contra um material rochoso e o processo de ovalizagdo que ocorre no contato de um tubo com o
solo. Conclui-se com o trabalho que o acoplamento DEM-FEM ¢é uma abordagem eficiente para a
simulagio de problemas de geomecanica envolvendo fratura, penetragio e contato solo-estrutura. E
importante salientar que no acoplamento dos dois métodos usou-se um esquema semi-explicito de

integracdo no tempo, que acoplava o integrador explicito do DEM com o semi-implicito do FEM.

Han et al. (2000) desenvolveu um método de acoplamento DEM-FEM para simular o pro-
cesso de conformac¢do mecanica conhecido como shot peening. As particulas de material que sao
usados no processo foram modeladas pelo DEM e o peca que recebe o tratamento modelada pelo
FEM.
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Fakhimi (2009) prop6s um modelo acoplado DEM-FEM para simular o ensaio triaxial, co-
mumente usado em testes geotécnicos. Neste modelo o FEM € usado para simular uma parede

deformdvel em torno do solo modelado por DEM.

Mais recentemente Dang e Meguid (2013) desenvolveu um algoritmo acoplado DEM-FEM
para a andlise de problemas de interacdo solo-estrutura quase-estaticos. Na formulacdo do FEM
adotou-se o algoritmo de relaxagdo dindmico adaptativo para materiais elastopldsticos com amor-
tecimento de Rayleigh, enquanto no DEM adotou-se a formulagdo cldssica proposta por Cundall
e Strack (1979). O desempenho do algoritmo na soluc@o de problemas préticos de interagc@o solo-
estrutura foi investigado através da simulag@o do problema de tunelamento em torno de uma tubu-

lacdo enterrada no solo.

1.4 Objetivos e Contribuicoes

O objetivo principal deste trabalho € propor, implementar e validar uma metodologia de aco-

plamento do DEM com o FEM para simulacao de problemas de contato solo-estrutura.

Pode-se mencionar como objetivos especificos deste trabalho:

@)

Implementacdo de um algoritmo DEM explicito bidimensional.

@)

Implementacdo de uma metodologia sistemética para o cdlculo dos parametros de contato do
DEM.

@)

Implementacdo de um algoritmo FEM dinamico linear.

@)

Validagdo do algoritmo DEM.

O

Validacdo do algoritmo acoplado DEM-FEM.

A metodologia proposta foi aplicada na simulacdo de duas configuracdes de contato solo-

estrutura encontradas na drea de exploragdo de petréleo em dguas profundas.

A contribui¢do deste trabalho € o desenvolvimento de uma metodologia integrada de simula-

cdo que permitiu a solugdo de problemas de interagdo solo-estrutura. Essa metodologia foi imple-
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mentada em um cédigo Matlab e C++ que ficara disponivel para a continuidade de pesquisas na

area.

1.5 Descricao do Trabalho

O presente trabalho foi organizado e sistematizado em seis capitulos visando estruturar o
conteddo abordado nesta pesquisa. Neste primeiro capitulo sdo descritas as linhas gerais desta tese,
bem como seus principais objetivos e motivagdes. O capitulo apresenta ainda uma breve revisao da

literatura referente aos temas abordados neste trabalho.

No segundo capitulo € apresentada a formulacdo do dominio discreto (DEM) e do dominio
continuo (FEM). O capitulo apresenta um estado sobre a determinagdo dos parametros de contato

das particulas. E apresentado também o esquema de acoplamento DEM-FEM proposto.

O terceiro capitulo expde questdes relativas a implementagdo do algoritmo acoplado DEM-
FEM. O capitulo apresenta uma sequéncia de testes visando validar o c6digo computacional imple-

mentado.
Os principais resultados obtidos para a simulag¢do do contato solo-estrutura com a utilizagao
do codigo implementado estdo presentes no quarto capitulo. Sao analisadas duas configuracdes de

contato envolvidas na motivagdo deste trabalho.

Por ultimo, o quinto capitulo faz consideracdes sobre o trabalho, comentando os resultados

obtidos com a metodologia proposta e propondo sugestdes para trabalhos futuros.
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2 Modelagem do Problema

Neste trabalho a modelagem do problema do acoplamento dindmico de meios s6lidos e meios
granulares é feita usando-se uma estratégia hibrida. O meio granular ou discreto € modelado através
do método dos elementos discretos (Discrete Element Method - DEM) enquanto a estrutura ou
meio sélido € modelada pelo métodos dos elementos finitos (Finite Element Metohd - FEM) para
a discretizacdo das equagdes governantes. A seguir sdo apresentados, de forma resumida, os dois
métodos empregados. Por se tratar de um problema acoplado DEM-FEM ¢ apresentado também a

solugdo proposta para o acoplamento dos dois meios.

2.1 Formulacao do DEM

Adotou-se neste trabalho a versdao do DEM com particulas bidimensionais circulares, que €
reconhecido por ser um modelo adequado para tratar materiais geolégicos (ONATE E ROJEK, 2004),
tais como os solos encontrados nos problemas de iteracdo solo-riser nas aplicacdes da area de en-
genharia de petréleo. Foi implementada uma formulagdo dindmica explicita, seguindo os principais
pressupostos utilizados por Cundall e Strack (1979). Dentro do DEM ¢ assumido que o material
s6lido pode ser representado como um conjunto de elementos rigidos (esferas em 3D e discos em
2D) interagindo uns com os outros na direcdo normal e tangencial que no contexto desse trabalho
serdo chamadas de particulas. E adotado que a deformacdo do material é concentrada nos pontos
de contato, leis de contato apropriadas permitem obter as propriedades macroscépicas desejadas do

material.

2.1.1 Equacoes de Movimento

Os movimentos de translac@o e rotagdo de corpos rigidos, particulas circulares no plano neste
caso, mostrados na Figura 2.1, sdo descritos pela segunda lei de Newton. Neste trabalho definiu-se
que o plano é formado a partir do subespaco euclidiano R? pelos vetores diretores x = [1 0 0] e

y = [0 1 0], formando o chamado plano xy.

Para a i-ésima particula do sistema tem-se trés graus de liberdades, que sdo descritos pelas
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/ ~ particula i
\ C (e

yi(t)

yi(t + At)

%:(0) X (t + AD) "X
VA
Figura 2.1: Movimento de um corpo rigido.
seguintes equacdes de movimento em fungdo do tempo ¢:
d?x(t) Fi(t)
— =4(l) = 2.1
d*y(t) Fyi(t)
= i;(t) = Y 2.2
o = i) - (2.2)
ION T(t) + Mi(t)
o (1) = wi(t) T (23)

onde z;(t) e y;(t) sdo as posi¢des do centroide da particula 7 disposta em um sistema de coorde-
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nadas fixo = e y, respectivamente; 6,(¢) é a posi¢do angular da particula ao longo da direcéo z,
perpendicular ao plano de translagio xy; w;(t) é a velocidade angular da particula na dire¢do z; m;
¢ a massa da particula; [; ¢ o momento de inércia com relagdo ao centroide na diregdo z; F,;(t)
e F,;(t) sdo as componentes das forgas resultantes atuando no centroide da particula ao longo das
dire¢des z e y, respectivamente; 7;(t) e M;(t) sdo o torque e 0 momento resultante sobre o eixo
central da particula, dire¢do z. Os valores de F,;(t), Fy;(t), T;(t) e M;(t) sdo a soma (resultante)
de todas as forcas, torques € momentos aplicados a i-ésima particula devido ao carregamento ex-
terno, interagdes de contato com as particulas vizinhas ou com os limites do dominio espacial e
outros obstdculos, assim como for¢as de amortecimento viscoso atuantes no sistema. A equacgdo do

movimento para a rotacdo, equacao 2.3, € vélida para cilindros no plano.

Assume-se neste trabalho que as particulas sdo cilindros no plano com altura unitéria,
resumindo-se dessa forma a discos no espaco 2D. Dessa forma, para uma particula ¢ constituida

de um material com densidade p;, tem-se que a massa € 0 momento de inércia sdo dados por,

m; = Wr?pi 2.4)
I = %mirf (2.5)

E importante salientar o motivo da distin¢io entre torque e momento na equagio 2.3. No
contexto deste trabalho faz-se a distin¢do entre torque e momento, conforme serd visto nas proximas
secdes, pois define-se que torque, (7;(t)), é gerado a partir de uma forca tangencial proveniente do
contato tangencial de atrito e momento, (M;(t)), é gerado pelo contato de rolamento entre duas
particulas. Essa distin¢do tem a finalidade de deixar mais clara a origem das forcas envolvidas em
cada contato entre as particulas, uma vez que o torque, por ser gerado por uma forca tangencial,

contribui também para o somatorio de for¢as no plano xy, enquanto o momento nao.

Assim obtém-se trés equacdes de movimento unidimensionais, uma para cada grau de liber-

dade, dadas pelas equacdes 2.1, 2.2 e 2.3, que governam o movimento das particulas no plano.
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2.1.2 Integracao Numérica

No DEM, como em outros métodos numéricos, o tempo € discretizado, sendo que em cada
iteracdo (passo de tempo) do método, as equagdes de movimento de Newton, dadas pelas equacoes
2.1, 2.2 e 2.3, sdo resolvidas para cada particula do sistema. Tomando-se um passo de tempo su-
ficientemente pequeno para cada iteracdo, € possivel aproximar através de um método numérico
quais as novas posicoes e velocidades das particulas no final da iteragcdo. Com as novas posicoes e
velocidades das particulas, as forcas, torques e momentos (Fy;(t), Fy;(t), T;(t) e M;(t)) resultan-
tes atuando nas particulas sdo recalculadas e procede-se uma nova iteragdo. Esse procedimento é

repetido vdrias vezes até se obter o tempo de simulagdo desejado.

O método numérico usado para avangar uma iteracio no tempo € conhecido como método de
integracdo. No DEM € amplamente usada uma derivacdo do método de integracdo de Verlet, um

algoritmo cldssico para integrar numericamente as equacdes de movimento de Newton.

O método de integracdo de Verlet foi inicialmente proposto pelo matematico francés Jean
Delambre em 1960, mas se popularizou apds o fisico francés Loup Verlet aplicd-lo nos primeiros
célculos de dindmica molecular (VERLET, 1967). Atualmente, variacdes desse método sdo ampla-

mente aplicadas para integracao explicita no tempo em dindmica molecular e também no DEM.

A integracdo das equacdes de movimento de Newton através do método de Verlet é baseada
na expansao em séries de Taylor. Tomando como exemplo a equacdo 2.1 para translagcdo na dire¢a@o
x, a expansao em séries de Taylor da posi¢do x; da particula ¢ no instante t + At e t — At com

relacdo ao instante ¢, onde At é um incremento de tempo, fornece

I AtQ " Atg " 4
/ At2 " At3 " 4

Adicionando as equacdes 2.6 € 2.7 obtém-se
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zi(t 4+ At) + z(t — At) = 224(t) + At?x," (t) + O(At?) (2.8)

Nota-se que a derivada de z;(t) com relagdo a t, x;(t), € equivalente a velocidade da particula,
t;(t), e a derivada segunda de x;(t) com relagdo a ¢, x;”(t), € equivalente a aceleracdo da particula

#;(t). Fazendo-se essas substitui¢des obtém-se

zi(t+ At) + 2;(t — At) = 24(t) + At%E; + O(At?) (2.9)
Substituindo a equacdo 2.1 na equagdo 2.9 e resolvendo para z;(t + At) tem-se

2

! F.i(t) + O(AtY) (2.10)

7

xi(t + At) = 2x;(t) — x;(t — At) +

O tempo € uma varidvel continua, mas para realizar a implementacdo numérica da equagao

2.10 € necessario que a solucdo seja gerada para passos de tempo discretos, de tal forma que

tosr — tn = At 2.11)

Sendo n o nimero da iteragdo. Discretizando o tempo na equagdo 2.10 leva ao algoritmo de

Verlet original

At?

i

Nota-se que a equacao de Verlet necessita de dois passos de tempo anteriores, t¢,, € t,_1, para
avancar a solucdo no tempo, e € um método com erro de quarta ordem. Observa-se também que
a velocidade ndo € explicitamente descrita no algoritmo de Verlet. Isso é um problema potencial
no DEM, pois para o célculo das forcas de contato das particulas € necessario o conhecimento de

suas velocidades, conforme serd descrito posteriormente. Além disso, a velocidade no instante ¢,,
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nao pode ser calculada enquanto a posicao no instante de tempo %, € obtida. Como resultado,
a velocidade ¢ geralmente calculada a partir das posi¢des usando uma aproximagdo baseada na

derivada da posic¢ao.

Ti(tns1) — Ti(ta—1)
2At

Bi(tn) = (2.13)

Também se observa que o algoritmo de Verlet, equacao 2.12, requer um procedimento de ini-
cializagdo, uma vez que utiliza o valor das posi¢des em dois passos de tempo anteriores (instantes
t, e t,_1). Isso normalmente é resolvido usando um integrador menos preciso, que requer as in-
formacdes apenas do passo de tempo anterior, como o método de Euler, para completar o primeiro
passo de tempo. Depois, nos passos de tempo seguintes, a integracio é continuada com o método

de Verlet. Tal procedimento pode acarretar transientes indesejaveis no inicio da simulacao.

O fato de método de Verlet fornecer as velocidades com um atraso de um passo de tempo
com relagdo as posicdes das particulas € especialmente critico para sua aplicagdo no DEM. Em
dindmica molecular as forcas atuando nas particulas sao calculadas a partir de potenciais de energia,
que necessitam apenas da informacao das suas posicoes, portanto, o conhecimento das velocidade
no instante de tempo atual ndo € um fator critico. J4 no DEM, para o célculo das forcas de contato
entre as particulas € necessario o conhecimento das posi¢des e velocidades das particulas no mesmo

instante de tempo, o que inviabiliza a aplicacdo do método de Verlet.

A fim contornar as dificuldades apresentadas acima para aplicar o método de Verlet original
no DEM, foi desenvolvido uma variagdo do método, conhecido como Verlet leapfrog (que poderia
ser traduzido como o salto de Verlet) (SCHLICK, 2010). Usando o esquema de diferenca centrada
para aproximar a derivada da posic@o da particula ¢, a velocidade no instante central entre os ins-

tantes de tempo ¢, e ¢, 1 pode ser definida por

Ti(tpg1) — 2i(tn)
At

Ti(thy1/2) = (2.14)

que pode ser resolvido para x;(t,1), resultando em
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Similarmente, definindo a velocidade no instante central entre os instantes de tempo ¢,,_; €

t,, tem-se

At

Ti(th_1/2) = (2.16)

A aceleragdo no instante de tempo t,, pode ser definida, de maneira equivalente, usando-se o
esquema de diferenca centrada para aproximar a derivada da velocidade entre os instantes de tempo

tn—1/2 € tny1/2, O que resulta em

Ti(tny1/2) — Ti(tn-1/2)

i 1) - @.17)
Substituindo a equacao 2.1 na equacdo 2.17 tem-se
Ti(tnary2) — Tiltno1/2)  Fai(tn)
= 2.18
que pode ser resolvida para &;(t,11/2),
. . At
Ti(tny1/2) = Ti(tn-1/2) + EFm(tn) (2.19)

(2

Desta forma, as equagdes 2.15 e 2.19 constituem o algoritmo de integracdo explicito de Verlet

leapfrog, que foi implementado neste trabalho.
O método de Verlet leapfrog possui algumas vantagens em relagao ao método de Verlet ori-

ginal. Para o DEM ele € especialmente ttil uma vez que a velocidade € incluida explicitamente no

método, ao contrdrio do que ocorre no método de Verlet original.
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Observa-se que as velocidades e posi¢des ainda sao fornecidas com uma defasagem de meio
passo de tempo, uma vez que as velocidades sdo obtidas na metade dos instantes de tempo (Z,,11 /2,
tnt3/2> tnys/2, --) €nquanto as posi¢des sdo obtidas nos instantes inteiros de tempo ({41, tni2,
tnts, ...). No entanto, no DEM classicamente essa defasagem de meio passo de tempo € ignorada na
implementa¢do do método, assumindo-se que a velocidade no instante ¢,,_; /2, dada por Ti(tn_1 /2),
e a posi¢do no instante t,,, dada por x;(t,,), ocorrem simultaneamente (no mesmo instante de tempo,
t,,). Essa aproximacao € utilizada pela grande maioria das implementacdes de DEM baseadas em

rigid contact que utilizam o integrador explicito de Verlet leapfrog (O’ SULLIVAN, 2011a).

Dessa forma, para avancar um passo de tempo, do instante ¢,, para ¢,,.1, apos serem calcu-
ladas a forgas, torques e momentos resultantes atuando nas particulas do sistema no instante %,
(calculadas a partir das posi¢Oes no instante ¢,, € das velocidades no instante ¢,,_; /2), resolve-se as
equagdes do método de Verlet leapfrog para cada grau de liberdade a fim de determinar as posi-
¢oes e velocidades no instante de tempo ¢,,.1. Abaixo tem-se as equacdes do integrador de Verlet

leapfrog expressas para os trés graus de liberdade.

Translagdo na direcao x:

Ti(tng1y2) = Ti(tn-1/2) + AtE(t,)/m; (2.20)
Ti(tni1) = Titn) + At 2i(tni1/2)
Translacdo na direcdo y:
Yiltnt1s2) = Gi(tn—1/2) + AtFyi(tn)/m; 2.21)
yi(tn-l-l) = yz(tn) + At yi(tn+1/2)
Rotagdo na direcao z:
Wi(tni1y2) = wiltn-1/2) + At[T(t,) + Mi(t,)]/1; (2.22)

Oi(tns1) = 0i(tn) + At w;i(tpi1/2)

O conhecimento da posi¢ao angular #; das particulas é necessario para calcular as forgas de

contato tangenciais.
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2.1.3 Algoritmo de Deteccao de Contato

Conforme mencionado por Peters et al. (2009), o maior esfor¢o computacional em uma si-
mulacdo de DEM ¢ a detec¢do do contatos entre as particulas, portanto, um algoritmo de deteccao
eficiente € essencial para atingir o desempenho computacional desejado. Os pares de particulas em
contato devem ser automaticamente detectados a cada iteracdo do DEM, para que a forca entre
elas possa ser calculada. O procedimento de busca completa por vizinhos € muito ineficiente, uma
vez que o tempo computacional é proporcional a 72, onde i é o nimero de particulas presentes na
simulag@o. Na formulagdo implementada, baseada no algoritmo proposto do Munjiza ¢ Andrews
(1998), a detecgdo de contatos é baseada em um algoritmo que divide o dominio, de dimensado L,
por L,, em uma grade regular de elementos quadrados. Todos os elementos dessa grade sdo nu-
merados, contados da esquerda para a direita e de baixo para cima, conforme mostrado na Figura
2.2. A cada iteracdo n (instante de tempo t,), o algoritmo determina, a partir das coordenadas do
centroide da particula (z;(t,), y;(t,)) em quais elementos da grade as particulas estdo localizadas.
A posi¢do espacial do centroide de cada particula no dominio é armazenada em dois vetores, cada
um com dimensao (i x 1). Esses vetores, chamados de X(¢,,) e Y (¢,), sdo atualizados a cada passo

de tempo n.

(2.23)

A grande maioria dos elementos que compde a grade sdo quadrados iguais e possuem dimen-
sdo horizontal igual a divx e dimensdo vertical igual a divy, sendo que nesse caso dive = divy. A
excec¢do fica por conta dos elementos da linha superior e da coluna direita da grade, que nesse caso
podem ter dimensdes diferentes em virtude do tamanho do dominio espacial (L, € L,) ndo neces-
sariamente ser igual a um multiplo de divx ou divy. Os elementos dessa linha e coluna possuem

dimensdo ajustada de acordo com o resto da divisdo de L, por divz e de L, por divy.

A dimensao divx e divy deve ser igual ao diametro da maior particula presente na simulagao,
conforme pode ser observado na Figura 2.2. Munjiza (2004) demostrou que quando a dimensao
dos elementos da grade € igual ao didmetro da maior particula presente na simulagdo, o algoritmo
de deteccdo de contato implementado neste trabalho atinge o melhor desempenho computacional.

Esse valor € também o valor minimo para a dimensao dos elementos, uma vez que uma dimensao
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Figura 2.2: Divisdo do dominio espacial em um grid.

menor inviabilizaria a detec¢cdo das particulas maiores.

Sobre esse aspecto, conforme descrito por Munjiza e Andrews (1998), o algoritmo de de-
teccdo de particulas baseado na divisdo do dominio em uma grade regular de elementos, que foi
implementado neste trabalho, possui uma forte limitacdo quanto a dimensao das particulas presen-
tes na simulagcdo. Esse algoritmo é eficiente somente se o didmetro das particulas da simulagcdo
forem préximos, ou seja, com uma variancia pequena em torno do valor esperado. Isso ocorre pois,
para simulagdes com particulas de diametros muito diferentes, como por exemplo uma razio de
diametros entre a maior e a menor particula maior que 2, o tamanho dos elementos da grade devera
ser igual ao didmetro da maior particula. Isso torna o algoritmo de detec¢do de contato inefici-
ente para as particulas menores, o que aumenta muito o tempo de simulacdo do DEM. Portanto,
uma limitacdo desse algoritmo € que ele é computacionalmente eficiente apenas se as particulas

possuirem didmetros proximos.

Uma maneira eficiente de determinar em quais divisdes da grade se encontram as particulas
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¢, primeiramente, determinar em qual divisdo vertical e horizontal eles se encontram. Para isso,
tomando como exemplo a dire¢do horizontal, basta dividir o vetor X(¢,,) por L, e multiplicar por
divz, sendo que divx € o tamanho de uma divisao horizontal da grade. O resultado dessa operagdo
¢ aproximado para o préximo nimero inteiro fornecendo em qual divisdo horizontal se encontra a
particula. O mesmo procedimento € repetido para a direcdo vertical, sendo que os resultados sao
armazenados nos vetores posx(t,) e posy (¢, ), ambos com dimensao (i x 1). Nas equagdes 2.24 e

2.25 sao mostrados os célculos para as direcdes x e y:

posx(t,) = int (XL(t”)divx) (2.24)
posy(t,) = int <¥divy) (2.25)
y

Tendo esses vetores, a determinac¢ao da localizagdo das particulas na grade fica facilitada,

pois, seguindo a numeragao da grade descrita acima, a posi¢ao do elemento é dada por

pos(t,) = posy(t,) (1 — divz) + posx(t,) (2.26)

Dessa forma, gera-se um vetor pos(t,) que informa as particulas pertencentes a cada ele-
mento da grade. E possivel, entdo, calcular a distancia apenas entre as particulas contidas no mesmo
elemento da grade e nos elementos vizinhos que sdo as unicas possibilidades de ocorrer contato,

reduzindo drasticamente o esfor¢co computacional do algoritmo.

A fim de tornar o célculo das for¢as de reacdo entre as particulas mais eficiente, ao calcular a
for¢a exercida em uma determinada particula devido ao contato com outra particula aplica-se auto-
maticamente a reacdo dessa particula naquela. Dessa forma, o nimero total de cdlculos é reduzido
pela metade uma vez que a busca por contatos € feita apenas em metade dos elementos vizinhos da
grade, conforme mostrado na Figura 2.3, onde para o elemento 56 da grade é verificado a existéncia
de contatos apenas com os elementos 34, 35, 44. Caso existisse contato entre as particulas 1 e 2,
seriam aplicadas as for¢as de contato em ambas as particulas (ac¢do e reagdo), evitando dessa forma

a necessidade de calcular as forcas de contato duas vezes para o mesmo par de particulas.
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elementos
21 22 23 24 25 26 envolvidos na
busca por .

contatos
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 2.3: Busca por contatos entre elementos
vizinhos da grade.

Na Figura 2.3 observa-se que serd checado o contato entre a particula 1 e 2 apenas uma
unica vez, quando for verificada a vizinhanga do elemento que contém a particula 2. Caso essas
duas particulas estivem em contato as forcas que atuam nas duas particulas seriam prontamente

aplicadas.

2.1.4 Calculo da Forca de Contato Entre as Particulas

A cada iteracdo do DEM, o algoritmo de contato detecta quais particulas estdo em contato.
Uma vez detectado o contato entre um par de particulas na iteracdo n (instante de tempo %),
as forcas que ocorrem no ponto de contato devem ser calculadas de acordo com a modelagem
proposta, de forma a representar a interacdo entre os dois corpos. Neste trabalho foi adotada a
modelagem por soft sphere (O’ SULLIVAN, 2011a), de forma que as particulas sdo aproximadas
como sendo deformdveis (soft sphere), onde a penetragdo entre as particulas € permitida nos pontos
de contato. As forcas de contato sdo proporcionais a essa penetracdo, sendo calculadas a partir
do modelo constitutivo adotado. Foram implementados trés modelos de contato, de forma que a

interacdo entre as particulas é representada pelas forcas de contato F,,(¢,,) e Fr(¢,), que atuam no
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plano xy e pelos momentos M(t,,) que atuam na dire¢do z, conforme mostrados na Figura 2.4 para

o contato entre duas particulas na iteracao n.

w»

particula 2

ponto de contato
particula 1

Figura 2.4: Forcas e momento de contato.

F,(t,) é chamada de for¢a normal e atua na direcdo normal ao contato n(t,), ou seja, se
situa ao longo da linha que conecta o centro das particulas. F(¢,,) € chamada de forca tangencial e
atua na direc@o perpendicular a for¢a normal, ao longo da direc@o tangencial ao ponto de contato.
Ambas as forcas sdo aplicadas no ponto de contato, que corresponde ao ponto central da penetragao,
ao longo da dire¢do que passa pelo centroide das duas particulas em contato. M(t,,) é chamado de

momento de rolamento e € aplicado no centroide das duas particulas.

Aplicando-se equilibrio de corpo rigido a cada particula € possivel determinar as forcas equi-
valentes atuando em seus centroides devido ao contato. Na Figura 2.5 sdo mostradas as forgas, o
torque e o momento equivalentes atuando no centroide das particulas, no qual assume-se, para fins
de exemplificagdo, que o contato ocorre apenas entre as particulas 1 e 2 e que ndo existem outras
interagdes ou carregamentos externos. Os subindices indicam que o carregamento € aplicado na

particula 1 devido ao contato com a particula 2 ou o contrério.

O torque T(t,) é gerado pela transferéncia da forca tangencial F7(t,) para o centroide da

particula, sendo calculado por
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particula 2

particula 1

Figura 2.5: Forcas e momentos equivalentes no centroide.

T(t,) = Fr(t,) x . (2.27)

no qual r. € o vetor que liga o centro da particula até o ponto de aplicacdo das forcas (ponto de

contato). O torque T'(¢,,) atua na direcdo z juntamente com o momento M(t,,).

Pela terceira lei de Newton (lei da acdo e reagcdo) tem-se a seguinte relagao

Fle(tn> = _FnQI(tn)
Frio(t,) = —Fro(tn) (2.28)
Mis(t,) = —Mai ()

As forgas, torques e momentos podem ser expressos em termos das componentes nas direcoes

x,y e z, de forma que, para a particula 1, por exemplo, pode-se escrever para a iteragdo n

Frio(tn) = [Fuiz, (tn) Fuiz, (tn) 0]
Frio(tn) = [Friz, (tn) Friz, (tn) 0]
T12(t,) = [0 0 Tia(t,)]

My (t,) = [0 0 Mia(t,,)]

(2.29)
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As forcas F,, e F1 e o momento M de contato sdo obtidos usando-se um modelo constitu-
tivo formulado para o contato entre dois corpos rigidos, conforme mostrado na Figura 2.6. Nesse
modelo constitutivo cada par de particulas em contato € modelado por trés modelos distintos, todos

baseados na formulacao classica de DEM composta por arranjos de molas e amortecedores.

normal tangencial rolamento

e o

translacdo rotagdo

AN @ molas

_|} ~X|> amortecedores

—— —O)— juntas deslizantes

—+ junta anti-tragao

Figura 2.6: Modelos constitutivo adotado no DEM.

o Modelo de contato normal: Atua na dire¢do normal ao contato, contribuindo para a for¢a nor-
mal F,, na dire¢iio n. E caracterizado por uma mola normal com rigidez k,, um amortecedor
normal com coeficiente de amortecimento viscoso ¢,, € uma junta anti-tracdo que garante
apenas forgas de repulsdo entre as particulas. O contato normal entre duas particulas existe
apenas se elas estiverem em contato, € nesse caso serd uma forca de repulsao, dessa forma

a junta ati-tracdo tem a finalidade de incluir esse efeito no modelo. Como a linha de agdo

29



da forca F,, passa pelo centroide da particula, esse modelo nao gera torque ou momento nos

centroides das particulas.

o Modelo de contato tangencial: Atua na direcdo tangencial ao contato, contribuindo para a
forca tangencial, Fr, e consequentemente para o torque, T. E caracterizado por uma mola
tangencial com rigidez k;, um amortecedor com coeficiente de amortecimento viscoso c¢;,
e um cursor deslizante com coeficiente de atrito dinamico ;. Esse modelo ndo gera forga
na direcdo normal ao contato, mas a forca F; desenvolve torque na direcdo z, quando é

transferida do ponto de contato para o centroide da particula.

o Modelo de contato de rolamento: E caracterizado por uma mola torcional com rigidez k,, um
amortecedor torcional com coeficiente de amortecimento viscoso c¢,, € uma rotula deslizante
com coeficiente de resisténcia ao rolamento (atrito de rolamento) y,.. Este modelo ndo trans-
fere forcas para as dire¢cdes normal e tangencial (plano xy), somente 0 momento M que atua

na dire¢do z.

Cada particula pode fazer contato com vdrias outras particulas na mesma itera¢do, de forma
que, para todos os pares de particulas em contato sao calculadas as forcas, torques € momentos
equivalentes atuando em seus centroides devido a cada interacdo. Somando-se a contribuicao de
todos os pares de contatos das particulas € possivel calcular as forgas resultantes atuando nas dire-
¢oes x e y, além do torque e momento resultantes atuando na direcdo z. Tomando como exemplo a

particula 1, tem-se para o caso do contato com trés particulas simultineas (particulas 2, 3 e 4):

tn) - F;L12m (tn) + Fn13m (tn) + Fn14m (tn)
tn) = Fn12y (tn) + Fn13y (tn) + Fn14y (tn)
Ty (tn) = Tho(tn) + Tis(tn) + Tha(tn)

t

Mi(t,) = Mia(t,) + Mas(t,) + Miy(ty,)

(2.30)

no qual F;(t,) é a forga resultante atuando no centroide da particula 1 na direcdo x; Fy1(t,) € a
forca resultante atuando no centroide da particula 1 na direcdo y; T3(t,) e M;(t,) e sdo o torque
e 0 momento resultantes, respectivamente, atuando na particula 1 na direcdo z. Todos ocorrem no

instante de tempo t,, (iteragdo n).

As forgas, torques e momentos resultantes sdo entdo introduzidos no algoritmo de integracao
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para avangar uma iteracdo do método para o instante ¢,,;. Nas proximas se¢des sdo mostradas
como sdo calculadas as forcas F,,(¢,) e Fr(t,) e o momento M(¢,,) que ocorrem nos pares de

particulas em contato.

2.1.5 Calculo da Forca de Contato Entre as Particulas e os Limites do Dominio
Espacial

Uma vez detectado que uma particula entrou em contato com o limite espacial do dominio
(fronteira) na iteracdo n, as forcas e momentos que ocorrem no ponto de contato sao calculados,
sendo essas responsdveis por manter as particulas dentro do dominio espacial considerado na si-
mulagdo. As forgas que ocorrem no contato de uma particula com a fronteira sdo as mesmas que
ocorrem no contato entre um par de particulas, sendo elas a forca normal F',(¢,,), a forca tangencial

Fr(t,) e o momento de rolamento M(¢,,), conforme mostrado na Figura 2.7.

V.

n

Mx__/

1
\ F
4_
w1 ‘—/
ponto de

contato

[ ™~ fronteira do dominio

Figura 2.7: Contato de uma particula com a fronteira
do dominio espacial.

Conforme observado na Figura 2.7, uma particula, ao interagir com a fronteira de um domi-

31



nio retangular, estd sujeita apenas a forgas horizontais e verticais, uma vez que a direcao de contato
¢é conhecida. Assim, uma vez identificado com qual limite do dominio ocorreu a interacao da par-
ticula, o cdlculo da forca de reacdo € facilitado, uma vez que a direcdo da for¢ca é imediatamente
conhecida. As forgas de contato F,,(¢,,), Fr(t,) e M(¢,) sdo obtidas usando-se 0 mesmo modelo

constitutivo determinado para o contato entre duas particulas.

Assim como ocorre no contato entre um par de particulas, as forcas sdo transferidas do ponto
de contato para o centroide da particula, resultando na adi¢cdo de um torque T(¢,). Essas forgas,
torques e momentos sdo adicionados ao somatério de for¢as e momentos, juntamente com as forgas
de contato entre particulas, para determinar as resultantes atuando nos centroides das particulas nas

direcdes =, y € 2.

2.1.6 Calculo da Forca de Contato Normal

A cada iteracdo n deve-se calcular a forca normal existente entre os pares de particulas em
contato, e também para os contatos entre as particulas e as fronteiras do dominio espacial. Dessa
forma € possivel determinar a contribui¢do desses contatos para a resultante de for¢as nas direcoes

x e y atuando no centroide das particulas presentes na simulagao.
O médulo da forga de contato normal, F),(t,), é decomposto em uma parte eldstica e uma

parte de amortecimento, determinados por F¥(t,) e F(t,_1/2), respectivamente.

F,(ty) = Ef(ty) + Fltu_1/2) (2.31)

A componente de amortecimento € usada para diminuir a oscilacao da for¢a de contato nor-
mal e para dissipar energia cinética. Para o caso do contato entre um par de particulas, o médulo
da componente eldstica da forga de contato normal, F*(t,,), é proporcional a rigidez normal, k,, e

a penetragdo das duas particulas, u,,(t,), isso é

FF(t,) = knttyn(tn) (2.32)

n
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Tomando como exemplo o contato entre as particulas 1 e 2, a penetracao € calculada por

Upp () = d(t,) — 11 — 19 (2.33)

sendo d(t,,) a distincia entre os centroides das duas particulas, dada pela equacdo 2.34, e 1 e ry

seus respectivos raios.

Altn) = \/ (@2(tn) — 21 (60)* + (a(tn) — 91 (ta)? (2.34)

No caso do contato da particula com os limites do dominio, 0 médulo da forca de contato
normal F*(t,) serd proporcional a rigidez normal, k,,, € a penetra¢io da particula na fronteira do

dominio, A, (t,,).

Fy(tn) = kna(tn) (2.35)

onde A, (t,) é a penetracdo da particula 7 na fronteira onde ocorre o contato, dada por

Am (tn> - df'ronteira(tn> - (236)

onde r; é o raio da particula ¢ incidente na fronteira e d onteira(tn) € a distdncia do centroide da

particula a fronteira onde ocorre o contato, calculado perpendicular a fronteira.
Assume-se que o amortecimento € viscoso, sendo o modulo da forca de amortecimento dada

por

Fﬁl(tn—m) = CpUrn(tn-1/2) (2.37)
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onde vy, (t,—1/2) é a projecao da velocidade relativa das duas particulas na dire¢do normal n(t,).

A direcdo n(t,), no plano xy, para o contato entre as particulas 1 e 2 é calculada por:

nys(t,) = (2.38)
IT(y2(tn) — w1(tn)) (22(tn) — 21(ta))]]]
Os vetores vi(t,—1/2) € Va(t,—1/2) sdo definidos por
L = |Z1(t,— 71 (T —
Vl( 1/2> [xl( 1/2) yl( 1/2>:| (239)
Vo(tn-1/2) = [1’2(%71/2) y?(tn71/2):|
Entao a velocidade relativa normal pode ser calculada por
U (tn—1/2) = (VQ(tn—l/Z) - Vl(tn—1/2>> -nyo(t,) (2.40)

No caso de contato da particula 1 com o limite do dominio v,., (¢, 1 /2) serd simplesmente

igual a

Urn(tne12) = (—V1(tn_1/2)) - n(ty) (2.41)

onde n(t,), nesse caso, corresponde a direcdo perpendicular a fronteira que a particula faz contato.

Dessa forma, a for¢a de contato normal entre o par de particulas 1 e 2 serd dada por

Foia(tn) = (FE(t,) + F(ta-1/2))ma(t,) (2.42)

onde a diferenca de meio passo de tempo entre o cdlculo da componente eldstica, F*(t,), e da

componente proveniente do amortecimento, F%(,,_1/2), € desconsiderada (VERLET, 1967).
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que de acordo com a terceira lei de Newton, equacgdo 2.28, tem-se

As forgas F,,15(t,,) e F,21(t,) atuando nos centroides das particulas 1 e 2, respectivamente,
sdo decompostas nas dire¢des x e y de forma a obter as componentes de ambas as for¢as nessas
dire¢des. Os valores de 12, (ty), Friz, (tn), Fro1, (tn) € Fu21, (t,) sdo incluidos no somatério de

forcas, conforme mostrado na equacao 2.30.

Os célculos, aqui exemplificados para o contato entre as particulas 1 e 2, devem ser repetidos
para todos os pares de particulas em contato, para juntamente com as demais forcas de contato, car-
regamentos externos e forgas de corpo determinar a resultante de forgas, F;(t,), Fyi(t,), atuando

no centroide das particulas na iteragdo n.

2.1.7 Calculo da Forca de Contato Tangencial

Assim como no contato normal, a cada iteracdo n deve-se calcular a for¢a tangencial exis-
tente entre os pares de particulas em contato, e também para os contatos entre as particulas e as
fronteiras do dominio espacial. Dessa forma € possivel determinar a contribui¢do desses contatos
para a resultante de for¢as nas direcdes x, y € z atuando no centroide das particulas presentes na

simulacao.

O modelo de contato tangencial implementado neste trabalho se baseia na implementagao
proposta por Onate e Rojek (2004). Nesse modelo assume-se que o médulo da forca tangencial é
composto por uma parcela proveniente da mola, F%(t,), e outra parcela proveniente do amortece-
dor, F(t,,).

Fr(t,) = Fi(t,) + Fi(tn-1/) (2.44)

Na auséncia de coesdo entre as particulas (caso as particulas ndo estejam ligadas ou a coesdo
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inicial foi quebrada) a reagdo tangencial Fr(¢,,) se apresenta como um atrito oposto a0 movimento
relativo no ponto de contato. A velocidade relativa tangencial no ponto de contato, v, (,_1 /2), é

dada pela projetacdo da velocidade relativa entre as duas particulas na dire¢do tangencial. Portanto:

Vir(tn-1/2) = Ve(tn-1/2) — (Vr(tn,l/g) . n(tn)) n(t,) (2.45)

onde n(t,) é a dire¢do normal ao contato, calculada conforme a equagao 2.38.

A velocidade relativa v, (¢,,_; /2) ¢ calculada levando-se em consideracdo a contribuicdo das
velocidades de translagdo no plano zy, v;(t,—1/2) (determinado pela equacdo 2.39), e das velocida-
des de rotacdo na dire¢do z, w;(t, 1 /2), no ponto de contato, conforme indicado na equagdo 2.46.

Toma-se como exemplo que o contato ocorre entre as particulas 1 e 2.

Vie(tn-1/2) = (VZ(tn—l/2) + wa(tp—1/2) X cm(tn>) — (Vl(tn—1/2> + wi(ty—1/2) X rcl(tn)) (2.46)

onde v1(t,—1/2), Va(t,—1/2) sdo as velocidades de translagdo no plano xy das particulas em contato,
wi(tn-1/2) € wa(tn_1/2) sdo as velocidades de rotagdo dessas particulas na diregdo z e re(t,),
re(t,) sdo os vetores conectando o centro das particulas com o ponto de contato. Para o contato de
uma particula com o limite do dominio, assim como para a velocidade relativa normal, tem-se que

Vg(tn_l/g) € wQ(tn_l/Q) sdo nulos.

A relacdo entre o médulo da forca de atrito eldstica HF’%H e o deslocamento relativo tan-
gencial u, para o modelo cldssico de atrito de Coulomb (para uma forca normal constante F},) é
ilustrado na Figura 2.8(a). Essa relacdo pode produzir oscilagcdes ndo fisicas da for¢ca de atrito na
solu¢do numérica devido a possiveis mudangas na dire¢do da velocidade relativa tangencial. Para
evitar isso, o modelo de contato de Coulomb deve ser regularizado. O procedimento de regulari-
zacdo escolhido, proposto por (ONATE E ROJEK, 2004), envolve a decomposi¢cdo da velocidade
relativa tangencial em uma parte reversivel e outra irreversivel, v/ (t,_1/2) € Vi (t,—1/2), respec-

tivamente.
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Figura 2.8: Forca relativa versus deslocamento relativo tangencial.
(a) lei de Coulomb; (b) lei de Coulomb regularizada.

Vir(tn-1/2) = Vip(tn_1/2) + Vip(ta_1/2) (2.47)

O que equivale a formular o atrito como um problema andlogo ao da elasto-plasticidade, que
pode ser observado pela relacdo entre deslocamento relativo e forca de atrito na Figura 2.8(b). Essa
analogia permite calcular a forca de atrito empregando o seguinte algoritmo a cada iteracdo do

método:

Para cada par de particulas em contato calcula-se o deslocamento relativo tangencial aproxi-
mado a partir da velocidade relativa tangencial, dado por v,z (t,_1 /Q)At. O valor do deslocamento
relativo tangencial pode entdo ser multiplicado pela rigidez tangencial, k7, para encontrar o incre-
mento no valor da for¢a tangencial de atrito. O incremento na forca tangencial de atrito € adicionado
ao valor da forca na iteracdo anterior (caso o par de particulas em questdo estivesse em contato),
F%(t,_1), para encontrar o valor atualizado, conforme mostrado na equacdo 2.48. Se o par de parti-
culas ndo estava em contato na itera¢do anterior o valor de F4(¢,_,) é considerado nulo. Portanto,
para implementar o algoritmo € necessario o conhecimento da for¢a tangencial de atrito no passo

de tempo anterior para todos os pares de particulas em contato.

FRlr () = Fh(tu 1) — kv (te_1/o) At (2.48)
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onde At é o passo de tempo do integrador. Apds calculada a forga tangencial, conforme mostrado

na equacdo 2.48, verifica-se a condi¢@o de escorregamento

b= HF?”"“Z(%) | Fu(t)] (2.49)

onde |F),(t,)| é o valor absoluto da forga de contato normal, calculado pela equagio 2.42 para o
mesmo par de particulas. Se ¢ < 0 tem-se um contato sem escorregamento € a forga de atrito é

dada por

Fh(t,) = Fa"(t,) (2.50)

Caso contrario tem-se escorregamento no contato, onde a forga de atrito é dada por

Fk,trial tn
F?(tn)zut!Fn(tn)!‘ r " (tn) (2.51)

‘ F?t”al (tn)

A componente proveniente do amortecimento viscoso F&(¢,) é dependente da velocidade
relativa tangencial v, (¢,_1 /2) entre as duas particulas em contato e o coeficiente de amortecimento

VISCOSO ¢4

_CtVrT<tn—1/2) s€ ¢ <0

2.52
0se >0 ( )

F(tn-1/2) = {

Ou seja, o amortecimento € ativado apenas quando nio ocorre escorregamento no contato do

par de particulas. Isto é, considera-se que o amortecimento € viscoso e ndo € causado pelo atrito.

Dessa forma, a for¢ca de contato tangencial entre o par de particulas 1 e 2 serd dada por
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Fria(t,) = Fh(t,) + F%(tnq/z) (2.53)

onde a diferenca de meio passo de tempo entre o cdlculo da componente eldstica, F.(t,), e da

componente proveniente do amortecimento, F%.(¢,_1,), ¢ desconsiderada.

De acordo com a terceira lei de Newton, equagao 2.28, tem-se

Fro1(t,) = —Fria(ts) (2.54)

O torque T'5(t,) serd calculado de acordo com a equagdo 2.27, resultando em

Ti2(tn) = Fria(tn) X reas(ts) (2.55)

Novamente, de acordo com a terceira lei de Newton, equacdo 2.28, tem-se

T (t,) = —T12(t,) (2.56)

As forgas Fri5(t,) € Froi(t,) e os momentos Ti5(t,) e To(t,) atuando nos centroides
das particulas 1 e 2, respectivamente, sdo decompostos nas dire¢des =, y € z de forma a obter
as componentes nessas direcdes. Os valores de Fria, (t,), Friz, (tn), Froi,(tn) € Fra1,(t,) sdo
entdo incluidos no somatoério de forgas, conforme mostrado na equagdo 2.30, a fim de determinar
as forgas resultantes atuando no centroide das particulas, F,;(t,) e F,i(t,). Os valores de T}, e
T51, atuando na direc¢do z, sao também incluidos no somatorio de torques € momentos, conforme
mostrado na equagdo 2.30, a fim de determinar o torque resultante, 7;(%,,), € 0 momento resultante

M;(t,,) atuando no centroide das particulas.

Os célculos, aqui exemplificados para o contato entre as particulas 1 e 2, devem ser repetidos
para todos os pares de particulas em contato, para juntamente com as demais forcas de contato,

carregamentos externos e forcas de corpo determinar a resultante de forgas, Fi;(,,) e Fy;(t,), e a
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resultante de torques e momentos, T;(t,,) e M;(t,), atuando no centroide das particulas na iteragéo

n.

2.1.8 Calculo do Momento de Rolamento

A cada iterac@o n calcula-se o momento de resisténcia ao rolamento existente entre os pares
de particulas em contato, e também para os contatos entre as particulas e as fronteiras do dominio
espacial. Dessa forma, € possivel determinar a contribuic@o do efeito do rolamento para a resultante
de momentos na dire¢do 2, atuando no centroide das particulas presentes na simula¢do. Como esse
contato gera apenas momento na direcao z, a notagcdo vetorial € reduzida para valores escalares a

fim de facilitar o equacionamento, uma vez que a direcdo, nesse caso, é sempre conhecida.

Neste trabalho adotou-se a definicdo cldssica de atrito de rolamento, descrita por Ai et al.
(2011), onde a pressao normal exercida pela superficie se distribui continuamente ao longo da li-
nha de contato, sendo que a forca resultante possui uma excentricidade e em relagdo ao ponto de
contato estaciondrio na direcao do rolamento, conforme mostrado na Figura 2.9(a). Essa excen-
tricidade na forca de reagdo gera um momento de resisténcia ao rolamento, definido por M,. A
excentricidade € normalmente tomada como sendo o coeficiente de resisténcia ao rolamento, que
possui unidade de comprimento, sendo que essa defini¢do foi usada em diversos estudos, como em
(ZHOU et al., 1999).

(a) (b)

Figura 2.9: (a) Mecanismo de resisténcia ao rolamento;
(b) Angulo de resisténcia ao rolamento.
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Neste estudo, o termo coeficiente de resisténcia ao rolamento € definido como um parametro

adimensional, z,-, tal como

pir = tan () (2.57)

onde [ é chamado de Angulo de resisténcia ao rolamento, que € interpretado como sendo 0 maximo
angulo de inclinagdo da superficie com relacdo a horizontal, no qual o momento de resisténcia
ao rolamento se equilibra com o torque gerado pela acdo da gravidade no centroide da particula,
conforme mostrado na Figura 2.9(b). O uso dessa defini¢do tem a vantagem de ter um significado

fisico evidente, estando em conformidade com a defini¢cao do coeficiente de atrito tangencial.

Para a determinacdo do momento de resisténcia ao rolamento é necessdrio o conhecimento
do raio de rolamento e da rotacdo relativa de um par de particulas em contato (e também de uma
particula em contato com a fronteira do dominio). O raio de rolamento e a rotacdo relativa das
particulas podem ser definidos a partir da cinematica de uma par de particulas em contato, conforme
mostrado na Figura 2.10. Assume-se que da iteracdo n para a iteragdo n + 1 (incremento de tempo
At, de t,, para t,,1), duas particulas, 1 e 2, com raios 7, e ry, respectivamente, permanecem em
contato. O arco gerado pela mudanga do ponto de contato entre as duas particulas, d.S; e d.S,, pode

ser definido por
tn

particula 2

particula 1

X

Figura 2.10: Cinemética de duas particulas em contato.
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dSl =T (d@l + ng)

(2.58)
dSQ =Ty (d@g — dg&)

onde df; e df, sdo as rotagdes incrementais nas particulas 1 e 2, e dy é o incremento do angulo de
contato entre as particulas. Em geral, r; # 15 e dS; e dS; sdo ambos compostos por uma parcela

de deslizamento e rolamento, dU, e dU,, que podem ser expressos por

dU, = (r2dSy — r1dSs) / (r1 + 12) (2.59)

AUy = (dSy + dSs) /2 (2.60)
Das equacgdes 2.58 e 2.59, pode-se determinar a rotacdo relativa entre as duas particulas como

dU,

do, =db, —dfy = ————
! 2 7“17"2/ (7’1 + 7“2)

(2.61)

Assume-se que a penetragdo das duas particulas em contato é pequena comparada com a dimensao

de seus raios, portanto, a partir da defini¢ao de raio de rolamento

R, =riry/ (11 +1ra) (2.62)

tem-se que a equagdo 2.61 pode ser expressa por

9, = dU, /R, (2.63)

A equagdo 2.63 pode ser aplicada também para descrever o contato de uma particula com

a fronteira do dominio espacial. Neste caso, R, = r; quando a particula estd em contato com
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uma superficie plana (com 7, = o0). Isso vai ao encontro com o conceito cldssico que o raio de

rolamento de uma roda deve ser igual a distancia entre seu centroide e o solo.

O modelo de contato de rolamento implementado neste trabalho se baseia nas implementa-
coes propostas por Iwashita e Oda (1998) e Jiang et al. (2005). Nesses modelos assume-se que, na
iteracdo n, o médulo do momento de rolamento M,.(¢,) é composto por duas parcelas: Uma par-

cela gerada pela mola torcional, M*(t,,), e uma outra parcela gerada pelo amortecimento viscoso,
M (t).

My () = ME(tn) + Mt 1 2) (2.64)

Esse modelo pode ser implementado da seguinte forma: Para a iteracdo n, tomando como
exemplo o contato entre as particulas 1 e 2, deve-se calcular o incremento de rotacdo de cada

particula, df, e df, entre o passo de tempo atual e o anterior, ¢,,_;, conforme mostrado abaixo

dby = 6,(t,) — 67

2.65
d(gz - 62 (tn> - 9§ld ( )

onde, caso o par de particulas em questdo estivesse em contato no passo de tempo anterior, ou seja,

o contato entre as particulas 1 e 2 foi mantido de #,,_, para t,,, 09 sera dado por

Qfld - 91 (tnfl)

(2.66)
09" = 0(tn_1)
caso contrério, os valores de 054 e §5'¢ sdo tomados como nulos
goid —
(2.67)
094 =0

Calcula-se também o angulo entre a dire¢do normal no passo de tempo atual e no passo de
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tempo anterior, dado por dp. Para isso determina-se o angulo de ambas as dire¢des com relacio a
horizontal e depois se subtrai os dois valores de forma a determinar o menor angulo entre as duas

dire¢des. Para isso € usada a funcdo atan2 que leva em consideracio o quadrante.

dp = atan2(ngk (1), n%(2)) — atan2(nys(t,,1),012(£,,2)) (2.68)

onde n,5 € calculado de acordo com a equagdo 2.38. Caso o par de particulas em questdo estivesse

em contato no passo de tempo anterior, ¢,,_1, entao

n = nyy(t,_1) (2.69)

caso contrario, o valor de n‘féd é tomando como nulo,

n%y! = [0 0] (2.70)

Com os valores de df);, dfs e dy é possivel determinar o arco gerado pela mudanga de contato
entre ¢, 1 e t,, de acordo com a equacdo 2.58. Entdo € possivel determinar a rotagdo relativa
entre o par de particulas, conforme descrito pela equacdo 2.61. Multiplicando-se a rotacdo relativa
das particulas pela rigidez torcional &, é possivel determinar o valor do momento de rolamento

incremental, conforme descrito pela equagdo 2.71:

AMF(ty) = —k.db,(t,) (2.71)

Calcula-se entdo o valor atualizado da componente eldstica do momento de rolamento,

MBI = MF(t,_1) + AME(t,) (2.72)
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Ap6s calculado o valor do momento de rolamento verifica-se a condic¢ao limite

&p = |MPT )| = R | Fo(t0)] (2.73)

onde p,R,|F,(t,)| ¢ denominado de momento limite, que é atingido com o 4ngulo de rolamento

total, sendo andlogo ao caso do contato tangencial.

M™ = . R.|F,(t,)] (2.74)

Caso ¢, < 0 sabe-se que o valor do momento de rolamento € menor que o valor limite, entdao

My (tn) = M (t,) (2.75)

Caso contrdrio o valor do momento de rolamento ultrapassou o valor limite, portanto seréd

dado por

Mk,trial tn
ME(t,) = u@J&(%)]% (2.76)

r M’,I.c,trial (tn)

Assume-se que 0 momento gerado pelo amortecimento viscoso M¢(t,,) é dependente da velo-
cidade angular relativa 6, (t,) entre as duas particulas em contato e do coeficiente de amortecimento

VISCOSO ¢,

—crér(tn,l/g) se }Mf(tnﬂ < M

2.77
0 se |Mf(tn)‘ =M @77

M (tn-1/2) = {

Ou seja, o amortecimento ocorre apenas se o valor do momento de rolamento for menor que

o valor do momento limite, andlogo ao que ocorre para o contato tangencial.
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Portanto, o momento de rolamento atuando na direcao z, para o par de particulas 1 e 2, serd

dado por

Mis(t,) = MF(t,) + M2 (t,—1/2) (2.78)

onde a diferenga de meio passo de tempo entre o cdlculo da componente eléstica, M*(t,), e da

componente proveniente do amortecimento, Mrd(tn,l /2), ¢é desconsiderada.

De acordo com a terceira lei de Newton, equagao 2.28, tem-se

Mis(tn) = — Mo (t,) (2.79)

Os momentos Ms(t,) e M (t,) atuando nos centroides das particulas 1 e 2, respectiva-

mente, na dire¢do 2 sdo incluidos no somatorio de momentos, conforme mostrado na equagao 2.30.

Os célculos, aqui exemplificados para o contato entre as particulas 1 e 2, devem ser repetidos
para todos os pares de particulas em contato, para juntamente com as demais for¢cas de contato,
carregamentos externos e forcas de corpo determinar a resultante de momentos, M;(t,), atuando

no centroide das particulas na iteracdo n.

2.1.9 Amortecimento Global

O amortecimento viscoso que compde o modelo constitutivo de contato descrito na se¢ao
2.1.4 ¢ uma fun¢ao da velocidade relativa (de translagc@o ou rotacdo) do par de particulas em contato,
ou da velocidade absoluta quando o contato ocorre entre uma particula e as fronteiras do dominio
espacial. Esse amortecimento € responsavel pela dissipa¢cdo de energia no contato, proporcionando

dessa forma a estabilizagdo das particulas.

No entanto, muitas vezes nas implementacdes de DEM € necessario também dissipar energia

de particulas que ndo estdo em contato (ONATE E ROJEK, 2004), de forma a acelerar a estabili-
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zacdo das particulas e atingir mais rapidamente a situacao de repouso. Para isso, Cundall e Strack

(1979) propuseram um sistema de amortecimento global, que pode ser interpretado como o efeito

de amortecedores conectando cada particula do sistema as fronteiras do dominio espacial. Neste

trabalho foi implementado o amortecimento global viscoso, onde assume-se que o coeficiente de

amortecimento global € proporcional a massa das particulas (ONATE E ROJEK, 2004), conforme

mostrado nas equagdes 2.83 a 2.85. Dessa forma, as equacdes de movimento 2.1, 2.2 e 2.3 passam

a incluir o termo do amortecimento global, resultando em

2 ) damp
o) ) Ful) 4 EE)
dt? m;

Ey() _ ;o - i+ Ei™ (1)
ez Yt = ™m;

(2.80)

2.81)

(2.82)

onde FU™P (1), FU™P(t) e M™™(t) sdo as forcas nas direcdes x e i e 0 momento na direcio z

gerados pelo amortecimento viscoso global na particula . Aplicando-se a discretizacdo do tempo

imposta pelo integrador de Verlet, tem-se que as for¢as € 0 momento provenientes do amorteci-

mento global podem ser calculados como

szfmp(tnﬂﬂ) = _a’damp’tmijji(tnfl/Q)
F™ (4,1 7) = =™t (t,_12)
Midamp(tn—l/2> = _adamp’r[iwi(tn—1/2>
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onde a®mPt e omP s30 constantes de amortecimento global para translagiio e rotagio, respecti-
vamente. Nota-se nas equagdes 2.83 a 2.85 que os termos do coeficiente de amortecimento global

sdo opostos as velocidades de translacdo e rotagdo.

Dessa forma, as expressdes do algoritmo de integracdo de Verlet leapfrog para os trés graus
de liberdade, dadas pelas equagdes 2.20, 2.21 e 2.22, passam agora a incluir o termos do amorteci-

mento global, resultado em

Translacdo na dire¢do x:

Ti(t1/2) = Ti(tno1/2) + At(Fp(t,) + Fgfmp(tnq/z))/mi

_ (2.86)
Ti(tny1) = 2i(tn) + At dy(tnga/2)
Translagdo na direcao y:
Ui(tng1/2) = Yi(tn—1/2) + At(Fy(tn) + F;iamp(tn—l/Z))/mi (2.87)
Yiltni1) = yiltn) + At Gi(tni1/2)
Rotacdo na direcdo z:
Wi(tny1/2) = wWiltn-1/2) + At[Ti(t,) + M;(t,) + Midamp(tn—yz)]/[i (2.88)

Oi(tni1) = 0i(tn) + Atw;(tny1)2)

Conforme descrito por Onate e Rojek (2004), os valores das constantes de amortecimento
global, ad@mPt e q@mP devem ser grandes o suficiente para garantir a rdpida estabilizacdo das
particulas, mas ndo podem ser valores elevados demais ao custo de prejudicar o comportamento real
do material que se deseja simular. Neste trabalho optou-se por deixar a maior parcela da dissipacao
de energia das particulas por conta dos amortecedores que compde os modelos de contato, usando

o amortecimento global para auxiliar na estabilizagdo numérica das particulas.
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2.1.10 Determinacao dos Parametros de Contato

Nas representagdes mecanica dos contatos implementadas neste trabalho foram adotados mo-
delos compostos por molas lineares e amortecedores, cujos os coeficientes de rigidez e de amorte-
cimento ndo possuem relagdes diretas com as propriedades fisicas dos materiais. Diferentemente
do modelo de contato nao linear de Hertz, no qual os parametros do contato possuem relacdo direta
com as propriedades do material simulado, no modelo com molas e amortecedores (spring dashpot

model) essa relacdo ndo é pré-estabelecida.
Por isso, muitos autores adotaram metodologias de calculo para esses pardmetros, € neste
trabalho € usado o procedimento descrito por Malone e Xu (2008). Dessa forma os valores dos

coeficientes de rigidez e de amortecimento viscoso s@o calculados da seguinte forma:

Para o contato normal:

Para o impacto de duas particulas, sendo uma delas fixa, € assumida uma relagdo entre o valor
da rigidez normal k,,, a velocidade de impacto da particula vy, € a penetra¢io maxima resultante

2 ~ .
d;,» conforme a equag@o a seguir

2
~ muy

=
2
03,

o

(2.89)

Essa relagdo € derivada através da conservagdo de energia, onde a energia cinética da par-
ticula com velocidade v (descrita por: (1/2)mwv?) é armazenada como energia potencial na mola

comprimida em d,,, (descrita por: (1/2)k,,d2,), em uma colisdo puramente eldstica.

Obviamente que para a determinacao da rigidez normal k,, através da equacdo 2.89 € neces-
sario o conhecimento da velocidade vy, que é dependente do tipo de simulagdo a ser realizada. Na
implementagdo realizada assume-se que a méxima velocidade de translacao das particulas € igual
a velocidade méaxima atingida por uma particula solta a partir do repouso da altura maxima do
dominio espacial da simulacdo, apenas sobre efeito da aceleracdo da gravidade. Para esta situacdo,
a energia potencial na altura maxima hg, que resultard em uma penetragdo dj,, pode ser usada no

lugar da energia cinética da particula, resultado dessa forma em
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b = 2m2gh0
5h0

(2.90)

Assim, a determinacdo da rigidez normal fica um procedimento sistematico. Nas simulagdes
realizadas nesse trabalho ¢ admitida uma penetracdo méixima de 5% do raio da menor particula

presente na simulacao.

Para determinar o valor do coeficiente de amortecimento viscoso normal ¢, é necessario

considerar um sistema massa - mola - amortecedor, conforme mostrado na Figura 2.11

v 90

Figura 2.11: Sistema massa-mola-amortecedor.

Esse sistema possui equagcdo de movimento dada pela equacdo 2.91, onde deve-se observar
que para as simulacdes DEM ela é vialida apenas quando 6 > 0, uma vez que o contato existe

apenas se houver penetracao entre as particulas.

25 do
0L ,Y - 2.91
M Cagy K = 0 (2.91)

A partir da equacdo 2.91 € possivel derivar uma relacdo entre o coeficiente de amortecimento

¢, € o coeficiente de restitui¢do e, que neste contexto serd definido por
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— hl
o \/h:() (2.92)

Dadas as condicdes iniciais: t = 0,0 = 0 e d=wpa solugdo da equacdo 2.91 para o caso

sub-amortecido (2 < 4mk,) é dada por

_ % A
§= —exp ( 2mt> sin(wt) (2.93)
N @ . Cn . Cn .
J= " exp( _2mt> [wcos(wt) —Qmsm(wt)] (2.94)

onde w = \/ dmk, — c2/2m. A equagdo 2.93 é uma equacao senoidal com periodo dado por 27 /w.
A velocidade v; ocorre em 7 /w quando § retorna para zero, que corresponde ao ponto médio de um
periodo de oscilacdo. Da equagdo 2.94 obtém-se a seguinte equagdo para o coeficiente de restitui¢ao

e

e = exp (&) (2.95)

dmk, — 2

Isolando o termo c¢,, na equacao 2.95 obtém-se

2(Ine)v/mk,,
= W (2.96)
Dessa forma o coeficiente de amortecimento viscoso normal fica dependente da rigidez nor-

mal, dada pela equagdo 2.90. O procedimento de determinagdo das propriedades mostrado acima
estabelece uma metodologia sistematica de célculo das propriedades do contato normal das parti-
culas, mitigando, dessa forma, o inconveniente da falta de relacdo fisica existente entre o modelo

de contato normal adotado e as propriedades fisicas das particulas.
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Para o contato tangencial:

Conforme citado por O’Sullivan (2011b) a rigidez tangencial pode ser determinada por uma
fracdo da rigidez normal. Conforme discutido por Hu et al. (2010), a razdo entre o o coeficiente de
rigidez normal e tangencial (k,, e k;, respectivamente) pode influenciar a resposta global do material
granular. Foi observado que a variag¢@o da razdo k, /k; pode afetar o ponto onde o deslizamento

entre duas particulas em contato se inicia, e dessa forma afetar toda a resposta do material.

Preliminarmente foi adotado, com base nos testes de validacdo conduzidos com o algoritmo
DEM implementado, que a razdo k,/k; = 20. Dessa forma, tendo o coeficiente de rigidez sido

calculado conforme mostrado na equagdo 2.90, o coeficiente de rigidez tangencial € igual a:

k
ky = — 2.97
t= 55 (2.97)

Sendo que esse valor deve ser ajustado através de testes de validagdo e calibragado até a simu-

lagdo resultar em uma resposta global adequada para o meio que se deseja simular.
Para determinar o valor do coeficiente de amortecimento viscoso tangencial, ¢;, foi aplicada

a mesma metodologia desenvolvida para o contato normal, apenas fazendo as modificacdes neces-

sérias. Dessa forca tem-se:

o — 2ne) v/ Tk, (2.98)
"7 (Iney)? 4 w2 '

onde obtém-se uma equacdo andloga a do contato normal. Nesse caso o coeficiente de restituicao

tangencia, e;, € definido por

0
er = 4 /9—(1) (2.99)

onde 6, e A, sdo angulos andlogos aos valores hg e h; para o contato normal.
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Baseado nestas hip6teses, a tnica propriedade do modelo de contato tangencial que deve ser

inserida como dado de entrada na simulagdo € o coeficiente de atrito, ;.

Para o contato de rolamento:

Assumindo que o momento de rolamento possui a mesma ordem de grandeza do torque
gerado pelo contato tangencial, Iwashita e Oda (1998) propuseram que o coeficiente de rigidez k,

pode ser expresso por:

k, = kR? (2.100)

onde k; € a rigidez do contato tangencial definido pela equacdo 2.97, e R, € o raio de rolamento

definido pela equacdo 2.62

O coeficiente de amortecimento viscoso pode ser expresso por

cr = npcst (2.101)

onde 7, é 0 quociente de amortecimento viscoso de rolamento e ¢ € o coeficiente de amorteci-

mento viscoso critico, dado por

&M = 2/ 1k, (2.102)

onde [, ¢ o momento de inércia equivalente para o movimento rotacional relativo ao ponto de

contato de duas particulas.

1,:1/( L 1! ) (2.103)

2 2
Ii + m;r; [j + ij'j

Sendo /; e I; os momentos de inércia com rela¢@o ao centroide e m; € m; sao as massas das
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particulas ¢ e j, respectivamente.

Observa-se que os valores de k,. e ¢, determinados pelas equagdes 2.100 e 2.101, respectiva-
mente, ndo sdo valores fixos, mas dependem do par de particulas que estd em contato. Esses valores
dependem dos raios, das massas e dos momentos de inércia das particulas que compde o par que
estd em contato para se determinar o raio de rolamento e o momento de inércia equivalente. Caso a
simulag@o seja composta apenas por particulas com a mesma dimensao e densidade, I?, e I, serdo
contantes para todos os possiveis pares de contatos, implicando que os valores do coeficiente de
rigidez e de amortecimento do contato de rolamento serdo sempre iguais. Mas em simulagdes reais,
em que as particulas geralmente possuem diferentes valores de massa e densidade é necessario cal-
cular os valores de &, e ¢, para cada par de particulas em contato. Para uma particula 7 em contato
com as fronteiras do dominio espacial as expressdes para o raio de rolamento e para o momento de

inércia equivalente se reduzem para R, = r; e I, = I;, respectivamente.

2.2 Formulacao do FEM

O dominio estrutural do sistema acoplado pode ser descrito por meio da equacdo diferencial
de movimento para um corpo continuo. Como hipéteses para o dominio estrutural sdo assumidas
pequenas deformacgdes e a homogeneidade e isotropia do material, usando-se portanto as hipdteses
da teoria da elasticidade linear.

A equacio de movimento para um meio continuo eldstico linear pode ser escrita como (LAI

et al., 2010),

V' o.+b, = q. (2.104)

sendo o, a representacdo vetorial para os termos do tensdes de Cauchy, b, o vetor forca de campo

e g, representa o vetor forca de inércia.

A for¢a de campo pode ser representada pelas suas componentes como,

54



T
b= {0 v b} (2.105)
e a for¢a de inércia pode ser escrita em funcdo do campo de deslocamento,

0%u,

onde p, € a densidade do meio continuo sélido, que é considerada constante neste trabalho. O vetor

campo de deslocamento pode ainda ser expresso pelas suas componentes,

w={uw u w }T (2.107)

_g O O -
ox 5
0 — 0
dy
)
) 0 0 —
V=1| 5 5 % (2.108)
Z = 0
%1,/ ox
g 4, 2
|
i 0z 0Oy |

Supondo um regime de pequenos deslocamentos e pequenas deformacgdes, o tensor de defor-

macao de Green-Lagrange e o tensor de tensdes de Cauchy sao definidos como,

S S S S S S

Era 8901/ €rz Ora Ty Tz

— S S . J— S S
E, = € oz | S, = Ouy Oy (2.109)

y S y S

sim. %, sim. os,
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e adotando uma notacao matricial, as deformacodes e as tensdes podem ser escritas como:

s S s S s S
onde v;, = 2e5,, ;. = 265, €7, = 2¢;,.

As componentes do tensor de deformagdes sdo dadas por:

€. ous /0x
Eqy 8u§/8y
s, _ ous [0z @.111)
€3, 1/2 (Ous, /9y + Ous, [ Ox)
s, 1/2 (0us/0z + 0ul/Ox)
= \ 1/2 (8u;/8z+8u§/8y) )

As relacdes cinemdticas, isto €, as relacdes entre os deslocamentos definidos na equacdo

2.107 e deformagdes definidas na equacao 2.109, podem ser escritas de forma compacta por:

e, = Vu, 2.112)

Para um material isotrépico, as tensoes e as deformacdes sdo relacionadas pela matriz cons-

titutiva D, que representa a lei de Hooke generalizada, dada por:

o, = D,e, (2.113)
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sendo

A F2u A A 00 0
A A+20 X 000
b. A A A+20 0 0 0 o)
0 0 0 0 0
0 0 0 pu 0
0 0 00 pu|

Os coeficientes de Lamé, A\ e u, sdo expressos em fun¢do do médulo de elasticidade, F, o

médulo de cisalhamento, G, e o coeficiente de Poisson, v, através das seguintes relagdes

vE FE

1+v)(1-20) n=C=oaT 2.115)

A= 2(1+v)

Tais propriedades (F, v, G)) sdo obtidas experimentalmente e caracterizam o comportamento

do meio elastico continuo na fase linear.

O problema de valor de contorno associado ao meio eldstico continuo € dado por:

- T 0%u,
V o5+ bs = ps BT em €2, (2.116)
Sujeito as seguintes condicdes de contorno de Dirichlet:
u, =0 em [, (2.117)
us = U em ['yy (2.118)
e as condi¢des de contorno de Neumann:
S;n, =0 em [y (2.119)
S.n, = £ em [, (2.120)
Ssns = tfs cm Ffs (2121)
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sendo que
(), é o dominio estrutural elastico linear;
[’y € a fronteira do dominio estrutural com restricdo imposta;
I's4 € a fronteira do dominio estrutural com deslocamento imposto;
I'y; € a fronteira livre do dominio estrutural;
['s. € a fronteira do dominio estrutural com carregamento externo;
I'ts € a interface entre os dominios;
n, € o vetor normal externo a superficie do dominio estrutural;
U, € o deslocamento imposto no dominio estrutural;
f, é o vetor do carregamento externo aplicado ao dominio estrutural;

tss € o vetor da forga transmitida das particulas para a estrutura através interface.

A solugdo das equagdes 2.117 a 2.121 permite encontrar uma solugdo para o campo de deslo-
camento ug, e por consequéncia, usando-se as equacdes 2.112 e 2.113, pode-se determinar o campo

de tensdes o ; em um ponto qualquer do meio continuo.
2.2.1 Aproximacao por Elementos Finitos da Fase Estrutural

Para chegar na forma discretizada por elementos finitos do dominio estrutural, a forma fraca

da equacdo diferencial é derivada usando-se o método do residuos ponderados (Bathe, 2006).

A aplicac@o do método dos residuos ponderados implica em multiplicar a equagdo 2.116 por

um conjunto de fun¢des ponderadoras, w, e integrar no dominio material, ),

I

Aplicando o teorema de Green-Gauss no primeiro termo da equagao 2.122 obtém-se,

* N

- T 0%u,
(V o=+ bs) dV =0 (2.122)
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~ - T
/ (w.) 'V o, dV = / (wy) "t dS + / (w.) £,dS — / <sz) o dV  (2.123)
s Ffs sc s

Pode-se entdo, escrever a forma fraca do problema da seguinte maneira:

0*u - T
T s T
/QS (Ws)" ps 5 dv + /QS (VWS> o, dV _/r (Wg) trsdS

fs
(2.124)

_ / (w.) £.dS — / (w.) bodV = 0

Introduzindo uma aproximacdo por elementos finitos dos deslocamentos nodais, fazendo-se
uma discretizagdo do dominio e do contorno em elementos finitos e propondo uma aproximagao do

tipo nodal polinomial para todos os elementos € possivel escrever:

u, = N,u, (2.125)

sendo que N, contém as funcdes de forma polinomiais para o dominio estrutural, e U, sdo os

valores nodais da aproximacao proposta. Dessa forma, as deformacdes podem ser expressas por:

e, = VN,1, (2.126)

Adotando-se o método de Galerkin, escolhe-se as funcdes ponderadoras idénticas as fungdes
de forma, ou seja, wy = N, (REDDY, 2006). A aproximagdo ¢é feita em nivel elementar para

posteriormente proceder a montagem da matriz global.

A formulacdo por elementos finitos do dominio estrutural pode entdo ser descrita para um

meio continuo como sendo
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nel

Z{ N7 p.N.dVu, + / (6NS)TD36NSdVﬁS —

i=1 /s s

(2.127)

= [ NZTt;dS+ / NTf,dS + / NSTbst}
FSC QS

Tys

onde ) representa o procedimento de montagem do sistema global e nel é o nimero de elementos

da malha.

O sistema matricial de equagdes para o dominio estrutural pode ser definido como:

M,u, + K, i, = fr, + f, + f, (2.128)

Adotando-se para a interpolagdo das varidveis fungdes de aproximacdo N, do tipo suporte

compacto, isto é:

st (IZ) = 5ij =

{0 se 07 (2.129)

1 se 1=
sendo que o indice ¢ indica né e o indice j indica a funcdo de forma da aproximacao.

Ou seja, Ny € nula fora do dominio do elemento €2 onde a funcdo é definida. Assim, a

aproximacdo pode ser feita elemento por elemento:

u¢ = N (2.130)

Portanto, os termos da equacdo global, equacdo 2.128, podem ser calculados de forma elementar:
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G- [ NOTeas = [ NTRass = [ (N"bav

I

e
sc

onde M¢ e K¢ sdo as matrizes de massa e de rigidez elementares, respectivamente, da fase estrutural
do sistema, f%, é vetor que representa a for¢a de superficie nodal equivalente que as particulas
exercem na estrutura, f é o vetor das forcas nodais de superficie que atuam na estrutura e f; é o

vetor das forcas nodais equivalentes de corpo que atuam na estrutura.

A equagdo de equilibrio que governa o problema dindmico é dada por

M,ii, + Kou, = f7, + £, + f, (2.132)

Introduzindo forcas de amortecimento juntamente com as for¢as de corpo que atuam na es-

trutura tem-se:

M;i, + Cous + Kou, = £, + £, + £ (2.133)

onde C; € a matriz de amortecimento da estrutura, formalmente definida por:

C, = / k(NS NeqV (2.134)

K]

sendo que «° é o parametro da propriedade de amortecimento do elemento e.

Na pratica € dificil determinar os parametros de amortecimento dos elementos, em especial

porque as propriedades de amortecimento sdo frequentemente dependentes da frequéncia da es-
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trutura. Por essas razdes, a matriz C, geralmente nao € construida a partir da equagdo 2.134, mas
usando-se as matrizes de massa e rigidez globais da malha de elementos finitos, juntamente com re-
sultados experimentais. Neste trabalho adotou-se um modelo de amortecimento proporcional, onde

a matriz de amortecimento serd dada por,

C; = coM; + K (2.135)

onde c, e ¢, sdo duas constantes, sendo que nesta implementacdo adotou-se que ¢, = 0,005 e
¢y, = 0,003.

Observa-se neste caso que o sistema modelado pelo FEM € considerado como um sistema
linear. Todavia, na equagdo 2.133, o termo f;, é ndo linear e depende fortemente do campo de

deslocamentos, u;.
2.2.2 Estado Plano de Deformacao

O problema do estado plano de deformagdo, usado neste trabalho, supde que a dimensao do
corpo na dire¢do z € muito grande e que as for¢as ndo variam ao longo dessa direcao. Uma vez que
as condi¢des sdo as mesmas em todas as se¢des transversais, basta considerar uma fatia entre duas

secoes que distam uma unidade entre si.

As componentes de deslocamento u;, e u, sdo fungdes das coordenadas x e y , mas indepen-
dem da coordenada longitudinal z. Supondo que o deslocamento u; seja nulo, observa-se que as

a S S S 1
componentes de deformagéo 77, , 73, € €7, sdo nulas.

- T
Para problemas planos, a matriz de deformacao, (VN§> , para um no ¢ de um elemento

finito e é dada por:

] . ON&(z;)/0x 0
<VN§) - 0 ONe(x,)/dy (2.136)
ONE(x;)/0y ONE(x;)/0x
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Ja a matriz constitutiva se reduz a:

A+ 20 A A
D= | A A+2u A (2.137)
A A A2

que € usada para meios homogéneos e isotropicos com comportamento linear eldstico.

2.2.3 Integracao Numérica de Newmark

Na secdo 2.2.1 foi derivada a equagdo 2.133 de equilibrio que governa o comportamento
dinamico linear de um sistema de elementos finitos. Matematicamente essa equacao representa um
sistema de equagdes diferenciais de segunda ordem e, a principio, as solu¢des para essas equagdes
podem ser obtidas através de procedimentos cldssicos de solucdo de equagdes diferenciais com
coeficientes constantes. No entanto, para sistemas com muitos elementos (implicando que a ordem
das matrizes € alta) a solucao geral cldssica pode se tornar invidvel. Portanto, nas solu¢des praticas
do método dos elementos finitos se estd interessado em métodos eficazes para a solugdo da equacao
2.133, sendo que esses métodos podem ser divididos em dois grupos principais: os métodos de

integracdo direta e os de superposi¢do modal.

Para possibilitar o acoplamento com o DEM, no qual a integragdo no tempo € feita pelo
algoritmo de Verlet, adotou-se nesse trabalho o método de integracdo de Newmark para a fase
estrutural. Trata-se de um método de integracdo direto (o termo "direto"significa que ndo ha neces-
sidade de transformar a equacao diferencial em outra forma a fim de desenvolver a solucao) onde
a equacao 2.133 ¢ integrada através de um procedimento numérico passo-a-passo. Essencialmente,
o método de Newmark, assim como os demais métodos de integracdo direta, é baseado em um
principio bésico: Ao invés de satisfazer a equagdo 2.133 para qualquer tempo ¢, o objetivo € sa-
tisfazer a equagdo apenas para instantes discretos de tempo, separados por um intervalo At (passo
de tempo). Isso possibilita que se possa realizar o acoplamento com o DEM, onde o integrador de

Verlet também € baseado na solugdo discreta no tempo das equacdes de equilibrio das particulas.

O que diferencia o método de Newmark dos demais métodos de integracdo direta é a maneira
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como se assume as variacoes dos deslocamentos, velocidades e aceleragdes entre cada intervalo
de tempo At, sendo que cada caso influencia diretamente na precisao, estabilidade e custo compu-
tacional do método. No método de Newmark assume-se que a variacdo da aceleracdo € linear no
intervalo de tempo At, motivo pelo qual o método é dito como sendo incondicionalmente estavel,
de forma que nao € necessdrio que o passo de tempo usado seja menor que um determinado valor
critico para que a solugdo convirja. Essa caracteristica torna 0 método de Newmark muito inte-
ressante, uma vez que ele permite o uso de passos de tempo maiores que os usados nos métodos
condicionalmente estdveis, a exemplo do integrador de Verlet, no entanto implica em um método
implicito, exigindo a solu¢do de um sistema de equacdes lineares a cada passo de tempo. A escolha
do método de integra¢do adequado € dependente do tipo de problema que se deseja analisar, como
neste trabalho o tipo e a quantidade de elementos finitos usados na modelagem da estrutura nao
impde uma limitagdo computacional para o algoritmo do FEM optou-se pelo método de Newmark,
pela vantagem que um método incondicionalmente estdvel tem sobre os demais. Obviamente que
por ser um método implicito cada passo de tempo do algoritmo de Newmark exige um esfor¢co com-
putacional maior, mas comparado com o tempo de processamento gasto pelo integrador de Verlet
esse esforco pode ser desprezado, sendo que neste caso o uso de um método incondicionalmente

estdvel se torna a melhor op¢ao.

Conforme descrito por Bathe (2006), no método de integracdo direta de Newmark as seguin-

tes hipéteses sao assumidas na iteracao n:

Uy (tsr) = s(tn) + [(1 — 8)idy (£) + Oty (tnsr )| At (2.138)

a(ter) = ta(tn) + 1 (tn) At + K% _ a) i (t) + g (f1) | AF2 (2.139)

onde « e ¢ sdo pardmetros que podem ser determinados para se obter precisido na integracio
e estabilidade. Quando 0 = % eq = % as relagdes 2.138 e 2.139 correspondem ao método da

aceleracao linear.
Juntamente com as equagdes 2.138 e 2.139, para determinar os deslocamentos, velocidades e

aceleragdes no passo de tempo ¢,,+1, a equagado de equilibrio 2.133 no passo de tempo ?,,; também

¢é considerada,

64



Msﬁs(tn-‘rl) + Csus(tn—l—l) + Ksus(tn—i-l) = ffs(tn—i-l) + fs(tn—‘rl) + fb<tn+1) (2140)

Resolvendo a equagdo 2.139 para ii(t,,1) em termos de u(t,;1) e entdo substituindo em
2.138 obtém-se equacdes para i(t,1) e u(t,,1), ambas apenas em termos do deslocamento desco-
nhecido u(t,,1). As duas rela¢des para i(t, 1) e para 0(t, 1) sdo substituidas na equagdo 2.140 a
fim de resolver para u(t, 1), que depois, usando-se novamente as equagdes 2.138 e 2.139, pode-se
determinar 11(¢,,,1) € 1i(t,41). O algoritmo completo usando o esquema de integracdo de Newmark

€ mostrado no pseudocddigo abaixo.

Algoritmo Newmark:

A. Calculos iniciais:

o 1. Montar as matrizes de rigidez K, de massa M e de amortecimento Cs,.
o 2. Inicializar os vetores us(t), Us(to) € is(to).
o 3. Selecionar o passo de tempo At e os pardmetros « e § e calcular os parametros de integra-

¢ao:

§ > 0.50; a>0.25(0.5+ 0%)

C(;O = —C(AtQ’ CLAlt— _%At, g = O{At’ asz = 20{ - (2141)
ag = — — 1; a5:—<——2); ag = At(1 —96); ar = oAt
o) 2 \«

o 4. Construir a matriz de rigidez efetiva Ks : Ks =K, + asM; + 0, C,.
B. Para cada passo de tempo:

o 1. Calcular o carregamento efetivo no instante ¢,,,1:

ﬁs(tn+1) - Rs(tn—i—l) + Ms (a'Ous(tn) + a2ils<tn) + a3ﬁs<tn)) +

(2.142)
+C; (aqus(ty,) + ags(ty,) + astis(t,))
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onde Rs - ffs (tn+1) + fs (tn—l—l) + fb(tn+1)
o 2. Resolver para os deslocamentos no instante ¢,,1 1

o 3. Calcular as aceleragdes e velocidades em ¢, 1:

Us(tnt1) = ao (Us(tnr1) — Us(tn)) — aols(t,) — azlis(tn)

X . .. .. (2.143)
us(tn—i-l) - us<tn) + aﬁus(tn) + a7us<tn+1)

Neste trabalho adotou-se que 6 = 0.5

2.3 Acoplamento DEM-FEM

O acoplamento do método dos elementos discretos com o método dos elementos finitos exige
o tratamento adequado do contato entre as particulas discretas e a fronteira do dominio continuo,
discretizado por elementos finitos, conforme mostrado na Figura 2.12. O contato entre 0 dominio
discreto e o continuo deve ser detectado e avaliado a cada passo de tempo do algoritmo DEM-FEM,
de forma que se possa calcular as for¢as exercidas nas particulas devido ao contato com a malha
de elementos finitos, além de calcular o carregamento nodal gerado na malha de elementos finitos

devido ao contato com as particulas discretas.

___—» DEM

/[ __— FEM

Figura 2.12: Contato entre o dominio discreto e o continuo.
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2.3.1 Contato Particula-Elemento

Nas publicagdes de acoplamento DEM-FEM, como por exemplo em Onate e Rojek (2004),
Dang e Meguid (2013) e em Nakashima e Oida (2004), o contato de uma particula com a face de um
elemento finito € tratado de forma similar ao contato de uma particula com a fronteira do dominio
espacial. Como exemplo, na Figura 2.13 € mostrado o contato de uma particula, com centroide C,
com a face externa de um elemento finito definida pelos nds 1 e 2. A particula possui velocidade
de translacdo no plano xy dada por v, e velocidade angular na dire¢do z dada por w,; e os nds 1 e

2 possuem velocidade de translacdo no plano zy dadas por 11; e U1y, respectivamente.

Figura 2.13: Contato entre uma particula e a face de um elemento.

Conforme pode-se observar na Figura 2.13, em uma implementacio DEM-FEM a interacdo
entre os dominios discreto e continuo € tratado através da avaliagdo do contato de cada particula
discreta com a fronteira externa da malha de elementos finitos. Esse contato se assemelha ao caso
do contato de uma particula com a fronteira do dominio espacial, topico que foi abordado na se¢ao
2.1.5 deste trabalho, porém com algumas particularidades. Diferentemente da fronteira do domi-
nio espacial, que € estdtica, a implementacdo do FEM desenvolvida neste trabalho é dindmica,
usando-se o método de integracdo de Newmark. Portanto, a cada passo de tempo, de acordo com
0 carregamento externo e/ou contato com as particulas discretas, as coordenadas dos nés da malha
podem sofrer alteracdes com relagdo ao passo de tempo anterior e, consequentemente, as coorde-
nadas dos nés que formam a fronteira da malha podem ser alteradas também. Isso implica que, a

cada passo de tempo do algoritmo acoplado DEM-FEM, deve-se verificar a existéncia de contato
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entre todas as particulas discretas com as faces externas da malha de elementos finitos, levando
em consideracdo que tanto as coordenadas das particulas quanto as coordenadas dos nés da malha
podem sofrer alteracdes a cada passo de tempo devido a integracdo no tempo de Verlet e Newmark,

respectivamente.

Seguindo a modelagem por soft sphere adotada neste trabalho na implementacdo do DEM,
€ permitida a penetracio da particula na face do elemento finito, sendo que as for¢as de contato
sdo proporcionais a essa penetragdo, calculadas a partir do modelo constitutivo adotado. Uma vez
detectado que a particula entrou em contato com a face externa de um dos elementos da malha
na iteracdo n, as forcas e o momentos que ocorrem no ponto de contato devem ser calculados,
sendo esses responsaveis pelo acoplamento dos dois dominios. Assim como no contato entre uma
particula e a fronteira do dominio espacial, o ponto de contato serd definido como o ponto na
metade da penetracdo sofrida pela particula, ao longo da linha que passa pelo centroide da particula

e é normal a face do elemento que ocorreu o contado, conforme mostrado na Figura 2.13.

2.3.2 Abordagem Proposta

Detectar o contato das particulas discretas com a faces externas da malha de elementos finitos
a cada passo de tempo implica em ampliar a complexidade da implementacdo do algoritmo de
deteccao de contato DEM-FEM. Conforme mostrado acima, devido a natureza dindmica de ambos
os modelos, tanto as coordenadas da malha quanto das particulas podem sofrer alteracdes a cada
passo de tempo, o que dificulta a implementacao de um algoritmo de detec¢do de contato que seja

computacionalmente eficiente, fator limitante para a grande maioria das simula¢des do DEM.

Além disso, a avaliacdo das forcas de contato e a posterior transferéncia do carregamento do
ponto de contato para o centroide da particula e para os nds que formam a face do elemento exige
um trabalho mais criterioso. Para o célculo das componentes das forcas de contato provenientes dos
amortecedores € necessdrio o conhecimento da velocidade de translagdo da face do elemento no
ponto onde ocorreu o contato, exigindo dessa forma a incorporagdo de mais célculos no algoritmo.
Também, diferentemente do contato com as fronteiras do dominio espacial, em que o ponto onde
ocorreu o contato ndo influenciava nos calculos, aqui € necessario saber em qual elemento ocorreu
o contato, além da posi¢do do contato na face do elemento, para que a transferéncia das forcas para

o carregamento nodal dos nés que compde a face do elemento onde ocorreu o contato possa ser
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feita corretamente.

Portanto, a implementagcdo de um algoritmo de detec¢do e avaliagdo do contato DEM-FEM
que atenda a essas necessidades e a0 mesmo tempo seja computacionalmente eficiente € uma das
dificuldades encontradas nas implementacdes do acoplamento dos dois métodos. Com o objetivo
de tornar esse algoritmo mais eficiente, neste trabalho foi proposto um modelo no qual € fixada uma
fronteira de particulas discretas no contorno da malha de elementos finitos, conforme mostrado na

Figura 2.14(a) para uma malha retangular e na Figura 2.14(b) para uma malha circular.

(a) (b)

Figura 2.14: Elementos discretos fixos a malha de elementos finitos.
(a) malha retangular; (b) malha circular.

Com essa abordagem o contato das particulas discretas com as faces da malha passa a ser
feito com o auxilio da fronteira de particulas, ndo existindo mais o contato direto da malha do FEM
com as particulas. Dessa forma, uma particula discreta deixa de entrar em contato com a malha e
estd na realidade entrando em contato com uma particula fixa na face externa da malha, conforme
mostrado na Figura 2.15. As forcas provenientes do contato entre a particula livre e a particula fixa
sdo entdo transferidas para a particula discreta e para os nés que formam a face onde ocorreu o

contato entre as duas particulas.

Nao hd necessidade portanto de implementar um novo algoritmo de deteccdo de contato, uma
vez que o algoritmo de detec¢do de contato implementado para um par de particulas discretas livres,
mostrado na secao 2.1.3, atende a essa necessidade. Também ndo é necessdria implementacao de
um novo algoritmo para o cdlculo da for¢a de contato, uma vez que o contato DEM-FEM se reduz

a um contato entre um par de particulas e ja estd implementado no algoritmo do DEM.
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FEM

particulas do contorno «—

Figura 2.15: Abordagem proposta para o contato entre uma particula
e a face de um elemento.

O contato dessas particulas do contorno com as particulas discretas do DEM € governado
pelo mesmo modelo constitutivo determinado para o contato entre um par de particulas, além de
possuirem as mesmas propriedades de contato das demais particulas discretas. A Unica caracterfs-
tica que as diferencia das demais particulas discretas livres € que elas estdo sempre fixas aos nos e
faces externos da malha de elementos finitos. As particulas do contorno ndo sao integradas junto
com as demais particulas livres através do integrador explicito de leapfrog Verlet, de forma que sua
posicdes e velocidades sdo definidas exclusivamente pelas coordenadas e velocidades dos nés da
malha do FEM, que sdo integrados no tempo pelo algoritmo implicito de Newmark. A cada iteragao
do método FEM deve-se reposicionar as particulas do contorno de acordo com a nova coordenada
dos nds da malha, de forma que as particulas sempre permanec¢am fixas e posicionadas no contorno
da malha. Além disso, a velocidade das particulas do contorno devem ser recalculadas de acordo

com a velocidade dos nés que formam as faces externas da malha.

Essa abordagem simplifica o acoplamento dos dois métodos, uma vez que a detec¢do de
contato entre as particulas livres e as faces externas da malha € feita pelas particulas do contorno,
usando o mesmo algoritmo de detec¢do de contato e de calculo de forgas ja implementado no DEM
para o contato entre um par de particulas livres. Dessa forma, a deteccdo do contato DEM-FEM se
torna um processo automatico, contornando a necessidade de implementar um algoritmo especifico
para a deteccdo de contato dos dois métodos. Além disso, as propriedades das particulas fixas na
malha podem ser controladas de forma a atender algum requisito de propriedade superficial do

modelo estrutural usado.
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2.3.3 Posicionamento das Particulas do Contorno na Malha do FEM

As particulas do contorno da malha do modelo de elementos finitos possuem todas 0 mesmo
diametro, sendo este valor um dado de entrada do algoritmo, definido como uma fragao do didmetro
da menor particula presente no sistema. Antes de iniciar a sequéncia iterativa do algoritmo as
particulas sdo posicionadas regularmente no contorno da malha de elementos finitos, resultando

em um contorno de particulas em torno da malha, conforme mostrado na Figura 2.14 e 2.15.

\ v = (uZX + ugx l:lzy + L.13y>
2 2

Figura 2.16: Determinacdo da velocidade das particulas do contorno.

A quantidade de particulas em cada face externa da malha depende da distancia entre os
nés que compde o face do elemento, sendo que cada nd externo da malha coincide sempre com
o centroide de uma particula do contorno. Na implementagdo realizada neste trabalho adotou-se
que serd introduzido o maior nimero inteiro de particulas, de tal forma que a distancia entre seus
centroides serd igual e nunca menor que o didmetro das particulas do contorno sempre posicionadas
sobre a face do elemento. Foi implementado um algoritmo de posicionamento das particulas, sendo
que a cada iteracdo do FEM o algoritmo € executado novamente para reposicionar as particulas,

uma vez que as coordenadas da malha podem ter sofrido alteracdes.

As velocidades de translacdo nas direcdes x e y das particulas do contorno serdo dadas pelas
velocidades dos nds externos da malha determinados na ultima iteracdo do integrador de Newmark.
Como a velocidade dos nds da malha sdo sempre valores proximos, assume-se que todas as parti-
culas do contorno posicionadas ao longo da face externa de um elemento, incluindo as que estdao

fixas aos nés da malha, possuem velocidade (em ambas as dire¢des) igual a média da velocidade

71



dos n6s que compdem a face do elemento, conforme ilustrado na Figura 2.16. A velocidade de ro-
tacdo € tomada sempre como nula, ou seja as particulas do contorno, assim como os nds da malha,
possuem apenas dois graus de liberdade (translagdo nas diregdes x e y). O algoritmo implementado
para posicionar as particulas também é responsavel pela determinacdo da velocidade de translagdo

das particulas.

2.3.4 Calculo das Forcas de Contato DEM-FEM

Quando o algoritmo de deteccdo de contato do DEM detecta o contato de uma particula
discreta com uma particula fixa no contorno da malha na iteracao n, conforme ilustrado na Figura

2.17, as forgas de contato que ocorrem no ponto de contato sao calculadas.

Interface
de contato

Figura 2.17: Interface de contato DEM-FEM.

Como o contato ocorre entre um par de particulas, as forcas e o momento resultantes do
contato sdo calculados usando-se o mesmo modelo constitutivo determinado anteriormente para
0 contato entre um par de particulas discretas, mostrado na Figura 2.6. Tem-se, portanto, como
resultado do contato, a a¢do de uma forca normal F,,(¢,,), que atua na direcdo normal ao longo
da linha que conecta o centro das particulas no plano xy; a forca tangencial Fr(t,), também no
plano zy e perpendicular a forca normal. Ambas as for¢as sdo aplicadas no ponto de contato, que
corresponde ao ponto central da penetracdo, ao longo da direcdo que passa pelo centroide das
duas particulas em contato. Além das duas forcas, de acordo com o modelo constitutivo adotado,
o contato entre as particulas também resulta na aplicacdo do momento de rolamento, M(%,,), que
atua na direcdo z, e € aplicado no centroide das duas particulas. Como a particula do contorno nao
possui o grau de liberdade de rotagao, a aplicacdo do momento de rolamento € ignorada. Na Figura

2.18 sdao mostrados as for¢cas e 0 momento resultantes do contato entre uma particula discreta e uma
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particula do contorno na iteracao n.

Wc

particula discreta
incidente

VCOTIIOTTIO

particula do
contorno

Upy + Upy Uy + Uzy>

Veontorno = (
2 2

Figura 2.18: Contato DEM-FEM.

Conforme abordado anteriormente, quando o contato ocorre entre um par de particulas discre-
tas livres, as forcas e o momento de contato sdo transferidos do ponto de contato para os centroides
das duas particulas. No caso do contato de uma particula discreta com uma particula fixa no con-
torno da malha de elementos finitos, para que o efeito do contato possa ser incorporado pelos dois
dominios (discreto e continuo), as forcas € 0 momento de contato precisam ser transferidos tanto
para o centroide da particula discreta incidente quanto para os dois nés da malha que formam a face
onde a particula do contorno estd fixa. Como o elemento do tipo quadrado linear escolhido para
formar a malha de elementos finitos nesta implementac¢do possui apenas dois graus de liberdade
por no (translagcdo nas dire¢des x e y), adotou-se que o momento de rolamento oriundo do contato
€ ignorado na transferéncia do carregamento do ponto de contato para os ndés do elemento finito.
Portanto, assume-se que, para o carregamento nodal do FEM, o resultado do contato da malha com

uma particula discreta € a incorporacao de forcas na dire¢des = e y ao carregamento nodal dos nds
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que formam a face do elemento que sofreu o contato.

Para a particula discreta incidente as for¢cas e o momento de contato sdo transferidos da
mesma forma que no contato entre um par de particulas ou com a fronteira do dominio espacial.
Por equilibrio estdtico a transferéncia resulta na adi¢do de um torque T'(¢,,) que atua na diregdo z,

juntamente com o momento de rolamento.

A transferéncia das forcas F,,(t,,) e F(t,,) do ponto de contato para os dois nés que formam
a face onde a particula do contorno (que sofreu o contato com a particula discreta) estd fixa é
feita através da teoria de for¢a nodal equivalente. Como o raio da particula fixa € uma fracdo do
raio da menor particula discreta presente na simulacio, assume-se que o ponto de contato é muito
préximo da face do elemento, de tal forma que pode-se assumir, para a transferéncia de forcas para
o carregamento nodal do FEM, que o ponto de contato coincide com o centroide da particula fixa
no contorno da malha, que estd posicionado sobre a face do elemento. Na Figura 2.19 tem-se uma

ilustrac@o do contato entre uma particula discreta e uma particula fixa no contorno da malha.

Pl L [
< »

Figura 2.19: Transferéncia de carga DEM-FEM.

Observa-se na Figura 2.19 que as forgas F, e [, aplicadas no centroide da particula fixa,
correspondem a resultante das forcas F,,(¢,,) e Fr(t,,) nas dire¢des x e y. Isso é necessdrio pois os
célculos das forcas nodais equivalentes ficam facilitados se a forca incidente na face do elemento

estiver em termos de suas componentes cartesianas.
A transferéncia das forcas do centroide da particula fixa para os nés que formam a face € feita
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usando-se o conceito de forca nodal equivalente. Como a posi¢ao do centroide da particula fixa é

conhecida ao longo da face do elemento tem-se:

£y N, 0 N, 0| ]|F,
flo=d b =17 2 (2.144)
t 0 Nt 0 Ny | Fy

2,
£

em que os valores NV; e N, correspondem as fungdes de forma do elemento finito do tipo quadrila-

teral linear, avaliadas no centroide da particula fixa. tem-se portanto que:

N =(L-2)/L

2.145

em que L corresponde ao comprimento da face do elemento onde a particula do contorno est fixa,
e x € a distancia, ao longo da face do elemento, do centroide da particula fixa ao n6 da malha,
conforme mostrado na Figura 2.19. Para calcular as medidas de L e x toma-se como referéncia o

mesmo no.

Os valores de que compdem o vetor f}s sdao entdo adicionados ao vetor de carregamento
nodal do FEM de acordo com a numeragdo dos graus de liberdade definidos no pré-processamento

do algoritmo.

Esse procedimento € repetido a cada novo contato detectado entre uma particula discreta e
as particulas do contorno da malha, de forma que ao final de cada iteragdo tem-se calculado o
efeito do contato da malha com as particulas discretas. Pela forma como sdo posicionadas as par-
ticulas no contorno da malha de elementos finitos o contato de uma particula discreta ndo ocorre
necessariamente com apenas uma particula do contorno, mas pode ocorrer com duas particulas
simultaneamente. Nesse caso cada um dos contatos € tratado igualmente, sendo as forgas equiva-
lentes, tanto no centroide da particula quando nos nds da malha, calculadas da mesma forma que

em um contato simples.
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2.4 Convergéncia e Estabilidade Numérica

Tanto na formulagdo do DEM quanto na do FEM a determinagdo do passo de tempo, At, é
de grande importancia para a simulacdo. Por um lado, deve-se sempre selecionar o maior passo de
tempo possivel, de forma que o nimero de iteracdes necessdrias para atingir o tempo de simulagao
seja minimizado. Por outro lado, existem questdes relacionadas a estabilidade numérica dos inte-
gradores usados nos algoritmos que limitam o uso de passos de tempo maiores que um determinado

valor critico, At,.

No algoritmo acoplado DEM-FEM implementado neste trabalho tem-se o acoplamento de
dois integradores distintos, o integrador explicito de Verlet, usado no dominio particulado e o in-
tegrador implicito de Newmark usado no dominio continuo. Para garantir a estabilidade numérica
do algoritmo, o integrador explicito usado no DEM exige passos de tempo muito menores que o
necessarios no integrador implicito de Newmark. O resultado da implementacao mostrou que o al-
goritmo acoplado DEM-FEM apresenta um comportamento mais estavel se o passo de tempo dos
dois dominios forem iguais. Por isso, nesta implementagdo, adotou-se que o passo de tempo usado
no FEM ¢ determinado pelo valor do passo de tempo do DEM, que é sempre muito menor que o
necessdrio para garantir a precisdo numérica do integrador de Newmark. A diminui¢io de desem-
penho computacional resultante dessa hipétese ndo € significativo, uma vez que nas simulacdes
realizadas neste trabalho o FEM representa apenas uma pequena parcela do esforco computacional

do algoritmo acoplado. Porém fica em aberto para trabalhos futuros o aprofundamento desse tema.

Virios autores t€m sugerido diretrizes para calcular o maior passo de tempo que pode ser
usado no DEM a partir da propriedades das particulas da simulagdo, principalmente para inte-
gradores de baixa ordem como o algoritmo de Verlet implementado neste trabalho E geralmente
aceito que o passo de tempo deva ser menor que um valor critico, que geralmente € expressado
como sendo uma fragao da frequéncia natural de um sistema massa-mola equivalente. No entanto,
o valor da fracdo usada e até mesmo a maneira de calcular a frequéncia natural tem variado muito

entre os autores. Cundall e Strack (1979) determina o valor do passo de tempo critico como

At. = 2v/m/kn (2.146)
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em que m e k, sdo a massa e a rigidez normal, respectivamente, das particulas. Os autores esta-
beleceram que o valor do passo de tempo deveria ser uma fracdo de At., mas ndo recomendaram

nenhum valor.

A partir de Cundall e Strack (1979) tornou-se comum calcular o passo de tempo critico do

DEM para modelagem de sistemas particulados a partir da relagdo

At, = C\/m/k, (2.147)

em que C' é uma constante, sendo que varios autores propuseram diferentes valores para C'. O uso de
C = 0,27 é comum, assim como, o uso de C' = 0,2, no entanto, existem publica¢cdes que utilizam
valores como C' = 2. Malone e Xu (2008) demostraram através de testes numéricos que para C' <
0,5 o erro encontrado na conservagdo de energia de um sistema de particulas perfeitamente eldstico
era minimizado apds um determinado nimero de iteracdes. Portanto, baseado nos resultados de
Malone e Xu (2008) adotou-se neste trabalho que C' = 0,5.

A equacdo 2.147 estabelece o valor do passo de tempo critico baseado nas propriedades do
contato normal das particulas. No entanto, no modelo constitutivo adotado neste trabalho, além do
contato normal adotado, também presente na implementacdao de Cundall e Strack (1979), tem-se
também o contato tangencial e o atrito de rolamento. Dessa forma, deve-se também verificar o

critério de convergéncia a partir das propriedades dos demais contatos.

Assim, o passo de tempo critico, At., usado no algoritmo acoplado DEM-FEM, tanto no

integrador de Verlet como no de Newmark é dado pelo menor valor entre At” e At!,

At} < 0,5,/ Memin
At, = min (At}, At}) onde . (2.148)
Aty < 0,5,/ pmn

kama:c

em que At corresponde ao passo de tempo critico baseado nos pardmetros do contato normal, e
At! corresponde ao passo de tempo critico baseado nos pardmetros do contato tangencial. 172,,;, €
I ,,in correspondem aos menores valores de massa € momento de inércia, respectivamente, dentre

as particulas presentes na simulagdo, enquanto 7,,,, corresponde ao raio da maior particula. Ao
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calcular o passo de tempo critico com m,,,;,, € I,,;, garante-se que, para simulacdes com particulas
de diferentes didmetros e densidades, o valor de At, calculado pela equagdo 2.148 serd o caso mais

critico.

N3ao hd necessidade de calcular At,. a partir das propriedades do contado de rolamento, uma
vez que, de acordo com a implementacgao realizada neste trabalho o valor da rigidez torcional, k.,
¢ sempre uma fracdo da rigidez tangencial, k;, o que resulta em um passo de tempo critico maior

que At
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3 Implementacao e Validacao

Este capitulo dedica-se a apresentar os principais aspectos da implementagcdo do algoritmo
acoplado DEM-FEM realizada neste trabalho, discutir exemplos cldssicos de valida¢ao para o algo-
ritmo DEM que foram estudados, além de apresentar os resultados obtidos com testes de verificacao

realizados com o algoritmo acoplado.

Assim como em qualquer implementacdo numérica, € essencial que o cédigo de DEM seja
validado. Como exemplo, no método dos elementos finitos, o chamado patch test é usado para
checar a convergéncia e verificar a correta programagdo do codigo. A principio a validag¢do do
DEM pode ser abordada de duas formas: analiticamente e experimentalmente. Validagdes analiti-
cas, usando solugdes fechadas, possibilitam prover informagdes de que o modelo estd funcionando
como deveria, enquanto validacdes experimentais confirmam que a resposta real do material foi
capturada. Testes de validag¢do sdo importantes para confirmar a correta implementagao dos algo-
ritmos, a consisténcia dos parametros de entrada selecionados, além da sensibilidade do programa

a plataforma de hardware utilizada.

Segundo mencionado por O’Sullivan (2011b), € importante diferenciar testes de validacao
experimental dos testes de calibragdo. Ao calibrar um modelo, o material real € testado e os pa-
rametros do DEM sdo variados de forma a aproximar a resposta da simulagdo a resposta fisica
observada. Em contraste, em um teste de validacao experimental um material granular simplificado
¢ considerado, permitindo a correta representacdo do tamanho das particulas e das propriedades
do material na simulacdo. Portanto, em um teste de validagdo experimental o objetivo € analisar
a resposta global do conjunto de particulas, comparando o resultado com um ensaio experimental
similar. Testes de validacdo experimental amplamente utilizados na literatura sdo a comparagdo do

angulo de empilhamento da simulacdo com ensaios fisicos com particulas simplificadas.

Dessa forma, como neste trabalho niao foram realizados experimentos reais, buscou-se o re-
sultado de experimentos publicados na literatura para a validag¢do experimental do algoritmo. Neste
capitulo sdo mostrados os testes de validacdo realizados com o c6digo DEM implementado neste

trabalho, divididos em duas partes:

o Ensaios de validacdo analiticos com poucas particulas. O objetivo desses testes sdo a valida-

¢do dos modelos de contato implementados.
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o Ensaios de valida¢do experimental, baseados em resultados publicados, a fim de verificar o

comportamento global do sistema.

3.1 Implementacao do Algoritmo DEM-FEM

Para a implementacdo dos algoritmos do DEM e do FEM estudados neste trabalho utilizou-
se o software de computa¢io numérica Matlab®. Como este é o primeiro estudo do grupo sobre
o acoplamento dos dois métodos, o foco deste trabalho € o estudo aprofundado dos métodos e de
seu acoplamento, ndo sendo alvo do trabalho a implementacao eficiente dos algoritmos. Portanto,
a opcao pelo software de computagdo numérica ao invés de uma linguagem de programacao é
justificada, uma vez que o menor desempenho computacional obtido com o software € compensado
pela facilidades oferecidas pelo Matlab®, concentrando dessa forma os esfor¢os desse trabalho
em seus objetivos principais. Devido ao grande esforco computacional envolvido nas simulacdes
do DEM foi usado o recurso de compila¢do de linguagem do Matlab®, de forma que cédigo é
automaticamente compilado em linguagem de C++ antes de ser executado, obtendo-se dessa forma

um ganho significativo de desempenho.

Ambos os métodos foram implementados separadamente de acordo com a formulagdo apre-

sentada no capitulo 2. Tem-se a seguir as principais caracteristicas de ambas as implementacdes:

o Dominio espacial quadrado (L, = L,). Essa abordagem simplifica o algoritmo de busca de

contatos, trazendo dessa forma uma melhora no desempenho computacional do algoritmo.

o Possibilidade de adicionar particulas com até trés dimensdes de raio diferentes. Para evitar
a acomodacdo das particulas em estruturas regulares, prejudicando assim o comportamento
de solo desejado nas simulagdes deste trabalho, é necessario que as particulas tenham uma

distribui¢do de raios.
o Numero livre de particulas presentes na simulag@o, com distribuicao de raios definida.

o Introducdo de barreiras de particulas fixas ou moveis. Essas barreiras permitem a formacao
de dominios espaciais especificos usados principalmente nas simula¢des de empilhamento

nos testes de validagao.
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o Elementos finitos do tipo quadrado de 4 nés com gerador de malha para simulacdes de vigas

e estruturas tubulares.

o Visualizacdo da configuracdo do sistema nas iteragdes parciais da simulagdo com a possibi-

lidade de gerar animagdes ao final.

O algoritmo para anélise dindmica do problema envolvendo elementos discretos e elementos

finitos € composto pela seguinte sequéncia de célculos:

Passo Inicial: Definir os dados de entrada:

Antes de iniciar a simulacdo é necessario inserir os dados de entrada necessdrios para a si-
mulacdo, tanto para o FEM quanto para o DEM: informacdes sobre a geometria do problema a
ser estudado, incluindo a dimensdo do dominio, o nimero e distribuicao dos raios das particulas,
o tipo de estrutura e quantidade de elementos finitos. Também € necessario inserir as propriedades
de material, tanto do meio continuo quando do discreto, além de todos os parametros de contato do
DEM.

Passo 1: Geragdo do dominio discreto com a determinagdo da posicdo inicial das particulas do
DEM.

Passo 2: Geracdo da malha inicial do FEM e posicionamento das particulas fixas ao contorno da

malha.

Passo 3: Detec¢do e aplicacdo das forcas de contato no DEM:

Executa-se o algoritmo de deteccao de contato do DEM. A cada novo par de particulas em
contato que € detectado sdo calculadas as forgcas de contato, tanto para as particulas livres quanto
para as particulas fixas ao contorno da malha de elementos finitos. Em seguida é detectado se existe
contato de alguma particula com a fronteira espacial do dominio. Havendo contato € aplicada a
forca de reacdo da fronteira sobre essa particula. Ao final desse passo tem-se as forgas resultantes,

nas dire¢Oes x € y, € 0 momento resultante na dire¢cdo z, atuando em todas as particulas do sistema.

Passo 4: Transferéncia de carga DEM — FEM:
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As forcas resultantes calculadas para as particulas fixas a malha de elementos finitos sdo
transferidas para o vetor de carregamento nodal equivalente do FEM, para isso executa-se o al-
goritmo de acoplamento descrito na se¢dao 2.3. Também € acrescentado o carregamento externo

imposto a estrutura e forcas de corpo, definidos nos dados iniciais do problema.

Passo 5: Passo de avanco no tempo:

Tendo-se as forcas e momentos resultantes atuando em cada particula e o carregamento nodal
da malha de elementos finitos, faz-se a integra¢do no tempo. Para o método dos elementos discretos
¢ utilizado o integrador explicito de Leapfrog Verlet e para o método dos elementos finitos € usado
o integrador implicito de Newmark. A unido de um integrador implicito com um explicito ja foi
utilizada em trabalhos de sobre 0 acoplamento de DEM-FEM, em especial em Onate e Rojek (2004)

no qual € utilizado um integrador explicito com um semi-implicito.

Passo 6: Atualizagdo das posi¢des:

Com o avango no tempo efetuado pelos integradores tem-se o deslocamento sofrido por todas
as particulas e nés da malha. Atualiza-se entdo as coordenadas das particulas e dos n6és da malha
de elemento finitos. Como as coordenadas e velocidades dos nés da malha sofreram alteracdes é
necessdrio atualizar a posi¢do das particulas do contorno, para isso € executado o algoritmo de

posicionamento descrito na se¢ao 2.3.3.

Passo 7: Calculo das tensoes no FEM:

A partir do resultado do deslocamento total dos ndés da malha de elementos finitos sdo cal-
culadas as tensdes nas direcOes x € y atuantes na estrutura, além da tensdo equivalente de Von

Mises.

Passo 8: Saida gréfica do estado do sistema:

O algoritmo termina com o registro grafico das varidveis de estado das particulas e da malha
de elementos finitos para uma adequada visualiza¢cdo da evolugdo do sistema no tempo. As tensdes
sdo mostradas no dominio estrutural através de um mapa de cores. Como o niimero total de ite-
racOes por simulacio geralmente € muito grande € invidvel fazer o registo grafico da simulacao a

cada iteracdo do algoritmo, portanto, esse registro € feito de acordo com a frequéncia determinada
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nos dados inicias. Nas simula¢des efetuadas neste trabalho o registro grafico é feito 20 vezes por

segundo de simulagdo.

Passo 9: Iteracdes:

Retorna-se ao Passo 3 e se repete todo o procedimento dos passos 3 ao 8 para a proxima
iteragdo (t,,41) até atingir o tempo de simulacdo determinado. Nesta implementacio, a fim de gerar
um nimero inteiro de passos de tempo para cada 1 s de simulagdo, o passo de tempo, At, usado é
sempre menor que o valor do passo de tempo critico determinado pela equacao 2.148, contribuindo

também para a estabilidade numérica do algoritmo.

Na Figura 3.1 tem-se um diagrama esquemadtico da sequéncia de cdlculos efetuada a cada

iteracdo do algoritmo acoplado DEM-FEM.

Conforme pode-se observar na Figura 3.1 existem muitas semelhangas no processo geral
envolvido em uma simulacdo do DEM e do FEM. Ambos os métodos possuem uma sequéncia
de insercao de dados iniciais e pré-processamento, seguida pelo processamento do algoritmo e ao
final tem-se o pds-processamento da solugdo, no entanto, existem diferencas essenciais entre os

dois métodos.

Em métodos baseados na formulagdo do continuo tem-se o esfor¢o associado a geragao da
malha que para geometrias complexas pode ser um processo nao trivial. Por outro lado, no DEM,
ha a necessidade de gerar a posi¢do inicial das particulas do problema a ser analisado, que no
geral € um processo complexo e envolve a execugdo inicial de um algoritmo de DEM especifico.
De fato, em alguns casos de problemas de consolidag¢do de solos, a geracdo da condi¢do inicial
das particulas no DEM pode ser um processo com tempo de processamento maior que a propria

simulacao do problema desejado.

Isso ocorre pois ndo € possivel apenas estabelecer a posi¢ao das particulas no dominio como
se faz com as coordenadas da malha de elementos finitos durante a geracdo da malha. Primeira-
mente porque as particulas, em geral (e nesta implementacdo também), possuem raios diferentes,
sendo necessdrio posiciond-las de maneira aleatéria de forma que nao haja interferéncia entre elas,
ainda mais quando as particulas nio sao circulares. E em segundo lugar, mesmo na eventualidade
do sistema ser composto apenas por particulas circulares € com mesmo raio, as particulas precisam

estar em equilibrio estético sob o efeito da gravidade. Desta forma, com excecao de alguns testes
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Figura 3.1: Diagrama da sequéncia de cdlculos.

de validagdo, ou verificagOes especificas, a geracdo da condicao inicial do DEM exige uma etapa

preliminar de processamento.

Conforme descrito por O’Sullivan (201 1a) existem diversas técnicas publicadas sobre a ge-
racdo da condic¢do inicial das particulas. Neste trabalho, adotou-se a abordagem cldssica de aden-
samento. Nessa técnica as particulas sdo inicialmente posicionas regularmente espacadas umas das
outras, de forma que o espacamento d,. é ligeiramente maior que o didmetro da maior particula

presente no sistema, conforme ilustrado na Figura 3.2.
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Figura 3.2: Posicionamento inicial das particulas.

Depois de posicionada a quantidade desejada de particulas, respeitando a distribui¢do de
raios previamente definida, executa-se uma sequéncia de iteracdes onde as particulas estdo sujeitas
apenas a acdo da forca gravitacional. Dessa forma as particulas irdo se assentar naturalmente e de
forma aleatdria na parte inferior do dominio espacial, formando a condi¢ao inicial desejada, con-
forme ilustrado na Figura 3.3. Nesta etapa as particulas devem possuir as mesmas propriedades de
contado que serdo usadas posteriormente na simulagdo desejada. O tempo de simulagdo necessario
para o adensamento das particulas € varidvel, sendo dependente do nimero de particulas, de suas

propriedades (dimensao e densidade), além dos parametros de contato.

85



Figura 3.3: Posicao final das particulas.

3.2 Validacao Analitica DEM

Segundo Xiang et al. (2009) um teste de verificacio preliminar importante em qualquer c6-
digo DEM ¢ checar se uma tnica particula, em repouso sobre um superficie horizontal vai exibir
um movimento harmonico simples, sendo o periodo determinado pela massa e a rigidez da mola
de contato. A simulagdo desse sistema também possibilita uma avalia¢do da natureza dinamica do
sistema. Sistemas simples com apenas uma ou duas particulas podem ser ferramentas robustas de
validacdo analitica. Como exemplo, O’Sullivan e Bray (2003) demostraram que a simulacio de
uma particula bidimensional rolando um plano inclinado a partir do repouso € um teste util para

confirmar a correta implementacdo do contato tangencial no c6digo DEM.
Neste trabalho foram implementados trés testes analiticos de validagdo. O objetivo de cada

teste é validar os modelos de contato normal, tangencial e rotacional separadamente, a fim de

verificar suas implementacdes e o comportamento dos trés modelos conforme sdo combinados.

86



3.2.1 Colisao Elastica de Duas Particulas

No primeiro teste de validacdo implementado buscou-se a verificagdo do contato normal das
particulas. Para isso, o resultado da simulag¢io foi comparado com o problema da colisdo eldstica
de dois corpos circulares, conforme mostrado na Figura 3.4, um problema classico da mecanica

com solug¢do analitica conhecida.

my Vif

my

Ao
N

Figura 3.4: Colisdo elastica de duas particulas.

Para o caso da colisdo totalmente eldstica de duas particulas rigidas com mesma massa, com
o alvo (particula 2) inicialmente em repouso e a particula incidente (particula 1) tendo uma velo-
cidade inicial, vy;, conforme mostrado na Figura 3.4, € possivel demostrar através do principio da
conservacao de energia e da quantidade de momento linear que o 4ngulo formado pela trajetoria das
duas particulas apds o impacto é sempre perpendicular, independentemente do raio e da distancia
b. Os detalhes dos cédlculos que demostram essa solu¢do estdo contemplados no Apéndice A deste
trabalho.

Dessa forma, utilizando o algoritmo de DEM implementado foi realizada a mesma simulagdo.
A particula incidente possui raio igual a 0,03 m, enquanto a particula alvo possui raio igual a 0,05
m, ambas possuem massa igual a 0,5 kg e estdo sujeitas apenas ao contato normal (o integrador
para a dire¢do z foi desligado nesta simula¢do) e sem nenhum amortecimento atuando no sistema
(tanto local quanto global). Como esta ativa apenas a componente normal do modelo constitutivo

mostrado na Figura 2.6 e ndo ha presenca de amortecimento, o Unico parametro de interesse neste
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teste € arigidez normal, que foi calculada de acordo com a metodologia apresentada na se¢do 2.1.10
resultado em 49 x 10* N/m. Nesse caso assume-se que a gravidade atua na direcdo perpendicular
ao plano, e, portanto ndo foi levada em consideracdo nessa simulagdo. A particula incidente possui
velocidade inicial de 1 m/s e b = 0,03 m, sendo At = 5 x 107° s, o que corresponde a 0,6 % do
passo do tempo critico desta simulag¢do. Na Figura 3.5 é mostrada a trajetdria das particulas, e suas

posigdes iniciais e finais, apds 3 s de simulacao.
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Figura 3.5: Trajetdria da colisdo de duas particulas.

ApOs o impacto, a velocidade das particulas foram coletadas e o dngulo de suas trajetdrias

calculados, conforme mostrado na Tabela 3.1.

De acordo com os resultados do teste foi confirmado que o angulo entre as trajetdrias apos o

impacto de fato é de 90°,
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Tabela 3.1: Velocidades e angulos de trajetoria apds o impacto.

v vy 0
Particula incidente 0,15 0,36 66,99
Particula alvo 0,85 -0,36 -23,01
01 + 0> = 66,99° + 23,01° = 90° (3.1)

mostrando, dessa forma, que o modelo numérico implementado representa satisfatoriamente o con-

tato de dois corpos rigidos.

Com os resultados obtidos verificou-se também se houve conservagao de energia na colisao,

para isso calculo-se a energia cinética 1" antes e apds o impacto,

Ty = 0pmy ((vf;)? + (v];)?) + 05my ((v3,)* + (v5,)?) = 025 N '
onde fica demostrado que ha conservacdo de energia no impacto das duas particulas, validando,

dessa forma, o algoritmo de integra¢do no tempo para translagdo nas diregcdes x e y.

3.2.2 Rolamento com Deslizamento no Plano

A exemplo do primeiro, no segundo teste de validacdo buscou-se um problema comumente
estudado nos livros de mecanica cldssica a fim de se comparar com os resultados da simulagao.
Neste teste o objetivo € validar o contato tangencial das particulas, e por consequéncia o algoritmo
de integracdo no tempo na dire¢do z. Para isso estudou-se o caso do rolamento acompanhado de
deslizamento sobre um plano horizontal, que é encontrado no cldssico problema de uma tacada em

uma bola de bilhar, conforme mostrado na Figura 3.6.

Neste problema o corpo rigido circular se encontra inicialmente em repouso e é golpeado pelo
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Figura 3.6: Tacada em bola de bilhar.

taco no instante ¢ = 0, sendo que sua linha de acao € horizontal com distancia b da linha que passa
pelo centroide da particula, conforme mostrado na Figura 3.6. O resultado da tacada € a aplicacdo
de uma forca impulsiva que faz a particula iniciar um movimento de translagdo acompanhado por
um movimento de rotacio. Tanto a velocidade inicial de translacdo quanto a de rotagdo podem ser
calculadas analiticamente, sendo os cdlculos apresentados com maiores detalhes no Apéndice A
deste trabalho. De acordo com os parametros da tacada e da particula, inicialmente pode ndo haver
o estado de rolamento puro, de forma que hd deslizamento no ponto de contato, implicando dessa
forma na ac¢do de uma forga de atrito que ird modificar tanto a velocidade de rotacdo quanto a de
translacdo, até que a particula atinja o rolamento puro. Como nado € considerado na formulagdo
desse problema o atrito de rolamento, 0 movimento atinge o regime permanente quando se esta-
belecer o rolamento puro, sendo que a partir deste instante 0 movimento continua indefinidamente
por ndo haver mais forgas atuantes na particula. A evolug¢do no tempo das velocidades de translagao
e de rotacdo da particula, deduzidas analiticamente, sio comparadas com os resultados numéricos

obtidos neste teste.

Para esta simulacao foi utilizada uma particula com massa de 0,5 kg e raio de 0,03 m, a ace-
leracdo da gravidade € de 9,81 m/s?. Foi considerada uma for¢a impulsiva de 50 N agindo durante
0,01 s, dessa forma, as equagdes A.10 e A.11 fornecem que a velocidade inicial de translagcdo € de 1
m/s e a velocidade inicial de rotacdo € de -27,78 rad/s. Na Tabela 3.2 sdo mostrados os valores dos
parametros dos modelos de contato usados neste teste, calculados de acordo com a metodologia
apresentada na secdo 2.1.10 deste trabalho, sendo que o valor do coeficiente de atrito foi determi-
nado empiricamente. Para esta simula¢do At = 5 x 107" s, o que corresponde a 0,7 % do passo de

tempo critico.

A simulacdo foi conduzida até 0,2 s. Observa-se nas Figuras 3.7 e 3.8 a evolugdo da velo-

cidade de translagcdo na dire¢do = e da velocidade angular, respectivamente, obtidas pelo método
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Tabela 3.2: Pardmetros usados no teste de validacdo analitico 2.

Pardmetro Unidade Valor

k., (N/m) 65 x 10%
ky (N/m) 33 x 103
Cn (N.s/m) 89,3
C (N.s/m) 12,6
i 0,57

qdampit (1/s) 0
qdamp.r (1/s) 0

numérico e também pela previsdo tedrica.

1

T
solucdo numérica
— — - solugdo tedrica

<
o
e

o
\O
)

o
=
2

velocidade de translagdo em x (m/s)
o
\O
oy

0 0.05 0.1 0.15 0.2
tempo (s)

Figura 3.7: Comparacdo da solu¢do numérica e tedrica para
a velocidade de translacao.

Observa-se que os resultados numéricos convergem para a solugdo tedrica de maneira satis-
fatoria, sendo que a inflexdo da curva na solucdo numérica pode ser ajustada alterando o valor da

rigidez tangencial, k;, do modelo de contato adotado, assim como o coeficiente de amortecimento.
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=27 - . :
solucdo numérica

— — —solugdo tedrica

velocidade angular (rad/s)

0.05 0.1 0.15 0.2
tempo (s)

Figura 3.8: Comparacao da solu¢do numérica e tedrica
para a velocidade angular.

3.2.3 Particula com Atrito de Rolamento

No dltimo teste de validacdo analitico estudado neste trabalho foi abordado o problema de
uma Udnica particula rolando sobre uma superficie plana sujeita também ao atrito de rolamento,
conforme em Zhou et al. (1999) e Ai et al. (2011). O objetivo deste teste € verificar o modelo
de atrito de rolamento implementado, analisando também seu funcionamento em conjunto com os

demais modelos de contato validados nos testes anteriores.

Neste teste foi utilizada uma particula com raio de 0,05 m, sendo a massa definida por sua
densidade, p = 1056 kg/m3. Os valores dos parAmetros dos modelos de contato usados neste teste
podem ser verificados na Tabela 3.3, sendo calculados de acordo com a metodologia apresentada na
secdo 2.1.10 deste trabalho. A fim de comparar os resultados, os valores dos coeficientes de atrito

foram adotados do trabalho de Ai et al. (2011), em que realizou-se um teste similar.

A particula foi deixada em repouso apenas sob a agdo da gravidade (g = 9,81m/s?) em uma

superficie horizontal plana. Ap6s atingir o equilibrio estitico uma velocidade de translagdo inicial
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Tabela 3.3: Pardmetros usados no teste de valida¢do analitico 3.

Parametro Unidade Valor

k., (N/m) 65 x 10*
ky (N/m) 33 x 10°
k, (N.m.rad) 81 x 1072
Cn (N.s/m) 36,5

C (N.s/m) 5,7

Cyr (N.m.s/rad) 0,004

e 0,8

M 0,2
adampt (1/s) 0
adamp,r (1/s) 0

de vy = 1 m/s € aplicada a particula na dire¢ao x, enquanto a velocidade angular é mantida nula.
Para esta simulagdo At = 5 x 107° s, 0 que corresponde a 1,8 % do passo de tempo critico dp
DEM.

A Figura 3.9 mostra a evolu¢@o no tempo, durante 1 s de simulacdo, dos valores da posi¢ao
na direcdo x da particula (distancia de rolamento) para diferentes valores do coeficiente de atrito de
rolamento. A Figura 3.10 mostra a evolu¢do no tempo do momento gerado pelo atrito de rolamento

na particula, para dois valores do coeficiente de amortecimento viscoso de rolamento.

E possivel observar na Figura 3.9 que a distincia percorrida pela particula inicialmente au-
menta, mas rapidamente atinge um valor terminal constante. Para a curva com coeficiente de rola-
mento igual a 0,2, obtém-se aproximadamente o mesmo valor para a distancia de rolamento obtido
no teste realizado por At et al. (2011), indicando a correta implementagdo do atrito de rolamento

no modelo.

Na Figura 3.10 é mostrado o comportamento do momento de rolamento da particula com
dois valores do amortecimento viscoso de rolamento. Se o coeficiente de amortecimento € nulo, o
momento oscila em torno da posi¢do final, mas devido a influéncia do amortecimento presente no
contato tangencial ainda se observa um amortecimento no valor do momento. Para o coeficiente
de amortecimento viscoso de rolamento igual a 0,3 observa-se uma estabilizagdo mais rapida do

momento ao valor final, mantendo o mesmo periodo de oscilagdo. Esse resultado indica que o
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Figura 3.9: Influéncia do coeficiente de rolamento na

distancia de rolamento da particula.

modelo de contato tangencial e de rolamento possuem uma resposta dindmica consistente quando

inseridos em conjunto no cédigo.
A influéncia da rigidez de rolamento no valor do momento de rolamento aplicado a particula
¢ mostrado na Figura 3.11. Uma rigidez de rolamento maior leva a uma frequéncia de oscilagdo

maior, o que reduz o periodo de oscilagcdo quando o amortecimento de rolamento estd ativo.

Este teste de validagdo mostra que o modelo de atrito de rolamento implementado no cédigo
responde de maneira satisfatoria estando de acordo com resultados publicados.
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Figura 3.10: Influéncia do coeficiente de amortecimento viscoso
no momento em fungdo do tempo.
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Figura 3.11: Influéncia da rigidez de rolamento.
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3.3 Validacao Experimental DEM

Nos testes analiticos de validagdo o objetivo foi testar e validar os modelos de contato imple-
mentados no algoritmo DEM. Esses testes fornecem uma indicacdo do correto funcionamento dos
modelos de contato que compde o modelo constitutivo adotado, além da possibilidade de verifica-
¢do com os resultados de testes analiticos conhecidos. No entanto, apenas esses testes de validagao
ndo garantem que a resposta global do algoritmo esteja de acordo com resposta esperada para a

simulacdo que se deseja efetuar.

Validagdes analiticas da capacidade do cédigo de DEM em simular a resposta de multiplas
particulas interagindo umas com as outras sdo invidveis devido a indeterminacdo estdtica do sis-
tema. Neste contexto, conforme mostrado por O’Sullivan (2011b), os testes de validagdo experi-

mental desempenham um papel fundamental na correta validacdo do algoritmo DEM.

Nos testes de validagdo experimental encontrados na literatura busca-se comparar a reposta
da simulacdo com um ensaio experimental controlado, onde as particulas possuem dimensdo e
propriedades conhecidas. Nesse ambiente controlado, é possivel representar corretamente o ensaio

fisico na simulagdo, validando, dessa forma, a reposta global do algoritmo.

Em materiais granulares, como solos e areias secas por exemplo, uma das caracteristicas fun-
damentais € a formacdo de pilhas. As pilhas formadas por esses materiais fornecem caracteristicas
importantes sobre o material e sdo alvo de estudo em muitas aplicagdes reais como mineragao,
armazenagem de graos e geotécnica. Portanto a correta representacao do efeito de empilhamento é

uma caracteristica que deve ser validada neste algoritmo.

Neste trabalho ndo foram realizados ensaios experimentais, portanto, buscou-se o resultado

de dois ensaios publicados na literatura que possibilitam a validagao experimental deste algoritmo.

3.3.1 Empilhamento Livre

No primeiro teste foi reproduzido o ensaio realizado por Ai et al. (2011). Um conjunto for-
mado por 25 particulas idénticas foi organizado acima de uma superficie plana de acordo com o

padrao mostrado na Figura 3.12. Todas as particulas possuem a mesma dimensao, com r» = 0005 m
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e p = 1056 kg/m?, os valores das propriedades do contato usados neste teste podem ser verificados
na Tabela 3.4, sendo calculados de acordo com a metodologia apresentada na sec¢do 2.1.10 deste
trabalho. A fim de comparar os resultados, os valores dos coeficientes de atrito foram adotados do

trabalho de Ai et al. (2011), no qual realizou-se um teste similar.

(. 50 mm (5 camadas) |
D g

-

50 mm

OO0 |
v

Figura 3.12: Conjunto de discos em uma superficie plana.

Tabela 3.4: Parametros usados no teste de validacao experimental 1.

Parametro Unidade Valor

k, (N/m) 65 x 10*
ky (N/m) 33 x 10°
Cn (N.s/m) 36,5

¢ (N.s/m) 5,7

e 0,8

Hr 0,2
adampit (1/s) 10 x 107
adamp:r (1/s) 10 x 1076

Os valores de k; e ¢; ndo constam na tabela 3.4 pois seus valores dependem do par de par-
ticulas que estd em contato ou se o contato ocorre com as fronteiras do dominio espacial, sendo
determinados pelas equacgdes 2.100 e 2.101, respectivamente. Para esta simulacdo adotou-se que
7. = 0,6.

O objetivo € verificar o comportamento dos trés modelos de contato (normal, tangencial e
de rolamento) quando trabalham juntos em uma simulagdo que envolve tanto uma fase dinamica

quanto estdtica. Quando solto a partir da condi¢ao inicial, o conjunto de particulas entra em uma
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fase dindmica, enquanto elas interagem umas com as outras € com o limite do dominio espacial,
até atingirem uma nova condicdo de repouso. Espera-se que apds o repouso a configuragdo final
das particulas seja semelhante a obtida no ensaio fisico, confirmando que o comportamento global

do conjunto de particulas € consistente com o comportamento de um material granular real.

O teste foi realizado usando todos os modelos de contato implementados, com passo de tempo
igual a At = 1 x 107" s, que corresponde a 1,8% do passo de tempo critico para essa simulagio.
A Figura 3.14 mostra a condi¢do final das particulas, ja em repouso, apés 10 s de simulag¢do. Na

Figura 3.13 tem-se o resultado obtido por Ai et al. (2011).

Figura 3.13: Condigao final simulag@o de empilhamento livre
obtido por Ai et al. (2011).

E possivel observar que o resultado obtido é semelhante ao publicado, com a formacdo de

uma pilha com formato similar. Isso indica que o método implementado possui uma resposta global

adequada para a simulag¢do de materiais granulares.

98



0.4 T T T T T T T

0.35F 1

T
|

0.3

0.25r 4

y (m)
(@]
o

T
|

0.15
0.1 4

0.05F 1

~ |

'Y YT Y

Z I [ I I

O 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

Figura 3.14: Condicao final da simulagdo de empilhamento livre.

3.3.2 Teste com Barreiras

No segundo teste de validagao experimental buscou-se verificar a resposta global do algo-
ritmo DEM com um niimero maior de particulas e comparar com um resultado experimental pu-
blicado. Para isso, buscou-se reproduzir o experimento realizado por Li et al. (2005), onde foi

utilizado o dispositivo mostrado Figura 3.15.
Neste dispositivo experimental a caixa menor se encaixa na caixa maior, permitindo que as

particulas sejam lentamente liberadas pela abertura inferior conforme a caixa interna € movida

verticalmente para cima. Os resultados experimentais obtidos por Li et al. (2005) foram compa-
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Figura 3.15: Dimensdes do dispositivo usado por Li et al. (2005).

rados com os resultados obtidos com simula¢gdes do DEM, que mostraram grande semelhang¢a no
comportamento. Portanto, o objetivo deste teste & reproduzir o experimento realizado por Li et al.
(2005) com o algoritmo DEM implementado neste trabalho e comparar a resposta global com os

resultados experimentais e computacionais publicados.

Pelas limitacdes fisicas impostas na construcao do dispositivo experimental ndo é possivel
reproduzir uma simulacao bidimensional, uma vez que o atrito oriundo das faces da caixa interfe-
ririam fortemente no resultado do experimento. Portanto, a espessura do dispositivo mostrado na
Figura 3.15 € maior que o didmetro das esferas usadas no experimento, implicando que tanto a
simulag@o quanto o experimento sdo realizados considerando um dominio tridimensional. Como a
implementagdo realizada neste trabalho é bidimensional algumas modificagdes foram necessarias
para manter a equivaléncia de ambos, obviamente tendo em vista que tais modifica¢des prejudicam

as posteriores comparagdes dos resultados.

No experimento real foram usadas 3000 esferas com raio médio de 6 mm. A fim de usar as
mesmas dimensdes espaciais do dispositivo experimental, neste teste foram usadas 420 particulas
com raio médio igual a 6 mm, sendo que a distribui¢cdo de tamanhos das particulas é mostrada
na Tabela 3.5, onde foi mantida a mesma propor¢do de tamanhos do experimento real. Os valores
dos parametros dos modelos de contato usados neste teste sdo mostrados na Tabela 3.6, calculados
conforme descrito na metodologia apresentada na secdo 2.1.10 deste trabalho. A fim de comparar
os resultados, foram usados os mesmos valores adotados por Li et al. (2005) para os coeficientes

de atrito.

Os valores de k; e ¢; ndo constam na tabela 3.4 pois dependem do par de particulas que esta

em contato, ou se o contato ocorre com as fronteiras do dominio espacial, sendo determinados pelas
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Tabela 3.5: Distribuicao de tamanho das particulas do teste de validagdo experimental 2.

Grupo 1 2 3

Didmetro (m) 0,013 0,012 0,011
Quantidade 105 210 105

Tabela 3.6: Parametros usadas no teste de validagdo experimental 2.

Pardmetro Unidade Valor

k, (N/m) 102 x 108
ky (N/m) 509 x 10*
Cn (N.s/m) 1734

c (N.s/m) 27,7

i 0,4

Hr 0,1

adamp.t (1/s) 6,7 x 107°
qdamp.r (1/s) 6,7 x 1076

equacdes 2.100 e 2.101, respectivamente. Para esta simulacdo adotou-se que 1, = 0,3.

As particulas foram inicialmente posicionadas de maneiras aleatéria a acomodadas sob a
acdo da gravidade sobre a barreira fixa de particulas, em uma simulacdo com 2 s de duracdo. Apds
a etapa de adensamento a barreira € aberta e movida a uma velocidade de 0,01 m/s durante 15 s,
permitindo que as particulas saiam da caixa interna pela abertura no canto inferior esquerdo e se
acomodem na caixa externa. Apds atingir a altura mixima, a barreira permanece em repouso por
mais 2 s para permitir a acomodagao final das particulas, totalizando 19 s de simula¢do. Na Figura
3.16 € possivel acompanhar o progresso da simulacdo em quatro momentos distintos. O passo de
tempo utilizado é igual a At = 1 x 1075 s, 0 que corresponde a 5,4% do passo de tempo critico

desse sistema.

E possivel observar a formacio de uma pilha com angulo em relagdo a horizontal de aproxi-
madamente 28°, conforme mostrado na Figura 3.18 com a posic¢ao das particulas apds atingirem o
repouso. Esse resultado € ligeiramente maior que o obtido por Li et al. (2005) em seu experimento

fisico, 21°, conforme mostrado na Figura 3.17. Essa diferen¢a pode ser atribuida as implicagcdes que
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Figura 3.16: Posi¢do das particulas em (a) 0 s; (b) 5s;(c) 10s;(d) 17 s
para o teste com barreira mével.

a simplifica¢do de um dominio tridimensional para um dominio bidimensional trazem na resposta
global da simulac¢do. Também deve-se notar diferenca nos métodos de contato normal e tangencial
usados no modelo constitutivo da implementacdo de Li et al. (2005), onde € usado o modelo de

contato nao linear de Hertz e particulas tridimensionais.
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Figura 3.17: Resultado do experimento realizado por Li et al. (2005)
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Figura 3.18: Angulo de empilhamento obtido no teste

com barreira movel.
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A fim de avaliar o efeito do aumento do nimero de particulas no angulo de empilhamento fi-
nal foi realizada uma nova simulac¢do. Na nova simulagcdo foram mantidas as mesmas dimensdes do
dominio espacial da simulacdo anterior, porém foi aumentado o nimero de particulas para 15000,
assim como foi reduzido o diametro médio de forma que a altura inicial da coluna de particulas
em repouso no inicio da simulacdo fosse aproximadamente a mesma. Na Tabela 3.7 tem-se a nova

distribui¢do de tamanhos.

Tabela 3.7: Distribui¢do de tamanho das particulas.

Grupo 1 2 3

Diametro (m) 0,002 0,0018 0,0022
Quantidade 3750 7500 3750

Os demais valores de propriedades foram mantidos os mesmos mostrados na Tabela 3.6. Na

Figura 3.19 tem-se a condi¢do de equilibrio apds 19 s de simulagao.

Com o aumento do ndmero de particulas o angulo de empilhamento obtido foi de 20,5°, um
valor mais proximo do obtido no experimento conduzido por Li et al. (2005). Esse resultado indica
que a quantidade de particulas usadas no teste anterior nao foi suficiente para capturar a resposta
global desejada do material granular que se desejava simular. Além disso, mostra a limitacdo do
modelo bidimensional, uma vez que o primeiro ensaio foi feito com o minimo de particulas usado

no experimento.
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Figura 3.19: Configuragdo final com 15000 particulas.

3.4 \Verificacao do Algoritmo Acoplado DEM-FEM

Nos testes anteriores foi validado e verificado o algoritmo DEM implementado neste trabalho.
Uma sequéncia de testes de validac@o analiticos e experimentais indicaram a correta implementagao
do método e sua capacidade de capturar a resposta de materiais granulares de maneira satisfatoria,

localmente e globalmente.

O algoritmo FEM implementado neste trabalho ja havia sido alvo de estudos anteriores no
mesmo tema, no qual foi validado e testado através da comparacdo dos resultados com softwares
comerciais de elementos finitos. Os testes de validacao realizados com o algoritmo FEM utilizado

neste trabalho podem ser verificados em Gomes (2012).
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Com ambos os métodos implementados, verificados e testados neste trabalho, resta ainda ve-
rificar o funcionamento quando acoplados. Para isso foi estudado o caso de uma viga apoiada sobre
uma barreira de particulas fixas sujeita a um carregamento distribuido ao longo da face superior da
malha, conforme ilustrado na Figura 3.20. As particulas possuem todas o mesmo didmetro e estao
posicionadas regularmente ao longo da face inferior da malha, de forma que a distincia entre sues

centroides seja igual ao diametro.

164 kIN/m

Figura 3.20: Configuragdo do teste de verificagdo do
acoplamento DEM-FEM.

Para este teste as particulas que formam a barreira na Figura 3.20 estdo com todos os graus
de liberdade fixos, no entanto, elas podem interagir livcemente com as particulas fixas na face ex-
terna da malha de elementos finitos, sendo esse contato modelado conforme descrito na secao 2.3
deste trabalho. Com as particulas fixas o problema do contato DEM-FEM se reduz basicamente
ao contado da malha de elementos finitos com um conjunto de molas lineares e amortecedores
viscosos posicionados regularmente ao longo da face inferior da malha. Essa configuracdo se as-
semelha muito a modelagem de contato solo-estrutura proposta pelas teorias de fundacao eldstica
do tipo Winkler, que possuem solucio analitica para o meio continuo. Portanto, o objetivo deste
teste € verificar o funcionamento do acoplamento DEM-FEM proposto neste trabalho e comparar
o comportamento da deflexdo da viga com teorias classicas de fundagdo elastica. Essa compara-
¢do permite verificar se a iteracdo do meio continuo com um solo linear, neste teste representado
por uma barreira de particulas fixas, ocorre de acordo com o previsto pelas solu¢des analiticas,

validando dessa forma o algoritmo acoplado DEM-FEM.

Foram usadas 120 particulas com raio igual a 0,005 m, o que corresponde a mesma quanti-
dade e dimensado das particulas fixas ao contorno da face inferior da malha de elementos finitos,
posicionadas exatamente abaixo umas das outras conforme ilustrado na Figura 3.20. Dessa forma
garante-se que o contato da malha com as particulas serd uniforme e simétrico, algo que seria muito
dificil de se obter e controlar com as particulas livres, devido ao seu posicionamento aleatorio apds

a etapa inicial de adensamento. Os valores dos pardmetros dos modelos de contato usados neste
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teste sao mostrados na Tabela 3.8. Como as particulas estdo fixas e posicionadas de tal forma que
ndo ha contato entre elas, esses parametros se aplicam apenas aos contatos entre as particulas da

barreira e as particulas fixas ao contorno da malha de elementos finitos.

Tabela 3.8: Pardmetros usados no teste de verificagdo do acoplamento DEM-FEM.

Pardmetro Unidade Valor

ky (N/m) 197 x 10°
ky (N/m) 986 x 10?
k, (N.m.rad) 616 x 1072
Cn (N.s/m) 156,24

Ct (N.s/m) 24,70

Cr (N.m.s/rad) 229 x 1074
et 0,8

o 0,2

qdamp;t (1/s) 0

adampir (1/s) 0

A viga possui 1,0 m de comprimento, com 0,05 m de altura, sendo discretizada em 80 ele-
mentos finitos do tipo quadrado linear. O mddulo de elasticidade adotado ¢ £© = 70 GPa, com
densidade igual a 2700 kg/m? e coeficiente de Poisson igual a 0,35. O carregamento distribuido
¢é aplicado progressivamente até 0,5 s de simulac¢io e depois mantido no valor mdximo até o final
da simulacdo. Adotou-se um coeficiente de rigidez relativamente baixo para que a rigidez da viga
fosse proxima da rigidez normal, k,,, das particulas, o que permitiu avaliar melhor a deflexdo da
viga. Nao existe nenhum tipo de condi¢do de contorno de deslocamento imposto na malha, a inica
restricdo ao seu movimento vem do contato com as particulas que compdem a barreira posicionada

abaixo da malha. Essa condi¢do determina que a malha est4 sujeita a deformacdes e deslocamentos.

Para esta simulacdo At = 5 x 107° s, para ambos os dominios, o que corresponde a aproxi-
madamente 6,26 % do passo de tempo critico do DEM. A simulag¢do foi conduzida por 1 s, tempo
suficiente para a solu¢do convergir, conforme pode-se observar na Figura 3.21 onde tem-se o grafico

da posicao do centroide da malha em fun¢ao de tempo.

Na Figura 3.22 tem-se a condicdo final obtida apds o término da simulagdo, onde a tensdo na

direcdo x na viga € mostrada de acordo com a escala de cores.
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Figura 3.21: Centroide da malha em funcdo de tempo.

Observa-se pelo mapa de tensdes na dire¢do = mostrado na Figura 3.22 que a viga apresenta
tensoes de tragdo na parte inferior da malha e tensdes de compressao na parte superior. Esse com-
portamento vai ao encontro com o resultado das teorias de fundacgao eldstica, no qual é previsto que
uma viga apoiada sobre um solo (modelado por um conjunto de molas e amortecedores) sujeita a
um carregamento distribuido uniformemente possui deflexdo voltada para cima. E mostrado dessa
forma a capacidade do algoritmo de acoplamento DEM-FEM proposto nesse trabalho de capturar
0 comportamento previsto pelas teorias analiticas. Na Figura 3.23 tem-se a deflexdo da linha neutra

da viga ao longo de seu comprimento.

Na Figura 3.23 a referéncia para a curva de deflexdo mostrada € a coordenada na dire¢do y do
no6 do canto inferior esquerdo da malha. Isso € necessario para uma melhor visualizacao da deflexao
sofrida pela viga, uma vez que, como ndo existem condi¢des de contorno na malha, a estrutura sofre
um deslocamento de corpo rigido, conforme pode ser observado na Figura 3.21, o que prejudicaria

a visualizacdo da curva da deflexdo.

Observa-se que a deflexao sofrida pela viga € consistente com o mapa de tensdes mostrado

na Figura 3.22, além de ser simétrica com rela¢do ao centro da estrutura. Neste trabalho ndo foi
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Figura 3.22: Condicao final teste verificacdo do do acoplamento DEM-FEM.

reproduzido o mesmo teste aplicando-se os modelos de fundagdo eldstica a fim de comparar os
resultados. No entanto, em comparagdo com os resultados obtidos por Celep e Demir (2007), no
quais avaliou-se uma viga sujeita a um carregamento distribuido uniforme sustentada por uma
fundacao eléstica do tipo Winkler, a curva de deflexdo obtida neste teste possui um comportamento
muito proximo. A comparagao quantitativa ndo é apresentada, pois aqui € utilizado uma modelagem

de estado plano de deformacdes para a modelagem da viga.

Na Figura 3.24 € mostrada forca resultante na direcao y atuando nas particulas que compdem
a barreira fixa. Observa-se que a distribui¢do de forcas é simétrica sendo ligeiramente maior nas
particulas centrais, o que também estd de acordo com a previsdo tedrica dada pelas teorias de

fundacdo eldstica.

Na Figura 3.25 tem-se o gréfico da for¢a nodal equivalente na direcdo y aplicada sobre os

no6s da face inferior da malha devido ao contato com a barreira de particulas para a condi¢do final.
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Figura 3.23: Deflexdo da viga.

Nota-se que para os nds centrais a for¢a gerada pelo contado com a malha € praticamente constante,

sendo menor nos nds externos.

Portanto, os resultados mostrados acima indicam que o acoplamento DEM-FEM proposto
neste trabalho € capaz de modelar adequadamente o problema de contato solo-estrutura que € alvo
de estudo neste trabalho. Conclui-se desta forma que o conjunto de testes de validag¢ao apresentados

neste capitulo mostram que a implementacdo dos algoritmos neste trabalho permite a simulagdo dos

problemas acoplados de iteragdo solo-estrutura.

111



1323 _

1322.5} 1

13221 _

forca (N)

1321.5¢ 1

13211 _

1320.5 N

20 40 60 80 100 120
particula

Figura 3.24: Forga vertical resultante nas particulas da barreira fixa.
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Figura 3.25: Forca vertical nos nds inferiores da malha.
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4 Resultados

Este capitulo tem como objetivo apresentar os principais resultados obtidos com o algoritmo
acoplado DEM-FEM proposto. Dada a motivacdo deste trabalho, as simulacdes de contato solo-

estrutura que serdo aqui apresentadas foram organizadas em dois tipos:

o Estrutura rigida: Nessas simulacdes considera-se que a estrutura € rigida e, portanto, a formu-
lagdo do FEM ndo estd presente na modelagem do problema. O objetivo dessas simulagcdes é
avaliar o comportamento do solo sujeito a grandes deslocamentos e avaliar os carregamentos

que o solo aplica na estrutura rigida.

o Estrutura deformavel: Nessas simulacdes a estrutura é deformével, sendo que a formulagdo
do FEM faz parte do equacionamento do problema acoplado. O objetivo € avaliar o carre-
gamento da estrutura devido ao contato com o solo, e o campo de deslocamento gerado na

estrutura.

Em ambos os tipos s@o apresentados os resultados para duas configuracdes, o contato do solo

com uma estrutura tubular e o contato do solo com uma viga.

4.1 Acoplamento DEM-Estrutura Rigida

Nessas simulagdes a estrutura € considerada rigida, sendo que o objetivo € avaliar a resposta
do solo, modelado pelo DEM, em um problema de contato do solo com um corpo rigido sujeito
a grandes deslocamentos. Conforme descrito na motivacio deste trabalho, esses problemas sdo de
grande interesse na industria petrolifera, em especial nas operacdes de exploracao de petréleo em
aguas profundas (profundidades maiores de 1000 m). Nessas situacdes, o solo do leito marinho se
comporta como uma lama com rigidez muito menor que das tubulacdes que conduzem o petréleo
da cabecga do pogo até a plataforma de exploracdo. Durante o trajeto dessas tubulacdes, chamadas
de risers ou dutos, ocorre o contato com o solo do leito marinho, onde devido ao movimento da
plataforma e das correntezas oceanicas, ocorrem grandes deslocamentos da estrutura no solo. Esses
deslocamentos sdo responsdveis pela escavagdo de leito marinho, formando as chamadas trinchei-

ras, que sio responsaveis por gerar altos niveis de solicitagdo dindmica na estrutura. Portanto, é de
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interesse nessas simulacdes avaliar a resposta do solo em um problema com grandes deslocamen-

tos.

Como nesta configuracdo a rigidez do solo € muito menor que da estrutura considera-se
que a estrutura € rigida, sendo que os deslocamentos dos ndés da malha de elementos finitos ndo
sdo determinados pelo FEM, mas impostos a cada passo de tempo de acordo com uma fungdo
preestabelecida nos dados de entrada do algoritmo. Apesar da formulagdao do FEM ndo compor o
algoritmo nessas simulagdes a estrutura continua sendo definida por uma malha geométrica, uma
vez que o contato das particulas com a estrutura € feito pelo algoritmo de acoplamento descrito na

secdo 2.3, que exige a presenga da malha para posicionar as particulas no contorno da estrutura.

Foram conduzidas duas simula¢des usado-se o mesmo dominio discreto, o acoplamento do

DEM com um tubo rigido e com uma viga rigida. Ambas configura¢des sdo mostradas na Figura
4.1.

70,1 m

0,025 m I: 095 m »|
v l @ 0,08 m

1,2m | L 1.2m |

¥ Ll N >l

(a) (b)

Figura 4.1: Configuracdes de contato DEM-estrutura rigida.
(a) viga - corte longitudinal; (b) estrutura tubular - corte transversal

Os exemplos escolhidos representam esquematicamente dois cortes (longitudinal e transver-

sal) do problema local de contato de um duto com o solo.

4.1.1 Tubo Rigido

A estrutura tubular € definida por uma malha de elementos finitos composta por elementos
quadrilaterais bilineares. A simulacdo é efetuada com 15000 particulas DEM livres e mais 180
particulas fixas ao contorno da malha. O dominio espacial € um quadrado com lado igual 1,2 m. Os

valores dos parametros dos modelos de contato usados no DEM, neste teste, podem ser verificados
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na Tabela 4.1, sendo calculados de acordo com a metodologia apresentada na se¢ao 2.1.10 deste
trabalho. A dimensao e distribui¢do de tamanhos das particulas sdo mostradas na Tabela 4.2, sendo
que todas possuem a mesma densidade, p = 1600 kg/m?. O tubo possui raio externo igual a 0,05

m e raio interno igual a 0,04 m.

Tabela 4.1: Pardmetros do DEM usados no acoplamento
com a estrutura rigida.

Parimetro Unidade Valor

k, (N/m) 198 x 108
Ky (N/m) 991 x 10*
¢ (N.s/m) 99,31

Cy (N.s/m) 15,90

e 0,8

L 0,2

adamp:t (1/s) 491 x 1073
qdamp.r (1/s) 303 x 1073

Tabela 4.2: Distribui¢io de tamanho das particulas do
acoplamento do DEM com estrutura rigida.

Grupo 1 2 3

Diametro (m) 0,0022 0,002 0,0018
Quantidade 3750 7500 3750

A andlise foi dividida em duas partes, primeiramente fez-se necessaria uma etapa de adensa-
mento numérico para possibilitar a acomodacao inicial das particulas. Para isso as particulas sao
soltas a parir de certa posicdo, de forma que elas se acomodassem naturalmente e aleatoriamente
na parte inferior do dominio. Nessa etapa ainda ndo hd a presenca da estrutura. O passo de tempo

utilizado foi de At = 4 x 10™° s que corresponde a 88% do passo de tempo critico do DEM.

Passado um tempo suficiente para as particulas atingirem o repouso € introduzida a estrutura
tubular e inicia-se uma nova etapa da simulagc@o. Nessa etapa o tubo € inicialmente posicionado
um pouco acima da linha superior das particulas e, em seguida, ¢ movimentado de acordo com

a trajetdria definida nos dados de entrada da simulacdo. O movimento do tudo € discretizado de
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acordo com o nimero de iteracdes da simulagado, sendo que a cada iteragao as coordenadas dos nés

da malha sdo atualizados de forma que a estrutura percorra a trajetoria desejada.

A simulagdo € conduzida por 20 s apds a inclusdo da estrutura tubular, nos primeiros 10 s o
tubo € deslocado 0,1 m verticalmente para baixo, e nos 10 s restantes € retornado para a posi¢ao
inicial. Nas imagens mostradas na Figura 4.2 t€m-se a condi¢do do sistema em quatro instantes de

tempo da simulacao.

Figura 4.2: Posicao das particulas em (a) 0 s; (b) 6,7 s; (c) 13,4 s; (d) 20 s.

Observa-se na Figura 4.2(d) que apds o término do contato com o tubo, as particulas sofreram
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um deslocamento permanente com a formagao de uma trincheira. Esse efeito € caracteristico do
contato de uma estrutura com o tipo de solo encontrado no leito marinho em grandes profundidades,
mostrando, dessa forma, a capacidade do algoritmo DEM implementado de capturar a resposta

tipica de solos.

Na Figura 4.3 tem-se um gréfico da forca vertical resultante no tubo em fun¢do do tempo de
simulacdo. A forc¢a resultante € dada pelo somatorio das forcas verticais resultantes que atuam nas

particulas fixas ao contorno da estrutura, sendo esse calculo repetido a cada iteracdo do algoritmo.
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Figura 4.3: For¢a vertical resultante no tubo em fun¢do do tempo.

Observa-se na Figura 4.3 que nos instantes iniciais da simula¢do a for¢a resultante € nula, uma
vez que o tubo ainda ndo entrou em contato com as particulas. Apds o inicio do contato observa-
se que a forca resultante aumenta gradativamente, a medida que o tubo é movido para baixo, até
a metade da simulagdo. A forga atinge o valor maximo de aproximadamente 1200 N juntamente
com a méaxima penetracdo do tubo nas particulas. Em seguida, com a retirada da estrutura, a forca
¢ rapidamente reduzida. Pode-se observar que o valor da forca sofre flutuagdes, que podem ser
atribuidas a acomodacgdo das particulas conforme elas se reposicionam em torno do tubo devido
a sua movimentagdo. O reposicionamento das particulas altera a rigidez do dominio particulado e

consequentemente provoca uma oscilagdo no valor da forga resultante.
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Na Figura 4.4 tem-se o grafico da forca vertical resultante no tubo em funcao de sua penetra-

¢do nas particulas.
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Figura 4.4: Penetragdo vertical do tubo em funcao da forca de reacdo vertical.

E possivel observar que o valor da forca resultante tende a aumentar com a maior penetracdo
do tubo no material granular, um resultado coerente com o esperado. Novamente sdo observadas
flutuacdes no valor da forga, efeito que também foi observado por Tanaka et al. (2000), em que
foi efetuada a comparacdo da forca de resisténcia de um penetrador no solo em uma simulagdo
com DEM e por experimento fisico. As flutuacdes poderiam ser suavizadas com a diminui¢ido do
tamanho das particulas e consequente aumento da quantidade, de forma que a acomodacgdo das
particulas interfira menos na rigidez equivalente do solo. No entanto, 0 aumento no nimero de

particulas exige um esfor¢co computacional maior.

A fim de explorar a capacidade do algoritmo DEM implementado de formar trincheiras
quando sujeito a grandes deslocamentos, a simulacdo acima foi repetida com uma trajetéria di-
ferente para o corpo rigido. Nessa nova simulac¢do o tubo é deslocado 0,1 m verticalmente para
baixo por 5 s, depois € deslocado 0,1 m horizontalmente para a esquerda por mais 5 s, seguido por
um novo deslocamento horizontal de 0,2 m para a direita por mais 10 s. Depois o tubo € retornado

para a posicao original, novamente deslocando-se para a esquerda por 0,1 m e depois mais 0,1 m
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verticalmente para cima. O tempo total de simulacao € de 30 s, nas imagens mostradas na Figura

4.5 tém-se a condicao do sistema em quatro instantes de tempo da simulagdo.

Figura 4.5: Posicao das particulas em (a) 0 s; (b) 10 s; (c) 20 s; (d) 30 s.

Nas Figuras 4.6 € 4.7 tem-se a evolucdo no tempo das forcas resultantes nas direcdes x € y,
respectivamente, atuando no tubo. Observa-se a mudanga no sinal da forca resultante na direcdo x

devido a inversdo do sentido de deslocamento horizontal do tubo apés 10 s de simulacdo.
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Figura 4.6: Forca resultante horizontal em funcio do tempo.
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Figura 4.7: Forca resultante vertical em fun¢do do tempo.
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4.1.2 Viga Rigida

Em uma simulagdo andloga, utilizando o mesmo dominio discreto da simulacao anterior, foi
realizado o acoplamento do DEM com uma viga rigida. A estrutura é definida por uma malha
geométrica composta por retangulos lineares de quatro nds. Ao contorno da malha sdo fixados os

elementos discretos que formam o contorno da interface entre os dois dominios.

A simulagdo € efetuada com 15000 particulas DEM livres e mais 588 particulas fixas ao
contorno da malha. O dominio espacial é um quadrado com lado igual 1,2 m. Os valores dos
parametros dos modelos de contato usados no DEM, neste teste, sdo os mesmos da simulagdo
anterior e sdo apresentados na Tabela 4.1. A dimensao e distribui¢do de tamanhos das particulas
sdo mostradas na Tabela 4.2, sendo que todas possuem a mesma densidade, p = 1600 kg/m?. A

viga possui 0,5 m de comprimento e altura igual a 0,025 m.

Utilizou-se 0 mesmo dominio discreto empregado na simulacdo do exemplo anterior, de
forma que ndo € necessdrio realizar novamente o adensamento das particulas. A simulacio se inicia
com o posicionamento da estrutura um pouco acima da linha superior das particulas, e, em seguida,
a viga é movimentada de acordo com a trajetdria definida nos dados de entrada da simulag¢do. No-
vamente o movimento da viga € discretizado de acordo com o nimero de iteracdes da simulacdo,
sendo que a cada iteracdo as coordenadas dos nds da malha sdo atualizadas de forma que a estrutura

percorra a trajetéria desejada. Ou seja, todos os deslocamentos da malha sdo impostos.

O passo de tempo utilizado foi de At = 4 x 107° s que corresponde novamente a 88% do
passo de tempo critico do DEM. A simulagdo é conduzida por 20 s apds a inclusao da estrutura, nos
primeiros 10 s a viga é deslocada 0,05 m verticalmente para baixo, e nos 10 s restantes é retornada
para a posicao inicial. Nas imagens mostradas na Figura 4.8 tem-se a condi¢do do sistema em

quatro instantes de tempo da simulacao.

Observa-se na Figura 4.8(d) que ap6s o término do contato com a viga as particulas sofreram
um deslocamento permanente, com a formacdo de uma cavidade na regido abaixo da estrutura.
Esse efeito, também observado na simulacdo com o tubo rigido, confirma a potencialidade do
algoritmo do DEM implementado de formar trincheiras, comportamento tipicos de solos e materiais

granulares determinante em muitas aplicacdes de contato solo-estrutura.
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Figura 4.8: Posicdo das particulas em (a) 0 s; (b) 6,7 s; (c) 13,4 s; (d) 20 s.

Seguindo a mesma metodologia usada na simula¢@o do tubo rigido, foi calculada a forca de
reacdo vertical atuando na estrutura. Na Figura 4.9 é mostrado o valor da forca vertical resultante

em funcao do tempo de simulacao.

Observa-se na Figura 4.9 que antes do inicio do contato com as particulas a for¢a de reacdo na
viga € nula. Apds o inicio do contato observa-se que a forca resultante aumenta gradativamente, a
medida que a viga € movida para baixo, até a metade da simulacdo. A for¢a de reacdo atinge o valor

méximo de aproximadamente 13,35 kIN, valor muito maior que o obtido na simulacdo com o tubo
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Figura 4.9: Tempo de simulacdo versus forca de reacdo vertical na viga.

rigido, uma vez que na viga a regido de contato com as particulas € maior que no tubo. Em seguida,
com a retirada da estrutura a forca € rapidamente reduzida. Observa-se mais uma vez a flutuagao no
valor da forca, que pode ser atribuida a acomodacgdo das particulas conforme elas se reposicionam
embaixo da viga devido a sua movimentacdo. O reposicionamento das particulas altera a rigidez do

dominio particulado e consequentemente provoca uma oscilagdo no valor da forga resultante.

Na Figura 4.4 tem-se o grafico da forc¢a vertical resultante na viga em fun¢do de sua penetra-

¢do nas particulas.

Novamente é possivel observar que a forca vertical resultante tende a aumentar com o au-
mento da penetra¢do da viga no material granular. Da mesma forma que ocorreu na simulagdo com
a estrutura tubular, ocorrem oscilagdes no valor da for¢a, um resultado que vai ao encontro com
o observado por Tanaka et al. (2000) e € atribuido a possibilidade da dimensao das particulas ser

muito grande com relacdo a estrutura.
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Figura 4.10: Penetracdo vertical da viga versus forca de reacdo vertical.

4.2 Acoplamento DEM-Estrutura Deformavel

Nas simulagdes apresentadas a seguir o algoritmo acoplado DEM-FEM proposto neste traba-
lho € aplicado para analisar duas configuragdes de contato solo-estrutura, uma viga e uma estrutura
tubular. As configuracdes sao mostradas na Figura 4.11, sendo que a modelagem de ambos os meios
segue a formulag@o apresentada no Capitulo 2. O objetivo dessas simulagdes é determinar o com-
portamento da estrutura em contato com um meio granular, analisar o carregamento gerado pelo

solo na estrutura e as consequentes deformagdes e tensdes oriundas do contato dos dois meios.

Em ambas as configuracdes € aplicado um carregamento distribuido uniforme verticalmente
para baixo. Na viga o carregamento € aplicado sobre a face superior da malha, enquanto no tubo é
aplicado em um arco de aproximadamente 120 ° no contorno superior externo da malha, conforme
ilustrado na Figura 4.11. Nos resultados mostrados a seguir ndo é considerado o peso proprio da
estrutura na formulacdo do FEM e ndo existem condi¢des de contorno essenciais, de forma que a

Unica restri¢do imposta na estrutura é proveniente do contato com as particulas.
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Figura 4.11: Configuragdes de contato DEM-estrutura deformavel.
(a) viga; (b) estrutura tubular

4.2.1 Tubo Deformavel

A estrutura tubular € definida por uma malha de elementos finitos composta por 60 elementos
quadrilaterais bilineares, dispostos em duas camadas regularmente em torno da malha. A simulagdo
¢ efetuada com 15000 particulas DEM livres e mais 180 particulas fixas ao contorno da malha. O
dominio espacial € um quadrado com lado igual 1,2 m. Os valores dos parametros dos modelos
de contato usados no DEM, neste teste, podem ser verificados na Tabela 4.3, sendo calculados de
acordo com a metodologia apresentada na secdo 2.1.10 deste trabalho. A dimensao e distribui¢do de
tamanhos das particulas sdo mostradas na Tabela 4.4, sendo que todas possuem a mesma densidade,

p = 1600 kg/m3. O tubo possui raio externo igual a 0,05 m e raio interno igual a 0,04 m.

Tabela 4.3: Parametros do DEM usados no acoplamento
do DEM com estrutura deformavel.

Parametro Unidade Valor

k,, (N/m) 198 x 10°
k, (N/m) 991 x 10*
Ch, (N.s/m) 99,31

C (N.s/m) 15,90

7 0,8

for 0,2

qdamp.t (1/s) 491 x 1073
adampr(1/g) 303 x 1073

Na estrutura € aplicado um carregamento de 1000 N distribuido uniformemente a linha su-
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Tabela 4.4: Distribui¢do de tamanho das particulas usados
no acoplamento do DEM com estrutura deformavel.

Grupo 1 2 3

Diametro (m) 0,0022 0,002 0,0018
Quantidade 3750 7500 3750

perior do tubo em um arco de 120 °, conforme € ilustrado na Figura 4.11(b), o que resulta em uma
carga distribuida de ¢ = 9500 N/m. O carregamento € aplicado progressivamente até 0,5 s de simu-
lac@o e depois mantido no valor maximo até o final da simulag¢do. Na Tabela 4.5 sdo apresentados
os valores das propriedades adotadas para o meio continuo. Adotou-se um coeficiente de rigidez
relativamente baixo para que a rigidez da viga fosse préxima da rigidez normal k,, das particulas, o
que permitiu avaliar melhor a deformacao da estrutura devido ao contato com o meio discreto. Nao
existe nenhum tipo de condi¢do de contorno de deslocamento imposto na malha, a tnica restricao
ao seu movimento vem do contato com as particulas. Essa condi¢do determina que a malha est4

sujeita tanto a deformacdes quanto a deslocamentos.

Tabela 4.5: Propriedades do FEM usadas no acoplamento
do DEM com estrutura deformavel.

Parametro Unidade Valor

E (Pa) 70 % 107
p (kg/m?) 2700
v 0,35

Para esta simulacdo adotou-se At = 4 x 107° s, em ambos os dominios, o que corresponde a
aproximadamente 88,3 % do passo de tempo critico do DEM. Realizou-se inicialmente o adensa-
mento numérico das particulas, de forma a gerar a condi¢do inicial do dominio particulado. Nesta
etapa ainda ndo ha a presenca da estrutura, sendo que a simulag¢do foi conduzida por 2 s, tempo
suficiente para as particulas atingirem o repouso sob a a¢do da gravidade. Ap6s realizada a etapa de
adensamento o tubo € inicialmente posicionado um pouco acima da linha superior das particulas, e

inicia-se a simulagcdo com o algoritmo acoplado.

A simulacdo foi conduzida por 5 s, tempo suficiente para o algoritmo convergir, conforme
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pode-se observar na Figura 4.12 na qual tem-se o grafico da coordenada do centroide na direcdo y

do tubo em func¢do de tempo.

0.28 - - . .

0.26 _

0.24 ¢ 1

y (m)

0.22¢ _

021 _

0.18 1 1 1 1

tempo (s)
Figura 4.12: Posi¢do vertical do centroide do tubo em funcdo do tempo.
Nas imagens mostradas na Figura 4.13 t€ém-se a condi¢@o do sistema em 2 instantes de tempo
parciais da simulagdo, e na Figura 4.14 € mostrada a condicao final apés o término da simulagao.

Nas imagens mostradas o mapa de cores da estrutura é proporcional ao valor da tensdo de von

Mises atuante, sendo que a escala de correspondéncia € mostrada na barra lateral na Figura 4.14.
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Figura 4.13: Posi¢do das particulas em (a) O s; (b) 2,5 s.
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Figura 4.14: Condig¢ao final simulagdo DEM-tubo deformével.
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Na Figura 4.15 é mostrada uma ampliacdo da Figura 4.14, onde para uma melhor visualiza¢ao

das tensdes observa-se apenas a estrutura na condi¢do final.

x 10’
0.26F
25
0.24}
022+ 12
0.2
= 115
> 0.18
0.16 11
0.14}
0.5
0.12+
0.55 0.6 0.65
X (m)

Figura 4.15: Tensdes de von Mises atuando na estrutura.

Observa-se na Figura 4.15 que o mapa de tensdes obtido € coerente com a deformagao sofrida
pelo tubo. Os pontos de maior concentragdo de tensdo estdo situados na face na altura da linha do

centroide do tubo, onde obteve-se uma tensdo maxima de 27,7 MPa.

Na Figura 4.16 tem-se um gréafico em funcdo do tempo da forca de reacdo vertical das parti-
culas atuando no tubo. A forca de reacdo € dada pelo somatério das forgas verticais resultantes que
atuam nas particulas fixas ao contorno da estrutura, sendo esse cdlculo repetido a cada iteracio do

algoritmo.

Observa-se na Figura 4.16 que a forca de reacdo das particulas no tubo aumenta nos primeiros
0,5 s de simulacao até atingir o valor de 1000 N, que corresponde ao valor do carregamento externo
aplicado. Isso comprova que no equilibrio a forca resultante atuando na estrutura € nula, uma vez

que a for¢a de reagdo das particulas no tubo se iguala ao carregamento total aplicado na estrutura.
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Figura 4.16: Forca de reacdo vertical das particulas em funcao do tempo.

Na Figura 4.17 tem-se o gréfico da distribui¢do da for¢a vertical resultante atuando nas par-
ticulas fixas ao contorno da metade inferior da malha. Observa-se que a forga vertical resultante
das particulas fixas na regido mais inferior do tubo (regido central do grafico) € maior, uma vez que
as particulas fixas nessas posi¢cdes sofrem uma penetracdo maior que as demais particulas. Para as
particulas que estdo acima da linha de penetracdo do tubo a forga resultante vertical € nula, con-
forme pode-se observar nos dois extremos horizontais do grafico. Nota-se uma grande dispersao
desses valores.
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Figura 4.17: Forga resultante vertical das particulas fixas ao
contorno da metade inferior da malha.

A fim de avaliar o carregamento nodal equivalente gerado pelas forgas verticais mostradas na
Figura 4.17, € mostrado na Figura 4.18 a distribui¢do da for¢a vertical atuando nos nds do contorno
da metade inferior da malha. Observa-se, conforme esperado, que a componente vertical da for¢a
nodal equivalente € maior nos nds mais inferiores do contorno da malha. A distribuicdo da forca
nao € simétrica, em funcdo do posicionamento irregular das particulas da regido inferior do tubo.
Nota-se também que a distribui¢do da forca nodal equivalente (Figura 4.18) apresenta uma menor

dispersdo que as forcas nas particulas (Figura 4.17).
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Figura 4.18: Forga vertical atuando nos nds do contorno da
metade inferior da malha.

Por fim, na Figura 4.19 é mostrado uma imagem do sistema na condic¢do final onde a cor das
particulas € proporcional (do azul ao vermelho) a penetracdo normal das particulas. Essa grandeza
€ proporcional as forgas de contato normal. Com as particulas posicionadas na condi¢ao final é
executado mais uma vez o algoritmo do DEM, com a diferenca de que desta vez a penetragao cal-
culada nos pares de particulas em contato € contabilizada em um somatdrio para cada particula. Ao
final desse cdlculo tem-se o valor da penetragdo equivalente de cada particula, que estéd diretamente
relacionada a distribui¢do de forcas de contato normal no meio particulado. Esse resultado mostra
a forma como o carregamento causado pela estrutura no meio discreto devido ao contato de am-
bos os meios se distribui entre as particulas, fornecendo uma medida do estado de tensdo no meio

particulado.

Observa-se na Figura 4.19 que o carregamento causado pelo contato da estrutura no solo se

distribui na regido abaixo do tubo, formando um padrao de ramificacoes.
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Figura 4.19: Distribuicdo do carregamento no meio discreto devido
ao contato solo-estrutura.

4.2.2 Viga Deformavel

Em uma simulagdo andloga, utilizando o mesmo dominio discreto da simulacao anterior, foi
realizado o acoplamento do DEM com uma viga deformdvel. A viga é definida por uma malha
de elementos finitos composta por retangulos lineares de quatro nés. Ao contorno da malha sdo

fixados os elementos discretos que formam o contorno da interface entre os dois dominios.
A simulagdo € efetuada com 15000 particulas DEM livres e mais 588 particulas fixas ao

contorno da malha. O dominio espacial é um quadrado com lado igual 1,2 m. Os valores dos

parametros dos modelos de contato usados no DEM, neste teste, sdo os mesmos da simulagao
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anterior e sdo apresentados na Tabela 4.3. A dimensao e distribui¢do de tamanhos das particulas
sdo mostradas na Tabela 4.4, sendo que todas possuem a mesma densidade, p = 1600kg/m3. A

viga possui 0,5 m de comprimento e altura igual a 0,025 m.

Na viga € aplicado um carregamento de 6000 N distribuido uniformemente na face supe-
rior da malha, conforme € ilustrado na Figura 4.11(a), o que resulta em uma carga distribuida de
q = 12000 N/m. O carregamento € aplicado progressivamente até 0,5 s de simulacdo e depois man-
tido no valor maximo até o final da simulac@o. Os valores das propriedades usadas no FEM sao
os mesmos da simulacdo com o tubo deformdvel, sendo apresentados na Tabela 4.5. Novamente,
adotou-se um coeficiente de rigidez relativamente baixo para que a rigidez da viga fosse proxima
da rigidez normal k,, das particulas, o que permitiu avaliar melhor a deformacao da estrutura devido
ao contato com o meio discreto. N@o existe nenhum tipo de condicao de contorno de deslocamento
imposto na malha, a Unica restricdo ao seu movimento vem do contato com as particulas. Essa

condicao determina que a malha estd sujeita tanto a deformagdes quanto a deslocamentos.

Para esta simulagfio adotou-se At = 4 x 107° s, para ambos os dominios, o que corresponde
a aproximadamente 88,3 % do passo de tempo critico do DEM. Com as particulas ja previamente
adensadas na simulagdo anterior, a simulacdo inicia-se com o posicionamento da viga um pouco
acima da linha superior das particulas. A simulacao foi conduzida por 5 s, tempo suficiente para o
algoritmo convergir, conforme pode-se observar na Figura 4.20 onde tem-se o grafico da coorde-

nada do centroide na direc@o y da viga em fun¢do de tempo.
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Figura 4.20: Posicdo vertical do centroide da viga em funcio do tempo.
Nas imagens mostradas na Figura 4.21 t€ém-se a condi¢do do sistema em dois instantes de
tempo parciais da simulacdo, e na Figura 4.22 é mostrada a condi¢do final ap6s o término da

simulacdo. Nas imagens mostradas o mapa de cores da estrutura € proporcional ao valor da tensdo

na direcdo x, sendo que a escala de correspondéncia € mostrada na barra lateral na Figura 4.22.
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Figura 4.22: Condigao final simulagdo DEM-viga deformével.
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Na Figura 4.23 é mostrada uma ampliacdo da Figura 4.22, na qual para uma melhor visuali-

zacdo das tensdes observa-se apenas a viga na condicao final.
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Figura 4.23: Tensdes na direcdo x atuando na estrutura.

Observa-se na Figura 4.23 que o mapa de tensdes obtido € coerente com a deformagao sofrida
pela viga. Devido a flexdo voltada para baixo ocorrem tensdes de tracao na parte superior da viga e

tensdes de compressao na parte inferior, a tensdo médxima obtida é de 5,3 MPa de tracdo.

Na Figura 4.24 tem-se um gréafico em funcdo do tempo da forca de reacdo vertical das parti-
culas atuando na viga. A forca de reacdo é dada pelo somatdrio das forgas verticais resultantes que
atuam nas particulas fixas ao contorno da estrutura, sendo esse cdlculo repetido a cada iteracio do

algoritmo.

Observa-se na Figura 4.24 que a for¢a de reacdo das particulas na viga aumenta nos primeiros
0,5 s de simulacao até atingir o valor de 6000 N, o que corresponde ao valor do carregamento
externo aplicado. Novamente tem-se que no equilibrio a forca resultante atuando na estrutura é

nula, uma vez que a for¢a de reacdo das particulas na viga se iguala ao carregamento total aplicado.
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Figura 4.24: Forca de reacdo vertical das particulas em funcao do tempo.

Na Figura 4.25 tem-se o grafico da distribuicdo da forca vertical resultante atuando nas par-
ticulas fixas ao contorno da face inferior da malha. Observa-se uma grande oscila¢do no valor da
forca entre as particulas vizinhas fixas no contorno, variando de extremos positivos para zero de
uma particula para outra. Esse comportamento indica claramente que o contato da viga com as par-
ticulas ndo € uniforme, mas se estabelece com um numero reduzido de particulas dentre as que se
encontram na interface dos dois meios. Isso se deve a natureza discreta do DEM, que devido a or-
ganizagdo e posicionamento aleatdrio das particulas, ndo gera uma superficie de contato uniforme.
O uso de particulas de menor tamanho € uma alternativa para amenizar esse efeito, mas obviamente

que isso implica em um aumento considerdvel no tempo de simulacao.
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Figura 4.25: Forga resultante vertical das particulas fixas ao
contorno da metade inferior da malha.

A fim de avaliar o carregamento nodal equivalente gerado pelas forgas verticais mostradas na
Figura 4.25, € mostrado na Figura 4.26 a distribui¢do da for¢a vertical atuando nos nds do contorno
da face inferior da malha. A distribui¢dao da forca nao € simétrica, em fun¢do do posicionamento
irregular das particulas da regido inferior do viga, e ndo conduz a uma deformacao da viga conforme

previsto pela na teoria linear de Winkler.
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Figura 4.26: Forga vertical atuando nos nds da metade inferior da malha.

Na Figura 4.27 é mostrado uma imagem do sistema na condi¢do final em que a cor das parti-
culas € proporcional (do azul ao vermelho) a penetragdo normal das particulas, conforme estratégia

descrita no exemplo anterior.

Observa-se na Figura 4.27 que o carregamento causado pelo contato da estrutura no solo se
distribui na regido abaixo da viga formando um padrao de ramificacdes. Também é possivel concluir
que grande parte da forca de reacdo se distribui entre as particulas posicionadas na parte inferior a
viga, com mais intensidade na regido central da estrutura. Isso implica que as extremidades da viga

estdo menos sustentadas pelas particulas que a regido central.
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Figura 4.27: Distribuicdo do carregamento no meio discreto devido
ao contato solo-estrutura.

Por fim, com os resultados apresentados acima € possivel analisar o comportamento da defle-
xao sofrida pela estrutura. Na Figura 4.28 tem-se a deflexdo da viga ao longo de seu comprimento,
na qual a referéncia para a curva de deflexdo mostrada € a coordenada na direcao y do n6 do canto
inferior esquerdo da malha. Isso é necessdrio para uma melhor visualizagdo da deflexdo sofrida
pela viga, uma vez que, como ndo existem condi¢des de contorno na malha, a estrutura sofre um
deslocamento de corpo rigido, conforme pdde ser observado na Figura 3.21, o que prejudicaria a

visualiza¢do da curva da deflexdo.
Observa-se que a viga sofre uma flexao voltada para baixo, resultado bastante diferente do

encontrado no teste de verificacio descrito na se¢do 3.4 deste trabalho e do comportamento previsto

pelas teorias de fundagdo eldstica, a exemplo dos resultados obtidos por Celep e Demir (2007), que

141



deflexdo (m)

0 0.1 0.2 0.3 0.4
comprimento (m)

Figura 4.28: Deflexdo da viga.

preveem que nesta configuracdo de contato a viga sofre uma deflexdo voltada para cima. Observa-
se também € a viga sofreu uma pequena rotacdo no sentido horério, uma vez que a coordenada

vertical do né do extremo direito € menor que do esquerdo.

Esse resultado, apesar de contrariar as previsoes tedricas, € coerente com os resultados apre-
sentados acima. As Figuras 4.25 e 4.26 mostram claramente que a reacdo do solo na viga ¢ menor
nos extremos da estrutura, ou seja, a viga estd mais apoiada pelo solo na sua por¢do central. Com-
portamento que € novamente visualizado na Figura 4.27, uma vez que as ramificacdes do carrega-
mento gerado pela estrutura nas particulas € menor nas extremidades da viga. Ou seja, os resultados
obtidos apontam que com o aumento da penetracdo da viga, as particulas posicionadas préximas
a extremidade da estrutura sofreram deslocamentos maiores que as posicionadas sob a regido cen-
tral, o que diminuiu a rigidez equivalente do meio discreto nesses regides. A diminuicdo da rigidez
equivalente do meio discreto nas extremidades da viga implica em uma menor forca de reagcdo das
particulas nessa regido, e, consequentemente, houve o aumento do deslocamento da estrutura em

suas extremidades.

Apesar de ser o oposto do comportamento previsto pelas teorias de fundacgao elastica deve-se
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apontar as diferencas entre os dois métodos. No contato solo-estrutura modelado pelo acoplamento
DEM-FEM o solo ¢ altamente ndo linear, uma vez que a rigidez equivalente do meio € alterada a
cada passo de tempo devido ao reposicionamento das particulas, o que é totalmente diferente dos
modelos de fundacdo eldstica. Nota-se também que nos modelos tedricos as molas que representam
o solo estdo sempre posicionadas regulamente em baixo da estrutura e estdo fixas, o que € bastante
diferente do contato da estrutura com as particulas do DEM.

No teste de verificacdo apresentado na se¢ao 3.4, no qual as particulas estavam fixas e po-
sicionadas regularmente, obteve-se o comportamento esperado pelas teorias de fundacao eldstica,
usando-se 0 mesmo algoritmo usado nesta simulacao. Isso indica que a natureza discreta do DEM

interfere fortemente nos resultados do contato solo-estrutura.

Além disso, deve-se notar que o esquema de acoplamento DEM-FEM proposto implica na
inserc¢ao de rugosidade na estrutura. A rugosidade surge em fun¢do da rugosidade geométrica im-
posta pelo posicionamento das particulas no contorno da malha. Essa rugosidade gera um atrito
considerdvel no contato da estrutura com o solo nas simulacdes, o que interfere no carregamento
da estrutura. O refinamento do dominio particulado ajudaria a reduzir esses efeitos, no entanto isso

acarreta em um aumento do esfor¢co computacional.
Também € importante notar que € necessario um trabalho de calibracdo do DEM, a fim de

ajustar os parametros de contato das particulas. Dessa forma, € possivel calibrar o modelo numérico

de forma a aproximar da resposta do solo real desejado.
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5 Consideracoes Finais

Neste capitulo sdo apresentadas as andlises e conclusdes referentes ao desenvolvimento deste
trabalho, que teve como principal objetivo a proposicdo, implementagdo e validagao de uma meto-
dologia de acoplamento do DEM com o FEM. Sio apresentadas andlises referentes as formulacdes
escolhidas para o DEM e para o FEM e sobre os resultados obtidos com a aplicacdo do algoritmo
acoplado proposto. Ao final do capitulo, sdo feitas sugestdes para trabalhos futuros, visando o de-

senvolvimento e aprofundamento de certos aspectos abordados no trabalho.

5.1 Conclusoes

Este trabalho apresentou o desenvolvimento e validagdo de uma metodologia para o acopla-
mento do DEM com o FEM. A seguir, sdo feitas algumas anélises e conclusdes sobre os principais

tépicos abordados.

Modelagem do Problema:

Foi usada uma formulagdo acoplada DEM-FEM para analisar o problema do contato bi-
dimensional solo-estrutura. Nessa formulacdo o dominio continuo € modelado pelo FEM, que é
amplamente utilizado para simular dominios estruturais com pequenas deformacdes e comporta-
mento linear. Enquanto o dominio discreto é modelado pelo DEM, que € mais apropriado para
simular o comportamento de materiais granulares como solos sujeitos a grandes deslocamentos e

com comportamento tipicamente nao linear.

No DEM adotou-se a formulagdo explicita classica com particulas circulares e com a adi¢do
de atrito de rolamento. Uma metodologia baseada nas propriedades fisicas das particulas permitiu
calcular os parametros de contato usados no modelo constitutivo adotado. Os testes de validacao re-
alizados demonstraram que o algoritmo implementado é capaz de capturar o comportamento tipico
de materiais granulares, tais como a formagao de pilhas. Para o FEM foi usada uma formulacao
dindmica implicita com comportamento linear eldstico, pequenas deformagdes e assumindo-se as

hipdteses simplificadoras do estado plano de deformagdes.

Para a integracdo no tempo do algoritmo acoplado € utilizado uma abordagem explicita-
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implicita que acopla o integrador de leapfrog Verlet, utilizado no DEM, com o integrador de New-
mark, utilizado no FEM. O resultado da implementa¢do mostrou que o algoritmo acoplado apre-
senta um comportamento mais estdvel se o passo de tempo dos dois dominios forem iguais, dessa
forma, adotou-se o mesmo passo de tempo para ambos os integradores, sendo o passo de tempo

critico determinado pelo algoritmo de Verlet.

Acoplamento DEM-FEM:

Para o acoplamento dos dois métodos foi proposto um esquema baseado em uma interface
de particulas fixas no contorno externo da malha de elementos finitos. Essas particulas possuem as
mesmas propriedades das demais particulas do dominio discreto, no entanto, nao sdo integradas no
tempo juntamente com as demais, sendo suas posi¢des definidas exclusivamente pelas coordenadas
dos nés da malha. Esse esquema de acoplamento se mostrou eficiente uma vez que para sua imple-
mentagdo ndo € necessario um novo algoritmo de deteccdo de contato DEM-FEM, uma vez que o

contato € detectado automaticamente pelas particulas fixas no contorno da malha.

Testes de validacdo mostraram que o esquema de acoplamento proposto funciona adequada-
mente, gerando carregamentos consistentes com as teorias de fundacao eléstica para configuragdes
com meio discreto com posicionamento controlado. O resultado das simulacdes mostraram que o
posicionamento das particulas no contorno da malha gera o inconveniente de introduzir rugosidade
na superficie da estrutura, efeito que pode ser controlado através da diminui¢c@o do didmetro dessas

particulas.

Conclusao Geral:

Como conclusdo geral deste trabalho pode-se dizer que a formulagdo acoplada DEM-FEM
implementada foi satisfatoria para a simulacao bidimensional do contato solo-estrutura, tanto em

regime dindmico quanto estaciondrio, com relacao aos critérios propostos.

As simulagdes realizadas com o acoplamento do DEM com estruturas rigidas mostraram
a capacidade do algoritmo de capturar o comportamento de solos e materiais granulares quando
sujeito a grandes deslocamentos. Foi possivel simular a formagao de trincheiras no solo devido ao
contato com a estrutura rigida, caracteristica do solo que € determinante no projeto de tubulacoes,

como o risers usados na industria de petréleo.
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Também, as simulacdes realizadas com o acoplamento DEM-FEM demostraram a capacidade
do algoritmo de simular o carregamento gerado na estrutura devido ao contato com o solo. O
resultado do contato solo-viga obtido diverge do comportamento previsto pelas teorias de fundagao
eldstica do tipo Wikler quando as particulas estdo sujeitas a deslocamentos irregulares. As solucoes
obtidas sdo nao intuitivas, mas consistentes em relacdo aos principais parametros do modelo DEM-

FEM. Um aprofundamento deste caso € necessdrio.

5.2 Sugestoes para Trabalhos Futuros

Na sequéncia sdo apresentadas algumas sugestdes para continuidade de certos aspectos rele-

vantes abordados durante este trabalho.

o Implementacdo do modelo de contato de Hertz no DEM.
o Generalizacdo do algoritmo acoplado DEM-FEM para o dominio tridimensional.
o Implementacido de uma formulacdo FEM nio linear para o dominio estrutural.

o Paralelizacdo do c6digo computacional em GPU, visando a utiliza¢do do programa em placas

de video de alto desempenho.

o Incorporagdo do efeito do dominio fluido no problema de contato solo-estrutura, de forma a

capturar o fendmeno de suc¢io que ocorre no contato da estrutura com solos saturados.
o Implementagdo de clusters de particulas e particulas com formato ndo circular.

o Calibracdo dos pardmetros do modelo DEM.
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APENDICE A - Formulacgido dos Testes de Validacio

Neste apéndice sdo demostradas as formulacdes de dois casos exemplos cldssicos de meca-
nica basica que foram aplicados para na validag¢do do algoritmo DEM implementado neste trabalho.

Ambas as formulagdes sao desenvolvidas analiticamente.

No primeiro exemplo € desenvolvida a formulacdo do problema da colisdo eléstica de dois
corpos esféricos rigidos. Sendo demostrado que, quando ambos possuem a mesma massa € a par-
ticula alvo se encontra em repouso, o angulo formado pela trajetoria de ambas as particulas apds o
impacto € sempre perpendicular.

No segundo exemplo € abordado o problema de uma particula sobre um plano que, sujeita a
acdo de uma forca impulsiva, inicia um movimento de rolamento com deslizamento. A formulacao
¢ desenvolvida a fim de prever a evolugdo das velocidades de translacdo e rotacdo em funcdo do

tempo.

A.1 Colisao Elastica de Dois Corpos Rigidos

Segundo Nunssenzveig (2002) a colisdo eldstica de dois corpos esféricos rigidos, bolas de
bilhar, por exemplo, é caracterizada pela conservacdo de momento linear (ou quantidade de mo-
vimento linear). Para o caso da colisdo de duas particulas, com o alvo (particula 2) inicialmente
em repouso e a particula incidente (particula 1) tendo uma velocidade inicial vi; 0 momento linear

inicial do sistema €

Pi = P1; = M1Vy; (A.1)

-

Entretanto, para caracterizar a configuracao inicial, os dados acima nao sdo suficientes. E
preciso especificar ainda a que distancia a particula incidente passaria da outra se ndo houvesse
colisdo. Esta distancia b chama-se parametro de choque. Na Figura A.1(a), é a distancia entre a
linha de movimento inicial do centro da particula incidente e o centro O do alvo. O resultado da

colisdo é muito diferente conforme o valor de b. Por exemplo, para b = 0, temos uma colisdo
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frontal, que € essencialmente unidimensional; no exemplo acima se b é maior que a soma dos raios

das duas bolas nao ha colisdo.

(a)

P1i

(b)

Figura A.1: (a) Colisdo bidimensional; (b) Momentos inicial e finais.

Se pis € p2y sdo os momentos finais das duas particulas, e considerando que o sistema €

conservativo p; = py o momento do sistema na configurag@o final €

P; = Pis T P2y < P1i = P1s 1+ P2y

(A.2)

Esta relacdo mostra que os trés vetores pertencem ao mesmo plano, conforme mostrado na

Figura A.1(b), que se chama plano de colisdo. A energia cinética inicial e final é dada por

Ty

(A.3)

(A.4)

Supondo m; = my = m, € a hipétese da colisdo elastica T; = T, tem-se que



Pl = Pi; + P3; (A.5)

Por outro lado, elevando ao quadrado ambos os membros da equacdo A.2 (ou seja, tomando

o produto escalar dos vetores por eles mesmos), vem

Pl = (Piy + P2s) - (Pis + P2y) = Pi; + P3; + 2P1s - Pay (A.6)

O que equivale a aplicagdo da lei dos cossenos ao tridngulo da A.1(b). Comparando as equa-

¢oes A.5 e equacdes A.6, conclui-se que

m
plf'pgf:():>91+92:§ (A.7)

Logo, as dire¢cdes de movimento de duas particulas de massas iguais, apds uma colisio elds-

tica com uma delas inicialmente em repouso, sdo perpendiculares.

A.2 Rolamento com Deslizamento no Plano

Figura A.2: Tacada em bola de bilhar.

Como exemplo do que acontece quando o rolamento € acompanhado de deslizamento, Nuns-
senzveig (2002) considera o0 movimento de uma bola de bilhar, golpeada pelo taco no plano medi-
ano, com parametro de choque b em relac¢do ao centro da bola, conforme mostrado na Figura A.2.

A forga impulsiva [’ exercida pelo taco, que atua durante o intervalo de tempo A, de sua colisdo
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com a bola, transmite a mesma um impulso inicial dado por

AP =FA;, =mV, (A.8)

onde Vj € a velocidade inicial do centro de massa C' apds a tacada.

A forca F' também exerce um torque — F'b em relag@o a C', que transmite a bola um momento

angular inicial

— FbAt = I.wy (A9)

onde wy € a velocidade angular inicial de rotacdo (wg < 0 no caso da Figura A.2, em que b > 0).

Substituindo F'At pela equacdo A.8, obtém-se

5 Vob

2
—mVyb = ngQWO = Wy = —§ﬁ (A.10)

A velocidade de deslizamento da bola € a velocidade v do seu ponto de contato com o plano

da mesa de bilhar. O valor vy de v €

5b
vo = Vo + woR =V (1 - §E> (A.11)

A condic¢ao de rolamento puro, que implica que vy = 0, o que da

b= %R: r (A.12)

Uma tacada com b > b, chama-se tacada alta, e a equacdo A.12 mostra que nesse caso vy < 0,

ou seja, a velocidade inicial de deslizamento se opde a velocidade V|, do centro de massa. A Figura
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A.2 corresponde a uma tacada baixa, com b < b,, quando vy > 0. A for¢a de atrito cinético F
tem sentido oposto ao deslizamento, de modo que aponta para a esquerda no caso da Figura A.2,
criando um torque, que tende a aumentar a magnitude da velocidade angular, diminuindo assim a
velocidade de deslizamento (para uma tacada alta ocorre o contrdrio). Tem-se portando, no caso da

tacada baixa, a equacdo de movimento para translacao

mX = F, = —pu.N = —pmg (A.13)

onde yi. € o coeficiente de atrito cinético. As forcas verticais mg e N (reacdo), que se equilibram,
ndo foram representadas na Figura A.2; a unica forca horizontal é ., que atua enquanto houver

deslizamento. A equa¢do de movimento para a rotacdo em torno do centro de massa é:

2
F.R = —pu-mgR = I.a = ngQa (A.14)

As velocidades linear e angular no instante ¢ sd@o calculadas a partir das expressdes para o

movimento uniformemente acelerado

V =Vy+ Xt =Vy — piegt (A.15)

5
w=wy+at=wy— = gt (A.16)

oM R

A velocidade de deslizamento do ponto de contato no instante ¢ é portanto

7
v=V+wR=vy— é,ucgt (A.17)

e se anula para t = t;, onde
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. 2 Vo
7 ey

t (A.18)

Com vy dado pela equacdao A.11. O valor correspondente a velocidade de translacdo da bola
de bilhar é, pela equagao A.15

5 (b+R)
Vi=Vy— pegts = =V,
1 0 — Mgl 70 R

(A.19)

Para ¢ > ¢4, o atrito cinético € substituido pelo atrito estatico e a bola entra em rolamento
puro,com V = V; e w = w; = —V;/R. Nessa condi¢do ndo hd dissipacdo de energia, de modo

que o rolamento puro se manteria indefinidamente.
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