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Resumo

SILVA, Maria das Gragas Enrique da, Estudo Numérico da Fusdo ao Redor de um Cilindro
Horizontal Incluindo os Efeitos Convectivos, Campinas: Faculdade de Engenharia Mecénica,
Universidade Estadual de Campinas, 2001, 160 p. Tese (Doutorado)

Este trabalho tem o propdsito de estudar numericamente a fuséo de um material de mudanga de fase
ao redor de um cilindro horizontal aquecido, visando a aplicagdo deste tipo de processo em sistemas de
armazenamento de energia na forma de calor latente. A influéncia da convecgdo natural na fase liquida foi
levada em consideragio. O modelo matematico foi formulado em termos das varidveis primitivas, sendo
este bidimensional e transiente. A técnica de transformagdo de coordenadas foi utilizada para fixar e tornar
regular a frente de fusdo que se desloca ao longo do tempo. O método dos volumes finitos foi empregado
para discretizar o sistema de equagdes diferenciais que governam o modelo matemético, resultando em um
sistema de equagdes algébricas lineares. A solugiio numérica fo1 determinada utilizando-se um esquema
implicito para as equagOes da conservagdo, enquanto, a equagdo do balango de energia na fronteira
liquido-sélido, foi obtida explicitamente. Analisou-se também a influéncia dos termos advindos da
transformagdo de coordenadas, presentes nas equagdes governantes, na solugdo numeérica do modelo. Os
resultados numéricos obtidos pelo presente modelo foram comparados com outros disponiveis na
literatura, apresentando uma boa concorddncia. Resultados ¢ correlagdes para alguns pardmetros

fiundamentais no dimensionamento de sistemas térmicos também foram obtidos e discutidos neste estudo.

Palavras Chave

Armazenadores de calor latente, fusdo em geometria cilindrica, conveccdo natural



Abstract

SILVA, Maria das Gracas Enrique da, Estudo Numérico da Fusdo ao Redor de um Cilindro
Horizontal Incluindo os Efeitos Convectivos, Campinas. Faculdade de Engenharia

Mecanica, Universidade Estadual de Campinas, 2001. 160 p. Tese (Doutorado)

This work deals with the numerical study of the melting of a phase change material surrounding a
horizontal heated cylinder looking at application of this type of process in latent heat thermal energy
storage. The influence of the natural convection in the liquid phase has been considered. A two
dimensional unsteady mathematical model has been formulated in terms of primitive variables. A
transformation coordinate technique has been used to fix and become regular the fusion front moving
along the time. The finite volume approach was used in order to discretize the differential equation system
governed by the mathematical model, giving a linear algebraic equation system. The numerical solution
was determined using a implicit scheme for the momentum and energy equations, while an explicit
scheme was used for the interfacial energy balance. The influence of the terms that arise in the governing
equations due to the coordinate transformation was investigated. Numerical results from the present model
were compared with others models suitable in the literature with good agree. Results and correlations for
some important parameters in the design of thermal systems were also obtained and addressed in the

present work.
Key Words

Latent heat thermal energy storage, fusion in cylindrical geometries, natural convection
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Capitulo 1

Introducio

Os estudos acerca do fendmeno de mudanga de fase tém atraido o interesse de
pesquisadores no mundo inteiro ha quase dois séculos. Uma grande variedade de processos
envolvendo mudanga de fase pode ser encontrada na natureza. Muitos deles sdo considerados
benéficos a0 homem, com por exemplo, o congelamento e o descongelamento de agua nos polos
que agem como estabilizadores do clima do planeta e que motivou um dos primeiros trabathos
analiticos publicados sobre os problemas de mudanga de fase no ano de 1891, por Stefan, apud
Yao e Prusa (1989). Outros fendmenos naturais de mudanga de fase também podem ser
causadores de enormes catastrofes, como as erupgdes vulcinicas, causadas pela fusdo de
materiais das profundas camadas do interior do planeta. O conhecimento dos mecanismos que
regem esses fendmenos € de vital importancia, isso porque € através desse conhecimento que
torna-se possivel determinar meios mais adequados e eficientes de aproveitar tais fendmenos em

prol do homem ou, em outras situagdes, de reduzir os danos causados.

O fendmeno de mudanca de fase também estd presente em uma grande variedade de
aplicagBes da engenharia, tais como na fabricagdo de ligas metalicas e vidros, no congelamento
de alimentos, como forma de conserva-los por um periodo de tempo maior, em processos
metaltirgicos, tais como, fundigio e soldagem, na preservagdo de células biologicas pelo processo

de criogenia, entre tantos outros.



Dentre essa grande diversidade de processos que envolvemm mudanga de fase, um se
apresenta de fundamental interesse neste trabalho, 0 armazenamento de energia térmica. Estes
sdo os denominados sistemas de armazenamento de energia térmica na forma de calor latente, ou
ainda, no caso especifico do material de mudanga de fase tratar-se da agua, os bancos de gelo.
Tais sistemas baseiam-se no processo ciclico de solidificagio e fusdo do material de mudanga de
fase, possibilitando, assim, o armazenamento de calor latente para ser utilizado em periodos de
alta demanda de energia. Sistemas dessa natureza tornam-se de essencial importincia, visto que é
uma preocupac¢do mundial nos nossos dias, um possivel colapso energético. A diversificagdo das
fontes energéticas, bem como, o melhor aproveitamento das mesmas, faz-se necessario, pois
sabe-se que os recursos naturais sio finitos. Como exemplo disso, vive-se no momento uma séria
crise energetica no pais. “Energia representa uma quest8o critica na economia de todos os paises
e indispensavel na industria, agricultura, comércio e para uso pessoal. Mediante ela é possivel
extrair, processar, fabricar materiais e converté-los em produtos para o consumo”, Ismail (1998).

Nessa citagdo esta colocada de forma sucinta o que significa a energia para a humanidade.

O projeto de sistemas térmicos eficientes exige 0 conhecimento de todos 0s mecanismos de
troca de calor envolvidos nos processos de solidificacio e fus3o. Esses, todavia, sdo processos
complexos, pois envolvem o fendémeno de mudanca de fase, que por sua vez, pertencem a classe
de problemas denominada de fronteira mével. Esses problemas se caracterizam pela existéncia de
uma fronteira que delimita as duas fases, no caso especifico de interesse neste estudo, as fases
liquida e sdlida, a qual se desloca 4 medida que o calor latente é absorvido ou liberado pela
mesma. Esta fronteira, ou ainda, interface solido-liquido, mantém-se durante todo o processo na
temperatura de mudanga de fase do material Os problemas de mudanca de fase sio
inerentemente ndo lineares, devido a0 movimento da interface durante o processo. Além disso,
estes problemas podem envolver varios mecanismos de transferéncia de calor, como conducio
nas fases solida e liquida e convecg@o na fase liquida. Dessa forma, é facil prever que a solugdo

desse tipo de problema também ndo pode ser obtida de forma genérica e simples.

Motivados, pois, pela importdncia do assunto, e visando contribuir com a analise da
influéncia de alguns pardmetros relevantes em sistemas de armazenamento de calor latente, nos
empenhamos no desenvolvimento desse trabalho, cujo objetivo principal é a simulagio numérica

do problema de fusdo ao redor de um cilindro horizontal aquecido. Nesse estudo os efeitos da



convecgdo natural serdo levados em consideragdo na regido formada pelo material fundido. Uma
formulagio em variaveis primitivas serd empregada para modelar matematicamente o problema
fisico. Para contornar a dificuldade advinda do fato da interface liquido-sélido ser movel e
irregular, devido & presenga do efeito convectivo, serd utilizada a técnica de imobilizagio de
fronteiras. A solugio do problema sers obtida numericamente pela aplicagdo do método dos
volumes finitos. A partir dos resultados auferidos através deste modelo, utilizando como
materiais de mudanca de fase a 4gua e a parafina n-octadecano, seré possivel analisar a influéncia
de importantes pardmetros como, por exemplo, a temperatura da superficie do cilindro, sobre o

processo de mudanga de fase.

A descricdo detalhada dos aspectos referidos no pardgrafo anterior serd apresentada na
forma de capitulos. A introdugio compora o capitulo 1, no segundo sera feita uma revisio da
literatura. Essa revisio terd como proposito, além de trazer & tona as principais pesquisas
realizadas sobre mudanga de fase, enfatizar os estudos direcionados & utilizagdo desse tipo de
processo, em sistemas de armazenamento de energia térmica, na forma de calor latente. No
capitulo 3, serd descrito 0 modelo matemético adotado para o problema fisico em estudo. Na
seqiiéncia vem o capitulo 4, que discute a aplicagio do método numérico com vistas & solugdo do
sistema das equagdes governantes do modelo, que dard origem aos campos de temperatura,
velocidades e pressdes, bem como, a posigdo da fronteira mével. O capitulo 5 discorre acerca dos
resultados obtidos a partir da modelagdo matematica e numérica do problema. Finalmente, no

capitulo 6 sio apresentadas as conclusdes ¢ as sugestdes para pesquisas futuras.



Capitulo 2

Revisdo da Literatura

2.1 Introducao

O estudo pioneiro em problemas de transferéncia de calor envolvendo mudanca de fase foi
realizado por Neumann, na década de 60 do século XIX. Neumann obteve uma solugio exata
para o problema mais geral de mudanca de fase, que consistia na solidificagio de um material
com temperatura inicial abaixo da temperatura de mudanga de fase, em uma geometria plana
unidimensional com condi¢do de contorno de temperatura constante. No ano de 1889, Stefan
publicou artigos com solugdes exatas para problemas de mudanca de fase em dominios infinitos e
semi-infinitos, com temperatura inicial diferente da temperatura de mudanca de fase do material.
Em 1891, Stefan publicou um outro estudo analitico sobre a formag8o de gelo polar. Todavia, 0s
estudos de Neumann s foram publicados em 1912, sendo, por esta razio, os trabalhos de Stefan

reconhecidos como a primeira contribui¢io na solugio de problemas de mudanga de fase.

Apos estes estudos iniciais, uma vasta quantidade de trabalhos foram realizados tratando o
problema de mudanca de fase para diferentes condigdes inicial e de contorno e geometrias
diversas. Devido a ndo-linearidade deste tipo de problema, as solugdes exatas sio restritas a um
grupo muito pequeno de situagdes, como aquelas obtidas por Neumann e Stefan, ja citadas acima,
que envolvem dominios infinito ou semi-infinito e condigdes de contorno simples. Tais solugdes

podem ser encontradas em diversas literaturas, como Carslaw e Jaeger (1959), Crank (1984) e



Ozisik (1993). Na auséncia de uma solugio exata para a grande maioria dos problemas de
mudanca de fase, buscou-se outras formas de resolugo através da utilizagdo de métodos semi-
analiticos, aproximados ou numéricos. Uma detalhada revisio destes métodos aplicados a
problemas de mudanca de fase, bem como, de diversos trabalhos publicados referentes a cada um

dos métodos citados, pode ser vista em Yao e Prusa (1989).

Durante quase um século, todos os trabalhos realizados nesta area basearam-se em modelos
matematicos onde o Gnico mecanismo de transferéncia de calor considerado através do material
de mudanca de fase era a condugio. Entretanto, alguns trabalhos experimentais, que serdo citados
em seguida, na segdo 2.2, realizados j& nos meados do século XX, comprovaram a grande
importancia dos efeitos convectivos em problemas de mudanga de fase. Observou-se nesses
estudos que a condugdio é o mecanismo dominante apenas no inicio do processo, quando a
quantidade de material fundido forma uma fina camada adjacente a superficie aquecida. Apos um
determinado tempo, com o aumento da camada de liquido fundido, a convecglo passa a ser o

mecanismo de transferéncia de calor dominante no processo de mudanga de fase.

2.2 Estudos Experimentais em Problemas de Fusdo e Solidificacio Envolvendo os Efeitos da

Convecgio Natural

Sparrow ef al. (1978a) estudaram experimentalmente o problema da fusdo ao redor de um
cilindro horizontal aquecido por um fluxo de calor constante. Uma mistura eutética de nitrato de
sddio e hidroxido de sodio, com temperatura de fusio em torno de 244°C, foi utilizada como
material de mudanca de fase. Para efeito comparativo, um outro experimento paralelo foi
realizado, considerando apenas a convecgdo natural no material liquido, sem o fendmeno de
mudanga de fase. Os coeficientes de transferéncia de calor, calculados para ambos os
experimentos, apresentaram valores proximos e perfis semelhantes. No inicio do processo, os
coeficientes de transferéncia de calor possuem valores elevados, os quais decaem com o tempo
até alcancarem um valor minimo e, em seguida, voltam a crescer atingindo um valor constante a0
longo do tempo. Este comportamento difere daguele apresentado para o caso onde apenas a
condugio de calor estd envolvida no processo. Neste, o coeficiente de transferéncia de calor
possui um valor elevado no inicio, o qual tende a decrescer ao longo do tempo, sem, no entanto,

atingir o regime permanente. Esta diferenca de comportamento entre os perfis das curvas



evidencia que, no caso da fusdo, um outro mecanismo de transferéncia de calor esté presente.
Uma outra evidéncia do papel da convecgdo natural no processo de fusio, observada no estudo de
Sparrow ef al. (1978a), aparece nos resultados obtidos para a posicio da interface liquido-solido
em fungdo do tempo. O desenvolvimento da convecgdio natural causa o aparecimento de uma
“pluma” na parte superior do cilindro, ou seja, a convecgdo provoca uma assimetria no perfil da
frente de fusdo em torno do eixo do cilindro, ao contrario do processo de conduggo pura, no qual
o perfil da interface € representado por uma sucess3o de circulos concéntricos ao eixo do cilindro.
A figura (2.1) ilustra a posi¢o da interface em fungfo do tempo para o processo de fusdo em
torno de um cilindro horizontal aquecido. Nesta pode-se observar claramente a formacio da

pluma na parte superior do cilindro devido aos efeitos convectivos no processo.
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Figura 2.1 - Posigdo da interface solido-liquido

a0 longo do tempo para q = 1430 W/m®.
Fonte: Sparrow et al. (1978a).



No ano seguinte, o trabalho experimental realizado por Bathelt er a/. (197%9a), idéntico
aquele de Sparrow et al. (1978a), confirmou e reforgou os resultados obtidos por estes. A
parafina n-octadecano (temperatura de fusio igual a 28,2°C) foi empregada como material de
mudanca de fase. O perfil da interface foi determinado e visualizado fotograficamente, enquanto,
o coeficiente de transferéncia de calor foi obtido através da técnica do grafico de sombras. Este
estudo apresentou evidéncias conclusivas da importincia da convecgdo natural no processo de
fusdo. As medidas da posigdo da interface mostraram que um maior volume de liquido fundido se
encontrava na parte superior do cilindro, onde o processo convectivo se desenvolve, ocorrendo o
inverso para a parte inferior, como pode-se observar nas figuras (2.2) e (2.3), abaixo. As outras
variaveis obtidas no experimento, tais como temperatura na superficie do cilindro e namero de
Nusselt local e médio ao longo do tempo, apresentaram comportamentos caracteristicos da forte

influéncia da convecgdo natural sobre o processo.
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Figura 2.2 - Perfil da interface determinada experimentalmente para diferentes
valores de tempo (1, t=0,96,2,1=1,92;3,1=3,84,4,t=576; 5, 1= 7,68):
(a) Ste = 0,587, (b) Ste = 0,881 ¢ (c) Ste = 1,175.

Fonte: Bathelt ef al. (1979a).



oy

fa)

Figura 2.3 - Fotografias ilustrando a posicdo da interface solido-

liquido para diferentes tempos: (a) Ste = 0,587 e (b) Ste = 1,175.
Fonte: Bathelt ef al. (1979a).

Em um segundo experimento, Bathelt e al. (1979b) investigaram a fusdo ao redor de
multiplos cilindros. O sistema era composto por trés cilindros horizontais dispostos nos vértices
de um tridngulo isosceles. Um fluxo de calor constante foi empregado para aquecer a superficie
do cilindro. A parafina n-octadecano foi usada como material de mudanca de fase. O perfil da
interface e o coeficiente de transferéncia de calor foram determinados da mesma forma descrita

no trabalho anterior, Bathelt et al. (1979a). Foi observado que no inicio do processo de fusio do
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material, a interface se desenvolvia idéntica e independentemente para cada cilindro. Apds um
determinado tempo, uma interface comum aos trés cilindros se formava, desencadeando-se entre
eles um complexo processo convectivo. Nesta fase, o arranjo dos cilindros influencia fortemente
o perfil da interface, todavia, em relagio ao coeficiente médio de transferéncia de calor, variagdes
pequenas, em torno de 10%, foram observadas. A modelagem matematica deste fendmeno fisico

torna-se extremamente complexa quando uma interface comum entre os cilindros ¢ formada.

Goldstein e Ramsey (1979), apud Yao e Prusa (1989), também estudaram
experimentalmente o processo de fuséo ao redor de um cilindro horizontal aquecido através de
um fluxo de calor constante na superficie. Seus resultados apresentaram boa concorddncia com
aqueles obtidos anteriormente por Sparrow er al. (1978a) ¢ Bathelt ef al. (1979a). Eles
observaram que o volume de liquido fundido cresce linearmente com o tempo e que a maxima
temperatura na superficie do cilindro ocorre préximo a transigdo do regime condutivo dominante

para o convectivo dominante.

O efeito de subresfriamento no processo de fusdo ao redor de um cilindro horizontal
aquecido foi estudado experimentalmente por Abdel-Wahed er al. (1979). Este trabatho foi uma
extensdo do experimento realizado por Sparrow et al. (1978a) e veio a corroborar os resultados
obtidos por este. Foram feitos dois experimentos: um para a condigo de solido subresfriado, isto
é, o material de mudanca de fase & uma temperatura inicial abaixo da sua temperatura de fuséo, e
outro para o solido ndo subresfriado. Um fluxo de calor de 5.700 W/m? foi empregado para
aquecer a superficie do cilindro. Resultados qualitativos para o perfil da frente de fusdo foram
obtidos fotograficamente para ambas as condigdes iniciais do solido. Observou-se que sob a
condigio de subresfriamento, o volume de liquido fundido era substancialmente menor do que
aquele obtido sem o subresfriamento para um mesmo intervalo de tempo, como evidenciam as
figuras (2.4) e (2.5).

Bathelt e Viskanta (1980) desenvolveram correlagdes empiricas para os coeficientes de
transferéncia de calor local e médio na interface sélido-liquido em problemas de fusdo ao redor
de um cilindro horizontal aquecido através de um fluxo de calor constante na superficie. Eles
utilizaram como materiais de mudanca de fase as parafinas n-octadecano e n-heptadecano, com

pontos de fusdo de 282 e 222°C, respectivamente. O perfil da interface foi obtido
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fotograficamente e, a partir destes resultados, foram determinados os coeficientes de transferéncia
de calor na mesma. A posicdo da interface, calculada através das correlagSes obtidas, apresentou

uma boa concordincia com os dados experimentais.

TEST CHAMBER FLOUDR

Figura 2.4 - Perfil da regido fundida para o Figura 2.5 — Efeito do subresfriamento no
material solido a temperatura de mudanga de processo de fusfo. Taxa de subresfriamento
fase. Esquerda: periodo de aquecimento = = 42°C, periodo de aquecimento = 90min;
15min; direita: periodo de aquecimento = fluxo de calor = 5.700 W/m®,

90min. Fluxo de calor = 5.700 W/m’. Fonte: Abdel-Wahed ef al. (1979).

Fonte: Abdel-Wahed et al. (1979).

O problema de fusdo envolvendo a convecgfo natural no interior de um cilindro horizontal
aquecido foi abordada numeérica e experimentaimente nos estudos de Rieger ef al. (1983) e Ho ¢
Viskanta (1984a). Tanto Rieger ef al. (1983), quanto Ho e Viskanta (1984a), utilizaram o n-
octadecano como material de mudanga de fase. Também, em ambos os estudos, foi empregada
uma condi¢do de temperatura especificada na superficie do cilindro. A andlise numérica desses

trabalhos sera discutida na seg8o 2.3, mais adiante.

Rieger ef ai. (1983) determinaram fotograficamente o perfil da interface para um intervalo
do numero de Rayleigh de 10° < Ra < 10%. Os resultados experimentais mostraram um perfil

convexo da interface na parte inferior do cilindro. Uma observagdo interessante relatada neste
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estudo foi a ocorréncia de uma convecgio de Bénard tridimensional na parte inferior do cilindro

para o valor mais alto do nimero de Rayleigh.

Ho e Viskanta (1984a) incluiram, em sua investigagio experimental, o efeito de
subresfriamento do so6lido no inicio do processo. Foi observado que este efeito afeta ndo apenas a
taxa de fus&o, mas também, o coeficiente de transferéncia de calor local na superficie do cilindro.
Ho e Viskanta (1984a) observaram um perfil semelhante aquele descrito por Rieger ef a/. (1983)
para a interface solido-liquido na parte inferior do cilindro. Um vortex secundario na parte

inferior do cilindro, além da recirculagio natural do fluido, foi também verificado pelos autores.

Estudos experimentais para problemas de fusdo ao redor de um cilindro vertical aquecido,
incluindo os efeitos da convecgdo natural, também foram relatados por alguns pesquisadores.
Dentre eles, pode-se citar os trabalhos de Ramsey e Sparrow (1978) e Kemink e Sparrow (1981),
provavelmente os pioneiros a estudar os efeitos convectivos neste tipo de geometria. No estudo
de Ramsey e Sparrow (1978) foi empregada a naftalina (temperatura de fusio de
aproximadamente 80°C) como material de mudanca de fase. A superficie do cilindro foi mantida
aquecida utilizando-se fluxos de calor constantes de 24,5 e 49W. A faixa do numero de Rayleigh
para o experimento situou-se entre 6-10° < Ra < 7-10°. Os resultados apresentados por Ramsey ¢
Sparrow (1978) para o perfil da interface e para a distribuigdo de temperaturas na superficie do
cilindro evidenciaram a convecg@o natural como mecanismo de transferéncia de calor dominante
no processo de fusdo também para esta geometria. Eles observaram ainda que um maior volume
de material fundido ocorria na parte superior do cilindro, devido, claramente, as correntes
convectivas que se formavam nesta regido. Este resultado contrasta com o perfil vertical regular
previsto para o caso da condugfo pura. No experimento de Kemink e Sparrow (1981), foram
realizadas medidas da distribuicio de temperaturas e do coeficiente de transferéncia de calor na
superficie do cilindro e do perfil da interface, tanto para o caso do material de mudanga de fase
inicialmente na condigio de subresfriamento, quanto para o caso de temperatura inicial de
saturagio. A parafina n-eicosano, que funde 4 36,4°C, serviu como material de mudanca de fase.
Foi observado que o subresfriamento tende a retardar o inicio do processo convectivo e, também,
causa uma diminuicdo de 10 a 15% no valor do coeficiente de transferéncia de calor em relagdo

aquele medido para o caso sem subresfriamento.
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Souza Mendes ¢ Pinho Brasil (1987) desenvolveram um estudo experimental para o
problema de fusdo ao redor de um cilindro vertical isotérmico. Segundo os autores, escassos
dados experimentais para a condigdo de temperatura constante na superficie do cilindro se
encontravam disponiveis na literatura, O material de mudanca de fase, a parafina n-eicosano 99%
pura, se encontrava no inicio do processo na temperatura de saturagdo. Foi observado que o
tempo a partir do qual a convecgdo torna-se dominante ¢ uma fungfio do nimero de Rayleigh.
Uma expressio para avaliar este tempo critico foi determinada, bem como, correlagBes para o
mimero de Nusselt na parede do cilindro. Os resultados foram obtidos para valores do namero de

Rayleigh de 7,1-107, 3,7-10°, 5,7-10%, 1,1-10° € 2,0-10°.

Dentre os trabalhos pioneiros que investigaram experimentalmente os efeito da convecgéo
natural em problemas de fusdo em geometria plana, cita-se os de Boger ¢ Westwater (1967) e
Hale e Viskanta (1978), apud Viskanta (1983). Boger ¢ Westwater (1967) realizaram um estudo
experimental e numérico da fusdo e da solidificagdo da agua em cavidades retangulares, onde o
calor é liberado ou absorvido pelo material através das superficies inferior e superior da cavidade.
Na modelagem matematica do problema foi considerada a transferéncia de calor unidimensional
e o efeito convectivo foi levado em conta através do uso de uma condutividade térmica efetiva na
equacdo do balango de energia na interface solido-liquido. Os resultados obtidos indicaram um
valor aproximado do numero de Rayleigh de 1700 para o inicio da convecgdo natural. Os
resultados demonstraram também que a convecgdo natural acelera significativamente a fusdo e
retarda a solidificagio quando comparados com aqueles onde apenas a condugfo é considerada.
Resultados experimentais e numéricos apresentaram boa concordéncia. No trabalho de Hale e

Viskanta (1978), foi estudada experimentalmente a fusdo em uma placa plana vertical.

Um estudo experimental semelhante ao de Boger e Westwater (1967), foi realizado por
Hale e Viskanta (1980). Para a obtengdo de resultados analiticos foi utilizado o método integral,
considerando a transferéncia de calor unidimensional e os efeitos convectivos foram incorporados
na equagdo do balango de energia na interface. Eles concluiram que os efeitos da convecgdo
natural sfo muito importantes no caso da fus8o pelo aquecimento da superficie inferior ¢ da

solidificag8o pelo resfriamento da superficie superior da cavidade.
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Pode-se citar também em relagio a fusdo em geometria plana, os trabalhos de Van Buren e
Viskanta (1980a) e Ho e Viskanta (1984b), que estudaram a fusdo em uma parede isotérmica
vertical de um cavidade retangular. No estudo de Van Buren e Viskanta (1980a), o perfil da
frente de fusdo foi obtido fotograficamente, enquanto, no de Ho e Viskanta (1984b), foi
determinado através de um interferdmetro. Foi observado através dos resultados auferidos pelos
dois estudos que a convecgdo natural afeta significativamente a taxa de fusdo e o perfil da
interface. Um maior volume de material fundido ocorre na regido superior da parede, constatando
a influéncia da convecgdo natural no processo. Ho e Viskanta (1984b) obtiveram também uma
solucdo numérica, a qual serd relatada na sego 2.3, juntamente com 0s Outros estudos numéricos
que foram realizados para o problema de fuséo com convecgdo natural. Van Buren e Viskanta
(1980a) utilizaram o n-heptadecano como material de mudanca de fase, considerando ainda que o
solido se encontrava inicialmente a uma temperatura proxima a temperatura de saturacao, sendo
esta diferenca na temperatura inicial menor que 1°C. No experimento de Ho e Viskanta (1984b)
foi empregado como material de mudanga de fase o n-octadecano, estando este inicialmente na

temperatura de saturagio.

Benard et al. (1986) investigaram o problema de fusio em uma parede isotérmica vertical
de uma cavidade retangular, considerando que o solido no inicio do processo estava subresfriado.
Foi utilizado como material de mudanca de fase a parafina n-octadecano 99% pura. Eles
realizaram medidas da posig#o da interface e das distribuigSes de temperaturas nas fases solida e
liquida, utilizando um conjunto de termopares. Estes resultados foram comparados com

resultados numéricos, os quais serfo comentados na segio 2.3.

Recentemente, Wang et al. (1999) fizeram um estudo experimental sobre a fusdo em uma
parede vertical de uma cavidade retangular. Os testes foram realizados com o polietileno glicol
900 (temperatura de fusdo igual a 34°C), um material de mudanca de fase que possui alto valor do
niimero de Prandtl, variando na faixa de 804 a 1055. A faixa do nimero de Rayleigh para o
experimento situou-se entre 7.869-10° < Ra < 3,237-107. Foram também desenvolvidas
correlagdes para o volume fundido e para o namero de Nusselt médio, as quais apresentaram boa

concordincia com os resultados experimentais.
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A importéncia dos efeitos da convecgo natural em problemas de solidificagio também foi
estudada experimentalmente, como ja foi brevemente comentado nos trabalhos de Boger e
Westwater (1967) e Hale e Viskanta (1980), citados anteriormente. Segundo Viskanta (1985), a
convecgdo natural desempenha um papel importante no processo de solidificagdo se o material de
mudanca de fase estiver inicialmente a uma temperatura diferente da sua temperatura de fus3o.
Neste caso, a convecgdo retarda o processo de mudanga de fase, podendo, por fim, cessa-lo por

completo.

A influéncia da convecgio natural no processo de solidificagio ao redor de um cilindro
vertical isotérmico foi estudada por Sparrow et al. (1979). Foram realizados experimentos para os
casos onde o liquido, a parafina n-eicosano, se encontrava inicialmente subresfriado e
inicialmente na temperatura de saturagdo, ou seja, na temperatura de mudanga de fase do material
(em torno de 36°C). Sparrow et al. (1979) observaram que para o caso do liquido inicialmente
subresfriado, a solidificagdo € drasticamente retardada pela convecg@o natural, a qual pode,
finalmente, cessar por completo o processo. A espessura da camada solidificada, neste caso, €
maior na parte inferior do cilindro. Este comportamento ¢ inverso aquele apresentado no processo
de fusdo, onde o maior volume de liquido fundido encontra-se na parte superior do cilindro. Por
outro lado, quando o liquido est4 inicialmente na temperatura de saturagdo e, consequentemente,
a convecgdo ndo tem influéncia sobre o processo, a camada solidificada cresce uniforme e

continuamente, como € previsto pelo modelo tedrico para o caso de condugdo pura.

Bathelt ef al. (1979c) estudaram o processo de solidificagdo ao redor de um cilindro
horizontal resfriado. O material de mudanga de fase se encontrava inicialmente subresfriado, isto
¢, a uma temperatura abaixo da temperatura de solidificagio. Foram realizadas medidas de
temperatura na superficie do cilindro e no material de mudanga de fase e a posigio da interface
foi determinada fotograficamente. Os resultados obtidos mostraram que a convecgfio natural
produz uma camada nio uniforme de sélido na diregdo circunferencial, sendo esta cerca de 10 %
mais espessa na parte inferior cilindro, e afeta a variagio do coeficiente de transferéncia de calor
ao longo da interface solido-liquido. Uma solugdo aproximada foi determinada através do método
integral, considerando a transferéncia de calor unidimensional no material de mudanga de fase.
Valores médios dos coeficientes de transferéncia de calor na diregio circunferencial,

determinados experimentalmente, foram usados para avaliar o termo convectivo introduzido na
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equagdo do balango de energia na interface. Bathelt e al. (1979¢), por fim, concluiram que a boa
concordancia apresentada entre os resultados experimentais e analiticos deveu-se a incluséo, no

modelo teérico, dos efeitos convectivos na interface solido-liquido.

Van Buren e Viskanta (1980b) abordaram experimentalmente o processo de solidificagéo
em uma placa vertical isotérmica. Como material de mudanga de fase foi empregado o n-
heptadecano. A distribuigdo de temperaturas no liquido foi medida através de um interferdmetro,
enquanto a posicio da interface foi obtida fotograficamente. Qs autores concluiram que a
convecgdo natural afeta fortemente o processo de solidificacdo, resultando, consequentemente,

em um perfil irregular da interface em funggo da posigdo vertical.

Em um outro estudo experimental, Sparrow ef ai. (1981) investigaram a transigdo entre o
processo de solidificagdo controlado pela convecgdo natural e aquele controlado pela condugio
pura, em um cilindro vertical isotérmico. O cilindro foi imerso em um liquido subresfriado (n-
eicosano), o qual estava contido em um outro cilindro mais externo, com superficies adiabaticas.
Foi observado que no periodo de tempo inicial, uma maior diferenca de temperatura na fase
liquida induz um intenso processo convectivo, retardando a solidificagio. Esta diferen¢a de
temperatura no liquido tende a diminuir com o tempo, cessando, assim, o efeito da convecgdo
natural. Neste estigio, o processo passa a ser controlado pela condugdo no material solidificado.
A quantidade de massa solidificada ¢ um pardmetro indicativo da transi¢do entre o processo de

convecgio dominante e o de condugio dominante.

Sparrow e Souza Mendes (1982) mediram experimentalmente os coeficientes de
transferéneia de calor convectivo na diregdo axial de um cilindro vertical isotérmico, para o

problema de solidificagdo da parafina n-eicosano 99% pura, envolvendo os efeitos convectivos.
2.3 Estudos Tebricos em Problemas de Fusio Envolvendo os Efeitos da Convecgo Natural

Foi apresentada na segiio 2.2, uma extensa revisdo da literatura dos principais trabalhos
experimentais que evidenciaram a influéncia da convecgo natural nos processos de fusdo e
solidificagdo em diversas geometrias. Observou-se, através destes estudos, que no caso da fusdo,

pequenos gradientes de temperatura no liquido ja sdo suficientes para desencadear um processc
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convectivo, como resultado das forgas de empuxo que passam a atuar no sistema. Tornou-se
necessario, entfio, desenvolver modelos tedricos que representassem tal fendmeno fisico, sendo
preciso, para tanto, levar em consideragdo, ndo apenas a condugfo, mas, principalmente, a
convecgdo natural como mecanismo de transferéncia de calor no processo. Desta forma,
paralelamente as investigagOes experimentais, foram realizados também diversos estudos nesse
sentido. Os primeiros modelos matematicos propostos eram unidimensionais e o efeito
convectivo era levado em consideragio através do uso de um coeficiente de transferéncia de
calor, determinado empiricamente, na equagio do balango de energia na interface, como
mostrado nos trabalhos de Boger ¢ Westwater (1967) e Hale ¢ Viskanta (1980), anteriormente
citados. Entretanto, quando o coeficiente de transferéncia de calor na interface ndo é conhecido, a
solugdo do problema sé pode ser obtida mediante a resolugdo do campo de velocidades na fase
liquida do material. Além disso, uma outra dificuldade associada ao modelamento de problemas
desta natureza, advém da forte influéncia da convecgfo natural sobre a interface solido-liquido.
Como resultado desta influéncia, a interface apresenta um comportamento irregular, o que torna o

problema necessariamente bidimensional.

Antes de referenciar alguns dos trabalhos que apresentaram solugdes aproximadas e
numéricas para problemas de fusdo com a presen¢a da convecgdo natural na fase liquida, sera
feita uma breve descrigio da metodologia empregada na formulaggo de problemas de mudanca de

fase, de uma forma geral.

Existem basicamente duas maneiras de formular um problema de mudanga de fase. A
primeira delas utiliza a temperatura como variavel dependente na equagio da energia e a segunda,

a entalpia.

Nos modelos baseados na temperatura, a equagio da energia € escrita separadamente para
cada uma das fases do dominio do problema, ou seja, a fase liquida e a solida, e 0 acoplamento
entre as duas fases € dado através do balango de energia na frente de mudanga de fase. Neste tipo
de formulagdo faz-se necessario, entfio, que a posi¢io da interface seja conhecida explicitamente
no decorrer da solugdo das equagBes governantes do modelo, todavia, a sua determinagéo
depende da propria solug@o destas equagles. A existéncia de um dominio de fronteira mével e

ndo conhecida @ priori torna, desta forma, bastante complexa a resolug@o do problema. Algumas
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técnicas foram propostas no sentido de contornar a dificuldade gerada pela interface moével,
dentre as quais pode-se citar a técnica de imobilizagio de fronteira, bastante empregada neste tipo
de formulagdo. Esta técnica consiste em se realizar uma mudanga de coordenadas com o objetivo
de transformar um dominio onde existe uma fronteira mével e irregular, a interface sdlido-
liquido, em um dominio com fronteiras regulares e fixas no tempo. Esta transformagdo origina
equagbes com grau de complexidade maior, porém, em contrapartida, tem a vantagem de se
poder trabalhar em um dominio fixo, o que facilita bastante a resolugdo numérica destas

equacgdes.

A técnica de imobilizagdo de fronteira foi inicialmente empregada na solugdo de problemas
de mudanca de fase por Landau (1950), e por esta razdo, ficou conhecida como transformada de
Landau. Neste estudo, Landau resolveu o problema unidimensional e transiente de ablagéo de um
sélido semi-infinito utilizando a transformagdo de coordenadas para fixar a interface méovel do
problema. A aplicagio da transformada de Landau para problemas de mudanga de fase em mais
de uma dimensso foi realizada por Duda et al. (1975), que resolveram o problema bidimensional
de fusdo ou solidificagdo no interior de um cilindro, e Saitoh (1978), que obteve uma solug@o

para o problema de solidificaco em duas e trés dimensdes em geometrias irregulares.

Sparrow ef al. (1978b) utilizaram a técnica de transformagdo de coordenadas para resolver
o problema unidimensional transiente de fusdo ao redor de um cilindro horizontal isotérmico,

incluindo os efeitos de subresfriamento.

No segundo tipo de formulagfo, a equaglo da energia € baseada na entalpia do material e
ndo na temperatura, como se tem na formulagio classica. Este tipo de formulagdo € comumente
chamado de método entalpico. Este método tem a vantagem de ndo necessitar do conhecimento
prévio da posigdo da interface sélido-liquido para a solugio da equagao de transferéncia de calor.
A interface ¢, assim, determinada em uma etapa posterior através da distribuigdo de entalpia no
material de mudanca de fase e a equagio da energia é escrita de forma Unica para todo 0 dominio,
sélido e liquido. O método entalpico admite algumas formas de se tratar o efeito de mudanga de
fase, como por exemplo, o emprego da correcio da capacidade térmica, o calculo da entalpia, ou

ainda, a utilizagio do calor latente de mudanga de fase como um termo fonte na equagdo da
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energia. Uma vantagem deste método ¢ poder utilizar uma malha fixa, uma vez que nfo é

necessario a determinagdo explicita da interface durante a solugdo do problema.

Furzerland (1980) e Viswanath e Jaluria (1993) realizaram estudos comparativos entre os
métodos de imobilizacio de fronteira e entalpico aplicados 4 problemas de mudanga de fase. Em
seu trabalho, Furzerland (1980) utilizou quatro diferentes tipos de métodos numéricos, dois deles
baseados em malhas fixas e outros dois em malhas moveis, para resolver problemas de Stefan,
unidimensionais e puramente condutivos, com solugdes exatas ou numéricas que ji se
encontravam disponiveis na literatura. Viswanath e Jaluria (1993), empregaram os métodos
entalpico e de imobilizag3o de fronteira na resolugio do problema de fusdo em cavidade fechada
levando em conta os efeitos convectivos na fase liquida. Ambos os trabalhos concluiram que o
método entilpico € mais adequado para problemas onde a mudanca de fase ocorre em uma faixa

de temperaturas e quando se tem uma geometria complexa.

Reportando-se, entdio, aos modelos tedricos envolvendo os efeitos da convecgdo natural em
processos de fusdo, tem-se que o primeiro estudo numérico para este tipo de problema foi
realizado por Sparrow et al. (1977). Uma formulagio em variaveis primitivas foi utilizada para
determinar o campo de velocidades no liquido fundido ao redor de um cilindro vertical com
temperatura constante na superficie. A interface liquido-sélido foi imobilizada através da técnica
de transformag8o de coordenadas. Esta técnica resulta no aparecimento de termos adicionais nas
equagdes governantes do plano transformado, relacionados & curvatura da interface no plano
fisico. Estes termos foram desprezados por Sparrow ef al. (1977), limitando o método ao caso
onde o raio da interface variava apenas suavemente na direg3o axial. O método de diferencgas
finitas implicito foi empregado para a discretizagio da equagdes diferenciais governantes ¢ a
interface foi determinada explicitamente. Malhas computacionais de 12 X 14 e 12 X 20 pontos
nodais nas diregOes radial e axial foram empregadas quando do uso da relagdo entre a altura e o
raio do cilindro igual a 4 ¢ 10, respectivamente. Foi utilizado um material de mudanca de fase
com numero de Prandtl igual a 7 e valores do niimero de Rayleigh de 7-10% 7.10° e 7-10°, para a
simulag@o numérica do problema. Os resultados auferidos indicaram um maior volume de liquido
fundido na parte superior do cilindro, como predizem os estudos experimentais. Sparrow ef al.
(1977) concluiram que a convec¢fo natural ndo pode ser desprezada no modelamento de

problemas desta natureza.
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Yao e Chen (1980) determinaram uma solugfio aproximada para o problema de fusdo em
torno de um cilindro horizontal isotérmico, utilizando o método de perturbagdo. Eles estudaram o
aumento do efeito da convecgio natural sobre o processo e concluiram que a importéncia deste
efeito depende do nimero de Rayleigh, avaliado com base na espessura caracteristica da camada
fundida. A convecgio natural foi tratada como uma perturbagio no processo de fusdo, com
sransferéncia de calor condutiva no liquido. Assim, a solug#o do problema é concentrada no
periodo inicial de tempo, no qual a condu¢io domina o processo, ficando limitada a valores
pequenos do nimero de Rayleigh e Stefan. Yao e Chen (1980) apresentaram resultados para as
linhas de corrente, distribuicdo de temperaturas e velocidades angular e radial em funcdo da
posigo radial e posi¢io da interface em fungio do tempo. Estes resultados foram obtidos

utilizando-se valores dos nimeros de Rayleigh e Stefan de 500 e 0,1, respectivamente.

Yao e Cherney (1981) resolveram um problema similar ao de Yao e Chen (1980),
utilizando o método integral. Neste estudo foi avaliado também o efeito do subresfriamernto do
material de mudanca de fase no inicio do processo. Os resultados obtidos demonstraram que séo
cinco os parimetros que influenciam no processo de fusdo: a taxa de subresfriamento, o nitmero
de Rayleigh, Stefan e Prandtl, e a relag3o entre as difusividades térmicas do material nas fases
solida e liquida. Para uma taxa nula de subresfriamento, os resultados de Yao e Chemey (1981)

apresentaram boa concordéncia com os de Yao ¢ Chen (1980).

Rieger et al. (1982) resolveram numericamente o problema de fusdo ao redor de um
cilindro horizontal com condicio de temperatura constante na superficie e considerando a
convecgiio natural na fase liquida. Eles utilizaram a técnica de coordenadas ajustadas ao corpo
(“body-fitted coordinates™) para fixar a frente de fusdo. Esta técnica ¢ similar 4 transformada de
Landau. A diferenca ¢ que na transformada de Landau, o novo sistema de coordenadas é obtido
através de equagdes algébricas, enquanto na técnica de coordenadas ajustadas ac corpo, utiliza-se
equagdes diferenciais para determinar o novo dominio. Foi usada uma formulagio em fungiio de
corrente e vorticidade. Uma malha computacional de 31 X 21 pontos nodais, respectivamente nas
dire¢des angular e radial, foi utilizada na simulagdo numérica. Valores do niimero de Rayleigh de
10,000, 37.500, 75.000 ¢ 150.000 ¢ um material de mudanca de fase com numero de Prandtl igual
a 50 foram os pardmetros empregados para a obtengdo da solugio numérica. Os resultados

obtidos para o perfil da frente de fusdio e para a distribuigdo de temperaturas € o campo de
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velocidades no liquido confirmaram o dominio da transferéncia de calor convectiva durante
praticamente todo o processo de fusdo, como ja havia sido observado em estudos experimentais

anteriores.

Prusa e Yao (1984a ¢ 1984b) fizeram uma analise numérica dos efeitos da convecgdo
natural durante o processo de fusfo em torno de um cilindro horizontal. Em ambos os trabalhos,
foi utilizado o método de transformacgao de coordenadas para fixar a interface movel e irregular e
o método de diferencas finitas para obter a solugio numérica do problema. Um aspecto
interessante em ambos os estudos foi o uso de uma solugio por similaridade para remover a
singularidade inicial do problema. O campo de velocidades no liquido foi determinado pelo uso
de uma formulag3o em fung3o de corrente e vorticidade. A condi¢do de contorno de fluxo de
calor constante na superficie do cilindro foi empregada por Prusa e Yao (1984a), enquanto, Prusa
e Yao (1984b) utilizaram a condigio de temperatura constante. Prusa e Yao (1984a)
determinaram, além da solugBo numeérica, uma solugdo através do método de perturbagdo. O
material de mudanca de fase empregado em Prusa e Yao (1984a) foi o octadeceno que possui um
nimero de Prandtl igual a 54. Ainda em relagio ao estudo de Prusa e Yao (1984a), foram
apresentados resultados para os pardmetros do numero de Rayleigh e Stefan de 5.000 e 0,374,
respectivamente. No estudo de Prusa e Yao (1984b), os resultados foram auferidos para valores
do nimero de Rayleigh, Stefan e Prandtl de 500, 0,1 e 1, respectivamente. A solug8o numérica,
em ambos os estudos, indicou a existéncia de trés estagios no processo de fusdo. No primeiro
estagio, a transferéncia de calor ¢ dominada pela condugfo e todas as caracteristicas do processo
de fusio estdo relacionadas ao nimero de Stefan. O segundo estagio € caracterizado pela
transi¢io entre a condugfo dominante e a convecgdo dominante. Finalmente, no Gltimo estagio, a
convec¢do é 0 mecanismo de transferéncia de calor dominante. Nesta etapa do processo, o perfil
da interface, o campo de temperaturas e a taxa de transferéncia de calor sdo fortemente
influenciadas pelo numero de Rayleigh. Os resultados numéricos mostrados por Prusa e Yao
(1984a) para o volume fundido em fungdo do tempo apresentaram uma boa concordincia com os
resultados obtidos pelos autores através do método de perturbagio, e, também, com os trabathos
experimentais de Bathelt er al. (1979a) e Goldstein e Ramsey (1979), apenas para o primeiro
estagio do processo onde a conducgdo é dominante. No estudo de Prusa e Yao (1984b) foram
realizadas comparagOes entre os resultados numeéricos obtidos por estes e aqueles obtidos por

Rieger et al. (1982) para a posigio da interface, utilizando valores do mimero de Rayleigh,
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Prandtl, Stefan e Fourier, respectivamente de 10.000, 50, 0.02 e 14,1. Os resultados apresentaram

uma boa concordincia.

Ho e Chen (1986) realizaram um estudo numérico da fusdo do gelo ao redor de um cilindro
horizontal isotérmico, considerando os efeitos convectivos na fase liquida. Este tipo de problema
se distingue daqueles, j& anteriormente citados, para outros tipos de materiais de mudanga de
fase, pelo fato da agua apresentar um comportamento andmalo em tormno de 4°C, isto €, a sua
densidade alcan¢a um valor maximo em tomno desta temperatura. Devido a este fato, os autores
empregaram a relago dada em Gebhart ¢ Mollendorf (1977), apud Ho e Chen (1986), para
descrever a variaggo ndo linear da densidade em relago a temperatura, para a igua na faixa de

temperatura de 0 a 20°C, dada por:
p=p. (1 _ rspIT _ Tm tl,msls )

onde: pm ¢ a densidade da dgua na temperatura Tn = 4,029325°C e rsp, o coeficiente de
temperatura (rsp = 9,297173-10%/°C).

Uma formulagio em fungio de corrente e vorticidade foi empregada pelos autores para
determinar o campo de velocidades no liquido fundido. A solugdo numérica foi obtida pelo
método de diferengas finitas, utilizando uma malha computacional de 31 X 21 pontos nodais nas
direcdes angular e radial, respectivamente. Valores de temperatura de 4, 6, 8, 9 e 10°C foram
admitidos como condigio de contorno na superficie do cilindro. Os resultados auferidos para o
perfil da interface liquido-solido mostraram que para valores da temperatura na superficie do
cilindro menores que 8°C, a pluma formada devido a convecgdo natural ocorre na parte inferior
do cilindro, enquanto que, para temperaturas maiores que 8°C, ocorre na parte superior, como ¢
normalmente observado nos materiais que ndo apresentam este comportamento andmalo. A
figura (2.6) ilustra este comportamento do perfil da frente de fusdo para os valores de temperatura
na superficie do cilindro de 4, 8 e 10°C. Um outro aspecto ressaltado pelos autores foi em relagdo
ao valor minimo da taxa de transferéncia de calor. Eles constataram através da analise das curvas
do namero de Nusselt em fungio do tempo que este valor minimo da taxa de transferéncia de
calor ndo ocorre necessariamente durante todo o processo para a temperatura na superficie do

cilindro de 8°C, como havia sido previsto no estudo experimental de Herrmann ef al. (1984),
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apud Ho e Chen (1986). Em seu estudo, Ho ¢ Chen (1986) determinaram que o valor minimo da
taxa de transferéncia de calor ocorre para a temperatura na superficie do cilindro de 9°C. Em vista
dessa discordéncia entre os dois trabalhos, Ho e Chen (1986) salientaram em suas conclusdes a

necessidade de um outro estudo experimental para esclarecer tal discordéncia.

T = %L, ra D483

Figura 2.6 — Linhas de corrente para varios
valores de temperatura na superficie do cilindro
(tempo adimensional, 1x10° como parimetro).
Fonte: Ho e Chen (1986).
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Um estudo numérico considerando a fusio no interior de um cilindro horizontal, foi feito
por Saitoh e Hirose (1982). Uma formulagdo em fungdo de corrente ¢ vorticidade foi empregada
pelos autores. Eles utilizaram também uma transformagéo de coordenadas para fixar a interface
mével e o método de diferengas finitas explicito para a discretizagdo das equagdes diferenciais
governantes. Saitoh e Hirose (1982) empregaram malhas computacionais de 10 X 14, 14 X1lde
18 X 14 nas diregGes radial e angular. E interessante ressaltar neste estudo, a forte instabilidade
numérica para altos valores do nimero de Rayleigh, descrita pelos autores. Para contornar esta
instabilidade numérica, foi empregada uma técnica de suavizagdo das varidveis dependentes,
baseada no método de aproximagio pelos minimos quadrados. Desta forma, a temperatura, a
fungio de corrente e a vorticidade foram aproximadas por uma fungdo polinomial de sexta
ordem. Os resultados obtidos indicaram um perfil cdncavo para a frente de fuso, assim como, o

aparecimento de vortices secundarios, na parte inferior do cilindro, como mostra 2 figura (2.7).

Figura 2.7 — Linhas de corrente e isotérmas no liquido e o perfil da
frente de fusio em: (a) t* = 0,47 e (b) t = 0,995 para Pr = 54,6, Ra
=126.300, d = 0,02m ¢ AT = 7K.

Fonte: Saitoh e Hirose (1982).
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Rieger ef al. (1983), além do estudo experimental, j4 supramencionado na segio 2.2,
também abordaram numericamente a fusdo no interior de um cilindro horizontal isotérmico. O
método de coordenadas ajustadas ao corpo foi usado para fixar a frente de fusdo, juntamente com
o método de diferencas finitas totalmente implicito para discretizagio das equagdes diferenciais
governantes. Uma malha computacional com 21 X 31 pontos nodais nas direcBes radial e
angular, respectivamente, foi utilizada na simulag3o numérica. Ao contrario do trabalho de Saitoh
e Hirose (1982), eles determinaram, através dos resultados obtidos numérica e
experimentalmente, um perfil convexo para a frente de fus&o, na parte inferior do material solido,
como ilustram as figuras (2.8) e (2.9). Segundo Rieger ef al. (1983), o motivo de tal discrepancia
em relagido aos resultados de Saitoh e Hirose (1982), deveu-se ao fato destes Gltimos terem usado
artificios matemaéticos para contornar a forte instabilidade numérica apresentada pelo modelo

para altos valores do nimero de Rayleigh.

Um outro trabalho numérico envolvendo a convecgfio natural em um processo de fusdo no
interior de um cilindro horizontal foi realizado por Ho e Viskanta (1984a). A parte experimental
deste estudo ja foi descrita anteriormente, na segio 2.2. Os autores fizeram uso da transformagio
de coordenadas e do método de diferencas finitas para a obteng8o da solugio numérica. Uma
malha computacional com 13 X 21 pontos nodais nas direg3es radial e angular, respectivamente,
foi utilizada na simulag@o numérica. Os resultados numéricos e experimentais para o perfil da
interface e sua posi¢ao em fungio do tempo apresentaram uma boa concordéncia para o inicio do
processo, quando a2 condugdo é dominante. No estigio onde a convecgdo passa a ser 0 mecanismo
dominante, os resultados mostraram uma consideravel discrepancia. De acordo com Ho e
Viskanta (1984a), isto ocorreu devido a existéncia de fortes vortices secundarios na parte inferior
do cilindro durante o experimento, o que afetou o comportamento do processo de fusdo.
Correlagbes para a fragdio de liquido fundido também foram determinadas no estudo de Ho e
Viskanta (1984a).
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Figura 2.8 - Perfil da regido fundida
obtido experimental (esquerda) e
numericamente (direita) para Ra ~
4-10° ¢ Ste = 0,04 para diferentes
tempos adimensionais, 7. Os
contornos numéricos sdo divididos
em isotérmas, 0, (esquerda) e linhas

de corrente, v, (direita).
Fonte: Rieger et al. (1983).
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Figura 2.9 — Perfil da regido fundida
obtido experimental (esquerda) e
numericamente (direita) para Ra ~
10° e Ste = 0,1 para diferentes
tempos adimensionais, 1. Os
contornos numéricos sdo divididos
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de corrente, v, (direita).
Fonte: Rieger et al. (1983).



Ro e Kim (1994) buscaram uma explicagdo para os diferentes resultados numeéricos e
experimentais encontrados para o fluxo convectivo no interior de um cilindro horizontal nos
estudos de Saitoh ¢ Hirose (1982), Rieger e ¢/. (1983) e Ho e Viskanta {1984a). Ro e Kim (1994)
chegaram a conclusdo que ambos os formatos da interface sdo fisicamente possiveis, isto é, o
formato cOncavo determinado numericamente por Saitoh e Hirose (1982) e o convexo,
encontrado numérica e experimentalmente por Rieger ef al. (1983) ¢ Ho e Viskanta (1984a). O
motivo desta multiplicidade de solugBes deve-se ao fato que a solugdo do sistema de equagdes
diferenciais ndo-lineares de Navier-Stokes nio € necessariamente inica. Segundo os autores, esta
situagio peculiar ocorre quando a instabilidade térmica desempenha um papel vital na
determinaco da estrutura do fluxo convectivo. Esta multiplicidade de soluges é denominada de
fendmeno de bifurcagdo. Ro e Kim (1994) utilizaram uma malha computacional mais refinada
que aquelas empregadas pelos outros autores, a qual possuia 31 X 105 pontos nodais nas dire¢des
radial e angular, respectivamente, e também o método de coordenadas ajustadas ao corpo para

obterem a solugZo numérica do problema.

Em um estudo recente, Chung ef al. (1997) resolveram numericamente o problema de fuséo
no interior de um cilindro horizontal. Eles estenderam a faixa do nimero de Rayleigh até o valor
de 3,0.107, para investigar o seu efeito sobre o fluxo convectivo. De acordo com os autores,
nenhum trabalho foi encontrado na literatura para valores de Ra maiores ou iguais a 5,0-10%. O
modelo matematico do problema foi formulado em variaveis primitivas, com base no método
entélpico, e a frente de fusdo foi mantida regular através da técnica de coordenadas ajustadas ao
corpo. As equagbes governantes foram discretizadas pelo método dos volumes finitos e uma
malha computacional de 36 X 52 pontos nodais nas dire¢Ses radial e angular, respectivamente,
foi utilizada para obter a solugio numeérica. Os resultados mostraram que para altos valores do
namero de Rayleigh, uma estrutura com multicelulas convectivas surge no liquido fundido, na

parte inferior do cilindro.

O processo de fusfo no interior de um cilindro vertical foi abordado numericamente por
Wu e Lacroix (1993). Os efeitos convectivos na fase liquida foram considerados. As equagdes de
conservagdo governantes sio formuladas em termos de fungdo de corrente e vorticidade. A
técnica de coordenadas ajustadas ao corpo, juntamente com o método de diferencas finitas foram

utilizados para obter a solugio numérica do problema. A malha computacional empregada na
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solugio numérica continha 11 X 31 pontos nodais nas diregdes radial e axial, respectivamente.
Toda a superficie do cilindro, assim, como, as partes superior e inferior, foram mantidas a uma
temperatura acima da temperatura de fusdo do material. Os resultados obtidos indicaram a

presenca da convecgdo de Bénard na regifio inferior do cilindro.

Em relagio aos estudos tedricos para problemas de fusio em geometria plana, incluindo a
convecgio natural na fase liquida, cita-se primeiramente o de Ho ¢ Viskanta (1984b), do qual ja
foi referenciada a parte experimental, na sego 2.2. Neste trabalho foi investigada a fusdo em uma
parede isotérmica vertical de um cavidade retangular. O modelo matematico foi baseado na
formulag@o em fungdo de corrente e vorticidade. A téenica de transformagdo de coordenadas,
juntamente com o método de diferengas finitas foi utilizado para a obtencdo da solugo numérica.
Os resultados numéricos e experimentais para a posi¢do da interface, o volume de liquido fundido
e o coeficiente de transferéncia de calor na parede apresentaram razoaveis discrepancias. Tais
discrepéncias, segundo os autores, deveu-se ao fato de ndo ter sido considerada no modelo
tedrico a expansdo volumétrica associada ao processo de fusdo €, também, devido ao uso de uma

malha ndo refinada (13 X 21), no procedimento numeérico.

Okada (1984) também resolveu numericamente o problema de fusdo em uma parede
isotérmica vertical de um cavidade retangular. A formulagdo matemitica e o procedimento
numérico foram similares aqueles utilizados por Ho e Viskanta (1984b). O autor comparou seus
resultados numéricos para a posi¢io da frente de fusdo com resultados experimentais obtidos pelo
mesmo e publicados em Okada (1983), apud Okada (1984). Os resultados numéricos e

experimentais apresentaram boa concordéncia.

Um outro estudo para o mesmo tipo de problema citado nos dois Gltimos trabalhos, foi
realizado por Gadgil e Gobin (1984). Eles utilizaram uma formulagio em termos das variaveis
primitivas e uma aproximagio quase-estitica para a solugfio numérica. Um aspecto interessante
relatado pelos autores foi a supressio dos termos contendo derivadas de primeira e segunda
ordem da interface em relagdio 4 coordenada vertical, oriundos da transformagdo de coordenadas.
Esta simplificagdo acarreta uma diferenca de aproximadamente 8% na posigdo da interface
determinada numericamente em relagio aquela obtida experimentalmente. A comparacio entre 0s

resultados numéricos para a posicdo da interface obtidos por Gadgil e Gobin (1984) e os
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resultados experimentais de Hale e Viskanta (1978), apud Gadgil e Gobin (1984), concordaram

razoavelmente bem.

Benard ef al. (1986) investigaram numericamente o processo de fusio em uma parede
isotérmica vertical de um cavidade retangular, considerando o solido inicialmente subresfriado. O
modelo matematico foi baseado na formulagio em varidveis primitivas e na técnica de
transformagdo de coordenadas. Benard ef al. (1986) também desprezaram os termos contendo
derivadas de primeira e segunda ordem da interface em relagdo & coordenada vertical. O método
de volumes de controle foi utilizado para a discretizag@io das equagOes diferencias governantes.
Uma malha computacional com 21 X 23 pontos nodais para a fase liquida e outra com 14 X 20,
para a fase solida foi empregada na solug8o numérica. Os par@metros considerados pelos autores
para a simulagio numérica consistiram no niimero de Rayleigh igual a 10°, nimero de Stefan
menor que 0,2 e mimero de Prandtl igual a 50. Os resultados numéricos obtidos para a posicio da
interface e para as distribuigdes de temperaturas nas fases solida e liquida mostraram uma

excelente concordancia em relagio aos experimentais, descritos na segio 2.2.

Encerrando a revisdo dos principais trabalhos experimentais e numéricos disponiveis na
literatura, € possivel se ter uma breve idéia do desenvolvimento das pesquisas em torno dos
problemas de mudanca de fase, nos quais o mecanismo de transferéncia de calor condutivo nio é
mais o unico a ser considerado. Os efeitos da convecgdo natural sobre o processo tornaram-se

evidentes através das diversas pesquisas experimentais e numéricas realizadas.

Faz-se mister ressaltar ao final dessa revisdo da literatura alguns aspectos que diferenciaro

o presente estudo daqueles acima referenciados.

Como ja mencionado no capitulo precedente, este trabalho abordara o problema de fusdo ao
redor de um cilindro horizontal aquecido. Neste tipo de geometria, todos os estudos encontrados
na literatura modelam o problema utilizando uma formulagdo em fungio de corrente e
vorticidade. Nesta formulagio a pressdo € eliminada do equacionamento, evitando, assim, o
dificil acoplamento pressdo-velocidade. Por outro lado, o inconveniente em se empregar uma
formulagdc em fungdo de corrente e vorticidade advém da dificuldade em fornecer condigdes de

contorno para a vorticidade, uma varidvel de dificil interpretacio fisica e desconhecida no
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momento de aplicar as condi¢Ses de contorno do problema. Além disso, segundo Maliska (1995),
o acoplamento entre a fungdo de corrente e a vorticidade, dado por meio das condigdes de
contorno, torna o processo iterativo instavel e de convergéncia lenta. Desta forma, optou-se¢ por
utilizar no presente estudo uma formulagdo em varidveis primitivas, levando em consideragio,
assim, o acoplamento entre a pressdo e a velocidade na resolugo das equacdes da quantidade de

movimento ¢ da conservagio da massa.

O tratamento numérico utilizado no presente trabalho para resolver o sistema de equagles
diferenciais governantes baseou-se no método dos volumes de controle. Isto distingue mais uma
vez este trabalho em relagdio & outros similares encontrados na literatura, como pode ser visto em
Rieger ef al. (1982), Prusa e Yao (1984a e 1984b) e Ho e Chen (1986), uma vez que, em todos

esses foi empregado o método das diferengas finitas para obter a solugio numérica do problema.

Finalmente, quando dos objetivos desse estudo, foi mencionado que a partir dos modelos
matematico e numérico estabelecidos serd analisada a influéncia de pardmetros importantes sobre
o processo de mudanga de fase em armazenadores térmicos, utilizando, entre outros, a 4gua como
material de mudanca de fase. Para esta analise, sera empregada como condigGes de contorno na
superficie do cilindro, temperaturas na faixa de 20 a 30°C. De acordo com a revisdo bibliografica
realizada no decorrer deste capitulo, o estudo de Ho e Chen (1986), o unico acerca da fusdo do
gelo ao redor de um cilindro horizontal, utilizou temperaturas na faixa de 4 a 10°C, como
condicBes de contorno na superficie do cilindro. O trabalho de Ho e Chen (1986) foi o pioneiro a
analisar numericamente este tipo de problema, objetivando, principalmente, determinar até qual
valor de temperatura especificada na superficie do cilindro, o comportamento andmalo da égua

influéncia o perfil da frente de fusfo.
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Capitulo 3

Modelo Matematico

3.1 Introducio

Neste capitulo serd mostrada a modelagem matematica do problema fisico em estudo.
Como ja foi mencionado, previamente, nos objetivos deste estudo, o presente problema consiste
na fusdo de um material de mudanga de fase ao redor de um cilindro horizontal aquecido.
Durante o processo de fusfo, correntes convectivas se formam na fase liquida, devido aos
gradientes de temperatura presentes nesta regido. Assim, a partir do conhecimento do fendmeno
fisico, serd elaborado um modelamento matemético que possa representar tal fendmeno
teoricamente. O equacionamento do modelo de transferéncia de calor envolvendo mudanca de
fase é baseado nas equacgdes da conservacio de massa e energia, nas equagbes da quantidade de
movimento € na equagio do balango térmico para a frente de fusfio. Esta Gltima €, na realidade,
uma das condi¢des de contorno do problema que caracteriza o fenémeno da mudanca de fase.
Este modelo inclui também o uso da técnica de imobilizagdio de fronteira com o objetivo de fixar

a frente de fusdo que se desloca com o tempo.
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3.2 Modelagem Matematica

3.2.1 Hipéteses para a Formulacio Matemitica

Antes da descrigio do problema fisico serfio relacionadas abaixo as hipoteses

simplificadoras assumidas na elaboragéc do modelo:

1. O modelo proposto € bidimensional e transiente.
ii. Os efeitos de convecgdo natural sfo considerados.
iii. As propriedades termofisicas do material de mudanga de fase sdo consideradas

constantes. No caso da densidade, a sua variagdo é considerada apenas no termo relativo a
forca de empuxo nas equagdes de Navier-Stokes. Esta hipotese € conhecida como

aproximagio de Boussinesq.

iv. O fluido é newtoniano e incompressivel.

V. O material de mudanca de fase se encontra no momento inicial do processo na fase solida,

com temperatura uniforme e igual a sua temperatura de fuséo.

3.2.2 Problema Fisico e Equacgtes Governantes

O problema fisico ¢ ilustrado na figura (3.1). O sistema € formado por um cilindro
horizontal, de raio 1., imerso em um meio sélido infinito, sendo este o material de mudanga de
fase. No instante inicial, t = 0, o material de mudanga de fase se encontra a temperatura de fusio,
Tm O processo de fusdo tem inicio, entdo, quando a superficie do cilindro ¢ aquecida a uma
temperatura constante, T, maior que a temperatura de fusdo do material. Uma outra condicio de
contorno na superficie do cilindro, também considerada neste estudo, sera a de fluxo de calor

especificado, q. Essa ultima condig#o, todavia, ndo é mostrada na figura (3. 1).
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No decorrer do processo, a interface entre as regifes liquida e sdlida se mantém a
temperatura de fusdo do material, sendo a sua posigdo descrita pela variavel r(6,t). Devido as
correntes convectivas que se formam na regido fundida, o perfil da interface liquido-sélido torna-

se irregular, apresentando uma assimetria em torno do eixo do cilindro.

Como pode-se observar ainda na figura (3.1), o problema apresenta simetria no plano
vertical. Fazendo-se uso desta caracteristica do modelo, um menor esfor¢o computacional sera

despendido na resolug@o das equagdes governantes.

’jlﬁe___
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Figura 3.1 - Diagrama esquematico do problema fisico.

Em problemas que envolvem convecgio natural é comum tratar o termo relativo a forga de
empuxo nas equagdes da quantidade de movimento introduzindo uma relagéo linear entre a massa

especifica ¢ a temperatura, expressa por:
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P=Pg PP (T-To)
onde: pm ¢ a densidade de referéncia (densidade a temperatura de fuséo, Twm).

No caso especifico do material de mudanga de fase tratar-se da agua, faz-se necessario
utilizar uma relagio para descrever a variagio entre a massa especifica e a temperatura que leve
em consideragiio o comportamento andmalo desta em torno de 4°C. Para tanto, serd adotada a
relacio nio linear, dada por Gebhart ¢ Mollendorf (1977), apud Ho e Chen (1986) ¢ expressa na

seguinte forma:

1,894816 )

p=p,{l-rspiT-T,|

onde: p: ¢ a densidade da 4gua na temperatura de referéncia T, = 4,029325°C e rsp, o coeficiente

de temperatura (rsp = 9,297173- 10%/°C).
Destarte, descrito o problema fisico e levando em consideragdo as hipoteses assumidas para
o modelo, tem-se que as equagdes basicas de transferéncia de calor em coordenadas cilindricas,

na forma dimensional e conservativa, que governam o fendmeno sdo as seguintes:

s Equagdo da conservagio da energia

* " z
§-1-1-+—]5-a(rVRT) + LO(VeT) = ] 10 (rﬂ]—%i-amz G.1)
& r o 1 @ rarl &) of 8
« FEquagio da conservagio da massa
100Ve) 10Vs _g (3.2)

T or r &
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» Equacio da quantidade de movimento na diregéo angular

oV, +}_a(rv;vg)+1 B(Vy)? +v;vg __11ee

+Acosf
& T or r 0 r pr &
(3.3)
3 3 2 * * »
v 10 8v;), 10°Ve V; 20V
ré‘rk or ) P e r* 1t
» Equacdo da quantidade de movimento na direcéo radial
oV 10r(Va) 180VeVa) Vel _ 18" . o
o r o r o8 r p or
(3.4

18( ovy) 18°Vy Vi 20V,

+v T 3 2 % Ay

rorl o ) ot 8 r‘ ot o0
onde: V;e V; sfo, respectivamente, as velocidades nas diregGes angular e radial, r ¢ 0 sdo,
respectivamente, as coordenadas espaciais na diregio radial e angular, T, a temperaturas da fase
liquida, o, a difusividade térmica do liquido, p é a densidade do liquido, v, a viscosidade

cinematica, B é o coeficiente de expansdo térmica, g, a aceleragio da gravidade e P” ¢ a pressdo.

Nas equagdes (3.3) e (3.4), acima, no caso do material de mudanga de fase tratar-se da

dgua, o termo A §é expresso por:

K _ rspgg,}, - Tr 1,854816
(1 - rspr -T, hasaRe )
E para qualquer outro material, A ¢ dado por:
A=pg(T-T,)
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As condigBes de contorno e inicial associadas as equagBes (3.1) a (3.4) sdo dadas por:

T=T,)

V;=0temt=0 (3.5)
Vi =0)

T=T,)

Vo=0temr=r,t>0 (3.6)
V=0,

Iy

8

V=0 >em8:ig-,t>0 (3.7
oV, _0

0 J

A equagio (3.6) é empregada para a condigdo de temperatura constante na parede do

cilindro. No caso da parede do cilindro ser aquecida por um fluxo de calor constante, a condigéo
de contorno € dada por:
5,1., A
ke =
p q
V;=0 jemr=r,t>0 (3.8)
Vi =0

onde: k ¢ a condutividade térmica do liquido

Completando a formulagio matemética do problema, tem-se as condi¢Ges de contorno na

interface liquido-sélido. A condigio de continuidade da temperatura e de ndo deslizamento na

interface, sdo expressas por:
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T=T,
Vo=0remr=r,t>0 (3.9
Vi =0

O balango de energia na fronteira de mudanga de fase, como estd demonstrado em Ozisik

(1993), € obtido através da expressdo;

2
[H(—}—-%»] }(—kgw):pL%f- emr=r, t>0 (3.10)

onde: L ¢ o calor latente de fus3o.

A equacdo (3.10) expressa a taxa de calor latente absorvida pela interface durante o
processo de mudanga de fase. Esta taxa é igual ao fluxo de calor condutivo na fase liquida. O
primeiro termo do lado esquerdo da equagdo, contendo a derivada de primeira ordem da posigio
da interface em relagio a coordenada angular, surge devido ao aspecto bidimensional da frente de

fusdo.
3.2.3 Imobilizacio da Fronteira Movel

A existéncia de um dominio de fronteira mdvel, irregular e ndo conhecida a priori torna
bastante complexa a resolugdo dos problemas envolvendo mudanga de fase, como ja foi
mencionado anteriormente. No sentido de contornar esta dificuldade, optou-se, neste trabalho,
pela utilizagio da técnica de imobilizagdo de fronteira. Levando-se em consideragdio que o
problema possui uma geometria simples ¢ que a mudanga de fase no material ocorre & uma
temperatura discreta, a técnica de imobilizagio de fronteira apresenta-se bastante adequada e

precisa nestes casos, conforme Furzerland (1980) e Viswanath ¢ Jaluria (1993).

Para implementar a técnica de imobilizagio de fronteira, o plano fisico do problema,
correspondente as coordenadas r e 9, é modificado para um plano transformado através da

introdugdo de um novo sistema de coordenadas, 1 e 0. E importante ressaltar que a coordenada
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angular ndo sofre nenhuma transformago ao passar do plano fisico para o plano transformado.
Com isto, a frente de fusdo passa a ser estacionaria e paralela & superficie do cilindro. A nova

coordenada do sistema, na forma adimensional, ¢ dada abaixo.

n= r—T,
5 -,
QOu ainda, se o raio adimensional for definido como segue,
r
R=—
rﬂ
T,
R, =%

onde Ay é a espessura da camada liquida, dada por:
A =R, -1

No novo sistema de coordenadas, o dominio do problema fica, desta forma, delimitado por
0<n<1e-n/2<0 <2 A superficie do cilindro e a interface liquido-solido passa, entéo, a

serem definidas pelos valores constantes n = 0 e = 1, respectivamente.

Juntamente com a mudanga de coordenadas, realizou-se a adimensionalizagdo da variavel
temporal e das varidveis dependentes do problema, com o objetivo de reduzir o nimero de
parimetros empregados na solugio das equagbes governantes, bem como, de generalizar tais

equagbes para facilitar, posteriormente, a comparagio dos resultados deste estudo com os de
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outros trabalhos similares disponiveis na literatura. As varidveis adimensionais sio, entio,

definidas pelas expressdes:

spara a condigio de temperatura especificada na superficie do cilindro

T-T,
=11
T a—ztStq
rO
»para a condi¢io de fluxo de calor especificado na superficie do cilindro
T-T,
b= -5
ar,
(%)

T pl@/r,)’
Também foram definidos os seguintes grupos adimensionais:

C,(T-T.)  _Ca

= O numero de Stefan, dados por, Ste= -~—-—-k—°—, respectivamente,

R
para as condi¢Ges de temperatura e fluxo de calor especificados na superficie do

cilindro . Este pardmetro adimensional expressa a razio entre o calor sensivel e o calor
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latente do material de mudanga de fase. O numero de Stefan € de fundamental

importincia em problemas relacionados a mudanga de fase.

3 4
» O nimero de Rayleigh, expressos por, Ra:-.—gB (T ~ 1), ou Ra, =§@_‘1£9___
\' vak

*

dependendo da condi¢do de contorno no cilindro. No caso do material de mudanca de

fase ser dado pela 4gua, o nimero de Rayleigh para a condigdo de temperatura

grsp(T, ~T !1’8948161‘ :
especificada é expresso na forma, Ra_, =— -2 ==t Sendo Tmean @
va(l ~ 18P T — T| )
T, +T,

, utilizada para

temperatura de mistura na fase liquida, dada por: T, =

determinar as propriedades fisicas da dgua.
*» O namero de Prandtl, Pr =Y
a

Para evitar colocar expressdes similares para os casos onde forem consideradas as
condigdes de contorno de temperatura ou fluxo de calor especificados, apenas pelo fato de ter-se
simbologias diferentes para o mimero de Stefan e Rayleigh, utilizar-se-4, de forma genérica, os
simbolos Ste e Ra para o equacionamento matematico € numerico. Apenas no capitulo 5, no qual
s3o apresentados e discutidos os resultados obtidos a partir do modelo matematico e numérico,
far-se-a alusdes particulares, utilizando St, e Rag quando a condigio de fluxo de calor
especificado for considerada. Salienta-se, todavia, que sera feita a distingdo entre a simbologia do
nimero de Rayleigh para o caso onde se utiliza a 4gua, Raugua, ou quando do emprego de um
outro material de mudanga de fase qualquer, Ra., em todo o equacionamento deste e do capitulo

subsequente.

Por fim, para que se possa representar as equagbes governantes do problema no plano
transformado, faz-se necessério reescrever as derivadas de primeira e segunda ordem em relagdo
as variaveis do plano fisico, presentes nos termos das equagdes (3.1) a 34), 3.7, (3.8) e (3.10),
em funcdo das novas variaveis m, 6 e 7. Assim, as derivadas de uma funcio genérica ¢ em relagdo

as variaveis do novo sistema de coordenadas, s3o expressas da seguinte forma:
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ﬂ% _ondg| _ 1 oo (3.11a)
Rly, R EM|,, A Only,

= 29 (3.11b)

6_(9{ m?_n_a_(g{ +?% =N %A % +6<§) (3.11c)
&R.a 69 a1t aefs.T AL ae 6"6,: aeﬂ-‘f
a().-3(@8)H.HEH

\06 ), ®ldan), | a8/ on,

n &°A do| _m oA do| o
A, % oM. 8% |

(3.11d)

Btz o atanlh & 31l

Bp| _ ondol | ot o) aSte( ﬂaf—\ ?9{ __1 J (3.11¢)

Logo, substituindo-se as varidveis adimensionais j& definidas e as derivadas (3.11) nas
equagdes (3.1) a (3.10), obtém-se as equagdes governantes do modelo no plano transformado,

como sdo apresentadas a seguir.

= Equacgio da conservagio da energia

&, 1 8 10(Ved) 1 8f
St T RA, TR @ RA, anla,

R % ] 19% .6 (3.12)

RZ &2 fiq

onde:
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Q,

_nStedA 3, n 84, 3(Ved)  2n raALTat n_ A 8%
*TA. Ot on RA, 8 an  RAC\ B

n RPA, 9% o

_m 0A 5%
R*’A, &0 0dn

* Equagio da conservagio da massa

1 8 14V,
= Enu(RVR)wﬁ-géﬂ——Qm:o (.13)
L
onde:
o =N 04 Vs
= RA, 8 on

» Equagdo da quantidade de movimento na diregdo angular

&V, 1 8 1 8V,* 18P 1 6 (PrR oV,
Ste—2 + Vi Vg )+ e = — + £
or RALan(RR R m T R® RALo‘fn(AL an]
(3.14)
Pr 8%V,
+m76926+?”3+0“*
onde:

VeV VoPr N 2Pr 0V,
R* R* &

‘I"mg =PrAcosf-
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__M A & mnStedA 8V+n6A6V+2nPr(UA]26Va
“‘GRA(BBanA 8t on RA, ® dn RPA B ) on

nPr 8°A, 8V, nPr A, &°V, 2nPr LA
REA Bezér'{ RZA 595951’] RA & on

Equag#o da quantidade de movimento na direg8o radial

&V, 1 8 N AAATER: la[PrRéN]
Ste VR | RV, 2+ e Vo) R
o TRA, YR @ A on KA, onl A, on
(3.15)
Pr 8%V,
T
onde:

V.> V.Pr 2Prév.
¥, =PrAsen0+—— I‘:z Y aee

Ve MPr @A, 8V,
on RPA, 8 on

0 = 0 AVaVy) nStedh, 3V, e (oA, ]2
~“Ra, 0 on A & o R7A,’\ 00

_ nPr 8A, &'V, L 2nPr 8A, 8V,
R°A, 2 060n R°A, 80 on

Sendo A, no caso da agua ser o material de mudanca de fase, dado por:

1,894816

T,
com ¢r: I m
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E para qualquer outro material, A ¢ expresso como:
A=Rad

E as condigSes de contorno pertinentes as equagdes (3.12) a (3.15), que sdo:

$=0

Ve=0}p =0

Vi =0

p=1
V,=0,emmn=0,1>0
V=0

& _,

& s
V, =0 >em9:i~2—,'t>0
E?VRZO

0 J

(3.16)

(3.17)

(3.18)

No caso de fluxo de calor especificado, a condig@o de contorno na superficie do cilindro, 1

= (), ¢ dada pela equaggo (3.19), abaixo.

1
A

i
o

it

°° 3z

Ve remn=0,1>0
V

R;

Finalmente, as condi¢Ses na interface liquido-sélido, s&o expressas por:
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4=0

Ve=0remmn=11>0 (3.20)
Vi =0
2
1] ] o4, LG em n=1, 1>0 (3.21)
(A +1) 0@ A; om ot

Comparando as equagdes (3.1) a (3.4) com as equacdes (3.12) a (3.15), torma-se 6bvio o
aumento do grau de complexidade apresentado por estas ultimas equagdes, resultantes da
aplicacdo da transformagdo de coordenadas para imobilizar a frente de fusdo. Todavia, o fato de
se trabalhar em um dominio de fronteiras fixas compensa este aumento de complexidade, uma
vez que, manipular numericamente expressdes do tipo daguelas representadas pelas equacgdes

(3.12) a (3.15), ndo apresenta nenhuma dificuldade maior de resolucgo.

Nas equagOes (3.14) e (3.15), as parcelas Wan; € Wna contém termos adimensionalizados
oriundos das equagdes (3.3) e (3.4), ou seja, estes termos ja faziam parte das equagdes na forma
dimensional, enquanto que as parcelas Qu € Qg sfo compostas pelos termos que surgiram
devido a aplicag@o da transformacgo de coordenadas, 0 mesmo ocorrendo com as parcelas Qg ©
Qem, relativas, respectivamente, as equacgdes (3.12) e (3.13). Esta divisdo das parcelas foi feita
com o intuito apenas de facilitar a visualiza¢io do efeito da imobilizagdo de fronteira sobre as

equagdes finais do modelo.

Fazendo-se uma anélise fisica dos termos presentes nas parcelas Qcm, Qiig, Qung € Qrag, €

possivel notar que:

i. Os termos contendo a derivada da frente de fusfio em fungdo do tempo
adimensional, representam o movimento da interface solido-liquido que, pelo fato
da fronteira de mudanca de fase agora estar fixa, reaparece embutido nas equagdes

da conservagdo de massa e energia e na equacio da quantidade de movimento.



ii. Os termos onde aparecem as derivadas de primeira ¢ segunda ordem da frente de
fusio com relagio & coordenada angular, 8, bem como, os termos de derivada

cruzada, s3o responsaveis pelo efeito da curvatura da interface liquido-sélido.

A conservagio ou ndo dos termos originados da transformagio de coordenadas nas
equagdes governantes sera discutida no capitulo 5, quando da apresentagio dos resultados obtidos

a partir do modelo acima descrito.

No decorrer deste capitulo foram estabelecidas as equagdes governantes do modelo
matematico em questio, juntamente com as suas condigdes inicial e de contorno associadas, no
novo sistema de coordenadas. Este novo sistema advém da técnica de imobilizagdo de fronteiras
empregada para fixar a interface mével do problema. O passo seguinte sera buscar uma solugdo
para este sistema de equagdes, o que possibilitard, assim, o conhecimento dos campos de
velocidades, pressdes e temperaturas na regifo liquida, bem como, a posi¢éo da frente de fusdo
ao longo do tempo. Sabe-se, todavia, que a solugdo deste tipo de problema s6 podera ser obtida

mediante um modelamento numérico, o qual sera descrito no proximo capitulo.
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Capitulo 4

Andlise Numérica

4.1 Introducio

Este capitulo abordaré o procedimento numérico utilizado para a obtengdo da solugio das
equacgdes diferenciais governantes do problema, ja apresentadas no capitulo precedente. As
equagdes governantes serdo discretizadas pelo método dos volumes finitos, descrito por Patankar
(1980), Maliska (1985) e Versteeg ¢ Malalasekera (1995). O método dos volumes finitos, ou
volumes de controle, consiste primeiramente na divisdo do dominio do problema em volumes
finitos, formando, assim, uma malha computacional. Posteriormente, efetua-se a integragdo, em
um volume elementar, da equagdo diferencial de cada uma das variaveis dependentes envolvidas,
ou seja, a temperatura, as velocidades angular e radial e a pressdo. Assim, a conservagio das
propriedades envolvidas fica satisfeita em cada volume elementar da malha e, consequentemente,
em fodo o dominio de solugdo. Deste procedimento deriva um sistema de equagBes algébricas
para cada variavel do modelo. A partir da resolugio do sistema de equagBes algébricas lineares,

obtém-se, finalmente, a distribui¢io da propriedade no dominio do problema.
4.2 Discretizacio das Equacoes Diferenciais Governantes pelo Método dos Volumes Finitos

Alguns aspectos do tratamento numérico serdo discutidos antes da aplicagdo, propriamente
dita, do método dos volumes finitos nas equagbes que compdem o modelo matematico do

presente estudo.

46



Sendo os problemas de mudanga de fase inerentemente transientes, faz-se necessario
decidir quanto ao nivel de tempo, no qual serdo avaliadas as variaveis dependentes do problema,
ou seja, a temperatura, os componentes do vetor velocidade nas direcbes radial e angular € a
pressdo. Optou-se, na analise do presente estudo, por utilizar 2 formulago totalmente implicita.
No caso da equagdo do balango de energia na interface liquido-sélido, uma formulagdo explicita
sera aplicada, conforme o método sugerido por Sparrow e Chuck (1984), o qual sera descrito na
secdo 4.3, mais adiante. A formulagdo explicita para o balango de energia na interface permite
obter-se uma solugio pelo processo de marcha para frente, por néo precisar da realizagdo de
iteracbes com o campo de temperaturas e velocidades. Segundo Sparrow e Chuck (1984), o
esquema implicito/explicito ndo proporciona nenhuma limitagdo no passo de tempo da solugdo

numeérica.

A figura (4.1) mostra um volume de controle elementar da malha no plano transformando.
O ponto interno P, situado no centro do volume de controle elementar, é limitado pelas faces e,
w, n e s, representadas pelas linhas tracejadas na figura (4.1), € possui como vizinhos, os pontos
leste, oeste, norte, sul, nordeste, sudeste, noroeste € sudoeste, representados, respectivametite, por
E, W, N, 8, NE, SE, NW ¢ SW. Assume-se, no método dos volumes finitos, que o ponto P €
representativo de todo o volume no qual ele esta situado. A denominagio P € referente aos pontos
internos da malha, ndo estando ai incluidos aqueles pontos que se encontram sobre as fronteiras
do dominio. Estes pontos serdo referenciados como pontos de fronteira. Uma vez que tais pontos
recaem sobre a face de um volume de controle interno, adjacente 3 fronteira do dominio, estando,
desta forma, diretamente relacionados as condi¢des de contorno do problema, ndo se faz
necesséria a obtengio de uma equagdo discretizada para os mesmos. Portanto, as condi¢des de
contorno de temperatura ou fluxo de calor especificados podem ser implementadas diretamente

na equagio discretizada para o ponto do volume, sobre a face do qual o ponto de fronteira se

encontra.

O volume de controle, mostrado na figura (4.1), sera referenciado, daqui por diante, como
volume de controle principal. O motivo de tal denominag8o serd entendido mais adiante, quando

forem realizadas as integragdes das equagdes da quantidade de movimento nas direcdes radial e

angular.
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Em seguida, serd feita a descrigio detalhada do procedimento numérico, partindo das
equagDes diferenciais da conservagio da massa e energia, e nas equagbes da quantidade de
movimento, nas diregGes radial e angular, no plano transformado, até a obtencgdo do sistema de

equagbes discretizadas para cada uma das variaveis dependentes.

%a1,

{Oa),,

Figura 4.1 — Representagio de um volume de controle

elementar da malha computacional no dominio transformado.

4.2.1 Equaciio da Conservacio da Massa

A equagio da conservagio da massa no plano transformado € dada pela expressdo (3.12),

reescrita abaixo:
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1 © 1 0V, M
—(RVy )+ g =
RALEm(RR)Rae RA,

4.1

A expressdo acima serd integrada no volume de controle principal, mostrado na figura

(4.2), como ilustra a equagdo (4.2):

n A, &V,
RA, 8 on

? f RV, RdBALdmﬁ—é%RdeALdn: ” Rd6A, dn

)
RA, On

Figura 4.2 — Volume de controle principal para a discretizagdo

da equag3o da conservacdo da massa.
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Apesar da figura (4.2) representar 0 mesmo volume de controle principal mostrado pela
figura {(4.1), decidiu-se apresenta-la também apenas por uma questio de melhor visualizagio dos

fluxos de massa que atravessam as faces do volume.

Para resolver as integrais do lado esquerdo da equacio (4.2) assume-se que o valor da

componente angular do vetor velocidade, V,, ¢ uniforme ao longo das faces e e w, ¢, de forma
similar, a componente radial, V;, € uniforme nas faces n e s. No caso da integral do lado direito

da equagfo (4.2), caracterizado como um termo fonte da equagdo da conservacdo da massa,
segundo o método dos volumes de controle, tem-se que este termo deve ser avaliado de forma
que as variaveis nele contidas, prevalegcam uniformemente em todo o volume de controle. Esta
hipétese serd utilizada para as integragdes dos termos fonte das demais equacdes governantes do
modelo. Procedendo de acordo com tais suposigdes, obtém-se como resultado da integragio da

equagdo (4.2), a seguinte expressio;
(RVR )n A@ - (RVR )s Ae + (VB)cALAn - (VB )w AI. An = Tch (43)
onde TF., representa a integragio do termo fonte no volume de controle principal. A derivada da

componente angular da velocidade, contida neste termo, foi avaliada por diferengas centrais. A

expressdo discretizada do termo fonte é dada por:

Nk dA ) 1 (VB )NE “(Ve )sg (Ve )NW "(Ve )sw
e ™ RP(AL)p[ B J 5[ Zn | 2o }W" @

com o volume do volume de controle sendo dado por V, =RABA An. O indice P significa que

as variaveis s&o avaliadas no ponto central do volume de controle, representando todo o volume.

As parcelas do lado esquerdo da equag8o (4.3), representam os fluxos de massa nas faces
do volume de controle principal, nas dire¢Ges radial ¢ angular, claramente observados através da
figura (4.2). Assim, a equagdo (4.3) pode ser reescrita em uma forma mais compacta, sendo dada

por:
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F,-F,+F,-F, =TF 4.5)

cm

onde:
F, =(V,).A A0 (4.63)
F, =(V,), A A0 (4.6b)
F, =R, A0(Vy), (4.6¢)
F, =R, A8(V, ), (4.6d)

4.2.2 Equacdo da Conservacio da Energia

A equagdo da conservagdo da energia no plano transformado, dada no capitulo anterior, ¢

&, 1 0 1aVe)_ 1 o(R &) 1aflab), o
Ste~5€+RAL&n(RVR¢)+R e _RALan(AL aJ%ae(.aae]“‘“th (4.7

com , sendo o termo fonte contendo as parcelas oriundas da transformagdo de coordenadas,

ou seja:
o _MStedA 2 m 9A oVed), 2n (aAI_T_Qg_ n_ A 8%
T A ot on RA, 8 on RA\ 20 ) an RIA, 6° on
(4.8)
_m_A o
R’A, 80 89dn

A integracio da equagdo (4.7), no volume de controle principal e no tempo, € expressa por:
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T+AT At en AT & 1

] j'uIStedeea dndt+ | | j———-%-r-{-kdeA dndt+ | | J‘—mé-é-—RdeA dndt =
P Tows L T WS

(4.9)
TT?QHQRdBALdnd‘c

5

Os termos J, e J;, na equagdo (4.9), representam o fluxo total atravessando as faces do

volume de controle nas diregdes radial e angular, respectivamente, ¢ é dado pela soma dos fluxos

convectivo e difusivo, como mostra as expressdes abaixo:

I, =RV, -2 (4.10)
A, o
1 3
= ——t 4.10b
Jo = Vab— oo (4.10b)

De forma analoga ao que ja foi mencionado na segdo 4.2.1, para efetuar a integragdo dos

termos do lado esquerdo da equagdo (4.9), assume-se que os fluxos J. e J, sdo uniformes ao

longo das faces e, w, na diregfio angular e n e s, na dire¢do radial. Em relacio ao termo transiente,
a integraggo ¢€ feita no intervalo de tempo de 1 a t© + At, considerando o valor da temperatura, ¢,
uniforme em todo o volume de controle. Sendo assim, o resultado da integracfio da equacio (4.9)

¢ dado por:

SteV, [, — 92|+ (7, -3, )A0AT+(7, -3, )A, AnAt = TE, At @.11)

O termo do lado direito da equagdo (4.11) contém o resultado da integragdo do termo fonte

Q,,, equagdo (4.8). Utilizou-se o esquema de diferencas centrais para discretizar as derivadas de

primeira ordem e derivada cruzada da temperatura em relacio a coordenada radial, n, contidas

nas parcelas que constituem o termo (), . Como ja foi mencionado na segio 4.2.1, as varidveis
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presentes em £, s3o avaliadas no ponto central do volume de controle, representando, assim,

todo o volume.

Na equagdo (4.11), o termo ¢; representa a temperatura no instante de tempo anterior, T,
enquanto todos 0s outros termos nos quais nio aparece nenhum sobrescrito, sdo avaliados no
instante de tempo seguinte, © + At, conforme a formulacio totalmente implicita adotada na

analise numérica do presente trabalho, j4 mencionada anteriormente.

Apos obtida a expressdo resultante da integragéo da equagio diferencial da conservagdo da
energia, equagdo (4.11), pode-se rearranja-la em uma forma mais adequada dividindo por At, de

modo que:

S*:fP o, — 021+ @, _3)+(,-T,)=TFu (4.12)

Agora, multiplicando-se a equagdo (4.5), equagdo discretizada da conservagdo da massa,

pela variavel ¢, e, em seguida, subtraindo-a da equagdo (4.12), acima, advem que:

Stev,
At

[¢P - é; ]+ [Jn ‘“Fnd}?]— [Js - Fs¢? ]+ [}c - Fe(bP ]" [Jw - Fwd’P ] = TF]iq (4 13)

O procedimento realizado acima faz-se necessario uma vez que a equagio da conservagao
da energia foi integrada na sua forma conservativa, o que é, de acordo com Patankar (1980), a

metodologia mais conveniente para 0 método dos volumes finitos.

Patankar (1980) dispds as parcelas do lado esquerdo da equagdo (4.13), que contém o0s

fluxos totais, J, nas faces do volume de controle, da seguinte forma:
R “Fn¢p :aN(d)P "¢N) (4'143)

J, —Eds :as(¢s“¢p) (4.14b)
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}e -Fe¢E = aE (d)? —_¢E)

Jw '_Fw¢w maw((bw "‘bp)

(4.14¢)

(4.14d)

sendo as expressOes para os fluxos massicos, F, Fu, F, € F,, similares dquelas presentes nas

equagdes (4.6) e os coeficientes ay, as, ag € aw, dados por:

a =D,A(R,))+|-E,,0|

a; =D A(P,

ay =D, AP, |)+|E,.0

as =D.A(P,

)+[-F.0

)+ [E.of

(4.15a)

(4.15b)

(4.15¢)

(4.15d)

Nas equagdes (4.15), o nimero de Peclet, P, definido como a relagdo entre o fluxos

convectivo e difusivo, e os termos difusivos, Dy, Ds, D, e Dy, sdo expressos, respectivamente,

por:

_ R_A8
i (AL )n AT]

_ R.AB
: (AL )s An

A An
° R.A6

&
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p, = 2LAn (4.16d)

A funcio A(IP), presente nas expressdes (4.15), introduz, de forma genérica, nas equagles

(4.14), o esquema de interpolagdo para os termos convectivos e difusivos. Neste estudo, optou-se
por utilizar o esquema Power-law, descrito por Patankar (1980). A fungdio de interpolagao para o
esquema Power-law ¢ dada por:

A(P))=max]o, (-1 (4.17)

A expressdo acima significa que a fungéo de interpolagio sera dada pelo maior valor entre

0 e o termo (1-0,1P|) .

Com isto, a equagdo (4.13) é, finalmente, disposta na forma discretizada, como segue.

apd, =ayby +asds +azbs +aydy +b (4.18)
onde:
ap =ap +ay +a5+a; +ay (4.19)
2l = SteVp (4.20)
At
b=adds +TF,, 4.21)
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4.2.3 Equacio da Quantidade de Movimento nas Direcdes Angular e Radial

A discretizagdo das equagdes da quantidade de movimento nas diregdes angular e radial
seguem basicamente o mesmo procedimento ji descrito na se¢fio 4.2.2. Todavia, a localizaggo
dos componentes do vetor velocidade no volume de controle elementar da malha computacional
ndo sera a mesma utilizada anteriormente para a temperatura. No caso desta ultima propriedade, a
sua localizagdo se deu no centro do volume de controle principal. O campo de pressdes, como
sera visto na se¢@o 4.2.4., também deverd ser armazenado da mesma forma que o campo de
temperaturas. Devido ao forte acoplamento existente entre a pressio e a velocidade, surge a
dificuldade quanto a escolha de onde armazenar os componentes do vetor velocidade na malha
computacional. Pois, de acordo com Patankar (1980), armazenar o campo de velocidades e o de
pressGes no mesmo ponto da malha implica na possibilidade de ocorrer campos de pressdes
oscilatorios, que sio fisicamente irrealistas, Uma forma de evitar tais solugbes erréneas é
localizar os componentes da velocidade nas faces do volume de controle principal, entre dois
pontos de press8o, gerando assim uma malha deslocada para o campo de velocidades. Isto
proporciona estabilidade ao acoplamento pressio-velocidade, uma vez que o gradiente de pressio
passa a ser a forga motriz da velocidade armazenada num ponto intermedidrio a este gradiente.
As figuras (4.3) e (4.4) ilustram, respectivamente, os volumes de controle deslocados para

integragdo das equagdes diferenciais da quantidade de movimento para as velocidades V, e V; .

Para facilitar a indexacdo dos componentes do vetor velocidade em relagio ao volume de
controle deslocado, ¢ consequentemente a toda a malha computacional, sera assumido o seguinte:
os componentes do vetor velocidade, V, e V,, em seus volumes de controle deslocados,
respectivamente nas dire¢Ses angular e radial, recebem o indice do ponto ao qual elas se
direcionam. Por exemplo, no caso da figura (4.3), a componente angular que se encontra no
volume hachurado, esta na posigio intermediaria entre os pontos P ¢ W, se dirigindo ao ponto P
{os pontos P, E, W, N, §, NE, SE, NW ¢ SW estfo dispostos nas figuras (4.3) e (4.4) com
relagdo ao volume de controle principal). Neste caso, a componente angular receber o indice P,

ou seja, (V). Ainda pela observagio da figura (4.3), existe uma outra componente angular na

dire¢do do ponto E, assim, esta recebe a indexagio da forma (V,); .
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Em relagdo a componente V,, a forma de indexagio é similar. Procedendo desta maneira,
torna-se mais facil o controle dos indices em termos computacionais, pois a varidvel que ¢
integrada em um volume de controle deslocado em relagdo ao volume de controle principal,
recebe o mesmo indice da variavel que esté no ponto central deste ultimo. E importante salientar

que os indices so representados pelas letras maiusculas, se referindo sempre aos pontos da malha

e nio as faces do volume de controle principal.

Figura 4.3 —Volume de controle deslocado para a componente

da velocidade na diregdio angular, V.
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Figura 4.4 —Volume de controle deslocado para a componente

da velocidade na direcio radial, V.

O procedimento para a obtengfio das equacgOes discretizadas para os componentes angular e

radial do vetor velocidade sdo andlogos. Portanto, as velocidades V, e V; serdo representadas

pela variavel genérica ©@ e as equagles (3.13) e (3.14) podem ser reescritas de forma mais

compacta como:
Steé@—+ ! E“(RVRG))-% : 6(V9®)2 1 9 (PFRQQ .,.ii[ff.@}
&t RA, on R ® RA (A dn) RB\R P (4.22)

onde o termo S, no caso da componente angular, é dado por:
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s=—~P ¢ 10
R 0

" (4.23)
com,
VoV, V,Pr 2PrdV,
¥, =PrAcosd- ?RRM ;2 R GGR (4.24)
o - M OA 3P mStedh OV, n 84 8v,* wi_2~q:pr (aALTaVe
"*RALaeanA &t én RA. 8 dn RA\ ) on
(4.25)
_ mPr 8°A, 8V, nmPr 0A 0°V, 2nPr 0A, Vy
R2A, 80* 6n R?A, & 086n R’A.° 88 on
e para a componente radial, S pode ser escrito como:
1 &P
S=————+¥_, +Q 4.26
A, o rad (4.26)
onde ¥_, e Q_, séo dadas na forma:
V,) ViPr 2PréoV,
¥, =PrAsenf+ ]: - ;2 — R 689 (4.27)
o —_M 08 8(VeVy) mStedA, 8Vy . 2mPr (aai}z &V, mPr 8*A, 8V,
= RA, O A, 8t én R\ ) ém RPA, B on
(4.28)

_ nmPr 8A, &'V . 2nPr 8A, &V,
R’A, 00 200m R’A, & on

Sendo A, no caso da agua e de qualquer outro material de mudanca de fase, expressos
respectivamente, por:
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1,854816

A=Ra,, l‘b“(brz

A=Ra¢

Integrando a equaglo (4.22) nos volumes de controle deslocados, figuras (4.3) e (4.4),

respectivamente, para os componentes V, e V;, tem-se de forma genérica que:

TT ﬁ Ste%(juRdGALdnd't +

]

T+AT e n

T

AT e n 1 ™ATE N

[ J'—R——Am?a-;“-‘—RdeA dndi+ | | '[-mdeeA dndt=

T WS L th

SRdOA, dndt
Il

w s

onde os fluxos totais, nas diregSes angular e radial, sdo:

I = PrR 8G
i A, &n
Pro@
I, =V0-—F+
R &6

Como resultado da integrago da equagdo (4.29), vem que:

SteV,[@, @2 ]+ (7, - 7,)A0A7+ (1, T, )A, AnAt=TF At

onde TF para os componentes V, e V;, é dado, respectivamente, por:

TFue =~(B; —P,)A, An+TE,,
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(4.30a)

(4.30b)
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TFaa =—(P, — P, )RAO + T, (4.33)

As parcelas TFayg € TFng, nas equagdes (4.32) e (4.33), contém o resultado da integragéo

dos termos fonte ¥, Q_ ., ¥, ¢ Q ., dados, respectivamente, pelas equagdes (4.24), (4.25),
(4.27) e (4.28). A discretizagio das derivadas contidas nos termos ¥, Q. e ¥, foi feita de
forma analoga aquela realizada para a equagio (4.8), descrita na segéo 4.2.2. No caso do termo

Q.. as derivadas da forma = representam a derivada de V, na propria diregio da

componente da velocidade, diferentemente daquelas para V,, nas quais as derivadas espaciais
sio relativas 4 diregiio perpendicular & componente V,. Assim, as derivadas espaciais de primeira

ordem de V, foram discretizadas pelo esquema de diferencas para tras (backward) e a derivada

Z
V. e \ .
. foi discretizada por diferengas centrais.

cruzada dada por 0

Dividindo, entdo, a equagio (4.31) por AT, obtém-se:

SteV,

o lo.-e:]+ (1, -1,)+¢.~7,)=TF (434)

E importante deixar claro, antes de proceder com o préximo passo da discretizagio, que a
equacio da conservagdo da massa integrada nos volumes de controle deslocados para os
componentes V, € V,, resultam em expressdes anélogas aquela dada pela equacdo (4.5). Assim
sendo, para evitar descrever procedimentos similares aos que ja foram discutidos, a equagdo (4.5)
sera referenciada como uma forma generalizada da equacgfo discretizada da conservagdo da
massa, independentemente da varivel ter sido integrada no volume de controle principal ou
deslocado. Desta forma, dando prosseguimento a discretizacdo das equagdes diferenciais da

quantidade de movimento, tem-se que da multiplicagio da expressio (4.5) pela varidvel ©, e,

posterior, subtragio da equagdo (4.34), resulta:
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SteV,,
At

[®P “®;]+ [}n _Fn®P]*[Js _FS@P]+[J= —Fe®P]m[Jw "Fwep]: TF (4-35)

Utilizando o esquema Power-law para a interpolacio dos termos convectivos e difusivos,
como ja foi discutido na seg¢do 4.2.2, as equagles discretizadas para os componentes angular e

radial da velocidade sdo explicitadas pelas expressdes:
ap (Ve )p =ay(Vs )N +a5 (Va )s +ag(V, )E +ay(V, )w - (PE -B; )ALATI +D g (4.36)
2, (Ve)o =2 (Ve )y +25(Va)s +26(Ve); +25, (Ve )y — (B, ~BJRAG+D,, (4.37)

Nas equagBes (4.36) e (4.37), os coeficientes ax, as, ag, aw, a; € ap sdo idénticos aqueles

apresentados pelas equagdes (4.15), (4.19) e (4.20). Ja os termos difusivos, De, Dw, Da € D,

similares para ambas os componentes da velocidade, sdo dados por:

_PrA An

D 4.38a
*  R,A8 ¢ )
p, =fra.an (4.38b)
R, A6
p =TrR,A8 (4.380)
(AL )n Aﬂ
Ds = M_ (4.38d)
(Ai. )s An
Os termos fonte bag € brag para as equagdes (4.36) e (4.37), sdo, respectivamente,
by =a5(Ve)s + TE,, (4.39)
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b, =as(Vy L +TF,, (4.40)

4.2.4 Campo de Pressdes

Na resolugdo das equagdes da quantidade de movimento, escritas em termos das varidveis
primitivas, surge o problema do acoplamento entre a pressdio e a velocidade, como ji foi
supramencionado. Alguns métodos foram desenvolvidos para tratar este acoplamento, dentre os
quais, optou-se neste estudo por utilizar o SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure-Linked
Equations), desenvolvido por Patankar e Spalding (1972). O objetivo dos métodos que tratam do
acoplamento pressdo-velocidade, tal como o SIMPLE, € determinar um campo de pressOes que
quando substituido nas equagdes da quantidade de movimento, origine um campo de velocidades
que satisfaga a equagdo da conservagdo de massa. O procedimento do método SIMPLE ¢ descrito

abaixo.

1. SejaP o campo de pressdes correto, o qual, ao ser introduzido nas equacdes da quantidade de
movimento, gera campos de velocidades, V, e V;, que satisfazem a equacdo da conservagéo
da massa. Pode-se, entdo, escrever as equagles da quantidade de movimento discretizadas

para os componentes V, ¢ V., nas faces do volume de controle principal, mostrado na

figura (4.2), como:
a. (Vo). = 2.2, (Ve), +0+ (B - P )A, (4.41a)
a, (Vo) = X a2, (Vo) +b+(Py - P )A, (4.41b)
2,(Va), = 2 25 (Ve )y +0+(Bo ~Py)A, (4.410)
a,(Va), =D au(Ve), +0+(Ps— P, )A, (4.41d)

onde (V,), e (V, ), representam , respectivamente, as velocidades dos pontos vizinhos nas
diregdes angular e radial, e a  , os seus relativos coeficientes.
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Por outro lado, se um campo de pressdes estimado, P, for introduzido nas equagdes da
quantidade de movimento, serfio obtidos campos de velocidades V, e V, incorretos, ou seja, que
ndo satisfazem a equacdio da conservacdio da massa. Equages discretizadas similares aquelas

apresentadas pelas equagdes (4.41), sdo obtidas para V, e V,, como segue.
3 (Vo) = Tan (V) +o+ 6, -2 )a, (4.422)
2. (V,), =S 2. (%), +b+ (B, B A, (4.42b)
2, (0, ), =S a, (¥ ), +b+(B. - B, Ja, (4.420)

a,( ) =T 2, (0 ), +b+B, -5, A, (4.42d)
O método sugere para a determinagdo da pressdo correta P, uma expressio da forma:
P=P+P (4.43)
onde: P ¢ o campo de pressGes estimado e P’ ¢ denominado de corregdio do campo de pressdes.

De forma similar, expressbes para as velocidades corretas, V, e V., podem ser

representadas por:
Vo=V, +V, (4.44a)
Ve =V, +V (4.44b)

sendo: Vg e Vy, respectivamente, as correges das velocidades nas diregSes angular e radial.



Subtraindo-se as equagdes (4.42) das (4.41), para as componente da velocidade em cada
face do volume de controle, obtém-se, de acordo com as equagBes (4.44), expressdes para as

corregdes das velocidades, V; e Vi, uma vez que:

V-V =V
Ve Ve =V,

Desprezando as parcelas referentes as velocidades estimadas dos pontos vizinthos, V), e

(V}; ) , » nas expresses obtidas para Vg e Vy, e, em seguida, substituindo as equagbes resultantes

em (4.44), advém que:
V.), = (¥, ). +d.@ - ) (4.452)
o), =(%%), +d. @ - B (4.45b)
(Va), = (Ve ). + . -B}) (4.450)
o), = (V% ) +4, @ -B)) (4.45d)

sendo: d,, d, d, e d_, dados pelas expressdes:

4, =2
ae

dw :_—..é..?.."..,
a
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d, ===
an
g, =2
a

onde Ae, Aw, An ¢ As s3o as dreas onde a diferenca de pressdo age, € R, Aw, An € A5 OS

coeficientes dos componentes das velocidades nas diregSes angular e radial, V, e V;, nas faces

do volume de controle.

Apds obtidas as expressGes para as velocidades corretas em termos das corregbes da
pressdo, equagOes (4.45), pode-se integrar a equagio da conservacio de massa, equagio (4.1), no
volume de controle principal ilustrado na figura (4.2), para encontrar uma equacdo discretizada
para o campo de pressdes. A integragio da equacBo (4.1) ja foi realizada na segio 4.2.1,

resultando na expressdo (4.3), reescrita abaixo.
RV, ), 46— (RV; ), 40 +(V,), A, An~(V, ), A, An = TE,
Substituindo-se, entdo, os componentes das velocidades nas dire¢des angular e radial, dadas

pelas equagfes (4.45), na expressdo acima, obtém-se a equacgio discretizada para a corregio do

campo de pressdes:

a P, =a, Py +aP;+a P +a,P; +b (4.46)
onde:
a; =d AnA, (4.47a)
ay =d,AnA; (4.47b)
a, =d R_A6 (4.47¢c)
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a, =d,R,A0 | (4.47d)

b= {0, (%L Jama, + [ ) =, - (%) R, o) 7, @49)

4.3 Balanco de Energia na Interface Liquido-Sélido

O balanco de energia na interface liquido-sélido foi calculado explicitamente utilizando o

método sugerido por Sparrow e Chuck (1984). Este método se baseia no seguinte procedimento:

1. Supondo conhecido o valor da espessura da camada liquida, A , e a distribuigdo de

temperaturas no instante de tempo anterior, 1, a equagdo discretizada do balango de energia

na interface liquido-sélido pode ser avaliada explicitamente, como segue:

oA,

- __m_];______aAL ’ _ _l__h d}m"’ém-]
Pl [ ) “*

sendo: ¢, a temperatura da interface liquido-solido, ¢ $m1, a temperatura do ponto anterior,

referente ao ultimo volume de controle da malha na direcdo 7.

. Conhecidos os valores da espessura da frente de fusio e da sua derivada temporal em T,

~ . o At .
calcula-se, entdo, o valor de A; para um passo de tempo intermediario, 'c+—2—. Assim, tem-

se que:

Al =4, +(6AL] A (4.50)
2z T
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3. Calculado o valor de AL]T ,&t, pode-se determinar a derivada temporal da frente de fusdo no
2

At . . NI At |
tempo ’c+-~‘_—2-~, considerando a hipdtese que a distribuicfio de temperaturas em 't-+~~—2£ ¢a

mesma dada em t. Dai:

2
OAL 1 ©A 1 ¢, — b
z | ] | ek Y e m.__Tml 4.51

Ot |40 [(AL +I) 0 ]Héﬁ [AL Jﬁﬁ LA 4 ( )
2 2 z

T
2

4. Finalmente pode-se obter o valor de A, no tempo atual, ©+ Az, pela expressdo:

AL i-rm: = ALL +(a§: J At At (452)

Na resolugdo do sistema de equagdes discretizadas para as varidveis dependentes,
temperatura, componentes angular e radial do vetor velocidade e pressdo, faz-se necessario o
conhecimento explicito em cada intervalo de tempo do valor da espessura da camada liquida e da

sua derivada temporal, as quais s80 determinadas pelo procedimento acima, bem como, das suas
oA 3*A ) .. ..
BBL e ——é-o;z—l"— As derivadas espaciais de primeira e segunda ordem

sdo aproximadas por diferencgas para frente (forward) e centrais, respectivamente, como mostra as

derivadas espaciais, ou seja,

expressdes abaixo.

aAL = AL (I ”9’1)_ AL (I)
5.3 50

8°A, A (I-D-2A,(D+A4, (1+1)
9’ A?
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4.4 Solucéo Inicial para a Simulacfio Numérica

A solugio numérica de problemas de mudanga de fase que utilizam o método de
imobilizagio de fronteira apresenta uma dificuldade no inicio do procedimento computacional
devido a singularidade que tal método causa nas equagbes governantes no tempo T = 0. Esta

singularidade advém do fato que o valor da espessura da camada fundida (solidificada) ndo pode

s . . . o . 1 -
ser nula no inicio da simulagio, devido a existéncia de termos do tipo 1 nas equagdes
L

governantes. Assim para que se possa proceder a simulagio numérica, faz-se necessario assumir
inicialmente a existéncia de uma delgada camada de material fundido, bem como, uma

distribuigo de temperaturas para o dominio do problema.

Uma maneira de contornar este tipo de dificuldade é assumir que a camada de material
fundido (solidificado) equivale a uma pequena porcentagem do raio do cilindro para simular uma
espessura inicial, como admitido nos trabalhos de Sparrow et al. (1978b), Ho e Viskanta (1984a),
Lacroix (1989) e Wu e Lacroix (1993). Outro procedimento bastante usual é a utiliza¢lo de uma

solugdo analitica exata ou aproximada para este inicio do processo.

No presente estudo utilizou-se como soluggo inicial da simulacio numérica, para o caso de
temperatura especificada na superficie do cilindro, a solugdio de Stefan que € uma simplificacdo
da solucdo exata de Neumann para problemas de fase unica, descrita em Lunardini (1991). A
solugdo de Stefan é baseada na aproximagio de regime quase-permanente, o que ¢ equivalente a
dizer que, para o caso da fusdo, o material de mudanca de fase absorve apenas calor latente,
apresentando uma distribuigdo linear de temperaturas. Assim, para um problema de fusfo em
uma placa plana com temperatura especificada na superficie, a equaglio da energia em regime

permanente ¢ dada por:
o*T
onde a variavel espacial x é relacionada ao raio, na geometria cilindrica, pela expressdo:

69



(4.54)

Como a camada inicial de material fundido ¢ considerada muito delgada, apenas para nédo
existir a singularidade nas equacSes governantes, é absolutamente razoavel se utilizar, para este

estudo, uma solugdo inicial simplificada para o caso de uma placa plana.

As condigOes de contorno na superficie da placa e na interface liquido-solido sdo expressas

por:
T=T, emx=0 (4.55a)
T=T,emx=x, (4.55b}
wk%mpl, a;z em X =X, (4.55¢)

onde x, ¢ a espessura da camada liquida.

Assim, integrando a equagfio (4.53) e substituindo as condigdes de contorno (4.55a) e

(4.55b), tem-se que o perfil de temperaturas é explicitado como:

7=Ua=T)y T, (4.56)
XL

Substituindo a derivada espacial da temperatura no balango de energia na interface,

equagdo (4.55¢), resulta:

(Tm _To) _:___PL de

4.57
X, k dt 457

Integrando a expressdo (4.57), no espago e no tempo, advém:
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x, =/2Steatt (4.58)

As equacgdes (4.57) e (4.58) serdo adimensionalizadas de forma similar aquela feita na

segdo 3.1.3, do capitulo 3. No caso da variavel x, a sua adimensionalizagio € dada por:

=il (4.59)
I.C!
ou ainda,
X=14, (4.60)

Finalmente, tem-se que as expressdes adimensionais para a distribuig3o de temperaturas e a

espessura da camada liquida, no inicio da simulagéo numérica, sdo representadas por:

A =+2t (4.62)

No caso da condigio de contorno ser de fluxo de calor especificado, admitiu-se que a
espessura inicial da camada de liquido fundido era igual a 1% do valor adimensional do raio do
cilindro. Considerou-se ainda que todo o material de mudanga de fase encontrava-se inicialmente

na temperatura de fuséo.
4.5 Algoritmo da Solu¢io Numérica

O algoritmo numérico para a resolugdo do sistema de equagdes algébricas obtidas pelo
método dos volumes finitos para determinar os campos de temperaturas, velocidades e pressdes,

bem como, a posi¢do da interface solido-liquido em cada intervalo de tempo, serd descrito

abaixo.
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. Defini¢do dos parimetros numéricos e geométricos, tais como:

namero de volumes de controle em cada diregio.

passo de tempo.

tempo maximo do processo. O fim do programa ocorre quando 0 tempo méximo
adimensional para o processo de fusdo é alcancado.

Critério de convergéncia dentro do passo de tempo para cada variavel de célculo.

. Definigdo dos par@metros fisicos: nimero de Rayleigh, Stefan e Prandtl.

Célculo da distribuigdo inicial de temperaturas e posi¢iio da interface através das equacgOes
(4.61) e (4.62).

. Determinagfo da nova posigio da frente de fusfo através do balango de energia na interface,

utilizando as equagles (4.49) a (4.52), para o tempo T + AT.

. Resolugdo do sistema de equagBes algébricas, dado pelas equagBes (4.36) e (4.37), para

avaliar o campo de velocidades, V; e V.. A solugdo do sistema de equagbes algébricas

lineares, para todas as varidveis de célculo, foi determinada utilizando-se o método TDMA
linha-a-linha (7ri-Diagonal Matrix Algorithm).

. Calculo do campo de corregOes da pressdo através da equacio (4.46).

. Corregiio dos campos de velocidades e pressdes, utilizando, respectivamente, as equagdes
(4.45) e (4.43).

. Determinago da distribuigio de temperaturas através da resolugdo do sistema de equagBes

algébricas, dado pela equacgio (4.18),

. Verificagfo do critério de convergéncia para as varidveis dependentes, isto €, temperatura e

componentes angular e radial do vetor velocidade, dentro do passo de tempo.
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10. Se as trés variaveis respeitarem o critério de convergéncia para todos os pontos da malha,
entfio, o passo de tempo é incrementado, retornando-se, em seguida, ao item 4, até que 0

tempo maximo do processo seja atingido.

11. Caso o critério de convergéncia nio seja respeitado por pelo menos uma das variaveis,

retorna-se ao item 5, sem incrementar o passo de tempo, até alcangar a convergéncia.
Um fluxograma do algoritmo numérico pode ser visto na figura (4.5), abaixo.

A partir da resolucdo do sistema de equagdes discretizadas deduzidas neste capitulo, para
cada uma das variaveis do modelo, pdde-se obter resultados para o problema de mudanga de fase
em estudo. Sendo possivel com isto avaliar a influéncia de pardmetros como o nimero de
Rayleigh e Stefan sobre o processo. Os resultados obtidos serfio apresentados no capitulo
seguinte, juntamente com algumas comparagbes com resultados disponiveis na literatura para

problemas similares ao do presente trabalho.
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Figura 4.5 — Fluxograma do algoritmo numérico.
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Capitulo 5

Resultados e Discussio

5.1 Introducio

A partir do tratamento numérico aplicado as equages governantes do modelo matematico
apresentado neste estudo, foi possivel obter resultados para o problema de fusdo envolvendo a
convecgdo natural na fase liquida. Este capitulo busca, desta forma, primeiramente validar os
modelos matematico e numérico propostos, através da comparagdo com outros estudos similares
disponiveis na literatura, e, posteriormente, apresentar os resultados auferidos com © presente
modelo para a simulagdo do processo de fusio em sistemas de armazenamento com tubos

horizontais.
5.2 Consideracdes Gerais para a Simula¢do Numérica

Consideragdes acerca dos termos fonte derivados da técnica de imobilizagio de fronteira,
bem como a definicdo de parémetros fisicos e geométricos, da malha computacional, dos critérios
de convergéncia para as variaveis dependentes e do passo de tempo, serao apresentadas a seguir.
A partir da simulagio numérica do problema sera possivel obter resultados, com os quais poder-

se-4 avaliar o desempenho de sistemas térmicos em fungio das variaveis envolvidas no processo.
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5.2.1 Anailise dos Termos Fonte

Reportando-se aos capitulos 3 e 4, os quais descrevem o modelamento matemético e
numeérico, respectivamente, observa-se que todo o equacionamento do problema em estudo foi
feito levando em consideragdo os termos fonte originados da transformacgio de coordenadas,
dados pelas parcelas Qem, Qug, Qang © Qrag, j& apresentadas e discutidas nos supracitados
capitulos. A conservagio ou ndo destes termos nas equagdes governantes do plano transformado,

sera agora analisada.

Devido ao grande nimero de termos fonte acrescidos as equagdes governantes apds a
aplicagdo da técnica de transformacio de coordenadas, tornou-se complexa a tarefa de discretiza-
los de forma adequada no modelo numérico. Cada um desses termos, ou um conjunto deles,
relacionados a uma determinada varidvel dependente, exige interpolaces especificas e
adequadas. Um exemplo de termos fonte de dificil tratamento, segundo Maliska (1995), ocorre
quando a varidvel que aparece no termo fonte de uma determinada equac8o € a variavel principal
de outra equagdo. Neste caso a complexidade é bem maior do que naquele onde se tem termos
fonte relacionados com a variavel principal da propria equagdo na qual ele esta contido. Termos
fonte com ambas as caracteristicas comentadas acima, dentre outros, aparecem no presente

modelo.

Observa-se que nos trabalhos existentes na literatura que utilizam a transformago de
coordenadas e, consequentemente, se deparam com termos desta natureza, a conservagio ou ndo
destes termos ¢ motivo de questionamentos. No estudo de Sparrow et al. (1977), ja comentado na
revisdo da literatura, os termos surgidos devido & transformacg@o de coordenadas foram todos
eliminados, os quais, segundo o0s autores, certamente afetariam desfavoravelmente a
convergéncia do modelo. Em alguns outros trabalhos, como Gadgil e Gobin (1984) ¢ Benard et
al. (1986), para o processo de fusdo em uma cavidade, estes termos também foram eliminados.
De acordo com Benard er al. (1986), o método numérico fornece bons resultados com a
eliminaco dos termos relacionados a mudanca de coordenadas, para valores do niimero de
Stefan menores do que 0,2. Por outro lado, Ho e Viskanta (1984b) e Okada (1984), em estudos
similares ao de Gadgil e Gobin (1984) e Benard ef al. (1986), optaram por conservar todos os

termos ortundos da transformagdo de coordenadas. Todavia, segundo Yao e Prusa (1989), mesmo
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com a conservagio destes termos, os resultados de Ho e Viskanta (1984b) ndo se mostraram
melhores do que aqueles obtidos por Gadgil e Gobin (1984) e Benard et al. (1986). Entretanto, os
resuttados numéricos auferidos por Okada (1984), para a posi¢io da interface, se ajustaram muito
melhor aos seus resultados experimentais na parte superior da cavidade, do que no caso de
Benard ef al. (1986) para uma comparagdo andloga. Na solugio numeérica para o mesmo tipo de
problema, porém, estudando outro tipo de geometria, no caso o fendmeno fisico ocorrendo dentro
de um cilindro horizontal aquecido, Saitoh e Hirose (1982) relataram ter encontrado uma forte
instabilidade numérica, quando da conservagdo deste tipo de termos. Como pode-se ver, existem
discordancias entre os diversos estudos quanto 2o erro introduzido nos resultados devido a ndo

conservacdo dos termos relacionados & curvatura da interface.

Reportando-se novamente ao presente estudo, tem-se que todo o modelamento foi obtido
no sentido de poder-se verificar a influéncia destes termos sobre os resultados numéricos. Foram,
desta forma, realizadas simulagSes para as situagdes onde todos os termos fonte advindos da
transformagio de coordenadas foram retidos nas equagbes governantes, assim como para a
situagio inversa. Em uma primeira analise, considerando todos os termos fonte, observou-se uma
forte instabilidade numérica, que resultou na divergéncia do modelo. Entenda-se por divergéncia,
o fato de nio ter sido possivel, a partir de um determinado tempo de simulagdo, conseguir que as
varidveis dependentes do modelo, a temperatura ¢ os componentes da velocidade, atingissem o
critério de convergéncia adotado. J4 para a segunda situagdo, seja esta suprimir tais termos, as
simulacBes numéricas comportaram-se de forma satisfatoria, sem dificuldades de convergéncia,

gerando, assim, resultados coerentes.

A partir dessas andlises, foi possivel constatar-se que 2 causa da instabilidade na solugdo
estava diretamente relacionada com o tratamento numérico dos termos surgidos devido a
mudanca de coordenadas. Optou-se, de forma geral neste estudo, por eliminar tais termos das
equagdes governantes do modelo, exceto na comparagio com o trabalho de Prusa e Yao (1984b),
que serd mostrada na segdo 5.3.1. Tal consideragdo ndo comprometeu a qualidade dos resultados

gerados por este modelo, como podera ser verificado quando da sua convalidaggo.
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5.2.2 Definicao de Parimetros Fisicos ¢ Geométricos

Neste item serfo definidos os pardmetros fisicos e geométricos do sistema térmico que sera
simulado pelo presente estudo. A partir destes pardmetros serdio realizados testes preliminares
para a definicdo das varidveis numéricas, sejam elas, o critério de convergéncia, a malha

computacional e o passo de tempo.

Os materiais de mudanca de fase escolhidos para a simulagio do sistema térmico foram a
4gua e a parafina n-octadecano, com pontos de fusfo, respectivamente, de 0 e 28,05°C. A escolha
da agua baseou-se nos sistemas de armazenamento de energia térmica na forma de calor latente,
usualmente denominados de bancos de gelo, descritos em Ismail (1998). Enquanto que a parafina
n-octadecano foi preferida, dentre as demais existentes, por ser um material com ponto de fusio
proximo a temperatura ambiente, além de ser, também, amplamente utilizado em estudos de
fusio, como pode ser observado em Bathelt er al. (1979a e 1979b), Bathelt e Viskanta (1980),
Saitoh e Hirose (1982), Rieger et al. (1983), Ho e Viskanta (1984a), Benard ef al. (1986) ¢ Chung
et al. (1997). A partir do conhecimento do material de mudanga de fase a ser empregado, faz-se
necessario o conhecimento das suas propriedades térmicas, as quais serfio utilizadas para o
calculo do nimero de Rayleigh e Stefan, admitindo-se conhecido o valor da temperatura na
superficie do cilindro. No caso da 4dgua, foram levantadas as curvas das suas propriedades
térmicas, utilizando-se dados tabelados em Bejan (1993). Destas curvas foram obtidas as
equacdes das propriedades térmicas em fungfio da temperatura, as quais podem ser encontradas
no Apéndice A. As propriedades térmicas da parafina n-octadecano, extraidas do estudo de
Benard ef al. (1986), sdo mostradas na tabela (5.1).

Estabelecidos os materiais de mudanga de fase e de posse das suas propriedades térmicas,
resta definir os valores de temperatura a serem admitidos como condigio de contorno na
superficie do cilindro. Para esta simulagfio empregou-se valores de temperatura na superficie do
cilindro, T, de 20, 25 e 30°C, quando utilizada a 4gua como material de mudanca de fase, e de
32, 35 e 40°C, quando do uso do n-octadecano. O célculo do numero de Rayleigh e Stefan é
realizado em fungfio da diferenga de temperatura entre a superficie do cilindro e a interface

liquido-solido, ou seja, AT=(T,-T_). No caso da agua, a temperatura de fusdo ¢ bem

conhecida, T, =0°C, resultando, desta forma, em uma diferenga de temperatura equivalente a
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propria temperatura da superficie do cilindro, T,. As propriedades térmicas empregadas para

determinar o numero de Rayleigh e Stefan, ainda em relagdo a agua, foram obtidas & uma

temperatura de mistura, dada em fungdio do valor médio das diferengas de temperatura utilizadas.

O outro pardmetro a ser especificado € o valor do raio externo do cilindro, r., que foi

admitido igual a 0,0047625m, equivalente a um tubo comercial com didmetro externo de 3/8 de

polegada.

Assim, a partir dos valores das propriedades térmicas de ambos os materiais de mudanga de
fase empregados e do raio do cilindro, ¢ possivel determinar os valores do numero de Rayleigh e
Stefan para cada valor de temperatura na superficie do cilindro, mostrados nas tabelas (5.2) e

(5.3), abaixo.

Tabela 5.1 Propriedades térmicas do n-octadecano liquido.

Ponto de fusdo 0 k Cp T v L B Pr
PCl kgm®] | [(Wm°C] | [/kg°Cl | [kg/ms] | [m7s] [V/kg] (K]
28,05 776,8 0,157 7300 |3,878-107 | 5,005-10° | 241.000 | 9,1.107 54,5

Fonte: Benard et al. (1986).

Tabela 5.2 Valores correspondentes do namero de

Rayleigh e Stefan para cada T, considerado, utilizando a

agua como material de mudanca de fase,

T, °C) 20 25 30
Ra 15.976 25.972 38.948
Ste 0,034 0,042 0,051

Tabela 5.3 Valores correspondentes do nimero de

Rayleigh e Stefan para cada T, considerado, utilizando

o n-octadecano como material de mudanga de fase.

T, O 32 35 40
Ra 8.281 14.570 25.050
Ste 0,036 0,063 0,109
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5.2.3 Definicio de Parametros Numéricos

O primeiro pardmetro numérico a ser definido serd o critério de convergéncia para a
temperatura e os componentes da velocidade nas diregdes angular e radial. Adotou-se o seguinte

critério:

onde @ representa genericamente as varidveis em questio.

A escolha desse critério de convergéncia foi determinada pelo valor do nimero de
Rayleigh. Observou-se que para os valores de nimero de Rayleigh utilizados, critérios maiores
que o mencionado acima faziam divergir a solugo logo no inicio do processo, enquanto que para
critérios mais rigidos, a solugio ndio apresentava problemas de divergéncia, porém, o tempo

computacional gasto tornava-se proibitivo.

Definido o critério de convergéncia das varidveis, precisa-se determinar agora qual a
melhor malha computacional a ser adotada para o problema em analise. Visando obter uma
solugdo numérica que seja independente do tamanho da malha computacional adotada, realizou-
se uma série de simulagdes com numeros de volumes de controle variados nas diregdes angular e
radial, para cada temperatura na superficie do cilindro, considerada na secfio 5.2.2. A escolha do
tamanho da malha levou em conta, juntamente com a qualidade dos resultados obtidos, o tempo
computacional gasto para cada simulagio. Este foi um fator bastante importante neste estudo,
uma vez que a resolugdo do problema de mudanga de fase envolvendo os efeitos convectivos
exigiu, mesmo quando foram utilizadas malhas pouco refinadas, um tempo computacional

razoavelmente elevado.
As simulagdes realizadas para o caso onde se considerou a temperatura na superficie do

cilindro igual a 20°C, utilizando a 4gua como material de mudanca de fase, serio apresentadas

abaixo. Os testes de malha para os outros valores de temperaturas empregados, tanto para a agua,
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quanto para O n-octadecano, nio serio mostrados aqui, visto que, uma mesma malha

computacional foi escolhida como sendo a mais adequada para todos eles.

Para realizar o teste de malha, adotou-se que os volumes de controle eram distribuidos de
maneira uniforme em ambas as diregGes. Primeiramente, fixou-se 50 pontos na diregéo angular,
variando, entdo, o nimero de pontos na diregdo radial nas quantidades de 20, 30 e 60 e 70. E
preciso deixar claro que ao empregar-se o termo pontos, este refere-se ao numero de volumes de
controle mais os pontos que se encontram sobre as linhas de fronteira, em cada diregdo. Os
resultados obtidos para a posi¢do da interface ao longo do tempo para cada uma das malhas
empregadas, sdo mostrados na figura (5.1). Desta, pode-se verificar que em 8 = -90° e 0 °, todas
as malhas apresentaram uma boa proximidade entre os resultados. No entanto, em 6 = 90°, houve
uma perceptivel diferenga entre a malha com 20 pontos na direcdio radial e as outras com 30, 60 e
70 pontos. Visto que as trés Gltimas malhas referidas mostraram resultados praticamente idénticos
e levando em considerac3o que as malhas com 60 e 70 pontos na diregao radial gastam um tempo
computacional muito superior em relagio aquela com 30 pontos, adotou-se, por conseguinte, a

malha computacional com 30 pontos na diregéo radial.
Em uma segunda etapa, variou-se o namero de pontos na diregdo angular nas quantidades

de 30, 40, 50 e 70. A figura (5.2) ilustra os resultados para a posicdo da interface em fungdo do

tempo, utilizando as malhas acima citadas.
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Figura 5.1 — Influéncia da malha na diregio radial.
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Figura 5.2 — Influéncia da malha na direcdo angular.

Pode-se constatar pela observacio da figura (5.2) que em relagdo as posigdes 8 =-90° ¢ 0 °,
todas as malhas utilizadas, similarmente a anélise anterior para a diregdo radial, produziram
resultados muito proximos. Para a posigdo 8 = 90°, a nica malha que afastou-se um pouco foi
aquela com 30 pontos. As outras geraram resultados com excelente grau de concordéncia,
principalmente aquelas com 50 ¢ 70 pontos. Optou-se, entfio, por adotar na diregdo angular um
nimero de pontos igual a 50, visto que a outra malha, com 70 pontos, necessita de um tempo
computacional muito mais elevado para produzir resultados idénticos dqueles obtidos com a

malha escolhida.
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Em relac8o ao passo de tempo, uma justificativa similar aquela discutida para a escolha do
critério de convergéncia, pode também ser aplicada para este pardmetro. Observou-se, neste caso,
que para valores maiores que 0,0001, a solugio divergia, enquanto que para valores menores,
necessitava-se de um tempo computacional excessivo. Qutrossim, verificou-se que valores
menores ou iguais a 0,0001, ndo causava diferenga entre os resultados obtidos. Com isto, adotou-

se o passo de tempo adimensional At = 0,0001.
5.3 Validacio do Presente Modelo

A confiabilidade nos resultados, obtidos a partir do modelo matemaitico e numérico
apresentados neste estudo, foi corroborada através da comparagio com resultados j4 existentes na
literatura para problemas de fusio em torno de um cilindro horizontal, considerando a forte
influéncia da convecgdo natural no processo. Dentre estes trabalhos, trés assemelharam-se em
termos de geometria e condigdes de fronteira com o presente, possibilitando, assim, a sua
convalidagdo. Proceder-se-4 em seguida as comparagBes realizadas com os estudos de Prusa e
Yao (1984a e 1984b) e Rieger ef al. (1982).

5.3.1 Comparaciio com Prusa e Yao (1984b)

Prusa ¢ Yao (1984b) estudaram numericamente o problema de fusdo ao redor de um
cilindro horizontal, levando em consideragio a convecgiio natural no liquido fundido. Foi
utilizada uma condigdo de contorno de temperatura constante na superficie do cilindro. Eles
adotaram para o modelo matematico uma formulagio em termos de fungdo de corrente e
vorticidade, juntamente com o método de transformacio de coordenadas para fixar e tornar
regular a frente de fusdo. A adimensionalizagdo da espessura de liquido foi feita tanto na forma
mais comumente empregada, a qual conduz a existéncia da singularidade nas equagdes
governantes no tempo t = 0, quanto na forma ndo singular. Esta Gltima, sendo dada pela seguinte
expressio:

_(R-a)
2= a(2t)*




onde: Z é espessura do liquido fundido, R e a sdo, respectivamente, o raio da interface e o raio do
cilindro na forma dimensional e t, o tempo adimensional, expresso como 0 niimero de Fourier,

Fo.

O trabalho de Prusa e Yao (1984b) visou principalmente a analise do erro causado pela
aplicagio de solugdes aproximadas para o inicio do processo. A solugBo numérica foi obtida
através do método de diferencas finitas. Os autores apresentaram resultados para valores do

nimero de Rayleigh, Stefan e Prandtl, respectivamente, de 500, 0,1 e 1.

A figura (5.3) apresenta a comparagdo para a posi¢do da interface em fungéo do tempo,
para dois pontos do cilindro, situados nos dngulos de 0 e 180° (equivalentes a -90 e 90° no
presente estudo), ou seja, nas linhas de simetria do problema. Os resultados do presente modelo
foram obtidos para as duas situagbes avaliadas numericamente, ja comentadas anteriormente.
Primeiramente, todos os termos fonte advindos da transformagéo de coordenadas foram
conservados nas equagdes governantes no plano transformado, e, em uma segunda avaliac3o,
estes termos foram desprezados. Apesar de ja ter sido admitida na segfo 5.2.1, de forma geral
nesse estudo, a supressio de tais termos, considerou-se relevante apresentar os resultados para a
situacio onde os mesmos foram conservados. Isto devido ao fato de ter sido apenas para os
parimetros utilizados nessa comparagdo com Prusa e Yao (1984b), que ndo observou-se
instabilidade numérica com a retengdo dos termos mencionados, sendo, destarte, respeitada a

convergéncia do modelo.

Pode-se observar na figura (5.3), que ambas as situagbes mostraram uma excelente
concordancia com os resultados de Prusa e Yao (1984b), para os dois pontos na superficie do
cilindro analisados, correspondentes aos dngulos de 0° ¢ 180°. Verifica-se que para o ponto na
parte superior do cilindro, 2 medida da posigéo da interface ja confere uma falta de simetria em
relagfio a regifo inferior, decorrente do processo convectivo que ja se torna dominante a partir de

um tempo aproximadamente igual a t = 1,0.

85



Ra=800 Pr=1 Ste=0,1
Malha: 50X30 DT=0,001

Presente modelo {com os termos fontes da transf. de coord.)
& Prusa e Yao {1984b)
— - Presente modelo {sem os termos fontes da transt. de coord.)

2.00 ! ; 1 ! i , I
180 graus /

1.60

1.20

c.80

0.40

ESPESSURA DA FRENTE DE FUSAC [ADIMENSIONAL)

©.00 i i : E T | !

0.00 0.40 0.80 1.20 1.60
TEMPO [ADIMENSIONAL]
Figura 5.3 — Comparagio com os resultados de Prusa e Yao (1984b) para

a posigdo da interface em fung@o do tempo.

Uma outra observagdo importante 4 respeito da comparacio entre as curvas obtidas neste e
as de Prusa e Yao (1984b), ¢ que apesar da utilizagfio de uma solugdo inicial aproximada, este
trabalho apresentou para o periodo de conducio dominante, uma boa concordincia com os
resultados de Prusa ¢ Yao (1984b). Indicando, desta forma, que o erro introduzido pela
adimensionalizaggo singular n3o provocou desvios sérios na presente solugdo, como poderia ser

esperado, de acordo com as conclusBes de Prusa e Yao (1984b).
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5.3.2 Comparaciio com Prusa e Yao (1984a)

Em um outro trabalho numérico, Prusa e Yao (1984a) analisaram o mesmo problema ja
estudado em Prusa ¢ Yao (1984b), utilizando, desta vez, uma condi¢@io de contorno de fluxo de
calor constante na superficie do cilindro. Prusa e Yao (1984a) obtiveram resultados para os
pardmetros de numero de Rayleigh, Stefan e Prandt], de 5.000, 0,374 ¢ 54, respectivamente.
Curvas para a posi¢io da interface, distribuicdo de temperaturas na superficie do cilindro em
funcdo do tempo, distribuigdo angular e radial de temperaturas para angulos especificados e
naimero de Nusselt na interface liquido-sélido, foram apresentadas pelos autores. As figuras (5.4)
a (5.11) ilustram comparag3es entre o presente estudo e o de Prusa e Yao (1984a), para as curvas

mencionadas.

As curvas comparativas da espessura da frente de fusdo em fungdo do tempo podem ser
observadas na figura (5.4). Nesta, pode-se verificar que os resultados para o presente modelo
apresentaram uma Otima concordéncia para a posigdo relativa ao angulo de 0°, na base do
cilindro. J4 para o dngulo de 180°, na parte superior do mesmo, a curva do presente modelo
apresentou uma diferenca maxima de 13%, superior a de Prusa e Yao (1984a), em 1 = 2,618, 0
maior valor de tempo passivel de comparagdo. Esta diferenca entre os resultados pode ter
ocorrido devido ao modelamento matematico e ao tratamento numérico dado a este modelo, nos
quais utilizou-se uma formulagdo em varidveis primitivas e o método dos volumes finitos. QOutro
aspecto possivel de haver influenciado na diferenca entre os resultados obtidos pelo presente
modelo ¢ aqueles de Prusa e Yao (1984a), advém do tamanho da malha computacional utilizada.
Todavia, Prusa ¢ Yao (1984a) ndo fizeram meng&o ao tamanho da malha computacional admitida

em seu estudo.
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Figura 5.4 — Comparagio com os resultados de Prusa e Yao (1984a) para

a posicio da interface em fung3o do tempo.

As figuras (5.5) e (5.6) ilustram uma comparagio qualitativa do crescimento da interface ao
redor do cilindro horizontal para tempos adimensionais de 0,625, 1.25, 1,87 e 2,618, de acordo
com a adimensionalizagdo realizada no presente trabalho, expressa por Fo-Sty. De uma forma
geral, constata-s¢ uma boa semelhanca entre os perfis obtidos por este estudo e aqueles de Prusa e
Yao (1984a).
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As figuras (5.7) e (5.8) ilustram as curvas comparativas para a variagdo da temperatura na
superficie do cilindro em fungdo do tempo e da posicio angular, respectivamente. Segundo
Goldstein ¢ Ramsey (1979), apud Yao e Prusa (1989), em suas observagdes experimentais, a
méxima temperatura na superficie do cilindro ocorre proximo a transigiio do regime condutivo
dominante para o convectivo dominante. Isto pode ser evidenciado através da figura (5.7), na
qual observa-se que a maxima temperatura ocorre, aproximadamente, para T = 1.1. Reportando &
figura (5.6), pode-se verificar que realmente a transi¢io acontece em torno deste valor. Ainda em
relacdo a maxima temperatura na superficie do cilindro, esta pode ser percebida também na figura
(5.8). Nesta, a curva correspondente a um tempo T = 1.12, apresenta valores de temperatura mais
elevados do que aqueles mostrados para o tempo t = 1.87. Isto significa que apos ser alcangado o
pico de temperatura na superficie do cilindro, na transicio do regime condutivo para o
convectivo, a temperatura tende a decrescer e em seguida manter-se constante. Em ambas as
figuras, percebe-se que houve uma excelente concordincia entre os resultados deste modelo e os
de Prusa e Yao (1984a), exceto na figura (5.8), para © = 0.75. Na curva correspondente a esse
valor de tempo, pode-se observar um afastamento maior entre os resultados do presente modelo e
aqueles de Prusa e Yao (1984a), principalmente, em 6 = 180°. Este afastamento resulta em uma
superposigdo entre a curva correspondente a T = 0.75 e aquela para T = 1.87, na faixa de 140° <9
< 160°. De acordo com os resultados de Prusa e Yao (1984a), isto ndo acontece, constatando-se,
destarte, que tal superposigdo ocorreu devido aos resultados gerados pelo presente modelo para t

={.75.
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Figura 5.7 — Comparagio com os resultados de Prusa e Yao (1984a) para

a temperatura na superficie do cilindro em fung¢éo do tempo.
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Figura 5.8 — Comparagio com os resultados de Prusa e Yao (1984a) para

a temperatura na superficie do cilindro em fun¢io da coordenada angular.

Uma outra comparag@o foi realizada, desta vez, para o perfil de temperaturas em fungdo da
coordenada radial, para © = 0,75 e T = 2,618, sendo ilustradas nas figuras (5.9) e (5.10).
Depreende-se da figura (5.9), para © = 0,75, que houve um afastamento entre a curva do presente
modelo e aquela do estudo em comparagfo, no ponto 8 = 180°. O afastamento maximo entre as
curvas ocorreu na superficie do cilindro (n = 0) e foi de 7,4%. E importante perceber que para
este tempo, o estigio de transigdo entre os regimes ja foi estabelecido. Por outro lado, para um
tempo superior, T = 2,618, no qual o regime convectivo ¢ dominante, constata-se da figura (5.10)
que houve praticamente uma superposi¢iio entre as curvas para ambos os pontos § = 0° e 180°. E
interessante notar que, de acordo com o que foi discorrido anteriormente & respeito da figura

(5.8), novamente observa-se na figura (5.9) um afastamento entre os resultados deste modelo e
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aqueles de Prusa e Yao (1984a), para o mesmo valor de tempo, 1 = 0,75, no &ngulo de 180°. Este
valor de tempo corresponde ao periodo de transi¢do entre 0s regimes condutivo e convectivo
dominante, como ja foi constatado anteriormente. Visto que para o tempo T = 2,618, as curvas
apresentaram uma excelente concordancia, pode-se atribuir o afastamento ocorrido para o tempo
1 = 0,75, possivelmente, ao fato deste valor de tempo estar dentro do estagio de transigdo entre os
regimes. Podendo, desta forma, ocorrer divergéncias entre os resultados, devido ao modelamento
matematico € ao tratamento numérico empregados, assim como, ao tamanho da malha

computacional utilizada.

| j | i 1 !

0.6 | b i i
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Figura 5.9 — Comparaggo com os resultados de Prusa ¢ Yao (1984a) para

a temperatura em fung3o da coordenada radial para T =0,75.
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Figura 5.10 — Comparacéo com os resultados de Prusa e Yao (1984a) para

a temperatura em fung@o da coordenada radial para 1 =2,618.

Por fim, tem-se as curvas comparativas para o numero de Nusselt na interface liquido-
solido, apresentadas na figura (5.11). Com base nesta figura, observa-se que até o angulo de 140°,
existe uma grande identidade entre as curvas deste modelo ¢ aquelas de Prusa e Yao (1984a) para
todos os tempos considerados. Vé-se, outrossim, que para 8 = 180° ocorre um razoavel
afastamento entre as curvas, notadamente para T = 1,87. Esta diferenca chega a um maximo de
16,8% em 1 = 1,87. Tais desniveis podem ser explicados considerando que, de acordo com a
figura (5.4), no presente modelo a posi¢8o da interface possui valores mais elevados, em relagio

a Prusa e Yao (1984a), para o0 mesmo valor do tempo. Isto significa que, para este modelo,
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existem gradientes de temperatura mais elevados nesta regido, consequentemente, maiores
valores para Nu sfio encontrados. Observa-se ainda que até um tempo T = 0,374, o regime
condutivo é notadamente dominante, apresentando valores do numero de Nusselt constantes ao

longo da interface liquido-solido.
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Figura 5.11 — Comparagiio com os resultados de Prusa e Yao (1984a) para

a variago angular do nimero de Nusselt na interface liquido-solido.
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5.3.3 Comparacio com Rieger ef al (1982)

Rieger ef al. (1982) realizaram um estudo numérico para o problema de fusfo ao redor de
um cilindro horizontal, com temperatura constante na superficie. O modelo matematico baseou-se
na formulagdo em fungdio de corrente e vorticidade. Neste trabalho foi usado o método de
coordenadas ajustadas ac corpo, juntamente com o método de diferengas finitas para obter uma
solu¢io numérica para o problema convectivo dominante. A adimensionalizagdo das variaveis
dependentes do modelo de Rieger ef al. (1982) foi feita de forma idéntica aquela do presente
estudo. Foram apresentados resultados para a posi¢io da interface, volume fundido e nimero de
Nusselt na superficie do cilindro e na interface, todos em fungio do tempo. Os autores
consideraram como material de mudanga de fase, uma parafina com numero de Prandtl igual a
50.

As figuras (5.12) a (5.23), ilustram as comparagdes realizadas entre os resultados de Rieger
et al. (1982) e aqueles auferidos por este estudo para valores do nimero de Rayleigh de 10.000 e
37.500, com os respectivos nimero de Stefan de 0,005 e 0,02.

As figuras (5.12) e (5.13) mostram a posigio da interface em fungio do tempo para os dois
valores do niimero de Rayleigh considerados. A posigio da interface foi avaliada em quatro
pontos, sejam estes 0°, 90°, 150° ¢ 180°. Salientando, mais uma vez, que os &ngulos citados
equivalem, no presente trabalho, aos valores de -90°, 0° 60° 90° respectivamente. Pode-se
observar através das referidas figuras que para as quatro posi¢Ses apresentadas, as curvas
revelaram evolugdes semelhantes, mostrando, com isto, que os termos fonte, oriundos da
transformacio de coordenadas, que foram desprezados ndo exercem influéncia significativa sobre

a validade do presente modelo para os valores do nimero de Rayleigh considerados.

O efeito convectivo pode ser claramente constatado pelas figuras (5.12) e (5.13). Nota-se
que a posigdo da interface para os quatro dngulos apresentados, permanecem iguais até o tempo 1
= 0,1 e 1 = 0,05, aproximadamente, para valores do nimero de Rayleigh de 10.000 e 37.000,
respectivamente. Até este periodo de tempo a condugfo domina o processo de fusdo. A partir

deste ponto, vé-se um afastamento entre as curvas, sendo este maior para os pontos situados na
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parte superior do cilindro, ou seja, 6 = 180°, onde se forma a pluma devido ao efeito convectivo

que j& comega a dominar 0 processo.
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Figura 5.12 — Comparagdo com os resultados de Rieger ef al. (1982) para
a posigio da interface em fungdo do tempo (Ra = 10%).
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Figura 5.13 — Comparagdo com os resultados de Rieger ef al. (1982) para
a posigio da interface em funcdo do tempo (Ra = 37500).

As figuras (5.14), (5.15), (5.16) e (5.17) oferecem possibilidades de se realizar uma
comparacdo qualitativa do crescimento da interface ao redor do cilindro horizontal para seis
valores de tempos adimensionais, considerando, respectivamente, Ra = 10* e Ra = 37.500. A
partir das supramencionadas figuras, pode-se constatar um boa semelhanca entre as curvas deste

modelo e aquelas de Rieger ef al. (1982), para ambos os valores do niimero de Rayleigh.
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Figura 5.14 ~ Resultados de Rieger ef al. (1982)
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Fonte: Rieger et al. (1982).
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Figura 5.16 — Resultados de Rieger ez
al. (1982) para a posi¢o da interface
em fungdo do tempo (Ra = 37.500).
Fonte: Rieger ef al. (1982).
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Figura 5.17 — Resultados do presente estudo para a posigio da interface
em fungéo do tempo (Ra = 37.500).
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Comparagdes do o numero de Nusselt na superficie do cilindro em fungfo do tempo, para
os dois valores do namero de Rayleigh em andlise, estdo ilustradas nas figuras (5.18) € (5.19). De
uma forma geral, constata-se que as curvas do presente estudo apresentaram uma excelente
aproximagio em relagdo as de Rieger et al. (1982) para ambas as posi¢Oes angulares, © = 0% ¢
180°. E interessante observar a evolugdo das curvas em relagéo a transigdo entre os regimes de
condugdo e convecgdo dominante, conforme relatado em Sparrow ef al. (1978a). Enquanto a
condugdo ¢ o mecanismo dominante no processo, as curvas apresentam um decréscimo do
nimero de Nusselt ao longo do tempo. Esta tendéncia permanece até o periodo de transigdo, que
ocorre aproximadamente para o tempo de 0,2, para Ra = 10.000, e 0,01, para Ra = 37.500.
Quando o processo atinge o regime de convecgdo dominante, os perfis tendem a se manter
constantes. Este comportamento é verificado tanto para 6 = 0°, quanto para 9 = 180°, e ainda em
0 = 90°, apenas para Ra = 37.500. E facil verificar ainda, através das figuras (5.15) e (5.17), que
realmente o periodo de tramsigdo ocorre para tempos aproximadamente iguais aqueles

supramencionados.
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Figura 5.18 — Comparagio com os resultados de Rieger e al. (1982) para a variagio

temporal do nimero de Nusselt na superficie do cilindro (Ra = 10%).
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Figura 5.19 — Comparagdo com os resultados de Rieger et al. (1982) para a variag@o
temporal do nimero de Nusselt na superficie do cilindro (Ra = 37500).

Quanto & comparagdo para o nimero de Nusselt na interface liquido-sdlido, infere-se, com
base nas figuras (5.20) e (5.21), que para 8 = 0° e 0 = 90°, este {ltimo apenas para Ra = 37.500, as
curvas mostram uma excelente concordéncia. Por outro lado, em 8§ = 180°, para ambos os valores
do niimero de Rayleigh, as curvas referentes ao presente trabalho apresentaram valores um pouco
acima daquelas obtidas por Rieger ef al. (1982), principalmente para Ra = 37.500. Uma
explicagdo similar aquela dada na secdo 3.3.2 em relagio a figura (5.11), pode ser atribuida

também aos desniveis verificados nas figuras (5.20) e (5.21).
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Figura 5.20 ~ Comparagdo com os resultados de Rieger er al. (1982) para a variagio

temporal do nsmero de Nusselt na interface liquido-sélido (Ra = 10%).
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Figura 5.21 — Comparagdo com os resultados de Rieger ef al. (1982) para a variagdo

temporal do niimero de Nusselt na interface liquido-solido (Ra = 37500).

Uma Gltima comparagio com o estudo de Rieger ef al. (1982) sera feita para o volume
fundido em funcgo do tempo, mostrado nas figuras (5.22) e (5.23), para ambos os valores de Ra

considerados. O volume fundido adimensional foi determinado através da seguinte expressao:
1%
v, = [ [Rd0A, dn
oG

Com base na figura (5.22), ¢ possivel verificar um 6timo ajuste entre as curvas para o valor de Ra
= 10*. Em relago a comparagio para Ra = 37.500, constata-se da figura (5.23) que 2 partir de T =
0,15, aproximadamente, houve um afastamento entre as curvas. A maxima diferenca observada,

neste caso, foi da ordem de 12,6 %, em 1= 0,35.
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Figura 5.22 — Comparagio com os resultados de Rieger er al. (1982) para
o volume de liquido fundido em fingdio do tempo (Ra = 10%).

Observa-se ainda pelas figuras (5.22) e (5.23) que apds alcangado o regime convectivo

dominante, a curva para o volume fundido ao longo do tempo revela um perfil muito préximo ao

linear. Isto ja havia sido constatado experimentalmente por Hale e Viskanta (1980).
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Figura 5.23 ~ Comparagdo com os resultados de Rieger et al. {1982) para
o volume de liquido fundido em fungo do tempo (Ra = 37500).

As comparagdes possiveis de serem realizadas entre os resultados auferidos com o presente
modelo e aqueles de Rieger ef al. (1982), foram apresentadas nas figuras (5.12) a (5.23). Todavia,
considerou-se valido mostrar os resultados para o campo vetorial de velocidades e para o campo
de temperaturas obtidos com o presente modelo a partir dos pardmetros utilizados pelos referidos

autores.

As figuras (5.24) e (5.25) ilustram o campo vetorial de velocidades para o valor do numero
de Rayleigh de 10.000, numero de Stefan de 0,005 e numero de Prandtl igual a 50, no tempo 1 =
0,65. Na figura (5.25), pode-se observar mais nitidamente o vortice formado na regido superior

do cilindro, onde tem-se a existéncia da “pluma” provocada pelas correntes convectivas. Mais
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adiante sdo apresentadas as figuras (5.26) e (5.27), com o mesmo objetivo das ltimas citadas,

(5.24) e (5.25), para os valores de Ra = 37.500, Stefan = 0,02 e Pr= 50 em 7 = 0,38.
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Figura 5.24 — Campo de velocidades para Ra = 10.000, Ste = 0,005
e Pr =50, no tempo 1 = 0,65.
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Figura 5.25 — Detalhe do campo de velocidades mostrado na figura

(5.24), para a regido superior do cilindro, com Ra = 10.000, Ste = 0,005 ¢

Pr = 50, no tempo 1 = 0,635.
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Figura 5.26 — Campo de velocidades para Ra = 37.500, Ste =0,02 ¢
Pr = 50, no tempo 7= 0,38.
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Figura 5.27 — Detalhe do campo de velocidades mostrado na figura
(5.26), para a regido superior do cilindro, com Ra = 37 .500, Ste=0,02 ¢
Pr = 50, no tempo T = (,38.

Por fim, as figuras (5.28) e (5.29) mostram as isotermas obtidas a partir dos valores do
ntmero de Rayleigh de 10.000 e 37.500, numero de Stefan de 0,005 e 0,02 e nimero de Prandtl

de 50. As figuras (5.28) e (5.29) correspondem aos tempo T = 0,65 ¢ 0.38, respectivamente. Para
estes valores de tempo, a conveccio natural ja € o mecanismo dominante no processo de fusio e,

consequentemente, tem-se, em ambos 0s graficos, as isotermas denotando altos gradientes na

regido superior do cilindro.
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Figura 5.28 — Campo de
temperaturas para Ra = 10.000,
Ste = 0,005 e Pr = 50, no tempo

T = (,65.
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Figura 5.29 — Campo de
temperaturas para Ra = 37.500,
Ste = 0,02 e Pr= 50, no tempo
t={,38.
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5.4 Resultados para o Presente Modelo

Nesta secdo serio mostrados os resultados auferidos a partir das consideragbes
estabelecidas na segdo 5.2, para o sistema térmico em estudo. Os resultados foram obtidos para os
trés valores de temperatura admitidas na superficie do cilindro, sejam estes, T, = 20, 25 ¢ 30°C,
no caso da agua, ¢ To = 32, 35 e 40°C, para o n-octadecano. A partir dos valores de temperatura
considerados, foram calculados os niimeros de Rayleigh e Stefan, como descrito na segdo 5.2,

encontrando-se estes nas faixas de 15.976 < Ragg, <38.948 ¢ 0,034 < Ste 0,051 8281 <Ra<

25.050 e 0,036 < Ste < 0,109, respectivamente, para a agua e a parafina n-octadecano.

Nas figuras (5.30) a (5.33) séio apresentados os graficos que relacionam o tempo total de

fusdo, T, em fungdo do nimero de Rayleigh e Stefan, para ambos os materiais de mudanca de

fase empregados neste estudo. Antes, porém, de comentar as referidas figuras, ¢ importante
salientar que nestas as varidveis foram expressas dimensionalmente para efeito de uma melhor
interpretagdo fisica das mesmas. Observa-se nestas figuras a mesma tendéncia em todas as
curvas. Pode-se constatar que a medida que o valor do nimero de Rayleigh e Stefan aumenta, o
tempo total gasto pelo material para alcangar o estado estacionario no processo de fusdo tende a
decrescer. Istc ja era esperado, visto que altos valores do niimero de Rayleigh causam um
aumento no fluxo convectivo e, consequentemente, uma maior taxa de fusio no material. Neste
trabatho admitiu-se que o crescimento da camada de liquido com o tempo tornava-se desprezivel,
quando, para um ponto situado na parte superior do cilindro, 8 =90° o valor da diferenca entre as
espessuras da camada liquida no tempo atual, t+At, e no tempo anterior, 1, em relagdo a

espessura do tempo atual, fosse menor que 1%, ou seja:

(—————ATM —A, J <107

T+AT
AL

A partir dos resultados obtidos, verificou-se que para Raym, = 15.976 e Ste = (,034,
correspondentes a T, = 20°C, por exemplo, apos um periodo de 10,8h de processo, a espessura da

interface cresceu apenas 0,3mm a cada 4min., o que significa um aumento de apenas 0,38%, no

14



intervalo de tempo considerado. Encontrando-se este, portanto, bem abaixo da diferenca de 1%

adotada pelo estudo para que a frente de fuséo atingisse o estado estacionério.

Tempo total de fusio thoras}
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' !
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Figura 5.30 — Tempo total de fusdo em fungdo do nmero de

Rayleigh, utilizando a d4gua como material de mudanca de fase.
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Figura 5.31 — Tempo total de fusio em fungdo do nimero de

Stefan, utilizando a 4gua como material de mudanca de fase.

200 1 1 !‘ 1
e
=4
5
100 — N,
\
] \ —
g | .
£ N
L=} “
5 N
a -
& 120 — \' L
g AN
k-] .
3 ~ N nd
L ~
B0 — >
N
b s
S~ —
N .
40 .
i I I T I ’ i '
800 12000 18000 20000 24000 26000

Nimero de Rayielgh (Ra}
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Com base nos resultados do presente modelo, apresentados nas figuras (5.30) a (5.33),
foram obtidas correlagBes para o tempo total de fusdo em fungdo do namero de Rayleigh e
Stefan, respectivamente para a 4gua e 0 n-octadecano, as quais s3o dadas pelas expressdes (5.1) a

(5.4), abaixo.

1, =4,54858-10° (Ra,,, )* —4,10892-107(Ra,,, ) +16,2035 (5.1)
1, = 6.372,55(Ste)” — 759,314(Ste) + 29,25 | (5.2)
1, =4,15275-10"(Ra)’ ~2,1415-107(Ra) + 33,886 (5.3)
1, = 2.256,63(Ste)’ — 501,184(Ste) + 34,118 (5.4
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As correlagOes dadas pelas equacgdes (5.1) a (5.4) denotam duas formas de calcular o tempo
total de fusdo do material de mudanca de fase em fungo das varidveis adimensionais, dadas pelo

namero de Rayleigh e Stefan.

Nas figuras (5.34) a (5.36) sdo ilustrados os resultados obtidos para o volume total fundido,

V.., em fungio do nimero de Rayleigh e Stefan e da temperatura na superficie do cilindro, T,,

twot
respectivamente, quando do emprego da agua como material de mudanca de fase. Ja nas figuras
(5.37) a (5.39), apresentam-se curvas similares aquelas mostradas nas figuras (5.34) a (5.36),
porém, desta vez, utilizando a parafina n-octadecano como material de mudancga de fase. Infere-

se destas, novamente, tendéncias similares em todas as curvas.
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Figura 5.34 — Volume total fundido em fung¢io do niimero de
Rayleigh, utilizando a agua como material de mudanga de

fase.
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Das figuras (5.36) e (5.39), fica evidente que temperaturas mais elevadas na superficie do
cilindro resultam, consequentemente, em menores volumes total fundido. Por exemplo, do
grafico (5.36) ¢ possivel inferir que o volume total fundido para T, = 32°C é quase 50% a mais do

que aquele obtido para T, = 20°C, no caso da agua.
Correlagdes para o volume total fundido em fungéo do numero de Rayleigh e Stefan e da
temperatura na superficie do cilindro, foram também obtidas para ambos os materiais de

mudanca de fase. No caso da agua, as correlagBes sdo expressas pelas equagdes (5.5) a (5.7),

abaixo.

v, =-589077-107 (Ra,,, ) +0,0675277(Ra g, ) + 903,529 (5.5)

v, =-663.402(Ste)’ +103.919(Ste) —934,339 (5.6)
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Vv, =-0,96(T,)* +128,8(T,)~360 6.7

Ja para a parafina n-octadecano, as correlagdes s&o dadas pelas seguintes expressdes:

¥, =~-5,89012-10"(Ra)* +0,258939(Ra) +1334,64 (5.8)
V., =—316.944(Ste)” +60.340,4(Ste) +1.313,5 (.9)
V., =—25,8834(T,)* +1.994,85(T,) - 34.255,7 (5.10)

Todas as curvas apresentadas para as correlagbes (5.1) a (5.10) foram ajustadas com o
auxilio do programa grafico GRAPHER.

Por fim, sdo mostradas curvas do volume fundido adimensional em fungdo do tempo para
os trés valores de temperatura na superficie do cilindro admitidos neste estudo. Nas figuras (5.40)
e (5.41), ilustra-se tais curvas para a agua e o n-octadecano, respectivamente. Em ambos os
graficos pode-se observar que o volume fundido é proporcional a temperatura na superficie do
cilindro, ou seja, quanto mais alta a temperatura na superficie do cilindro, maior serd o volume de

material fundido ao longo do tempo. Resultado este que j& era naturalmente esperado.
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A partir das curvas apresentadas acima ¢ possivel analisar a influéncia de pardmetros, tais
como numero de Rayleigh ¢ Stefan e temperatura na superficie do cilindro, sobre sistemas

térmicos nas condig¢Oes especificadas de geometria e material de mudancga adotadas neste estudo.

Pode-se enfatizar ainda que o codigo computacional implementado neste estudo permite
realizar uma diversidade de outras analises acerca do comportamento de sistemas de
armazenamento de calor latente em fung@io das varidveis de projeto, similares aqueles acima
discutidos. E possivel, portanto, estudar o comportamento de tais sistemas quando da utilizaggo
de outros materiais de mudanca de fase, admitindo-se diversas faixas de temperaturas na
superficie do cilindro. Além disso, tem-se também a possibilidade de verificar a influéncia da
geometria, em termos do raio do cilindro a ser empregado no sistema, a qual nfo foi contemplada
neste trabalho. Todos estes aspectos sdo de fundamental importdncia no dimensionamento de

sistemas térmicos.

Foram, desta forma, apresentados no decorrer deste capitulo os resultados advindos do
modelamento matemdtico e numérico propostos para o presente, previamente validados pelos
estudos de Prusa e Yao (1984a e 1984b) e Rieger ef al. (1982). Assim, de posse dos
conhecimentos obtidos ao longo deste estudo, ¢ possivel relatar as principais conclusdes retiradas

do trabalho, as quais estarfio contidas no capitulo seguinte.
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Capitulo 6

Conclusdes e Sugestoes

6.1 Introducio

Ao final deste trabalho é possivel dispor as principais concluses a que se chegou a partir
dos resultados apresentados para o presente modelo, no capitulo precedente. Juntamente com as
conclusdes, serdo sugeridas exploragdes mais detalhadas de alguns aspectos do estudo, os quais

néo foram contemplados por este trabalho.

6.2 Conclusoes

i. O modelamento matemético deste estudo foi elaborado em termos de varidveis primitivas
e a frente de fusdo mével e irregular, inerente ao problema, foi fixada com o auxilio da
técnica de imobilizagdo de fronteira. Da utilizacGo de tal ferramenta surgiram termos
adicionais nas equagGes governantes do problema, resultando, assim, em um sistema de
equagdes diferenciais com maior grau de complexidade. A conservagio desses termos nas
equagbes governantes implicou na ocorréncia de fortes instabilidades na solucdo
numérica. Optou-se, por conseguinte, por suprimi-los do modelamento do problema. Os
resultados obtidos a partir do presente modelo foram, entdo, comparados com aqueles de
Prusa e Yao (1984a e 1984b) e Rieger ef al. (1982). Na comparagdo com Prusa e Yao
(1984b), as duas situagGes consideradas no presente estudo, sejam estas a conservagdo ou

nio dos termos advindos da transformagdo de coordenadas, apresentaram um excelente
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ajuste com os resultados dos referidos autores para a posi¢io da interface ac longo do
tempo. Nas outras duas comparagdes, com Prusa e Yao (1984a) e Rieger ef al. (1982),
nas quais os supracitados termos foram desprezados, obteve-se também uma boa
concordancia. Concluiu-se com isto que a auséncia de tais termos ndo provocaram a
invalidagdo do modelo numérico estabelecido no presente estudo para a faixa de namero

de Rayleigh considerada.

il. Ainda da comparagdo com Prusa e Yao (1984b), constatou-se que o emprego da
adimensionalizagdo singular nesse estudo nfio implicou em desvios nos resultados

obtidos, conforme foi previsto nas conclusdes do estudo dos citados autores.

ii. Correlagdes para o tempo total de fusdo em fung8o do nimero de Rayleigh e Stefan foram
determinadas para os sistemas térmicos considerados pelo presente estudo, sendo estes
dados em termos do material de mudanga de fase empregado, neste caso, a agua e a
parafina n-octadecano. Além destas, foram obtidas também correlagdes para o volume
total fundido em fun¢do do mimero de Rayleigh e Stefan e da temperatura na superficie
do cilindro, para ambos os materiais de mudan¢a de fase admitidos. Tais correlagbes
possibilitam a andlise da influéncia destes parimetros sobre sistemas térmicos nas
condi¢bes especificadas de geometria, material de mudanca ¢ faixa de temperaturas na
superficie do cilindro adotadas. A analise de tais pardmetros apresenta-se de fundamental

importéncia no dimensionamento de sistemas térmicos eficientes.

6.3 Sugestdes para Futuras Pesquisas

i. Uma anélise dos termos oriundos da transformagdo de coordenadas, visando com isto
buscar interpolagdes mais adequadas, que resultem em solugdes numéricas estaveis para o
modelo contendo todos estes termos. ComparagBes com o presente modelo permitirdo

identificar a importéncia dos referidos termos na solugo numérica.

i, Estudos experimentais acerca da fusdo de um material de mudanga de fase em geometria

cilindrica, com vistas a comparagdes com os resultados obtidos neste estudo.
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Apéndice A

Equagdes para a Determinaciio das Propriedades Térmicas da Agua

O célculo das propriedades da 4gua a temperatura de mistura, Tmean, Seja esta dada em

fungdo do valor médio entre a temperatura na superficie do cilindro e a temperatura de mudanga

de fase, foi obtida através das expressdes (A1), abaixo. Todas as curvas, das quais foram obtidas

as equagBes (Al), foram ajustadas com o auxilio do programa grifico GRAPHER. Os dados

utilizados para construir essas curvas foram extraidos de Bejan (1993).
C,(T)=-0,002 T*+0,134286 T* ~3.63571 T +4217,01
B(T)=~1,14286-107T? +1,58857-10°T-6,17143-10"°
L(T)=0,0666092 T* 19977 T° +18,3052 T? — 2449, T +2,501-10°
w(T)=-2,06667-10"°T* +1,53143-10°T> - 6,16119-10°T +0,00178687
w(T)=-133333-10""T" +1,26286-10° T - 5,85524- 10T +1,7768-10°°

k(T)=-6,66679-107T* +2,00005-10~° T* — 0,00018334 T +0,00250002 T + 0,56
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(Ala)

(Alb)

(Alc)

(Ald)

(Ale)

(Alf)



o(T) =—6,66663-107T* +3,33332 10727% -5,83332.1071T?
(Alg)

+8,16666-107"°T +1,33-107
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