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Resumo

FOLTRAN, Carlos Eduardo, Uma Formulagao para Andlise de Pegas de Se¢ao Delgada em
Regime Elasto-plastico sob Efeito Dinamico Transiente Usando o Método dos Elementos de
Contorno, Campinas,: Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de Campinas,

1993. 259 p. Tese (Doutorado)

Apresenta-se, neste trabalho, um resumo da elasticidade plana, da teoria de Kirchhoff de
flexdo de placas e de alguns modelos de plasticidade. Em seguida desenvolvem-se as equagdes
integrais do problema de flexdo de placas e de estados planos de tensdo com plastificacdo, com
suas respectivas implementacdes no Método dos Elementos de Contorno (MEC). Discute-se a
formulagdo de alguns algoritmos de integracdo no tempo e suas respectivas implementacdes no
MEC. A seguir apresenta-se uma forma de se combinar os problemas planos de flexdo de placa e
estado plano de tensdo, por meio da técnica de sub-regides, possibilitando a analise de pecas de
paredes finas. Sao discutidas formas de se considerar o efeito de plastificagdo e a inércia da pega
durante a analise. Sdo apresentados exemplos em regime elastico e elasto-plastico, em equilibrio

estatico e dinAmico.



Abstract

FOLTRAN, Carlos Eduardo, Boundary Element Analysis of Thin Walled Piece in Elasto-plastic
Regimen under Transient Dynamic Effect, Campinas,: Faculdade de Engenharia Mecanica,

Universidade Estadual de Campinas, 1993. 259 p. Tese (Doutorado)

This work opens with a short summary of the formulations for analysis of plane elasticity,
plate bending according to the theory due to Kirchhoff and some models of plasticity. The
integral equations of plate bending and plane elasto-plastic problems are developed and its
implementation on Boundary Element Method is discussed (BEM). Some time-step integrators
for dynamic analysis are presented and they are combined with the BEM. An algorithm, based on
sub-region technique, for analysis of thin-walled structures is presented and the consideration of
inertia and plastic effects are discussed. Some examples of structures on elastic and elasto-plastic

regimen, under static and dynamic equilibrium, are presented.
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We can forgive a man for making a useful thing as long as he does not
admire it. The only excuse for making a useless thing is that one

admires it intensely. All art is quite useless.

Oscar Wilde
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1-Introducao

O tratamento de problemas elasto-plasticos e de dindmica transiente sdo assuntos que
despertam grande interesse na engenharia. O Método dos Elementos de Contorno vem sendo
empregado com sucesso neste tipo de andlise desde meados da década de 1960. Neste
trabalho propde-se uma forma de analisar o comportamento dindmico transiente de pecas de
secdo delgada em regime elasto -plastico.

Inicialmente apresenta-se no Capitulo 2 uma revisdo bibliografica do tema. No Capitulo
3 € apresentado um resumo das formulacdes da elasticidade, dando &nfase aos estados planos
de tencdo e deformacdo. Neste capitulo é apresentada a dbtencio das solu¢des do problema de
Kelvin para a elasticidade plana.

Uma visdo geral da formulacdo do problema de flexdo de placas segundo a teoria
cléssica, ou teoria de Kirchhoff, € apresentada no Capitulo 4.

Apresenta-se no Capitulo 5 uma visdo breve d formula¢do necesséria para o tratamento
de problemas em regime elasto- plastico.

No Capitulo 6 € mostrada a obtencdo da equacdo integral para flexdo de placas e um
breve resumo da aplicacdo método dos elementos de contorno no tratamento deste tipo de
problema.

No Capitulo 7 é descrita a formulagdo do método dos elementos de contorno para o
problema de chapas em regime elasto- plastico.

Discutem-se alguns algoritmos de integracdo ao longo do tempo no Capitulo 8. Estes
integradores sdo empregados na obteng@o da resposta transiente do problema em estudo.

A montagem do sistema de equacdes do problema de folhas poliédricas € apresentada
no Capitulo 9.

Para afericio do modelo proposto sdo apresentados no Capitulo 10 alguns exemplos em
regime eléstico e, no Capitulo 11, em regime elasto- plastico.

As conclusdes deste trabalho estdo reunidas no Capitulo 12.



Ademais se apresenta detalhadamente no Apéndice a formulagdo do MEC para o

célculo de deformacdes e rotagdes no interior do dominio em estudo.



2-Revisao Bibliografica

2.1-Contexto historico

A obtencdo de solugdes fechadas para as equacdes que descrevem os mais diversos
fendmenos é uma tarefa em geral dificil quando ndo impossivel. Quando disponiveis, estas
solucdes sdo aplicdveis apenas a casos bastante simples. Por estas razdes, parte-se a procura
de um método numérico capaz de fornecer uma resposta confidvel para um dado problema.

A evolugdo dos métodos numéricos sempre esteve ligada ao equipamento disponivel
para a aplicacdo destes. No inicio do século XIX, céalculos numéricos simples, como a
obtencdo de tabelas de logaritmos e funcdes trigonométricas, eram executados por pessoas
que exerciam a profissdao de “computador” [Tweedale 1990]. Dotados muitas vezes apenas de
papel e caneta, quando muito de calculadoras mecanicas bastante rudimentares, 0s
“computadores” cometiam muitos erros em suas tabelas.

Tentando melhorar a qualidade das tabelas de fungdes trigonométricas, essenciais a
navegacdo, em 1821 Charles Babbage concebeu uma mdaquina capaz de executar esses
calculos automaticamente e sem erros. Sua maquina € tida como o primeiro computador no
sentido moderno do termo [Swade 1991].

Seguindo os passos de Babbage, vdrios outros construiram mdquinas cada vez mais
complexas até que em 1930 Vannevar Bush construiu o primeiro computador mecénico capaz
de solucionar equagdes diferenciais [Tweedale 1990].

O tratamento de problemas de elasticidade por meio de equacgdes integrais remonta ao
final do século XIX, com o trabalho de Somigliana publicado em 1886 Becker 1992]. Em
1949, Massonnet publicou um trabalho descrevendo como problemas de elasticidade plana
poderiam ser resolvidos numericamente a partir de suas equacOes integrais [Massonnet
1949]. Neste trabalho, Massonnet descreve como aplicar a propriedade de convergéncia das

equacOes integrais para obter solugcdes via aproximagdes sucessivas. No mesmo trabalho foi



apresentado um equipamento mecanico capaz de efetuar as integragcdes, obtendo graficamente
o campo de tensdes de um problema.

Esses dispositivos mecanicos eram alternativas vidveis na época em que foram
concebidos, pois os computadores eletrdnicos eram mdaquinas extremamente caras, lentas e
raras. Em 1949 havia apenas quatro computadores eletrdnicos em operacdo no mundo. Além
disso, a programacdo destas maquinas era feita com conexdes fisicas por meio de cabos, o que
tornava sua operagdo dificil e ndo confidvel. Apenas em meados da década de 1950
computadores eletrdnicos capazes de aceitar programacgdo logica se tornaram comercialmente
disponiveis [Lavington 1988].

Em 1956, quando computadores eletrdnicos ja estavam disponiveis, Massonnet
expandiu seu trabalho para problemas tridimensionais. As integracdes sucessivas requeridas
pelo processo eram efetuadas numericamente pelo computador, garantindo uma maior
acuidade na resposta. A principal diferenca entre o algoritmo de Massonnet e os elementos de
contorno atuais € a inexisténcia de um sistema de equacgdes. A solugdo era obtida diretamente
da equaco integral.

Seguindo a mesma dire¢do do trabalho de Massonnet, Jaswon 1963 ¢ Symm 1963
apresentaram solucdes numéricas, via equagdo integral de contorno, para problemas
potenciais. Suas aproximagdes consistiam em dividir o contorno do problema em trechos
retos, dhamados elementos, nos quais as func¢des de potencial eram assumidas constantes. As
integrais de contorno eram avaliadas usando-se a regra de Simpson, exceto pelas integrais
singulares que tinham tratamento analitico. Apds a integracdo do contorno havia um sistema
de equagdes algébricas a ser resolvido.

Rizzo 1967 publicou um trabalho explorando a semelhanca entre os problemas
potenciais e a teoria classica da elasticidade. Neste trabalho, varios problemas de elasticidade
sdo resolvidos por uma aproximacgio mimérica idéntica a usada por Jaswon 1963.

O trabalho de Rizzo 1967 foi expandido para problemas tridimensionais por Cruse
1969. Mais tarde Lachat & Watson 1975 propuseram o uso de polindmios de grau mais alto,
quadriticos e cubicos, como fungdes de densidade para obtencdo de melhores resultados.
Com isso outros autores passaram a usar elementos isoparamétricos quadraticos, onde tanto a
geometria do contorno quanto as funcdes de densidade eram aproximadas por fungdes
quadriticas.

O problema elasto-plastico Di analisado pela primeira vez por Swedlow & Cruse 1971,
que apresentaram a formulacdo direta para a integral de contorno. Houve a necessidade de

uma discretizacdo do interior do corpo em estudo para a avaliagdo das integrais de dominio.



Este procedimento ndo aumenta o nimero de incdgnitas do problema, como ocorreria na
técnica dos elementos finitos, mas é uma atividade que aumenta a quantidade de operacOes
necessdrias ao processamento. Riccardella 1973 ampliou este trabalho usando o critério de
resisténcia de Von Mises e assumiu que as tensdes eram constantes nas células de dominio,
em um processo de solucdo ndo iterativo. Devido ao elevado custo computacional deste
processo, Riccardella 1973 concluiu que o método ndo apresentava vantagens em relacdo a
outras abordagens disponiveis na época, a pesar de sua acuidade.

Mendelson & Albers 1975 apresentaram uma formulagdo para materiais perfeitamente
plasticos e com enrijecimento, diferente da usada por Riccardella 1973. Estes trabalhos
mostraram, na época de sua publicacdo, a acuidade e o potencial dos elementos de contorno
no tratamento deste tipo de problema.

Algumas corregdes as formulacdes para o estado plano de deformacdo, considerando o
efeito térmico, foram publicadas por Mukherjee 1977, que introduziu modificagdes nos
nucleos das integrais de deformacgdo plastica. Bui 1978 publicou mais algumas corre¢oes para
0s casos bi e tridimensional, considerando o efeito da integral convexa.

Telles & Brebbia 1979 apresentaram a formulagdo para o célculo das deformacdes e
tensdes em pontos internos, incluindo um tratamento das integrais singulares de dominio, com
base no trabalho de Bui 1978, adaptando a formulacdo para o problema bidimensional. Eles
apresentaram uma formulagdo direta para o método dos elementos de contorno, utilizando
elementos lineares tanto no contorno quanto no dominio.

Lee 1983 utilizando elementos quadraticos, apresentou um estudo sobre elementos de
contorno, tendo por base os trabalhos de Telles & Brebbia 1979 ¢ Axelsson & Samuelsson
1979. No trabalho de Axelsson & Samuelsson 1979 foi apresentado um estudo de problemas
elasto-pldsticos com encruamento misto, usando o critério de escoamento de Von Mises, para
aplicacio no método dos elementos finitos. O problema pléastico foi tratado efetuando-se
integracdes sobre o dominio. A contribui¢do das deformagdes plasticas nos deslocamentos e
forcas no contorno do corpo em estudo foi determinada através de um processo incremental e
iterativo. Lee 1983 apresentou também um algoritmo de aceleracdo de convergéncia para as
iteracOes plasticas.

A seguir, o trabalho de Lee 1983 foi implementado para aplicagdes praticas em
mecanica da fratura por Tan & Lee 1983, analisando um tubo de parede espessa com uma
trinca, e na andlise de chapas de ligacdo por Lee & Fenner 1986.

Ainda utilizando a mesma abordagem feita em Lee 1983, Lou & Zhang 1992 trataram

o problema elasto-plastico em um meio composto por dois materiais.



Seguindo a linha mostrada em Telles 1983, para o tratamento da plasticidade como
forca de dominio, Chen & Nisitani 1997 estudaram o efeito do coeficiente de Poisson neste
tipo de andlise.

Uma abordagem totalmente diferente das anteriores foi proposta por Henry 1987.
Nesta, foi proposta uma funcdo particular que satisfaz a equacdo diferencial dos problemas
ehsto-plasticos. O conceito de fungdes complementares e integrais particulares € aplicado,
transformando-se as integrais de dominio em integrais de contorno. Desta forma simplifica-se
o tratamento destes problemas, uma vez que se dispensa a integracdo de dominio e, por
conseguinte, sua discretiza¢ao.

Algumas contribuicbes a formulagdo de problemas elasto-plasticos foram feitas por
Montans & Borja 2002 que propuseram o uso de uma superficie de encruamento no
algoritmo plastico. A formulagdo tem por base a regra de escoamento de Prager e ndo difere
muito do método consagrado.

A avaliagdo numérica das integrais envolvidas no método dos elementos de contorno
sempre foi um tema de grande atencdo. Nos primeiros trabalhos publicados, as integrais
singulares eram tratadas analiticamente e as demais integradas numericamente. O uso de
funcdes de forma de grau mais elevado dificultou o tratamento analitico das integrais
singulares e técnicas numéricas passaram a ser utilizadas no lugar das expressdes analiticas.
Desde entdo a pesquisa de métodos para avaliacdo numérica de integrais singulares e quase-
singulares tem se mostrado um campo bastante produtivo.

Lachat & Watson 1976 propuseram uma técnica para melhorar a acuidade da
integracdo numérica quando o ponto de colocacdo se encontrasse proximo do contorno. A
técnica consiste em dividir-se o elemento a ser integrado em vdrios elementos menores, ou
subelementos. Esta técnica tem sido bastante empregada e produz bons resultados para
elementos quase-singulares, mas € ineficaz com elementos singulares. No caso de elementos
com singularidade fraca, Lachat & Watson 1976 utilizaram a técnica de degeneracdo do
Jacobiano. A degeneragdo do Jacobiano, que consiste em forgar a coincidéncia de dois nds em
um elemento ou célula, produz um Jacobiano singular, garantindo a convergéncia de integrais
com singularidade fraca.

Lee 1983 aplicou a mesma técnica no tratamento das singularidades nas integrais de
dominio do problema elasto-pléstico. As integrais singulares do contorno foram tratadas com
quadraturas logaritmicas e analogias de corpo rigido.

Telles 1987 propds o uso de uma fungdo de mapeamento cibica durante a integragdo do

contorno, de modo a produzir um Jacobiano singular, melhorando a acuidade no célculo de



integrais quase singulares. Esta técnica, embora menos poderosa que a proposta por Lachat &
Watson 1976, exige pouco esfor¢o computacional e produz resultados com boa acuidade para
aplicacdes préticas.

Foltran & Palermo 1997 retomaram a abordagem analitica da integracdo dos
elementos de contorno, apresentando um conjunto de expressdes para o elemento linear no
tratamento de problemas da elasticidade bidimensional. Tais expressdes demandam pequeno
esforco computacional e fornecem resultados extremamente acurados. De posse destas
expressdes foi possivel obter um parametro confidvel para avaliacdo de outras técnicas de
integracdo numérica.

Expressdes analiticas para a integral singular do elemento quadritico curvo foram
apresentadas por Pina 1997. Em seu trabalho, Pina 1997 apresentou um estudo bastante
compreensivel da técnica utilizada.

Uma implementacdo recursiva da técnica de Lachat & Watson 1976 foi apresentada
por Foltran & Palermo 1998. Esta implementacdo destaca-se pela sua simplicidade, podendo
ser empregada em programas ja prontos sem massivas modifica¢cdes do codigo. Além disso,
na implementagio de Foltran & Palermo 1998 as contribuicdes de cada subelemento €
somada a de outro de mesmo tamanho. Isso reduz apreciavelmente o erro por truncamento do
processo, produzindo resultados compardveis a integrac@o analitica.

De posse dessas técnicas de integracdo melhoradas, Foltran 1999 apresentou um estudo
comparativo entre as abordagens do problema elasto-plastico propostas por Lee 1983 e
Henry 1987. Aplicando a técnica de integracdo por contorno de células, mostrada em Chaves
1997, foi possivel proceder as integrais de dominio com velocidade e acuidade. Outrossim, a
técnica das integrais por contorno de células dispensa um tratamento mais sofisticado das
singularidades de dominio, como as que ocorriam na implementacdo de Lee 1983. O
problema de quase-singularidade observado na integracdo do contorno das células foi tratado
com sucesso utilizando-se a técnica de subelementos proposta por Foltran & Palermo 1998.

O método dos elementos de contorno também foi bastante aplicado na solucdo de
problemas de flexdo de placas. Um dos primeiros trabalhos empregando esta abordagem foi
publicado por Jaswon & Maiti. 1968. Estes pesquisadores fizeram uso da natureza
biarmoénica da equacdo deste problema para resolver placas com diversas condigdes de
contorno.

No final da década de 1970, Bezine 1978 ¢ Stern 1979 apresentaram quase
simultaneamente a representacdo integral direta para o problema de flexdo de placas. Ambos

propdem implementacdes de elementos de contorno para a equagdo integral. Enquanto Bezine



1978 aplicou elementos constantes com os pontos de colocagdo sobre seus pontos médios,
Stern 1979 utilizou elementos lineares com os pontos de colocagdo nos extremos. Na
abordagem de Stern 1979 os nés poderiam ser colocados nos cantos da placa.

Seguindo a linha estabelecida por Bezine 1978 ¢ Stern 1979, Tottenham 1979
apresentou uma formulacdo para o estudo de placas e cascas abatidas pelo método dos
elementos de contorno. Tottenham 1979 propds também o so de uma solucido fundamental
ligeiramente diferente da apresentada por Bezine 1978 ¢ Stern 1979. Estudos comparando a
performance das solugdes fundamentais de Bezine 1978, Stern 1979 ¢ Tottenham 1979 ndo
mostraram diferenca aprecidvel nos resultados obtidos com uma ou outra Simées 2001]. No
entanto, as expressdes obtidas a partir da solugdo fundamental de Tottenham 1979 sio um
pouco mais simples que as anteriores.

Danson 1980 implementou a formulagio de Tottenham 1979 para placas utilizando
elementos constantes. Danson 1980 posicionou os pontos de colocagdo sobre o ponto médio
dos elementos para a montagem das equacdes referentes a deflexdo e a rotacdo normal. Uma
outra equacdo era montada com o ponto de colocacdo em cada canto da placa para a
determinacdo das reagdes de canto incognitas.

Bezine 1981 estendeu seu trabalho anterior para comportar vinculagdes e carregamentos
no interior do dominio. Mais tarde Bezine et al. 1985 publicou um estudo da instabilidade de
placas devido a carregamento em seu plano.

Seguindo o trabalho de Danson 1980, Paiva 1987 apresentou um estudo de placas com
condicdes de contorno no dominio, além da iteracdo da placa com outros elementos
estruturais como vigas e pilares. Esta abordagem difere das anteriores por utilizar apenas uma
equacdo integral. Dois pontos de colocagdo distintos sdo tomados para cada nd, um sobre o
contorno e outro fora do dominio, produzindo equagdes linearmente independentes. Além
disso as reacdes de canto incognitas sdo assumidas nulas, dispensando a montagem de uma
equacdo para a determinacdo de seu valor.

Komatsu & Nagai 1982 pela primeira vez utilizaram o método dos elementos de
contorno para analisar pecas de paredes finas. Com o objetivo de estudar o fendmeno do
shear-lag, vigas de seco retangular foram divididas em trés secdes. A secdo central foi
analisada com o método dos segmentos de paredes finas, que utiliza a formula¢do variacional
de Vlassov 1962. Os segmentos extremos foram tratados como estados planos de tensdo,
discretizados com elementos de contorno quadréticos. A técnica das sub-regides foi utilizada

para unir todos os elementos em um tnico sistema de equacdes. No entanto a técnica de



Komatsu & Nagai 1982 limitava a geometria da segdo a ser analisada, que deveria ser
composta por células.

Tanaka 1987 apresentou uma formulac@o integral para a andlise da vibracdo livre de
pecas compostas por placas. Um estudo de grandes deflexdes foi apresentado no mesmo
trabalho. Essa formulacdo foi implementada por Tanaka et al. 1988 para o método dos
elementos de contorno. Utilizando elementos de contorno e células constantes, foram
identificados os trés primeiros modos de vibracdo de uma barra de secdo U. O modelo
proposto por Tanaka 1987 ndo permitiu a consideragio de forcas externas aplicadas as
arestas, imitando seu uso em problemas praticos de engenharia.

Combinando o estado plano de tensio com a flexdo de placa, Palermo 1989 produziu
uma ferramenta capaz de analisar pecas de paredes finas como uma associagdo de problemas
planos em um espago tridimensional. Esta abordagem, que utilizou a formulagcdo de placas
proposta por Paiva 1987 e o estado plano de tencdo estudado por Rizzo 1967, resulta em um
sistema de coordenadas para o deslocamento com quatro parimetros. Trés desses se referem
ao deslocamento nas dire¢cdes dos eixos coordenados e o quarto, a flexdo transversal da
parede.

Mendonca 2002 retomou o trabalho de Palermo 1989 introduzindo um sistema de
coordenadas de seis parametros, trés deslocamentos e trés rotagdes, ainda fazendo uso da
teoria classica & placas para modelar a flexdo das paredes da peca. Além disso Mendonga
2002 estudou problemas elasto-plasticos formados por sub-regides coplanares.

Houve, na segunda metade do século XX, vdrias tentativas de se estudar o
comportamento dindmico de meios elasticos por meio de computadores. Um desses trabalhos,
de grande destaque, foi publicado por Houbolt 1950. Neste trabalho o movimento da asa de
uma aeronave ¢ analisado por meio de um integrador de passo multiplo. Este método
pressupde que sdo conhecidas & posi¢des dos pontos em andlise em dois passos de tempos
anteriores, além do atual, para assim determinar as posi¢des no instante seguinte.

Tentando simplificar a andlise dos problemas dindmicos, Newmark 1959 propds um
método de integracio de passo Ttnico. Neste método, conhecidos os deslocamentos,
velocidades e aceleracdes de um ponto em um dado instante, € possivel determinar estas
grandezas para um instante seguinte. Embora mais simples de ser implementado, o método de
Newmark 1959 apresenta, em alguns casos, instabilidade nos resultados.

Um integrador de passo tnico e que produz resultados estdveis foi proposto por Wilson
et al 1973. Este novo integrador conduz a resultados tdo suaves quanto aqueles obtidos com o

integrador de Houbolt 1950.



Uma caracteristica bastante peculiar do método dos elementos de contorno é a
possibilidade de se analisar dominios ilimitados a partir da discretizacdo de seu contorno ou
de apenas parte dele. Isto torna os elementos de contorno particularmente interessantes para o
estudo de problemas que envolvem iteragdo com o solo ou acustica de ambientes abertos.

O primeiro estudo utilizando o método dos elementos de contorno em problemas de
vibra¢@o foi proposto por Friedman & Shaw 1962 [Coda & Venturini 1995b].

Cruse & Rizzo 1968 ¢ Cruse 1968 propuseram os primeiros estudo de propagacdo de
ondas transientes em meios ilimitados pelo método dos elementos de contorno. Nestes
trabalhos a solucdo do problema era obtida no espaco transformado de Laplace e uma
transformada numérica inversa foi empregada para obtencdo de uma resposta no dominio do
tempo. Esta abordagem foi seguida por varios autores na andlise de problemas dinamicos.

Na década de 1980 Mansur & Brebbia 1982 propuseram uma solu¢do fundamental no
dominio do tempo, resolvendo o problema transiente por meio de passos de tempo. Esta
formulagdo foi largamente empregada no estudo de problemas transientes pelo método dos
elementos de contorno desde entao.

Katsikadelis et al 1988 apresentou um método para solucdo de problemas de flexdo de
placas com apoios internos, em regime estitico e dindmico, por meio da integracio direta das
forcas de inércia. Esta andlise foi feita num espaco transformado e técnicas numéricas foram
empregadas para se obter a resposta no dominio do tempo.

Tanaka & Matsumoto 1989 compararam o desempenho dos integradores de
Newmark 1959, Wilson et al 1973 e diferencas finitas em problemas de propagacdo de ondas
em barras utilizando o método dos elementos de contorno. Concluiu-se neste trabalho que o
integrador de Wilson et al 1973 apresenta resultados melhores, para este tipo de problema,
que os outros integradores analisados.

Seguindo a linha proposta por Mansur & Brebbia 1982, Coda & Venturini 1995
apresentaram um estudo da iteracdio da estrutura com sua fundagdo. O solo foi tratado
utilizando-se a formulagdo proposta por Mansur & Brebbia 1982 e a estrutura foi tratada
com elementos finitos.

Mais tarde, Coda & Venturini 2000 apresentaram um estudo de problemas transientes
ndo lineares com integracdo direta das forcas de inércia. Neste trabalho foram testados os
integradores de Houbolt 1950 € Newmark 1959.

Araujo et al 1999 apresentou um estudo da dindmica ftransiente em meios
tridimensionais no dominio do tempo utilizando o integrador de Wilson et al 1973. O uso

deste mtegrador foi viabilizado pela simplificacdo na forma de se obter as forcas de contorno
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no instante em estudo. Em sua forma tradicional o integrador, quando aplicado a elementos de
contorno, fornece o valor das forcas num instante a frente do atual em 40% do passo de tempo
adotado.

Sanchez 2002 aplicou a abordagem de Palermo 1989 ao modelo proposto por Wright
1990 na andlise estitica e dindmica estaciondria de lajes de concreto com forma de aco
incorporada (steel deck). A solugdo fundamental da dindmica foi aplicada utilizando-se
elementos de contorno lineares com pontos de colocagdo sobre o contorno e fora do dominio.
Com o propdsito de mostrar a validade da formulagfo, foram resolvidos exemplos estiticos e
dindmicos estaciondrios. Na andlise dindmica estaciondria sdo determinadas as Fungdes de
Resposta em Freqiiéncia. Das informacgdes contidas nas FRF, foram obtidos as freqii€ncias

naturais e os modos préprios de vibracao correspondentes.
2.2-Objetivos

A andlise de pecas de secdo delgada estd relacionada ao projeto de barras e estruturas,
visando proporcionar economia de material. Podem ser relacionados neste conjunto perfis de
aco, sejam laminados, soldados ou dobrados a frio, nicleos de concreto dos edificios altos e
até asas de avides.

Devido ao campo de aplicagio bastante amplo, a andlise deste tipo de elemento
estrutural € feita de vdrias maneiras. Pode-se encontrar desde abordagens simplificadas,
bastante semelhantes a Resisténcia dos Materiais, at¢é modelos elaborados que vislumbram
materiais visco-elasto -plasticos.

A barra de secdo delgada, seja aberta ou fechada, ndo € tratada adequadamente pela
teoria cldssica se submetida a alguns tipos de carregamentos, particularmente a tor¢do nao
uniforme. Dentre os tratamentos dados ao problema destaca-se a teoria das superficies
setoriais de Vlassov 1962, cujo principal aspecto € a consideracio do equilibrio
tridimensional da barra.

Vlassov 1962 obteve uma equagio para a deformacdo longitudinal de barras longas de
secdo delgada aberta, semelhante aquela da teoria elementar de flexdo. Nesta equag@o inclui
se um quarto termo que leva em conta o efeito do empenamento da secdo, ou seja, Os
deslocamentos longitudinais que tornam a seco transversal ndo plana.

Para barras com secdo fechada, a andlise de Vlassov 1962 inclui a influéncia das
tensdes de cisalhamento e dos momentos de flexdo da parede no plano da segdo transversal.

Vlassov 1962 afirmou que a restricdo ao empenamento € mais importante que o efeito de
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flexdo transversal das paredes. Este tltimo aspecto tornou trabalhosa a andlise de barras de
se¢do delgada fechada e métodos numéricos t€ém sido empregados largamente em sua solucéo.

Analisando-se os trabalhos concluidos na ultima década, identifica-se que modelos com
base no Método dos Elementos Finitos (MEF) foram largamente empregados. Também houve
tentativas de obter-se formulacdes fechadas para alguns casos particulares, como no trabalho
de Chang & Hijazi 1989, mas estes sdo tratamentos muito restritos e custosos.

O trabalho de Palermo 1989 foi um dos que aplicou a abordagem numérica ao
problema, assumindo a barra como uma estrutura composta por laminas. Para tal o método
dos elementos de contorno foi empregado, fazendo uso de elementos isoparamétricos lineares.
Os efeitos de extensdo e de flexdo foram considerados em cada lamina através do estado
plano de tensdo generalizado e da teoria de placas finas, respectivamente. Isso permitiu o
calculo no regime elastico, com pequenas deformacdes, de pecas de secdo delgada de sec@o
aberta ou fechada. . Adicionalmente, para que a sec@o transversal da peca fosse mantida rigida
em seu plano e/ou permanecesse plana na deformacdo (sem empenamento), foram incluidos
diafragmas rigidos ao longo do comprimento. Assim, a medida que se aplicasse um a outro
tipo de diafragma, o comportamento da associacdo aproximava-se daquele previsto pela
resisténcia dos materiais ou do devido a Vlassov 1962. Deste modo, o uso dos diafragmas
mostrou a conectividade entre os modelos matematicos das folhas poliédricas e a teoria de
flexo-tor¢do de barras longas. O efeito de ‘“‘shear-lag” (ou, a ndo uniformidade da tensdo
normal em uma mesa unicamente tracionada ou comprimida) pode ser identificado.
Confirmou-se também a importancia dos momentos de flexdo transversal em tarras de se¢do
fechada para diversas condicdes de vinculag@o e carregamento.

Em Foltran 1999 apresenta-se um estudo do problema elasto-pléstico bidimensional
por meio do método dos elementos de contorno. O efeito da plasticidade foi considerado por
meio da integracdo, via malha de células, das deformagdes plasticas no dominio, como
apresentado em Lee 1983. O tratamento numérico incluiu o desenvolvimento de elementos
isoparamétricos lineares de contorno e de dominio, além do isoparamétrico quadritico
somente no contorno. As singularidades e quase singularidades de contorno foram tratadas
com o uso de expressdes analiticas. As integrais de dominio foram transformadas em integrais
de contorno de células, dispensando tratamentos especiais para as integrais singulares e hiper-
singulares, além de possibilitar o uso de quadratura gaussiana convencional. Os resultados
dessa proposta foram apresentados em Foltran & Palermo 1997 ¢ a demonstracdo de sua
eficiéncia em problemas elasticos lineares mostrada em Foltran & Palermo 1998. O

tratamento de problemas planos em regime elasto-plastico foi apresentado em Foltran &
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Palermo 1999, onde as expressdes analiticas foram combinadas com o tratamento das
integrais de dominio nas células por integrais de contorno equivalente. Esta formulagido
mostrou-se estavel e eficiente tanto na diminuic¢io do tempo de processamento quanto na
acuidade dos resultados. Apesar do uso de elementos lineares na discretizagdo dos problemas
estudados, ndo houve perda significativa de acuidade nos resultados, quando comparados a
outros disponiveis na literatura.

No tocante ao comportamento dindmico das pecas de paredes finas, pode-se realizar
dois tipos de andlise. No caso de regime estaciondrio (dominio da freqiiéncia) as grandezas
dindmicas mais importartes para caracterizar o comportamento estrutural sdo as freqii€ncias
naturais € os modos proprios. O segundo tipo de andlise descreve comportamentos transientes
e devem ser tratados diretamente no dominio do tempo.

A andlise dindmica transiente com o MEC pode ser realizada basicamente através de
trés metodologias. A primeira consiste na formulacdo diretamente no dominio do tempo como
em Mansur & Brebbia 1982. Uma segunda possibilidade de se tratar problemas transientes
com o MEC ¢ através da utilizacdo de transformacdes integrais, seja a transformada de
Laplace, seja a transformada de Fourier ou mesmo de Hankel, como feito por Cruse & Rizzo
1968 ¢ Cruse 1968. No caso de haver a integracdo direta no tempo dentro do MEC, a
Equacdo Integral de Contorno (EIC) € sintetizada utilizando-se como estado auxiliar uma
Solucdo Fundamental (SF) para problemas dindmicos transientes. No caso dos procedimentos
de andlise transiente com base nas transformacdes de integrais, a EIC do MEC ¢ sintetizada a
partir da solu¢do fundamental da dindmica estaciondria, leia-se solucdo fundamental dindmica
no dominio da freqiiéncia.

Por outro lado, existe outra possibilidade de tratamento de problemas elasto-dindmicos
transientes no MEC. Nesta versdo, a EIC ¢ sintetizada tendo por base a Solugdo Fundamental
do problema estitico. A conseqiiéncia é que os termos correspondentes as forcas de inércia
ficam expressas em termos de uma integral de dominio. A solucdo do problema dindmico
agora passa pela avaliacio da integral de dominio contendo as forcas de inércia (termos
contendo aceleracdo). O tratamento da integral de dominio pode ser feito através da divisao
do dominio em células e efetuando-se a integracdo em cada célula. Nesta estratégia, outra
possibilidade € a tentativa de se converter a integral de dominio em uma série de integrais de
contorno. Esta estratégia é utilizada nas versdes conhecidas como Método da Reciprocidade
Dual e o Método da Muiltipla Reciprocidade.

No presente trabalho pretende-se criar ferramentas para possibilitar a analise dindmica

transiente de vigas de paredes finas solicitadas além do limite eldstico. As pecas em estudo,
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inicialmente em repouso, serdo submetidas a um carregamento varidvel no tempo. Nesta
situacdo a amplitude das tensGes na peca poderd crescer a cada ciclo, podendo ultrapassar o
limite elastico. Com isso temse a plastificagdo de certas regides.

Supondo que em um determinado ciclo ocorra a plastificagdo da peca, uma vez atingida
sua amplitude maxima, hd o descarregamento da mesma. A descarga ocorre em regime
elastico mas, a medida que o carregamento ¢ invertido, a plastificacdo poderd ocorrer
novamente no sentido inverso. Uma vez atingido o limite eldstico no carregamento inverso,
ter-se-4 novamente o regime elasto-plastico. As tensdes e deformacgdes residwais, oriundas do
ciclo anterior, afetardio o comportamento da peca neste e demais ciclos, devendo ser
acumuladas ao longo do histérico de carga e descarga.

Ademais, poder-se-4 considerar que a pega ja conta com uma distribuicdo de tensdes
residuais antes do inicio do carregamento. Tais tensdes podem ser atribuidas ao processo de
fabricacdo da peca.

Para tal andlise, retoma-se a modelagem de vigas de paredes finas, proposta por
Palermo 1989. Esta abordagem foi escolhida devido a sua funcionalidade e simplicid ade.

O tratamento da ndo linearidade fisica € incluido no modelo empregando-se a
abordagem de problemas elasto-plasticos apresentada em Foltran 1999 que se mostrou
adequada para a andlise de problemas de estado plano de tensio e deformacio.

A dindmica transiente serd incluida na andlise por meio da integracdo no dominio das
forcas de inércia. Esta técnica foi empregada com sucesso por Katsikadelis et al 1988 no
estudo do comportamento dindmico de placas. Um integrador, dentre os sugeridos por

Tanaka & Matsumoto 1989 serd usado para obter uma solu¢do no dominio do tempo.
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3-Estados Planos de Tensao e deformacao

3.1-Introducao

Para melhor compreensdo do que serd exposto mais adiante, apresenta-se um resumo
das expressdes utilizadas na teoria da elasticidade. Todos os indices neste capitulo variam de

1 até 3, a menos que se informe o contrario.

3.2-Hipoteses basicas

No decorrer deste texto supdem-se que as seguintes hipdteses sejam respeitadas:
1.E vilida a geometria de pequenos deslocamentos;
2.0 estado deformado do corpo pode ser escrito em funcdo do estado
indeformado, ou seja, aproximacdo Lagrangiana; e,

3.0 material que constitui o corpo € elastico linear, homogéneo e isotrépico.
3.3-Equacao de equilibrio

Seja um corpo finito, em equilibrio estitico, sujeito a um sistema de forcas aplicadas em
sua superficie e em sua massa. Cada ponto deste corpo estard em equilibrio, sujeito a um

conjunto de tensdes internas e for¢as de massa, conforme mostrado na Figura 3.1.
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Figura 3.1 - Elemento infinitesimal.

As equagdes que regem o equilibrio entre as tensoes ©;; € as forcas de massa b; podem

ser escritas em notacdo indicial como [Saada 1993]:
G,;+b=0 3.1

Em um ponto na superficie do corpo, sujeito a um estado ¢ tensdes dado pelo tensor
cij, as forcas de superficie aplicadas neste ponto relacionamse com as tensdes segundo a

expressao:

p =6, (3.2)

O vetor 1 € normal a superficie, conforme ilustrado na Figura 3.2.

X3

P3

p2

P ¥

\4

X2

X
Figura 3.2 - Forgas de superficie.
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3.4-Relacao deformacio - deslocamento

Um corpo submetido a um sistema de forcas terd sua conformacfo inicial alterada. Cada
ponto deste corpo ird se deslocar caracterizando uma transformagdo de um estado inicial, ou
indeformado, para um estado final, ou deformado.

Se para qualquer par de pontos, pertencentes ao corpo, a posicio relativa entre eles nio
se altera apOs a transformacdo, diz-se que o corpo sofreu um movimento de corpo rigido. Esta
transformacdo produz apenas translacdes e rotacdes no corpo, sem alterar sua forma.

Caso haja alteracdo da posicdo relativa entre & pontos ap6s a transformacio, diz-se que
o corpo sofreu deformagio, tendo sua forma original modificada.

Sejam dois pontos M e N, de coordenadas x; e x+dx, respectivamente, infinitamente

proximos, conforme ilustrado na Figura 3.3.

A (u1+du1, u2+du2, U3+dU3)

d (dxl, dXZ, dX3)

d€ (d§;,dS;, BEs)

M M’
(U, w, w)

v

X2

Figura 3.3 - Transformagdo do corpo.

Os pontos M e N sdo levados aos pontos M’ e N’, de coordenadas &; e &;+d&;,

respectivamente. Entdo as coordenadas de N’ podem ser escritas como:
N'=E,+dE; ou N'= x; + dx; +u; + du; (3.3)
Igualando-se as duas formas de se escrever as coordenadas de N’ tem-se:
E +dE; =x +dx; +u, +du, (3.4

Expandindo-se os deslocamentos w; em série de Taylor, procede-se a diferenca dos
quadrados entre os comprimentos final e inicial e relaciona-se o comprimento final com o

inicial por um acréscimo linear. Este acréscimo linear é chamado de deformagdo que, por ser
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pequeno, pode ser definido como sendo um tensor de segunda ordem, dado pela expressdo

[Saada 1993]:

e. =

ij (ui,j +uj,i tuy; '”k,j) 3.5

|-

Pode-se assumir ainda que a rotacdo para todos elementos que estio em torno do ponto
M sera a mesma. Além disso, se este angulo de rotacdo for suficientemente pequeno, pode-se
desprezar a dilatagdo cilindrica. Isso implica que o vetor de deformacdo para um elemento em
M serd perpendicular a este, tanto no estado deformado quanto no indeformado. Se também
for assumido que os quadrados das derivadas w;; possam ser desprezados, entdo a relagdo

(3.5) pode ser linearizada resumindo-se a:

:%(ui,j +”j,i) 3.6)

3.5-Relacoes Constitutivas

As relagdes constitutivas expressam a interdependéncia entre tensdes e deformagdes,
necessdrias aos estudos dos problemas ligados a deformagdo de corpos.

Uma hipdtese bastante usada para os probkmas de engenharia, na dedugdo das relacGes
constitutivas, é que as deformacdes sdo proporcionais ao carregamento aplicado. Isso significa
que um aumento ou diminuicdo de carregamento acarretard num aumento ou diminuicdo da
deformacdo. Cabe lembrar que esta hipdtese s6 € vdlida se as propriedades do material que
constitui o corpo em estudo nio se alterarem com a variagdo das tensodes. Esta hipétese pode

SEr expressa matematicamente como:

6, =C€; 3.7

)

O tensor de quarta ordem, Cjy, € composto por 81 constantes eldsticas. Pode-se
simplificar a expressdo (3.7) considerando-se que os tensores de segunda ordem envolvidos
sdo simétricos. Com isso passa-se a ter 36 constantes independentes. Se for considerada a
existéncia de uma fungdo de densidade de energia, pode-se mostrar que o tensor Cyy €
simétrico em relacdo a cada par de indices, restando 21 constantes independentes. Como o
material € suposto isotrépico, ou seja, suas propriedades independem da direcdo em que sdo
medidas, estas constantes podem ser resumidas a apenas duas. A equacdo (3.7) pode agora ser

escrita como:

18



G, =2ue; +A0,€, (3.8)

As constantes de Lamé, u e A, podem ser escritas em fungio do coeficiente de Poisson v
e do médulo de Young E segundo as férmulas apresentadas na Tabela 3.1. Na mesma Tabela

sdo apresentadas vdrias relagdes entre as constantes eldsticas nas suas combinagdes mais

comuns.
Tabela 3.1 - Relagées entre as constantes eldsticas.
Em Funcio de
Constante
Aen Eev Eep nev
VE w(E-2u) 21V
A A —— —_
(1+v)1-2) 3u—E 1-2v
E
H H 2 +v) H H
E R +24) E E 2ull+v)
A+l
\% _* \% E-2p \%
2 +1) 2u

A constante | € chamada de modulo de elasticidade transversal e também notada como
G [Saada 1993]. No decorrer deste trabalho manter-se-4 a notagao L.

No tratamento de alguns problemas, € conveniente expressar as deformacgdes de um
ponto a partir das tensdes que atuam neste. Para este fim, arranja-se adequadamente a

expressao (3.8) para isolar os termos de deformacao, obtendo-se:

AS .
gi‘:LGi'_—l]Gnn 3.9
7on Y 2u(3h+2u)

3.6-Equacoes de Navier

Uma forma prética de se escrever o equilibrio de um corpo é faze-lo em termos de seus
deslocamentos. As equagdes que expressam este equilibrio, deduzidas a seguir, sdo
conhecidas como equagdes de Navier. Derivando-se as relagdes (3.6) e (3.8) obtémrse as

expressoes:

G ik :7‘/811,1‘ +2ue, (3.10)

19




(ui,kl + ”k,u) (3.11)

=
iy
| =

Substituindo-se o valor da derivada das deformacdes (3.11) na expressdo da derivada

das tensoes (3.10), chega-se a:
Cus = 7\'”1,11‘ + “’(ui,kk U ) 3.12)
Substituindo-se o valor da derivada das tensdes, dadas por (3.12), nas equacdes de
equilibrio (3.1), chega-se a:

A+ e, o, + 1, +b, =0 (3.13)

Arranjando-se os indices e usando-se as relagdes da Tabela 3.1, chega-se as equagdes de

Navier:

a3 R (3.14)

3.7-Estados planos de tensao e deformacao

Se um corpo € sujeito a um dado estado de deformacdo elastico, tal que uma das
componentes de deslocamento seja dependente apenas da coordenada na sua direcdo, por
exemplo, a coordenada x3, € as outras componentes sejam independentes desta direcdo, tem-se

um problema de elasticidade plana. Matematicamente isso pode ser exemplificado por:

ulzu](xlaxz) ”2:u2(x1ax2) ”3=”3(x3)

No exemplo citado € facil notar que g ;3 € o3 serdo fungdes apenas de x3.

Se a fungdo deslocamento wus(x3) assume um valor constante, tem-se um estado plano
de deformacio. O estado plano de deformagdo € caracterizado por ter €;3 nulo, ou seja, ndo
ha deformagao na direcio xj.

As relagdes constitutivas para este caso tém a mesma expressdo de (3.8), no entanto os
indices variam apenas até 2. As tensOes tangenciais referentes a direcdo de x3 serdo nulas e a

tensdo normal ¢33 tem seu valor expresso a seguir:

G, = 2“8:] +>\’8ij£kk (1,j=1,2) (3.15)

6,,=Vv(c, +06,,) (3.16)
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G333 =7\'(811+322) (3.17)

Por outro lado, se ocorrer das tensdes tangenciaiS o3 € O3, € da tensdo normal o33
serem nulas, ter-se-d um estado plano de tensdes. As relagdes constitutivas apresentadas até

agora nao servirdo para este caso, devendo-se tomar a seguinte expressao:

G, =2uE, +3, Zitufl € (1jk=1,2) (3.18)

Analogamente ao estado plano de deformacdo, tem-se que €;3 se anula, exceto por €33

que tem seu valor calculado a seguir:

A
€43 =——2M+x(sn +€,,) (3.19)

Note-se que as relacdes para o estado plano de tensdo podem ser obtidas do estado

plano de deformacgdo fazendo-se:

__2uh (3.20)
2U+ A
ou
vi=_" (3.21)
1+v

3.8-Estado plano de tensao generalizado

Seja um corpo com a dimensdo na direcdo x3 muito menor que aquelas nas outras
direcdes, como ilustrado na Figura 3.4. Se a tensdo o33 for desprezivel ao longo da espessura

desta chapa e as tensdes tangenciais também puderem ser desprezadas nas faces

perpendiculares a x3, entdo os valores das deformagdes, deslocamentos e tensdes ao longo da
espessura podem ser tomados como iguais aos sews valores médios. Ou seja, a seguinte

relagdo serd valida:
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X1

Figura 3.4 - Corpo com pequena espessura.

h

1
ui(xl,xz):ﬂ _[ui (xl,xz,x3 )dx3 (3.22)

—h

A aproximagdo serd tanto melhor quanto mais fina for a chapa. Este estado é chamado
estado plano de tensdes generalizado. Todas as equagdes apresentadas para o estado plano de
tensdo sdo validas. As solucbes das equacdes de equilibrio t&ém forma andloga as do estado
plano de deformagdo, com a alteracio de A ou v mostrada em (3.20) e (3.21). Os
deslocamentos, neste caso, devem ser entendidos como sendo valores médios destes ao longo

da espessura.
3.9-Soluc¢iao fundamental de chapas

A solucido fundamental de chapas consiste na expressdo da solu¢do bidimensional do
problema de Kelvin. Esta expressio formece o valor dos deslocamentos de um corpo
bidimensional infinito, sujeito a uma forca unitiria aplicada na origem do sistema de
coordenadas.

Esta expressdo € definida como a solugcdo singular das equagdes de Navier, com uma
ndo-homogeneidade dada pela funcio delta de Dirac. A funcfo delta de Dirac € definida

como:

0 SeX=#P
A(X,P)= - SeX =P (3.23)

Definida desta forma, a fun¢io delta de Dirac apresenta as seguintes propriedades:
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TA(X,P)dx=1 (3.24)

T f(X)-A(X,P)dx= f(P) (3.25)

A solugdo do problema de Kelvin € obtida das equacdes de Navier, repetidas a seguir,

com os indices limitados até 2, quando um carregamento unitdrio, representado pelo vetor

unitdrio ¢, € aplicado na origem [Brebbia & Dominguez 1992], assim:

u; +—uj’ji ‘|’ﬁ =0
sJ] 1_ 2V
b, =A(X,0), (i=1,2) (3.26)

Uma maneira de se encontrar a solu¢do fundamental é representar os deslocamentos a

partir do vetor de Galerkin [Brebbia & Dominguez 1992].

1 .
-G —— G .m=1,2) (3.27)
u; J.mm 2(1 —v ) m, jm v

Substituindo-se (3.26) e (3.27) em (3.14) obtém-se:

G LAXPE (ij,m=12) (3.28)
i,mmjj
v
ou
v(veg )+ AXLR (i=1,2) (3.29)
V)

Sendo V? o operador de Laplace. A equagio (3.29) pode ser escrita para um problema

de estado plano de deformagio como [Brebbia & Dominguez 1992]:

)+%:0 (i=1,2) (3.30)

sendo:
(i=1,2) (3.31)

A equacdo (3.30) tem por solug@o:
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F =m0 (=12) (3.32)
2mu

sendo r a distancia entre o ponto P e o ponto X. Logo:

G:—erln(r) (3.33)
8mu

Tomando o carregamento em cada direcdo de forma independente, pode-se escrever a

componente do vetor de Galerkin em uma direcdo k, devido a uma carga na direcdo i como

sendo [Brebbia & Dominguez 1992]:
G, =Go, (1.k=1,2) (3.34)
Por conseguinte, os deslocamentos dos pontos do dominio serdo escritos como:
U, =u,e, (1,k=1,2) (3.35)
De acordo com (3.27), os deslocamentos serao escritos como:

V=G, ——L1 G (ik=12)(3.36)

G, .
ik ikynm 2(1 —v ) imkm
Substituindo (3.34) e (3.35) em (3.36) chega-se a:

. 1

Ui

=—— |-(3- . 4 i,k=1,2) (3.37
&m(]_v)[ G- ) (B, +rr,] (ik=1.2)(337)

A solucdo representada em (3.37) pode ser usada em problemas de estado plano de
tensdo modificando-se apenas o coeficiente de Poisson segundo (3.21). H4 uma deducdo
semelhante, apresentada em Baada 1993], para o caso tridimensional, fazendo uso da Funcgéo
de Deformacao de Love em lugar do delta de Dirac.

Usando-se a expressdo (3.2), a deformacdo linearizada (3.6) e a relagdo constitutiva
(3.8), pode-se obter as forcas de contato em uma superficie interna deste corpo infinito, a
partir de (3.37) como sendo:

. ;{ﬁ[(l—W)Sik+2rjr,k]+

Pu="
47t (1= 0
w(i=v)rlon (ij=12) 3.38)

+(1-2)nr, -, )}

sendo:
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b= piz (i,j=1,2) (3.39)
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4-Flexao de Placas Pela Teoria Classica

4.1-Introdugao

Neste capitulo apresenta-se um resumo da teoria classica de flexdo de placas finas
segundo as hipéteses de Kirchhoff Ugural 1981. Essas hipéteses sao:

1. A deflexdo da superficie média da placa é pequena se comparada a espessura
desta. Portanto, a derivada desta deflexdo também é pequena e seu quadrado
pode ser desprezado se comparado a unidade.

2. A superficie média da placa permanece indeformada ap6s a flexao.

3. Secdes inicialmente planas e perpendiculares a superficie média permanecem,
apos a flexdo, planas e normais a esta. Isto significa que as deformacdes de

cisalhamento €, e €,, sdo desprezadas, o que constitui uma generalizagdo da

hipétese de vigas longas [Palermo 1989]. Portanto a deflexdo da placa serd
devida apenas as deformagdes de flexdo. Disso pode-se deduzir que a

deformacgdo € ,, também pode ser negligenciada.

4. A tensdo normal ao plano da placa, 6,;, € pequena em relacdo as demais

tensdes envolvidas e pode ser desprezada. Portanto, essa teoria ndo é adequada
para o tratamento de pontos proximos a uma carga concentrada.
Mais adiante é apresentada a formulacdo do método dos elementos de contorno para o

problema de flexdao de placas finas. Todos os indices neste capitulo variam de um até dois,

exceto quando informado o contrério.
4.2-Equacoes constitutivas de placas

Algumas expressOes da teoria da elasticidade, ji apresentadas, e que serdo necessarias

neste capitulo sdo:
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£ :%(ui’j +u,,) @.1)

G, =2UE; +Ad €, “4.2)

Na Figura 4.1 é mostrado um elemento de placa submetido a um carregamento

transversal g ,. Segundo as hipéteses de Kirchhoff, pode-se afirmar que:
£,=0 (i=12.3) @.3)

Substituindo-se o valor de (4.3) na expressdo das deformacdes linearizadas (4.1), e

integrando-se esta, obtém-se:
Us =u3(x,y) “4.4)

Isso implica que a deflexdo da placa, u,, ndo varia ao longo da espessura. Da mesma

maneira, integrando- se as expressdes para €,, € €,,, chega-se a:

Ju
u, :—x3—3+u0(x,y) “.5)
ox,
Ju
i, = —x;—>+v,(x,y) 4.6)
ox,
A
X
A
fL ------------ 4
P ,/’ ‘ | ////' x]
//’/ ///,
/’, I/’
L/ Plann Média_______|] L~ 1

Xy

Figura 4.1 — Elemento de placa sujeito a carregamento.

Os valores de u,(x,y) ¢ v,(x,y) representam os deslocamentos do plano médio da
placa nas diregdes x, € x, respectivamente. Por hiptese esses deslocamentos sdo nulos,

logo:
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3 4.7

o @.7)

M2 = _X3 % (4‘8)
2

Substituindo-se o valor de (4.4), (4.7) e (4.8) nas expressdes das deformagdes

linearizadas (4.1), obtémse as relagdes entre a deflexdo e as deformagdes como sendo:

0%u,
811 =—x3?2’ (49)
1
82
€y = —X; _a;; (4.10)
2
0’u,
€ ——x “4.101
= ? 0x,0x,

Substituindo-se o valor das deformacdes (4.9) (4.10) (4.11) na expressdo dis relagdes

constitutivas (4.2) e substituindo-se adequadamente as constantes elasticas, obtém-se:

E-x, 82u3 82u3
- - v 4.12)
o ev? [ ox; ox;

2 2
622=—E x3(a u3+vau3]

4.13
1-v? L 0x; ox; @19
E-x; ’u
L N (4.14)
1+v ox,0x,

Das expressdes (4.12) até (4.14) pode-se observar que a tensdo varia linearmente ao

longo da espessura e se anula no plano médio. Definem-se momentos fletores, M, € M,,, €

momentos volventes, M,, € M,,, por unidade de comprimento, como sendo:

G ;x;dx;

X
~.

Il
— =

(ij=12) @.15)

I\)‘N

Analogamente, pode-se definir o esfor¢o cortante por unidade de comprimento, Q,,
como sendo:
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h
0= [0, (=12) (4.16)

Esses esforcos atuantes t€m seu sentido positivo dado pela Figura4.2.

}G
A A

MIZ
et
- o x
. M v -
- 11
s
- ——
u, “‘(l
-7 M, Q0
e © o Qg
h -
/ M +—aM' d.
- M T
X! M,,+—L2dx, !
. axl
i AR
dx!
-

Figura 4.2 — Sentido positivo dos esforcos atuantes

Substituindo-se o valor das tensdes (4.12), (4.13) e (4.14) na expressio (4.15) e

efetuando-se a integracao, obtém-se os valores dos momentos fletores e volventes, dados por:

’u d’u
M. =-D 3 4y 3 4.17
H ( ox; 0x5 J @17
d’u d’u
M, =-D 3 2 4.18
wep| S e @19
M, =-D-(1-v) CRCY (4.19)
0x,0x,
M, =-D|1-v)u,; +5,u,,,] (i,j=12) 4.20)

Da expressdo (4.20), pode-se perceber que o tensor dos momentos € simétrico, ou seja,

M,, = M,,. Arigidez a flexdo da placa, D, € dada por:

3
D= E-h 4.21)

T 12(1—v?)
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4.3-Equacoes diferenciais de placas finas

Montando-se a equagdo de equilibrio, na diregdo x,, dos esfor¢os que atuam sobre um

elemento de placa, ilustrado na Figura4.2, obtémse a seguinte equacao:

90,90 L, 9 4.22)
ox, ox,

Pode-se, também, equacionar o equilibrio dos momentos em relacdo as faces, obtendo-

se:
My, My — (4.23)
ox, ox,
8M22+8M12_Q2:0 (4'24)
ox, ox,
Ou ainda:
0 =M,, (i,k=1,2) (4.25)

Isolando-se o valor dos esforcos cortantes em (4.25), substituindo-os na equacgio (4.22)
e levando em conta a simetria do tensor dos momentos, chega-se a equacdo diferencial de

placas em fun¢do dos momentos:

32M11+2,32M12+32Mzz:_g (4.26)
.’  oxdx, ox,’ ’

Substituindo-se o valores dos momentos de (4.20) na equacdo (4.26), obtém-se a

equagdo diferencial de placas finas em func¢do da deflexdo u, , dada por:

4 4 4
Oy 5 Ouy  0uy _ g, (4.27)

ox;  oxjox; ox; D

As expressdes para os esforcos de cisalhamento podem ser escritas substituindo-se os

valores dos momentos, obtidos de (4.20), nas equagdes (4.25). Com isso chega-se a:

0.--D 9 (32“3+ﬂ] (i=1,2) (4.28)

|

As expressoes (4.27) e (4.28) podem ser escritas de forma mais compacta em notacdo de

operadores diferenciais, assumindo, respectivamente, a forma:
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D -V} (V’u,)=g, (4.29)

0, = DV(Vu,)-2 (i=1.2) (4.30)

Sendo que ¢, representa o vetor unitirio na direcdo i do sistema de coordenadas

adotado. O simbolo V? representa o operador de Laplace, dado por:

07 9’
+

v?=
ox.’  ox,’

(4.31)

Uma conexdo bastante interessante pode ser feita entre a teoria de placas finas e a teoria

de vigas. Para tal, equaciona-se o primeiro invariante de momentos, dado por:

M = Ji (G=1,2) (4.32)

Substituindo-se os valores dos momentos fletores de (4.20) na expressdo (4.32) obtémr

se:
M =-D-Viu, (4.33)
Com (4.33) e (4.30), pode-se escrever que:

M

=— i=1,2) (4.34
o (i=1,2) (4.34)

o

Substituindo-se o valor de Vzus, obtido de (4.33) em (4.29) e expandindo-se o operador

de Laplace, tanto de (4.29) quanto de (4.33), obtém-se:

’M  I*M _

oM oM __ 4.35)
axf 8x22 83 (

2 2
Ou; O, _ M (4.36)
ox;  ox, D

Assim, igualando-se a zero, em (4.32), o coeficiente de Poisson e tomando-se apenas
uma dimensdo, as equacgdes (4.34) a (4.36) transformam-se naquelas da teoria de vigas. Essa
deducdo foi mostrada pela primeira vez por Marcus Ugural 1981]. Algumas vezes o uso das

equagdes (4.35) e (4.36) na forma de um sistema de equagdes diferenciais parciais acopladas é

preferivel ao uso de (4.29) [Ugural 1981].
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4.4-Condicoes de contorno

Uma solucdo da equacdo diferencial (4.27) ou da (4.29) apenas representa o
comportamento de uma placa caso sejam respeitadas algumas condicdes de contorno
especificas.

Considere-se uma placa retangular de lados a e b, paralelos aos eixos x, € x,

respectivamente, como ilustrado na Figura 4.3.

Figura 4.3 — Condigoes de contorno

Tomando-se, na borda de coordenada X =a paralela ao eixo X, dois elementos

sucessivos de largura (x,, nota-se que no elemento da direita age um momento volvente de

valor M,,-dx,, € que o elemento da esquerda estard sujeito a [M12+a§4—12dx2 ]dxz. Na
2%}

Figura 4.3, os momentos volventes s3o representados como bindrios infinitesimais. Na

interface dos dois elementos, age uma forga vertical para cima de médulo Af,,, e uma forca

12°

oM,

para baixo de médulo M, + dx,. Adicionando-se a resultante dessas forgas a cortante

Xy

Q,» obtém-se a forga cortante equivalente na borda paralela ao eixo x,, V,, ou seja:
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oM,

V,=0,+ 4.37)
ox,
Seguindo 0 mesmo raciocinio para a borda paralela ao eixo x,, x, = b, obtém-se:
V,=0,+ M, (4.38)
ox,

Substituindo-se o valor de Q,, de (4.28), e M,,, de (4.20), nas expressoes (4.37) e (4.38),

127

chega-se a:
d’u d’u
v=-D25 (2= 3 439
' ox; + )axlé)xz2 (39
3 3
v, = —p| Lty (v )2l (4.40)
| dx; ox; 0x, |

As expressdoes (4.37) até (4.40) sdo devidas a Kirchhoff e significam que uma
distribuicio de momento volvente ao longo de uma borda pode ser tratada como uma forga
cortante vertical [Ugural 1981]. Adicionalmente, quando houver cantos nas bordas da placa,
haverd componentes do momento volvente que ndo sdao compensadas. Isso conduz ao
aparecimento de forgas concentradas nesses pontos, denominadas reac¢des de canto.

Analisando-se a situacdo em que os elementos infinitesimais das duas bordas tendem ao
canto, Figura 4.3, e lembrando da simetria do tensor de momentos, pode-se determinar o valor

da reacdo de canto como sendo:
R.=2M,, 4.41)
ou

2
ou,

R =-2D-(1-v)
ox,0x,

(4.42)

Pode-se agora estabelecer as condi¢des de contorno para uma borda paralela ao eixo x,
na coordenada x, = a , para as diversas condi¢des de vinculagéo possiveis.

4.4.1-Engaste

Nessas condigdes, tanto a deflexdo quanto a inclinacdo, ou giro, da placa sdo nulos no

apoio. Assim:
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u, =0 ==2=0 (x =a) (4.43)

4.4.2-Apoio simples

O apoio simples ¢é caracterizado pela auséncia de momento fletor na direcdo
perpendicular a este. Ou seja:
2
0 u,

82
L w120 (v =a) (4.44)
ox; ox;

u,; =0 MU:—D(

Essa mesma condicdo de contorno pode ser escrita de uma outra forma:

2
0 u,

—5=0 (x,=a) (4.45)
ox;

u; =0

4.4.3-Borda livre

Essa condi¢d@o de contorno caracteriza-se pela auséncia de rea¢des de apoio. Portanto:

2
X, ox, 0x,

3 3 2 2
V1=—D{aaug3+(2—\/) I s :|:O ]‘411:_D[aau3 +Va .- ]:0 (xlza) (4.46)

4.5-Sistema de coordenadas normais e tangenciais

Nos itens precedentes, as equagdes e condicdes de contorno para solugdo de um
problema de placa foram apresentadas em coordenadas cartesianas. E desejavel uma
formulagdo mais flexivel, tornando possivel impor tais condi¢des de contorno de uma maneira
mais simples. Para tal, define-se um sistema de coordenadas normais e tangenciais que

percorrem o contorno da placa, como ilustrado na Figura 4.4.
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X2

Contorno da Placa

Figura 44 — Coordenadas normais e tangenciais.

Os dois sistemas podem ser relacionados pala matriz de rotagdo dada por:
coso.  —seno
T,= (4.47)
send,  cosQ
Assim, se 1), representa o sistema normal e tangencial, pode-se escrever que:

x, =T, (4.48)

(xl ]: T[”j (4.49)
X, s

A transformacio inversa é dada pela transposi¢iao da matriz de rotagdo, ou seja:
n X
( ]:TT-( 1J (4.50)
s X,

N =7T,x. 4.51)

g

Em notaco matricial tem-se:

Ou em notagdo indicial:

Pode-se expressar 0s momentos e cortantes no novo sistema, segundo:

M, M, M, M
n ns :TT . 11 12 'T (4‘52)
Mns Ms M21 M22

Qn :TT' Qll (453)
Qs Q22

Ou, em notag@o indicial:
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Mnx = Zn YVJAMIJ (4'54)
Qn = Tinxj (455)
Pode-se, agora, expressar as condi¢cdes de contorno no novo sistema de coordenadas.
4.5.1-Engaste
=0 s (4.56)
o,
4.5.2-Apoio simples
0’ 0’
u;=0 M, =-D| —2+v 22 |=0 (4.57)
on s
ou
82
;=0 ”23 -0 (4.58)
on
4.5.3-Borda livre
o’u ’u 0’u 0’u
V,=-D|—2+(2-v - 1=0 M,,=-D| —+v— |=0 (4.59)
" { os* ( )an28s ] " [ on’® 0s?

4.6-Coordenadas cilindricas

Tomando-se a equacdo (4.29) e escrevendo-se o operador de Laplace em coordenadas
cilindricas, obtém-se:

8
= 4.
(4.60)

i+l.i+L. o 32u3 +l.%+i.azu3 =
or* r or r* 9* | or* r or r* 00°?

Também se pode expressar os momentos e cortantes em coordenadas cilindricas,
obtendo- se:
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+
or? ror r?00?

1

M, :_D[82u3 +V[1 du, i82u3

1 du 1 0%u 0u
M, =—D| =L, 2t 0 U
00 [r or 1’ 00?2 or?

2
M, :_D.(l_v)[la 43 _L%]

ror0® r’ 00
Qr:Di(Vzug)

or ;

0
Q9=D£(V2u3)

1 oM
V=0 +—=
=9 r do
v, :Qe+aMﬁ

or

(4.61)

(4.62)

(4.63)

(4.64)

(4.65)

(4.66)

(4.67)

Novamente, pode-se obter o valor dos momentos e cortantes, nas coordenadas normais

e tangenciais, a partir dos valores em coordenadas cilindricas. Isto € feito a partir da matriz de

rotagdo T, utilizando-se o ngulo B no lugar de o mostrado na Figura 4.4. Efetuando-se os

produtos matriciais e expandindo-se as expressoes obtidas, chega-se a:

2

M, =—D~|:(C052 B +v-sen’B)- J u, +(sen’ B +v -cos® B).

or?
2
[l%+L2 J u, J+2-(l—v)'sen|3 -cos 3 i(l%j}

roor ot oor?

M, :—D~[(sen2 B +v -cos’ B) a;ru; +(cos2 B +v -sen’ B)

[l%Jr Lz 9’u, J_z.(l —v)-senP -cos B i(l%ﬂ

roor rt or’ or\ r or
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_ 1 Ju, 1 9w, J’u,
M, =-D (1 v) {sen[’) cos [r 8r+r2 %2 3,2 +

(4.70)
28 —gen? B ). [ 1. 9%
+(cos B —sen [3) 8r[r "
—_p.[2v2,.. 1.9 ¢ 471
0, = D(arVu3 COSB+r89VM3 senﬁj 4.71)
v :(—D~iV2u3+l~ M, ]'COSB—
r r 00 4.72)
10 _, oM 1 cosP | oM
pD-C2yvy IM s . L _COSP | oM,
+( r 00 it or )sen[3+(R r J P

4.7-Solucao fundamental de placas

A solugdo fundamental de uma equacdo diferencial € aquela que corresponde a uma nao
homogeneidade dada pelo delta de Dirac. Assim, a solugdo fundamental do problema de

placas € dada por:
DV (Vi )= AE, ) (4.73)

Considerando-se a simetria axial do problema em rela¢do ao eixo x,, pode-ser escrever:

> 1 0w, 1 du, | AE.x)
- 4.2 _. = 4.74
(8r2 - r or J( or? - r or J D ( )

Arranjando-se os termos de modo conveniente, chega-se a:

li{r.i{l.i(r.a% H }: A, %) (4.75)
r or or| r or or D

Integrando- se sucessivamente (4.75), chega-se a seguinte solugao:

u, =¢,Inr+c,r’Inr+cr’+c, (4.76)

E facil perceber que a constante c4 representa um movimento de corpo rigido. Assim

pode-se assumir, sem perda de generalidade que:

¢, =0 4.77)
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Como o problema tem simetria com relagdo ao eixo x;, pode-se afirmar que:

.
du,

=0 para r=0 (4.78)
or
Dessa condi¢do tem-se que:
¢, =0 (4.79)
q=1
X, ‘
} P
T T T X1 S n
X2 Vn
X (@) (b)

Figura 4.5 — Forgas verticais atuantes num circulo de raio qualquer

Uma outra condicdo que deve ser satisfeita pela solucdo fundamental é o equilibrio de
forcas em torno da origem. Assim, para qualquer circulo, de raio diferente de zero, que se

tome com a origem em seu interior, a integral das forcas que atuam na sua periferia deve ser

unitdria. Ou seja:
2n
[v.de =1 (4.80)
0

Substituindo-se o valor de V , de (4.66) e o valor de u; , de (4.76), ja com as constantes
¢, e ¢, determinadas, na equagao (4.80), obtém-se:

1

= (4.81)
8tD

)
No caso da constante g, seu valor ndo pode ser determinado diretamente. Assim tem-se

que a solucdo fundamental para o problema de placas possui uma constante livre, ou seja:

1
8 m-D

-rz-(ln r—k) (4.82)

U

Virios autores t€ém proposto valores diferentes para a constante k.Em Bezine 1978 e

Stem 1979 o valor de k € tomado como zero. J& Tottenham 1979 sugeriu o uso da constante
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1/2. Os trabalhos de Danson 1981 ¢ Paiva 1987 seguiram essa sugestdo. Simoes 2001
apresentou vdarios exemplos de placas com diferentes condi¢cdes de contorno e, para cada
exemplo, a constante k era alterada para um dos valores disponiveis na literatura. Ndo foi
observada em Simdoes 2001 variacdo significativa nos resultados de forcas e deslocamentos.

No presente trabalho adota-se a constante proposta por Tottenham 1979, assim temse:

PN S (4.83)
8mw-D

Pode-se agora determinar, no sistema de coordenadas normais e tangenciais, os esforcos

atuantes em qualquer contorno contido no espago em que (4.83) é definida. Assim tem-se que:

oty .+ r

a;l :en:4'n.D']nr‘COSB (484)
. 1

M, :_E.[(Hv).mﬁ(l_v).coszs+v] (4.85)
Mn: :(1_V)-sen2[3 (4.86)

87
v =208 [ -v)sen? p-34v ]+ 4V) coop (487)

4-T-r 4.1 -
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5-Nocoes Basicas de Plasticidade

5.1-Introducao

7z

Neste capitulo é apresentada a formulagdo bésica para o tratamento do problema elasto-
plastico. A deducdo € feita para o caso genérico de materiais com encruamento e depois
simplificada para o caso de materiais elasto-plastico perfeitos. Todos os indices neste capitulo

variam de 1 a 3, a menos que se informe o contrario.
5.2-Comportamento plastico dos materiais

O comportamento plastico da maioria dos materiais, usualmente empregados em
estruturas, pode ser analisado seguindo-se um dos modelos apresentados na Figura 5.1,

obtidos de ensaios de tragio uniaxial.

A A
c c
Gy Gy
€ €
(a) (b)
A
(¢) A
c
()
e -
(©) @ e

Figura 5.1 - Modelos elasto-pldsticos.
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Na Figura 5.1a vé-se o modelo elasto-plastico perfeito, segundo o qual o material
deforma-se elasticamente até que se atinja uma tensdo G, conhecida como tensdo de
escoamento. Deste ponto em diante, o material deforma-se indefinidamente sem que haja um
acréscimo nas tensoes. Este modelo é normalmente empregado para aco.

J4 na Figura 5.1b apresenta-se o modelo de plastificacdo com enrijecimento linear, ou
encruamento linear, tendo o material uma reserva de resisténcia apds a tensdo o ter sido
alcancada. Neste caso hd um acréscimo de tensdes acompanhando o acréscimo da
deformacdo. O comportamento de vdrios metais pode ser representado por este modelo,
dentre eles o aluminio.

Na Figura 5.1c e na Figura 5.1d tratam-se de materiais com comportamento ndo-linear.
Para a Figura 5.1c a ndo-linearidade ocorre apenas depois de atingida a tensdo de escoamento
oo- Na Figura 5.1d o comportamento é ndo-linear desde o inicio do carregamento, ndo sendo
clara aseparacdo das fases eldstica e plastica. A tensdo de escoamento para este caso é obtida
por convencdo. Estes modelos podem ser empregados para estudo de materiais como o

concreto.

5.3-Tipos de encruamento

Como foi descrito na secdo anterior, alguns materiais apresentam uma reserva de
resisténcia apds terem atingido a tensdo de escoamento. Na Figura 4.2, ilustra-se o
comportamento de um material que, apds sofrer escoamento, € solicitado de maneira reversa.

Este pode comportar-se de uma forma diferente da inicial.

(¢} (¢}
A A
G, G,
G O
€ €
_02
d (a) — 1%

Figura 5.2 - Tipos de encruamento.

7

Admitindo-se um material com encruamento, na Figura 5.2a este € solicitado at¢ uma

tensdo G, apds o escoamento ter ocorrido em op. Em seguida, o carregamento € invertido e o
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material escoa novamente, sob a acdo de uma tensdo de médulo ¢;. Neste caso o encruamento
representa um ganho de resisténcia para o material. Isso caracteriza o encruamento
isotropico.

Para a situag@o ilustrada na Figura 5.2b, a tensdo de escoamento no carregamento
reverso € -o,, que tem modulo inferior a ¢ Assim, tem-se que a existéncia do encruamento
representa uma diminuicdo de resisténcia para cargas no sentido reverso, caracterizando o
encruamento cinematico. Este fendmeno € conhecido como efeito Bauschinger.

Qualquer outra possibilidade de encruamento pode ser escrita como uma combinagdo

dessas anteriores, sendo chamado de encruamento misto.

5.4-Critérios de escoamentos

Em um ensaio de carregamento uniaxial, a tensdo de escoamento pode ser facilmente
encontrada a partir do grifico de tensdo-deformacdo. Um meio de se determinar se um
material entra em escoamento, quando sujeito a um estado multiaxial de tensdes, a partir de

resultados de ensaios uniaxiais, € adotar-se um critério de escoamento.
5.4.1-Critério de Tresca

O escoamento dos metais, em geral, ndo € influenciado pela alteracio da pressdo
hidrostitica. Assim, um critério que leve em conta apenas as tensdes deviatérias € adequado
para seu estudo. Historicamente, um critério de escoamento para metais foi proposto pela
primeira vez por Tresca em 1864. Segundo este critério, o escoamento do material ocorre em
um ponto quando a tensdo de cisalhamento neste, atinge um valor critico k. Se o
comportamento mecanico do material for expresso pelas tensdes principais, as tensdes de
cisalhamento serdo a metade do médulo de cada uma das diferencas entre as tensdes

principais. Portanto, o critério de Tresca pode ser expresso matematicamente como:

5o <k G5.1)

1 1
Ma - 1 _Gz s 02 _63
'o1-0.]. 2o o
Em um ensaio uniaxial, as tensdes ¢, € ¢3 sdo nulas. Assim pode-se determinar a tensio

de cisalhamento critica k como sendo:

)

k=20
2

5.2)

sendo ¢ a tensao de escoamento do material.
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Se a tensdo o3 € nula, o critério de Tresca pode ser representado graficamente pelo
hexdgono mostrado na Figura 5.3. A regifo interna representa estados de tensdo onde ndo ha

escoamento.

0,
A
C (0/,%7)— B (0, 6))
Von Mises
D (S, 0)
G
Tresca
E F

Figura 5.3 - Critérios de Tresca e de Von Mises em um estado plano de tensdo.

5.4.1-Critério de Von Mises

O critério de Tresca apresenta uma formulacdo bastante simples, o que facilita seu
emprego em solucdes analiticas de problemas elasto-plasticos. No entanto, este critério leva
em conta apenas duas das tensdes principais, ignorando a influéncia da terceira no
escoamento. Além disso, para um tratamento mais adequado do problema elasto-plastico, é
conveniente que a expressao do critério de escoamento usado tenha derivadas continuas em
todos os pontos. Neste sentido, foi proposto por Von Mises em 1913, um critério que levasse

em conta os aspectos mencionados. Este critério € representado pela expressio:
fU,)=J,-k>=0 (5.3)

sendo k um parametro de escoamento € J, o segundo invariante do tensor das tensoes

deviatdrias, dado por:

J, =%s S (1j=1..3)(5.4)

ij*oi

Este critério € representado graficamente pela elipse, para o estado plano de tensdo, que

passa pelos pontos A a F da Figura 5.3.
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Para materiais elasto-pldsticos perfeitos, k assume um valor constante. Havendo

encruamento, k serd uma fung@o que depende do histérico de carregamento.
5.4.1-Critério de Drucker-Prager

No estudo de materiais cujo escoamento pode ser influenciado pela pressdo hidrostatica,
o critério de Von Mises ndo conduzird a resultados satisfatdrios. O critério de Drucker- Prager,

uma generalizacdo do critério de Von Mises, considera a contribuicdo da pressdo hidrostatica

com uma modificacdo da expressao (5.3).

F.0,)=al, +:7, k=0 (5.5)

O pardmetro ¢ déd o grau de influéncia da pressdo no escoamento do material € [ € o
primeiro invariante do tensor das tensdes. Materiais como solos e concretos tém seu

comportamento melhor representado por este critério.

5.5-Formulacao elasto-plastica para materiais com encruamento isotropico

Seja uma fun¢do £, que define um critério de escoamento, dependente do estado de

tensf)escl_j , do estado de deformac@o plastico sif , € do pardmetro de escoamento k :

flo,el.k)=0 (5.6)

A fungdo f define uma superficie no espago em que todos os pontos estdo no limiar do

escoamento, conhecida como superficie de escoamento. Os pontos internos a superficie
representam estados de tensdo e deformacio em regime eldstico. Pontos externos representam
estados que s6 podem ser atingidos se houver encruamento do material. O processo de
encruamento isotropico pede que o pardmetro k seja uma funcdo dependente do actimulo de
deformacio plastica. No caso de encruamento cinematico, o parametro k sera uma constante.

A matriz de rigidez tangente serd tal que:
G, =Cyf&; 5.7
A linha curva sobre os tensores significa que se trata de um incremento de tensdo ou

deformagdo. O incremento de deformagdo total, €, pode ser dividido em uma porgdo elastica

e outra plastica [Drucker 1956]:

&g =€ ' +&" (5.9



Nas relacdes incrementais, assume-se que o acréscimo de tensdo pode ser escrito a partir

do acréscimo de deformacdes eldstico usando-se a lei de Hooke generalizada, ou seja:

G.=C. £° (.9)

ij ijkl™ ij

Na Figura 5.4 ilustra-se a separacdo das deformacGes pldstica e eldstica. Se o material
for elastico perfeitamente plastico, ele atingird a deformacfo total final seguindo o caminho
OABC. Apés o descarregamento, apenas as deformagdes plasticas permanecem, tornando-se
clara a relagdo da deformag@o eldstica com o tensor das tensoes.

Submetendo-se um material que apresenta encruamento ao mesmo estado de
deformag@o alcancado pelo material elasto-plastico perfeito, o caminho seguido na carga serd
OAC. No entanto, o caminho para a descarga ndo se altera. Assim, a relacdo entre a
deformacdo eldstica e o tensor das tensdes permanece a mesma. Por isso, as deformagdes

plasticas ndo devem produzir acréscimo de tensdes durante o encruamento.

A
(0)
B C
GoB Y
Goa
A
(0] eP e° €

Figura 5.4 - Componentes eldstica e pldstica da deformagdo.

O incremento de deformag@o pldstica, A pode ser definido como:
€] =dh—— (5.10)

sendo dA um escalar ndo negativo que depende do histérico do carregamento, e 8617’85’]‘) é

a funcio de potencial plastico, que define a direcdo da deformagdo plastica. Quando a
funcdo de potencial plastico assume o mesmo valor da fun¢do de escoamento, tem-se uma

regra de escoamento associada. Isso € expresso matematicamente como:
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f(cij’sif’k)zg(Gij’eif’k) (5.11)

Substituindo-se o valor do acréscimo de deformacdo eldstica, obtido de (5.8), e o valor

do acréscimo de deformacao plastica (5.10) em (5.9), obtém-se:

_ _ og
G;= Cijkl(ekl - E] (5.12)

Na equagdo (5.12), se dA for conhecido, a relacdo constitutiva fica determinada. Para
este fim, utiliza-se a condi¢do de consisténcia definida a seguir.

Toma-se um estado de tensdo e deformacdo que satisfaca (5.6). A este estado, dé-se um

acréscimo de deformacao €, O novo estado de tensdo e deformacdo deve continuar a

satisfazer (5.6), ou seja:

el k)+df =0 (5.13)

flo, +6,.e0 +€0 k+dk)=flo,.el,

Para que (5.13) possa ser satisfeita, tem-se a seguinte relacdio, conhecida como condi¢io

de consisténcia:

er+Lak=0 (5.14)
T ok

_aiv + af

- ij p
JG ;; oe

df

Considerando que o parametro de escoamento k € funcdo da deformacdo plastica

acumulada, define-se incremento de deformagao plastica efetiva como sendo:

€, =

%g.f’gﬂ (5.15)

ij ©ij
A deformago plastica efetiva sera:
e, =|¢, (5.16)
Pode-se, agora, definir o pardmetro de escoamento como funcdo da deformacdo pléstica
efetiva, ou seja:
k=kle,) (5.17)
Tendo em mente as definigdes (5.16) e (5.17), pode-se escrever que:

dk = %e“p (5.18)

P
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Substituindo-se o valor do acréscimo de deformacdo plastica, dado por (5.10), na

g = |29 9g p (5.19)
P 306, 90 ;

Substituindo-se, agora, o valor do acréscimo de deformagao plastica efetiva de (5.19) na

expressao (5.15) chega-se a:

expressao da diferencial do pardmetro de escoamento dado por (5.18) tem-se:

_dk |2 dg dg
~de, |39, do,

dk (5.20)

Substituindo-se o valor do acréscimo de deformacgdo plastica (5.10), o acréscimo de
tensdo dado por (5.12) e a diferencial do parimetro de escoamento (5.20) na condi¢ao de

consisténcia (5.14) obtém-se:

df =aaiCijk,§k, —h-dA (5.21)
ij
sendo:
he of Cpo dg df dg of dk |2 dg dg (5.22)
do,;, " do, odeldo, OJkde,6\|3d0,do,
Logo:

1 9 -

dk:zgf”qjkﬁ“ (5.23)

Y

5.6-Materiais com encruamento misto

Para materiais que sofrem encruamento misto, a superficie de escoamento ¢ dada por

uma funcao do tipo:
flo,—o,.k)=0 (5.24)
sendo ¢, o deslocamento do centro da superficie de escoamento no espago considerado. E

comum escrever-se as coordenadas de tensdo em relacio ao centro deslocado da superficie de

escoamento segundo:

G, =G. -0 (5.25)
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O encruamento misto € aquele no qual ocorrem, simultaneamente, um encruamento
isotrépico € um cinemadtico. Assim, o acréscimo da deformacio plastica pode ser escrito

como:
&P —g Pl & pk
ef =€/ +€/ (5.26)

sendo que é;i representa a fase isotrdpica, e é;", a fase cinematica do acréscimo de

deformacao plastica.
A expressdo (5.26) pode ser usada para os casos em que o material pode ter acréscimo

de tensdes apds o escoamento (enrijecimento) ou decréscimo (amolecimento), desde que o

material continue estdvel. Neste trabalho o amolecimento ndo ¢ estudado e os tensores €' e
5;/?" tem a mesma direcdo e sentido do acréscimo de deformacdo plastica total, podendo-se

€screver que:
i r s o _
€=M} e €'=>1-M)} (5.27)

O parametro de encruamento misto M varia entre 0 e 1, dando o grau de “mistura”
dos encruamentos.
Segundo a regra de encruamento de Prager, apresentada em Prager 1945 ¢ Prager

1956, o deslocamento do centro da superficie de escoamento pode ser definido como:

o, =cef=cl-ME} (5.28)

Yy

sendo ¢ um pardmetro de encruamento do material. Se for considerada a regra de encruamento

de Ziegler, sabe-se que:
o, =a(l-M)g, (o, -0) (5.29)

Deve-se salientar que a regra de Prager depende unicamente do incremento de
deformagdo plastica €, sendo a diregéo da translagdo do centro da superficie de escoamento
dada por este.

Tendo identificado certos problemas com a regra de Prager quando ha amolecimento do
material, Ziegler 1959 propdés uma modificacdo. A regra de encruamento proposta por Ziegler

depende do incremento efetivo € b definido em (5.15), e a dire¢do da translagdo do centro da

superficie de escoamento serd dada pela direcdo do estado de tensdes do ponto em estudo.
Substituindo-se o valor do acréscimo de deformacdo plastica, dado por (5.10), na

expressdo da regra de Prager (5.28) tem-se:
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. =c(l-M)—-d\ (5.30)

Substituindo-se o valor do acréscimo de deformacgdo (5.10) e a definicdo de acréscimo
de deformagdo plastica efetiva, mostrada em (5.15), na expressdo da regra de Ziegler (5.29)

tem-se:

_ 2 dg Odg
=al=Mo .. —a...) [=—2-_" 4 5.31
a; =al )(0,] oc,]) 330, 90, A (5.31)

Por simplicidade, pode-se escrever:
a, =Ad\ (5.32)

Define-se A, conforme a regra de encruamento adotada. Entdo, para as regras de Prager

e Ziegler, respectivamente, temnse:

Ay=cll —M)a—g (5.33)
96
2 dg Odg
A=all-M)o.—a, ) =28 %8 5.34
v a )(G” a") 306, 06 4 (5:34)

Para escrever-se uma relacdo incremental entre as tensdes e & deformacgdes para um
material com encruamento misto, analogamente ao que foi feito para materiais com
encruamento isotropico, retoma-se a condi¢do de consisténcia. Neste caso esta condi¢do

depende de o , ou seja:

of _ of _ of
df =——06 . +—0d.+—dk=0 5135
4 ac,j“” aoc,.ja’f ok (5.35)
Deve-se notar que:
il - af agkl = az 8,9 .l:aé (5.36)
Jd6,;, 96,06, 06, =~ ' 0G;
VY &V Y gp,eLa L (537)
do,; 0G,da;  9G, =’ 95, do,

Logo:
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o __ 9o (5.38)

oo Jo ;

Portanto:

of (. .\ Of
dfza(o'ij —ocl.j)+£dk=0 (5.39)

Deve-se notar que a, € func@o apenas da fase cinematica da deformacdo e k ¢é fungdo
apenas da fase isotrdpica da deformacdo efetiva. Define-se o incremento de deformacao

pléstica efetiva reduzida, & , » COmo:

= 2 < pis pi
€, = 3 i € (5.40)
Lembrando-se de (5.27), tem-se:
g, = Mép 5.41)

Pode-se escrever:

dk =K £ = dk_\y [292 92 , (5.42)
dg, dg, 306, 00 ;

Substituindo-se na condi¢do de consisténcia (4.37) o acréscimo de tensdo dado por

(5.12), o diferencial de translacdo da superficie de escoamento (5.32) e o incremento do

parametro de escoamento (5.42), chega-se a:

of g g of dk 2 dg dg
I le s —ala rc. 98 || LAk, |2 A\ =0 5.43
% [ infu ( u FCinigg H ok dE, 390, d0, ©4)

ij

ou:

o 9 —
%Cijklekl —h-dh=0 (.44
ij

g 98, O U dk, 129 O (5.45)
96, " 0oy do, Ok dE, 306,, 00,

Resolvendo-se (5.44) para dA chega-se a:

sendo:
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d\= faczjk}gkl (5.46)
Definindo-se:
of . 0g
H, :_86 - Ciw ¢ Hy= 3% Cij (5.47)
ij i
Pode-se escrever (5.46) como:
1 _
dk:fHklskl (5.48)

Substituindo-se (5.48) na relacdo constitutiva (5.12) tem-se:

— - 1 ag 1 x|
G, = Clﬁ/kl[ekl _stf “Jo, ]:(Ci.ist _szthj/' }n (5.49)

0

Pode-se escrever (5.49) na mesma forma de (5.7) fazendo- se:

C;']/ZI = Ci;kl + Cifkl (3.50)
Sendo:
cr = Lym (5.51)
ijkl E ijo Tkl :

Um outro parametro importante nesta andlise ¢ o da tensdo efetiva. Se a funcdo (5.24)

for tomada segundo o critério de Von Mises, tem-se:
f(Gij_O(rj’k)zjz _k2(8p):0 (3.52)

sendo J, o segundo invariante do tensor reduzido 5, Pode-se escrever a funcdo de

escoamento (5.24) na forma:
1&,.k)=Fl5,)-kle,) (5.53)
Define-se tensao efetiva, 6., como

Flo,)=Co! (5.54)

e

Sendo C e n constantes a serem determinadas segundo o critério de escoamento

escolhido. Para o caso particular do critério de Von Mises tem se:

Flo,)=1, (5.55)
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Logo:

1
C=3 n=2 6, =3/, (5.56)

A expressdo (5.52) pode ser escrita, com (5.4), (5.54) e (5.56), como:
2_ o=
flo,-a, k):gs..s.—c 2(g,)=0 (5.57)

Assumindo-se uma regra de escoamento associada, segundo (5.11), temse:

9 _ %k 5 (5.58)

=135..
JdG,; 0J0 Y

O tensor elastico C,,, pode ser escrito na forma:

v
Ciju = 2“(6ik6 T 354,5;{1 J (5.59)
Os tensores definidos em (5.47) assumem a forma:

. %) _
Hy,=H,= Cijkl% = 6Usy, (5.60)
K

Logo, o tensor plastico, definido por (5.51), terd a forma:

36u° _ _
Cifk, =- A Sk (5.61)
Resta apenas estabelecer a funcio / , que assume a forma:
— _ _ _ dc, —
h =18us,,s,, +34A,5,, —2C, d_‘ M .[65,5,, (5.62)
€

P

O tensor A, € o mesmo definidoem (5.33) e (5.34), sendo tomado segundo a regra de

e

de,

encruamento estabelecida. Cabe notar que a derivada também depende da regra de

encruamento adotada, devendo ser avaliada para cada aso. Se for assumido o material elasto-

plastico perfeito, ndo ha qualquer encruamento. Logo:

M=1¢ =X _p (5.63)

Portanto, (5.45) fica resumida a:
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=Y o % (5.64)

o ——
do,;, " 0oy

Para o caso da regra de encruamento associada ao critério de Von Mises, substitui-se

(5.58)em (5.64):
h=9C ;8,54 (5.65)
Ou, com uso da expressdo (5.59):
h =36uJ, (5.66)

Chega-se que o tensor plastico para a regra de escoamento associada ao critério de Von

Mises assume a forma:

cl, =—Jisijsk, (5.67)

2

Para o caso de estado plano de deformagio, o tensor elasto-plastico assume seguinte a

forma:
2H+7M—£S121 A——s5,152 _Jisnslz
2 2 2
lerl=| A-Hss, 2pen-tz ) (5.68)
J, 2 J,
S11512 T 82050 2M_J£3122
2 2 2
com:
5., =Me, +6,, )55 € (5.69)
33 R AR
2

No estado plano de tensdes temse:
Si3=S8;3 =53 =5,=0

Como s33#0, deve-se considerar uma linha a mais do tensor C? para se levar em conta a

influéncia desta tens@o. O tensor assume a seguinte forma:
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u u u [
2M+7”_J_s121 A ——s,,5, A——s,,55; _J_sllslz
2 2 2 2

A’_isllsn 2M+7"_]£3222 }"_iszzs% _iszzslz

[Cep]z uz " 2 2 " uz (570)
2
7‘_72311533 7‘_72522533 2”+}"_J_2S33 __2s33S12
Lo
——S11512 — 508 833512 _J_s12
2 2 2 2

5.7-Equacoes de Navier para o caso elasto-plastico:

A equagido de equilibrio pode ser escrita de modo incremental como:

G.  +b =0 (5.71)

] !

As relagdes constitutivas, escritas de forma incremental ficam:

= e ZMV e
Gi.i :2“81'_1‘ +1—2V ekksij (5-72)

Usando-se (5.8), escreve-se a parte eldstica do incremento de deformacéo como sendo

& =€, ¢/ (5.73)

Substituindo-se o valor do incremento de deformacdo elastica (5.73) na relagdo

constitutiva (5.72) chega-se a:

_ _ o 2uv (L .
6= 2ue, ~2ue )+l el b, (574

Escrevendo-se a expressdo das deformacdes linearizadas de modo incremental, tem-se:
e =L ta) (5.75)
8’7_5 U+, .
Diferenciando-se (5.75) tem-se
e =L(a, +i,,) (5.76)
ij.k _E i,jk Jjaik .

Tomando-se a derivada de (5.72) na diregdo j tem-se:

_ _ - 2Uv (. _
Oy = 2I"L£ij,j _2“’81‘/',]' +_—(8kk,j _Ekll)e,j)ésij .77

55



Substituindo-se o valor de (5.76) na expressdo (5.77) e (5.77) na equagdo de equilibrio
(5.71) chega-se a:

_ 1 b

U jj +mﬁ./,./i + El =2€;7, + 1—ov €5 (5.78)
Se for adotado o critério de Von Mises, é possivel mostrar que:
eh=0 (5.79)
Logo, a expressdo (5.78) resume-se a:
T L R
U jj "‘m”m + E =2€; (5.80)

A expressdo (5.80) € vilida tanto para o caso tridimensional quanto para o estado plano
de deformacdo, sendo que para isto deve-se limitar os indices a 2.
Para o estado plano de tensdo, retoma-se a expressao (5.78), limitando-se os indices a 2

e empregando-se o valor efetivo do coeficiente de Poisson.
5.8-Acréscimo de deformacio plastica:

Na equacdo (5.8) o acréscimo de deformacdo total foi definido como a soma de uma
parcela elastica a uma parcela plastica. Por isso torna-se necessdrio definir uma destas fases
para que a outra possa ser determinada inequivocamente a partir da deformacdo total.
Assumindo-se o critério de escoamento de Von Mises, definida em (5.57), e a regra de

encruamento de Prager, definida en (5.33), a condicdo de consisténcia (5.35) pode ser escrita

CcOomo:
df =35,6, —95,5,c(1- M )Jd\— 45 HMdA (5.81)
sendo:
— dG
H=—= 5.82
dE (52

Para determinar-se o valor da constante ¢ supde-se um ensaio uniaxial, sendo satisfeitas

as seguintes condicdes:

G,,=0,,=0,,=0 (5.83)
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6,1 =070, G§pn="0y Gz =0 (5.84)

A partir de (5.32) e (5.33), lembrando-se que a deformacdo plastica volumétrica, para o

critério de Von Mises, € nula, (5.79), chega-se a:
a, =0 (5.85)

Por se tratar de um ensaio uniaxial, com (5.85), tem-se:

Oy, =0lyy = —Eoc11 (5.86)

Substituindo-se os valores obtidos das expressdes (5.83), (5.84) e (5.86) na expressdo da

tensdo efetiva (5.56), obtém-se o valor da tensao efetiva reduzida:
G,=0,,—=0,, (5.87)
Escrevendo-se (5.87) para os incrementos de tensdes tem:se:

d5,=6,,-=d,, (5.88)

| W

Substituindo-se o valor de ¢, da expressdo (5.33) e lembrando-se que, para um ensaio

uniaxial, a tensdo aplicada é igual a tensdo efetiva e a deformac@o plastica obtida, igual a

deformacio efetiva, chega-se a:
G = —Zcll-ME 5.89
dG,=do, c(l M )8 » (5.89)

Isolando-se o acréscimo de tensdo efetiva reduzida de (5.82), substituindo-se em (5.89)

e arranjando-se os termos de maneira adequada, chega-se a:

de

P

D, _ 7313 (5.90)
272

Como (5.90) deve valer para qualquer valor de M dentro dos limites ji& comentados, os

valoresde ¢ e H devem ser:

cz%H e H=—%=H (5.91)

Substituindo-se os valores das expressdes (5.91) em (5.81) e lembrando-se que a

condicdo de consisténcia deve ser nula, chega-se a:
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35,6, —65,5,H(1— M )d\— 45 HMd)\. = 0 (5.92)

G

Substituindo-se em (5.92) o valor de 5,5, em termos de G, 62, isolado de (5.57), obtém-

se:
35,6, — 45 H (1- M )d\—45. HMd\.=0 (5.93)
Com isso chega-se a:
35,0, =45, d\H (5.94)
Logo:
d\ = i;ffﬁf (5.95)

e

Substituindo-se o valor de dA (5.95) e o valor da derivada do potencial plastico, dado

por (5.58), na expressdo (5.10) tem-se:

9508
g} Z#sij (5.96)

Pode-se relacionar o tensor das deformacdes plésticas com o tensor das deformacdes

totais, substituindo-se em (5.96) a relagdo constitutiva da elasticidade. Assim chega-se a:

gr=>_ Sufu o (5.97)

iS5 gy i
1+ 2 5.
3u

Para o estado plano de deformacio, a expressdo (5.96) pode ser escrita como:

£) = Z SilS - i ;;3533 5, (5.98)

e

Cabe notar que as componentes das deformacgdes plasticas na dire¢dio 3 sdo
compensadas por deformagdes elasticas contrarias, mantendo-se nula a deformacdo total, que
¢ a condicao para que se tenha o estado plano de deformacdo. Este fato gera tensdes residuais
naquela direc@o.

Tomando-se a expressdo (5.12), substituindo-se C,,,, dado por (5.59), e o valor de €/,

dado por (5.10), chega-se a:
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_ o A
G, = 2;4(8,7 —€) +_—(skk —s,&}iijJ (5.99

Multiplicando-se ambos os membros por 5, ¢ lembrando-se de (5.79), a expressdo

(5.99) fica:

5,0, =2u[€,»,»§~—5”5~ +#§kkfij8ij) (5.100)

_ - - — op— v o _
Si/0ij =2M(8fjsij_3ifsfj Y gkks33J (5.101)

g - v o
033=0=833—83]3+_—2v€kk (5102)
Logo:
Vg, =€, (5.103)
1-2v o

Substituindo-se o valor de ¢,, , dado por (5.103),em (5.101) chega-se a:

Ek16k1 = 2” (Eklgkl + AT33533 - Eklgk[l’ - 533531; ) (k,1:1 ’2) (5' 104)

Ou, escrevendo-se os termos negativos de (5.104) com indices variando até 3, obtém-se:

S50y = 2M(§k18k1 +53€5 —5,,€ ’ )

mn=~ mn

(k,]1=1,2 m,n=1,2,3) (5.105)
Substituindo-se o valor obtido de (5.105) em (5.96) chega-se a:

~p 18U S € +555E5, _ 18y §
81‘/ - 7=2 si/ T2 "
' 4 HG, ° 4 HG, -~
(k,]=1,2 1,j,m,n=1,2,3) (5.106)

gl’

mn-mn &

A expressao (5.106) pode ser escrita como:

18 ;€4 +535€33 5 18U 5,5 i€
4 HG! Y4 HE’
(kl=1.2 i,j,mn=1.23) (5.107)

oy
& =
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Substituindo-se o valor de s, 5,, pelo obtido de (5.57) e agrupando-se os termos em

funcdo de €r chega-se facilmente a:

(1j=1,2,3 k,1=1,2) (5.108)
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6-Equacao integral de placas segundo a teoria classica

6.1-Introducao

Para a aplicacio do método dos elementos de contorno, as equagdes diferenciais de
flexdo de placas devem ser transformadas em equagdes integrais. Para tal, a técnica dos
residuos ponderados é empregada.

Todos os indices neste capitulo variam de 1 até 2, a menos que se informe o contrario.
6.1-Técnica dos residuos ponderados

Seja a equacao diferencial de flexdo de placas dada na forma:
Q,,+g,=0 6.1)

Aplicando-se a técnica dos residuos ponderados e utilizando-se a solucdo fundamental

de placas como funcio ponderadora obtém-se a expressao:

[,,+8:hsda=0 6.2)

Q

Separando-se a expressdo (6.2) em duas integrais, chega-se a:
[430, 40+ [ g u;a0=0 ©6.3)
Q Q

Tomando-se o primeiro membro de (6.3) e integrando-se por partes uma primeira vez,

chega-se a:

[u30, ,a0=[ui0m dr - [u},0,40 6.4)
Q

r Q

Mas sabe-se que:

61



0 :Mki,k ©.5)

Substituindo-se o valor de Q,, de (6.5) e integrando-se por partes a integral em Q do

segundo membro de (6.4), obtémse:

- J-u;’ijk’de = —ju;ijknkdr + ju;jijde (6.6)
Q r Q
Sabe-se que:
M, = =D~V ), +8,u,,,] 6.7)

Substituindo-se o valor do tensor de momentos de (6.7) na integral de dominio em (6.6)

e arranjando-se adequadamente os indices, obtém-se:

[uy M dQ=-D[u} u, , (1) +8 s, d2 ©6.8)
Q Q

Repetindo-se o procedimento de integracdo por partes com a integral de dominio do

segundo membro de (6.8) chega-se a:

—DJ-uljkuljk (1 -V )+8jku3,jku3’,md§2 = —Dfuijkuijnk (l—V )+8jku3,jku3,nn LA+
) r

. . 6.9)
+ DJ%,JM%,;(I -V ) +0 s, A<
Q
Reconhecendo-se em (6.9) os termos de (6.5) e de (6.7), pode-se escrever que:
[us M dQ = [u, M, dT ~ [uy ,07dQ (6.10)
Q r Q
Novamente integrando por partes, temse:
~ [u,,0;dQ =~[uw,0n,dT+ [u,Q; dO (6.11)
Q r Q

Substituindo-se as expressdes (6.4)e (6.11) em (6.3) e lembrando que Q;j representa o

delta de Dirac, temse que:

uy = [u;0 0,0~ [u3 , M, d0+ [uy M i, d0 = [u,00 ,dT+ [ gdQ - (6.12)
r r Q

r r

A integral envolvendo momentos fundamentais A/ ; pode ser escrita como:

[us Mindr = [0, M, +6 M dT (6.13)
r

r
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Integrando-se por partes a parcela que envolve o giro na direcio tangente, tem-se:

r, aM;S
A —ju3 . dr (6.14)

r

[o,Mdl =M, u,
r

Para placas com cantos no contorno, o produto do momento volvente fundamental com

a deflexdo resulta nas reagdes de cantos R . Caso contrario, esse termo se anula. A integral

envolvendo a derivada do momento volvente pode ser adicionada aquela que envolve a
cortante fundamental, resultando na cortante equivalente. O mesmo procedimento pode ser

feito para a integral do momento incognito, resultando na seguinte expressao:

uy = [V, 6, M, dT = [wV, ~0, MydU+Y" (Ra; — R, )+ [ gaud (615
r r Q

Tem-se, assim, a equagdo integral que relacona as deflexdes e rotagdes do contorno

com a deflexdo interna.

6.2-Carregamento de dominio

A integral que representa o carregamento de dominio na placa pode ser transformada
em uma integral de contorno assumindo-se que o carregamento g, tenha uma variacdo

quadrética no dominio da placa, ou seja:
g3(X):qvlr2r:vr:l +A'r’:.v +b3 (616)

Substituindo-se o valor de g, na integral de dominio de (6.15), obtém-se:

[ ead = [0, r2r r + Arr, + by JuidQ (6.17)
Q Q

Escrevendo-se a diferencial de area, d€, em coordenadas cilindricas tem-se:

dQ=r-dr-do (6.18)
Sendo que:
_dlcos B
d8 = dp = LI (6.19)
Cos B = r:fnl r

Substituindo-se (6.18) e (6.19) em (6.17) e efetuando-se a integracdo em r chega-se a:
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* _ o, 5 2 Av 4 l
E[g3u3d£2 = 281D Iijvijl;jinir (]n r— 3 jdl“-k 20nD .r|-r,vijl.1]ir []n r— 10 ]d\"+ 620

r
+ by fr,n,-r3 lnr—3
32nD |- 4

Caso o carregamento g, possa ser considerado quadritico em todo o dominio, entdo a

integral (6.20) pode ser avaliada sobre o contorno do problema. Caso contrario, pode-se
dividir o dominio em células onde o carregamento possa ser assumido como quadrético. Neste

caso a integral (6.20) dever4 ser avaliada sobre o contorno de cada célula.

Para a aproximag@o linear do carregamento, basta tomar ¢ , como identicamente nulo.

6.3-Deflexao de pontos no contorno

A equagdo (6.15) pode ser modificada para representar a deflexdo de pontos no
contorno. Cabe lembrar que neste caso o acréscimo da regido Q, implica na perda de um

canto e no surgimento de dois novos, C; e C,, conforme é mostrado na Figura 6.5.

Figura 6.5 - Acréscimo de um dominio infinitesimal

Com o acréscimo de Q_ (6.15) torma-se:
uy = [usVy =0, M, dU+ [V, =0, M T~ [u,Vy ~6, Mydl —
r-y T, r-vy

— [usVy —0, Mydr+ Y (R,uy = Rus )+ R.uy = Riuy, +R.ui —Ru,, (6.21)

T,

€

+ Ig3u§dQ + '[g3u;d£2
Q

Q

e
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Pode-se mostrar que quando € — 0 as contribui¢des dos cantos G e G, tendem a zero.

As demais integrais em I', também se anulam, exceto:

]gir}) M3Vn —OnMndF:—u3E (622)

€

Sendo vy arco descrito pelo contorno T, . Com isso chega-se a:

K-uy=[u;V, =0, M dl - [uV; —6 MydU+Y (R.u} — Ruy )+ [ guid (623)
T T Q
A constante K é dada por:

K=1-_1_ (6.24)
o

Quando y tende a 2w, K tende a zero, 0 que caracteriza o ponto externo. Para pontos
no interior do corpo o arco y €nuloe K vale aunidade.

De posse da equacgao (6.23) segue-se com a discretizacao do contorno e do dominio.
6.4-Equacoes algébricas

Depois de discretizar a placa em estudo, procede-se a montagem do sistema de equagdes
algébricas que relacionam as deflexdes, cortantes, giros e momentos no contorno. Para cada
né do contorno sdo conhecidas duas grandezas enquanto as outras duas permanecem
incdgnitas.

Ainda hda o problema das reagdes de canto. Além das incégnitas de esforcos e
deslocamentos deve-se considerar uma for¢a incégnita por canto da placa. Isso dificulta a
implementacdo do método, uma vez que o ndmero de incdgnitas ndo estd diretamente
relacionado ao nimero de nés. No entanto, pode-se assumir que estas reacdes de canto sio
nulas sem prejuizo da acuidade dos resultados, eliminando esta varidvel do problema [Paiva
1987].

Uma outra dificuldade na implementacdo do método dos elementos de contorno para o
problema de flexdo de placas finas € que ha apenas uma equacdo relacionando as grandezas
do contorno. No entanto hd duas incdgnitas por nd, logo ndo € suficiente montar-se uma

equagdo por no.
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Este problema pode ser resolvido criando-se uma segunda equagdo que relacione o giro
no contorno com as demais grandezas. Esta equacdo € obtida derivando-se (6.15) em relagdo a
um sistema de coordenadas com origem no ponto de colocacio.

Uma estratégia mais simples é tomar-se um segundo conjunto de pontos de colocagéo
localizados fora do dominio. Entdo, com os N pontos de colocag@o sobre os nds e os outros N
pontos externos, procede-se a montagem da 2N equacdes do problema. Com isso obtém-se

um sistema de equacdes da forma:

H" H° " YV B,
i i U — Gl Gl n + i (625)
H! H] )8, ] |G/ G |M,) B,

Sendo que o indice i corresponde a equagdo gerada a partir de um ponto de colocagdo

sobre o contorno e o indice e, aquela gerada com um ponto externo. Os demais valores sdo:

H' = ljvn*q)k (T, )T, (6.26)
Hf = —rfM 70, (), 6.27)
Gl = lj w3, (T,)dT, (6.28)
G =-[6,0, (T )r, (6.29)

Nas expressoes de (6.26) a (6.29) o indice k varia conforme a funcdo de interpolacio
adotada, ou seja, de um até dois para funcdes lineares e de um até trés para fungdes
quadriticas.

Os termos B, € B, representam as contribuigoes das cargas dstribuidas sobre a placa.
Estes podem ser calculados sobre todo o dominio ou sobre células, conforme foi explicado no
Item 6.2.

No caso de haver nés duplos as contribui¢des devido as reagdes de canto fundamentais e

do fator K devem ser distribuidos adequadamente entre os nds extremos do elemento que

contém o n6 duplo.
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6.5 Determinacao das integrais H;, H,, G, e G,

As integrais de (6.26) a (6.29) podem ser avaliadas numericamente. O processo mais
comum para isso é a quadratura gaussiana. As tabelas de pontos para mtegracdo disponiveis
na literatura normalmente cobrem o intervalo —1<& <1, por isso € feita uma mudanca de

variaveis. As expressoes de (6.26) a (6.29) tornam:se:

it = [Vio, e 630
H; =—j1M1;*¢k ()€ )t (6.31)
Gy = jlu;“m € ) €)dg (6.32)
G! =—jle:¢k(c ) €)dg (6.33)

O termo J(§) € o jacobiano da transformagdo que, para o elemento linear, vale metade

do comprimento deste.

Para o elemento quadratico tem se:

wp-fEE -

Sendo:

ddg) do,€) d)’(&): do, (&) y (i=1..3) (6.35)

& & ag &

As expressoes de (6.30) até (6.33) ndo podem ser usadas quando o ponto de colocacio
estiver sobre o elemento. Nesta situacdo elas produziriam um resultado inconsistente devido a

singularidade dos nucleos envolvidos, devendo-se recorrer a expressdes analiticas.

6.5.1-Expressoes analiticas

Integrando-se analiticamente as expressdes de (6.26) a (6.29) com funcdes de

interpolac@o lineares e o ponto de colocacdo sobre o primeiro né chega-se a:
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H' =0
Hy =—[(1+v)(3-2In (¢)- 2]
HE = {0+ )1-2n(0)- ]
L0 13
6 =g "5

Para o ponto de colocac@o no segundo no t€m-se as seguintes expressoes:

H'=0

H? =%[(l+v J1-2In(¢))-2v ]

H® =i[(1 +v)3-2m(?))-2]
6m
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7-Formulacao do MEC para Meios Elasto-plasticos.

7.1-Introducao:

7z

Neste capitulo, a técnica dos residuos ponderados é empregada para obtengdo da
equacdo integral do problema elasto- plastico bidimensional.
Nas expressdes deste capitulo os indices variam até dois, a menos que se informe o

contrario.
7.2-Formulacio para Meios Elasto-plasticos:

A formulagdo plastica deve ser tratada em termos de incrementos de tensdo e
deformacdo, uma vez que os problemas elasto-plasticos sdo dependentes do histérico do

carregamento. Assim, a equacgao de equilibrio das tensdes deve ser escrita na forma:
G, +b =0 7.1)

O ponto significa que se trata de uma variagdo das grandezas envolvidas. Adotando-se a

solucdo do problema de Kelvin como fung@o ponderadora, pode-se escrever que:
[, +B hya@=0 7.2)
Q

Ou, arranjando-se os termos para uma forma mais adequada tem-se:

0 (o +) o =
j|:_6ijukj)_6ijuki,j

ol 9x;

dQ+ [bu;,dQ =0 (1.3)
Q

Aplicando-se o teorema da divergéncia ao primeiro termo da primeira integral, temse:

[6,un,dr = [6 u;, ,d@+ [bu;d@=0 (7.4)
r Q Q
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Mas sabe-se que:
P =6N; (7.5)

Arranjando-se adequadamente os indices de (7.4) e usando-se a relacdo (7.5), chega-se

a
[ Pl + [buydQ = j G £,,4Q (7.6)
T Q
A integral do segundo membro pode ser desenvolvida substituindo-se o valor de & i
por:
_ o 2uv = _
i = 2“(’3,-,- xf )+ - 61‘;( Kk _Ekll)c) (7.7
Assim chega-se a:
v ~ P
b'.c klde J-2M£€ +1 2V 81} mm} dQ '[2“( 1— 2V ij mm}kl]dg (78)
Arranjando-se os indices de maneira adequada, pode-se escrever que:
jcs £ dQ= jzu A8, EdQ- jzu 8., ErdQ  (1.9)
ij kij lj 1 2V ij kmm lj 1—2V z] mm
logo:
jc,j A9 = jok,j €,.dQ - jc,w £/dQ (7.10)
- 94, ‘g 7.11
ch £,dQ = j G4y Q- fcku ) (7.11)
J
_|- ij kl]dQ J 6;]121) kljj i dQ _[lej de (712)
Q

Aplicando-se novamente o teorema da divergéncia e lembrando que a solugdo

fundamental do problema corresponde a um delta de Dirac, chega-se a:

[0 ,£0,dQ= | praidT+it, — j G, £LdQ (7.13)
Q r

kij

Portanto, a equago integral terd a forma:
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kij~ ij

i, = [ pugdl = [ pyindl + [ugh,dQ+ [ £l dQ (7.14)
r r Q Q

A equacdo (7.14) relaciona os incrementos de forcas e deslocamentos do contorno e os
incrementos deformacdes plasticas do dominio com o incremento de deslocamento de um
ponto do dominio. Caso se deseja calcular o incremento de deslocamento de um ponto sobre o
contorno, as integrais singulares de (7.14) devem ser avaliadas como um valor principal de

Cauchy. Assim (7.14) toma-se

1j 1

cyit, = | pupd [ piidl+ [ub,d0+ [ €740 (7.15)
r r Q Q

O tensor ¢, vale 1/2§, para pontos em uma regido suave do contorno, zero para
pontos externos e a unidade para pontos internos ao dominio. A tltima integral, que considera
o efeito da plastificacdio do meio, possui um nicleo singular. Este micleo apresenta algumas
alteragdes para os estados planos de tensdo e deformacao, dado por:

-1

O i :m[(l—z‘/ )(Skir,j +0,r; — Ksijr,k)"' 2”,i’”,j”,k] (7.16)

A constante K vale, respectivamente, para os estados planos de tensio e deformacao:

K=l ¢ K= _ (7.17)
1-2v

Deve-se salientar ainda que para o estado plano de tensdo deve-se usar o coeficiente de
Poisson efetivo.

O cdlculo da dltima integral de (7.15) pode ser feito com uso de células de dominio.
Devido ao fato do nidcleo (7.16) apresentar uma singularidade forte, as integrais destas células
deverdo receber um tratamento especial, que serd apresentado mais adiante.

Aplicando-se a expressdo (7.15) a discretizagdo do método dos elementos de contorno,

pode-se montar um sistema de equagdes do tipo:

[t t=[chpi+ 61+ £} (7.18)
Todos os termos de (7.18) t&ém seus valores dados pelas integrais sobre os elementos de
contorno e células de dominio. O vetor {i} d4 a influéncia das deformacgdes plasticas nos

deslocamentos e forcas de contorno. Caso ndo haja plastificacio do meio, {i} serd

identicamente nulo e o sistema representara um problema eldstico.

Ap6s a imposicdo das condigdes de contorno, o sistema de equagdes assume a forma:
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[AfX }={F }+ {5} (7.19)

As deformagdes plasticas envolvidas na formulacdo sdo, a principio, desconhecias.
Assim assume-se inicialmente um valor arbitrdrio, em geral o mesmo do passo anterior ou
zero, que € corrigido com base nos novos deslocamentos e forgas calculados. Este processo é
repetido até se atingir uma estabilizacdo dos valores obtidos.

A matriz [A] ndo sofre alteracdo durante o processo de cdlculo e o vetor {F} define o

passo de carga Assim, devemrse fazer atualizagdes apenas no vetor {i}, para cada iterac@o

do processo.
7.3-Reducao do Carregamento:

Os problemas elasto-plasticos podem ou ndo apresentar plastificacdo desde o inicio do
carregamento. Assim sendo, deve-se determinar o ponto em que passam a existir deformacdes
plasticas no corpo em estudo. Isso € feito resolvendo-se o problema em regime eldstico e
verificando se, em algum ponto, o critério de escoamento adotado ¢ atingido ou ultrapassado.

Adotando-se o critério de escoamento de Von Mises, o corpo estard se deformando em

regime elasto-plastico quando em algum de seus pontos for respeitada a expressdo a seguir:
J,—k*=0 (7.20)

Resolvendo-se o problema em regime eldstico, a expressdo anterior pode produzir um
valor maior que zero. Neste caso, pode-se definir um fator de reducido do carregamento, « .
Este fator corresponde a fragdo do carregamento suportado em regime eldstico, tendo seu

valor dado por:

k

=—
J7

Quando ¥ assume um valor unitirio ou maior, significa que todo o carregamento foi

(7.21)

suportado em regime eldstico. Um valor nulo corresponde a inexisténcia de uma fase eléstica,
sendo todo carregamento suportado em fase pldstica. Com isso temrse que a fragdo eldstica do

vetor resposta ¢ dada por:

{x} =c{x} (7.22)
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O restante do carregamento, correspondente a fracio complementar de K, deve ser
aplicado em pequenas parcelas chamadas passos de carga Assumindo-se que os passos de

carga sdo todos de mesmo tamanho, e em um ntimero total de N, € facil notar que:
. 1-«
Fi={F{ —— (7.23)
(-t 55)

O vetor resposta do problema elasto- pléstico serd definido como:

{x}={x}, +i{X}- (7.24)

7.4-Determinacio do Vetor {£}:

Para determinar o valor do vetor {i}, a seguinte integral deve ser avaliada sobre as

células do dominio:
N T
5, =[o,£rd0 (7.25)
Q
Esta avaliacdo pode ser feita por quadratura numérica, sobre o dominio das células ou
sobre seu contorno. A avaliagdo sobre o dominio demanda um maior tempo computacional,

além de necessitar de um tratamento especial para a singularidade do niicleo ¢ *.

A integracdo sobre o contorno das células traz um ganho considerdvel de tempo
computacional, no entanto deve-se efetuar algumas alteragdes no nicleo da integral. Neste
caso particular tem-se a seguinte aproximacio para as deformagdes plasticas no interior das

células:
gf =A,rr, +b3 (7.26)

Os tensores A, e bi‘; sdo formados pelas constantes que definem os planos usados para

aproximar cada componente do tensor €/ nos pontos internos da c€lula. Efetuando-se a

integracdo de (7.25) segundo a varidvel , , chega-se a [Foltran 1999]:

5, = [Rn¥,dr (7.27)
r,

1

W, =——[(1-2v)5 ,R, +8, R, —KS,R, )+ 2R,R R, (Ai R

vy

R +b’ 7.28
4m(1-v) ’fJ (729
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A integral (7.27) ndo apresenta problemas com singularidades, pois quando o ponto de

colocagdo esta sobre um dos lados da c€lula o produto R m, € nulo, dispensando qualquer tipo

de tratamento especial. No entanto deve-se utilizar algum algoritmo para quase-singularidade

caso o ponto de colocagao esteja muito proximo a um dos lados da célula [Foltran 1999].

7.5-Determinacio dos Incrementos de Deformacoes em Pontos Internos:

A equacdo integral para incrementos deformag¢bes em pontos internos pode ser obtida
efetuando-se a derivada da expressao (7.14) e substituindo seu valor na relacdo entre a
deformacdo e o deslocamento. A derivada das integrais sobre o contorno pode ser efetuada
sob o sinal de integracdo, pois o ponto de colocacdo € interno, logo estas integrais nao
produzirdo singularidades [Bui 1978] [Lee 1983]. A integral referente a for¢ca de massa
apresenta uma singularidade fraca, por ser efetuada sobre o dominio, mas a diferenciacdo
ainda pode ser feita sob o sinal da integral [Lee 1983].

Ja a integral (7.25) apresenta uma singularidade forte e seu valor deve ser tomado no
sentido do valor principal de Cauchy Bui 1978]. Por este motivo, a derivada ndo pode ser
feita diretamente sob o sinal da integral [Bui 1978] [Lee 1983].

Para resolver este problema, subtraise do dominio total uma porg¢ao infinitesimal @ em

torno do ponto de colocacio, logo:

jc LELdQ +jc £2dQ (7.29)

kij~ ij

A primeira integral pode agora ser diferenciada sob o sinal de integracdo e a segunda

deve receber um tratamento especial. Assim, tem-se que:

£.,P)=lim, [ 07, (X7 (0kaalx)+

3 (7.30)
M — VP
+lim 1o (X, PJES (X )dQ(X)
A expressao final para os incrementos de deformagSes em pontos internos sera:
=- j S,(X P, (X dr+jDk,J X, P)p, (X)dr+ [ D, (X, P)p, (X )dQ +
Q
(7.31)

+j kth(X P (X )dQ+ kgL (P)+ k5.8 (P)

ij~ mm
Q
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Os nicleos S, e D,; sdo os mesmos do problema eldstico, disponiveis na literatura

[Foltran 1999]. Os demais termos sio:

« 1
C i = g (v )2 [20- 20 K87, + 28,7, =817 i, +

(7.32)
+2V(6jhr,ir:k +8 rir, +0 01, +8ijkr,jr,h)+ (l_zv)(sjkaih +8,8 , - K88, )]
3—4v
k, = 7.33
"41-v) (733
—ﬁ EPD
b=y (7.34)
_ o EPT
8(1-v)

A integral envolvendo o nicleo (7.32) apresenta singularidade forte, devendo receber

tratamento adequado. Também € possivel avaliar-se esta integral no contorno das células,

assim temntse:

ikh = IR,M;‘thdF (7.35)
L
1
¥y = = )[2(1 ~2v)K8 ,,R,R,+25,R, R, —8R R ,R,R,+
+2v(8 R R, +8 (R,R, +8,R R, +8,R R, )+ (7.36)

InR
+ (1 -2v )(8 jk8ih +6,0 in = Kaijshk )] (Akth,v + bl?h TJ

A integral de contorno de célula (7.35) apresenta singularidade forte, no entanto o
produto Ry, se anula quando o ponto de colocagdo estd sobre o contorno da célula. Isso
dispensa algum tratamento da singularidade, mas problemas de quase singularidade podem
ocorrer. Um desenho adequado da malha de células fazse necessdrio para evitar este tipo de
problema. Se o ponto de colocagdo estiver no interior da célula, a formulagdo torna-se

invélida, pois neste caso a integral deve ser tomada no sentido do valor principal de Cauchy.
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7.6-Determinacio dos Incrementos de Tensoes em Pontos Internos:

Pode-se, a exemplo do que foi mostrado no item anterior, deduzir-se equagdes integrais
para a determinacdo dos incrementos de tensdes nos pontos internos do corpo. No entanto,
uma forma alternativa de se obter estas tensoes € utilizar a expressao (7.7)

As deformacdes plasticas podem ser obtidas a partir das deformagdes totais utilizando-

se a expressao a seguir:

grod_ Sy o Gjkl=1.2,3) (7.37)

i 2 7 i
1+ 5
3u

Deve-se slientar que para a relacdo constitutiva (7.7), v deve ser tomado segundo seu

valor efetivo.

7.7-Determinacio dos Incrementos de Tensoes e Deformacoes em Pontos do

Contorno:

A determinacdo dos incrementos de tensdes e deformacdes no contorno pode ser feita

mais facilmente em um sistema de coordenadas normais e tangenciais ao contorno. Assim

tem-se que:

G,y =P, (7.38)

Gy =G, =pL, (7.39)

m, € I, sdo versores normal e tangente ao contorno respectivamente.
E também possivel determinar o incremento de deformacdo total na direcdo tangente ao
contorno, derivando-se as fun¢des de deslocamento, ou seja:

. ou
€ =—= (7.40)
ar
Para se determinar as demais componentes dos tensores, € preciso que o tensor do
incremento de deformacdes plasticas seja conhecido. Seu valor foi arbitrado no processo de
cdlculo dos deslocamentos e forcas de contorno e este valor deve ser usado aqui. O

incremento de tensdo na dire¢do tangente pode agora se determinado por:
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. 1 _ - 2uv _
Om =7 [Vcnn +2P~( T _Srpr)__lilv gzpzi| (7.41)

Sy =21(14v)(E, — &2 )+vS,, (7.42)

Deve-se usar a expressao (7.41) para o estado plano de deformacdo e (7.42) para o
estado plano de tensdo.

Os incrementos de deformagdes nas demais direcdes sdao dados por:

€ =€p = 2E+“{§1 (7.43)
b = Gy ——— Gy +G 1r +6 ) [+ (7.44)
Erm—x Gnn—mﬁrm'i'cn-‘l‘cz +£m .

Em se tratando de um problema de estado plano de deformag@o, tem-se:

€.=0 (7.45)

2

5. =Vl +6,, )+2ull+v)EL (7.46)

z

Para o estado plano de tensdo valem as seguintes relacdes:

_ -V = _ =
€, :m(ﬁn— +0, )+EZPZ (7.47)

G.=0 (7.48)

pad
O tensor do incremento de deformagdes plasticas, inicialmente arbitrado, pode agora ser
determinado pela expressdo (7.37). Com o novo valor de €/, recalculam-se os valores dos

deslocamentos e forgas de contorno, até obter-se uma convergéncia.
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8-Integradores no tempo

8.1-Introducao

A andlise dindmica de uma estrutura pode ser feita, basicamente, por duas abordagens
distintas; superposicio modal ou integracdo direta no tempo. Na primeira abordagem, sdo
identificados os modos prdprios, ou naturais, de vibracdo da estrutura com suas respectivas
freqiiéncias de oscilagcdo. Estes sdo entdo superpostos de modo a obter uma resposta ao longo
do tempo.

Na integracdo direta, adotada neste trabalho, o comportamento dindmico da estrutura é
analisado ao longo do tempo. As forcas de inércia e amortecimento sdo equilibradas com as
cargas aplicadas e as forgas eldsticas ao longo de pequenos passos de tempo.

Neste capitulo sdo descritos alguns algoritmos para se efetuar esta integragao.
8.2-Integrador de Wilson 0

Seja U; a aceleracdo de um ponto material no instante 7. Seja Ar um intervalo de

tempo pequeno € O um nimero maior que a unidade. Suponha-se ainda que a aceleracdo
deste ponto material tenha uma variacdo linear na vizinhanga do instante ¢, conforme

ilustrado na Figura 8.1.
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t— At : f-n t+A1 t+BAL

Figura 8.1 — Variacdo da aceleragdo.

Pode-se escrever a aceleragdo do ponto material em um instante ¢+t como:

. .. U. —-U

U =0 +| 2w t 8.1
+T t [ eAt }
Integrando-se (8.1) em relacdo a varidvel T, obtém-se a velocidade do ponto material
como sendo:
T NP
U, =i +| Qe 2V 8.2)
0A? 2

Integrando-se (8.2) novamente em relagdo a varidvel T , obtémrse a posicdo do ponto

material como sendo:

2 ., U. -U \° )
U =—U,+($J%+1UZ+U, 8.3)
t

Fazendo-se em (8.3) T =0At¢ chega-se a:

2 2
U on = (eAzt) U, +(0,,, —U)@H%Aﬂ], +U, (8.4)
Isolando-se de (8.4) o valor de U,,,, obtém-se:
. 6 6 . .
Uorn =75, o0 U, )——U, -2U 8.5)
HOA! (9At)2 ( 1HOA! t) GAI t
Fazendo-se em (8.2) T =0Ar chega-se a:
. . . - \OAr .
UHBAz = eAtUr + (UHOAI - Ur )T + Ut @8.6)
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Substituindo-se o valor da aceleragdo [/ s d€ (8.5) em (8.6) chega-se a:

3 OAf -

U.=—U . -U)-2U0 ——U 8.7)
HOA! GAt( 1+0At t) t 2 t

A dinimica de um sistema de pontos materiais pode ser descrita pela equagio:
MU +CU+KU=P (8.8)

Na equagdo gral do movimento (8.8), A7 € a matriz de massa do sistema, C a matriz de
amortecimento € K € a matriz de rigidez. O vetor P representa as forcas externas aplicadas

ao sistema.

Escrevendo-se (8.8) para o instante ¢ +0At , obtémse:

MU o + CUH-GA[ + KU on = Pion @.9)

Substituindo-se em (8.9) os valores das aceleracdes e velocidades no instante ¢ +0A¢

das expressdes (8.7) e (8.5) e multiplicando-se por (9Az)’, chega-se a:

l6ar)’ k +6M +302C) =

(8.10)
: 0ArC \ .

= (6M +30A1C)U, +(66AtM + 2(6At)2C)U, + (eAt)Z[ZM +—— U+ OA?)’ P00

As grandezas U, , U € U , sao supostamente conhecidas do instante anterior € 0 vetor

de carregamento P pode ser determinado para quakjuer tempo. Pode-se escrever (8.10) de

uma forma mais simples como:

A

KU 5 = pHGAI (8.11)

Sendo que, em (8.11), 13, on € 0 segundo membro de (8.10) e a matriz K corresponde a

At

matriz do primeiro membro que multiplica o vetor U, -

Fazendo-se em (8.1) T = Ar obtém-se:

U,,=U,+ (M }At (8.12)

O termo entre paréntesis pode ser obtido de (8.4), isolando-se o mesmo. Assim chega-

S€ a:
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UHOA: _Ur — UHeAt _Uz —eAl‘Ut _ (eAt)Ut} 6 . (8.13)
A 2 (A7)

Substituindo-se (8.13) em (8.12) obtém-se:

. 6 6 - 3.
Uy =WU,00—U,) e ‘me+[l‘e_}'f (8.14)

Tomando-se a expressdo (8.2) com T =At € 6 =1, pode-se determinar o valor de U A

como sendo:
U,,=U+{, . +U )% (8.15)
Efetuando-se 0 mesmo procedimento em (8.3), obtémrse o valor de U, ,, como sendo:
U,,=U+AU,+(0,, +20) (ar) (8.16)

Pode-se agora estabelecer o algoritmo para o integrador Wilson 0. Para tal, seguem os

passos:
1. Conhecidos os valores de U,> UO e P, determina-se o valor das

aceleracOes no instante inicial pela equacio:

MU, =P, -CU,-KU, (8.17)

2. Determina-se o valor de U, resolvendo-se o sistema de equagOes

8.11).

3. Determina-se o valor de U ..o COmM aexpressdo (8.14).

At
4. Determinam-se os valores de UHA[ e U,, com as expressdes (8.15) e
(8.16), respectivamente.

5. Retona-se ao passo 2 para determinar os valores do préximo passo de

tempo, até a conclusdo da andlise.
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8.3-Integrador de Newmark

Se o deslocamento, U,ea velocidade, U . de um ponto material no instante ¢ forem

conhecidos, entdo pode-se determinar sua posicio e velocidade no instante ¢+ Ar pelas

seguintes expressoes [Geradin 1994 ]:

At
Uy =U,+ [Ul)ae (8.18)
. t+At .
U, =U +AU, + j (t+Ar—1)U (t)dT (8.19)

Por aproximagdes em séries de poténcia da fungdo da aceleracio ([j(r), pode-se
escrever que:

t+At

[U@)ax =[1-7)0, +70,., I (8.20)

t

t

T(’*Af —t ) =H——B)U+BU,+4N (8.21)

Substituindo-se os valores aproximados das integrais (8.20) e (8.21) nas expressodes

(8.18) e (8.19) chega-se a:

U =U,+|0=y)0, +yU ., ]t (8.22)

t+At

UH—At = Ut + AtUt +|:(%_ B },‘t + BUH—At :|At2 (823)

Pode-se mostrar que, como visto em Geradin 1994 o integrador de Newmark ¢é

incondicionalmente estavel se:

1 1 1Y
=—+0 ,B=—|y+—| para a>0 (3.24)
v=5 B 4[Y+2J p

Tomando-se o =0 obtém-se uma simplificacio das expressdes (8.25) e (8.23) que se

reduzem a:

JA! (8.25)

U,,=U+(0 +0

t+At t+At
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At?

Ut+Ar = Ut + AtUz + (Uz + UHAr)T (826)
Isolando-se de (8.26) o valor de U, ,, , chega-se a:
. 4 4 . .
Uo=U,\-U)——-—U-U (8.27)
t+At ( A I)Alz At t t

Substituindo-se o valor de [/ .1 » Obtido de (8.27), na expressdo (8.25), chega-se a:

UH—At = (Ut+At - Ut )Ai_ U, (8.28)
t

Tomando-se a equagio do movimento escrita para um instante ¢ + A¢, tenese:
MUH—AT + CUH—At + KUT+At = PI+AI (8'29)

Substituindo-se os valores da aceleracdo (8.27) e velocidade (8.28) na equagdo (8.29) e

multiplicando-se por Az?, obtémrse:

A’K +4M + 2AtC =
( k/t-\‘GAt (830)
= (4M +2MC U, +(4AIM +ARC), + AMU, + AP,
O sistema (8.30) pode ser escrito de forma simplificada como:
KU, =P, (831)
Sendo PH A, 0 segundo membro da equagdo (8.30) e amatriz K € dada por:
K = AP’K +4M +2A1C (8.32)

1. Conhecidos os valores de U,> UO e P, determina-se o valor das

aceleragOes no instante inicial pela equagao (8.17).

2. Determina-se o valor de U.,,, resolvendo-se o sistema de equacdes (8.31).

t+At

3. Determina-se o valor de U/ ..o COm aexpressao (8.27).

4. Determina-se o valor de U, com a expressdo (8.28).

A

5. Retorna-se ao passo 2 para determinar os valores do proximo passo de

tempo, até a conclusdo da andlise.
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8.4-Integrador de Houbolt

O integrador de Houbolt difere dos anteriores por depender de mais de um passo de
tempo para a determinacdo dos valores do passo seguinte. Por esta razdo é chamado de
integrador de passo muiltiplo. O método consiste em escrever a velocidade e a aceleragio
em um instante ¢ como derivadas de um polindmio ctibico que interpola os deslocamentos em

fungdo do tempo [Bathe 1996, Houbolt 1950]. Assim temse que:

Ut+At =_(2Ut+At _5Ut +4Ut—At - Ut—ZAr) (8.33)

- 1
U, =E(11UM —-18U, +9U, ,, —2U, ,,.) (8.34)

1+

Substituindo os valores das expressdes (8.33) e (8.34) na equagdo do movimento (8.29)

e multiplicando-se por At¢*, obtém-se:

(oM +11AC + APK U, =

(8.35)
=At’P,,, +(5M +3A:C)U, —(4M +ﬂc)u,_m +(M +ﬂcjut_m
2 3

t+At

A equacao (8.35) pode ser escrita de modo compacto, como (8.31), sendo:

K =2M +11A1C + At*K (8.36)

P, =A’P,, +(5M +3AC)U, —(4M +%cjut_m +[M +%C}Jt_m (8.37)

Para iniciar o método de Houbolt é necessdrio conhecer-se o valor dos deslocamentos
em instantes anteriores ao inicio da andlise. Embora seja possivel, com alguma manipulacdo
algébrica, auto-iniciar o integrador [Houbolt 1950], o procedimento usual consiste em utilizar
algum outro integrador para calcular os primeiros dois passos. Deste ponto em diante o
integrador de Houbolt pode ser aplicado diretamente [Bathe 1996].

O algoritmo para o integrador de Houbolt € o seguinte:

1. Uma vez que as condigdes iniciais do problema sejam conhecidas,
determinam-se os valores dos deslocamentos, velocidades e aceleracGes

nos primeiros dois passos por algum outro integrador.

2. Determina-se o valor de /,,,, resolvendo-se o sistema de equagdes (8.35).
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3. Determina-se o valor de UH ,, com a expressao (8.33).

4. Determina-se o valor de U ..o COM aexpressao (8.34).

At
5. Retorma-se ao passo 2 para determinar os valores do proximo passo de

tempo, até a conclusdo da andlise.

8.5-Aplicacao dos integradores ao MEC

No Método dos Elementos de Contorno, a inércia do corpo em andlise pode ser levada
em conta por uma integracdo no dominio. Isso € feito imaginando-se a inércia do corpo como

um carregamento distribuido sobre o dominio. Assim tem-se que:

ct; = [ purdl = [ pra,dl + [u b, dQ+ [ugii, pdQ (8.38)
r r Q Q

A discretizacdo e posterior integracdo da ultima parcela da equagdo integral produz uma
matriz de massa que leva em conta ndo somente o valor da aceleracdo nos nés de contorno,
mas também nos pontos internos. Assim, ha de se levar em conta um crescimento no niimero
de incdgnitas no problema. Escrito em notagdo matricial, a equacdo para o problema ja

discretizado e sem amortecimento assume a forma:
HU,=GP.—MU, +F, (8.39)

Num instante inicial, onde sdo conhecidos os deslocamentos e as velocidades dos nods e
pontos internos, assim como as forcas de corpo e de superficie, as aceleracdes podem ser

determinadas resolvendo-se o seguinte sistema:
MU, =GP, —HU, + F, (8.40)

E importante notar que o sistema (8.39) envolve aceleracdes em pontos internos, a

priori incégnitas. Isso fica mais evidente escrevendo-se o sistema (8.39) na forma:

H, 0YU,\ (G. oYR.\ (M., M, YU
c tc — c tc _ cc cd “tc +F; (8.41)
Hd 1 Urd Gd 0 0 Mdc Mdd Utd
Em (8.41) os indices ¢ e d representam os valores para pontos no contorno € no

dominio, respectivamente.

8.5.1-Integrador Wilson 0
Escrevendo-se o sistema (8.39) para um instante ¢ +0A¢, obtémrse:
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HU , 44 = GE g\, — M[jr+em + Frion (8.42)

Substituindo-se o valor da aceleragc@o da expressao (8.5) no sistema (8.42) obtém-se:

l(eAt)zH + 6M k]HGAz = (843)
= OA1)’GP,,, +6MU, + BAIMU , +20At)’ MU, + @A)’ F, ,,,

Ou, de forma simplificada:

AU, =BA)’GP,. ., + MU, + A1) F,, (8.44)

Sendo:
H=0At) H+6M (8.45)
U, =6U, +6AtU, +20Ar)U (8.46)

As matrizes do sistema (8.44) ttm a mesma estrutura daquelas no sistema (8.41),

envolvendo, portanto, incégnitas de dominio.

Deve-se notar que resolvendo-se o sistema (8.44), obtémrse os valores das forcas de
contorno incognitas no instante 7 +6Az. No entanto, serfio necessirios para o passo de tempo
seguinte, os valores das forcas no instante 7+ Ar. Estes valores deverdo ser determinados a

partir dos deslocamentos e aceleragdes no instante ¢. Isso pode ser feito resolvendo-se o

sistema:
GP. =HU, -MU, +F, (8.47)

Foi sugerido em Araujo et al 1999 uma forma alternativa para a determinagdo das

forcas de contorno no instante ¢ + A¢, dada pela expressao:

P = Poa 9 _IPt (8.48)
0 0

Assim, o algoritmo do integrador Wilson 0 para o MEC fica:

1. Conhecidos os deslocamentos, velocidades e for¢as dos nds de contorno,
determinam-se as aceleragdes no instante inicial resolvendo-se o sistema

(8.40).

2. Determina-se o valor de U, resolvendo-se o sistema de equagoes

(8.44).
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3. Determina-se o valor de UH , com a expressdo (8.14).

4. Determinam-se os valores de UHA, e U, , com as expressoes (8.15) e

(8.16), respectivamente.
5. Determinam-se os valores das forcas de contorno incdgnitas no instante

t + At, resolvendo-se o sistema (8.47) ou pela expressdo (8.48).
6. Retorna-se ao passo 2 para determinar os valores do préximo passo de

tempo, até a conclusdo da andlise.

8.5.2-Integrador de Newmark

Escrevendo-se o sistema (8.39) para um instante ¢ + Az, obtém-se:
HU,, =GP., -MU,, +F,, (8.49)
Substituindo-se o valor da aceleragdo da expressao (8.27) no sistema (8.49) obtém-se:
(APH +4M)U,.,, = At*GP.,, + M(4U, + 4AtU, + AU, )+ AP F.,,, (8.50)

Ou, de forma mais simples:

AU, =A’GP,,, + MU, +Ar°F,,,, (8.51)

Sendo:
H=Ar’H +4M (8.52)
U, =4U, +4A1U, + AU, (8.53)

Novamente as matrizes do sistema (8.51) assumem a estrutura mostrada no sistema
(8.41), que envolve incognitas de dominio.
Portanto, o algoritmo do integrador de Newmark para o MEC segue os seguintes
passos:
1. Conhecidos os deslocamentos, velocidades e forcas dos nds de contorno,

determinam-se as aceleracdes no instante inicial resolvendo-se o sistema

(8.40).

2. Determina-se o valor de U,, e as forcas de contorno incognitas

resolvendo-se o sistema de equacgdes (8.51).

87



3. Determina-se o valor de UH ,, com a expressao (8.27).

4. Determina-se o valor de U ..o COM aexpressao (8.28).

At
5. Retorna-se ao passo 2 para determinar os valores do préximo passo de

tempo, até a conclusdo da andlise.
O integrador de Newmark apresenta uma maior simplicidade de implementacio em
relacdo ao integrador Wilson O, pois a parte incognita das forcas de contorno € determinada

diretamente no instante ¢+ At.

8.5.3-Integrador de Houbolt

Substituindo-se em (8.49) o valor da aceleracdo dada por (8.33) e multiplicando-se por

At? chega-se a:
(APH+2MU,.,, =APGP,,, —~M(=5U, +4U, ,, U, ,, )+ AFF.,, (8.54)

Ou, de forma simplificada:

AU, =N*GP, —MU, +A°F,, (8.55)

Sendo:
H=A’H +2M (8.56)
U,=-5U,+4U, ., ~U, ., (8.57)

Mais uma vez as matrizes do sistema (8.55) assumem a estrutura mostrada no sistema
(8.41), que envolve incognitas de dominio.
Portanto, o algoritmo para o integrador de Houbolt é:
1. Uma vez que as condicdes iniciais do problema sejam conhecidas,
determinam-se os valores dos deslocamentos, velocidades e aceleragGes

nos primeiros dois passos por algum outro integrador.

2. Determina-se o valor de U e as forcas de contorno incdgnitas

t+Ar

resolvendo-se o sistema de equagdes (8.55).

3. Determina-se o valor de U ..o COM aexpressdo (8.33).

At

4. Determina-se o valor de U ..o COM aexpressao (8.34).

At
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5. Retormna-se ao passo 2 para determinar os valores do préximo passo de

tempo, até a conclusdo da andlise.

8.6-Integrador de Wilson 0 incremental

No tratamento de problemas ndo lineares, como a plasticidade ou instabilidade, é
comum escreveremrse as equagdes em termos de incrementos de carregamentos e

deslocamentos. Assim, subtraindo-se a expressao (8.39) da expressao (8.42), chega-se a:

HUHOAI = GPHGAI _M(jt+9At + Ft+9m (85 8)

Os incrementos relacionam-se com os valores totais segundo as expressoes:

U..or, =U,.on, —U, (8.59)
Uvvons =U o =U, (8.60)
U =U o ~U, (8.61)
Py =Pos — P, (8.62)
F.on=F o —F (8.63)

Com (8.59), (8.61) e (8.5) chega-se a:

= 6 - 6 .. ..
U,on = U, —U, -3, (8.64)
YY) Y
Analogamente, obtém- se o incremento de velocidade como sendo:
< 3 . OAf -
U =—U_,, —-3U —U 8.65)
1+6At OAt 1+OAr t 2 t (
Substituindo-se (8.64) em (8.58), chega-se a:
l(eAt)zH + 6Mk7r+9At = (8 66)
= OA1)’ GP,,, + BAMU , +30A1)’ MU, + OA1)’F
Ou, de forma simplificada:
AU, = ©OA1GP,,, + MU, +@A1) F,,, (8.67)
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Sendo:

H=0A1)H+6M (8.68)

U, =60A1U, +3(0A1)°U, (8.69)

Aplicamse as condi¢des de contorno ao sistema (8.67), determinando-se, assim, os
valores dos incrementos de forcas e deslocamentos incdgnitos. Deve-se entdo reverter os
resultados para o tempo ¢+ Ar. Os incrementos das forcas de contorno podem ser calculados

fazendo-se:

= L8N (8.70)

Pz+At e

Determinar-se os incrementos de deslocamento, velocidade e aceleragdo, ¢ uma tarefa

um pouco mais complexa. Os incrementos de aceleracdo sdo dados por:

= 6 - 6 . 3 ..

Uin =WUHBN —WUI —EU;

De posse dos incrementos de aceleracdo, pode-se entdo calcular os incrementos de

(8.71)

velocidade e deslocamento no tempo ¢+ A¢ com as expressoes:
- = .. \At
Ut+A,=QJHA,+2Ut)? (8.72)

2
U,,=M\U, +(U,+A, +3U, (1)

(8.73)

Os incrementos sao entdo acumulados aos totais dos passos anteriores e procede-se com

o célculo do passo de tempo seguinte, até a conclusdo da andlise.
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9-Montagem do sistema de equacoes

9.1-Introducao

Neste capitulo descreve-se o processo de montagem do sistema de equagdes,
combinando-se o estado plano de tensdes com a flexdo de placas finas, com o objetivo de
tratar pecas de paredes finas. A técnica das sub-regides € utilizada para se compor a pega a ser

analisada a partir dos problemas planos estudados até agora.
9.2-Macro-elementos

Define-se, neste trabalho, macro-elemento como sendo um elemento estrutural plano no
qual ocorrem simultaneamente um estado plano de tensdo e uma flexdo de placa fina. Admite-
se, também, que as tensdes no macro-elemento, devidas ao seu comportamento de chapa, ndo
alteram seu comportamento como placa e vice-versa.

Desta forma, o macro-elemento pode ser modelado utilizando-se as equacdes integrais
de chapas e de placas. Na Figura 9.1 é mostrada uma peca de paredes finas decomposta em

macro-elementos.
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Figura 9.1 — Peca decomposta em seus macro-elementos.

9.3-Sistema de coordenadas

Uma caracteristica das equagdes integrais de flexdo de placas e de estado plano de
tensdo é que o deslocamento de um ponto € escrito em fungdo de sua posigcdo relativa aos
demais pontos do problema. Assim ndo importa qual sistema de coordenadas se use para a
montagem das matrizes do problema, as relacdes entre as forcas e deslocamentos do contorno
serdo preservadas. Portanto, cada macro-elemento pode possuir seu proprio sistema de
coordenadas, no qual suas equacgdes integrais sao escritas.

Esse sistema local X, ilustrado na Figura 9.2a, pode ndo ser o mesmo para os varios
macro-elementos de uma pega. Como se deseja compatibilizar as forcas e deslocamentos de
véarios macro-elementos, resolvendo-os simultaneamente, € necessdrio escrever —essas
incégnitas em um mesmo sistema global de coordenadas.

Assim, torna-se necessdrio escrever equagdes de transformac¢do de coordenadas para
cada macro-elemento, levando do sistema local a um sistema global x, ilustrado na Figura

9.2c. Por conveniéncia da andlise de perfis de se¢do delgada, adota-se x, como sendo o eixo

da peca. O sistema local ¥ ¢ entdo transformado num sistema intermedidrio X, conforme

mostrado na Figura 9.2b, por meio da transformagao (9.1).
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X, [ 2 2
3
f] 2 )_C] b X ©

Figura 9.2 — Transformagdo do sistema de coordenadas

) (1 0 0YF,
5 =0 0 -1|5% ©.1)
%] 0 1 0]z

7z

Uma nova transformacdo € aplicada ao sistema intermedidrio, levando o macro-

elemento a formar um &ngulo 3 com o eixo y, . Essa transformag@o pode ser expressa como:

x, ) (cosBp —senf O0YX
x, |=|senf cosp 0% ©.2)
X, 0 0 1|x

Para levar o sistema local diretamente para o sistema global, efetua-se o produto das

matrizes de transformacdo das expressdes (9.1) e (9.2), obtendo-se:

X, cosp 0 senP Y3
x, |=|senp 0 —cosP |3 ©.3)
X, 0 1 0 X,

A transformacio inversa € dada pela expressao:
%) (cosp senf 0Yx
L=l 0 0 1| x 0.4
X5 senff —cosf 0] x

9.3.1-Compatibilidade entre giros e momentos

Na Figura 9.3, mostramse dois macro elementos contiguos, pertencentes ao plano

X, X3, com 0S momentos Mn positivos indicados. Estes momentos ndo sdo alterados pelas
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matrizes de transformacio apresentadas até aqui. Por esta raz@o, na interface desses macro-

elementos, os momentos positivos locais t€m sentidos contrarios. O mesmo problema ocorre

com 0s giros 0,

«—— «——
O, @
X3
—>» —>»

X

Figura 9.3 — Macro-elementos contiguos pertencentes a um mesmo plano

Para tornar compativeis os giros e os momentos nas interfaces dos macro-elementos,
adota-se um sentido positivo para os elementos de contorno. Nesse trabalho assume-se que o
elemento estd orientado positivamente quando o indice do né inicial é menor que o indice do
né final. Assim, quando um elemento de contorno de um dado macro elemento estiver
orientado negativamente, procede-se a inversdo dos sinais dos momentos e dos giros. Mais

adiante esse procedimento serd descrito em maiores detalhes.

9.4-Montagem das matrizes H e G

9.4.1-Transformacao do sistema de coordenadas

Levando-se em conta o que se expds no Item 9.2, a solucdo de um macro-elemento
envolve a solugdo simultinea de um problema de chapa e um de placa Assim, a contribui¢do
de cada elemento de contorno, no sistema local de coordenadas do macro-elemento, é dada

pelas matrizes a seguir:

h, h, 0 0 Yu g€y & O 0 Y p
hy hy, 0 0 | e 8y 8» O 0 | P>
0 0 hyy hy iy 0 0 g3 &u| Ps
0 0 hy hy en 0 0 g4 8&u )M,

©.5)

Os termos ndo nulos das duas primeiras linhas referem-se ao problema de chapa,

enquanto as outras duas, ao problema de placa.

94



Uma maneira simples de se obter as contribuicdes (9.5) € transformar as coordenadas
dos nds do macro-elemento do sistema global para o local através da equacdo (9.4).

Deve-se a seguir transformar os vetores de forcas e deslocamentos das contribuicdes
(9.5) para o sistema global. Deve-se também proceder a inversdo do sertido de giro do

momento M, nos casos de elemento orientados negativamente, conforme explicado no Item

9.3.1. Obtém se assim duas matrizes de transformacédo dadas por:

i, cosp senf 0 0Yy
»zz 0o 0o 1o 0.6)
u, senfB —cosP 0 Ofu
0, 0 0 0 1/6,
i, cosfp senp 0 O Yy
Lzz _ O_ 0 _ 1 0 |u 0.7
U, senB —cosP O O |u;
0, 0 0 0 -1/8,

A transformagdo (9.6) aplica-se a elementos de contorno orientados positivamente e

(9.7), a elementos com orientagdo negativa. As mesmas matrizes sdo aplicadas as forcas p, e
ao momento M, .

Substituindo-se os valores de deslocamentos e esforcos, dados por (9.6) e (9.7), nas

matrizes de contribui¢go (9.5), obtémse:

h,,cos E hllSCHE h, 0 |4 8,,€08 E guseng 8. O P
hycosp  hysenB by, O |uy ||gycosB  gysenB g, O | P

_ _ s _ _ 9.8)
hyzsenB  —hyzcosB 0 hy | U gysenf —gycosB 0 gy | Ps
hysenfB  —hgcosp O hy, |6, )| g, senP —gcosB 0 g, |\ M,
h,, cos E h“senﬁ_ h,, 0 U 8,,€08 E g“senﬁ g 0 Di
hycosp  hysenf  hy 0 u, gxucosP  gysenf gy 0 P, (9.9)

h33seng —h33c0s[§ 0 —hy, |u; g33sen[3_ —g33cos[3_ 0 —gy,| Ps
hysenB —hgcosB 0 —hy, |9y )| g, senf —gcosB 0 —g,, | M,

As matrizes (9.8) referem-se a um elemento com orientac@o positiva e (9.9), negativa.
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9.4.2-Acoplamento dos macro-elementos

Cada macro-elemento individual, com N nds, possui 4N incdégnitas no contorno e
outros 4N valores conhecidos. Nestes dois grupos temrse que 2N valores sdo referentes ao
problema de chapa e os outros 2N referemrse ao problema de flexdo de placa.

Na Figura 9.4 é mostrada uma pega formada pela associacdo de dois macro-elementos.
Suponha-se que cada um dos macro-elementos tenha, em sua discretizacdo, A/ nds na aresta

e N nds nos demais lados. Cada macro-elemento fornece 4(N +M) equagodes, 4N

incognitas para os lados ndo compartilhados e mas §M incdgnitas para a aresta. Isso resulta

em um sistema com 8(N +M ) equagdes e 8N +16M incdgnitas.

Aresta

Figura 94 — Associagdo de dois macro-elementos

As 8M equagdes que faltam para o sistema sdo dadas pelas seguintes expressoes:

u =u’ 9.10)

6, =6, (9.11)
pl+pl=rp, (9.12)
My +M: =M, (9.13)

Nas equacdes de (9.10) até (9.13) o indice superior refere-se ao macro-elemento. Para as
equagdes (9.12) e (9.13), os valores de p, e M, sem os indices superiores representam os

esforcos aplicados a aresta. Estes sdo conhecidos quando os deslocamentos sdo incognitos e

vice-versa.

O sistema de equagdes para a andlise de pecas com uma Unica aresta, tal como ilustrado

na Figura 9.4, ja considerando as equagdes (9.10) até (9.13), assume a seguinte forma:
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H, H. 0 -G 0 u' G, 0 0

Hi]l Hili 0 - Gili 0 u; Glli 0 0 (p
0 Hizi Hi22 0 _Gi% w |=| 0 0 Gzz,' P; 9.14)
0 H22i H222 (. G22i pil 0 0 G222 P
0 0 0 1 I | p’ 0 I O

Sendo que:

N

e u' e y® sdo os deslocamentos dos nds ndo pertencentes a aresta dos

macro-elementos 1 e 2, respectivamente.
e p'e p? sio as forcas nos nés ndo pertencentes a aresta dos macro-
elementos 1 e 2, respectivamente.

e i, s30 os deslocamentos dos nds da aresta.
e p, Sdo as forgas nos nds da aresta.

e pl e p’ sdo os esforgos nas interfaces dos macro-elementos.

° Hlf e Gl,"j sdo as sub-matrizes de coeficientes, analogas a (9.8) e (9.9), do
macro-elemento k .
e J ¢ uma matriz identidade.

O processo descrito para a associacdo das matrizes individuais de cada macro-elemento
foi elaborado a partir da técnica das sub-regides. Desta forma, as equacdes de cada macro-
elementos pode ser obtida de forma independe. Posteriormente essas equacdes sdo acopladas
por relacdes de equilibrio e compatibilidade.

Para uma peca formada por mais de dois macro-elementos concorrendo em uma mesma
aresta, como mostrado na Figura 9.1, segue-se o mesmo procedimento descrito anteriormente.

A seguir apresenta-se, esquematicamente, uma matriz proveniente da associagdo de trés

macro-elementos.

H, H, 0 0 -G, 0 0 Yu G, 0 0 0

H, H., 0 0 -G, 0 0 |u | |G, O 0O O] ,

o H; H, 0 0 -G o |«&|]0 0a o]

0 H2 H, 0 0 -G2 0 |a|=|0 0 Gy o015
o H 0 H, 0 0 -G|p||lo o o |,

0 H. 0 H, 0 0o -Glp|]o o o |

o 0 0 0 I I I |p 0 I 0 0
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9.5-Consideracao do efeito elasto-plastico

No Capitulo 7 descreveu-se a formulacdo do MEC para o problema elasto-plastico
bidimensional. Como foi visto naquele capitulo, é necessdrio escrever as equagdes integrais
do problema em termos de incrementos de for¢as e deslocamentos. Assim as equagdes

integrais de um macro-elemento podem ser escritas como:

*

g,/dQ (9.16)

kij~i

c i, = jpiu;dr— J. proitdl+ fuiil;idQ+IG
r T Q Q

Kit, = [u}V, ~0,M,dT ~ [ii,V, -6, M dU+ Y (Ru; ~R'it, J+ [ gad  ©9.17)
r r Q

Por ndo haver alteracdo nos niicleos das integrais de contorno das equagdes (9.16) e
(9.17), as matrizes [H] e [G] sdo as mesmas calculadas no regime eldstico. No entanto, em
(9.16) hd uma nova integral de dominio que leva em conta a contribuicdo das deformacdes

plasticas. As matrizes elementares (9.8) e (9.9) podem entdo ser escritas como:

h”cosB h“senB h, 0 g“cosg g”sen[g g, O P il
hzlcoslg hz1sen[§ hy, 0 s 8’21005[§ 8213‘31'1[§ gn 0 | P ,i2 (9.18)
0
0

SS( =«
(95} [} —

h33sen[§ _h33005[§ 0 hy g33sen6 —g33COSE 0 g | Ps
hysen —hycosp 0 hy gpsenB —ggucosB 0 gy | M,

(

=

hllcosg h”seng hy, 0 g”cosﬁ g”seng g 0 Di f)]
hycosB  hysenP hy, 0 ,| 821 cosP gy senPB gy, 0 1) s X, 9.19)

h33sen[§ _h33COSB 0 —hy 83356116 _8330056 0 —gu| P 0
hysenf —hyzcosP 0 —hy, gnsenfB —gucosB 0 gy Mn 0

SO T =«

¢,

=

As contribuicdes do vetor {i} sdo calculadas pela integracdio no dominio dos

incrementos de deformacio plastica, dadas por:

lj 1

£, = [oL£0d0 (9.20)
Q

A expressdo (9.20) é avaliada por meio de células de dominio, assim torna-se necessario
discretizar a regido do macro-elemento que esta sujeita a plastificac@o.

Nas contribui¢des elementares (9.18) e (9.19) o vetor {i} possui componentes nulas nas
linhas referentes & equacdes do problema de flexdo de placa. Portanto o modelo adotado
neste trabalho admite que a plastificacio de um macro-elemento isolado ocorre apenas devido

ao estado plano de tensdes. Assim apenas as for¢as e deslocamento contidos no plano do
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macro-ekmento sdo influenciados pelas deformacdes plasticas. Admite-se também que a
plastificacdo do macro-elemento nao altera seu comportamento como placa.

Assim, o sistema de equagdes para o problema elasto-plastico adquire o seguinte

formato:
H, H, 0 0 -G, 0 0 Ya )
H }1 H ili 0 0 - G:i 0 0 ﬁi f‘u
0O H. H, 0 0 -G 0 |& z,
0 HZ H, 0 0 -G: o0 |&|=G)p)+ L, 9.21)
0O H, 0 H, 0 0 -G, |p .,
0 H, 0 H, 0 0 -G, |p} T,
0O 0 0 0 1 I 1 |p) 0

O sistema de equagdes (9.20) € essencialmente o0 mesmo que (9.15), exceto pelo vetor
{i} que depende apenas dos incrementos de deformagdes plasticas locais de cada macro-

elemento isolado.
Uma vez aplicadas as condi¢des de contorno ao sistema (9.15), procede-se entdo a

solugdo do problema elastico que adquire a forma:
[Alix} ={F} (9:22)

Em (9.22) o vetor {x} contém as incdgnitas do problema e {F} € obtido a partir das

forgas e deslocamentos conhecidos.

De posse da solucdo do problema em regime eldstico, procura-se pelo ponto da peca em
estudo onde se da o inicio da plastificagdo. O carregamento ¢ entdo reduzido de modo que o
ponto mais solicitado esteja no limiar da plastificacdo. O restante do carregamento deverd ser

aplicado em porcdes discretas, ou passos de carga, e as contribuicdes dos incrementos de

deformacdes plésticas passam a ser considerados. O sistema (9.22) adquire a seguinte forma:

[Afz}=1{F}+ £} (9.23)

Resolve-se entdo o sistema (9.23), obtendo uma primeira aproximagdo para o

incremento do vetor das incognitas {f} De posse deste resultado, avalia-se novamente os

incrementos de deformacdes plasticas, atualiza-se o vetor {f‘,} e novamente resolve-se (9.23).

O processo € repetido até que se obtenha uma convergéncia.
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Uma vez obtida a convergéncia para o incremento de deformagdes plésticas, o vetor {x}
€ acrescido aos valores calculados no passo anterior € 0 processo recomeca para O passo
seguinte, até que todo o carregamento tenha sido aplicado.

Deve-se salientar que numa pe¢a como a ilustrada na Figura 9.1, a plastificagdo do
macro-elemento 3 altera o comportamento de placa dos macro-elementos 1 e 2. Desta forma a
flexdo de placa de um macro-elemento recebe uma contribuicdo indireta do vetor {f‘,} via

compatibilidade de deslocamentos e forcas.

9.6-Consideracio do efeito dinamico

A consideragdo do efeito dindmico transiente na peca pode ser feita a partir da
integracdo no dominio das forgas de inércia, conforme foi descrito detalhadamente no capitulo
anterior. O sistema de equacdes para os macro-elementos, levando em conta a influéncia das

aceleracdes dos pontos internos, passa entao a ser escrito como:

+F (9.24)

M, M, |\U t

Hc 0 U Gc 0 P . Mcc Mcd UC’
H, 1|Uu% ) |G, 0o

Na expressdo (9.24) as sub-matrizes H, € G, correspondem as matrizes [H] e [G],

cuja montagem ja foi descrita nos itens anteriores. As matrizes H, € G, relacionam as

informacdes dos pontos internos com os de contorno.
Aplicando-se um método de integracdo no tempo, o sistema de equagdes (9.24) assume

aforma:

A

iU, =GP, —MU, +F,,, (9.25)
Escrevendo-se o sistema (9.25) na forma de (9.24) e efetuando-se o produto matricial
M l}t , obtém-se:

I:ICC I_}cd UCI+At _ éc 0 Pct+A _ ict +FA'

I ’ y (9.26)
HdC Hdd U t+At Gd 0 O I t

O vetor ft carrega as informagdes inerciais do passo de tempo t.O sistema (9.26) pode

ser escrito como duas equagdes matriciais acopladas da forma:

FIL.CU vy +HL.dUdt+AI = GAL.PCHAt — fcz + FCHA: (927)

100



ﬁdCUCH—At + I:iddUdr+At = édPCHAr _id{ + FdH—At (9.28)
Isolando-se o valor dos deslocamentos no dominio de (9.27) obtém-se:
Un = Flilddédpct-v-m —H 'l — H7'aaH U s +H 7 aaF e (9.29)

Substituindo-se o valor dos deslocamentos dos pontos internos obtidos de (9.29) em

(9.27) e agrupando-se os termos semelhantes chega-se a:

AU s =GP ron =1+ Frin (9.30)

Sendo:
A=H_ -0 HA"WH, 9.31)
é:éc—ﬁcdﬁ'méd (9.32)
I =M_0+m 0, (9.33)
By = Floni— B A 0F 9.34)

Desta forma, pode-se calcular os deslocamentos do contorno para um passo de tempo

separadamente dos deslocamentos dos pontos internos. Com isso ha uma reducio substancial
na dimensdo do sistema de equacdes, agilizando o célculo. Uma vez determinados os

deslocamentos e for¢as incognitas no contorno, os deslocamentos dos pontos internos podem

ser calculados diretamente com a expressdao (9.29). Atualiza-se entdo os vetores Ie F,

procedendo-se o célculo do passo seguinte.
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10-Exemplos elasticos

10.1-Introducio

Neste capitulo apresentamrse os exemplos em regime eldstico, estitico e dinimico,
analisados com os programas computacionais desenvolvidos. Os resultados obtidos sado
comparados, sempre que possivel, com solucdes analiticas ou com resultados equivalentes
disponiveis na literatura. Adicionalmente, no caso dos exemplos elasto-dindmicos, compara-

se a performance dos integradores estudados neste trabalho.

10.2-Viga de se¢ao quadrada

10.2.1-Flexao

Neste primeiro exemplo é estudada uma viga em balanco de secdo quadrada e de
paredes finas, conforme ilustrado na Figura 10.5. A viga foi analisada para espessuras de
parede de Scm, 10cm e 20cm. Adotowse o médulo de elasticidade longitudinal de 205GPa. O

coeficiente de Poisson foi tomado com os valores zero e 0.33.

8m \—l

Figura 10.5 — Viga de secdo quadrada com carregamento vertical.

Forga distribuida
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Na extremidade livre aplica-se uma carga 1000kN na direcdo do eixo x por meio de
uma forga distribuida nas almas. Varias distribui¢cdes de forca foram testadas, aplicadas tanto
as almas quanto as mesas, conduzindo sempre aos mesmos resultados, com varia¢do interior a
0,5%. Os resultados apresentados correspondem a uma distribuicdo triangular ao longo das
almas, conforme mostrado na Figura 10.5. Todas as paredes da viga foram discretizadas
segundo a malha mostrada na Figura 10.6. Nos cantos h4d nos duplos em um total de 44 nds
por macro-elemento. O involucro final conta com 108 nds.

A condicdo de contorno do engaste € aplicada restringindo-se o deslocamento dos

macro-elementos nas diregdes dos eixos coordenados. A restricdo ou ndo da rotagcdo de placa,

0, » ndo causa variaco significativa nos resultados para este problema.

®—0—8—8—8—8—8—& o ¢ Y 9
*——0—0—0—0—0—0— *+— - *— *— *— *—

—— o —— 00— 00— 0 ¢ A4 A4 A4 L L L L4

Figura 10.6 — Malha de um dos macro-elementos.

_ _ — —_ —_ () —_ — — —_ )
S 5o I L oB X T 4w 5 g 3 g
Z (=) o0 3 o Z Z z (=] [
225 £ 22z : 2 £ %% 2
= 5 F g g = = =] 5 5 g 5 B =]
1 71MN/m ﬂﬂ W 1 71MN/m 2 13MN/m 2 13MN/m

[ 1.13MN/m 1.13MN/m | | 1.07MN/m 1.O7MN/m |
0.73MN/m 0.73MN/m 0.70MN/m 0.70MN/m
v=0 v=0.33

-0.73MN/m — 0.73MN/m  -0.70MN/m 0.70MN/m
-1.13MN/m HH 113MN/m - 1.07MN/m | | Y 1.07MN/m
-1.71MN/m LI [ 7IMN/m - -2.13MN/m 2.13MN/m

LooLon o L4 = HooL b o oLy

G902 W w ) > X —_ W W ) 8] L =

—_ o)) o0 [ 0 (o)) = ) 2 S o8] S =) w

2 = <
22 £ £ z2¢% 22 2 % %%
5 5 3 ) g 5 B g 5 8 = g 8 B

Figura 10.7 — Distribuigdo das forcas no apoio na diregdo do eixo.

Na Figura 10.7 sdo mostradas as distribui¢des de tensdes no engaste correspondentes ao

esforco de momento fletor. A alteracio da espessura das paredes produziu variagio nos
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resultados apenas na terceira casa decimal. Esse resultado era esperado pois ndo foram
considerados efeitos de ndo linearidade geométrica.

Segundo a resisténcia dos materiais, era esperada nas mesas da peca uma tensdo
uniforme de moédulo pouco menor que 1.5MN/m, variando linearmente nas almas. O valor
médio da tensdo nas mesas encontrado neste trabalho é de 1.43MN/m e 1.40MN/m para
coeficientes de Poisson iguais a zero e (.33, respectivamente. Este valor menor € justificado
pelo aumento da colaborac@o das almas na flexao.

Para a viga estudada neste exemplo, a flecha é dada pela expressdo:

2 3
:P?%x - X +Pfsx
6EI HA

f (10.1)

A segunda parcela da expressdo (10.1) corresponde a deformacdo devido ao esforgo
cortante que deve ser considerada neste caso por se tratar de uma viga curta. O fator de forma

f, tem seu valor dado pela seguinte expressao:

_ A0’
f= I—zlb—sz (10.2)

0.001
— Analitico /,E
0.0009 | O Espessura5cm

0.0008 4 4 Espessura 10cm
X Espessura 20cm

0.0007

0.0006

0.0005 /E/
0.0004 N/N
0.0003 /@/

fxlI

0.0002
0.0001
0 & , . . .
0 1 2 3 4 5 6 7 8
Vao (m)

Figura 10.8 — Deflexdo da viga multiplicada pela inércia.

Na Figura 10.8 sdo mostrados os resultados obtidos para as flechas. Para facilitar a

comparacdo dos resultados, os valores obtidos foram multiplicados pela inércia das vigas. Ha
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uma boa concorddncia entre os valores obtidos e os previstos pela resisténcia dos materiais,

havendo um erro maximo de 2%.

10.2.2-Torc¢ao

Estuda-se agora o comportamento

torgio da viga analisada no item anterior. E

aplicado um torque de 1000kNm na extremidade livre por meio de uma tensdo constante,

aplicada nos sentidos adequados. Esta nova condi¢do de contorno € ilustrada na Figura 10.9

4

2m

X

8m

7
L

Forca distribuida

Figura 10.9 — Viga se secdo quadrada com torque.

A viga foi analisada em seis situacdes diferentes produzidas pela alternacdo do

coeficiente de Poisson entre zero e 0.33 e pela restrigdo ou ndo da rotagdo O, e da deflexdo

u locais das paredes da viga no apoio.

126kN/m
125kN/m

125kN/m

v=0 v=0.33

UsLivre Us Livre

125kN/m
0 Livre 0 Livre

125kN/m

125kN/m
126kN/m

126kN/m
125kN/m

125kN/m

125kN/m

125kN/m

125kN/m
126kN/m

Figura 10.10- Distribuigdo das forcas tangenciais no apoio (5cm).
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125kN/m 125kN/m
125kN/m 125kN/m
125kN/m 125kN/m
v=0 v=0.33
U3 Restrito 125kN/m U3 Restrito 125KN/m
0 Livre 0 Livre
125kN/m 125kN/m
125kN/m 125kN/m
125kN/m 125kN/m

Figura 10.11 - Distribuigdo das forcas tangenciais no apoio (5cm).

W I I
118kN/m 1| 113kN/m
124kN/m 124kN/m
124kN/m 124kN/m

v=0 v=0.33
Uz Restrito 125kN/m Uz Restrito 124kN/m
0 Restrito 6 Restrito
124kN/m 124kN/m
124kN/m 124kN/m
— 118kN/m ¥ 113kN/m
I | I I

Figura 10.12 - Distribuicdo das forgas tangenciais no apoio (Scm).

Da Figura 10.10 a Figura 10.12 s3o mostradas as distribuicdes das tensdes tangenciais

no engaste para a espessura de Scm. Pode-se notar que a variagdo do coeficiente de Poisson

ndo altera a distribuicdo de tensdes quando a rotagio 0, esta livre. Restringindo-se este grau

de liberdade ocorre uma diminuicdo do valor da tensdo tangencial nos cantos, mais
pronunciada para o coeficiente de Poisson 0.33. Acredita-se que essa reducdo ocorre devido

ao aumento da colaboragdo do efeito de placa na absorcdo desse esforco.
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128kN/m 128kN/m
124kN/m 125kN/m
125kN/m 125kN/m
v=0 v=0.33
UsLj Us Li
sLivre 125kN/m 3 Livre 125kN/m
0 Livre 6 Livre
125kN/m 125kN/m
124kN/m 125kN/m
128kN/m | 128kN/m
Figura 10.13 — Distribuigdo das forcas tangenciais no apoio (10cm).
126kN/m 126kN/m
125kN/m 125kN/m
125kN/m 125kN/m
v=0 v=0.33
u i u i
3Restrito 125kN/m 3 Restrito 125KN/m
6 Livre 0 Livre
125kN/m 125kN/m
125kN/m 125kN/m
126kN/m 126kN/m

Figura 10.14 — Distribuicdo das forgas tangenciais no apoio (10cm).
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E ' 102kN/m \ / 88.5kN/m E
| 122kN/m \ 119kN/m
123kN/m 121kN/m
v=0 v=0.33
Uz Restrito 123kN/m Uz Restrito 123kN/m
0 Restrito 0 Restrito
123kN/m 121kN/m
122kN/m 119kN/m

_

]
E 102kN/m \ 88.5kN/m E

i 11— Jii

Figura 10.15 — Distribuicdo das forgas tangenciais no apoio (10cm).

L]

Aumentando-se a espessura das paredes para 10cm obtém-se as distribuicdes mostradas
da Figura 10.13 a Figura 10.15. O aumento da espessura causa um ligeiro aumento no valor
das tensdes nos cantos da se¢do quando a rotacdo estd livre. Restringindo-se a rotacdo, hd uma
diminuicdo ainda mais acentuada do valor das tensdes tangenciais nos cantos da secdo. Do
mesmo modo, a restricAo da deflexdo também traz uma queda no valor da tensdo nos cantos,

porém menos pronunciada.

136kN/m 136kN/m |——
123kN/m 123kN/m
123kN/m 123kN/m
v=0 v=(0.33
UsLivre 123kN/m “s Livre 123kN/m
0 Livre 0 Livre
123kN/m 123kN/m
123kN/m 123kN/m
136kN/m 136kN/m ——1
| | J |

Figura 10.16 — Distribuicdo das forcas tangenciais no apoio (20cm).

108



126kN/m 126kN/m

123kN/m 123kN/m

123kN/m 123kN/m
v=0 v=0.33

U3 Restrito 123kN/m U3 Restrito 123kN/m
0 Livre 0 Livre

123kN/m 123kN/m

123kN/m 123kN/m

126kN/m 126kN/m

Figura 10.17 — Distribuicdo das forgas tangenciais no apoio (20cm).

E 73.7kN/m /E 51.8kN/m %
‘ 113kN/m 107kN/m |

117kN/m 113kN/m
v=0 v=0.33
UsReStrito  \5oun/m s Restrito g
6 Restrito 0 Restrito
117kN/m 113kN/m

| 113kN/m 107kN/m |
) 73.7kN/m ) 51.8kN/m

Figura 10.18 — Distribuicdo das forgas tangenciais no apoio (20cm).

Para a espessura de 20cm h4 uma continuidade do comportamento ja observado para as
espessuras de Scm e 10cm. As distribuicdes das tensdes tangenciais, mostradas da Figura

10.18 a Figura 10.18, apresentam uma forte queda junto aos cantos da secao.

10.3-Viga U curta

10.3.1-Flexao simples em torno do eixo y

Neste exemplo estuda-se o comportamento de uma viga curta de secdo U, ilustrada na

Figura 10.19, submetida a flexdo simples em torno do eixo principal menor. A espessura das
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paredes foi assumida constante igual a Scm. Adotou-se o médub de elasticidade longitudinal
de 205GPa. O coeficiente de Poisson foi tomado com os valores zero e 0.33. Na Figura 10.19
€ mostrado o carregamento aplicado as almas da pega para flexdo em relagdo ao eixo y. A
malha utilizada nesta andlise foi a mesma ilustrada na Figura 10.6, perfazendo 98 nés e 120

elementos lineares.

8m

Figura 10.19—Viga de se¢do U com carregamento vertical.

Na Figura 10.20 sdo mostrados os valores das forcas no engaste na direco do eixo ;.

S R T S NS g
0 ) > [9%) A s )
wn ~ (=] Nej wn Nl
2 23 2 : 2z 3
2.14MN/m m\ g s £ 5 2.55MN/m m\n\ g g § 7
- = © = o
[ E é‘ 5 &
1.85MN/m 1 1.74MN/m f
[ z z !: E E
5 3 g B
1.76MN/m 1.66MN/m
1.70MN/m v=0 1.58MN/m v=0.33
1.76MN/m _ s 1.66MN/m - o
L o W — K
L = n N=}
LsMnmE—— £ = 1.74MN/m £ =
Iz Z Z £
t El 2 =l g
2.14MN/m J/U}V g § g & 2.55MN/m JJ,U’U/ § o3 2
4 £ £ g
2 223 : 22 2
] g = 3 E] 5 B 3

Figura 10.20 - Forgas no engaste na dire¢do do eixo z para flexdo em y.

Nota-se uma distor¢do nos diagramas da Figura 10.20. Essa distorcdo, bastante
pronunciada para o valor 0.33 do coeficiente de Poisson, ¢ atribuida ao fendmeno do “shear-

bE

lag”.
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10.3.2-Flexao simples em torno do eixo x

Para flexdo em relagdo ao eixo de simetria, x, aplica-se um carregamento tanto na alma
quanto nas mesas tal que sua resultante seja 1000kN na diregdo do eixo y . Este carregamento
¢ ilustrado na Figura 10.21. O carregamento nas mesas € aplicado para que estas ndo se
desloquem na direcdo do eixo x. Aplicando-se o carregamento desta forma, sua resultante

coincide com o centro de cisalhamento da segao.

2m

2m

8m

Figura 10.21 —Viga de segdo U com carregamento vertical.

Os valores das tensdes para flexdo em relagdo ao eixo de simetria sdo mostrados na
Figura 10.22. Nota-se uma variagdo dos valores nas arestas da peca quando o coeficiente de
Poisson ¢é alterado. Pode-se notar um aumento do valor da tensdo na borda livre das mesas.
Tal elevagdo, atribuida ao fendmeno do ‘$hear-lag”, € devida a distorcio da secdo transversal
da peca. Para evitar este fendmeno, seria necessdrio a inclusio de diafragmas rigidos na
formulag@o, a exemplo do que foi mostrado em Palermo 1989.

Para efeito de comparacdo, o mesmo problema foi analisado usando-se um programa
comercial de elementos finitos (ANSYS 6.0). Foram usados 768 elementos tipo “Shell63” de

quatro nds, todos do mesmo tamanho, com lado de 0.25m, perfazendo um total 825 nés. Os

resultados para as tensdes na dire¢do do eixo da viga sdo mostradas na Figura 10.23.
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2.13MN/m 2.62MN/m —H-‘W
S5 5 S oo e N
2 O ) = 4 R x & = 5 & 3
1.41MN/m Z < Z Z 1.33MN/m =
2 z Z 2 £ ¢ z 2 2 222
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v=0 v=0.33
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g E 4 g 2 E 5 5 5 5 5 =
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Figura 10.22 - Forcas no engaste na direcdo do eixo z para flexdo em x (Programa de Elementos de contorno).

1.94MN/n 235MN/m
AN L S L] L e
[=)) W W ~ W +
L4sviNin =2 £ 22 % Lo s 2 :2
0.92MN/m = = . 55 37 0.88MN/m = F . =8 =
v=0 v=0.33
09OMN/m R, osMNm R\
-1.45MN/m w -146MN/m Hﬂ
194MNm % & o c ; L 235MNm o o = ¥ o5 0B
= 2 X 3 & 2 =) N @ 2R
2 2 2z : 2 2 2z ¢
g = E} g 5 5 g B E] g 5 75

Figura 10.23 - Forgas no engaste na diregdo do eixo z para flexdo em x (Programa de Elementos de Finitos).

Nos resultados obtidos com elementos finitos observa-se uma reducdo nas tensdes de
pico se comparadas as obtidas com os elementos de contorno.

Da Figura 10.24 a Figura 10.27 sdo mostradas as mesmas distribuicdes de tensdes para
varias secdes proximas do apoio. Observa-se que a elevacdo da tensdo junto a borda livre é
um fendmeno local e dissipa-se rapidamente. A Figura 10.27 corresponde a uma segfo

localizada a uma distincia do apoio de meia altura da sec¢do.
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Figura 10.26 - Forcas no vao a 75cm (34132 ) altura do engaste na direcdo do eixo z para flexdo em x.
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Figura 10.27 - Forcas no véo a 100cm (£18 ) do engaste na diregdo do eixo z para flexdo em x.

Ha uma forte influéncia do valor do coeficiente de Poisson sobre a distribuicdo das
tensdes tangenciais no apoio. Estas distribuicdes estdo ilustradas da Figura 10.28 a Figura
10.33. Novamente os valores foram comparados aos obtidos por um programa comercial de
elementos finitos. Estes valores sdo apresentados na Figura 10.29. Essa distor¢cdo do diagrama
de tensdes tangenciais, devida ao efeito de Poisson, também se dissipa rapidamente,

aproximando-se da distribuicao prevista pela resisténcia dos materiais.
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Figura 10.28 - Tensoes de cisalhamento no engaste para flexdo em torno de x (Programa de Elementos de
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Figura 10.29 - Tensoes de cisalhamento no engaste para flexdo em torno de x (Programa de Elementos de

Finitos).
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Figura 10.30 - Tensoes de cisalhamento no vio a 25cm (£ [ 32 ) do engaste para flexdo em torno de x.
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Figura 10.31 - Tensées de cisalhamento no vao a 50cm (£ /16 ) do engaste para flexio em torno de x.
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Figura 10.32 - Tensées de cisalhamento no vao a 75cm (30 [ 32 ) do engaste para flexdo em torno de x.
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Figura 10.33 - Tensées de cisalhamento no vio a 100cm (£ 1 8 ) do engaste para flexdo em torno de x.

Pode-se obter a posi¢do do centro de cisalhamento da secdo U a partir do carregamento
ilustrado na Figura 10.21 ou a partir das tensdes de cisalhamento observadas no engaste,
mostradas na Figura 10.28. Pelo primeiro processo encontra-se que o centro de cisalhamento
estd sobre o eixo de simetria da secdo a uma dstincia de 79.4cm, e pelo segundo, a uma

distancia de 79.6cm. A posicdo prevista pela resisténcia dos materiais seria de 85.7cm. Este
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mesmo fendmeno do deslocamento do centro de cisalhamento também foi observado em
Palermo 1989.

Na Figura 10.34 sdo mostrados em escala os eixos principais da se¢do e os centros de
cisalhamento. O ponto quadrado representa o centro previsto pela resisténcia dos materiais,
enquanto o circulo representa os dois valores calculados a partir das distribuicdes de tensdo

encontradas.

Figura 10.34 — Eixos principais e centros de cisalhamento.

Na Figura 10.35 s@o mostrados os resultados para as flechas da viga para a flexdo em
torno dos eixos principais de inércia. A maior diferenga entre os resultados obtidos e os

valores previstos pela resisténcia dos materiais foi de 1%.
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Figura 10.35 — Deflexdes da viga nas direcoes dos eixos principais.

10.3.3-Flexo-torc¢ao

Quando a resultante do carregamento ndo coincide com o centro de cisalhamento da
secdo transversal, a viga fica submetida a flexo-torcdo. Este fendmeno é mais pronunciado
quanto maior for a diferenca entre os momentos principais de inércia. Neste caso deve-se

levar em conta os efeitos do momento torcor e do bimomento, como mostrado em Vlassov

1962.

A viga mostrada na Figura 10.21 foi estudada para o caso em que a resultante do

carregamento coincide com a alma da peca.
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Figura 10.36 — Tensdes no engaste na diregdo do eixo z para flexo-tor¢do (Tedrico).
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Figura 10.37 — Tensées no engaste na direcdo do eixo z para flexo-torgdo.

Na Figura 10.38 sdo mostrados os resultados para as flechas da viga. Os valores
referemse ao deslocamento de uma linha situada sobre a alma na metade de sua altura.
Apesar de a teoria de Vlassov 1962 ser mais adequada para o tratamento de vigas longas, ha

uma boa concordéncia entre os resultados numéricos e os previstos pelo modelo analitico.
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Figura 10.38 — Deflexdo da viga na linha média da alma.

10.4-Viga U longa

Neste exemplo estuda-se o comportamento de uma viga de secdo U longa, com a

mesma geometria ilustrada na Figura 10.21 porém com um vao de 24m. A espessura das

paredes foi assumida constante igual a Scm. Adotou-se o moddulo de elasticidade longitudinal

de 205GPa. O coeficiente de Poisson foi tomado com os valores zero e 0.33. A malha

empregada na andlise é composta de trés macro elementos, cada qual discretizado com 76 nés

como ilustrado na Figura 10.39, perfazendo um total de 162 nds.

10— 00— 0 ¢
3 3

Figura 10.39 — Malha de um dos macro-elementos.

O carregamento ¢ o mesmo mostrado na Figura 10.21, consistindo de uma distribuicdo

de tensdes equivalente a um carga concentrada de 1000kN aplicada no centro de cisalhamento

da secdo.
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Como no caso da viga curta observa-se um deslocamento do centro de cisalhamento em
relacdo a posicdo prevista pela resisténcia dos materiais. Neste caso, o valor encontrado foi de
79.2cm, concordando dos valores anteriormente observados.

Da Figura 10.40 a Figura 10.44 sdao mostradas as distribuicdes das tensdes na direcdo do
eixo da viga originadas pela flexdo. Pode-se notar uma repeticio do mesmo comportamento
observado na a viga curta. Embora a posi¢ao das segdes observadas seja a mesma em termos

distancia do apoio, elas representam proporcoes do vao bem menores.
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Figura 10.40 — Forgas no engaste na direcdo do eixo z para flexdo em x
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Figura 10.41 — Forcas no vao a 25cm (£ 96 ) do engaste na direcdo do eixo z para flexdo em x.
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Figura 1044 — Forcas no vio a 100cm (£ [ 24 ) do engaste na direcéo do eixo z para flexéo em x.

Entre a Figura 10.46 e a Figura 10.49 sdo mostradas as épuras de cisalhamento para
algumas secdes a partir do apoio até um metro de dstincia deste. Pode-se notar uma forte

perturbacio nos estor¢os devido ao efeito de Poisson
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Figura 10.45 - Tensoes de cisalhamento no engaste para flexdo em torno de x.
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Figura 10.46 - Tensoes de cisalhamento no vdo a 25cm do engaste para flexd@o em torno de x.
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Figura 10.47 - Tensoes de cisalhamento no vdo a 50cm do engaste para flexdo em torno de x.
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Figura 10.49 - Tensées de cisalhamento no vdo a 100cm do engaste para flexdo em torno de x.

Na Figura 10.50 s@o mostradas as deflexdes da viga para o carregamento aplicado.
Houve uma discordancia maior do que a anteriormente observada para a deflexdo no final da

viga. No entanto o erro € inferior a 10%.
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Figura 10.50 — Deflexdo da viga na diregdo do eixo y.

10.5-Viga I curta

Analisou-se, com o programa desenvolvido, o comportamento a flexdo de uma viga I
curta sujeita a flexdo em torno de seu eixo de maior inércia. A viga, seu carregamento e

vinculagdes sdo ilustrados na Figura 10.51.
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Figura 10.51 - Viga I curta.
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Seguindo o modelo dos exemplos anteriores, a carga foi aplicada por meio de uma forca

distribuida na alma. Adotou-se médulo de elasticidade longitudinal de 205Gpa e coeficiente

de Poisson nulo e 0.33.

Na Figura 10.52 sdo mostradas as distribuicdes das tensdes na direcdo do eixo da viga

originadas pela flexdao. Nota-se que neste exemplo a variacdo do coeficiente de Poisson trouxe

pouca alteracdo na distribuicio das tensoes.
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Figura 10.52 — Forgas no engaste na diregdo do eixo z para flexdo em torno do eixo de maior inércia

A distribuicdo de tensdo de cisalhamento na alma da viga foi praticamente a mesma
para ambos os casos estudados. Encontrowse uma tensdo uniforme na alma com uma ligeira
flutuacdo, menor que 10%, préxima as mesas. Deve-se dizer que neste exemplo ndo se
restringiu o deslocamento referente a retracdo das mesas por efeito de Poisson, assim as

tensoes de cisalhamento nas mesas sdo identicamente nulas.

10.6-Problema de Vlassov

Este exemplo consiste em uma viga carregada excentricamente, a qual é formada por
quatro folhas poliédricas. Ele foi proposto e resolvido em Vlassov 1962 e consiste em analisar
a tensdo na jungdo das folhas na aresta carregada. A geometria do problema é mostrada na

Figura 10.53. Este mesmo problema também foi analisado em Palermo 1989.
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Figura 10.53 — Problema de Vlassov.

Em Palermo 1989 o problema foi analisado usando-se uma malha de 76 nds. Essa
malha foi testada neste trabalho, porém ndo conduziu a resultados satisfatdrios. Isto pode ser
devido a estratégia empregada no posicionamento dos pontos de colocacdo que eram externos
em Palermo 1989 e neste trabalho foram dispostos sobre o contorno.

Neste trabalho, discretizagdes com 168, 204 e 396 nds foram testadas para reproduzir os
valores previstos em Vlassov 1962. As tensdes devidas a flexd3o na aresta mais solicitada sdo
mostradas na Figura 10.54. O valor maximo encontrado em Vlassov 1962 foi de -
13.83kgf/cn?, enquanto que o valor obtido com o programa é -13.58kgf/cn? para a malha de
396 nés.
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Figura 10.55 — Tensdes na aresta menos solicitada.

A distribuicio das tensdes na aresta menos carregada, correspondente aquela

diagonalmente oposta a que se aplica o carregamento, ¢ mostrada na Figura 10.55. O valor

para a tensdo no centro do vdo dado em Vlassov 1962 é de -0.13kgf/cm®. O valor mais

130



préximo encontrado neste trabalho foi de +0.16kgf/cn?. Nota-se que, com o aumento do

nimero de nds, os valores obtidos com o programa se aproximam daqueles previstos por

Vlassov 1962.
10.7-Chapa larga sob carregamento dinamico

Para ilustrar o comportamento elasto-dindmico dos estados planos de tensdo, toma-se
uma chapa com dimensdes de 9m por 12m, conforme ilustrado na Figura 10.56. Este mesmo
problema foi estudado em Vera-Tudela & Telles 2003, utilizando-se a técnica de OQM-
BEM. Foram adotados para este exemplo moédulo de elasticidade de 2.4Pa, coeficiente de
Poisson de 0.2, densidade de 1kg/m’ e um passo de tempo de 0.25s. A malha empregada para
a andlise ¢ apresentada na Figura 10.57.

Duas andlises distintas foram feitas para a aplicacdo do carregamento. No primeiro caso,
o carregamento € mantido durante todo o tempo da andlise. No segundo caso, este ¢ aplicado

por 10s e entdo removido.

9m

\VAREEVAR VAR V/

12m

Figura 10.56 — Geometria da chapa larga.
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Figura 10.57 — Malha para a chapa larga.

Na Figura 10.58 temse o resultado para os deslocamentos na extremidade carregada da
chapa. Os resultados sdo comparados a solugcdo analitica do caso unidimensional. Nos
resultados numéricos nota-se um pequeno aumento no periodo do movimento. Percebe-se,
também, que para tempos altos, o integrador de Houbolt apresenta uma ligeira perda na
amplitude e o de Newmark oscila. O integrador de Wilson produz resultados intermedidrios

aos anteriores.
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Figura 10.58 — Deslocamentos na borda carregada para carga constante.

A reacdo no centro da borda vinculada é apresentada na Figura 10.59. No grifico desta

figura nota-se que o integrador de Newmark produz grandes oscilagdes para o valor da reacdo,

enquanto os outros geram resultados mais estaveis.
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Figura 10.59 — Reagdo na borda vinculada para carga constante.
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Se o carregamento é removido apés 10s de andlise, cbtémrse, na borda carregada, os
deslocamentos apresentados na Figura 10.60. Novamente hd uma boa concordancia entre os

resultados numéricos e o analitico.
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Figura 10.60 — Deslocamentos na borda carregada para carga varidvel.

Na Figura 10.61 temse o grifico da reacdo no centro da borda vinculada. Observa-se a

mesma oscilagcdo nos resultados fornecidos pelo método de Newmark.
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Figura 10.61 — Reagdo na borda vinculada para carga varidvel.

10.8-Chapa estreita sob carregamento dinimico

Neste segundo exemplo elasto-dindmico, estuda-se o comportamento de uma chapa
estreita, com dimensdes de Im por 6m conforme ilustrado na Figura 10.62. Foram adotados
para este exemplo médulo de elasticidade de 1Pa, coeficiente de Poisson de 0.333, densidade
de 6kg/nt. Foram usados passos de tempo de 1s e de 0.25s. As malhas empregadas nesta

andlise sdo apresentadas na Figura 10.63 e na Figura 10.64.
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Figura 10.62 — Geometria da chapa estreita.
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Figura 10.63 — Primeira malha da chapa estreita

Figura 10.64 - Segunda malha da chapa estreita

Na Figura 10.65 é mostrado o resultado do deslocamento na borda carregada para a
malha 1 e na Figura 10.66, o mesmo resultado obtido com a malha 2. Em ambas as andlises

utilizaram- se passos de tempo de 1s.
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Figura 10.65 — Deslocamento da borda carregada com a malha 1 e passo de 1s.
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Figura 10.66 — Deslocamento da borda carregada com a malha 2 e passo de 1s.

Nio se nota mudanca aprecidvel nos resultados obtidos com uma ou outra malha.
Também as forcas ndo sofrem grande influéncia da alteracio da malha, como pode ser visto

na Figura 10.67 para a primeira malha e na Figura 10.68.
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Figura 10.67 — Reagdo na borda vinculada com a malha 1 e passo de Is.
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Figura 10.68 — Reagdo na borda vinculada com a malha 2 e passo de 1.

Se o carregamento é removido quatro segundos depois de aplicado, obtémse, na borda

carregada, os deslocamentos mostrados na Figura 10.69, para a malha 1, e na Figura 10.70,
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Figura 10.69 — Deslocamento da borda carregada com a malha 1 e passo de 1s.
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Figura 10.70 — Deslocamento da borda carregada com a malha 2 e passo de 1s.

Houve, com a alteracio da malha, uma sutil variagdo no comportamento da reacdo na

borda vinculada, como pode ser observado na Figura 10.71, para a malha 1, e na Figura 10.72.
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Figura 10.71 — Reagdo na borda vinculada com a malha 1 e passo de 1.
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Diminuindo-se o tamanho do passo de tempo para 0.25s, pode-se repetir as anilises
anteriores obtendo-se resultados ligeiramente diferentes. Com a Figura 10.73 e a Figura
10.74, pode-se comparar a influéncia do refinamento da malha sobre os integradores
estudados. Nota-se que o integrador de Newmark conduz a instabilidades nos resultados da
Figura 10.74 para tempos maiores que 100s. J4 na andlise da Figura 10.73 isso ndo ocorre.
Outro fator relevante que pode ser notado é que a ligeira perda de amplitude nos

deslocamentos obtidos com o integrador de Houbolt diminui com a ado¢do de um passo de

tempo menor.

Figura 10.72 — Reagdo na borda vinculada com a malha 2 e passo de Is.
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Figura 10.75 — Reagdo na borda vinculada com a malha 1 e passo de 0.25s.
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Figura 10.76 — Reagdo na borda vinculada com a malha 2 e passo de 0.25s.

H4 uma maior instabilidade no valor da forca obtida com a malha 1 e o integrador de

Newmark, como pode ser visto na Figura 10.75. Esta instabilidade diminui com o refino da
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malha, como vé-se no grifico da Figura 10.76. Entretanto deve-se lembrar que o
deslocamento da malha 2 se desestabiliza para tempos maiores que 100s.
Removendo-se o carregamento depois de 4s, obtém-se os deslocamentos para a borda

carregada mostrados na Figura 10.77 e na Figura 10.78.
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Figura 10.77 — Deslocamento da borda carregada com a malha 1 e passo de 0.25s.

143



— Analitico
— Houbolt

— Newmark ‘M‘
— Wilson
2 A\

Deslocamento (m)
o N
—
%
™ e —
\
I—
/
N
I

Tempo (s)

Figura 10.78 — Deslocamento da borda carregada com a malha 2 e passo de 0.25s.

Novamente hd uma perda da estabilidade dos resultados produzidos pelo integrador de

N

Newmark. Devido a natureza do carregamento aplicado, esta instabilidade torna-se notdria

para tempos maiores que 80s.
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Figura 10.79 — Reagdo na borda vinculada com a malha 1 e passo de 0.25s.
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Figura 10.80 — Reagdo na borda vinculada com a malha 2 e passo de 0.25s.

Em todos os exemplos estudados, os integradores de Houbolt e Wilson produziram
resultados compativeis entre si. Um leve amortecimento foi notado no primeiro e,
aparentemente, o integrador de Wilson descreve mais adequadamente a mudanga de

carregamento nos exemplos em que este foi removido.
10.8.1-Estudo com integrador incremental

O mesmo problema da chapa estreita foi analisado com o integrador de Wilson em sua
forma incremental. Utilizowse a malha mostrada na Figura 10.64 com os mesmos dados de
densidade e constantes eldsticas. Uma carga unitdria constante foi aplicada na extremidade
livre, permanecendo inalterada durante a anélise.

Na Figura 10.81 sdo mostrados os resultados obtidos para os deslocamentos da
extremidade livre com diversos passos de tempo. Nota-se que para passos grandes o
integrador perde sua estabilidade. A medida que o tamanho dos passos diminui, o integrador
adquire estabilidade.

A reagcdo no centro da borda vinculada é mostrada na Figura 10.82. Nota-se mais
claramente neste grafico a influéncia do passo de tempo no resultado final do processo. Em
sua modalidade incremental, o integrador de Wilson apresenta um amortecimento numérico

maior que o encontrado no método cléssico.
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Figura 10.82 - Reagdo na extremidade vinculada com integrador incremental

Na Figura 10.83 comparam-se os resultados de deslocamentos obtidos com o integrador
de Wilson classico e sua modalidade incremental. O carregamento aplicado foi um pulso

retangular com duracio de 4s. Em ambos os casos adotaram-se passos de tempo de 0.25s.
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Figura 10.83 — Comparagdo dos deslocamentos obtidos com as modalidades do integrador de Wilson

A mesma andlise foi feita para as forcas no centro da extremidade vinculada e os

resultados sdo mostrados na Figura 10.84.
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Figura 10.84 — Comparagdo das forgas obtidas com as modalidades do integrador de Wilson
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Tanto na Figura 10.83 quanto na Figura 10.84 nota-se que o amortecimento numérico é

mais pronunciado na modalidade incremental do integrador que em sua forma cléssica.
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11-Exemplos elasto-plasticos

11.1-Introducio

Neste capitulo apresentam-se os exemplos em regime elasto-plastico analisados com o
programa computacional desenvolvido. Os resultados obtidos sdo comparados, sempre que

possivel, com solucdes analticas ou com resultados equivalentes disponiveis na literatura.

11.2-Viga de secio quadrada

z

Neste primeiro exemplo é estudada uma viga em balango de secdo quadrada e de
paredes finas, conforme ilustrado na Figura 11.1. A espessura da parede foi tomada como
10cm. Adotou-se o médulo de elasticidade longitudinal de 205GPa e uma tensdo de
escoamento de 250MPa. O coeficiente de Poisson foi tomado como 0.3. Ndo se considera

encruamento nesta primeira andlise.

2m

2m y

\_ I
Distribuicio de for¢a devido
ao deslocamento imposto

8m

Figura 11.1- Viga de segdo quadrada com carregamento vertical.

O carregamento € aplicado por meio de um deslocamento na direcdo do eixo x imposto
nas almas na extremidade livre da viga. Este deslocamento é aplicado de modo a produzir

uma distribui¢ao de forgas nas almas como ilustrado na Figura 11.1.
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Todas as paredes da viga foram discretizadas segundo a malha mostrada na Figura 11.2.
A malha conta com nés duplos nos cantos em um total de 70 nés por macro-elemento. O
invélucro final conta com 180 nds. A malha interna conta com 67 pontos internos e 159
células, perfazendo 636 células e 268 pontos internos no invélucro.

A condicdo de contorno do engaste é aplicada restringindo-se o deslocamento dos

macro-elementos nas dire¢des dos eixos coordenados e a rotagdo de placa, 0, .

Figura 11.2— Malha do macro-elemento.

Na Figura 11.3 s@o mostradas as curvas da forca aplicada no balanco em fun¢do do com
varias quantidades de passos de carga.

Um corpo € plastificado quando este, ao sofrer acdo de um carregamento, ndo mais
retorna ao seu estado inicial se o carregamento é removido. No caso do grafico da Figura
11.3, o deslocamento residual da peca é muito pequeno para os primeiros passos de carga.
Assim, para uma melhor andlise, o trecho elasto-plastico da curva da Figura 11.3 serd dividida
em duas partes demarcadas por uma linha vertical:

e Na primeira parte hd pouca influéncia das deformacdes pldsticas no

comportamento da peca. Nao hd um desvio consideravel da curva em
relagdo a reta do regime eldstico.
e Na segunda parte a contribuicio das deformacGes plasticas é significativa
e a curva passa a se afastar da reta do regime el4stico.
Arbitra-se o limite entre da primeira parte como sendo o ponto em que oS
deslocamentos permanentes da peca correspondem a 2% do deslocamento total.
Visto isso tem-se que, no grafico da Figura 11.3, o trecho elasto-plastico tem seu inicio
quando a carga atinge 9.93MN, no entanto ndo hd um desvio consideravel da curva. Esta

plastificacdo inicial se dd devido ao fendmeno de ‘“‘shear lag”, que produz uma elevacdo no

valor das tencdes devidas a flexdo em pontos préximos ao apoio. Como a regido solicitada
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pelo fendmeno é bastante limitada, ndo hd alteracdo significativa no comportamento da peca
neste estagio.

Quando o carregamento atinge 19.83MN a pega entra na segunda parte da curva. A
partir deste ponto, se o carregamento for removido haverd uma flecha residual correspondente
a 2% da flecha atingida até entdo. Observa-se nas curvas da Figura 11.3 um ligeiro
encruamento da peca para o processamento com 32 passos de carga em relacdo aos demais
resultados. Com 64 passos, este encruamento € bem menos pronunciado e os resultados

obtidos com 128 e 192 passos sdo praticamente 0S mesmos.

25

20

= —+'32 Passos'
£ —8—'64 Passos'
§a —*—'96 Passos'
S A 1 e 128 Passos'

10 —'192 Passos'

5
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
Flecha (m)

Figura 11.3 — Resultados com a primeira malha

Estes mesmos exemplos foram processados impondo-se for¢a no balanco em lugar de
deslocamento. No entanto ndo se obteve convergéncia para cargas superiores a 20MN e
observouse uma forte instabilidade dos resultados mesmo para cargas menores.

A resisténcia dos materiais prevé para a secdo da peca em estudo, pelo modelo de
plastificac@o total da se¢do, um valor maximo para o momento pldstico de 150MNm. O valor
encontrado com 192 passos de carga foi de 177.6MNm, que representa uma diferenca de
15.5%. Esta diferenca era esperada. No modelo da resisténcia dos materiais admite-se que
toda a secdo estd sujeita a uma tensdo longitudinal igual a tensdo de escoamento do material,
sendo nulas todas as demais. Neste trabalho emprega-se o modelo de estado plano de tensoes,

que leva em conta ndo somente as tensdes longitudinais mas também as transversais e de
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cisalhamento. Isso proporciona uma reserva de resisténcia a peca, desconsiderada no outro

modelo.

11.3-Viga U curta

11.3.1-Flexao simples em torno do eixo y

Nesta primeira andlise da peca ilustrada na Figura 11.4 € submetida a flexdo em tomo
do eixo principal de menor inércia por meio de um deslocamento imposto na extremidade em
balanco. A espessura da parede 6i tomada como 10cm. Adotowrse o médulo de elasticidade
longitudinal de 205GPa e uma tensdo de escoamento de 250MPa sem encruamento. O

coeficiente de Poisson foi tomado como 0.3.

8m

Figura 11.4 - Viga U fletida em torno do eixo y

A malha dos macro-elementos foi a mesma mostrada na Figura 11.2, produzindo um
invélucro final de 160 nés, com nés duplos nos cantos,.477 células e 201 pontos internos.

Na Figura 11.5 apresentamse as curvas de forca versus deslocamento do balanco para
este exemplo. A plastificacdo da peca tem inicio com uma carga de 2.96MN. No entanto ndo
ha um desvio significativo da curva nos primeiros passos de carga. Isso se deve a influéncia
do fendmeno de “shear lag” no ponto de inicio da plastificacdo. Para cargas maiores que
7.70MN o desvio da curva torna-se superior aos 2% em deslocamento e as deformagdes

plasticas passam a ser significativas no comportamento da peca.
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Figura 11.5 - Forga resultante em funcdo da flecha imposta para flexdo em torno do eixo de menor inércia.

Para esta secdo o momento plastico previsto pela resisténcia dos materiais € de
87.5MNm enquanto que o valor calculado com 192 passos de carga ¢ de 105.2MNm. A
diferenga de 16.8% pode ser explicada pela mesma razao apresentada no item anterior.

No grifico da Figura 11.6 apresenta-se a posi¢do da linha neutra na secdo do apoio,
determinada a partir da interpolacdo das forcas obtidas no contorno. Esta posi¢do corresponde
a distancia entre a linha neutra e a mesa. Nota-se que a medida que a peca plastifica hd um

grande deslocamento da linha neutra em direco & mesa.
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Figura 11.6 — Posigdo da linha neutra relativamente a mesa

11.3.2-Flexao simples em torno do eixo x com carga no C.C.

Nesta segunda andlise a peca da Figura 11.7 é submetida a flexdo em torno do eixo de
simetria por meio de um deslocamento imposto na extremidade em balango. O deslocamento
foi aplicado de tal forma que a resultante do carregamento obtido coincidisse sempre com o

centro de cisalhamento da peca. O perfil de forcas na extremidade em balanco é esbocado na

Figura11.7.

2m

\4 z

2m

8m

Figura 11.7 - Viga U fletida em torno do eixo x

Na Figura 11.8 € mostrado o comportamento da forca resultante em funcdo do
deslocamento da extremidade em balanco. A plastificacdo tem inicio quando o carregamento

atinge o valor de 5.79MN. No entanto apenas pequenas por¢des junto aos cantos da pega
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plastificam e n3o ha um desvio significativo nas curvas. Isso se deve ao fendmeno do “shear
lag” que produz um aumento no valor das tensdes devidas a flexdo nos cantos da peca.
Quando a forga atinge 15.94MN a curva passa a se desviar abruptamente da reta do regime
elastico, ndo havendo mais aumento significativo de forca para um aumento no deslocamento
imposto.

Com 32 passos de carga ndo se obteve convergéncia para valores de flecha maiores que
9cm. Com o aumento do nimero & passos obteve-se convergéncia para o deslocamento final
inicialmente imposto. Os resultados obtidos com 128 e com 192 passos de carga foram

praticarnente 0OS MeESMmMos.

20

—*— '32 Passos'

—®—'64 Passos'
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6—m—9——————oA """ 128 Passos'
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0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
Flecha (m)

Figura 11.8— Forga resultante em funcdo da flecha imposta para flexdo em torno do eixo de simetria

O momento plastico previsto pela resisténcia dos materiais para esta secdo € de
125MNm enquanto que o valor calculado com 192 passos de carga é de 144.0MNm.
Novamente esta diferenca de 13.2% pode ser explicada pelo surgimento de tensdes
transversais devido ao engaste.

Na Figura 119 é mostrada a posi¢@o instantdnea do centro de cisalhamento em funcdo
do deslocamento. Esta posicdo refere-se a distancia entre a alma da peca e o centro de
cisalhamento, medida sobre o eixo de simetria. No regime eldstico ndo had alteracdo na
posi¢do do centro de cisalhamento. Uma vez iniciada a plastificacdio, este se afasta da alma,

alterando em cerca de 2.5cm sua posicdo original. Quando a peca entra em regime
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francamente pléstico, este passa a se aproximar da alma. Nota-se também que a posi¢io final
do centro de cisalhamento varia muito com o nimero de passos de carga. Cabe notar que a

distancia entre a alma e o centro de cisalhamerto previsto pela resisténcia dos materiais seria

de 85.7cm.
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Figura 11.9— Posigdo instantdnea do centro de cisalhamento.

11.3.2.1-Perfil compacto

Aumentando-se a espessura das mesas da viga em estudo de 10cm para 24cm, obtém-se
um perfil compacto. Esta alteracdo traz uma grande modificagdo no comportamento da pega.
Na Figura 11.10 mostra-se o valor da forca aplicada na extremidade do balango contra a
flecha. Cabe notar que para este novo perfil 0 momento plastico obtido com 32 passos de
carga foi de 279.7MNm. O valor previsto pela resisténcia dos materiais € de 265MNm,
portanto com um erro de 5.6%. Para o processamento com 192 passos, obteve-se um

momento de 268.8MNm, assim com um erro de 1.4%.
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Figura 11.10— Forga resultante em fungdo da flecha imposta para flexdo em torno do eixo de simetria do perfil
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Figura 11.11 — Forga resultante em fungdo da flecha imposta



Na Figura 11.11 temse a posi¢do do centro de cisalhamento do perfil compacto. Nota-
se uma clara mudanga no comportamento deste em regime plastico, que passa a se afastar da

sua posicao original.

11.3.3-Flexao simples em torno do eixo x com carga na alma.

N

Aplicando-se um deslocamento a extremidade em balanco da peca, de tal forma que o
carregamento obtido tenha sua resultante sobre a alma, temrse uma situacdo de flexdo com
torcdo. Nesta situacdo, além de se deslocar na direcdo da forca, a secdo transversal da peca
gira em torno de um centro de giro.

Na Figura 11.12 sdo apresentadas as curvas para a forca na extremidade em balanco em
funcdo da flecha imposta. Pode-se notar que a carga final obtida para esta situacdo de

carregamento € inferior aquela obtida quando a carga sobre o centro de cisalhamento.

z
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Figura 11.12 — Forga resultante em fungdo da flecha imposta

A medida que a peca se desloca, a posi¢io do centro de giro se altera. Na Figura 11.13
pode-se observar a variagdo da distincia entre o centro de giro e a alma da peca. Cabe dizer

que a posi¢do do centro de giro da Figura 11.13 refere-se ao deslocamento total da sec@o.
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Figura 11.13 — Posigdo do centro de giro

Na Figura 11.14 € apresentado um grafico da posicdo do centro instantdneo de giro,
diferente para cada passo de carga, em funcdo do deslocamento da extremidade em balanco.

As curvas para 32, 64 e 96 passos de carga foram omitidas para melhor visualizagao.
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Figura 11.14 — Posi¢do do centro instantdneo de giro
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11.3.4-Momento nas arestas

Neste trabalho considera-se que a plastificacdo de cada macro-elemento que compdem a
peca em andlise se dd apenas devido ao estado plano de tensdes. Por isso € necessario
verificar se a magnitude dos momentos fletores nas paredes da peca ndo ultrapassara o limite
do regime elastico.

Devido as condi¢cdes de vinculagdo e carregamento das pecas aqui analisadas, os
momentos maximos ocorrerdo nas arestas da viga. Assim, na Figura 11.15 é mostrado um
grafico do valor da tensdo maxima devida ao momento fletor nas paredes da viga ao longo de
uma aresta.

Nota-se uma instabilidade no valor das tensdes para os pontos proximos ao engaste,
devido a flutuacdo do valor do momento. Esta instabilidade ¢ normalmente observada em
problemas de placas sob apoios indeslocdveis [Paiva 1991]. Além deste pequeno, trecho a
tensdo maxima devida ao momento fletor nas arestas se estabiliza em patamares bastante

inferiores ao limite de plastificacdo das paredes.

500
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—*—Flexaoy
300 Flexdo x C.C.
-~ Flexao x Aima

Tensoes deviddas a flexao da aresta (MPa)

-300

-400

-500
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Figura 11.15— Desenvolvimento das tensoes devidas aos momentos fletores das paredes da viga ao longo da

aresta
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11.4-Viga U longa

11.4.1-Flexao simples em torno do eixo y

Neste item, uma peca longa é submetida & mesma andlise feita na viga curta do Item
11.3. A geometria da peca ¢ ilustrada na Figura 11.16. Numa primeira situacdo de
carregamento a viga € submetida a flexdo em torno do eixo principal menor por meio de um
deslocamento imposto na extremidade em balango. A espessura da parede foi tomada como
10cm. Adotou-se o mddulo de elasticidade longitudinal de 205GPa e uma tensdo de

escoamento de 250MPa sem encruamento. O coeficiente de Poisson foi tomado como 0.3.

24m

Figura 11.16—Viga U longa fletida em torno do eixo y

A malha dos macro-elementos é mostrada na Figura 11.17. Esta malha deriva daquela
mostrada na Figura 112 pelo acréscimo de elementos no seu comprimento. Com isso
produziu-se um invélucro final de 190 ndés com nds duplbs nos cantos, 477 células e 201
pontos internos.

T
........

Figura 11.17 — Malha empregada na andlise

Na Fgura 11.18 apresentam-se as curvas de forca versus deslocamento da extremidade
em balango. A plastificacdo da peca tem inicio com uma carga de 1.52MN, sem no entanto
haver um desvio significativo da curva nos primeiros passos de carga. Isso se deve a
influéncia do fendmeno de “shear lag”, que produz tensdes altas nos cantos do engaste. Como

a regido afetada pelo fendmeno ¢ limitada, ndo hd uma caracterizacdo do regime elasto-
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plastico. Para cargas maiores que 3.44MN o desvio da curva torna-se mais evidente e as
deformacdes plasticas passam a ser significativas no comportamento da pega.

Nota-se que a curva obtida com 32 passos de carga se afasta das demais quando no
segundo trecho. Pode-se notar também o estabelecimento de um patamar plastico para as

curvas de 96, 128 e 192 passos de carga a partir da flecha de 41cm.
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Figura 11.18— Forga resultante em fungdo da flecha imposta

Para a secdo em estudo, o momento plastico previsto pelo modelo da resisténcia dos
materiais € de 87.5MNm enquanto que o calculado chega a 126MNm, uma diferenca de
30.5%. Esta diferenca, maior que a encontrada nas vigas curtas, era esperada. Naqueles
exemplos havia uma forte contribuicdo da tensdo de cisalhamento na plastificacdo. Neste, a
contribuicdo da tensdo de cisalhamento no engaste € bem menor. Assim a peca entra em
plastificacdo principalmente devido as tensdes originadas pela flexdo. Logo havera, devido ao
engaste e ao efeito de Poisson, uma componente hidrostatica mais acentuada neste exemplo
que nos anteriores.

No grifico da Figura 11.19 apresenta-se a posicdo da linha neutra na secio do apoio,
determinada a partir da interpolacdo das forcas obtidas no contorno. Esta posicdo corresponde

a distancia entre a linha neutra e a mesa. Nota-se que a medida que a peca phstifica hd um

grande deslocamento da linha neutra em dire¢do a mesa.

162



0.7

———'32Passos’
—=——'64 Passos’
—&—'96 Passos’
o654 00Oy ™. 0o0o}|---- '128 Passos'
'192 Passos'

0.6

Distancia da mesa (m)

0.5 —en,

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45
Flecha (m)

Figura 11.19— Posigdo da linha neutra relativamente a mesa

11.4.2-Flexao simples em torno do eixo x com carga no C.C.

Nesta segunda andlise a peca da Figura 11.20 € submetida a flexdo em torno do eixo de
simetria por meio de um deslocamento imposto na extremidade em balango. O deslocamento
foi aplicado de tal forma ge a resultante do carregamento obtido coincidisse sempre com o

centro de cisalhamento da peca. O perfil de forcas na extremidade em balanco é esbocado na
Figura 11.20.

2m

2m

24m

Figura 11.20—-Viga U longa fletida em torno do eixo x

Na Figura 11.21 € mostrado o comportamento da forca resultante em fungdo do
deslocamento da extremidade em balango. A plastificacdo tem inicio quando o carregamento

atinge o valor de 2.61MN. No entanto apenas pequenas por¢des junto aos cantos da peca
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plastificam e n3o ha um desvio significativo nas curvas. Isso se deve ao fendmeno do “shear
lag” que produz um aumento no valor das tensdes devidas & flexdo nos cantos da pega.
Quando a forca atinge 6.12MN ndo ha mais aumento significativo de forca para um aumento
no deslocamento imposto.

Os resultados obtidos com 32 passos de carga ndo refletiram muito bem o
estabelecimento de um patamar de escoamento, j4 com 64 ou 96 passos o patamar fica
claramente estabelecido. Os resultados obtidos com 128 e com 192 passos de carga foram

praticamente 0OS MESMmMos.

Forca (MN)
N

—+—'32 Passos'

3 —*—'64 Passos'
——'06 Passos'
"""" 128 Passos'

2 —'192 Passos'

0 0.05 0.1 0.15 02 0.25 0.3 0.35 04 0.45 05
Flecha (m)

Figura 11.21 — Forga resultante em funcdo da flecha imposta

Neste exemplo o momento plastico encontrado foi de 156MNm, que comparado aos
125MNm, previstos pela resisténcia dos materiais, apresenta uma diferenca de 20%. A razdo
para esta diferenca é a mesma apresentada anteriormente.

Na Figura 11.22 é mostrada a posicao instantdnea do centro de cisalhamento em fungio
do deslocamento. Esta posi¢do refere-se a distancia entre a alma da peca e o centro de
cisalhamento, medida sobre o eixo de simetria. No regime eldstico ndo ha alteracdo na
posicdo do centro de cisalhamento. Uma vez iniciada a plastificacdo, este se afasta da alma,
alterando em cerca de 2.5cm sua posi¢ao original e no segundo trecho da curva este passa a se

aproximar da alma. Nota-se também que a posicdo final do centro de cisalhamento varia com
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o numero de passos de carga. A distdncia entre a alma e o centro de cisalhamento previsto

pela resisténcia dos materiais seria de 85.7cm.

0.78

0.77
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~
°
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o
3
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°
9
N

—<—'32 Passos'
—=—'64 Passos'
—*—'96 Passos'
----- 128 Passos'
0.73 '192 Passos'

0.72

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 0.35 04 0.45 05
Flecha (m)

Figura 11.22 — Posigdo instantdnea do centro de cisalhamento.

11.4.2.1-Perfil compacto

Novamente, a exemplo do que se fez na andlise da viga curta, aumenta-se a espessura
das mesas de 10cm para 24cm, obtémse um perfil compacto. Esta alteracdo traz uma forte
modificacdo no comportamento da peca. Na Figura 11.23 mostra-se o valor da forca aplicada
na extremidade do balanco contra a flecha. Cabe notar que para este novo perfil 0 momento
pléstico obtido com 32 passos de carga foi de 384.9MNm. O valor previsto pela resisténcia
dos materiais € de 265MNm, portanto com um erro de 45%. Com 192 passos, o valor do
momento plastico se reduz a 329.5MNm, com um erro de 24% Nesta situagdo, o aumento da
espessura produziu um aumento na discordincia entre os valores obtidos e os previstos pela

resisténcia dos materiais.
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Figura 11.23 — Forga resultante em fungdo da flecha imposta para o perfil compacto
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Figura 11.24 — Posicdo instantdnea do centro de cisalhamento do perfil compacto.

Como pode ser observado na Figura 11.24, o aumento da espessura das mesas ndo

acarretou em mudanga significativa no comportamento do centro de cisalhamento. A pesar de
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sua posicdo inicial ter sido alterada, este continua a se aproximar da peca conforme esta

plastifica.

11.4.3-Flexao simples em torno do eixo x com carga na alma.

N

Aplicando-se um deslocamento a extremidade em balanco da peca, de tal forma que o
carregamento obtido tenha sua resultante sobre a alma, temrse uma situacdo de flexdo com
torcdo. Nesta situacdo, além de se deslocar na direcdo da forca, a sec@o transversal da pecga
gira em torno de um centro de giro. Na Figura 11.25 sdo apresentadas as curvas para a forga
na extremidade em balanco em funcdo da flecha imposta. Pode-se notar que a carga final
obtida para esta situacdo de carregamento € inferior aquela obtida para a carga sobre o centro
de cisalhamento.

A plastificacdo tem seu inicio com uma carga de 2.05MN, mas apenas com cargas

superiores a 3.50MN ha um desvio significativo da curva.

| e

——'32 Passos’
—=a—'64 Passos’

Forca (MN)

——'96 Passos’
- '128 Passos'
'192 Passos'

0 T T T T T T T T T

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Flecha (m)

Figura 11.25 — Forca resultante em funcdo da flecha imposta

A medida que a peca se desloca, a posi¢do do centro de giro se altera. Na Figura 11.26
pode-se observar a variacdo da distincia entre o centro de giro e a alma da peca. Cabe dizer

que a posi¢do do centro de giro da Figura 11.26 refere-se ao deslocamento total da sec@o.
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Figura 11.26 — Posigdo do centro de giro

Na Figura 1127 € apresentado um grafico da posicdo do centro instantdneo de giro,

diferente para cada passo de carga, em func@o do deslocamento da extremidade em balanco.

As curvas para 32, 64 e 96 passos de carga foram omitidas para melhor visualizagdo.
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Figura 11.27 — Posi¢do do centro instantdneo de giro
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11.4.4-Momento nas arestas

Novamente deve-se verificar se a magnitude das tensdes devidas aos momentos fletores
nas paredes da peca nao ultrapassara o limite do regime elastico.

Na Figura 11.28 é mostrado um grifico do valor das tensdes devidas a flexdo das
paredes da viga ao longo de uma aresta.

Nota-se aqui também uma instabilidade nos valores para os pontos préximos ao engaste,
que € normal em problemas de placas sob apoios indeslocaveis [Paiva 1991]. Além deste
pequeno trecho que ocupa o primeiro metro da viga, as tensdes nas arestas se estabilizam em
patamares bastante inferiores ao limite de plastificacio das paredes. Para a flexdo em torno o
eixo de simetria e com carregamento na alma, hd um aumento do valor do momento fletor na
aresta nos udltimos quatro metros da viga. Ainda assim as tensdes ficam abaixo do limite

elastico.

500

—+— Flexaoy
Flexdo x C.C.
--- Flexao x Alma

300

200

e

-200

Tensoes deviddas a flexdo da aresta (MPa)

-300

-400

-500

Vao (m)

Figura 11.28 - Desenvolvimento das tensoes devidas aos momentos fletores das paredes da viga ao longo da

aresta

11.5-Viga I curta

Analisou-se, com o programa desenvolvido, o comportamento a flexdo de uma viga I
curta sujeita a flexdo em torno de seu eixo de maior inércia. A viga, seu carregamento e

vinculagdes sdo ilustrados na Figura 11.29.
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Figura 11.29 - Viga I curta.

Seguindo o modelo dos exemplos anteriores, a carga foi aplicada por meio de um
deslocamento imposto na alma. Adotou-se moédulo de elasticidade longitudinal de 205Gpa,
coeficiente de Poisson 0.33 e tensdo de escoamento de 250MPa.

Foi empregada nesta a mesma malha utilizada nos exemplos da viga curta de perfil U,
vinculando-se as arestas de modo a gerar uma condi¢cdo de simetria. Também se verificou a
utilizacdo de uma malha completa, modelando-se ambos lados da mesa, sem consideracao de
simetria. Nos casos estudados com esta segunda malha, os resultados foram rigorosamente os
mesmos, porém com a demanda de um maior esforco computacional.

A espessura da alma foi variada entre 3cm e 16cm, para verificar a mudanca do
mecanismo de falha da estrutura. Com a espessura menor, a falha se dd por cisalhamento com
plastificacio da alma. A medida que a alma adquire rigidez, a falha tende a ocorrer por
plastificagdo das mesas.

Na Figura 11.30 é mostrado o grafico que relaciona a forga obtida na extremidade em
balanco da viga em fung@o da flecha imposta. Nota-se que, para espessuras at¢ 10cm, o ganho
de resisténcia da peca € substancial & medida que a alma é reforcada. A partir de 10cm de
espessura, a peca passa a sofrer plastificacdo nas mesas, devido ao esforgo de flexao.

Para a espessura de alma de 16cm, encontrowse uma forga méxima na extremidade da
viga de 34.3MN, enquanto que o valor previsto pelo modelo simplificado da resisténcia dos

materiais € de 29.7MN, portanto uma diferenca méxima de 15%.
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Figura 11.30— Forca na extremidade em funcdo da flecha imposta.

11.6-Viga U longa bi-apoiada

Neste exemplo, uma viga biapoiada de 4.8m de vdo é submetida a uma forga
concentrada até atingir a plastificacdo. A forca é aplicada no centro do vdo e, uma vez
atingida uma flecha de S5cm, esta é removida, descarregando a viga. Neste instante um novo
carregamento ¢ aplicado no sentido contrario fazendo a peca plastificar novamente.

A peca € um perfil U compacto com a geometria ilustrada na Figura 11.31. Adotou-se o
moédulo de elasticidade longitudinal de 205GPa e uma tensdao de escoamento de 250MPa sem
encruamento. O coeficiente de Poisson foi tomado como 0.3. O carregamento € aplicado por
meio de um deslocamento controlado de modo que a viga sofra flexdo simples em torno do

eixo de maior inércia da secao.
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Figura 11.31 —Segdo da viga bi-apoiada.
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Figura 11.32— Curvas de carga e descarga.

Na Figura 11.32 sdo mostradas as curvas de carga e descarga da viga, processadas com

64 e 96 passos de carga.

Nota-se que a plastificacdo ocorre também durante a descarga e a resisténcia da peca ao

carregamento reverso é comprometida.
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11.7-Viga I curta sujeita a carregamento reverso

A mesma peca analisada no item 11.5 foi estudada em condigdes de carregamento
reverso. Nesta andlise foi usada a espessura de alma de 16cm. O carregamento foi aplicado
como um deslocamento imposto na extremidade em balanco.

Inicialmente a peca foi submetida a um carregamento tal que produzisse deformacdo
plastica, chegando ao ponto “A”, especificamente, uma flecha imposta de 6cm. O
carregamento foi entdo revertido a trés patamares diferentes. No primeiro caso, ilustrado na
Figura 11.33, o carregamento foi revertido até atingir a plastificacio no ponto “B”. A partir
deste ponto, a viga foi descarregada. Nota-se, no ponto “C”, que houve uma recuperacio de
55% da deformacdo permanente inicial. A peca foi entdo carregada de modo a escoar até o

ponto “D”.

" paialyd

29

Forga (MN)

29

=30

Flecha (m)

Figura 11.33 — Aplicacdo de carregamento reverso com escoamento.

Neste exemplo o carregamento inicial da peca até o ponto “A” comprometeu sua
resisténcia ao carregamento reverso. A capacidade portante da peca ficou reduzida a 51% da
encontrada no carregamento inicial. No entanto, com o restabelecimento da carga inicial,
trecho “A-B”, nota-se que ndo houve alteracio na posicdo do patamar originalmente

encontrado.
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No segundo caso, ilustrado na Figura 11.34, o carregamento reverso foi aplicado até que
a peca retornasse a sua posi¢do inicial, ponto “B”. Uma vez atingida a posi¢do inicial,

aplicouse novamente o carregamento, fazendo a peca escoar até o ponto “D”".

S

20

=)

Forca (MN)

0.p2 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12

Flecha (m)

Figura 11.34 — Remogdo total do deslocamento.

Na Figura 11.35 € ilustrada a terceira condi¢do de carregamento analisada. Consiste em,
ap6s uma plastificacdo inicial, ponto “A”, remover o carregamerto até que a forca aplicada se
anule, ponto “B”. O carregamento é entfo elevado novamente ao patamar original e mais
além, até o ponto “C”. Pode-se notar, na ampliacio da Figura 11.36, que as linhas de carga e

descarga ndo coincidem, evidenciando o fendmeno da histerese.
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Figura 11.35 — Verificagdo de histerese.
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Figura 11.36 —Ampliagdo do grdfico da Figura 11.35
Aumentando-se a espessura da alma para 20cm, o fendmeno da histerese fica mais

claramente caracterizado, como visto na Figura 11.37.

176



Forca (MN)

36

30

24

0 T T T T T T T T
0,015 0,02 0,025 0,03 0,035 0,04 0,045 0,05 0,055

Flecha (m)

Figura 11.37 — Histerese em uma viga com alma de 20cm.
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11.8- Chapa estreita sob carregamento dinamico

Neste exemplo estuda-se o comportamento de uma chapa estreita, com dimensdes de
Im por 6m, conforme ilustrado na Figura 11.38 submetida a um carregamento varidvel no
tempo. Foram adotados para este exemplo médulo de elasticidade de 1Pa, coeficiente de
Poisson de 0.333, densidade de 6kg/m’ e tensdo de escoamento de 15Pa. A malha empregada
nesta andlise € apresentada na Figura 11.39.

O carregamento aplicado consiste de uma forca harmdnica de amplitude 1N/m,

ressonante com o primeiro modo da barra.

Im

i

Figura 11.38 — Geometria da chapa estreita.

Figura 11.39 - Segunda malha da chapa estreita

Na Figura 1140 ¢ mostrado o resultado do deslocamento na borda carregada e na
Figura 11.41, as forcas, para diversos passos de tempo.

Os resultados para o regime eldstico ndo foram alterados pela diminuicio do tamanho
do passo de tempo. No entanto, a medida que a plastificacdo se desenvolve, o passo de tempo

passa a ter grande influéncia no resultado.
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Figura 11.40— Deslocamento da borda livre
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Figura 11.41 — Reagdo da borda vinculada

Pode-se dividir os graficos da Figura 11.40 e da Figura 11.41 em trés regides distintas.

Na primeira fase, compreendida entre os tempos de Os até aproximadamente 23s a peca

encontra-se em regime eldstico, ndo havendo alteracdo nos resultados inicialmente obtidos.

Entre os tempos de 23s e 36s ocorre a primeira plastificacdo da peca junto a extremidade
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vinculada. Neste primeiro estidgio nao ha tensodes residuais influenciando o processo plastico e
o patamar plastico-perfeito pode ser nitidamente reconhecido. Também ndo hd, nesta fase,
grande influéncia do tamanho do passo de tempo nos resultados obtidos.

Entre os tempos de 36s até 50s ja houve a inversdo na dire¢do do movimento da
extremidade livre. A peca continua a sofrer plastificacdo, no entanto na dire¢cdo contraria a
que vinha sofrendo até entdo. Nota-se uma mudanca brusca na dire¢do da reacdo da
extremidade vinculada, que retorna ao regime eldstico e passa a plastificar novamente sob
compressao.

A partir dos 50s até o final da andlise ocorre uma grande influéncia do passo de tempo
no resultado obtido. Nesta fase a peca estd se contraindo por influéncia do carregamento

externo, no entanto a existéncia de deformagdes plastica altera seu comportamento.
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12-Conclusoes

12.1-Conclusoes gerais

Acredita-se ter se alcancado sucesso na implementacdo do método dos elementos de
contorno para o tratamento dos problemas elasto-plésticos, elasto-dindmicos e elasto-plasto-
dindmicos estudados neste trabalho. Os exemplos mostrados atestam a eficicia do uso de
elementos isoparamétricos lineares nesta andlise e encorajam o desenvolvimento de novos
estudos, buscando resultados ainda melhores.

A aplicacdo das expressdes analiticas e técnicas de integracdo apresentadas em Foltran
1999 no modelo de folhas poliédricas apresentado em Palermo 1989 conduziu a uma
melhoria na qualidade e acuidade dos resultados em regime eléstico.

Nos problemas de flexdo de vigas além do regime eldstico, 0 momento plastico obtido
foi comparado com aquele previsto pela resisténcia dos materiais. Os valores obtidos do
modelo numérico estiveram sempre proximos daqueles previstos pela teoria simplificada,
atestando que hd consisténcia na modelagem numérica empregada. A formulagio empregada,
que leva em conta as deformagdes plasticas e uma regra de fluéncia associada ao critério de
Von Mises, mostrou-se estavel e conduziu a resultados consistentes com o esperado para os
casos analisados.

Observouse em alguns exemplos com carregamento reverso a ocorréncia de efeito
Bauschinger e histerese. Uma vez que o modelo usado na andlise foi o elasto-pléstico perfeito,
conclui-se que estes fendmenos foram ocasionados pela complexidade da estrutura analisada e
ndo pelo material em si [Chen & Han 1988]. Isso valida o emprego do modelo elasto-pléstico
perfeito neste tipo de anlise.

Notou-se também que o inicio da plastificacio em pecas de paredes finas se d4 muito
antes que a tensdo média na secdo em estudo atinja o patamar da tensdo de escoamento. Isso

ocorre devido ao acumulo de tensdes em determinados pontos, provocado pelo fendmeno do

181



“shear lag”. No entanto ndo se observa um desvio acentuado do comportamento linear da
estrutura neste estdgio inicial, pois esta plastificacio ocorre em regides bastante limitadas.
Uma vez que a tensdo média atinge o valor da tensdo de escoamento, a pegca passa a
apresentar um comportamento claramente nao linear.

Para determinacdo do efeito das forcas de inércia, as integrais de dominio foram
convertidas em integrais de contorno de células. Estas foram tratadas analiticamente, para a
determinacdo dos deslocamentos e forcas, e numericamente, para a determinacdo das
deformacdes e tensdes. O tratamento analitico das integrais de dominio dispensou o uso de
estratégias numéricas especiais, no caso de haver singularidades ou quase singularidades de
dominio.

A performance dos integradores de Houbolt, Newmark e Wilson foram comparadas.
Nos exemplos estudados, o integrador de Wilson foi o que mostrou a melhor performance
global. A implementacdo computacional deste conserva a simplicidade do algoritmo de
Newmark, conduzindo a resultados com a mesma qualidade do algoritmo de Houbolt.

O integrador de Wilson também foi implementado em sua forma incremental como
sugestdo para amilise de problemas com ndo linearidade fisica, segundo o que foi exposto em
Clough & Penzien 1975. Notou-se que nesta modalidade o integrador pode perder sua
estabilidade para passos de tempo grandes. Observou-se também, nos exemplos estudados,
um maior anortecimento numérico na implementacdo incremental que na cldssica. Com a
reducdo do passo de tempo, a resposta do integrador incremental tende aquela fornecida pela
modalidade cléssica.

No estudo de problemas elasto-plasto-dindmicos, optowse por implementar o integrador
de Wilson em sua forma incremental. Observouse que, nos estigios iniciais da plastificacdo
dos exemplos analisados, a mudanca do passo de tempo trouxe pouca alteracdo nos
resultados. No entanto, & medida que a plastificagdo toma vulto, hd uma grande influéncia do

passo de tempo na resposta final do modelo.

12.2-Sugestoes para prosseguimento

Tendo em vista a qualidade dos resultados obtidos do modelo de folhas poliédricas de
Palermo 1989, acredita-se serem vdlidos maiores investimentos neste. Diversos aspectos
ainda podem ser analisados em trabalhos futuros. Dentre estes se recomenda investigar mais
profundamente:

e Outras formas de se aplicar o carregamento direto e inverso;

182



e A influéncia do encruamento do material na resposta da estrutura;
e O efeito das tensdes residuais oriundas do processo de fabricacio na peca;
e O fendmeno do “shear lag”

Acredita-se, também, que os resultados de flexdo possam ser melhorados com o uso de
um modelo de flexdo de placa que leve em conta a deformacao por cortante. Uma sugestdo de
formulacdo para este tipo de modelo pode ser vista em Sanchez 1998.

Outra contribuicio ao modelo, esta bastante relevante, seria a inclusdo do efeito de
grandes deformacGes ao lado da plasticidade. Ensaios de laboratério, executados com perfis
de paredes finas, normalmente implicam na aplicacgdo de grandes deformagdes [Lay &
Galambos 1967], [Kuren & Galambos 1964], [Galambos & Lay 1965]. Como o modelo
usado tem por hipdtese pequenas deformagdes, a possibilidade de comparacdo dos resultados
computacionais com aqueles obtidos em laboratdrio € limitada.

Devido a maior estabilidade do integrador de Wilson em sua forma cldssica, sugere-se
também a implementacdo da plasticidade aliada a este integrador. Espera-se com isso obter
resultados de boa acuidade com passos de tempo maiores, reduzindo substancialmente o

esfor¢o computacional despendido.
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Apéndice A- Deformacoes, rotacoes e cargas concentradas

A.1-Introducio

7

Neste apéndice é apresentada com algum detalhamento a obtencdo das expressdes de
deformacdo e rotacdo para o MEC. Por generalidade, as dedugdes foram feitas em termos dos
incrementos de deslocamento. A formulagdo para problemas elasticos € a mesma
desconsiderando-se a contribuicdo da deformacao plastica.

Ademais se apresenta uma alternativa para a consideracdo de cargas concentradas em
pontos de dominio e de contorno. Também é demonstrado como um momento concentrado
pode ser aplicado a um problema de chapa.

Todos os indices neste apéndice variam de um até dois.

A.2-Derivadas e integrais do raio

A.2.1-Derivadas

Inicialmente deve-se estabelecer o valor das derivadas do raio vetor em relagdo ao

sistema de coordenadas ortonormal cartesiano com respeito ao ponto campo. Essas expressdes

serdo utilizadas mais adiante.

N

A derivada do raio vetor em relagdo a coordenada x, € escrita em notagdo indicial

como:
izizrk (A.109)
ox, r
O valor de r, na expressdo (A.109) corresponde a componente do vetor , na direcdo
X
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A segunda derivada do raio vetor é dada por:

ar, _i[ijzaik_r:ir,k (A.110)

ox, ox, \r r

Outra expressdo recorrente nas derivadas das solugdes fundamentais dos elemento de
contorno € a derivada em relacdo a x, da derivada do raio vetor em relacdo a normal do ponto

campo. Esta derivada é dada por:

o B AP W3 (A.111)

A.2.2-Integrais

Para facilitar a operacdo de integracdo das derivadas do raio vetor deve-se lembrar estas

podem ser escritas em termos de fungdes trigonométricas tais que:
r,=cos® € r, =send (A.112)
Pode-se entdo definir um versor 1 tal que:
M, =sen® € M, =—cosO (A.113)

E ficil notar que definido desta forma o versor 7 guarda a seguinte relagdo com as

derivadas do raio vetor:
fr,,-de S (A.114)

De posse de (A.114) pode-se escrever a seguinte tabela de integrais:

28,6 +rm, +Mr,

[rr.d8 = (A.115)

1/ _ o
J.r:ir,jr:kde zg(sij k +8iknj +5jkni —T],-T]jm) (A.116)
0 5 _ _ - _
J-r,ir,jr,kr,zde zg(aijs Kt +6ik6jr +8it6jk )+ g[ﬁij(nkr,t +MN,7 )+6ik il +T]tr,j)+

+3,, (rT_/r.k +1Tkr:j)+6jk ﬁTir,z +1Ttr,i)+6_/‘z(TTi’fk +1Tkr,i)+6kt(n_i’:_i 0,7, )]_ (A.117)
-nnn.s, -nnrn, - nn, - rm o,

Ha4 ainda outras relacoes notdveis entre 1| e r dadas a seguir:
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rir MM =90, (A.118)

N7 —M7 =845 (A.119)
O, ry=8,r, =T, (A.120)
ﬂzsiﬁ N7, (A121)
ox, r

A.3-Derivadas do deslocamento

O deslocamento de um ponto interno ao contorno do problema em regime elasto-

phstico € obtido por um processo incremental. O incremento de deslocamento ¢ dado por:

@, = [ pusdl ~ [ piit U+ [uzb,dQ+ [o,€ £ dQ (A.122)
r r Q Q
Sendo:
Mik=m[—(3—4v)1n(’”)6ik+r,i”,k] (A.123)
Pi :_—1 i[(l_zv)&'k +2r.r, ]+ (1_2\’)(711"'1( —mr,-) (A.124)
4 (1—v )r | on o ’ ’
S i =m[(1—2\’ )(Sikr,j +81— K8 1 J+ 2ninjnk] (A.125)

Em (A.125) a constante K assume os valores para os estados planos de tensdao e

deformacao respectivamente:

K=1 ¢ K:L (A.126)
1-2v

Portanto, a derivada da expressao (A.122) em relacdo a dire¢do x, pode ser escrita em

notacdo indicial como:

i, = | s dC = [ p 0, d0+ [ b,d@+ [, €dQ~ [ohn, O, (A127)
r r o

Q-Q, I,
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A dltima integral em (A.127) corresponde a integral convexa, que deve ser considerada

devido a singularidade do nicleo G ;, . Para maiores detalhes ver Bui 1978.

Resta agora determinar o valor das derivadas de cada uma das fungdes niicleo.

A.3.1-Derivada de u,

Tomando a expressao (A.123), sua derivada pode ser escrita, com respeito ao ponto

campo, como:

. 1

u ikt

e Yo ()5, 4, 2y

1

__ i (A.128)
S (1-v) X, Tox,  Fox,

Aplicando-se a regra da cadeia e as expressoes (A.109) e (A.110), a expressdo (A.128)

pode ser simplificada como:

x 1

Uy, = m[— (B—4v B r, +8,r +8,r, = 2rri1, | (A.129)

A.3.2-Derivada de p,

A partir da expressao (A.124) pode-se escrever a derivada do nicleo p, como:

*

Pirs :m{ﬁn [(1 - )Sik + z’fi’fk]"'(l_ 2v )(T],-F,k Nyt )}_

3 (A.130)
—ma—xt{rﬂ [(I—ZV)Sik +2r,;r,k]+ (1-2v )(’L-r,k —nkr,i)}
Tomando-se a segunda parcela de (A.130):
90
rg{r,n =), +2r,r J+ (-2 o r, =, )}=
ta 5 ; S (A.131)
,
= ra_{a_n [(1 N, + 2r;ry ]"‘ " a_[(l — By +2r.7, ]+ (1-2v )a—(ﬂir,k N7 )}
X, | 0x, X, X,

Aplicando-se as expressdes (A.109) a (A.111) e lembrando que m ndo € fungdo de x,

chega- se finalmente que:

Pix; = )r2 {2’31 [(2V _1)61'1(”,: +8n”,k +6kzr,i _4”,1’fkr,z]+

4 (1-v
+(1-2v M3, NS, —2nrr, +2m, )+, (1= B, +2rr, ]}

(A.132)
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A.3.3-Derivada de ¢ ;k

Como nos casos anteriores, toma-se o valor de (A.125) e derivando-se em relagdo a x,

com respeito ao ponto campo obtémrse:

. r,
G s :W[(l W)(Slkrj +8 1, — K8 7, )+2r rr ]

0
_Wa [(1 2v)(81kr +9. T~ KSJkr )+2rr rk]

I

Efetuando-se as derivagdes e agrupando-se os termos semelhantes chega-se a:

* 1
Gijk,r:m[z(l_zv)(siﬂfkr,;+8ik”,jr,z_K8,'kr )+8rr et —

—2,r 7 +8 i 48, )—-(1-2v)8,8,, +8,8 , —K5,8 )]

it~ jk

t

A.3.4-Integral convexa

(A.133)

(A.134)

Resta agora calcular o valor da integral convexa. Como esta € calculada no contorno da

regido de raio A excluida do dominio Q, ou seja, em I, temse que:

dT, = AdO

Assim, a integral convexa pode ser escrita como:

2n
[o,€m. (T)dr, =€, [o,r,Ade
0

Ly

Portanto, resta determinar o valor de:

2n
! 47t(1——1v )A[(1 2 Yo urr, +8,rr, —KS 1y, Jv 2rir r,r, |Ade

De posse das expressdes (A.115)e (A.117) chega-se rapidamente que:
j o7, AdO =

8(1—v)

Assim a contribui¢@o dos incrementos das deformagdes plastica € dada por:

230

——{3-w)8,8,+8,8,)-8,8 ,[2(1-2v)k 1]}

(A.135)

(A.136)

(A.137)

(A.138)

(A.139)



2n
€7 JG;erAdG _ {2 P(3—av)-

0

2(1-2v )k —1]} (A.140)

l[ mm [

A.3.5-Derivadas em relacio ao ponto de colocacao

As expressdes (A.129), (A.132) e (A.134) foram obtidas derivando-se os nicleos de
(A.122) com rela¢do ao ponto campo. No entanto o que se deseja € o valor desta derivada no
ponto de colocacgdo. Para tal, basta alterar o sinal das expressdes (A.129), (A.132)e (A.134),

ou seja:

.-

Uik, _—[_ (3_4\’)5;/(”,; +6ktr,i +6nr,1< _2”,1"}’}] (A.141)
smu(1—v)r

L= 2 +8,r, +8,r, —4r, +
pzk.t 47_[: 1 V { I" tkrt ktrt ’:tr,k’:t] (A142)

+ (1 -2v Xniskt -N,9,, =M, +2m, )'H]t [(1_ 2V)6ik + Z’ii”,k]}

O ks = m[z(l_ 2V)(5z:f”,kr,t +8yr;r, — KSJkni;j,)+ 8rrrt, =

—2(8, 71 +8 i 48, )~ (1-2v)5,8,, +8,5 , —K8,3 )]

it j kt",i".j it~ jk

(A.143)

A equagio integral para a derivada do incremento de deslocamento fica:

_fpku,ktdr J.plktu dr+juk,b dQ+jc%;/r;dQ+
(A.144)

it~ mm

+8(1_ foerG-a)-5,67,20-2v)K -1]}

O valor da constante K € o mesmo apresentado em (A.126).

A.4-Deformacoes de um ponto interno

A deformacio de um ponto material pode ser definida como:

=—(u,, +u,,) (A.145)

Rad
l\)l*—‘

Substituindo-se o valor da derivada do incremento de deslocamento dada por (A.144) na

expressdo (A.145) chega-se ao valor do incremento de deformacio total como sendo:
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€, =—[ St dl + [ DyypdT+ [ Dy dQ+ [o7,£5dQ+
| g r @ e (A.146)
— 2634 )-8,€),.[21-2v)K -1
+8(I_V){ 8!]( ) t/emm[ ( ) ]}
Os nticleos das integrais em (A.146) sdo dados por:
Dy =;[(1—2v)(5k-r ; +8k~r-)—5 Gr 2w ~rk] (A.147)
(v )r TR e
S i - 28—rﬁl (8 WF O, .)+8.,rk —4rr.r, ]+
Uodm(l—v ) o S T e (A.148)
+ [(1_2\’ )a_jk +2vrry hi + [(1_2\/ B +2vrir, h_/ _(1_2\’)(8,‘_,‘ _z’ﬂi’f_/)]k}
O inij = m[z(l - )Kahkr,ir,j + 281‘1"’,1( Py =811 1Ty + (A.149)
+2v (8,'11”,1'",1( +0 1y, + 1 vy +8 1,1, )+ (1_ 2v )(8 #Oi 8,0 ;, — K08, )]
A.5-Rotac¢io de um ponto interno
A rotac@o de um ponto pode ser definida como:
.y ) A.150
Oy =5 T (A-150)

E ficil notar que em (A.150), sempre que ;= j o valor de @, serd nulo. Também ¢
notério que o tensor o, € antimétrico, portanto basta tomar-se uma de suas componentes. Por

simplicidade de notagao, chamar-se-4 a componente (p, apenas de ® .

Substituindo-se a equacgio (A.144) em (A.150) chega-se a:

® =—[ $,4,d0+ [D, p,dU+ [D,b,d0+ [,/ d0 (A.151)
r r Q Q

Em (A.151) os niicleos sdo dados por:

D, SIS (A.152)
2mur
1
Sk =_2(nk _",kgiﬁr,inr) (A.153)
nr
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. 1 _ —
O :W(’fknh 1M ) (A.154)

A.6-Cargas concentradas

No MEC a aplicacdo de cargas concentradas € feita pelo somatdrio do produto destas

pela soluc@o fundamental correspondente, ou seja

@, = [ pousdl = [ pii, dl+ [upb,dQ+ [0 € hdQ+ Y ui B+ Y ulP+Y u?M (A.155)
r r Q Q

Na equacdo (A.155) 13k e M sdo respectivamente os incrementos de forca e momento

concentrados. A forca P, corresponde a uma pressdao agindo perpendicularmente ao plano do
problema, em ambos os lados, de modo a produzir tensdes nesta direcdo. As solucdes
fundamentais para momento, u°, € para pressdo fora do plano, uiA, serdo deduzidas mais

adiante.

De posse de (A.155) pode-se determinar o incremento de deslocamento de qualquer

ponto do dominio exceto aqueles em que a carga P, € aplicada. Isso se dd porque a solugdo

fundamental de deslocamento € singular nesse ponto. Uma alternativa para contornar este

problema sera apresentada mais adiante.
A.6.1-Aplicacdo de momentos

As equacdes de equilibrio e compatibilidade do estado plano de deformacao, escritas em

coordenadas polares, assumem a seguinte forma:

06, 1d6, o,k -0,

190, O, 0 (A.156)
or r d0 r
96,0 196y 20,6 _, (A.157)
or r 00 r
2 2 2
3829+L28 £r+2889 _lasrzzla €, +i288,9 (A.158)
or r- 90, r or r or rord® r- 00

As deformagdes em coordenadas polares se relacionam com os deslocamentos segundo:

e = ou, (A.159)
or

233



g, = (A.160)
r
1(Jug uy
=_| 28 _70 A.161
€0 2( or r j ( )

Seja o problema de um momento concentrado aplicado na origem do sistema de
coordenadas em um corpo linearmente eldstico e isotropico. Devido a natureza do esforco, o
campo de deslocamento assumird uma simetria radial. Por conseguinte nenhuma das
grandezas envolvidas serd funcdo da coordenada @ . Assim, as equacOes (A.156), (A.157) e

(A.158) simplificam-se a:

L4 —L =0 (A.162)
dr r
46, 20,6 _ (A.163)
dr r
2
d829+2d89_1d8,:0 (A.164)
dr r dr r dr
Das relacdes constitutivas para o estado plano de deformacéo tem-se:
e _o,(=v)_vo, (A.165)
21 2u
e, _0,(1-v) vo, (A.166)
2un 2
g, =200 (A.167)
2u
Isolando-se de (A.162) o valor de G , tem-se:
o, =r%% 1 (A.168)
dr

Substituindo-se o valor de ¢, obtido de (A.168) nas relagdes constitutivas (A.165) e
(A.166) e, em seguida, os valores obtidos de g e g, na equagdo de compatibilidade (A.164),

obtém-se a seguinte equacdo diferencial:
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-— z 3
1V (340, 5,40, ,2d0, | (A.169)
2ur |  dr dr dr’

A equacdo diferencial (A.169) tem por solucdo a seguinte expressao:
Cl
6, =—+C,In(r)+C, (A.170)
r

E razodvel se supor que no infinito as tensdes devido ao momento aplicado tendam a
zero. Portanto as constantes C, € C; devem ser nulas.

Imagine-se agora que o momento € aplicado por meio de uma tensdo tangencial agindo

em uma cavidade circular infinitesimal de raio § , conforme ilustrado na Figura A.1.

Figura A. 1 — Cavidade infinitesimal com tensdo tangencial aplicada

Fazendo-se em (A.170) r =0, temse que a tensdo radial deve anular-se. Portanto a

constante (C, também deve ser nula. Assim conclui-se que as tensdes G, € G, S0

identicamente nulas em qualquer ponto do corpo.
Resta apenas determinar o valor da tensio G ,,. Resolvendo-se a equagdo (A.163)

obtém-se:

G, = (A.171)

o]
2
;

Para determinar a constante C, em (A.171) deve-se lembrar que o esforgo
originalmente aplicado consiste em um momento concentrado unitdrio. Assim a integral da
tensdo tangencial ao longo de um circulo de raio qualquer, multiplicada por este raio, deve

retornar 0 momento originalmente aplicado, ou seja:

2n
[ro 4rde =1 (A.172)

0
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Substituindo-se o valor da tensdio o,, de (A.171) na equacdo (A.172) e resolvendo-se

para C,, chega-se que:

1

o (A.173)
r

Gre =

Substituindo-se o valor de ¢, obtido de (A.173) na relagdo constitutiva (A.167) obtém-

S€:

1
4mur?

£ (A.174)

Substituindo-se o valor de € , da expressdo (A.174) na equagéo (A.161) e resolvendo-
se a equagdo diferencial obtida, chega-se ao valor do deslocamento y, dado por:

1
B 4y

(A.175)

Uy

Escrevendo-se o valor do deslocamento u, de (A.175) em coordenadas cartesianas
chega-se a:

4O =i (A.176)
" dmur

A expressdo (A.176) é a solugdo fundamental para o deslocamento de um ponto devido
a um momento concentrado. Agora, utilizando-se (A.155), pode-se calcular o deslocamento
de um ponto no interior de um corpo devido a um momento concentrado.

Derivando-se a solugdo fundamental (A.176) em relagdo a coordenada x, com respeito

ao ponto de campo obtémse:

Tr, —¢,
ut, = 2 B (A.177)
’ 4mtur

Substituindo-se o valor de (A.177) na expressdo de definicio de deformacdo (A.145) e

alterando- se o sinal para referenciar o ponto de colocacdo obtémse:

n.r.+N.r.
g:-% (A.178)

Substituindo-se o valor de (A.177) na expressdo de definicdo de rotacdo (A.150) obtémr

se um valor nulo. Este resultado pode parecer estranho a primeira vista, devido a natureza do
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esforco aplicando. No entanto para que a simetria radial do problema seja garantida, esse
resultado ndo poderia ter outro valor. Assim, no corpo infinito suposto, um momento
concentrado produz apenas deslocamentos e deformacdes, mas nao rotacoes.

Outra conclusdo que se pode obter a partir da consideracio de simetria do problema diz
respeito ao deslocamento do ponto onde se aplica o momento. Pontos infinitamente préximos
a origem do sistema terdo deslocamentos tendendo ao infinito. No entanto, quaisquer dois
pontos que definam um segmento de reta cujo ponto médio € a origem terdo deslocamentos
iguais porem em sentidos opostos. Portanto, para garantir a simetria, o deslocamento da

origem dever4 ser nulo.
A.6.2-Cargas perpendiculares ao plano

Ha situacdes em que se deseja levar em conta, em estados planos de tensdo e
deformacdo, cargas que produzem compressao ou tracdo em ambos os lados do plano em
estudo. E o caso, por exemplo, do aperto de um parafuso ou da forca aplicada por um
laminador. Este tipo de eforco, por agir igualmente em ambos as faces do problema, ndo gera
flexdo. No entanto causa tensdes e deformacdes no sentido da espessura, podendo, conforme
sua magnitude, influenciar as demais tensdes e deformagdes. Tal situacdo ¢é ilustrada na

Figura A.2.

FiguraA.2 — Corpo chato sujeito a uma carga perpendicular a seu plano médio.

Suponha-se um corpo circular de raio a sujeito a uma pressdo radial P e uma forga
perpendicular ao seu plano P . Supondo-se que a carga P, possa ser assumida como

uniformemente distribuida sobre uma area de raio ¢, entdo tem-se:

(A.179)



. =—=< (A.180)

Sabe-se também que:
Ee, =c,-v(o,+0G ) (A.181)
Substituindo os valores das tensdes na expressao anterior tem-se:

gr:P,(l—V)_ VE_ (A.182)
E Ema

Integrando-se a deformacdo radial, obtémrse o deslocamento do corpo em seu perimetro

como sendo:
" _R(v) v (A.183)
‘ E Ema

Sabe-se que o deslocamento de um ponto em um dominio infinito com um orificio de

raio g sujeito a uma pressio ¢ dada por [Foltran 1999]:

2
, _ba (1+v)

, (A.184)
Er

Pode-se entdo superpor os dois problemas, obtendo o deslocamento de um ponto em um
dominio infinito sujeito a um carregamento perpendicular ao plano em uma regido restrita.
Isso € feito inicialmente igualando-se os deslocamentos obtidos de (A.183) e (A.184). Com

isso chega-se a seguinte relagdo para P e P :

P 2VnP L (A.185)
a

Substituindo-se o valor de P de (A.185) em (A.184), supondo que P, tenha valor

unitirio e arranjando-se a expressao obtida, chega-se a:

P (A.186)

' _471?].Lr

A expressao (A.186) did o valor do deslocamento de um ponto em um dominio infinito
sujeito a uma carga concentrada agindo na origem em ambos os lados de seu plano. Escrita

em coordenadas cartesianas, a expressio (A.186) fica:

a__ VY . (A.187)
dnpr -

i
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Derivando-se (A.187) obtém-se:

A V(Sik _2’31"”,1()

Ao Tk TLK (A.188)
”k dmpur?
Assim pode-se determinar o valor das deformacdes como sendo:
S, —2r,
gl = v, -2nr,) (A.189)

dur?

Deve-se notar que as rotacdes sdo identicamente nulas. Isso se deve a natureza do

carregamento que gera apenas uma dilatagdo no dominio.

A.6.3-Deslocamento de pontos carregados

Devido a natureza singular das solugdes fundamentais ndo € possivel calcular o valor do
deslocamento de um ponto no qual se aplica uma carga concentrada. Isso se torna um
problema para aplicacdes do MEC quando a carga ¢ aplicada sobre um né do contorno. Neste
caso o ponto de colocacdo do referido né pode ser deslocado, normalmente para fora do
dominio, evitando-se a singularidade. Esta técnica conduz a resultados coerentes, porém
fortemente influenciados pela posicdo do ponto de colocacao.

Quando a carga € aplicada a pontos internos ndo hd como alterar a posi¢do do ponto de
colocacdo. Embora se saiba que o deslocamento deste ponto tende ao infinito, é desejavel que,
ao menos computacionalmente, o ponto tenha um deslocamento coerente com o sistema em
andlise.

Uma forma de se resolver este problema € simplesmente ignorar a contribuicdo da forca
no cdlculo do deslocamento de seu ponto de aplicacdo. Porém, calculado desta maneira, o
deslocamento do ponto carregado discordard enormemente dos deslocamentos dos pontos
vizinhos.

Uma outra alternativa para o problema é admitir que a forga estd distribuida em uma
pequena érea de raio & ao redor se seu ponto de aplicagdo. Uma nova solugio fundamental,

u} , poderd ser usada nos pontos singulares e quase singulares.. Assim, para ponto proximos e

para o prdprio ponto carregado, tem-se:

uy = [ujdF (A.190)

Q5

O diferencial de forca pode ser escrito como:
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dF = PdA

_1__ 1 |,p_rdrds (A.191)
A md? 7o’
dA =rdrdd®

Portanto, pode-se escrever que:
5
=
Resolvendo-se a integral (A.192) chega-se a:

) =;{_ 2(3-4v )[m(s )_%}sik +8_fk} (A.193)

s (1-v) 2

2

l&tzu —V)Bz[

(3—4v)rin(r)S, +rr,r, W0dr (A.192)

Assim, para pontos afastados do ponto de aplicacdo da forca utiliza-se a expressdo
(A.123), ja para pontos proximos, a expressao (A.193) deve ser empregada.
Computacionalmente, adota-se um raio minimo a partir do qual a expressio (A.193)

serd usada. Para garantir a continuidade dos resultados, o valor de § deve ser tomado como:

& =fr. e (A.194)

Substituindo-se o valor de & da expressao (A.194) na expressio (A.193) chega-se a:

ud :;{ (3-4v )(111( mm)—l}l»k +8_”<} (A.195)

8 (1—v 2 2

Se o mesmo processo for aplicado as solucdes fundamentais referentes ao célculo de
deformagdo obter-se-4 um valor nulo. Logo, para o calculo de deformagdes em pontos
internos, a técnica de ignorar a singularidade é uma alternativa vélida.

A técnica descrita acima, grosso modo, implica em assumir que o deslocamento do
ponto singular € igual a média dos deslocamentos dos pontos circunvizinhos.

Por este processo as solugdes fundamentais (A.176), (A.178), (A.187) e (A.189)

também se anulam, desta vez devido a simetria radial do problema.
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