UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS

FACULDADE DE ENGENHARIA MECANICA

DEPARTAMENTO DE ENERGIA

Eg&a\ﬂmxxmwgkwx Cﬁmm@xpowmkk
E; ;\gg;;}g.(_?,% Q‘V\Q‘Q‘ ded Tene,
&Vw M ,?e Q&_ CDMSQ&,S
Tuleadon, am 26| 12170,
.y

APLICACAC DA TRANSFORMADA DE LAPLACE
AC PROBLEMA INVERSO DA CONDUCAC DO CALOR

063/90

Autor @ Silwvio Luiz de Mellie Jungueira

Orientador : Prof. Dr. Osvair Vidal Trevisan ﬁ

S
UNicanpe i
BIBLIOTECA crwrag |



UNIVEREI DADE ESTADUAL DE CAMPINAS
FACULDADE DE ENCENHARTI A MECANICA

DEPARTAMENTO DE ENERGILA

Tess de: Mestrado

Titule da Tese: AplicagBo da Transformada de

Laplace ao Problema Inverso da
Conduclo do Calor.
Autor: Zilvio Lulz de Mello Jungqueira

Orientador: Prof, Dr. Osvalr Vidal Trevisan

Aprovado pof

Prof. Dr. Osvair ¥idal Treviszan, Presidenie

Ly 755

Prof. Dr(/ Luiz Fernafido Hllanez/

Proff., Ir, Antdnio Carlos Bannwart

Campl nas, 2@ de &L%}?ﬁm%b{} de 1590




Umgt coisa aprendi na minha longa wida
gus todo o nossae cidneia, contraposia &

realidade, € primitiva e infantil. £,

apesar digsse, € o Colfa Mnils preclrosa

Que Lemps.

Albert Einstein (1870 - 19883




Dedico sste trabalhe a SebastiZo
Junqueira Netto e Deolinda de Mello
Junqueira, meus pais, e também a
minha esposa, Eliane Valente pelo
carinhe ¢ incentive necessario » sem

© qual este trabalho n3e seria

realizado,



AGRADECIMENTOS

Ac Prof. Dr. Osvair Vidal Trevisan peloc exemple de
dedicacke, seriedade, confianca e amizade que tornou agradiavel =
produtivo todo um periodo que culmina com a realizagBo desta

diszertagio,

Ao UNPg (Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico
e Tecnolégicod pela concessXe da bolsa de estude durante a

reallzagio deste trabalho.

Ao Depios. de ENERGIA e TERMICA e FLUIDOS pelo suporte

téonice e, principalmente, pelo incentive de seus professores,

colegas @ funcionarios.

Aos companheiros do CIFEM, pela presteza com que cederam

o8 equipamentos que permitiram a conclusfo deste trabalho.

Cuere registrar meus agradecimentos a Pr of. Dra. Tereza
Crimtina  Samico Cavalcanti, de Laboratéric de Pesquisas
Bioguimicas do CAISMAUNICAMP © a Rubens Silva Telles, do Depto.
de Energia desta Faculdade, <uja pacidncia e carinho foram

oresenga constantes ac longo degte trabalho.



RESUMO

O probiema inverso da condugio do calor envolve o

caiculo da temperatura o ou do fluxe de calor, & partir de
medidas da temperatura, num ponto interior de um sélido.

Esta dissertagZs compara trés técnicas numéricas
envelvendo inversXe de transformadas de Laplace, no tratoe do
problema inverso da condugdo do calor. A comparagio € procedida
através de Lestes que visam quantificar o poder de resalu¢3§ dos
algoritmes de inversSo. B estudade © efeitoc causade pela
intredugio de um srro nas medidas da temperatura interna e sua
infludneia nos valores do fluxe de calor e da temperatura em uma
gsuperficie externa do sélido.

Oz algoritmos estudados ~ Crump, Stehfest = Pilessens -
Ze baseiam em mnetodologias distintas para a inversfo da
transformada. Us resultados mostram gue ©s mélodos apresentam
caracteristicas bastante diversas de comportamenta. O método de
Crump tem © melhor desempenhe quantc ao poder de resclugic na
inversXe de uma fungfo pulse. Na avaliagd3c da sensibilidade a
introdusfo de um pulso isolado no interior do sdlido, o métode de
Crump & exageradamente sensivel snguanto ue os demais mélodoes,
mostram n¥o detectar a perturbacZc intreoduzida ne perfil de

temperatura interna.



ABSTRACT

The inverse heat conduction problem consists of
obtaining the temperature or hewat flux at a external surface from
temperatures measured at internal points in solids,

The present work compares thres numerical technics of
inverse Laplace transform applied to the inverse heat conduction
problem. The comparison is carried out through tests in order to
meazure the resclving power of the inversion algerithms. The
affect caused by the introduction of measuremeni errors in the
interior itemperature is studied along with the influence of Lhe
errors on the temperature and heat flux calculated al an other
poundary of the seolid.

The algorithms .cansidered - Crump, Stehfest and
Piessens -~ are constructed based on different methodologies of
inverse Laplace transform. The results show that ithe methods have
much diverse behavior characteristics., Crump algorithm presents a
better performance as to resolving powor when inverting a pulse.
Regarding sensitivily to the introduction of a single pulse at a
intericor point in the solid, Crump algorithm is rather sensitive
while the tws others deo not adequately detect the perturbation

introduced at the interior temperature profile.



APLICACAO DA TRANSFORMADA DE LAPLACE
AC PROBLEMA INVERSO DA CONDUGAQ DO CALOR

INDICE

LT o o A I o i
Lista de Filiguras .. ittt et e e et et s e iid
Lista de Tabelas ... .. i i i i e it e Sk e 2
i. ImtrodugBo i i i s s e s s Ol
&, Dos Métodos de Inversio de Transformada de Laplace ... .. 08
2.1, Histdrico e AplicacfBes dos Métodos de InversZo ....08

S.8. Métlodo de Crump .. .. it e s i e e e 13
2.2.1. Equagfies Empregadas ........ ... .. 13

2.2.2. Determinacic da Expressdc usada por Crump ..14

2.2.3. Andlise do Erro no Método ... ... .. ... ... 17
2. 2. 4. Comentarios a Respeito do Métodm_ ........... i8
2.3. Método de Stehfesht ... . ... . i ci i o i
2.4, Método de Piegsens ... ... v e it uaannsas =22
2.4.1. Equacles Empregadas .. vt i caivnn oy P
2. 4. 2. Calculos dos Coeficientes de Chebyshev ..... =4
2. 4. 3. Determinagioc dos Polindmios ¢&Cx3 .......... 24
2.4. 4. Escolha dos Pardmetros Livres .............. 25

3. AplicagBo dos Métodos de InversZo na Resolugio de um

Problema Inverso de Condug®o . ..o i n o it bt s iammeme s e 27

4. Perturbacfo na Superficie . ... ... . it it 34
4.3, A FungBo PUlsSo ... . i b s e 34

4,2, Poder de Resolugdo de um Algoritmo ... ... ... ... 38

4.3, TESTE 1 : VariacBo do Dominio ... v 41




4.4, TESTE 2 @ Duraglo do PUlSe ... i i n s et c e 44
4.3, Normaliza¢3o do Desvio de Fase ........ovivnnnn., 4%

5. A& Propagag3c do Erro das Medidas do Tomperatura
S 4 o T 51
S.1. Solugfo do Problema Inverso Proposto ... ... u.... 852
5.2. InversZo Analitica da Temperatura ................. taia
S.2.1. Calculo do Residuc em:?l(a) ................ 87
5.3, InversEo Analitica do Fluxeo de Calor .............. 51
G.4 Toestes Realizados .. ... e ottt it cm s 53
T a5 Tl B B~ =S B84
ReferdnclasS ... ... . i i ie i S, 87

ANl CE A . . i i e e e e e e e 24



alpha

ax

w4

NOMENCLATURA

parametro livre - métcodo de Pisssens

'parametrc livre - método de Crump

parametro livre - método de Piessens
parimetre livre - mélodo do Piesseons
parametro livre - método de FPiliessons
coeficientes do polindmio de Chebysheov
extensgdc do dominio padrio

parfmetrs livre - método de Crump
largura da placa

pardmetro livre -~ mélodo de Stshiest
parimetro livre ~ método do Stehfest
parimetro livre - método de Piessens
extonsBo do dominieo a ser normalizado
valores exatogs de inversido

valores de inversfo estimados

maximo valor estimadoc nsa inversio
coordenada caritesiana

coordenada cartesiana adimensional
ponite ne interior da placa

argument.o da transformada de Laplace
tempo

Lempo adimensional

instante de inicic do pulso
temperatura

itemperatura adimensional

transformada de Laplace da temperatura



T pelindmioe de Chebyshev
T temperatura no ponto interior

L transformada de Laplace de uma fung¥o

Simbolos Gregos

el difusividade Lé&rmica

5A desvic de amplitude

# duragio do pulso

é% fungdo hipeorgeometrica gensralizada

fungdo gama
& desvio de fase

ot desvice de fase normalizado

ii




LISTA DE FIGURAS

Figura 1.1 - Geomeiria de um Problema Direto.

Figura 1.2 ~ Goomelria de um Problema Inverso.

Figura 3.1 -~ Representagdc do Problema Inverso.
Figura 4.1 -~ Representaglo Cartesiana da Funglc Pulso.
Figura 4.2 - Pulsos original e invertide no Domimio do caseo 1.

Figura 4.2 -~ Pulscs original e invertide no Domimic do caso 2,

Figura 4.4 ~ CASO 3 ~ Pulsos original e invertide com duragdo de

pulso O, 001.

Figura 4.5 - CASO 4 - Pulsos coriginal e inveriido com duragdo de

pulse 0.01.

Figura 4.6 - CASO B -~ Pulsos original » invertido com duragdo de
pulsc 0.1,

Figura 8.1 - Invers8o Analitica - para pulse de duragBo 0,001,

Figura 5.2 - Inversdco Analitica - para pulso de duragao 0,01,
Figura 5.2 - Inversdo Analitica - para pulso de duragio C.1.
Figura 5.4 - Inversfo Analltica - para pulsc de duraglco 0.01 em

dominie deslocado.

Figura 8.8 - Méltodo de Crump - Resposta a pulso de durag3o 0.001.

Figura 5.6 - Métode de Crump - Resposta a pulso de duraglo 0.01,

Figura 8.7 - Método de Crump - Resposta a pulso de duragio G.1.

Figura B.8 - Mélodo de Crump - Rezposta a pulsc de duragiio 0.0l em
dominic deslocado.

Figura 5.8 - Método de Stehfest - Resposta a2 pulso de duraglo

0. 001 .

Figura $5.10 ~ Método de Stehfest -~ Regposta a pulso de duragdo

.01,

iii




Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

B5.11 - Método
Q.1.

5.1z - Método
C. 01 em

H.13 - Mélodo
0. 001,

9.14 - Método
G.01.

5,18 -~ Método
Q. 1.

5,18 - Método

de Stehfest

de Stehfest

dominio desl

de Plessens

de Pliessens

de Plessens

de Pieszens

~ Resposta

- Resposia

ccado,

- Resposta

- Resposta

-~ Resposta

- Resposta

0.0 em dominio deslocado,

H,17 - Inversio Analitica

- Resgposta

de duragdo (.01 na Lemperatura.

H,18 ~ Invers8o Analfitica - Resposta

de duragio C.1 na temperatura.

85,19 ~ Inversic Analitica

- Remposia

de duragfo 0.01 na iemperatura

a pulso

a pulso

a pulsoc

a pulsoc

a pulso

a pulseo

na fluxe

no fluxe

no fluxe

de

de

de

de

duragic

duragao

duragio

duragdo

duragio

duragio

pars pulsa

para pulso

para pulsc

em dominio deslocado.

5,20 - Método de Jrump - Respdsta no fluxo para pulso na

temperatura com duragic 0.01.

2

1Y)

&
!

temperatura com duragic 0,01,

o

03

Pkt
i

temperatura com durago 0.1,

"

&

Q0
I

Mét.odo de Crump - Respeosta no fluxo para pulso na

Métodos de Crump -~ Resposta no fluxe para pulsce na

Método de Crump - Resposta no fluxo para pulso na

Lemperatura com duragdo 0.01 em dominio deslocado,

iwv



Figura .23 - Mélodo de Stehfesl - Resposta no fluxo para pulso

de duragBo 0.0 na Ltemperatura.

Figura .24 -~ Mélodo de Stehfest - Resposta no fluxe para pulso

de duragBeo O.1 na temperatura.

Figura B.28 - Método de Stehfest - Resposta no fluxo para pulso

de duragBo 0.0l na temperatura em dominic deslocade.

Figura B, 26 ~ Método de Piessens - Resposta no fluxo para pulsco

de duracfoe .01 na temperatura.

Figura 5.87 - Mélodo de Piessens - Resposta no fluxe para pulseo

de duracZo 0.1 na temperaturs.

Figura B.288 ~ Método de Stehfest - Resposta no Tluxo para pulso

Tabela

Tabela

Tahwla

Tabsla

Tabela

Tabsls

de durac¥o 0.01 na temperatura em dominic delocado.

LISTA DE TABELAS

2.1 - Comparagioc da temperatura criginal com vwvalores
obtidos por inversdo,
4.1 - Parametros empregados pelos algoritmos.

4.2 - Desvios de amplitude & fase em dominios diferentes.

4.3 - Desvios de amplitude ¢ fase para diferentes duragfes

8.1

8.2

de pul so.
- Dominic e duragio do pulso considerades na andl ise
da sensibilidade em termos da temperatura superficial.

- Dominic e durag3c do pulsce considerades na anéalise

da sensibilidade em termes do fluxe de calor,



CAPITULO 1

INTRODUCZO

Antes de iniciarmos a apresentacico de um problema
inverso, se faz necessaric estabelecer, ainda gue rapidamente, a
diferenga enire um problema inversc e um problema direto de
condugio de calor.

Tipicamente, ao analisarmos um problems de condugio de
calor, buscames a determinagic da distribuicg3o de temperatura no
interior de um zolido, a partir do conhecimento da equagdo de
transporte de energia e dos wvalores do fluxo de calor ou da
Lemperétura na superficie do corpe sdélido.

Tomando-se como exemplo uma placa plana de espessura

conhecida (LI

JOARRTUARURTRANEN
wd

Figura 1.1~ Geometria de um problema direto

Nesta =zituagSo, temos conhecimento das condigBes de contorno do
sdlido. Para a placa plana em questEo, as condigBes de contorno

em x=0 & em x=L s¥o, respectivamente



W”O em x = O

T, = T em x = L

Juntando-se as equagdes acima, 4 equagfio da energia, por exemplo
& classica eguaglo da difusfio, temos um problema linear de

solugZo simples. A este Lipo de problema chamamos de problema

direto.

Alternativamente ac exemnpl o raecém descrita,
e problema de condugZo de calor inverse, o fluxoe erou a
temperatura  histdrica na superficie do sélide n3¥o s3o
conhecidog. Sua determinagl3c ¢ feita indiretamente, através de
nedidas das temperaturas em um ou mais pontos interiores. Na
representagiioc geométrica do problema inverse, associado ao

problema direto anteriormente descrito (Figura 1.10, teriamos

ARV

———
F.
w

Figura 1.8~ Geomelria de um preblema inverso

CObservamos na Figura 1.2 gue, enguante no problema

direto temos representadas as condigdes de contornge necessarias



para a determinagBic do fluxo de caler e ou da temperatura na
superficie do sdlido, no problema inverse temos a auséncia de uma
condiolo de contorno. A condi¢gBo de contorno ausente &
substituida pela temperatura, que varia com o tempo, medida no
interior do sdélido. Esta diferenca faz com que o problema inverso
da condugdo do calor seja mais dificil de resolver analiticamente
que © problema direto. Embora o tratamento do problema seja mals
complicado, a ocorréncia pratica destas situag®es & bastante
frequente.

Diversos impedimentos experimentais podem surgir na
medi ¢3o ou na reproducio de determinadas condigBes de contorno. A
situagdo fisica da superficie de interesse pode ser inconveniente
para a instalaglio » manutengXo de sensores. Ou entXo, a precisio
das medidas realizadas em tal superficie, pode ser =eriamente
afetada pela presenca de senscores, Contrapondo-se as frequentes
dificuldades que ocorrem nas medidas de tLemperatura em
superficies de sdlidos, ha uma maior facilidade de se medir
corretamente a temperatura e sua variagio temporal em interiores
oy em superficies iscoladas de corpeos. Assim, & necessario
proceder a uma escolha, quando ela for possivel, entre uma
medigio relativamente imprecisa ou um problema analitico de
diffcil resolucfe. Uma solugHo precisa e ao mesmo tempo tratavel,
do ponto de vista matemético do problema inverso, contornaria as
dificuldades ressaltadas,

Na solugdce do problema  dinverso, o 2 problemas de
determinagio da temperatura superficial e do fluxo de calor
na superficie sio equivalentes ne sentide que se um destes for

obtide o outro pode ser Taciimente determinade. O valores de



ambos n¥o podem ser independentemente encontrades, visto quE NDos
problemas de condug3o de calor diretos somente uma condi¢Zo de
contorno pode ser imposta em um dado instante e fronteira, A
literatura relacionada ac problema inverseo enfatiza a questXo do
calculo do fluxe de calor na superficie, pois com o conhecimento
do fluxe de caleor podemos determinar a temperatura na superficie
do s¢lido através de métodos numéricos.

Stolz (1) foi um dos primeiros investigaderes a tratar
do assunto, formulande o problema inverso da condug@ic do calor
através de invers3o numérica de wuma equagBo integral. Ha
controvérsias guanto ao picneirismo de Stolz na 4area, ja que
anteriormente Mrsepassi [2] havia usade as mezmas tLécnicas
numérica e grafica.

0 programa espacial, que teve inicio em meados da
década de B0, imprimiuvu um impulso consideravel ac estude do
problema inversoe da condug3ic do calor [(3-8). Suas aplicag@es,

neste campo, estio relaciconadas 3 ogiva de nmisseis e sondas,
oglivas de foguetes e oulros dispositives espaciais e asronduticos
de alia velocidade. Beck [7]1, contribuiu para apresaluc;ﬁo do
problema, ao desenvolver conceitos basicos gque o permitiram
trabaslhar com incrementos de tempos menores do gque os do metodo
usado par*Stolz.

A smcoluglo do problema inversoe foi bastante utilizada
também no teste de reatores nucleares [(8,8). Varios programas de

computacio, atualmente em uso, sHo baseados no método descrito

por Beck [71.

Exigstem outras aplicagfies para o problema inverso da

conduglo do calor, tais como : agquecimento periddico em camaras



de combust3c de motores de combust¥o interna (103, solidificagio

der vidro {111, aparelhos de calorimetria indireta para uso em
laboratérioes [12] e curvas de estado de vapor [131.

Poderiamos ainda citar o emprege de concel b uagBes
andlogas  om gquestSes relativas ac senscoreamento remoto,
exploragfo de petrdélec, ensaios de materiais n¥o destrutives e na
determinagdo da estrutura interior da Terra.

Entre as wvérias técnicas utilizadas na soluclo do
problema., enconiramos o uso do teorema de Duhamel, que utiliza a
convolugBc integral e se restringe 2 classe dos problemas
linpares [14 ;Q »18),. Procedimentos numéricos, tals como
diferengas finitas [168, 17] e olementos finitos (8, 181, tém
Lambém side empregados devido ds possibilidades que apresentam no
tratamento de problemas nEo lineares. Técnicas de soluglc exata
foram propostas por Burgraff (181, Imber e Khan [20), Langford
{217 entre outros. Algumas técnicas usam transformadas de Laplace
e também s¥o limitadas & problemas lineares [12, 82, 23].

+ Varios critérios podem ser utilizados, num levantamento
ordenado, visande a classificacZo das diversas 'metadoiogias
empregadas na resolugdo de um problema inverso de condugZo de
calor. Beck et al [(24] classificam os mélodos segunde a
aapacidadé de tratar o problemas. Assim, 580 separados os
métodos dirigidos a problemas de conducBo inversa lineares e nZo
linsares. Em outra classe, encontram~se os algoritmos que podem
ser utilizades tanio em problemas lineares come nZe lineares,

pelo emprego de dois procedimentos bésicos gque s38o0 a Ffungio

sspecificaciic @ o método da regularizagio.

Alguns métodos de solugBo do problema inverso da



condugio  s3o inerentemente lineares, come Os cjue usam
transformadas de Laplace. Beck [24] restringe sua classificacio
aos métodos puramente numéricos de solucXo das equagtes
diferenciais. Assim, os métodos podem ser classificados da

seguinte maneira

a)-Cuanto 4 forma de resolugfc da equac3o da condugio

A forma de resoluglo da equacio da condugfo do calor,
pode ser usada para clagsificar © problema inverse. Entre os

métodos de soluglo estfo inclusos o uso do tecrema de Duhamel,

diferencas finitas, elementos finitos e mnétodos de volume de
controle finitos., O use do tecrema de Duhamel, restringe-se a

algoritmos gque resclvem © problema inverso linear, enguanto que
o8 oublroes procedimentos podem tratar também dos casos nBo

linsares,

bY~Quanto ao dominio do tempo :

O dominio do tempo ulilizado nos problemas de condugSo
de galor inverso, pode também ser usado comoe critéric na
cla&&ificégzo dos métodos de solugBo. Beck {241 propds trés
dominios de tempo :

b.1)-Somente para o tempo presente

Un exenplo de use de medidas somente para o Lempo
presente & o© método de Stolz (11, gue obtém temperaturas

calouladas muito préximas das temperaturas oblidasz através da

solocagio de um Gnico sensor no intericor do corpo. Este recurso &



intuitivo, mas os algeritmos nele baseados sEo frequentemente

bastante sensivels aos erros de medida.

b.2)-Para o tempo pregsente mais al guns intervalos de

tempo

EZo utilizadas nesta segunda classe algumas
temperaturas futuras, a5 quais estio associadas a tempos futuros
¢ algoritmos associados a este mélode s¥o chamados seguenciais.
Az melhoras s3o notadas na reducfo consideravel da sensibilidade
acs erros de medidas e em pequenos incrementos de Lempo,
permitinde informag@es mais detalhadas com respeitoc & variag2o no
tenmpo do fluxe de calor superficial a ser determinado.

be 3)-Tede o dominio de tempo :

Os procedimentos que consideram a estimac3e em todo o
dominio s%o também eficazes, porque podem ser tomados intervalos
de  tempo multo poeguenos. Mas  tais procedimentos nlo sio
copputacionalmente t3o eficientes gquanto aqueles gue usam somente
algumas temperaturas futuras., A funeBo especificagio ¢ o método
da regularizacio podem ser empregados na forma sedquencial e na

estimagio de todo o dominio de tempo.

cld~Quante & dimensionalidade do problema inverso

Se somente um fluxo de calor histdrico necessita zer
determinado, o problema pode ser considerade como unidimensional.
He wuseo do teorema de Duhamel, as dimensSes fisicas do problema
nfe =30 consideradas, isto &, o mesmo procedimento ¢ usado para
sorpes uni, bi ou tridimensionaiz onde um Unico fluxe de calor

deve ser determinade. Se dois ou mais fluxos histéricos s8o



estimados e o© tLleocrema de Duhamel ¢ usado, © problema e
rultidimensional. Quando o método de diferengas finitas ou outro
métode numérico ¢ empregade para problemas n%o lineares, a
dimensionalidade do problema depende do nimerc de coordenadas
espacials necessarias para descrever o corpe condutor de calor,
Uma coordenada corresponde a um problema unidimensional, duas
coordenadas a um problema bidimensional e assim por diante.

Neste trabalho serfo investigados alguns métodos de
inversdio de iransformadas de Laplace aplicados 4 soluglo do
problema inverse de condug®o do calor linear.

Os métodos serdo analisados quanto 2 sua capacidade e
precisio de inversfoc. Para tanto os diferentes algoritmos serio
empregados para inverter fung@es com variagBes temporais bruscas,
ne case repragsentadas por funefes impulsce de amplitude unitéria,
A comparaglo dos resuliades obtidos através de cada método ¢
feilta por pardmeiros préprios, gue visam quantificar os desvios
produzidos em relacio A solucle sxata. Como segundo slemento de
astude, serd investigada a sensibilidade do métode completio de
solugfo do problema variando~se o© algoritmo de inversZo. A
verificacgio da sensibilidade se refere neste estudo A
sobreposicXe dos erros introduzides na medigZc da temperatura

interior,



CAPITULO 2

DOS METODOS DE INVERSAO DE TRANSFORMADA DE LAPLACE

Z.i-Histérico & Aplicacfes dos Métodos de Inversio

A maior dificuldade na aplicagZo de técnicas envol vendo
transformadas de Laplace esti relacionada 4 determinac¥e da
funcio original L) partinde da sua propria transformada dads

o

FCpd e Pt scid at 2. 13

B
- S T,

Ewistem varies problemas cujas solugdes podem ser
expressas em termos de tLransformadas de Laplace.‘ mas gue se
mostram complexos quande se tenta aplicar técnicas de invers3o.
Huitos métodos tem sidoe desenvelwvidos para o cidlculo numérico de
inversf%o de transformadas de Laplace. Uma revisZo ampla desles
métodos foi apresentada por Davies e Martin [281. Piessens [281
apresentou uma bibliografia detalhada sobre métodos de invers3o,
relatands gque o© primeirce trabalhe enfocando uma inversSo de
transformada de lLaplace foi elaborade por Widder (271, que
postericormente aplicou os polindmios de Laguerre em seu algoritmo

de invers3o. Desde entic, varios autores tém publicado trabalhos



propondoe algumas modificagBes nos métodos Jja& existentes ou mesmo
apresentando novos métodos de invers®o, baseados em quadraturas
Caussianas {28, 28], transformac®ez bilineares {30-32], séries de
Fourier [33-335] e expansiic em funcBes exponenciais [356-38].

Davies e Martin [23] afirmam que, na pratica, existem
varios problemas para o8 quais a inversfo numérica de
transformadas de Laplace requer um tipo especial de método ou ao
menos  a solugdo pode ser facilitada pele emprego de  um
determinado método. Em outras palavras, para tais problemas um
método de grande aceiilag3c pode ser inapropriado. Exemplos
inciuem problemas com dades numéricos em pontos arbitrérios,
problemas com transformagZc na forma de fragBes racionais,
problemas com dados instaveis, ou glestBes para as gquais a
soluglo & conhecida na forma particular.

Muitazs sfc as técnicas de inversio numérica que podem
ser usadas na determinagio da fungfo original FfIL3. Optou-se por
apresentar neste irabalho, trés algoritmos gque uvtilizam técnicas
diferentes para inverter numericamente transformadas de Laplace.
Tais algoritmos obtiveram bons resultados na inversfic de um
significativo nGmero de fungfes, além de serem relativamente
sipples gquanto A& implantagio e tambéem rapidos na compilag3o e
apr esentag‘ﬁm de resul tados.

O algoritmo construide por Crump [38) aproxima a fungio
inversa Ff{t) através de uma série de Fourier em cossenc, aliado a
um algoriime de acesleragfo, gue permite uma rapida convergéncia
da séris de Fourier,

O segundo algoritmo escol hido, desenval vido juioin

Stenhfest [32], utiliza a técnica estalistica descrita por Gaver

10



[40) para obter valores de f{L) aoc longo da variagZo do tempo.

O terceiro algoritme a gser experimentade foi construido
por Piessens [41) e aproxima a fun¢¥o original por uma série de

polindmios de Chebyshev.

2. 2-0 METODO DE CRUMP

0O método apresentade por Crump [38] para inversio
numérica de transformadas de Laplace requer, no cialculeo da
prépria transformada da fungSo em estudo, as fungBes seno,
COSsent ¢ exponencial. O método & conceitualmente semelhante ao
de Dubner e Abate [33), que aproxima a funglo lnversa por meic de
uma série de Fourler em cossenc. A metodologiaz utilizada por
Crump apresenta, no entanto, diferengas em relacfo ao método
acima citado em dois aspeclios importantes : a) a representacio da
série de Fourier contém termos adicionais envolvendo a fungfo
seno selecionada, tal que © erro na aproximacio ¢ menor que o
apresentado no métode de Dubner = Abate & b) esti incorporada ao
métode de Crump, a transformacio de uma seérie aproximada numa

outra que converge mais rapidamente.

2. 2.1 -EQUACTES EMPREGADAS

A partir da eq.{2.12 ¢ assuninde gue fILD) & continua e

sxponencial de ordem o, isto ¢ JALI] 5 M eat, a transformacda

11



Flp3 & entBo definida para Re(p) > o. Assim, a transformada

inversa & dada pela férmula de inversio :

a+ Lo
. . |
FE = o j et Fepd dp 2.2

a=-im

o, de outra maneira

x

at
fcwy = £

J [R‘e[i:‘(p:!] cosl wt) ~ Im[F‘Cp)] sentwt.i)} dw {2, 30

+]

sendo p = a+tiw, onde Re(pl e Im(p) correspondem, respectivamente,
a parte real e imaginiria do nidmero complexo p. As egquagBes €2, 2

# (2.3 podem também ser substituidas pela transformada em

LCOITZSND
3]
Re{FCpZ)] = _[ e %t FCLD cosCwtd dt c2. 4>
o)
ondle
o
o at
FCLY = : j [Re[?(p)]]cas(wh}dw 2.8
o

oy por uma transformada sm oseno

atl

Im[F{}::.‘J] = - I e FCLD senCwtd dt (2. 82
[ 4]

i=



onde

w©
FELy = - J [Im FCp> ]san(wt.‘)dw - C2.72
" :

A técnica proposta por Dubner e Abate (331 para
tnverter numericamente F{p) ¢é essencialmente a aproximacfo da
regra trapezoidal de (2.5, a qual envelve somente Rel(F(pd)., ©
métode & conceitualmente simples e de facil programagZc em
computadores. Dubner e Abate mostram gue f CC 1) ¢ a aprocdmaglo

proposta para (L) definida como sendo :

2 ea*'

n
F ety = S5 ["E”‘ FCad + ZRQ{F‘Ca + ..3.}.%)} aos c.,f,..:s] c2. 8

onde os pardmetros a e T =zatisfazem as condigBes TOt e ada.
Todavia, a limitagioc do método de Dubner e Abate € que a série
(8. 8) gue representa Fii2 converge vagarosamente, utilizando um
numere elevado de termos antes de convergir., Simon et al., [42)
propuseram uma técnica gque contorna esta limitagZo atraves do usoe

da transformada de Euler. Se tomarmos T=2t, ent3o

ot 1 = ki X
F e = ‘;?T [.-é-.- FCad + XRG{F‘C + -TJ} €-1> ] 2.0

ks

A wtilizacio de tal recurso aumenta significativamente a

convergéncia da série (2,87,



Das wvArias férmulas de inversdo (2.133, (2.5 o
(8.75, pode-se conjecturar que outras técnicas de inversZo
numérica similares podem ser desenvolvidas utilizando Im{FCpd> ao
invés de Re{F{pl), ou talvez uma conbinagEc de ambas as partes,
real e imaginaria. Deste modo, pode-se calcular Re{F(pld> =
Iml{Fip3y da mesma maneira, sendo que a série envolvida neste

métode converge mais rapidamente que {2, 7).

2. 2. 2-DETERMINACRO DA EXPRESSXD USADA POR CRUMP

A mesma expressioc geral usada por Dubner e  Abate

-2}, (2. 83~ serd segulda, FEssencialmente, seri obtida a série de

Fourier para uma fung3o goit) que € periddica de pericde igual a
ZF e igual a FOtL>, e_at ne  intervale {0,272, Ocorre que os
coeficlientes de Fourier das séries podem ser aproximados usandoe

Flpid. A fim de gue a série de Fourier convirja para goﬁ.) nos

pontos de descontinuidade, serid imposta a seguinte condigio
FELI =L FCL4D+FCL DY 2

cem wvalores de t para os quais  fCL) € descontinua.,  Para

no= 0,1,2,3..., define-se g (L) = fCi3 e 2%, 2T £ t = 2(n+1DT,
com g (L) periddica com periodo 2T. A representag3o da série para
*

cada n ¢ dada por :

.1 kmt kot
gﬁ(t) il An,a + Z {An,k ::mscmrf—-) + Bn,k send 7 D} C2.10D0
k=4

o

14



onde o coaficientes de Fourjer sZo :

2En+ 43T
= 3 -t krt
Ah& e I -] fELd COS{““TPQ dt
ZnT
Zin+ 2T
1 -at krt
Bnk— = J‘e FCLY sen( T 3 di
2nT

Pela somatdria em {2.10) com respeito a n e notando que :

o0
f o™ scid c:oscm-!f-%—tf-:) dt = Re{mta + kgi 3}
O
=3
w
I e ™ £CL) sent "?‘3 dt = - Im{FCa + k’.lii 3}
0
ancontranocs Jue
[+ 4} [+ ¢
Z gctd = -.%r— { -—é—— FCad + Z [He{}?(a + -_’.‘-,’%L)} cosc—f—f{fm
Ny Jem s
- Im{F{a + k’;ﬁ‘ 3} senc-’-‘-%f‘a]} €2. 115
Bendo que no intervalo €0,2710, gatt):f{tJewat. Partindoe de (2,113

ohidm—se a aproximagio ?Ct) para a transformada inversa :

18



at

o
— e i
Fetd = 2 { FCad + Z [Re{FCa - —"ig.i_-z} cos¢XTL kit

k=t

- Im{FCa + k;" 3} c—"—fr‘,‘:-:)]} c2. 125

A eq.C2.12> & a férmula procurada para a.aproxima¢%o de FULd,
Nota-se que & simplesmente uma regra trapezoidal para a eq.
€2.32, exatamente como (2.8 & uma aproximgHio similar de 2.9,
Hota-se também que (2. 123 contém todos os termos de (2.8) mais os
termos referentes a Inm{F(pl>., Tomando-se metade de cada lade da
expressZo (2.12), subtrainde de (2. 8) e nmultiplicando-se ¢
resultade por 2, Lemos de imediate um procedimento de inversio

usande somente Im{FC(pl>.

(=13
F LD = - 2 E sz{m + ""i 3} senc k?’) €2.12

Ll

Azsim, a aproximagiEo da inversa dada por f(L2 nada mals &
gue a média {feCtD + ngt)} 7 2 das aproximagc®des envolvendo
somente {ermos em sene @ cossenn, respecltivamentie. Deve-se
regsaltear ainda gque o parametro a pode ser escolhido de modo gue
L3 aproxime~se de FCLD no intervalo (0,210 sngquante gque o erro,

quandn do uso das expressBSes de fQCtJ il fsitJ, pode ger

minimi zado somente para um dado L no intervale (0,70,

16



2, 2.3~AnAline do Erro no Metods

Existem duas fontes de erro neste método, excluindo-se
o de arredondamentc, Primeiro tem-se o erro devido ac fato de os
cosficientes usados na =série de Fourjer para goCtB nido  sSerem
gxatos, tratando-se somente de aproximacBes obtidas usande Fis).
0 segundo erre considera que as séries em (2.12) nioc s%o somadas
até o infinito havendo, portanto, um errc de truncamento,

Em geral, ¢ possivel aumentar a taxa de convergéncia de
{2.120 e assim reduzir © erro de truncamento usandoe uma série de
transformagio adeguada. Crump [38] consi derou duas
transformagfes: a transformagiio de Euler (TE), que foi usada por
Simon et al. [42], e o Algoritme Epsilon {(ALEF). Em todos os
testes considerados até ent¥o, o ALEP tem provado ser superior ao
TE na velocidade de convergéncia da expressfico (2.123. O ALEP tem,
sem exeecdo, melhoradoe significativamente a taxa de convergéncia
sendo recomendado que seja usado acoplade ao método de invers3o.
O algoritme Epsilon pode ser brevemente descrito coms se segue.

Suponhamos que deseja-se aproximar a =somatdria da sédérie dada

por L
m
5 o= Za
m ™
n=4
onde n o= 1,28,... 8N+, Definimos entdo
-4
ims { i) {m+d) im?
£ = + "
pri p-i { P P }
s L
com £ =0 e =8
1 4 4 ™

17



1 (1) (1 1)
Ent¥o a sequéncia S Ey e B e s ¢ uma sequéncia de

aproxi maglies sucessivas para 2 soma das séries gque frequentemente

aproximarsd a soma melhor que 2 segquéncia nBo transformada dada

por S", s Sanu'

2. 2. 4-Comentarios a Respeite do Método

Crump (351 analisou a performance do métods testando
diferentes valores de T e de N, este representando o namerc de
termos usados na soma.

As séries nBo transformadas convergem vagarosamente,
particularmente para os maiores valores de (. A série de Euler
transformada  converge mais rapidamente gue a série nio
transformada, mas o ALEP did uma precis3o maior que o= métodos de
Dubner « Abate [33)] e Simon et al.f42). Com o ALEP, 20 termos
foram suficientes para alcangar uma precisfo de 6 a B algarismos
significatives. Entretanto, tratando-se de uma transformacfo n3o
linear, aplicando-se o ALEP separadamente em (2.8) e {2.13), ¢ enm
seguida caleul ando-ge a média dos resultados, corre-se o risco de
reduzir-se a precis3oc.

Ao analisar os efeilos sobre a taxa de convergéncia
para diferentes valores de T, geralmente © menor valor de T
melhora a convergéneia para peguenos t, mas produz um efeiio
eposte para t maiores. A convergédneia ¢ freqguentemente melhor
para valores de L prédimoes de T. Considerande gue o wvalor

numérice de fIL) seja dezejado sobre uma faixa de valores de +t,

ig8



dos qualis © maior & tm. o primeireo T deve ser ezcolhido de modo
Qque 2T>tmm; Como regra geral, observa-se gque para um erro
relative entre 107" e 107", o valer T= O.80 tos, d2 resultadoes

bagstante aceitaveis.

2. 3I-HETODO DE STEHFEST

O métode desenvelvido por Harald Stehfest [(39), calcula
numericamente a transformada inversa de Laplace de uma fungio
P(s3, preduzinde um valor aproximado Fa que representa FI(L) no

instante t, sendo gque Fa & dado por

N
_in 2 ne
Fa = 20 Zvi F'[l . i] €2. 14>
P S

onde N deve ser constante.
0 método apresentade origina-se de Gawver [40], que
considerou a esperanga de F{L) com respeito i fung3o densidade de

probabilidade como ne segue

C2nd! caton  -mat
fn(a,t.) = a ngcnrjiz’; <1 “Ba)hena, a > 0
— e
F = [Fa § Ca,td dt 2. 18
o
implicande que
N
&L Candt n i )
Fn T ntcn ~ 19 z [1 ] =12 PCLn + 102)
L=

ig



fnta,tb tem as seguintes propriedades :

[+
1. | f Catd dt = 1
o

in 2

2. o valor modal de fﬂ(a,t) =

k2l

e varitl= “ig E: m“_i___z
a {n + 12

t T

Estas propriedades implicam que F‘n converge para FCln2-ad

n-4 W, Fn tem a expansio assintdlica

Fara um dado nGmeroc N de valores de P, uma aproximagio

Dara fhcwiﬂzémb de que para Fwﬂ ¢ possivel de ser obtida :

L]

1
% CKD &
Z L CNse + 1 - 105 ko

P X
Qnd&k ﬂG’i}--«} K“ip K&%
encontra-se :
img
xeky = S22 (K Y 4 ene v 1 - 0%
i Kt i
o entiEo

20
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_ in 2 MK+ ANs2~KD)
Z xi.(m Fﬂfzﬁzmi. B F[ o ] M ﬂl“ CH/ 231

+ o [ ENB-KD!
TRAST ca.185

fisando k = N2, a =(1ln 23/T & usando (2.18) obiém-se a expressio

para Fa :
Mo N
- _in 2 n 2
Fa = Z xi’CNaﬂ‘BZ} F‘Nfz-l-ta—i = .y Z Vi P[}-":f“ 1] 53.1Q3
W of [N
Com

Mirn{i , M”23

v = co1yNoEH kKM 22K
i CNAZ-E3T kT CK-15T Ci-k3T Cak=I57

LY 3
2

k=

Teoricamente, Fa torna-se mais precisa com o aumento de

N, Entretanto, na pratica, erros de arredondamento pioram os
resultados se N for muito grande, porgue a2 matriz Vi_ assume
valores cada vez maicres. Para dade PCs) e T, ©o N para o qual a

precisiic & mbocd ma, Cr esce COm o nimero dw algarismos

significativos usado. Para um compultador com precislio fixa, o

valor &timo de N é o menor. Uma FUL) ocscilante certamente ndo ¢

guave o suficiente a ndoc ser gue © comprimento de onda das

oscilagBes seja grande comparade com a meia largura do pico que
in2

f xz{“"i‘m 3 tem em T. O termo “"suave'" caracteriza uma taxa de
y,
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convergéneia muite grande, Nenbum resul tado precise devers ser
esperado se F(L) tiver descontinuidades perto de ., Se FCL)
comportar-se  igualmente nas vizinhangas de dois diferentes
valores de T, o resultade para © menor valor de T seri o mel hor,
porgue o pico de fhcigé,t} amplia~se com o aumento. de T.

Ao testar seu algoritimo para algumas fungBes, Stehfest
{411 percebeu que com o aumento de N, o numere de algarismos
significativos corretos primeiro cresceu quase linearmente e
entio, devide a erroz de arredondamentc, decresceu linearmente
mostrando com isso gque © valor &timo de N é aproximadamente
proporcional  ao nimero de digitos do computader no qual se
trabalha. Segunde observagfio deste autor, com dupla precisfo e

N=18, o nimero de significativos corretos ¢ o dobro comparado com

H=10 @ simples precisfo.

Z. 4-METODO DE PIESSENS

0 algoritmo elaborade por Robert Piessens [411 inverte
numerlicamente wuma transformada de Laplace, baseando-se na
aproximacEo de itransformadas atrawves do truncamentos de séries de
FunegBes 6rtagmnais. relaciconadas acs polindmios de Jacobi e
também aos de Laguerre. Todavia, Piessens [311, ja havia proposto
o uso dos polindmios de Jacobi e na pratica restringiu sua

atengloc ac caso especial dos polindmios de Chebyshev,

a2



2. 4.1-EquagBes Empregadas

Consideremos que F(pd) seja a transformada de Laplace de
Lo, gue (LD seja anallitica para Re(pd > ¢ e assumindo a
oxigtdneia de um parametro a > 0O, tal que _pGF‘ij tenha uma
singularidade removivel no infinito. Ent3o existe a seguinte

expansio :

FCp + 23 = p° Z e, Tk[l - “E‘“] 2. 20

w
kro
onde o simbolo (*2 na somatéria representa que o primeiro termo
da série estié multiplicado pelo fator 1.2, Sendo b um parametiro
arbitrario positive e ‘Tka‘:f um polindmio de Chebyshev de primeira

espécie o de grau k.

A partir do truncamento da série representada em (2.200
aphs © termo M+l, tem—se uma aproxXimagfio de F(p2 atraves dos
minimos guadrados sobre o intervalo ibr2,wl. Invertando a serie

C2. 200 termo a termo chega-se a equagio:

) n-4
_ L bt -
JTL = explet) fpms Z e, ¢k[--§-~] CE. 21y
k=0
o5 63
-~ , k
6,000 = F, . x c2. 2

i ,
z
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onde ¢¥£xﬁ & uma fungic hipergeométirica generalizada.

As equaglies (2.21) e (2.22) descritas acima, foram
obtidas através de uma generalizac¥o feita por Piessens {41], na
qual o autor considercu inicialmente a expansio de FCpd como

fungfo de um peolindmio de Jacobi.

2. 4. 2-Caleuleo dos Coeficientes do Polindmio de Chebyshev

A expressic que fornece os coeficientes = ¢ descrita

abaixce, onde N ¢ o numero de coeficientes que se deseja calcular:

N
-~ B . T m 1
c, ¥ § E: W [ cos —r— ] cos Cwﬁﬂb (2. 830
m=0
ande
b e b
w Tyl = [ 0 ) F { e ] (2. 284D

Na expressZoc (2.23), o simbolo (-3 na somatdria, indica que o©

primeiro e o Gltimo termo da série 8o multiplicados por (1-283.

e & 3-Determinagio dos Polindmios ¢x{x3

Uma vez calculados os cosficientes <y k = 0,1,8,..
nZo hé maiores dificuldades tedricas para a determinag3o da serie
representada em (2,280, Assim, usando a férnula de recorréncia

N on-a

¢, = CA+ BO¢ +CC +DxI¢ +Eé c2.2s

=4



orucie

3n3_ @GN o+ oan ~ TFa o+ B8

S
]

b n +a - 10{n - &9
- -4
Qh_ B+ a — 1
2
e o= 3 - On - an + B
7 {rs + a - i30n — 2
5 o= - 4Cn -1D
* {n + a ~ 1Xn - 23
E = € ~ 13Cn - a - 23
™ In + a - 13(n - 23

gends que os primeiros ¢k’s s3o :

@atxb = 1
2 x
@acx.}wi”‘-g‘_
¢2£x3m1—3"+ 8 ~
a aCa + 12

2 4. 5Excolha dos Parimetros Livires

Conforme recomendagio do autor [31,41), os parametros
livres do algoritmo devem ser adotados conforme critérios

especificos,

Pardwetroc a : A fim de haver uma boa convergéncia de

L@, 2800, o.par&metrc a deve ser determinade tal que ;

bt

F{p> = p s P o+ o

entretante, © valor de a n3c existe em Lodos os cases.

Pardmetro b : O wvaler de b determina o tftamanho do

intervaleo para o qual a expansio (2.205 & valida. Este intervalo
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& [(b/2,w]. Se b ¢ pequenc, ent3o Flp) ¢ aproximada num intervalo
grande e melhores resultados podem ser esperados mas, por outro
lado, a convergéncia da série representada por {2.202 & mais
lenta @ mais termos podem ser necessérics. Desta forma, o tempo
de computagiio serid aumentadeo.

Paramelro ¢ : este parimetro deve ser um mimero real,

t¥o pequenc quanto possivel, de mode que Flpl) seja analitica na
metade do plano onde Re(p) > ¢ do planc complexo.

Parametro as : deve ser um ndmero real assuminde o

valor do limite :

as = lim p® FCpd
Po0

apresentando uma singularidade removivel no infinito.

Paradmetro N : corresponde ao namero de coeficientes
bigi-b

de Chebyshev com o5 quals sera efetuada a invers¥o,
Os algoritmos apresentados e seus parametros livres

est¥o descritos no apsndice A,
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CAPITULO 3

APLICACAD DOS METODOS DE INVERSAO NA RESOLUCAO

DE UM PROBLEMA INVERSO DE CONDUCAD

Os métodos de inversBo de Transformadas de ‘Laplace
apresentados anteriormente, serZc agora utilizades na solugfc de
um exemplo de problema inversco de conduglio do calor. No exemple a
ser analisadeo, anteriormente considerado por Woo e Chow [23),
procurcu—se determinar a temperatura na superficie de uma placa
plana de espessura conhecida e isoclada em uma de suas
extremidades. Neste exercicio tedrico, os dados da variagfo da
temperatura com o Ltempo no interior da placa, a0 inves de
medidos, s8o gerados a partir de uma solucio conhecida, pela
resolucdo da equacio da conduglBo do calor. Desta forma, os dados
exatos da temperatura interior sf¥o usados na determinacio da
temperatura na fronteira do corpe. A Figura 3.1 representa a

geometria do problema em anadlise

TCx, D
TCL,t"3

AR

v

Figura 3.1~ Representagio do problema inver=zo.
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Hesta figura, x. © 0 ponto onde & conhecida a temperatura
interior da placa ® T'(L,t) ¢ & temperatura que se deseja

sncontrar. A equagio da condugle do calor & representada abaixo

a’r*g 1 ar £32.1)
&x’z o atr

onde a & & difusividade térmica. A condi¢%e inicial, a de
contorno e a condiglo apresentada no interior do corpo s%o,

respecitivamente :

T'(x! ,03 = O

i’ ,t*2
axi‘

TLx L2 = T L4750 em X'= %
+ m L

=z O om x* =0

onde Tm(t’) & a temperatura medida em x, -

Para a geragdoc de T;Ct') obtida no ponto x. =)
necessario gque s considerse um perfil de distribuicdo da
temperatura na superficie. For exemplo, consideremos gue a
tamperatura T'(L,L"3 assuma o comporiamento semelhante ao de uma

reta @

T’CL, "2 = ct’ C2.8D

=8



Com isso, pode-se determinar a temperatura no interior
da placa atraves da resolug¥o da eguaco da snergia representads
em (3,13, A adimensiocnalizag8o das variaveis envolwvidas no

problema pode ser feita atraveées de

w5 = __?_':__
L
tl
t = az 3 {3.3
I
T = al
eLz
w

Bubzstituinde (3.2 em (2.13, chegamos & esguaglo da conduglo
adimensionalizada com as seguintes condigBies inicial e de

conborng

TCx, 02 = O
3. 42

ITCs, LD

e = em xX=0

TCLL,tD = L

Tal como mostrado por Carslaw e Jasger [43], a solugdo analitica

go problema proposto conduz 3 seguinte sxpressde :
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TCx, L) = ¢ + % x® - 13 +

o

16 C-137 -

s Z 2 5 oXp [—-Can—i)z n® % ]casg—u . X 3.8
{74 g} C28n - 1D

A eguaglo (3.8 representa a soluglo do problema direto. Ao
substituir x = —%—- Y B0 caso de se Lomar xi = % cono  exempl o,
em (3.9 estarioc sendo gerados os dados da temperatura interior

cda placa

w
2]
- E-g- z €-12 3 @xp[——ﬂan—ibz " %] cosm 7T £3.82
LA i8n ~ 13 4

Considerando a definigic de transformada de Laplace
dada pela eqgquagdo (2.13, pode-se calcular a transformada de

Laplace da egquacic U3, B

4.2
Fese,sd = 1 cosh (x s ) 3.7
2 1.2
= cosh {g 3

Tomando X = em £3.7), tem—se a transformada de Laplace da

o+

temporatura i

o)

terior, cuja distribuigic, no espage real, &

conhecida em (3,62

1 1.2
cosh € T S b’

"1"‘(3.3} = o 3.8
= cosh (= 3

=4

B0



FPara a resolug¥o do problema inverso da condugSc do
calor, @ necessiric determinar uma expressio gue represente a
transformada de Laplace da tempesratura no corpo em fung3o da
transformada de laplace da temperatura histdrica medida om seu

interior. Tal express8oc pode ser determinada a partir da divis¥3o

de C2.7) por (283 :

1%
TCx,sd = ?c;-,sa cosh (x5 7 2.9

Y
cosh C;- s :z)

Ao substituir =1 na eguagic (3.9, ohbtém-se a
axpressio da temperatura da placa, no espago de lLaplace, avaliada
na fronteira de interesse. Assim, conhecendo-se ICi/z,5), o©
problema estard resolvido com a . transformag8o inversa. Neste
pxemple, & expressio (2.4 pode ser ainda mais simplificada, ja
gque pode-se assumir uma transformaclo exata de T(ar-z,i0 - egquagHo
{3.82 -~ a gual & fornecida por {3.8). Substituindo (2.82 eom

(3.8, com x=1, wvem :

TCL, 80 = —ae €3.100

gue coerentemente expressa a transformada de Laplace da condig3o
de temperatura - eguacico (3.2) -~ entlc suposta T(L,LD = L na face
xf = L.

Aplicando~se o3 algoritmos de inverszZo de iransformada
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na eq.(3.103, teremos a rescluglo do problema inverso proposto.
Na Tabela 3.1, para o método de Crump, os valores da
transformada inversa foram gerados com apenas 21 termos da série
de Fourier 2 os parametros alpha=0.0 e err=10"° 0s resul tados
para o méltodo de Stehfest indicados nesta tabela, foram obitidos
usando N:iB. Os pardmetros de entrada no algoritme de Piessens
observados nesta mesma tabela foram : a=2. 0, b=0.128, co=0, 0,

2a5=1.0 e mmax=10 (nmax & o nimerc de coeficientes dg Chebyshev

necessirios na inversXod.

Tabela 3.1- Comparagfo da temperatura criginal com valores obtidos

por inversXo.

L TC1,b) METODOS DE INVERSAD

CRUMP STEHFEST PIESSENS
0.1 0.1 0. 10000027 0. ORQURRNA 0. 1 0000000
G2 0.2 Q. 200000453 Q. 190900008 Q. 20000000
0.3 G2 T, BOO0O0L 08 0. 200000ee 0. 30000000
0.4 O. 4 O, 40000091 Q. ZRQUADGES O, 40000000
0.8 o.95 0. Bo0ooo1L 72 0. 4RR0000OS Q. BOGCOOOD
0.6 0.6 0. 8000021 14 Q. BERBapQc Q. BOO0O000
0.7 0.7 Q. 70000000 0. BRODCRR3R Q. 7TOOO0000
L~ O.8 0. BOOOOI 81 0. 70000002 0. S0O00000
0.8 0.9 Q. BOOOOBOG G, BOODOOON 0. BGOO0L00
1.0 1.0 1. 00000348 0. SOGLoaRG 1. 00000000

Pelos resultados mostrados na Tabela 3.1, pode-se
verificar a excelentle aproximagBc obtida com o emprego dos itrés
métodos de inversZo de transformadas de Laplace para a solucio
do problems. Neste sxemplo, apenas os métodos de inversfo tem seu
poder avaliado, Ja& que supBe-se © conhecimento exatoc da

temperatura no interior do corpo, bem como da transformada exata
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do perfil daguela temperatura.

No exemple de probl oma inverso, resolvido por
Transformada Inversa de Laplace, o problema reduziu-se a inverier
uma fungfo. Neste caso, assumiu~se como conhecida o de forma
sxata a wvariagdoc da temperatura no ponto interior do Corpo
sélido. O exenplo trata de uma configuragfo wunidimensional
cartesiana, com uma das extremidades isolada e outra 3 uma
temperatura conhecida. A reduglo do problema 3 invers%o de uma
fungdo, no entanto, wvale para gualquer gue seja a configuragfo, o

modelo o as condigcles de contorno.
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CAPITULO 4

PERTURBACXO NA SUPERFICIE

Congiderando o que foli exposto no capitulo anterior,
de interesse testar os algoritmos na inversiio dags funcBes mais
comuns nos problemas praticos de engenharia. Uma forma mals
abrangente & geral neste processe & a de testar os algoritmos am
funglies representativas criticas.

A fungo pulso pode, neste sentido, ser considaerada
coms aritica, peois o métode de inverzio capaz de reproduzir um
puleso estard apte tambdm a repreduzir gqualquer fungdoc por
superposigiio, a medida gue toda a metodologia se refere a
problemas lineares. H& de se ressaltar ainda que a fungdo pulseo

pussui também o aspectoe da variagZo brusca e discreta comum nas

medidas experimentais, normalmente realizadas em intervalos de

temnpo definidos.

4.4« A Funcio Pulso :

Sendo L) a funglo pulse a ser analisada, pode-se

descrever © sou comportamento segundo a expressio
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O, L A
o
Kty = i, tc’( t £ C‘LD+ £ C4.12
o, LOCL 4+ £
]

A representaglio cartesiana da fung3o pulso sera :

&L

»*

Figura 4.1~ RepresentagSc cartesiana da fungio pulso.

onde to = instante de ocorrédncia do impulse =

n
t

duracio do imnpulso.

5

A transformada de Laplace BLt) da fungio pulsc & dada

pela seguinte expressic :

expl «tosj [i - expl—& s)]

Grid = 8e) = - Cd. 2D
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No capitule anterior, considerou~se que o perfil de
temperatura na superficie assumiu ¢ comportamento semelhante ao
de uma reta e notou-se gue & resoluglo do exemplo tratade

reduziu-se a inversZo de uma fungio no espage de Laplace,

indopendende da configuragc adolade ou de suss condicSes de
contorne. Com o propésito de ressaltar a wutilidade do smprego de
funges criticas em problemas praticos, o perfil de temperatura
na superficie a ser adotade neste exemplo, assumird o
comportamento semelhants ao de um pulso.

A resolugic do problema dirste fornece uma equagio gue
representa a distribuigZo da temperatura ne sdlido a partir do

conhecimento do perfil de temperatura na fronteira do corpo :

C-13™ - Et—£t0+ £31 wkmCt—tOD
TCx, L2 = 2 > eoslh 20 [_e " - @ ]
m=0 m
4.3
fudelii3 . > L+ g @ onde A= Egm:ia 7
o m =

gue & a resposta ne interior do corpe ao impulso de temparatura
dade na superficie.

A itransformada de Laplace analitica da squagio (4.35

Bera

wxpl wtosb [1 - axpl —& s)] coshisx 2% %3

Tex, s> = CC4.4D
s cosh(s‘/zﬁ
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Tomando-se X=X, na equagic 4.4, obt.ém-se a

transformada de Laplace analitica da temperatura interior do

Corpe

costhi ’s"/z:)

?Cxi,s.‘) = (gD C4.80

onde £s) € a transformada da fungdo pulso.

A eguacio (4.8) ¢ a tranmformada de Laplace analitica
da resposta, no interior do corpeo, ac pulso dado na superficie.

Sabe-se que nos problemas de condugdo do calor inverso
& necessirio que se encontre uma expressdc da transformada de
Laplace da temperatura, no.ponto onde se quer calcular, gue leve
en consideragfo o condigBEo de contorne num ponte interior do
Cor . Amsim, a divisico de (4.43 por (4.5, fornece &

distribuicZo da temperatura da placa em fungio da Lemperatura

no interior, no espago de Laplace @

coshix 53/3}

Tox, s> = TCx ,s — C4.8)
v costhis D

Assuminde o© conhecimento de uma transformagZo exata

para C(x, .s$2, dada pela substituiglic de = por *® na equacio 4.3
%

e substituindo C(4.8) em (4.6), com x=i1 (fronteira de interessel,

chega-se a

TC1,s) = sd C4.72
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wue representa & transformada de Laplace de pulso dade na
superficie, A express3o (4.7) €& coerente com as consideragles
feitas na abordagem do capitule anteriocor, gquando o problema

colocads reduziu-se 4 inversisc de uma fungioe no espago de

Lapl ace.

4. 2= Poder de Resolugloc de um algoriimo :

Pode-se definir como padar’ de rescluciio a capacidade
que um algoritme de invers3o possui para a reproduglc de um
pulse., Um método que suavize este impulso ndc estara apte a
sstimar corretamente mudancas rapidas da temperatura ou do fluxo
de calor com exatidSo. Da mesma forma, o algoritmo gque atrase ou
adiante as wvariagBes representadas pelo pulsc terid problemas em
of erecer slementos corretos de andlise. Nestas gituagBes podemos
dizer que o algoritme possui baixo peder de resoluglo. Neste
trabalho procura-se estabelecer formas de quantificar o poder de
resolucio dos algoritmos, examinando a influéncia da permandncia
ou duragBo da perturbaclo sobre o desempenho dos procediment.os
numéricos.

Para tanto, define—~se um par&mtr;o com o propdasito de
traduzir a diferenga entre a amplitude do pulse original e a
amplitude do pulse ou sinal reproduzido por um determinado

algoritmo. Esta quantidade serd denominada desvio de amplitude

{8 5
A

& = 1 -~ Q7 C4.8>



o Qe & £ maxi mo val or ezt il mado da fungio, ndo

importande © momento de ocorréncia do valor maximo.
Qutra medida do poder de resoluglo dos métodos deo
inversiic deve ser feita para avaliar as variacBes devidas a

avangos ou atrasos na reproduglo do pulso. Tal medida pode ser

cbiida através da estimativa de erros relativos, ou seja, pela
raiz guadrada da soma dos desvios dos valores estimados em

relagfic acs valores exalos, Este parimetro seria chamado de desvio

de fase Ca'fli

1.2

I

E=4

™"
1 n  an. 2
p R ZCQ - £ X C4, 00

Lelt 1

ondses m representa o nimeroe total de pontos utilizados na
inversZo, O s¥o os valores reais e ar os valores estimados.

Comparando—se as oexpressBes (4.8) o (4.82, pode-sa
varificar gque rSA nEv leva em conta um possivel atraso do sinal,
mas somente expressa sua amplitude, enguanto que o, permite que
me faga observagcfes sobre o comportamento do sinal em tode o
dominio de Lampe. Estabel ocidos esles paramstros de
quan&ificagﬁa do poder de resolugdc dos algoritmos, passaremos a
abordar o desempenhoe de cada procedimento.

Oz testes a serem realizados terfo come modelo um pulso
de amplitude unitliria que deverd ser reproduzide pelos métodos de
inversio adotados.

Ma primeira seguédncia de testes & investigadoe o

comportamnento dos algoritmos, considerando que o pulso a ser
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reproduzide ocorrerd num  dominico com  inicic na or i gem,
Posteriormente, o dominio seri alterado, de modo que o intervalo
investigado esteja deslocade em relaglo & origem. O propésito &
entioc verificar possiveis efeitos da variag8o na magnitude da
waridwel tompo sobre of resultsados dea invereio.

Na segunda bateria de testes, s3%o observados os
resultados oblidos pelos métodos a partir da variagSo do tamanheo
do pulso gerado, mantendo-se o dominio constante,

A Tabwla 4.1 mostra os valores Stimos atribuidos aos
pardmetros livres de entrada em cada wum dos algoritmos
analisados. A escolha dos parametros fol fezita de acordo com as
reconendaglies dos autores dos procedimentos, Virios ensaios foram
feitos com outros valores possivels, sendo gue os indicados na

Tabela 4.1 levaram a resuliades de maior precisZo.

Tabela 4.1-Parimetros empregados pelos algoritimos.

CRUMP STEHFEST PI ESSENS
alpha = Q.0 a = 1.0 ce = 0.0
err = 10~* N = 18 b= 0.128 as = 1.0

wNMAN = BO
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4.3 ~ TESTE 1 : VariagZo do Dominio :

Hesta Sequancia de testes, o investigado o
copportamento dos algoriimos gquande alteramos o intervalo total
onde se deseja repyeduzir o pulso. A Tabela 4.2 resume os
resul tados representados pelos desvios produzidos pel o
diferentes algoritmoz de inversfic, em dois dominios distintamente

posicionados,

Tabesla 4.8« Dosviecs de amplitude ¢ fase om dominios diforontes.

CASO DOME NIO CRUMP STEHFEST PI1ESSENS
s, 0. 000 0. 405 0. 883
1 (0.0;0.111
$ 0. 096 0.214 0. 288
&, -0.108 0. @72 0. 983
2 [1.0;1.111 o
t 0.110 0. 297 0. 300

Uma wvezx que na solusclo de problemas praticos de
sngenharia ¢ comum a utilizagio de wvariaveis adimensionais, o
dominio de tempo a ser analisado neste estudo envolverd
cosrentemaente valores da varidvel tempe na faixa .00~ 0O.11. A
inversic & feiia em pontos discretos da fung@io. NiEo ha para a
inversico de Laplace nenhum impedimento quanitc ac nimero de pontos
a serem estimados, diferentemente do gue ocorre nos provedimentos

estritaments numédricos de diferengas finitas. Como procedimento
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geral ., discretizamos o dominio em um nimerce igual de pontos, num

valor adeguado para uma representagdo continua da fung3o. Neste
teste a inversfio & realizada utilizandeo 58 pontozs igualmente

espacados.

Para wuma malhor ilustraglio de capacidode de roescluglo
dos algoritmos,., o resultados produzides nos ensaios est3o
dispontos na forma de grificos. A Figura 4.2 justapBie as curvas
obtidas pelos métodos de célculo e a curva exata original para o
dominie [0.0-~0.113. Analogamente, & Figura 4.3 dispSe as curvas
relativas aoc dominio {1.0-1.11]1. QObsorve-se gue a exbtensio do
dominico fol mantida constante, de forma a isoclar o efelto de

deslocansnto do dominico sobro os resultados.

L2G

— CRUMP

~ - STEHFEST

.80

- == PIESSENS

580

0.40

* .20

0.00

PR T T R R L AL S5 T T 00 0 U WO 0 S T S W IO00 JUOC U0 A VU OO0 S WO B S|

—.20 L T N A B AL I SR BN BRI BRI L SR L

.08 0.02 0.4 0.06 &.08 0,10

t

Figura 4.2~ Pulsos original e inveriido no Dominio do Caso 1.
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K i = STEHFEST
GBO — : § ===~ FIESSENS
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0.50 -
7 i
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2,20 ~ p o
. i
o i ;
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000 {Tzmzi i e e T e T T T e T e e e T e z
_5'20 (1‘1!Illl|}111!I}1l1ll{!l{l?l|iI}llfl'ﬁli{ll!lkl\{}llll
1.00 1.02 1.04 1.06 1.08 110

t

Figura 4.3 - Pulsos original e invertido no Dominio do Casoc 2.

Das observac®es feitas nas Figuras 4.8 ¢ 4.3, pode-se
notar, com o auxilio da Tabela 4.2, que nos dois dominios
considerados, o método de Crump reproduziu o pulse. Entretanto, a
amplitude deo sinal gerado na Figura 4.3 @ maior que a uni dade,
implicande num valor de c?:*=—~0.108 CTabela 4.2). Fercebe-se
tLambbm, ha mesma Figura 4.3, uma pequena oscilagfco dos valores
estimados ' no Final do pulse; fate gqus nio ecorreu quando da
investigagZo no dominic anterior. O valor de 5&. fornecido pelo
algoritmo de Stehfest na Figura 4.2, foi menor gque o da Figura
4.2, visto gque nesta Gliima © sinal nfo foi reproduzido. Esta ¢
Ltambém 2 razdoc de o, na Figura 4.3, ser mailor gue © da outra
representagfo. Os valores dos desvios e amplitudes relativas,

apresentados pelo método de Piessens, mostram que houve pouca
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variagioc de P, Mo Figura 4.3, ¢ algoritmo nem ac menos apresenta
indicios de reproducfo do pulse, ocorréncia gue pode ser
varificada observando-se a diferenga entre os valores do desvio

de amplitude apresentados.

4. 4~TESTE 2 1 Duragio do Pulzmo

Exte teste tem © objetive de analisar o comportamento
dos métodos de inversfo em situsgles de tamanhe de pulso
diferentes, ou seja, para diferentes duragies do pulso a ser
reproduzido. Sua importincia esta relacionada com as variagfes
bruscas das medidas experimentais utilizadas om problomas
priticos. O métode que melhor conseguir reproduzir um pulsce de
pequena duragfo, mais sensivel sera a ocorréncia de variagles
abruptas em medidas realizadas nos problemas praticos. © dominio
de realizacBo do teste foi mudadeo para [0,0.2), © que podde ser
ohservado nas Figuras 4.4, 4.5. e 4.8, para que fosse possivel a
reprodugio do sinal, no case de investigarmos pulsos de duragfo
maior. O teste foi realizadeo utilizando 200 pontos igual mente
espacados e foram considerados OS5 mesmos parametros empregados na
Tabesla 4.1 .A Tabela 4.2 indica os valores do desvie de ampl itude

o de fase para trés casos de duragio de pulso distintos.

Tabela 4.3~ Desvios de amplitude fase para diferentes duragBes de

pul =,
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CASD PULSO CRUMP STEHFEST PIESSENS

. O. 480 0. 870 0. ool
3 0. 001
f 0. 080 0. 008 0. 100
éa 0, Q00 G.710 O, 80
A 0. 01
£ 0. 08O D. 102 0. 220
& 0. 0O0 -0, DR3 0. 2BG
5 0.1 af
i 0,081 O, 177 O, 477

As Figuras 4.4 a 4.8, mostram o desempenho dos

procedimentos em estude na reproduglco de fungles pulso com

duracBes distintas por um fator 10,

1.20

1.00 — CRUMP
- — STEHFEST

0.80 ~e~ PIESSENS

AT aem m gor onoe oW

0.60
0.40
o 0.20

;
0.00 = ""ﬁ"”” “““““““““““““

_0,20 LN N BN N BN BN B N N B N S T B A S i Sl i I A A B M G

G.00 0.05 0.10 0.15 0.20
t

FORE TN 1O T RS T T A WL SO0 SO0 0% AV VR A WO W SO S FOC WO W T VROY OO0

L b 1.1

Figura 4.4~ CASO 2 - Pulsos origi nal & invertide com

durago de pulso 0,001,
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i

Figura 4.B8=- CASO & 2~ Pulsos original % invertide com

duragdo de pulso 0.01.
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Figura 4.6~ CASO 8 - Pulsos original @ invertido com

duracio de pulso O.%1.
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A Tabela 4.3, qgue apresenta os valores de 5ﬁ @ o
obtidos nos casos 3, 4 e B, mostra que com os pulscs de durag3o
0.0 = 0.1, o métode de Crump apresanﬂa resul tados bastante
gatisfatdrios, inclusive com 6*= G. 00, Quando a duragfio do sinal
¢ diminuida para 0.001, o algoritmo fornece resultados menos
precisos, mas em todos o casos o, n3o varia.

O algoritmo de Stehfest mostra seu melhor resultado no
casce 8, fornecendo um valor de 5& préxime de zero, Comparando as
Figuras 4.5 e 4.5 com relagio ac métode de Stehfest nota-se que
aumentande © tamanho do pulse de 0.0 para 0.1, o valor de o
diminui, mas percebe~se uma diferenga significativa entre os 64.
mestrados.

Dos resultados do teste de duragfo do pulso, vé-se que
© algoritmo de FPiessens € mais sensivel ao sinal para pulsos mais
lengos, mas ainda assim nlo consegue reproduzir o© pulso no
dominio considerado.

O método de Crump obleve z aproximag3o mais precisa da
funclo pulse, smbora o sinal reproduride por este método esteja
deslocado para & esguerda, © gue faz com que o pulsoe se iniclasse
antes do previsto., Este deslocamentoe para a esquerda na
aproximagico teve influéncia sobre o valor de AL A amplitude do
sinal gerade neste método atingiu valores préximos de 1, fato que
pode ser verificado nas Tabelas 4.1 o 4.3, onde encontram-se
wvalores de 5* bastante pegquencs.

Na aplicagiio do algoritme de Stehfest, observa-se a
poorréncia de oscilac®es na reproducZc da fungZfc nas regides
préximas ao pulse (Figuras 4.2 ~ 4.8, com wum adiantamento de

mosmd. Apds o sinal, a fungBo estimada assumiu valores negativos,
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para no final do dominio representade, estabilizar novamenie em

torno de zero,

Na aproximagio feita pelc métode de Piessens, o pul 5o
inicia-se em valores préximos da origem, implicando em amplitudes
peguRnaf,. © gue B9 bredux eom wvelores deo 6& wlovadon. Nota—ooe
também, que © dominio adotade ¢ insuficiente para representar
completamente a funglo repreoduzida pelo algoritme, ji gue no
intervalo considerado o sinal n¥o estid completo, © gue resulia
num elevade valor de O,

Sobre o teste do dominio, observa-se que ao analisar um
intervalo deslocado em relagfo & origem, os métodos de Stehfest e
de Piessens ndo apresentam resultades satisfatérios. A alteracXo

dos valores de 64\ w de o, a partir da wvariag8o do dominic da

f
Figura 4.2 para o© da Figura 4.3, segunde o mélodo de Crump,
mostra gue o sinal gerado @ menos precise ne dominio deslocado da
or i gem.

Do teste da duragdo do sinal, pode-se conclulr gqgue
gquando aumenta-—-se © tamanho do pulsos, os mdtodos de Crump ¢ de
Stehfest ganham em poder de resclugio, peois o welores de 5;&.
diminuem (Tabela 4.30. Para estes algoritmos quantc mais longo o
gsinal na fungBo a ser invertida, maior serid »a sensibilidade em
reproduzl <1 o

Pelos resuliados alcangados m:;s dois testes, foi
shservade que © métode de Crump apresenta os melhores resultados
mesmne en situacBes consideradas severas, como as que foram
apresentadas na formza de um sinal de pequena durag#o, por exemplo

0,001, ou num dominico deslocado em relagfo 4 origam.
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£, 5~ Hormalizagcio do Desvio de Fase

O fato de os testes 1 e 2 terem smide realizados sobre
dominios de extenstes diferentes, impede que se faca compar acBes
entre oz valores de o, determinados. PropSe-se entfc, uma
norpalizaclo do desvio de fase, que permita comparar os valores
obltidos através de invers®es da fung3o, feitas em dominios
diferemtes, A expressio proposta para o desvio de fase

mormalizado vem o ser

m 2.2
1 ~
o = = Zcq"‘ - Q™7 C4.10)
Cm—1D =i
f = nwa
onde : o = extensio do dominio a ser normalizado ;
£ = extensdo do dominico padrico e
m = nUmero de pontos usados no dominio padrZo.

Comparando—se {(4.80 com {(4.10) chega-se a:

a} = — C4.41D

Come exemplo de aplicag8ic da normalizagfio do desvio de
fase, pode—-se considerar uma expansio no dominio representado na
Figura 4.2 de [0.0, 0.11] para {0.0,0.201. HNesta situagdo

encontra-gse

g = Q.80

.11

g
I

4%



0. 0w8 (Crump)

da Tabela 4.8 ——ay a; =
0.814 (Stehfast)

Do emprego da expressio (4.11) vem

i}

a!

. Q. 082 CCrump

s

f

o 0.117 (Stehfest)

Considerande que (4.100 4 o resultade de uma expansXo
do dominio padrZoc (p), deve-se notar que or;, sO seri& valida se em
Cd-pd, ou seja, no intervalo de expans¥e, tivermos Q5 - fah = 0.
Esta padronizagio elimina a influéncia de extensBo do dominio
sobre o parimetroc do desvio de fase. Pode-se confirmar, com os
resul tados acima desceritoes, que a extensio de dominio nIo tem

gfeito sobre o desempenho do algoritmo, como erroneamenie

poderiam ser interpretados os valores diferentes do desvio de

fase nastes casos.
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CAPITULOC 5

A PROPAGACAO DO ERRQO DAS MEDIDAS DE TEMPERATURA INTERNA

Meste capitulo estuda-se a sensibilidade dos al goritmos
de inversZoc a erros de medigdc. A relevincia desta guestZo, para
o case de um problema inverso de aplicag®es préticas, esta
relacionada & ocorréncia de erros nas medidas da temperatura
interna e sua influéncia ou propagagio scbre a temperatura ou
fluxe de calor, avaliados na posigiio de interssse,

Em aplicagBes praticas, a temperatura C'I'ml’l, medida no
interior do corpo, ¢ uma fungdc do tempo e contém erros de
diferentes naturezaz e magnitudes., Em geral, a precisfc dos
sgnzores de temperatura sdo menores que a dos corondmetros
disponivels, razZoc porgue, nesta analise, apenas o8 erros de
temperatura siic objetos de wverificagBo. Para simplicidade, foi
considerado o caso em que todas as temperaturas medidas sZHo
nulas, exceto num instante ¢, onde 2 mesma assume o© valor
unitéric. Ou seja, Tm tem o comportamento de uma fungio .impulso
de amplitude unitaria. Pode~se considerar, neste caso, a
temperam:zra histérica come um errc de magnitude igual a2 1, no
instante em gue ocorre o pulso. Note-se gue, case tal erro nio
estivesse presente nas medidas de Tm, todas as temperaturas
seriam nulas e o fluxe de calor ocu a temperatura avaliados na
fronteira da placa (x = 13, seriam igualmente nulos. Neste
sentido, no problema inverso em analise, © fluxe de calor

estimado estid baseade no conhecimento da temperatura interior
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& mostra a propagaglo de um errc simples., A magnitude do
distdrbio causado na temperatura calculada da superficie, depende
da sensibilidade do métodoe de inversfc & introduglo de erros,
Para tanto, necessita-se de um algoritmo gue redna um alto poder
de resolugiio, sendo capaz de registrar adeguadamente o distarble,
considerands o instante no qual © mesmo ocorreu e a sua duragfo.
Asgim, quanito maior a sensibilidade do algoritmo, maior sera sua

possibllidade de captar o erre.

Z. i~ Snlucio do problema inverso proposto @

A szoluclc do problema proposto, cuja geometria 6 a
mesma gue vem sendo analisada ao longo deste trabalho, pode ser
determinada através da transformada de Laplace aplicada a egquagio

da difusSo = suas condigBes de contorno, ja adimensionalizadas :

ar_ ¢1 8.1
" at
com condigcies
inicial H TCx, OO =0
&7
i : L ra =0
isclada v pa
interior 'I‘Cxi.t,) = 'I'm(tJ

onde T,.x & t est¥o adimensionalizados.

Aplizando~se a transformada de Laplace a equagioc da condugio

temos



= TWx,0) + 5 Tix, =D 8.2

onde T(x,s) ¢ a transformada de Laplace de T(x,t). Na equacio
{8,283, temos da condiclo inicial gque T(x, 0 = O, agsim chegamos

=

zw
T =,
— T s TCx,82 = 0 (5.3
que apresenta solugfo da forma :
Tex,s3 = A senhlx 5772 + B goshCx ™ ¢S, 40

Para determinarmos A e B ¢ necessaria a uwtilizag8o das

tranaformadas das condig®@es de contorno.

\

Da condi¢io de fronteira isolada :

ATCOLD _ Transformada de 0,8 (8. 5
Laplace @
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derivando-se (B.4) em fungBo de x encontra-se que :

aTCxx,
“‘%ﬁ = A 5% coshtx s** + B 7 senhCx &%) (S, 82
substituindo (B.5) em (85.6) para x = 0, obtém—se A=0.
E da CondicZo no interior da placs :
TCx .42 = T €t Transformada de, Tex ,sd=T Cad €8, 75
t m Laplace L m

Lembrando gue a transformacda de Laplace de Tmc LY & a fungio

pulse dada pela equagZo (4.2

expl -tosb [1 - axpl £ s)}

T Ced =
m -+
onde : t, = instanite de ocorréncia do erro Cimpulsed e
£ = dura¢gio do impulse (na pratica, © intervalo de

medi das no tempo)

Substituinde (8,70 em (8.4), para x = x ., que ¢ o ponto interior

do corpo onde sZo medidas as temperaturas, obtém—-se
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R

TC % £ = B cosh{ xiai bl
ou sela X
T Csd
B = i
comh xi s"'a)

Desta forma, a solugBo do problema ¢ determinada substituindo-se

Aw B aem (S 4D

172
Tcx.sd = T Csd coshixs 2 €S, 8

coshl :n:is"'z}

Mote-se dgque a expressfo (582, fornece »a distribuigdo da
temparatura da placa em fungfo da Lransformada de Laplace da
temperatura interior gue, no presente caso, assume a forma de uma
fungfo pulsw, cuja infludnecia procura-se determinar através da
avaliagio da temperatura e do fluxe de calor na fronteira da
placa.

:&:: substituir x = 1 eoem (B.8), tercmos a expressio da -

Lemperatura da superficie da placa no espago de Laplace :

172
Tc1,sd = T ¢ cosh(s 2 €S, 9

1.2
cosh{ xis 2




A derivada da equag3c (5.8) em funcie de x fornece o

fluxo de calor na fronteira do corpo, onde (x=1):

P 12
%1,33 = T s> g2 SeDNC s 2 CB. 103

cosh(x, 5*7%y

Az expressBes (B5.0) e (8.100 exprimem a temperatura e
o fluxc de calor no espago de Laplace, avaliados na fronteira do
corpo. A& partir do conhecimento de ’I'"m(s), pode-se avaliar a
influéncia do  erro nas medidas sobre o comportamento da
temperatura, aplicando-se os métodos de invers3o nas equagSes
(8.2 & (5.100. Neste estudo assume-se, para efeitoc de exemplo,
que as medidas da temperatura 'I‘mCL) foram realizadas no ponto
x&i/&.

Com © propésito de comparar os resultados obtidos
através da inversic das fungSes no espage de Laplace, s53o
determinadas as transformadas inversas analiticas das egquacBes
(5.8 e (8,100, que representam a2 temperatura & o fluxe de calor
gendricoe, avaliados na superficie de interesse., Assim, torna-se
possivel guantificar a sensibilidade dos algoritmos através do
emprego das varijveis éae Opr © desvio de amplitude & o desvie de

fase, respectivamente.

8. 2=Inversfc Anzlitica da Temperatura :

Substituindo a funcioc pulsc em (5. 8), poderemos reduzi-la a

zoma de duas fungBes no espago de Laplace
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TCx,. s =

12

cozhix s 23

© gue implica em :

-t 172
Teaw, 83 = FCad = @ coshix = 2
1/2:)

s coshi x s

F (=)
1

ende 2 ¢ b correspondem ac inicico e términoe de pulso.

da transformada

teorema dos residucs.

invergsa analitica sera

Ve
coshi xisi 23

~bs 172
_ e cosh(x g ™D CE. 143

172
s coshi xi = 3

'

F_Cs)
2

O caleculo

realizado através do

Azssim, considera~se que a2 fung¥o origem no

espace real pode ser representada pela somatédria dos residucs das

funges P‘}s) = F‘zfs).

S.2.1=Calculo do residus em F‘l(‘.s:\ z

Multiplicando—se Fi‘is} por ™

{L-2s

coshix s p

1r2

et Feed =
* =

142
Teremos polos em S e cosh(xis

2.

3 {512
cosht xiﬁ 3

Para a determinagio do residuc

em & sers utilizada a2 expressio usada por Arfken (441 ¢

ST 1
Res [«"‘fa"]“ TR=TS
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onde n representa a ordem do pédle no ponto a. Fazendo {2z m.F‘lis},

=3 & n=l, o resfduc em s5=0 sera

tt—cie 12
Re=C0d = lim a -2 goshixs '3 _ CB.143
S0 & coshi xi‘s"’fzb
Ho céleule do  residuc  em  coshts™2, gera utilizade o

procedimento adotade por Arpaci [48), que considerou s come

um numero imagindric com parte real nula. Desta maneira, o

argumento de ccsh(xislle* pode ser escrito da seguinte forma :

172 2
= =

entBo

cosh(xtsinJ = coshl § xi?xh = cos A >,

Se cos A = 0O entfo o A mmn

Bom =
Assim, Lem—s2 que :

¢en + 13 T
s = - [-wi‘_—--_-n] (5. 157
2

com n = O, 1, 2, 3,.
O residuo no pdle s o= 22 pode ser calculado tomando-se a
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seguinte expressZo ;

fCsd> = . LCBD

x CH. 162
s sl

Segunde Arpaci (48], quando se tem uma fung3o como a representada

por F“Ca) em €5.110, a somalédria de seus residucs em z = a &
dada por

pl 2 PCa D
ZRes Ca 3 = Z " €5.172
n k
batF [al %+ an [ dQ ]
dz
2 = a

A comparacio das expresades (5,120 e (5,160 resulta em

FCs) = o ™ coshCx 8275
Xsgx = t:osh(xisuzl' {818
o= 1
e obtido em (8,180 vem
gg = dg [c;osh{xisi/zb] = —%—- x s“"fz sanhflxisi"z)
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Ha expressiio (5.17), considerando-se que a3 = -5, chega-se
™

&
N w
2 exp(*&t-uakz) coshCl x )
Z Res C-A7D = - — L
~ AL e %, m@RRC §3¢, A D
nx4 Iy AP ENE I i
2]
e : vosh(j x AhJ = coglx hhj
senhCj x X2 = | sen x. X2
PN I e
sen x = C-10"
L )
EntZoc :

Z

n

o
ResC-2% = -2 Z i"“ expC~a-an®) coshCx x > (5,10

%

-

=13 neEo

A moma dos residucs: om F“C&) sSers
Z Res(F (s3> = ResCO> + Ras(~—h:} = F L

ou seja

fe +)
ey =1 —2 5 S22 cncmaean®  coshCx A D 8. 20D
1 k“ . ™ | 4 "
faL 3 0]

LY

para t > «

Aplicando-se o mesmo procedimento para ths) chega-ze a :
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w©

1
FOLy =41 - 2 (1) exp(—uamkzb cosh(x A D (8. 215
= Aox n ™

™ *

Latd ]

para L > b

Logo, a express¥o para a transformada inversa analitica da

distribuicio da itemperalura sers

0 se L < a
TCx, L3 = 4 F;Cx.tﬁ s@ a < L < b CE. 223
F;Cx,t) - FQCx,LD se L > b

onde a e b s8c os valores correspondentes ao inicic ¢ o término
do pulso no dominio consideradoc & X ¢ o ponto onde se deseja
determinar a temperatura. Heste caso, para calcularmos a

temperaturas na superficie da placa, basta substituir x = 1.

8, 3=Inversic Analitica do Fluxe de Calor :

O procedimento para o cdlcule da transformada inversa
analitica da equagio (5.100 ¢ o mesme adotade no da inversZSo
analitica da temperatura. Assim, 2 express3o da distribuicioc no

espacs de Laplace pode ser também colocada na forma de uma soma

de duas fungeBes
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- -ba 1/2 t

%x,a) . _® - & s senh{x s‘/;) - &y
s cash(xis 2
543
- o 272
@
&) = Sx/z senhix s sz +
= costh’;s’ 2
G 0s)
4
e ®® 1.2 senhCxs* %y
- 5 or {5,230
- cosh(m&s 2
B Ced

2

Apds o cllculo dos rezsiducss em GiCsb ) Gch). chega-se

a expressfo da transformada inversa analitica dada por

el
G Cx, L) = i Z C=-1>" exp(wt—w)\.:) senhC x D CB. 24>
l?\#ﬂ
para t > =
w
G ix,L) = £ Z =127 axp{"ct-b:)\zb saenhCi »x D L8, 28
2 Ki ™ Lal
n=0

para t > b

Az equagBes (D.24) e (5.29), poderiam ser também obtidas por

dorivagcio, em relagfo a x, das equacBez (5,203 e (8.21),

Logo, a transformada inversa analitica do fluxo de calor &
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0 se Lt < a

E(x,t) = G"(x.tb s a < t<d<hb (8. 260

Gi{ix.t,k - Gzcx.t) se L > b

As  temperaturas superficiais e o fluxe de calor
estimados s8c obiidos atravées do emprego dos algoritmos de
invers3o nas equagBes (5.8) e (8.10), respectivamente. Neste
teste, sdo ulilizados os mesmos parametros usados nos testes
anteriores para quantificagio da sensibilidade dos algoeritmoes,
conforme ja mostrado na Tabela 4.1. |

A sensibilidade dos métodos de invers3co ¢ determinads
pele emprego das expressfSesz de 65 ® o, apresentadas no capitulo
antericr. 580 realizadas comparag@es entbre as invers@es feitas
pelos algoritmos com os valores apresentados pelas inversBes
analiticas, determinadas pelas eguagBes (85220 e (52683,

respectivamente, a temperatura e o fluxo de calor.

B, 4~ Testes Eealizados

Nows testes realizados neste capltulo, o arra
introduzide, representadoe por um pulseo, ocorre nos instantes L
0.08 e 1.08, (AL=0.012, respectivamente, para os dois dominios
utilizados. A Tabela 5.1 mostra a variaclo do dominio
considerade, a duragfo do erro introduzideo na forma de um pulso e

az figuras que representam og casos analisados.
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Tabela 8.1~ Dominio e durag¥o do pulse considerados na analise da

sengibilidade em termos da temperatura superficial,

DOME NI O [0.0;2. 0 [1.0:3.0)

DURACZO DO | ,

DURAGO D 0. 001 0. 01 0.1 0. 01
FIGURAS

1 NVERSXO

AMALITICA 3.1 8.2 5,3 5. 4

CRUMP 5. 5 5.6 5.7 5.8

STEHFEST 8. 0 5.10 5. 11 5. 12

PIESSENS 5.13 5. 14 5,15 5,18

Foram necessirioz 20 termos da série de Fourier,
representada em (B.22), para os caélculos das  inversSes

analiticas.
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0.00 .50 1.00 1.30 2.00
{

Figura 5.1~ Inversioc Analitica - para pulseo de duragfeo 0.001.

&4




2.50

2.00 3 INVERSAO
E ANALITICA
1.5{)§
1‘0{};
b 3
a.sog
0.00 3 o
—04505
_}.OO:il'll?lfil'!!'lIllll!]‘ifl!li‘ifl(l!‘!l!'F
0.00 0.50 1.00 1,50 2.00

t

Figuwra 5,2~ Inversfo Analitica ~ para pulsco de duraglo 0,01,

2.50 3
2.00 7 INVERSAC
e ANALITICA
1.50 4
1.00 3
= 05&%
0.00 3
~0.50 3 F—_
-1.00 3
”"'1.50:IiIl!'ilI!}lllllilll!!l'lllill!{{!'llf!ll!
.00 0.50 1.00 1.50 2.00

t

Figura 9.3~ Invers8c Analfitica - para pulsc de duraglSo 0.1.
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2.30

INVERSAD
ANALITICA

2.00

1.50

1.00

0.50

0.00
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t

Figuwra B.4~ Inversifc Analitica - para pulsco de duragfoc .01 em

dominio deslocado

Az Figuras 8.8, B.68, B 7 e B 8 mostram, no caso da
Ltemperatura, ogue o© método de Crump & muits sensivel ac erro
introduzide na temperatura interior e reproduz o pulse no
instante desejado. Fol observado que com o aumento da duracfio do
digtdrbio, as oscilagBes aumentaram nas imediagfes do instante de
inicio ¢ do términoe destes., Com ¢ deslocamento do dominio (Figura
£.82, cbservou-se que © algoriitmo de Crump produziu oz melhores

valores de ‘SA e .
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3 o, = 0.908%
10.00
- ;
- 5.00 4
0.00 -

—5-00-II'{tTlI!!;il!lt?lll[lill‘xl!!}!l};}!l{!
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00

t

Figura 5,9~ Método de Crump ~ Resposta a pulsc de duragBo 0.001.
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Figura B.6-~ Métode de Crump —~ Resposta a pulzmo de duragio 0. 01.
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6.00

400 3 8, = ~3.3517
] 0, = 0.6841
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Figura 5.7- Método de Crump - Resposia é\ pulso de duragHo 0.1.
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Figwra B.8- Metodo de Crump - Resposta a pulso de duragio 0,01

em dominio deslocado.




O método de Stehfest, com inversSes representadas nas
Figuras 5.8, $.10, 8.11 e .12, mostrou-se pouco sensivel ao erro
introduzide, ji& que a instabilidade apresentada no grafico tem
amplitude extremamente reduzida. A forma da resposta reproduzida
mostra que os efeitos se estendem a todo o dominio, inclusive
para Lempos com valores menores que agquele deo instante do pulso.
Mo entanto, estes efeitos s8o sentidos apenas para pulsos de
grande duragio, comd se verifica pela maior intensidade da
resposta a4 medida que aumenta a duragio da perturbac3o
introduzida.

Para o dominio deslocado, a unica alteracfic sensivel &
4 da forma da resposta com oscilag®es de menor frequéncia, 3j4 gue
a amplitude permanece na mesma escala verificada com o dominio
original.
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- {.002

0.000

-0.002
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2.00 0.50 1.00 1.30 2.00

t

Figura 5.0~ Métode de Stehfest - Resposta a pulse de durag3o

0. 001,
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Figura 5.10~ Méicdo de Stehfest - Resposta a pulso de duragdo
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Figura %.11~ Mdétodo de Siehfest -~ Resposta a pulse de durag3o
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Figura 85.12« Método de Stehfest - Resposta a pulso de duragio

0.01 em dominico deslocado.

At Figuras D.13, $.14, 5.18 e 5.18, apresentam as
inversiies realizadas segunde a melodologia de Piessens aplicadas
a equagie (5.8). O método nio reproduz o pulso no instante
desejado e n¥c ¢ sensivel o© bastante para completar o sinal no
deminio considerade nos valores esperados. Apresenta valores em
madul o crescentes atdé © final do dominio, © gque se reflete nos
valores de o'f calculados a partir das comparagBes feiltas com as
inversfSes analiticas representadas nas Figuras 5.1, 5.2, 5.3 o
5.4. De forma semelhante ac método anterior, a resposta produzida
apresenta maior sensibilidade 24 medida em gus aumenta a duragfo

do  pulso imposto. O deslocamente do dominio, mantende-se o

tamanho do pulse, produz uma suavizagdo do distUrbio repreduzido,
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Nota-se que a ordem de grandeza das amplitudes dosg
puises reproduzidos pelos algoriitmos de Stehfest e Fiessens, com
resposta em termos da temperatura, variam segundoe o mesmo fator,
U seja, comparando-se, por exemplo, as Figuras 5.8 -~ 5.11 e
8.13 ~ 5.15, observa-se que a relagic entre a duragio do pulso e
a ordem de Igrandeza da amplitude & sempre igual a dez. Tal
ocorréncia também pode ser comprovada observando-se os valores do

desvio de amplitude Ce’SaJ e do desvio de fase Co'f} calecul ados,
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Figura B5.13~ Méteodo de Piessens - Resposta a pulsoe de duracfo

Q. 001,
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Figura B.14~ Método de Piessens - Resposta a pulse de duraglo
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Figura %9.16- Método de Piessens - Resposta 2 pulso de durac3o

.01 em dominico des!locado.

A Tabela 5.8 mosira o3 casos analisados na invers®c da
eguaglo (85.103, que representam o fluxoe de calor superficial

utilizando os métodos de invers3o de transformada de Laplace.

Tabela B.2« Dominio e duragfco do pulso considerados na andlise da

sensibilidade em termos do fluxs de calor.
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DOMINIO (0.0;2.0) {(1.0;2.0

gg’?‘gggzgm 0.01 0.1 0.01
FIGURAS

PN 5.17 5.18 5.19

CRUMP 5. 20 5. 21 5. 22

STEHFEST 5. 23 5. 24 5. 25

PIEGSENS 5.286 8.27 5,28

Para o casco da anélise do fluxe de calor, as Figuras
517 a 6.19 mostram as inversBes analiticas wlilizadas na
comparasiao COm oS valores et i dos pelos trés métodos

consi derados.,
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Figura 5.17 - Inversf3c Analitica - Resposta no fluxo para pulso

de duragio 0.01 na temperatura,
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Figura 5.18 ~ Invers3c Analitica - Resposta no fluxo para pulsc

de duragio 0.1 na temperatura.
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Figura 5,19 ~ Invers8o Analitica - Resposta no fluxe para pulsco

de duragio 0.01 na temperatura em dominio deslocado.
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O levantamento da infludncia dos erros de medidas da
temperatura interior no fluxoe de calor, estimado pale método de
Crump, mostrade nas Figuras 8.20, 5.21 e B8.22, indica que a
ampilitude dos sinals reproduzidos pele al goritme foram muito
superiores &s_ encontradas pelas inverstes analiticas (Figuras
§.17, 8.18 e 5.10). Nota-se, no entante, gue o alg;ritmo registra
o5 picos observados nas invers@es analiticas no momenio exato de

SUAE Qoourréncias,

400.00

~254.2580

200.00 64 BRGG

toH

6.«
6]
{

0.00

—200.00

O —-400.00

-800.06

—B800.00

~1006G.00

|lji]ll_l]_jliii_rl[Hiilkl}lliHl(l“iIl]ilji!illlli)lIifﬂl]iTlll}llll!fl!!l?ii]

-‘1200,00 T3+ F F Y 51 1T°1 silillIl!‘{Tl!l’le{!’]lli!il!!i
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00

t

Figura 5.20 -~ Mélodo de Crump ~ Resposta no fluxe para pulso na

temperatura com duragio 0.01.
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Figura 5.21 -~ Método de Crump - Resposta no fluxo para pulso na

tomperatura com duragdoc O0.1.
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Figuwa G.2¢ — Motodo de Crump -~ Resposta no fluxe para pulso na

temperatura com duragfco 0.01 em dominio descoado.
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Comparando—se os resultados analiticos com os numéricos
para ¢ método de Stehfest, percebe-se atravwes das Figurss 8.23 e
B.24, que o aumento da durac3o do distdrbio n¥o altera a forma do
sinal a ser reproduzido mas, por outro lado, a amplitude da
resposta aumenta, indicande um aumento da sensibilidade ao erro
introdozido, Neste algoritmo, o d;slccamento do  dominio
{Figura 5.35). produz também uma suavizagcfo do sinal, ao lado de

uma forte diminuigSo da amplitude.
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Figura 5.23 - Método de Stehfest - Resposta no fluxe para pulso

de duragfio 0.01 na temperatura.
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Figura 5.24 ~ Méicocdo de Stehfest - Resposta no fluxo para pulso

de duragic 0.1 na temperatura.
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Figua 5,88 - Motodo de Stehfest - Reszposta no fluxc para pulse

de duragBec .01 na temperatura em dominio deslocado.
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A forma do sinal, reproduzido pelo algoritmo de

Piessens, permanece a mesma gquando se aumenta o tamanho do pul so.
Vale também, para este caso, a relac%o entre o fator que
determina a wvariacfo da amplitude com o© fator gue aumenta o
tamanho do pulso. O deslocamento do dominio causa reduglo da

amplitude do pulso gerado, come pode ser notade, verificando-se

os valores de éa das Figuras 5.28 e 8.28,
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Figwa 5.20 - Método de Piessens - Resposta no fluxe para pulseo

de durag¢fic 0.0 na temperatura.
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Figura 5.287 - Método de Piessens - Resposta no fluxo para pulsoc

de duragHo 0.1 na temperatura.
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Figuwra %3.288 - Método de Fiessens - Resposta no fluxc para pulso
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Como conclusfo desta série de testes, pode-se notar que
o métode de Crump apresentou sensibilidade exagerada a0 erro
introduzide, Jj4 que a sua resposta em termos de amplitude,
atingiu valores bastante maiores gque os apresentadozs pelas
inversGes analiticas no caso da temperatura e do fluxe de calor.
Ha andlise das respmsta%. em termos do desvio de fase, pode~se
afirmar gue o algoriimo de Crump apresentou bons resultados, na
medida em que reproduziu o sinal em instantes muito préximes aeos

ohaervados nas inversSes analiticas.

A observag3o dos sinais reproduzidos nestes testes pelo
algoritme de Stehfest, indicam 2 pouca sensibilidade deste
método. Tal fato pode ser observade nos pegquenos valores das
ampiitudes dos sinais reproduzidos.

O métlodo de Piessens apresentia a mesma caracteristica
observada no mélodo anterior, além de nI¥o conseguir completar o
pulsoe reproduzido. Em comum, pode-se notar que a amplitude da
resposta nestes dols métodos aumenta com a duragfo deo distarbio,
o gque significa que quanto maior for o distdrbio ocorrido, maior
sera a sensibllidade destes métodos.

Antes de partirmos para a identificaglico do métode de
melhor sensibilidade ¢ preciso definir as caracteristicas do
digidrbico.-a ser analisade, levando-se em conta principalments a
sua duragio. & anilise deste fator pode indicar © melhor métode a

ser enpregado.
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CAPITULO 6

CONCLUSCES

O presente trabalhe compara o comportamente de trés
metodos de invers3o de transformadas de lLaplace no trate de

L

problemas de condug3io do calor inverso.

Inicialmente, considercu-se o problema direto, no gqual
parte~se de um histdrico de temperatura conhecido na fronteira de
corps @ busca-se determinar os perfis de temperatura interior.
Com o auxilic dos perfis de temperatura interior, foi possivel
resolver o problema inverso configurade através do emprego dos
métodos de inverslo de transformada de Laplace. Neste casoc, os
reguliades apresentados pelos 3 algoritmos foram satisfatérios,
sende que © problema proposto reduziu-se a inverier uma fungio no
espage de Laplace, indepandante do modelo adotade e de suas
congdi ¢Ses de conborna,

Em seguida, foi inpvestigado o comportamentio dos
algoritmos na lnversZce da fungloc pulse, considerando-se que esta
fungic pode representar as variagSes bruscas da temperatura,
cmmmente* encontradas nog problemas pratices. Foram definidos
parimetros de quantificaglo do poder de resolugio dos algoritmos.
Atraves da realizacio de testes de wvariagio do dominic e da
duragfo do pulse, verificou-se que o méicodo de Crump apresentou o
mais 2lto poder de resclucloc entre os algoritmos analisados,
tende produzide resultados satisfatdrios, inclusive na inversio

de pulso de pequena duragfo. Como caracterisiica geral, notou-se
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que o aumento da duragfo do pulso aumenta também o poder de
resoluglo dos métodos. Com a normalizacZo do desvie de fase, foi
possivel isolar a influgncia da extensZo do dominio sobre o
desempenho do algoritmo.

Outra etapa do trabalho correspondeu A aplicagio dos
algoritmos na s;duggo de um problema inverso, em que a inversio
analitica a “priori® n3c ¢ suposta como conhecida. A inversXo
numérica, neste caso, implicou na inversT¥o de uma fungic,
representada pela multiplicag8io da fungfico pulsc por uma fungio
caracteristica da geometria de problema analisado. Os ensaies
numéricos visando o estudoe da sensibilidade dos métodos, foram
realizados com o propédsite de investigar a influéncia de erros
ocarridos nas medidas da  temperatura  interior, A analise
estendeu-se sobre as influéncias no flww de calor e na
temperatura da superficie de uma placa plana. Nos testes

realizados werificou-se gue © algoritme de Crump apresentou
sensibllidade exagerada, as produzir wvalores do desvie de
amplitude significativamente maiores que os do sinal original. Os
métodos de Stehfest e de Piessens, ao contrario, mosiraram pouca
sensibilidade acs erros ocorridos nas medidas internas, visto que
a amplitude do sinal reproduzide por estes dois métodos foi
bastante . inferior ans valores observados nos resul tados
analiticogs, tLanto para a temperatura como para o fluxe de calor,
Ewm geral, cbservou-se gque a sensibilidade dos métodos cresceu com
o aumentc da duragio do pul=so,

Para +Lrabalhos futuros, sugere-se a utilizagio de

cutros modelos para a realizagHo dos testes apresentados neste
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trabalho. Sugere-se também, que se estude a propagacfc dos erros
ccorridos nas medidas internas da temperatura em cutros pontos do
corpo, a fim de se estabelecer um perfil de propagagio do erro aoc

iongo do so6lido. Considerando que o distarbio introduzideo na

Forms <o um pulsse & um orro iscladeo, pode-se, alternativamente,
introduzir um conjunto de eorres nos dados da  temperatura
interior, na forma de erros randdmicos, com ©o objetive de
analisar os efeitos causados por este conjunto de perturbacBes na

superficie do sélido.
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23030 20 O W IR IEH I M I N KK N PROCEAMA PRINCIPAL 3R IEMEIEI6 63630 3363656 2656 369636 363636 3¢
0 FEPEWEIRIEIEMREIEN W IEHH WA MMM I AT CORTTMO DE CRUMP 609696363636 3638363636 363 W65 3 2000 DMK 3
IMPLICIT REALRZ (A-H,(Q-2D
REAL»2 E,Eiml ,FT,ImZ,Rel, SUM,TT
REAL#%Z alpha,args,aux,dif,err,errest,t
WRITEC™, %3 * FORNECA t*

READC», %01,
G
CRIRIMHRMMIIOHII NN X DADOS DE ENTRADA DO ALGORT TMO 3030536570 363565 4 965696 563674
“
alpha=0. ODO
err=1.00D-04
[
CALL CRUMP ¢ 4, alpha, err, N, FID
C

WRITEC»,1000¢ ,FT,N
100 FORMAT(LIX, "PARA i1=7 ,F7.8,7,1X, "TRANSFORMADA INVERSA =° ,F7.5,

%/ 1X, *NUMERO DE TERMOS D& SERIE DE FOURIER =*,142

ET0P

END
&
(TP I H AWM H FUNCAD CONSIDERADA  Wae 02636 305 5050 M3 36236 256 M IEWH
o

DOUBLE COMPLEX FUNCTION ZLAPCXD

IMPLICIT REAL®8 {(A-H,0-2Z5

DOUBLE COMPLEX X
Lo ZLAP=1 CoRTCRD

2L AP=1 /XxX

RETURN

END

SUBRQUTINE CRUMP ( 4, alpha, err, N, FIO

Crmnwursen [ NVERSKO KUMERICA DA TRANSFORMADA DE LAPLACE USANDXD O ®acsaass

SO DO MM P MMM METODD DFE CRUMP 363070636 063600 506 34 76 366 363663 3083636362636 36 267

e Clournal of the ACM, Vol. 23, HNo, 1, January 1978, pp. 89-06.0



7 - T 6 DEDE MDD PEIE NI I MM NIEN DATYE DE ENTIRALIA  Fo0050G 0030700 6 06 - 20D 3 PEIE96 3

1

o t REAL»2

LN tempo no gual a invers¥o serd efetuada

[

L ZLAF FUNCAQ DE ARGUMENTO COMPLEXO

& transformada de lLaplace a ser invertida

<

L alpha REAL»E

& valor real méxdme do pGlo da ZLAP

<

C err REAL%®

o maxime erre relative permitido

L

LRI FCI MM PIEFEIEICI I I ICICICIIE M IEICIEMIIEICIEIIE  SIAT TDA  FPCIEIETEIE T I I I DM I IEIE I I M 2
<

L FT REAL%S

< valor calculado da transformada inversa da ZLAP
L

L N INTEGER»4

o ntmero de tLermos da séris de Fourier usados na
< aproximagio de FT

G

IMPLICIT REAL%& CA-H,O0-2D
DOUBLE COMPLEX Z.a,argl,im,X,.ZLAP
REAL®2 E,Eimi ,FT,ImZ,ReZ,SUM, TT
REALXS alpha,arg?,aux,dif,err,errest,t
DIMENSION ECQeeD
DO 10 i = 1, 500

ECiD = 0,00

10 CONTINUE

NMAX = 249

im = (0.0D0O,1. 0DQ2

TT = ¢.8D0 % 1,

a = alpha — 0.8D0 = DLOG err2 ~ TT
8T = 0.0DO

SM = 0. 000
SUMLET = O, 0O



pi=4. 0DO% DATANC]L . ODOD
DO 40 k 1, E2xNMaAX+1
argl = a + k % pi % im ~ TT
arge = k ¥ pi * % 4L ~ TT
L=ZLAPC ARGLD
ST = 5T + REALCZ) »*» DCOSCargel ~ IMAGCZD % DSI‘N{arga)

it

C
CHIHHDIRMRHRRM R NHIRININN NN ALGORT TMO EPSTLON  3IMHMIMINI R MMM IINIEHHHIIHEN
c
Eimli = 0,0D0
Ei = EC1D
EC1> = ST
IF € k .EQ 12 GO TO 25
DOR i =1, k-1
aux = BECi+1d
dif = E(i> - Ei
IF ¢ DABS(dif) LT, 1.0D-70> THEN
ECi+10 = ECiD
ELSE
ECi+1 = Eiml + 1.0D0 ~ 4if
ENDIF
Eimi = Ei
Ei = aux
o SUM = ECi+1D
30 CONTINUE
UM = BECID
<
CHEMMMMMIMIMMII MMM N MMM 2N TESTE DE CONVERGEHCT A s iaemaeit s XM MmN XN
c \
IF CMOIXK,2> .NE. O3 THEN
errest. = DABSCSUMD - DABSISUMLETD
C IFC SUM (NE. 0.0DO0Y THEN
errest = DABSCerrest) ~ DABS(SUMD
a ENDAF
1IF € errest .LT. O.001DOOXDABECerrd O THEN
N = k
GO TO BO
ENDIF
ENDIF




33 CONTINUE
IF CMODCK,27 NE. O DBEUMLET = ZUM

L

CRMMMIMIIINMRIMIN N MK FEINAL DO ALGORITHO EPST LN 5000000003006 56 563626 3 M
&
40 CONTINUE
N2 0 DDA M FE MMM CAIL OO DA TRANSFORMADA INVERGA SR -M0 0 -0 0 1606056
B0 FT= CEXPCa % 2 7 TT % ¢ 0.8D0 % ZLAP(a) + SUM D
RETUEN
END




CIRRIRIIIRARRH RN NNNNNHK ALGORTTMO DE STEHFEST MMM MaitiesRammIes NNk nesn
Coenmmamamnm s PARA THVERSAD DE THANSFORMADAS DE LAFLACE 5606006006 %K%

L {Communications of the ACM, vol. 13, Ho. 1., January 1970, pp. 47-483

IMPLICIT REAL*2 (A~-H,0-2D

WRITE (%, %) "TECLE O VALOR DE N E M’
READX =, %> N1 Ml
OFENCO,FILE="TAB. CHI " , STATUS="UNKHNOWN' >
PO11I =1,10
TOL=1.10. DOO
T=1,10. DQQ
FAL=FACTDL ,N1,M1D>
WRITECS,302T,TDL ,FAL
30 FORMAT(ZX ,F4.2,3X,F4.2,8X,F18.8)

i CONTINUE
ENDFILE @
STOP
END
L
Eor PRGN PP MM MM Al GORT THMO DE STEHFEST 500000000000 305556 3656060056936
o

FUNCTION FACTD, N, M
CHMAFIIIIIMHIIN MMM ESTA FUNCAD CALCULA NUMERI CAMENTE 2063656063606 3636556 36063636
Crsaimesaennnnd A TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE DE FUSD d0MMerce s
IMPLICIT REAL%2 (A-H,O0~2D
DIMENSION GLEOL , V(D02 , HC25D

o

CMHEICHEIIIEIIEH N ICH MM MMM NN DADDOS DE ENTRADA  Fe0000 000000 M MEN 2E IMIEE 3 I MW
c .

G D REAL %2

Lo tempe no qual a inversfo seri efetuada

o

< M INTEGER

o ngGmerc de componentes da matriz V

c . .

“ M INTEGER

c deve seor diferenie de N para que a matriz V
. seja calculada somente uma vez

o




2 0 T 0 9606 29636 6Dk 3 9 9 0 56 SAT DA 2002050303036 36336 3036 26 30036 2 3656 3969636563636 736 3 34
L

c FA REAL=G

< aproximagic numdrica para F(sD
IFCN.EQ.MD 8O0 TD 17
M =N
CLOGTW=0. 8931 471 B0ES00
NH=N2

c

L OF FATORIAIS DE 1 ATE N SAD CALCULADOS NA MATRIZ 6.
& 10=1. D00
DO 1,I=2,N

GCID=GCI-12 % I
i CONTINUE

G TERMOZ COM K SOMENTE SX0 CALCULADGE NA MATRIZ H,
HC{15=2, DOO-GCNH-1D
D81 = 2,NH
Fi=l
IF(I-NH>4,8,8
% HCID =FI waeNH®G 281 0 ACGUNH-I O ®GC I DG ~10D
GO TO &
&5 HCID=FY %N H*GC2xI D AT %ELI 10D
& CONTINUE

&
c OB TERMOE (~1D%wxNH+1 SX0 CALCULADOS
& PRIMEIRD O TERMO PARA I=1
SH=2%( NH-NH2%2) -1
> .
c O RESTO DOS BN’s SAD CALCULADOS NA ROTINA PRINCIPAL
L
<
o A MATRIZ VCI2 E CALCULADA
DOV I = 1,N
»
o PRIMEIRO FAGA V(ID=0
VCIZ2 = 0.D00
L

< 02 LIMITES PARA K SAO ESTARELECIDOS



L O LIMITE INFERIOR £ Kilz=INTEGICI+L/EDD
Ki = CI+122

o O LIMITE SUPERIOR £ K2=MINCI,N.2>
k2 = 1
IFCKE2-~-NHD2,8,8

8 K2 = NH

G 4 BOMATORIA DO TERMO EM WIJ £ CALCULADA.
8 PO 10 K = Ki,K2

IF(ExK-ID12,13,12

i2 IF(I-K211,14,11

i1 VIS =VOI D +HOKD ACGCT ~KD % 2%K~1 DD
GO TO 10

i3 VCID=VID+HIKD AGCI KD
GO TO 10

id VCID=VID+HOKD ~GU2%K~12

i0 CONTINUE

4]

A MATRIZ V{I> E FINALMENTE CALCULADA POR PONDERAGZXO
o DE ACORDO COM SN
VCI D =SNRVCID

C
c O TERMO SN MUDA SEU SINAL A CADA ITERAGAC
SN = -SN
7 CONTINUE
c
C A APROXIMAGKO NUMERICA £ CALCULADA
17  FA=0,DOO
A=DLOGTWATD
DO 18,T=1,N
c ARG £ O ARGUMENTO DA FUNCEO A SER TRANSFORMADA
ARG=AXI

FA=FA+VC I 3% 1 ~ARGMNZD
158 CONTINUE

FA = FAxa

RETURN

END




CHHRMHHH R MNHRKINANR K ALGORT THO DE PIESSEND 559053363636 F963 5 563 56333656
{Semmmic N PARA INVERSXO DE TRANSFORMADAS DE LAPLACE MK MIMMRHNK

o
o R.Pissseons, A new mumerical method for the inversion of the
< Laplace tranzform. Journal of the Instituie of Mathematics and
Lo its Applications 10, 185-102 (1972).
-
o R.Piessens, Algorithm 113, Inversion of the Laplace Transform
o The Computer Journal, vol.28, no.2, 1882
C
CPETRICHEIETCIEIE I FEIE I MMM MM MMM UK K E PROCRAMA PRINCIPAL 36t Ma0 a0 06565 36960363 M0K 36 22 MMM 1696
&

IMPLICIT REALXE (A-H,0-20

DIMENSION TT(100,YC200,EPSC20D

COMMON ~C1/4,.B,AS,CC

COMMON  ~C3-NMAX
L
c A MATRIZ TT CONTEM OS ELEMENTOS DO DOMINIO DO TEMPO NO QUAL
L A INVERSAQ SERA REALIZADA
&

DATA TI-0.1D0,0.2D0, 0. 300, 0, 4D0, 0. 8D0, 0. 8D0, 0. 7D0, 0. 8D0O, 0. QDO,

1. 000~ '
o
I I M NI DM PEHE MMM e DADCE DE ENTRADA  MICIIUICMNEIC NI MM I RME 2 I IIE I
o
Lo A REAL x5
& deve ser deierminado de modo gue
FCpa®x p o guando p + o

< .
< B REAL»2
< determina a extensdo do intervale no qual a inversio
o sera realizada. Real positivo
o
o oo REAL &
L deve zer arbitradeo como o menor real possivel
L de modo que FUpd seja analitica
c
Lo AS REALxG
< assume © valor do limite :



as = limp¢m P “FCpﬁ

NMAX INTEGER

corresponde ac nimerc de coeficientes de Chebyshev

usados na inversio da fungio

C matriz contende os valores de inversfc estimados

WRITEC», w2 *DE VALORES PARA A,B,CC,AS, NMAY *

READC%,%) A, B, CC, AS, NMAX

CALL. LAPLINCTT,Y,.EPS,NT,CC,.B, AD

PO 331 =1, 10
WRITEC*, 300 TICI2 YOI, EPSBLCIR

20 FORMATCZX,F4,2,3%,F18,. 8,3}  Eif. 8
23 CONTINUE
STOP
END
<
<
SUBROUTINE LAPLINCT,Y,.EPS,NT.CC.R, A
IMPLICIT REALXE (A-H,0-ZD
COMMON ~C2/NMAY
DIMENSION CTCS003 . DX O: 800, Y(20)0 ,EPS(20D ,TC102
«
CALL CHEBFTC-1.,D0O0O,1.D0O0,CT,N2
OPEN CUNIT = 7, FILE = *COF1.SAI’,.STATUS = *UNKNOWN'D
do €0 kn = 1.n
WRITECY 990 KN, CTCKN2
2% FORMATC3X,*CTC?,1I4,'0=",E1B. 8
=20 continue
CLOSE CUNIT = Y2
NT = N
NT = NT - 1
M = NT - 2

GAM = GAMMALAD
DO gE JI=1,.N
DXIJ-10 = CICIID



180 000

CONTINUE
DG 1C I = 1,10
EPSI = O.DOO
I = TLID
Z = TI®CB-2. DOOS
FACTOR = TI#s(A-1, DOODXDEXPC COMTI X /GAM
P1 = 1.D00O
Pz = 1.D00-2. DOOX( Z-AD
P2 = 1.D00+8. DOOXZa{ Z-C A+l . DOO) ~1 . DOOY A
SOM = IXCOA2.D00 + DC10% P2 + IX2Xx P32
DO 20 K = 3,NT
P4 = CCK*(Z.DOOxK ~ S.D00 + AD - 2, DOOxA

+ 6. DOO—4. DOOXFLOATCK-2D %20 %P2

CKx(3. DOOMK -~ 9, D00 ~ A + 6.D00

+ 4. DOORFLOATCK~1 ) %20 %P2

+ FLOATCK-12%(FLOATCKD - A - 2, DO0D%P1D
ACCFLOATCKD + A — 1,DOOD®FLOATCK - 220

SOM = SOM + IXKO»P4
PiT = P2
P2 = P2
P3 = P4
IFCK .GT. MO EPSI = EPSI+DIKIuP4
CONTINLE
¥LID = |0M = FAQTOR
EPS(I> = EPSI »* FACTOR
CONTINUE
RETURN
SUBROTINA LAPLIN’

*FIM DA
END

ESTE PROGRAMA IRA PRODUZIR OS COEFICIENTES
DO POLINOMIC DE CHERYSHEY PARA UMA DADA FUNCAO

SUBROUTINE CHEBFTCAX,BX, 4, N

IMPLICIT

REAL%B CA-H,0-2D

COMMON ~C1-A,B, AS,CC
COMMON ~C3-NMAX
DIMENSION CCBO0D , FCS00D



i1

ig

1R

1

INICIO

NMAX = 80
N = NMAX
PI =4. DOGXDATANC1 . DOOD
BuA = O,8DO0O » (BX~AXD
BPA = 0,8D0O0O » (BX+AX)
DO it X =1, ‘N

Y PCOSCPI 2 CK-0, SDO03 NI

FCKY = FUNCCY » BMA + BPAD
CONTINUE
FAC = 2. DO0-N
DO 12 J =1, N

SUM = Q, DGO

PO 12 K =1, N

SUM = SUM + FCKD » DCOSCIPI®CJI-122%({K-0, SDOODAN2D

H

CONTINUE

CLI2 = FACT = SUM
CONTINUE
RETURN
END

FUNCTION FUNCCZD
IMPLICIT REALXE8 CA-H,0-2
COMMON /C1.~A, B, AS,CC
COMMON /C3/HMAX
EPSIL = O.B80099D00
IF €2 .GT. EPSIL) THEN
" FUNC = AS
ELSE
Z =B/ C1.D00 - 2
FUNC = FFCZ + CCD % Z %% A
ENDIF
RETURN
END

FUNCTION FFCOXD
IMPLICIT REAL®E8 (A~H,0-20



COMMON /C1.7A,.B,AS,CC
COMMON 7C2/NMAX
FF = 1.D0O0 ~ (XD

RETURN
END
o
C
FUNCTION GAMMACXD
IMPLICIT REAL®E (A-H,0-20
GAMMA = 1.D00
ERRO =  0.DOO
TOL = 1.D-8
XM =  1.DO0
EULER = 0, B77215004001 53280
10 GAMMAT = GAMMA * C1.D00 +X/XMIMDEXPL-X~ /XM
IF CDABSCGAMMA-GAMMALD (LT, TOL2 THEN
GAMMA = GAMMAL %X*®DEXP{EULER®XD
GAMMA = 1. DOQ-/GAMMA
RETURN
ELIE
GAMMA = GAMMAIL
M = XM + 1.DO0
GO TO 10
ENDIF

BEND




