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Abstract

An r-method {nodal relocation method) to optimize finite element meshes in Jinear
elasticity problems is presented in this work. The r-method consists in obtaining an
adjusted position of the mesh nodes, in order to find better results related to the

discretization errors.

The method is viewed here as a resolution scheme of an optimization problem,
where the objective function is the tolal potential energy of the discretized structure.
Equality and inequality constraints are present, and the optimization main variables
are the nodal coordinates, because the optimization process is carried out iteratively
in two steps: minimization related to the nodal displacements (standard finite ele-
ment solution} and optimization related to the nodal coordinates. This optimization
procedure is done by using the Augmented Lagrangian Method in two distincts ways.
One in which the minimization with respect to the nodal displacements {resolution
of equilibrium equations) is performed every time that the objective function is cal-
culated, and the other in which the minimization with respect to the displacements

is done once in a Lagrangian Augmented iteration. Numerical results and examples

are cornmented.



Resumo

Apresenta-se neste trabalho, o método da “relocagao” dos nés {métode r} para oti-
mizagao de malhas de elementos finitos em elasticidade linear. O método r consiste
em ohter a posicio adequada para os n6s da malha, no sentido de encontrar melhores

resultados relacionados aos erros de discretizagao.

O método é viste aqui como um problema de otimizacao, onde a fungao objetivo
é a energia potencial total do sistema discretizado. Restrigoes de igualdade e de
desigualdade sao presentes, e as varidveis principais de ofimizagac sao as coordenadas
nodals, pois a minimizagao ¢ feita de forma iterativa em dois passos: minimizagao
com relagao aos deslocamentos (solugdo padrac de elementos finitos) e otimizagéo
relacionada as coordenadas nodais. O processo de otimizagao é feito usando o Método
do Lagrangeano Aumentado em duas formas distintas. Uma na qual a minimizagao
com relacio aos deslocarnentos (resolugdo das equagdes de equilibrio} é feita sempre
que a funcio objetivo é calculada, e a outra na qual a minimizagao com respeito aos
deslocamentos é feita apenas a cada iteragdo do Lagrangeanc Aumentado. Resultados

numéricos e exemplos sdo comentados.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Discussio inicial

Apresenta-se neste trabalho o método da “relocagao” dos nés {método r} para oti-
mizacho de malhas de discretizagdo estrutural para o Metodo dos Elementos Finitos
(MEF) no caso de elasticidade linear bidimensional. O problema da otimizagdo de
malhas pelo método r é abordado neste trabalho como um problema de programagao

matemética (programagao nao linear).

Embora a aplicagac especifica refira-se ao MEF, a mesma formulagao estudada
pode ser utilizada também com o Método das Diferencas Finitas e com o Método dos

Elementos de Contorne.

Este trabalho se insere no contexto da Engenharia Assistida por Computador
(CAE), onde, na drea de Mecanica Estrutural , o MEF tem papel destacado e onde
a tendéncia atual é de que a anslise estrutural seja realizada o mais automatica-
mente possivel. Nesse sentido, tem-se verificado um grande desenvolvimento de te-
orias relacionadas com Métodos Adaptativos de andlise estrutural. Essas técnicas
adeptativas procuram integrar de forma iterativa as trés fases principais de analise:
pré-processamento de dados, anélise propriamente dita e pés-processamento dos re-

sul:ados obtidos.

Os programas de pré-processamento envolvem a geragao de modelos geom#étricos
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dos compoenentes estruturais a seremn analisados utilizando as técnicas de Desenho
Assistido por Computador, modelamento sélido, etc. ¢ da geracao de malhas de dis-
cretizacao estrutural. Estes programas de pré-processamento geram uma quantidade
enorme de dados gue serdc posteriormente utilizados no programa de andlise por

elementos finitos.

O pis-processamento ¢ normalmente composto de programas que processam os re-
suitades numéricos obtidos e os apresentam em forma grafica, permitindo ao analista

uma avaliag@o mais rdpida da qualidade dos resultadoes obtidos.

A imtegracdo das trés fases de andlise se processa de maneira iterativa. Apos
o primeiro ciclo de andlise, o programa de pos-processamento deve incorporar um
critéric mateméatico que torne possivel indicar as regides da estrutura onde a malha
de discretizacio deve ser melhorada. Noves dados sao entao gerados pelo programa
de pré-processamento e assim por diante, até que, por algum critério matemdtico de

convergéncia contido no programa de pos-processamerto o cicio iterativo é encerrado.

A formulacio matematica do problema de obtengéic de malhas étimas quase nunca
¢ Gnice, jé que, diferentes critérios de “otimalidade” podem ser usados. Como exem-
plo pode-se citar a situagdo em que se utiliza como critério, a minimizacac dos £1708
de discretizacio da malha de elementos finitos. Diferenies medidas de erros podem

ser utiizadas, acarretando diferentes malhas 6timas.

Existern trés tipos principais de métodos adaptativos para otimizagao de mathas no
contex:o do método dos elemmentos finitos: o método r {relocacéo dos nés), o método
h (refinamento dos elementos da malha) e o método p {refinamento dos campos de

interpolagao dos elementos).

No refinamento do tipo h, o erro da aproximagio por elementos finitos ¢ reduzido
por meio da subdivisio dos elementos da malha em elemenios menores naquelas
regibes onde o erro de discretizagao € superior a um valor pré-estabelecido. Uma das
limitacoes desta formulagio é que, no caso em que a solugho possui uma distribuicao

de errc bastante naoc uniforme, um excessivo ntmerc de graus de liberdade devem

15



ser concentrados nas regioes de erros maiores,

No refinamento do tipo p, 0 erro estimado em um elemento da malha € redu-
zido pelo acréscime da ordem do polindmio interpolader do elemento, permanecendo
inalterada a geometria da malha. A principal vantagem do refinamento do tipo p é
que a taxa de convergéncia é considerada melhor do que a taxa de convergéncia do

refinamento do tipo A.

Os métodos h e p requerem a utilizagdo de estimadores de erros e exigem um
tratamento especial da estrutura de dados, [25,28], que torne possivel incorporar os
novos graus de liberdade criados no refinamento p, e os pontos nodais adicionais

incorporados no refinamento do tipo k efou p.

O refinamento do tipo r € apresentado em maior detalhe na segao 1.3.

1.2 Trabalhos relacionados

Os métodos adaptativos de malhas (refinamentos r, p e k) vem sendo utilizados em
praticamente todos os campos de aplicacdo do MEF, tanto em analises lineares como
néo lineares. A combinagio destes métodos, isto é, refinamentos h~p,r—per — h
atuande de forma conjunta também tem sido encontradas em muitas aplicagoes do

MEF. podendo ser utilizada até mesmo uma combinagio do tipo r — p — h.

A maioria das formulacdes adaptativas, em especial os refinamentos p e A envol-
vern a utilizacdo de estimadores de erros para que sejam identificadas as regioes onde
deve ser efetuado o refinamento. Na linha de trabalhos relacionados aos estimadores
de erros é possivel citar alguns autores que apresentam um numero bastante grande
de trabalhos. Autores tais como Babuska, Rheinboldt, Carey, Szabo, Gago, Kelly,
Kikuchi, Melosh, Zienkiewicz, Miller e outros, possuern um vasto estudo relacionado
a0 cilculo e estimativas de erros sob os mais variados pontos de vista {enfoques pura-
mente matematicos, enfoques mais priticos, etc.) e ndo somente no caso de mathas

de elementos finitos, mas também em malhas de diferencas finitas e de elementos de

16



contorno,

A presenga dos métodos adaptlativos em elementos de contorno é mostrada, por
exemplo, no trabalho de Rank, [100), onde sac apresentados exemplos dos refina-
mentos p e h e de uma combinacao & - p, dando uma énfase 2 melhor convergéncia
obtida na presenca de singularidades, Leal ¢ Mota Soares, |82}, apresentam o refina-
mento da malha de elementos de contorno no caso de elasticidade bidimensional, e
os resultados destinam-se & otimizagao de forma. No trabalio de Carey e Kennon,
124, aplicam-se métodos adaptativos em malhas de elementos de contorno no caso de
problemas potenciais. O estudo do comportamento de singularidades € apresentado

por Han ¢ Olson, 56].

Os métodos adaptativos tem estado presentes em muitos trabalhos relacionados
4 simulacéo de processos de conformagho pléstica dos metais usando o MEF. Trata-
se de uma aplicacho ndo linear, onde estdo presentes grandes deformacgbes (regime
elasto-pléstico). Alguns trabalhos relacionados a esta aplicacao encontram-se nas

referéncias [14,32,33,129,132].

Relacionados 3 aplicacio do MEF ao estudo de escoamento de fluidos (linear ou
nao linear), o5 métodos adaptativos tem sido utilizados com bastante frequéncia.
Aplicagbes relacionadas a escoamento compressivel, dindmica dos fluides {regime
transiente e regime permanente), escoamento multifésico, etc. podem ser encon-

tradas em [22,35,36,37,38,44,84,85,86,95..

E possivel citar também a presenca dos métodos adaptativos em outras aplicagoes
do MEF, como por exemplo na aerodinimica |118], escoamento em meios porosos
1102], torgdo (83, probiemaé de contato {79!, difusio-convecgio [53], campo eletro-
magnético |51}, mecanica da fratura, [115].

Na linha estrutural (an4lises estética e dindmica de estruturas) também sao encon-
trados trabalhos relacionados ao uso de métodos adaptativos. Em 34,62,66,107,112]

sio apresentados aspectos relacionados & elasticidade, prindpalmente as situagoes

nio lineares. O refinamento h é usado em |68] no caso de um problema de andlise
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dinamica (resposta em frequéncial. Outros trabalhos relacionados ao refinamento do

tipo r na elasticidade sao citados na segao 1.3,

No sentido de um resultado posterior & otimizagio de malhas, encontram-se tra-
halhos visando a otimizagao da forma geométrica de componentes. E o caso dos

trabalhos 176,77,130], onde conceitos de métodos adaptatives sdo utilizados.

A bibliografia desta dissertacao apresenta uma série de trabalhos mostrando mui-
tas outras aplicagdes dos métodos adaptativos de malhas. Verifica-se o grande estudo

que vem sendo feito no sentido de encontrar esquemas de refinamentos que levem a

solucdes melhores.

1.3 O método r para otimizacfo de malhas

No refinamento do tipo r, o erro é reduzido por meio de uma relocagao conveniente dos
nés da malha. O método r tem como grande vantagem a rdo alteracao do ndmero
de graus de liberdade da malha, néo sendo necessirio nenhum esquema especial
para a administragdo da estrutura de dados (tante com relagio ao problema em
estudo, como com relagio ao programa de elementos finitos). A colocagiio dos nés em
posiches adequadas procura tornar mais homogénea a distribuigao do erro na malha,
methorando os resultados obtidos. Um dos problemas encortrados nesta formulagao
é o mau condicionamento numérico causado pela distorgao excessiva dos elementos,
que pode muitas vezes causar a falha do método. Além disso, as fungdes envolvidas

nesta formulagio so geralmente nfo lineares, o que dificulta em muito os esquemas
de solugao.

A adaptacio do método r a um programa de elementos finitos padrédo nao tris
complicacdes quanto & estrutura de dados, representando apenas um bloco adicional

ao programa, que pode ser utilizado tanto para procurar uma melhor solugao como

para verificar se cdlculos anteriormente efetuados podem ou nao ser refinados, e se

este refinamento é compensador,
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O método r tem sido visto basicamente por dois enfogues. (O primeiro é puramente
geométrico {topolégice) onde os nés sdo relocados de modo a tornar oselementos mais
regulares (menos distorcidos) evitando problemas de mau condicionamento numérico
nos calculos efetuados pelo MEF. Um exemplo deste tipo de enfoque é a relocagao
dos nés em uma malha formada por elementos triangulares {elementos simplex) onde
se procura encontrar tridngulos equildteros. Alguns exemplos do uso de critérios
topolégicos podem ser encontrados nas referéncias [60} {metodologia baseada na den-
sidade de graus de liberdade e na densidade da energia de deformagao) e [40,41} {os
nds sao relocados via a reducao do erro associade & interpolagao. O tamanho do
elemento ¢ a varidvel de otimizagio - comprimento e drea}. O segundo ponto de vista
para aplicacdo do método r {ponto de vista analitico) é aquele que utiliza os principios
fisicos da mecanica. No caso da elasticidade, o principio utilizado é o principio da
minima energia potencial total, principio este que leva ac estado de equilibrio. Em
outros campos de aplicacdo do MEF, tais cemo transferéncia de calor, escoamento
de Buidos, ete. sao encontrados funcionais equivalentes a energia potencial total que

representam também um principio fisico associado, 1391

Na linha de trabalhos considerados analiticos pode-se citar as referéncias (89,118},
onde a relocagio dos nds é feita através da minimizagdo da energia potencial total
associada a um campo de deformacgio aplicado ao caso de barras e de vigas. Em
120,90 é utilizada a minimizagao da energia potencial em duas etapas, primeiro com
relagdo aos deslocamentos e depois com relagdo as coordenadas nodais. Felippa,
|46,47|, em seus trabalhos apresenta o método r visto como um problema de pro-
gramacio matemaética e sdo comentados alguns algoritmos de minimizagao. Alguns
outros trabalhos usam a metodologia de minimizar a energia potencial total para
encontrar a malha 6tima, tais como os trabalhos {16,114,115] (elasticidade linear,
gradiente da energiz potencial total com relagdo as coordenadas nodais, elernentos

finitos isoparamétricos), [90,122,123] e outros.

Buscando uma major generalidade e maior correlagéo com os principios fisicos, a

formulacio adotada neste trabalho é do tipo analitico, e consiste na minimizacao da
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energia potencial total.

A energla potencial total do sistema discretizado {malha de elementos finitos) ¢
funcao tanto dos deslocamentos nodais como das coordenadas nodais da malha. O
MEF usualmente aplica o principio da minima energia potencial com relagao a apenas
os deslocamentos (deformagdes), caracterizando as equagdes de equilfbrio. Contudo,
a localizacao dos nés também pode ser levada em consideragao de modo a minimizar
a energia potencial total. Isto €, minimizar a energia potencial tolal tanto com
relagdo as coordenadas nodals, como com relacéo aos deslocamentos dos nés. Esta

minimizacio pode ser abordada de duas formas:

« minimizar a energia potencial total com relagio 20s deslocamentos e as coorde-
nadas nodals simultanealmente, obtendo diretamente & solugac para os desloca-
mentos e também a configura¢do da malha 6tima. Esta forma é abordada na

referéncia |28, e conhecida como forma r-u,

e minimizar a energia potencial total com relagdo a apenas as coordenadas nodais,
tendo sido satisfeita a equacido de equilibrio fornecida por uma solugo padrao
do método dos elementos finitos a cada passo. Esta forma é abordada nas

referéncias {16,115], e é conhecida como forma z.

A forma z-u de encarar o problema utiliza apenas conceitos de otimizagao, sendo
necessario definir a fungdo objetivo, restricoes associadas aos deslocamentos e as coor-
denadas nodais, e aplicacao de algum método de otimizacao para encontrar a solugao
Stima. Esta forma parece ser razoavelmente simples no caso de pequenos problemas,
onde o wimero de varidveis {deslocamentos e coordenadas nodais) € relativamente
pequeno. Com o aumento da complexidade da malha, o ndmero de variaveis cresce
rapidamente tornando dificil a defini¢ao das vérias fungoes necessérias aos métodos
de otimizacio. Neste sentido, a cada caso sendo analisado seria necessario formular
um novo problema de otimizagao, o gue parece ser pouco prético. A elaboragao deum
programa computacional por esta formulagio exige um trabalho bastante longo no

sentido de desenvolver totalmente um novo programa aplicado a sistemas de grande
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porte, € gue deve possuir certo grau de automatizagao para definir 0 problema.

A forma z de resolver o problema possul algumas vantagens em relagdo & forma
7-u. A minimizagzo da epergia potencial total com relagao aos deslocamentos € re-
presentada por uma solugao padrao de elernentos finitos. A minimizagio da energia
potencial total com relagio as coordenadas nodals representa um problema de oti-
mizacdo bem menor com relagdo ac nimero de varidveis de otimizagdo do gue 3
forma r-u. Além disso, toda a estrutura de dados de um programa de elementos
finitos existente é disponivel e pode ser utilizada. Neste sentido, a forma r estaria
aproveitando recursos disponiveis e conhbecidos, enriquecendo o pacote de elementos

finitos.

Considerando a forma z de solugio, 0 método r de otimizacao de malhas seria
representado pelo seguinte algoritmo geral:

1. Definir uma malha inicial de partida.

2. Andlise estética obtendo o estado de equilibrio (deformagbes e tensces) usando

um programa padrao de elementos finitos,

3. Minimizacdo da energia potencial total com relacao as coordenadas nodais, satis-
fazendo as restrigbes (forma, geometria) do problema, obtendo uma nova malha

{nova configuragao).
4. Critérios de parada:

» energia potencial total nac mais varia.
» variaveis de otimizacao nao mais variam (configuragdo da malha nao mais

varia).
Se os critérios de parada estabelecidos sao satisfeitos vad para 6,
5. Baseado na nova configuragéoe, volte para o passo 2.

6. Fim. A malha estd otimizada.
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e e

Considerando que um programa para anélise estética por elementos finitos pode
estar disponivel, o métode r consiste basicamente em desenvolver 0s passos 3 e 4 do

algoritmo apresentado.

QO passo 3, isto é, & minimiza¢ao da energia potencial total com relagio &s co-
ordenadas nodais satisfazendo as restrigoes do problema € um tipico problema de
otimizacdo restrita, que pode ser resolvide usande-se dos recurses disponivels da

programagac nao linear,

A fungao objetivo é a energia potencial total e as restrigdes que devem ser impostas
podem ser de dois tipos: néds do dominio {nds interiores) ndo podem mover-se arbitra-
riamente pois irlam distorcer excessivamente os elementos ou até mesmo, nuIn CaSO
extremo, deixar de pertencer ac dominio, e os nds do contorno devem mover-se de
modo a manter o mesmo contorno, de maneira a nao alterar a geometria do problema
em estudo. Estes dois tipos de restricBes caracterizam restrigdes de desigualdade ¢

de igualdade respeciivamente.

Dispondo-se da func¢io objetivo e das restricdes associadas é possivel usar um
algoritmo de otimizagao restrita e efetuar a minimizacao com relagdo as coordenadas

nodais (varidveis de otimizacao).

E importante salientar que tanto a fungdo objetivo (energia potencial total} como
as restriches sdo fungdes em geral nao lineares com relagdo as coordenadas nodals.
Além disso, uma malha relativamente pequena quanto ao ntimero de elementos pode
representar um niimero de varidveis de otimizacao ji bastante grande do ponto de
vista da otimizacido. Neste sentido os métodos de programagao nao linear e em
especial aqueles voltados a sistemas de grande porte (grande nimero de varidveis
de otimizacdo) sio mais aconselhados na aplicagdo ao método r de otimizagao de

malthas,

O algoritmo da forma z apresentado efetua a otimizacao da energia potencial total
tanto com relagao aos deslocamentos como ¢om relagio as coordenadas nodais. Con-

tudo esta otimizagdo ¢ feita em dois passos, gerando um processo iterativo (nama pri-
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meirs etapa tem-se uma otimizagen com relagdo aos deslocamentos. Posteriormente
tem-se uma otimizacdo com relagdo as coordenadas nodai, e assim sucessivamerte},
Detalhes deste procedimento e algumas variagoes sao comentados no Capitulo 4 deste

trabalho.

Salienta-se que o cdleulo da furgao objetivo, isto €, o calculo da energia potencial
total associada & malha de discretizacio estrutural é feito usando-se os conceitos de
elementos finitos, ou seja, contribuicdo de cada um dos elementos da maltha e cdleulo

de cada elemento usando as técnicas de integragao.

1.4 Objetivos e organizacio deste trabalho

Este trabalho procura estudar em detalhes o método r visto como um problema
de otimizacao {programagéo matematica) aplicado 2o case da elasticidade linear bi-
dimensional {estado plano de tensbes e de deformagdes). O estudo permite obter

conhecimentos tanio de métodos de programagio matemiética como do MEF.

O enfoque estudado visa a aproveitar as rotinas computacionais de um programa
padrac de elementos finitos, tornando o método r uma extensao deste programa.
O programa de elementos finitos utilizado é conhecido pelo nome de ANAFIN,
1109], e estd sendo desenvolvido por um grupo de pesquisadores do Departamento

de Mecanica Computacional da Faculdade de Engenharia Mecanica da UNICAMP.

Esta dissertacio de mestrado é organizada em 6 Capitulos e 1 Apéndice onde
procura-se apresentar de uma forma clara todas as etapas estudadas neste mestrado.

Uma breve descricio dos capitulos e apéndices é apresentada a seguir.

No Capitulo 2 apresenta-se o Método do Lagrangeano Aumentado para otimizagao

com restricdes, que é empregadoe no trabalhe.

No Capitulo 3 sie apresentadas as formulacoes para a definicao explicita da energia
potencial total (fungao objetivo) e restrigoes associadas tanto aos nés interiores como

aos nés do contorno. E apresentado também o procedimento seguido para obter de
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forma explicita o gradiente da energia potencial total com relacdo as coordenadas
nodais e os gradientes das restrigoes. Estes gradientes sao muito importantes para o
método de otimizagao do Lagrangeano Aumentado, mais especificamente no que se

refere ao método Quase-Newton que atua no interior do Lagrangeano Aumentado,

0O Capitulo 4 procura apresentar a forma comoe o métedo r € acoplado ao método
do Lagrangeano Aumentado, sendo enfatizados dois esquernas de solugio {dois algo-
ritmos}.

Q Caphiulo 5 apresenta alguns resultados obtidos, sendo comentados os compor-
tamentos destes algoritmos. E neste Capitulo que os resultados numéricos sio apre-
sentados e discutidos.

Finalmente, um resumo do trabalho, dreas de pesquisas futuras e as principals

conclusoes deste estudo sao apresentadas no Capitulo 6.

O Apéndice A apresenta os principais aspectos do método Quase-Newton de oti-

mizacio irrestrita, permitindo ao leitor o entendimento deste método.
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Capitulo 2

O método do Lagrangeano
Aumentado para otimizacao com
restricoes

2.1  Introdugio

O método r de otimizacio de malhas, da maneira como abordado neste irabalho,
requer a utilizagdo de um método genérico de otimizagao com restrigbes. Por esta
generalidade entende-se um método que trabalhe com restrigdes de igualdade, de
desigualdade, e com fungao objetivo lineares ou nao lineares. Tais requisitos SEO pre-
enchidos pelo método conhecido como Lagrengeano Aumentado que o torna bastante
adequado ao caso de interesse. E um método que combina conceitos dos métodos de
penalidades com métodos duais (lagrangeanos duais), eliminando algumas desvanta-

gens associadas a estes métodos.

O método do Lagrangeano Aumentado resolve o problema resirito através da
resolucio de sucessivos problemas irrestritos, caracterizando-se pela facilidade de

programacao {elaboracao de programas computacionals).

Alguns pontos do método do Lagrangeano Aumentado, tais como a definicao dos
parametros de penalidade e a atualizagio dos multiplicadores de Lagrange ainda

requerem estudos vizando aperfeicoamentos.



Nos itens seguintes sao apresentados conceitos relacionados s condicdes de oti-
malidade, método das penalidades, métodos duais e 0 método do Lagrangeano Au-

mentado propriamente dito.

Alguns trabalhos relacionados com o mélodo do Lagrangeano Aumentado sao

apresentados nas referéncias [19,61,67,97,108,128].

2.2 Condicdes de Kuhn-Tucker associadas a um problema
padriao

Seja o problema (P} de interesse,

mn

(P} =< s.a

tA HW

,,_m...h/'—'-;

(
)
) <
onde as funcdes f(z}, h{z) e c(z) sao quaisquer (lineares ou nao lineares).

As condicoes de Kuhn-Tucker {K.T.) asssociadas a este problema sao,

Vi) + Ly usVhs(a) + Doy AVe(z) =0
uihi(z) =0 j=1,..,m (2.2)

v

u; 20

As condicdes dadas em {2.2) sho condigbes necessarias para o ponto factivel r ser
a solugdo 6tima do problema (P).
Um estudo detalhado das condicdes de K.T. é apresentade em {18,

Nas condigdes {2.2) X e p 520 os multiplicadores de Lagrange e existe um conjunto

z°, A" e u" que satisfaz (2.2) representando a solugdo 6tima de (P).
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2.3 A funcdo Lagrangeana

A funcao Lagrangeana associada ao problema (F) é,
m I
Liz, A u) = f(z) + Z pshi(z) -+ Z Aici(z) (2.3)
=1 i=)

ou usando a notagdo vetorial,
Liz, A p) = flz} + @'h{z) - Me{z) (2.4}

onde X e u sho os vetores dos multiplicadores de Lagrange e k{z} e ¢(z} s&o os vetores

das restrigoes.
Condigdes equivalentes as condigoes de K.T. podem ser escritas baseadas na funcao

lagrangeana, isto é, condi¢des necessarias para z ser um 6timo local de (P) € que sejam

satisfeitas as condigoes,

0 (2.5)

No caso em que o valor de x tal que %—i‘ = { seja 0 mesmo valor que minimiza a
funcao lagrangeana, a condigdo (2.5) passa a ser uma condigao suficiente para z ser
a solucdo étima de (P).

Observa-se das condicdes {2.5} a necessidade de se conhecer os multiplicadores de

Lagrange associados 20 ponio z.

2.4 A funcio penalizada (base do método de penalidades)

A forma clissica dos métodos de penalidades é adicionar um termo de penalizagao
3 funcao objetivo f{z) quando o ponto z é infactivel e obter a solugdo Stima desta

funcio penalizada por algum método de otimizagao irrestrita.



Seja a fungao p{z) (fun¢éo penalizada) associada ao problema (P},

+ 32k 26

)42 Y k(e

=l

plz} =

Nl
Nfi—-*

onde lal, = mézimo0,a); r sdo os pardmetros de penalidade {valores escalares e

positivos).

A observagao da equagdo (2.6} mostra que a fungéo f{z) é penalizada toda ves

que z é infactivel. O tipo guadratico de penalizacdo mostrado € o mais usual.

Qs pardmetros de penalidade sao associados a cada restrigdo e seu valor depende
da iteracio em questdo. Observa-se que z(r tende para 27 & medida que os valores
de r tendem para infinito. Salienta-se que aquelas restrigdes nao violadas nao sao
penalizadas, isto é, o parimetro de penalidade s6 é aumentadc para as restrigoes

vipladas.

A escolha adequada dos valores dos parametros de penalidade bem como a taxa
de crescimento destes é adotada para cada problema particular, e em geral, estes

valores s6 podem ser definidos por mmeio de testes com o proprio algoritmo.

'm dos problemas mais sérios dos métocos de penalidades é que, 2 medida que
os valores de r crescem o problema torna-se numericamente mal condicionado, difi-
cultando a resolucio do problema irrestrito associado. Contudo valores grandes der

tendem a tornar a fun¢do p(z) mais convexa. ¢ que pode representar uma vantagem.

Demonstra-se, contudo, que a solugho da otimizagho irrestrita de p{x} pode ndo

representar a solugio 6tima de {F}, e em geral 1sto ocorre.

O minime da funcao p(z) deve satisfazer a condigéo de minimo irrestrito,

=1

Vpl{z) )+ ir,, + Vhi(z) +Zr,c‘ {z)Vei{z) =0 (2.7

Nota-se que para ¢ = 2", |h;{z"}]+ = 0 € ¢;{z"} = 0, implicando em,

Uplz*)= Vf(z")+0+0 (2.8}
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Observa-se em {2.8) que para z = z°, Vp{z'} ndo é necessariamente nulo, donde
contlui-se que o resultade obtido na otimizagho irrestrita de p(r) ndo é necessaria-

mente a scluglo Stima do problema (P).

Os métodos de penalidades sio estudados em detalhes em [18].

2.6 O Lagrangeano Aumentado

O método do Lagrangeano Aumentado pode ser visto como uma extensdo da idéia
de fungao penalizada, que reduz a necessidade dos parametros de penalidade possui-
rem valores muito elevados, minimizando assim o problema do mau condicionamento
associado aos métodos de penalidades, pois possul a propriedade de que a solucio

étima do problema (P) é também a solugdo de um problema irrestrito associado.

Seia a fungao ®{z, A, p,r) a funcao lagrangeana aumentada como definida a seguir,

_ : 1 1 ‘
Bz, )= flz)+> M Zu‘, TEZ?’, EZ (22 (29)
£=1 =1

=1

QO gradiente de ¢ com relagdo a r &,

Vo, (z, ) ur1) = V= +Z£Vc, x}+

=1

§
Z NVe(z) +

V:v}’*:( )

MS ‘E‘Ma

hi{z}]+ Vh;{z) {2.10}

1

H

3

Seja z = 7 & saiug&a-do problema {P). Logo, ¢(z) = 0, {h{z'}}s = O ¢
Vilz') + Ty MVe(z7) + T, p;Vh;(z") = 0, pois deve-se satisfazer as condigoes

de K.T.. Assim, nota-se gue para z = z~ fem-se que,
Ve, (27, A, p,r) = 0 (2.11)

isto €, a solucdo do problema restrito {P) € também a solugao da otimizagao irrestrita
da funcdo lagrangeana aumentada. Logo, 7 pode ser obtide por meio da otimizagao

irrestrita de ®{z, A, g, r).
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E possivel fazer um tratamento das restricbes de desigualdade transformando-
as em restrigoes de igualdade com o auxilio de varidveis de folga e tirar algumas

vantagens disso como serd mostrado a seguir,

As restrigoes de desigualdade podem ser transformadas em igualdades do tipo,

hilz)+ 2, =0 com 220 (2.12)

Reescrevendo a expressao da fungaoe Lagrangeana Aumentada usando {2.12} tem-

se,

Sz ) = fla) 3 hede) + Lalhy(e) + 2) +
+3 2l 4 3 Bihyle) + 2 (2.3

Como o interesse é encontrar o 6timo da fungao lagrangeana aumentada, uma
otimizagao direta com relacéo as varidvels z; pode ser feita de forma analitica. Logo,
od

"é": =0 = py + rj(}zj(x) T 3,') =0 (2.14)

Isolando z; em (2.14) tem-se,

5
2 = —hy(z) - (215)
&
Como z; representam as varidveis de folga, seu valor ou é zero ou € positivo
(respeitando a equagio {2.12)). Consequentemente pode-se escrever que,

z; = marll; —h;{z) - H-j-j {2.186)
£

Usando os resultados de {2.16}, pode-se escrever os termos em 2; de (2.13}, isto €,

| mihs(e) se —hy(z) - <0 (z=0) 2.17
wilhi(z) + 2] = “"“?E se —hy(z) — £ >0 (z = ~hy{z) - k) (247)

5

AP o [ itk se —hy{z) = 5 <0 =0) (2.18)
m— il i — 2 .
> iz} + 2] %’: se —h;{z) - '?f > 0 (zj:*hj(x)“%)
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Usando os resultados de (2.17) e {2.18) reescreve-se (2,13} na forma,

Oz, Aur) = f(I)+;*fﬂe(I)+E (eil2))? +

=]
Famshle) + B (el e -hie) - % 50

N

_ 27 (2,19
- ur se —h;{z) - -f: > (}( )

Seja a notagdo em que |a. representa o minimo valor entre 0 e a, isto é,

i

la). = minl0,e] (2.20})

é possivel reescrever (2.19) na forma,

—
M

”

Bz, 1) = ZAQ Zie +Zmp- By % (zan)

1=1 1=l 2

t\:)

A equacdo (2.21) representa a fungao lagrangeana aumentada numa forma melhor

preparada para ser utilizada computacionalmente.

O resuhtado obtido em (2.11) assume que as condigdes de K.T. sao satisfeitas. Para
que isso seja valido é necessdrio conhecer os multiplicadores de Lagrange associados ao
ponto 6timo, contudo tanto o ponto 6timo como os multiplicadores sao desconhecidos.
E neste ponto que os conceitos de dualidade tornam-se importantes, pois uma maneira

de encontirar ou pelo menos estimar os multiplicadores de Lagrange faz-se necessaria.

O método do Lagrangeano Aumentado utiliza, a cada iteragao, uma estimativa
para os multiplicadores de Lagrange. Existem algumas formulas j& conhecidas para
estimar esies multiplicadores e tais férrnulas tém a propriedade de que a medida que
z aproxima-se de z°, A e g aproximam-se de A" e . A férmula usada neste trabalho
é bastante simples e pode ser vista como uma decorréncia direta das condigoes de

K.T.

Usando a condigao de gradiente nulo {étimo irrestrito] da fungao Lagrangeana
Aumentada, equagdo (2.21}, tem-se,

Vilz)+ Zz:()\ + riei{2)iVe(z) + Z —ri|—hi{x) - -’(—i’l}r Vh;(z) = {2.22)

=1 .?
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Observando a equacao (2.22), pode-se dizer que para satisfazer as condigoes de

K.T. os novos multiplicadores seriam,

A= A+ (o)
) T
gy = =rl=hyle) = . (2:23)
1
Verifica-se que —[a]. = [~a].. Portando pode-se escrever que,
#; = lug + rihi(z))s (2.24)

As equacdes {2.23) e (2.24) sugerem uma sequéncia para atualizagao dos multipli-
cadores de Lagrange a cada iteraciao, e a medida que A e p se aproximam de A™ e y”,

z se aproxima de 1.

A sequéncia natural para atualiza¢ao dos multiplicadores é do tipo,

AR = A e ()

1

#gk%i} _ [#E-k}+rjhj(2{k})§+ {2.25)

Observa-se deste modo qgue o método do Lagrangeano Aumentado combina os con-
ceitos dos métodos de penalidades {pois a fungao objetivo € penalizada pela violagao
das restricoes) e métodos duais pela estimativa dos muhiplicadores de Lagrange a
cada iteracdo, buscando resolver o problema dual associado. Estes conceitos da forma
como apresentados representam uma ferramenta matematica, que se explorada con-

venientemente, leva a um método bastante geral e versdtil.
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2.6 O algoritmo do método Lagrangeano Aumentado

Baseado nos conceitos apresentados anteriormente é possivel formular um algoritmo

padrao para o métedo do Lagrangeano Aumentado como descrito a seguir.

1. Definir os seguintes valores iniciais:

» ponto de partida; 2%
+ multiplicadores de lagrange de partida: A(®, 4t
e parametros de penalidade: rfe), 0

» taxa de crescimento do parametro de penalidade: ¢ (t > 1)
2. k=0

3. Montar a func¢édo Lagrangeana Aumentada,

Ty
e dpr) = fla)+ LN elz) + 3 - (ala)) +
=1 i<l
m ik (k) m kg
rt i (#, )
+ 3 Llepi(z) - P - !
2 i =Tl -

4. Minimizar ®(z, 2, x,7) com relagio a z usando algum métode de otimizagio

irrestrita, como por exermplo o método Quase-Newton, obtendo o ponto z.

k) =z

£t

6. Se algum critério de parada & satisfeito v4 para 9. O critério mais natural é zi¥)

ser factivel e |{V@] < «

7. Atuvalizacdo dos multiplicadores e parametros de penalidade segundo algum es-

quema. No caso adotou-se a forma,

» se ¢;(z'M) # 0 ento faga :

L) )

i =y Xt
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AR o R Bt

¥ t
* se ;;?) + PR (2%) > 0 entdo faga,

ri-kﬂ) = ri“ * 1
pEY = 0 W (g0

caso contrario,
k1
wV =0
8. k=4Fk-+1,vdpara 3

g, £ ¢ solucho étima.

2.7 Alguns exemplos para verificagio do comportamento do
método do Lagrangeano Aumentado

O método do Lagrangeano Aumentado da forma como descrito anteriormente foi im-
plantado computacionalmente e seu comportamento foi verificado em dois exemplos,
197,128]. Uma breve apresentagdo destes exemplos é dada a seguir. O critério de
parada usado é que ||[V®(z, A, g, 7}}] < € e que as restrigbes estejam satisfeitas dentro
do mesmo valor de £. O mimero de iteragdes do Lagrangeano Aumentado é denctado

pela varidvel niter.

2.7.1 Exempls 1

min f{z) _— cx:xzzazd,mg,

5.0 4o+l i+ -10=0
Xoks — 524335 =0

zf—kmg—kl:(}

34



fo t | niter £ Solucao

001 | 1.0 19 | 0.001 | [-1.718,1.507,1.826,0,7637,0.7637)
00111 23 0.0001 | {-1.718,1.596,1.827-0.7636,-0.7636)
0011110 27 1000001 | {-1.717,1.596,1,827,-0.7636,-0.7636)
0.01 | 1.51 12 | 0.00001 | (-1.717,1.596,1.827.-0.7636,-0.7636)
01120 7 0.00001 | {-1.717,1.596,1.827 -0.7636,-0.7636)

Tabela 2.1: Resultados do mélode Lagrangeanc Aumentado no Exemplo 1

Os resultados obtidos sio mostrados na tabela 2.1, partindo-se do ponto
(-2,2,2,-1,-1),

2.7.2 Exemplo 2

. . .2 .
min flz} = zl+zi+22i+ 2] -5z — 53— 21zs + Tay
SR S SR 3 \
5.4, EENE A R M Tl T 1 o TS PR )

x-f-2x§+z§+2:r§—a:1-:c.;mmg()

22§+$§+z§%2m1*z2mm4—5§0

rg t | niter £ Solucao
0.01 ;1.1 61 0.001 | {2.9249E-3,1.001,2.001,-0.99] 4)
001111 73 0.0001 | (8.4725E-4,1 .000,2.000,-0.9074)
001 1.1 8 | 0.00001 (2.4175E—4,1.00032.{){30,-«0.9993}
(
{

0.01 | 1.5 | 25 | 0.00001 | (3.9192E-4,1.000,2.000,-0.9988)
001 (2.0 16 | 0.00001 | (1.2863E-3,1.000,2.000,-0.9961)

Tabela 2.2: Resultados do método Lagrangeano Aumentado no Exemplo 2

Os resultados obtidos sio mostrados na tabela 2.2, partindo-se do ponto

(O: 0': {}a 0);
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2.8 Comentarios e conclusdes sobre o método do Lagrange-
ano Aumentado

Qs resultados anteriores mostram o comportamento bastante geral do método do
Lagrangeano Aumentado, aplicando-se a fungoes nao lineares e com restrigoes tanto
de igualdade como de desigualdade. O desempenho encontrado é considerado satis-

fatorio Tace as facilidades de implementacao computacional e generalidade de método.

Salienta-se, contudo, a importéncia em adotar valores adequados para os fatores
de penalizacio (ry e 1}, pois estes tém uma influéncia direta no comportamento do

método,

Outro aspecto de interesse é com relagio aos critérios de parada. Um critério
do tipe usado nos exemplos anteriores, isto &, {[V®[z, A, u,r)l] < € e restrigoes sa-
tisfeitas dentro do mesmo valor de ¢ pode néo ser adegquado em funcao de que as
restricdes possuem escalas diferentes entre si, e também entre a norma do gradiente.
Consequentemente, o procedimento mais adequado seria definir critérios de parada
independentes para |[V®(z, A, u.7}{] e para cada uma das restrigoes, jd que cada um
deles possui um significade “fisico” diferente. A utilizagao de um Gnico parametro

para critério de parada pode comprometer o comportamento do método.
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Capfitulo 3

A funcao objetivo, restrigoes e
gradientes

3.3 Introdugio

Os métodos de otimizacio em geral caracterizam-se pelo tipo de informagao que re-
querem no seu algoritmo. Como descrito no Capitulo 2, o método do Lagrangeano
Aumentado resolve um problema restrito através de sucessivos problemas irrestritos.
1 importante diferenciar aqui a fun¢@e objetivo do problema restrito {energia poten-
cial total) da fungdo objetivo do problema irrestrito equivalente {funcdo Lagrangeana

Aumentada).

Adotou-se o método Quase-Newton {Apéndice A} para a otimizagao irrestrita, que
exige o calculo da fungio objetivo e de seu gradiente. Salienta-se que a fungao objetivo
vista pelo método Quase-Newton ¢ a fungao Lagrangeana Aumentada. Consequen-
temente, o valor desta e do seu gradiente devem ser calculados, sendo necessérios os

gradientes da energia potencial total e das equacbes das restrigbes associadas.

Apresentam-se neste Capitulo as expressdes para o célculo da energia potencial
total e do gradiente desta com relacéo as coordenadas nodais {varidveis de otimizagao)
de uma malha de elementos finitos. O desenvolvimento é feito para elementos finitos

isoparamétricos usados em problemas de elasticidade linear, sendo a generalizagao
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para outros tipos de problemas (transmissao de calor, escoamento potencial de fluidos,
torgao de barras prismaéticas, campo magnético, problemas nao lineares, etc) uma
simples extensado deste caso. Apresenta-se também o tratamento dado as restrigdes

do problema, bem como aos gradientes destas restricoes.

3.2 Consideracgdes sobre a energia potencial total {fungio
objetivo do método r)

A energia potencial total, 11, é um escalar que possui a propriedade de ser estaciondrio
para a solucao de um problema de equilibrio (principio da minima energia potencial
total}, e de um modo geral depende na sohigdo tanto do estado de deformagéo do

corpo como da geometria deste.

O valor de 11 na solucio exata é desconhecido, mas é menor que ¢ valor obtido
pela solucho de elementos finitos do tipo deslocamento. Neste sentido, deseja-se
minimizar I1 o quanto possivel, minimizando assim o erro da solugio {conseguindo-se

consequentemente melhores resultados).
O problema de minimizar IT é um problema néo linear (programacao nao linear)
onde o gradiente de Il serd de grande importancia para vérios métodos de mini-

mizacio conhecidos.

3.3 Desenvolvimento matemitico para o cdlculo de 11 e do
respectivo gradiente com relagio as coordenadas nodais

A energia potencial total de um sistema discretizado {malha de elementos finitos)
depende tanto dos deslocamentos nodais (u]') como das coordenadas nodais (27}, isto
é, tanto do estado de deformagao como des caracteristicas geométricas da malha. No

caso, u refere-se ao deslocamento do né n na diregao = e z7 refere-se & coordenada
1 do né n.

Neste trabalho utiliza-se a notagao tensorial {indicial, usando-se também o opera-
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dor de permutacio - tensor slternante), j& bem conhecida em elasticidade, {30,120].

Matematicamente escreve-se gue,

It = 0w, z7) {3.1)

A energia potencial total para um sistema discretizado no caso de elasticidade
linear é,
1
Il = gu’}(u - R'y (3.2)
onde u é o vetor deslocamento, K a matriz de rigidez e R o vetor das forcas externas

nodals equivalentes.

O vetor R e a matriz K dependem apenas das coordenadas nodais dos elementos.
Logo, K = K(z") e R = R(z'). Os deslocamentos séo também fungao das coordena-
das, u" = ul'(z}). O gradiente de T com relagéo &s coordenadas é dado pela derivada
da equacao (3.2),

ofl 1 8K oR' |
71 - e
gzt ‘2 Oz} az7

) 4 3 1

3 (23)

As solucbes fornecidas por programas de elementos finitos classicos utilizam a

equacao de equilibrio,
Ku—ERE=0 [34)

Adotando a utilizagio de uma solucio de estado de equilibrio (solugao de um

programa padrio de elementos finitos) é possivel escrever,

8 1 ,0K R
v

=i
azr 2V dzr " Bar

1

(3.5)

Observa-se de {3.5) que tendo sido satisfeito o equilibrio, equagao {3.4), os deslo-

camentos, u, podem ser considerados independentes das coordenadas nodais, z.

Pode-se dizer que o gradiente de Tl com relago as coordenadas nodals, satisfazendo
também & equacho de equilibrio (3.4), determinam as condigbes de interesse para o

problema de minimizagao. £ interessante notar que a condigdo global de gradiente
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nulo {ponto de minimo),

ol a1l
representa a mesma situagdo em que,
o1l .
Pyt 0 ¢ Av=R {(3.7)

EH

As equagoes (3.7} representam uma reducao na dimensao do problema de mini-
mizagao (no caso, é feita apenas uma minimizagao com relagdo a 17}, contudo é
necessario resolver a cada etapa o sistema de equagdes Ku = R {elementos finitos
padrao}. Esta forma de encarar o problema nao € a Gnica. A minimizagao pode ser
direta e simulténea com rela¢iio a z" e u?, (28], mas este procedimento néo aproveita
a existéncia de um programa padrao de elementos finitos. Estuda-se, neste trabalho,
a abordagem em que o gradiente de Il com relagdo as coordenadas nodais, é@%, é

obtido utilizando resultados de uma pré-analise feita com um programa de elementos

finitos,

A energia potencial total é definida de forma malis geral como sendo,

N=U-Ww (3.8)
onde para um problema linear,
1
U:—/ v 3.9
5 ], THER (3.9)
é a energia de deformacao e
W= Rl + [ ffudS + [ fPusdy (3.10)
5 v

¢ o potencial das cargas aplicadas, subdividido em,
RPu%: trabalho das forgas concentradas no né p.
fs ffuxdS: trabatho das forgas de superficie.
fv 7Y uzdV: trabalho das forgas de corpo.
Na equacao {3.9) tem-se que 7y representa o tensor de tensio € &y o iensor de

deformacgao.
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No vaso de um sisterna discretizado, a energia de deformacao e o potencial das
cargas aplicadas sdo dados pela contribuicio de cada wm dos elementos. Logo,

U= Z U z ./ TkIEkzdv (311)

elem eZem

W= W= R+ 3 ] Ffupds + 3 f 7Y wpdv (3.12)

elem elem elem

O gradiente de 11 (como definido na equagao (3.8)), é dado por,
o 8u 8w
Jrn dz}t o

]

(3.13)

A seguir s&o escritos de forma explicita cada um dos termos da equagio (3.13)
para o caso de um elemento finito tridimensional isoparamétrico, usando as hipéteses

de elasticidade Hnear.

3.3.1 Céalculo de gg_,

Derivando a equagzo {3,11} obtém-se,

gz !;Zf ~m£kde} > [;’n(%fvmsﬂd&’)] (3.14)

elem

A energia de deformagéo de um elemento iseparamétrico pode ser escrita como,
1 1 p1 gl
= ”’f f ] Tk{Ek;%JIdT]dfgd?‘a (315)
24y Joy Ja

onde |J| é o determinante da matriz jacobiana e r1, ry € r3 520 as coordenadas locais

do elemento isoparameétrico.
Pode-se escrever que,
Tir = ChipgEpq € ThER = Chire€riEpg (3.16)
onde Chyp, € um tensor constitutivo.

Sabe-se também que,

1
Ext = §(uk,l +upp) € Cyw = Can = Cyu = Cin {3.17}
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Portanto € possivel escrever que,

Tet€rt = Caipgli,itlp g (3.18)

Reescrevendo a equagao (3.15) juntamente com a equagao {3.18},

( } + 3 +1 +1
yim = / /  Cupeeutyg|J|dridradrs (3.19)

Logo,

+1] +1

Calculando separadamente a derivada tem-se,

65 . é‘sﬁ 5.}5)

a o
= (ChipgEriEpeld |} = Chipg (fki py fJE - Epea n Wi+ enep 3

oa :
= Cupgti ZS;; ]+ Ck;pqquzi?g.} Lt Cﬂpqekzemgiii =
= 2y Z’i"‘ Ji+ msk,iiﬁ (3.21)
Contudo,
. 25? = 7u i‘; ‘ (3.22)
Reescrevendo a equacio (3.20) usando os resultados de (3.21) e (3.22},
8&;:: 5 [ﬂ 1 fﬂ fﬂ (quau i]J[ + TuEH f:']!) dridradrs (3.23)

Logo,

+1 gl el Au i A
f _/ f ( i :f; 271:!5;;1 Fes ) dridradrs {3.24)

E necessério calcular %‘ﬂ‘,—f e --J de forma explicita para tornar a equacao {3.24)

mais trabalhivel.



Céleulo do termo 15;5’}

Do cdlcuio diferencial tem-se que,

Sy, dz; 8z dzy Juy Suy
(3?1 31’1 Brl {’9?‘1 83_; 821
Buy L __ | 8z 8z dz Jug L 7] 9w
3:"2 - afg a’!‘g 5’!‘2 322 - é‘:r.g (3'25)
duy 8z; 8z Oz Oy Juy,
&fa 3!’3 3?‘3 3?’3 6:::3 3253
Generalizando {e pensando em termos de operador} tem-se,
o). ,o0) (3.26)
or oz '
Reescrevendo a equagdo (3.25) usando a notagao indicial obtém-se,
Upr, = Tjy Uiy {3.27)
O determinante da matriz jacobiana (jJ|) é dado peor,
7 = 3.’51 é‘xg 3.’133 ; 3.‘112 8.‘?33 8:1:1 . 82?1 32?2 6.23
YT 8ry Bry 8rs | Bry Bry Bry  Bry 8ry Ony
dxy 0z O 8z, Oz, Oz dx, 8z, Oz
102,025 02,02, 07, 07y O; 02 (3.28)

" Brs Ory Gy Ory Ory Bry Ory Ory Oy

A equagdo {3.28) pode ser escrita usando o permutador (tensor aliernante) e,.,

|J3355%6$26$3

dr, Br, Or,

= €abe L1y, L2 v T8 r. {3‘29)

O interesse é conhecer o comportamento das grandezas no sistema global de co-
ordenadas. Neste sentido reescreve-se a equagao (3.26) na forma,
a2 d
o) .}“‘«--—-[ ) {3.30)
oz ar
A equacio {3.30) representa a solucdo de um sistema de equagoes lineares. A regra

de Crammer pode ser utilizada para resolvé-lo. Assim,

| Bugp Jzz Bzy |
Br r ar
dug o 2 gzé!n];,:
F T2 ra iJt
dzy bup bes ozs | Y]
3?‘3 3}'3 5!‘3 |



Ouy 01, Ouy 611* 2y az3 ; 91y 01y Suy

dry Ory Ors @rg Org B’r; 8r; 8ry Ors N
Our 07302y 033 0240uy  Ouy 07,025 1

8r3 d?’z 8?’1 8r5 6?; 61'1 61‘2 81’1 afs 'Jl

duy 029 0za, ,, .,
(eabc"é;;g;; Brc)/m {3.31)

Portanto,

gy = (eabcﬂk‘ruxmn,xs,rg)f|J§ (332)

Analogarnente, é possivel escrever que,

Up g = (eabczl,r“uk,nxs,n,]/1"]!

by = (eabcx}.,raxz,quk,rﬂ)xIJI (3.33)

As relacdes entre coordenadas no sistema local e sistema global no caso de ele-

mentos finitos isoparamétricos sac dadas por,
a B
3
zy = 3 bt
£l

:52 prosas Z hiI; (334)

Ty = Z hixl

v}

i)

onde h; representa a funcac de interpolagao associada ao né ¢ do elemento e #i

representa o nimero de nés do elemento em questao.

As equagoes (3.34) podem ser reescritas na forma,

re = 9 hizh = hgal (3.35)

Efetuando as derivadas de (3.35) com relagao a ry, r; e ra é possivel escrever que,

dz il 3h;
S 23 herf) = L5
1 T i= 3
8Ik 6h! ;
e 3r2 Zh %) 6 e (3.36)

=1
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{3.”3;‘ 6 ‘ﬁ}-.. y
_é;; - c?rs(}“ hizy) =

t=

ﬁ“ Bhi

FE31

Ou ainda,

zklrﬂ = hﬁtrﬂ z;n

LgoT

L]

&

(3.37)

. s . P ; & ’ . -~
O interesse aqui é no célculo do termo 315,;5. No caso, os nos de interesse serao ape-

nas aqueles associados ao elemento m em questdo. Os nds pertencentes ao elemento

m sao denotados aqui por . Consequentemente, deseja-se calcular a contribuicao a

a1

m ot
LES

nivel do elemento, isto é,

Combinando (3.37] e {3.29) obtém-se,

i — m
| = epe(hme, 27 )220 Zar,
Assim, _
3.
83:",._.5{ - eabckﬁ,rnzmrhzﬁ,r.;
1
Analogamente,
;
62“’% - }i
ax?ﬁ - eabczlifﬂ ﬁ:"!J:I:e‘:"'f:
2
31|
Fs = eabcxl,rgxﬂ,rbh"ﬁ,rg
3

Usando o resultado dade em (3.26) escreve-se que,

Shy Fhz

ﬁra B 3233'

Ou ainda,

kﬁ;ra = xjsra hﬁfj

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.42)

(3.42)

Eserevendo a equagao {3.39) e substituindo (3.42) obtém- se,

el
3z

"&ﬁ',rg Ig,r’gz&!g
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hﬁ,n b B 5 + hﬁ,rgzlnx&rg <+ h?ﬁ';gxmrgxz,r,

- h'ﬁ,rg T2 T, + hﬁ,raz.‘i’;,rzzi’:,r; =



= |y hm ) T2 e tar, T ke ) 200 Tap, (25005 )20, T8, +

i b )00 Ty ey = (Zirhim )220y Tap, =
= {21, hm1 + 2o, hmz + xs,rlhﬁ,3)$2,mx3,rg +
Tk + Toehma + Tao i e) T2, 2, +
":”{Il voltim1 + T2 rghmE T I3 ?th 3)12 rs X80, T
—{Ty e hmy + Top hime + Xs o Ams) Ty Ta,,
~{xy s, + Taphms + Ta e s)Ta ., 2oy, +
(TZ raftimd + z?rqhm2 it 5 )IZr‘Iar;
Nota-se que 0s termos em Am 2 € ks se cancelam, resultando em,

8™

- h?ﬁ.’,rl (xl,rlz'z,f?zﬁ,fa + 51,!332;;33,;9 + Ii,rgmﬁ,mx:ﬁrl T

T T Ty Taey 7 Ty Ty, T3y 31},3232”223!,1)

Com o auxilio de {3.28) conclui-se que,

SlJ
33:1 = hmalJ]
Analogamente é possivel afirmar que,
ALl aJi
82’3? =2I ! ¢ (9.?}? h’m,:&‘-”
Escrevendo de forma generalizada,
a|J .
L h?n"t'i‘fl

8;.7 a4

(3.43)

(3.44)

{3.45)

(3.46)

(3.47)

A relacdo entre o= € 35 327 é que cada termo Jﬁ deve levar em conta a contribuigao

BT .
de wﬁ:m no nd correspondeﬂﬁe {é um caso semelhante a montagem de matriz de rigidez

de cada elemento}.
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Céleulo de L—“%—i

De forma endloga, considera-se gue a derivagdo deve ser efetuada a nivel de um

: 8
elemento da malha. Logo, deve-se calcular a derivada 53

E importante ressaltar gque no caso de elementos finitos isoparamétricos, o campo
de deslocamentos é interpolado pelas mesmas fungdes de interpolaco que represen-

tam a geometria do corpo. Consequentemente de (3.37),

Yy, = Hm,, uff (3.48)

sem particularidades, e gue

Calcula- 5

ird permitir uma futura generahzagao.

E sabido que (resultado da equagdo (3.32)),

Upy = (eabcuk,wIE,ﬂ,z&h:)/i‘” = g[J%“l (3‘49)

Calculandoe a derivada de (3.49) tem-se,

682;%;1 lli*l%mm«” z%z
= (- ) -
g ( 39 ungzl) (3.50)
Contudo,
Bigg 3am abctinr, (Bimr, o }E3r.) = EabctikreRamr Ear. (3.51)
Substituindo {3.51}, {3.40} em {3.50) temn-se,
i‘;’g P N Sy N (3.52)
Seja,
Y= gl r, o, Tor. — Yr 171, Pra ey Tar.) (3.53)
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Escrevendo explicitamente a expressao de ¢ tem-se,

H“ = uksrl hﬁzr?xsyrl’- _+ uk\rﬁf"“ﬁsvﬁzgrrl + uk:”:‘-hm}rix&sr? ”‘f"
e e A 8y _
Uk e B Tars ~ Uk A Tary = Uk rohime, T3y, — ﬁua = =
= Uy, (Ii‘rgk"m",i + Iz P + Is,rghﬁ,s)l‘\s,fa +
1 Ta = L2y hfﬁ,? + za,rghﬁ,s)i’iz.r; -+
xlr; "12r1hm2+13r, m3)$3rg+

I rshml ™ zz,rahﬁjz " T, mS)ZS ry &

Tys hmy — Tor hang + Tse hma)Ts,

]
L
T
&

-

mﬁk ]

!
s
s
R

~ Uk r{ Tt Pim1 — T2 r P s + Tap,h ,s)isf, ﬁk,lhﬁ_zwl =
= h’?ﬁj{x}.,fguk,rlxs,?g T XUk e Ty T Ty Uk Tay, H
_xlsrauégrlx&rg 5 R 7 W zi,rQuk,r:xB,r;) -+
+hga(Upr, T2y Ty + Yk X270 8ar, + Uk T2e, Ty +
~Ukr T2p, T8y — Uk r, T2r; Ty = g s L20Zar,) T
Al alter TargTary T Uk raZarg Lo, + Ukrs T35, T3, +
Uy T8 X3 — Ykey T80 L8 s — YkraZarar ) — YiihmalJ] =
= =R 18abe 1w Uk, Do, + R o€abetth r, Do p To,, + 0= Up b alJ| =

— —h"ﬁrgukJﬂJ hm 2lig 2 |[J uk’jhﬁlgijé (354)

Consequentemente,

(3.55)

Substituindo {3.55} em {3.52),

3?1«,1 _

. — W gl = Rt {3.56)
2
(Generalizando tem-se,

8&&3;

g itk {3.57)

1
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Voltando & equagho {3.24} e usando os resultados dados por {3.47) e (3.57) ¢
possivel escrever que,

aytm
oz™

41 p41 p4l o )
f [ f [m(“ﬁ-z‘;ﬁhﬁ.z)ﬂi"i"Eszikzkﬁ,fgji}dfxdfzdfsx

+1 p+1 41 3
/ / / ‘ﬂ:t’ekfk"ﬁ'?i = Ty m;)!.f]dhd?‘zd‘fg‘ (358)

Calculou-se anteriormente a derivada da energia de deformacdo com relagio as
coordenadas nodais de um elemento particular m da malha. A derivada da energia
de deformacao com relagao as coordenadas globais da malha deve levar em conta a
contribuigao de cada elemento. Consequentemente,

auitm
é?:r WZ

1 elern 8:{

(3.59)

Na equagao (3.59) os termos associados a cada né 7 de um elemento é computado
convenientemente de forma a obter o respectivo valor associado ao né n da malha,

isto 6, um mesmo né n pode ter contribui¢do de mais de um elemento m.

3.3.2 Cilculo de 2%

Derivando-se a equagio (3.10) obtém-se,

gw 5 a + 3 f ffudS+ Y f fBuzdV]  (3.60)

zy lem elemn elem

Para o0s carregamentos nodais externos, que nao dependem das coordenadas no-

dais, pols sio associados ac problema fisico e néo & malha, tem-se que,

8
oz’

H

{(Riui) =0 (3.61)

Consequentemente,

W [fokukdsﬂi- fok ukd‘;’] -

n
dr; elem

- Z/a (Fiueas) + Z/a

elem elem,

(FPurdv) (3.62)
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E necessério obter de forma explicita os termos da equacio (3.62). Novamente
serido levadas em conta as hipbieses da elasticidade linear e conceito de elementos

finitos isoparamétricos.

Caleulo de 35 (f) ued$)

o

s mds) = ff

o
527 (45) (3.63)

No caso d5 representa um elemento de superficie do corpo em estudo, € pode ser

definido com o auxilio da figura 3.1.

ds: Elemento de
superficie

Figura 3.1: Elemento de superfizie de um corpe sélido

Os vetores d5; e d5; podem ser escritos com ¢ auxilio dos respectivos cossenos
diretores,

dryz  dizs  dosp
s, T as? T as ™
d.‘.ﬁ} d$2 dl‘g

— g5, Sy, By, GTsp 3.64
s, = dSREngz+dSo ng] (3.64)

4%, = ds, [



{ elemento de drea possui um vetor normal associado definido como,

. . i 5k dzs 8 dr, O
4% = (5 ndS, = | tm du b :K T201s 7% Ia)h
! PTE g e 35, 88, 85,85,
[m;ﬁ 8BS, Bdss; |

_ (3:::; (33:3 B 62; als) it (8.1?] 8.’52 _ 3.‘2; 6;’172

+ £ r
38,85, 05,05 J 85,88, 085, 651) k} d5,dS; (3 65)

O valor numérico da area do elemento de integracao é dado pela norma euclidiana

do vetor 8. Lozo,

S - 2 2
|Fd “ = 48 = [(52,813:3;#3 “Iz‘sez&h) -+ (zl,ﬂgxf};ﬁ "zl.-ﬂ.lz3.-“2) +
3
213
+{Z10 T2~ Try720,)" | 45145, (3.66)
dS = ZT3.6,T0,6,88,0:Z8,00 t T8 72,0,73,0:88.8, — 2726, T80,82,0, %56, F

~T109%1,00%8,6, T80y T F1,6, 78,6, 3,00F3,0, 223 0,78,0, 21,5, 23,8, +

~Ty0, %16, 02,0220 F L1827 1,00F2,5:T2.s +

!

—21‘.1‘5122,323:1,82::2,81 ]2 dSIdSS (3»67)

Estuda-se primeiramente o termo %. Para tanto serd utilizado uma equagao
i

andloga & (3.37) com relagdo aos termos em 1 e substituir-se-4 na equagao (3.67).
Cabe observar que nesta segao k' representa a funcio de forma que interpola a su-

perficie a ser integrada.

s = E_x2,s;3:2,s;$3,a;x3,az + X2 pod2,05T80, T35 — 252,5113,33552,323:3,31‘{"

B ] ey 2

! ¥ m ,

+ (hmm'_,agml ) T30, 28,5 T (hﬁ,slxl ) 3,8, 73,5, T
3

iy ! £33
—'2 (hﬁ‘ggxi ) 2:3,8; (hm,.‘!gzl ) I3132 +

p—] ' — 2
£ Fi) , m
+ (h"m*,alml ) L2002 %280 T (h’ﬁ,a;xi ) Z3,8,T2,0, T
? i

<2 (b, 2T) 210y (Bimy2T) 220 % d8,dS, (3.68)

Derivando-se {3.68) com relagdo a z], tem- se,
as 1

m §§z2,31$2,21x3.3213,32 F T2,0,72,0, 78,8, 78,0 2$213123132$2‘89$3,31+
3
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T Ty T80 30, T 16,800, 8800 78 55— 227 0, T80, 27 4, X3,0; +

+ 2y, T 20,820, L1 80,0 T2,0,T20, — 2810, 02,0, 1,0, %2 0, ]:fi ¥
% [2 (ke
~4 (g o,k

T, Ag T

T

AN .
Ty ) h‘ﬁ_,sg T3,.6,%8:, 12 (}"ﬁi‘s;zl ) hﬁ,sizs‘l‘zx&!a'i"

i ! Y !
Z; ) T34, 8,05+ 2 (h‘rﬁ,a;II ) B e, 2,028, +
¥ i ¥

+ 2 (kﬁ‘zzz?‘h} }Z\;ﬁ‘sgzz!“ - 4 (hﬁ,hhﬁ.sex??) Igi,,ﬁ:cg‘,j] d81d82 =

I,
= 5 26, 82,0, F3.02 08,0, + T2,2,22,5,78,0, T35, — 23:2,#1333;3332,33338,33+
1 0 E1,03 T80, T T L0, The, T80, T80, = 221,736, X1 6, T30 T
-1
“+ L1,8,21,0, 888, L3 5y T L1,8,T1,65%2,6,L2,5, — 2£1,81z2,332:1,33‘z2,$;] X

) ¥
% [2:‘:1:32”"%,3;‘»”’53:81‘1‘3'31 - zkﬁ,slz1;31$3,32x3.82+

! ¥ ooy A 1
“-4}3,-”,‘“",_231-,;1"‘”:51 )13.813;3,82 + zh?ﬁ,siximxﬁmzivz +
] ] 1 ﬁ

+ 2{}25,3;1“1.6212‘313“2@1 - 4hﬁ,a;h?ﬁ,sg‘z1 )"52,82'7:2,31} dslds? (3*69}
as 1, |
wemm = = Ty Ty Ta e Ta ey T T2, 72,6078, 80,0, ™ 20,0, 78,0, 72,0, T80,
BI] 2

T3 00T 0 k20,30, T T1,s; T8, TB00TB,00 221,5,%3.5,%1,6, 78,8, +

=i
+ 31,3153,3;52;32-32,52 -+ 31,3321,3912,3123,51 - 221,31$2,83x1,32x2,31] X

! .
X (2R 0y (1,00%8.0, 8561 + Tr,ea82,6:T2,01 — T1,0,%8,8,88,02 = D10, T2 T2, )

i
+2hs , (T10,25,0,T0, + Tle Do, = T1,6,T2,0:82,8, +
= X1,5,%72,5; T8, — 31‘5232,3222,31) }dsidsz (3'70)

No sentido de simplificar a equagao (3.70} definem-se os termos,

E=1250%50 = T1,6, 1,5, + Ta5, T2, + Tse, T3,

F = Tj0,T58, = T1,0, P10 + 20, T8 5, + T3, 78,8,

G = Bj o Zie, = TreTe T 22000, T T8,0,3,0, (3.71)
Consequentemente,
xljagE - xlist = xl,ag(ml,alxl,e] T ‘12,&132,81 + 1:3;9]2:3;31) +

_Ilasl(zllsixlt'g? + 2,5, T8 + 53,813:3:33) =
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= xi,sgIZ,nILa; + Il,igxs,hxg,l!;ms,!l +

~T1T00, %200 = L1073, T80 (3.72)
I}':s?G - zl(!lF - xlii‘,l (2:1!"9:1;’2 + 3:23322:2132 + ‘1’3,822:3:32) +
”-Il}eg(‘zl,a;xl,s; + Xy, %2,0, 33.8:2“3,59) =
- 31,51332‘333:2,32 + ‘zl,!lmg,.“gz&!g +
= T1,8:F2,0; T2 80 ™ T10,L3,5, 23,4, (3-?3}
EG i F-F = (21:3]3:1'3; '4" 3:2;312:2:51 "4" 33,3153,31){$1‘9353,sg + $2,32$2,32 ‘é-‘ x3,3353,83) +

"i' (Ilrslxia‘?Q + -‘rQI.ijZ!g:, + zS,S;IS,ag)
X(I‘l,ﬁ;zl,sz + Lo 83222, + 1:3‘312:3#‘?) (3?4)

Ohbservando os resultados de (3.70), {3.72), {3.73), {3.74) e comparando cor {3.70},

conclui-se que,

a5 . R -
= lh (ZT},QE — ‘ZI,S;F) + hﬁ,s; (Z‘LMG - .'C;I_‘.;EF}](EQ - F.F}T

81’-? T {"fm,ey

Generalizando, é possivel escrever que,

a5 ; : ) -1
Ezu’-;’: = [h” (zé,szE - Ii,-?zF) - h?ﬁ,sl(x‘}aic - ZEPQF]J(EG - F'F) ?

Com o resultado dado em (3.76) avalia-se o termo dado em (3.63).

Calenlo de % {f7 wedV)

E 9 31|
o EwdV) = 5= TP u|Jidridrydrs) = ffuk_é—;:%dr}dmdrg

Usando {3.47) em (3.77},
a
a7

13

ffu;,dV) = ffukhﬁ,;ijldfldfzdrg
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Consequentemente, usande os resultados de {3.61), (3.76) e {3.78} ¢ possivel es-

erever o resultado ﬁna],

c")ﬁ" +1 *H g Vi )
f ./ g | rz(If;*:E - IimF} +
thig o (200, G ~ i, F)(EG — F*)% dsydsy +
41 pad
‘Ti“'[] f} /} ffukh"m“,iljlffﬁdfzd?’a (3.79}
Consequentemente,
3W
o {3.80)
elemn

onde os termos associados a cada n(’) i de um eiementa ¢ computado conveniente.
mente de forms a se obter o respectivo valor associado ao né n da malha (isto é, um

mesmo nd n pode receber uma contribuicdo de mais de um elemento m {nés 7).

Com o5 resutados anteriores € possivel avaliar o gradiente da energia potencial to-
tal com relagao &s coordenadas nodais dado pela equagéo (3.13), tendo sido admitido

gue uma solugao de elementos finitos € utilizada.

3.4 Particularizacio de Il e de seu gradiente no caso bidi-
mensional

A aplicacao de interesse neste trabatho € a situagio de estado plano. Neste sentido,

uma particularizacio das expressOes obtidas na segao 3.3 faz-se necessaria.

3.4.1 Energia de deformacio no estado planoc e seu gradiente

A energia de deformagao no caso tridimensional é dada por,

U= f %msﬂdv (k,1=1,2,3) (3.81)
¥

Explicitando-se tem-se,

i} 1 _
U= /; E(Tnfn + T99€9y + Tas€ss + Tiaf1e -+ T1g€13 + Ter€a1 + Tesfas + Tay€s; + Tanese)dV
(3.82)
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Para de estado plano de tensdes tem-se que,
733 = T31 = 732 = 0 {3.83)
e para estado plano de deformacdes tem-se,
€33 = Em = €92 = ) (3.84)

Consequentemente, tanto para estado plano de tensdes como para estado plano de

deformagoes,
1
U= L 5(7115-‘11 + Top€2s + T12€10 + TyyEm JAV {3.85)

ou,
|
U :f 5'%;6&1({“’ (k,f = 152} (386)
¥

E necesséario escrever dV em termos locais. Seja a notacao dada na figura 3.2,

representando o sistema local do elemento,

42 iz

s o ol
Iy Iy
fi

3

Figura 3.2: Sistema local de coordenadas no estado plane

Da relacao entre sistema local e global de coordenadas do elemento tem-se que,

pare s =41 = 3= +1/2 (3.87)
para rz= —1 = z3=—1/2 (3.88)
Logo,
1
Iy — 573 (3.89}
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ou,
if:r-y, _ !
d?‘g - 2

Tar, = (390)

E sabido que {resultado bem conhecido em elementos finitos isoparamétricos},
av = I“‘{Idrldfﬂdﬁi [39])

onde,

|Ji = eabcml,rnxqu&re {3‘92]

A espessura i do elemento € constante, de modo que,

BJCS 83:3
Tar, = Tgr, = R 0 (3.93)

Substituindo {3.93} e (3.90) em {3.92) obiém-se,

o 3231 3:53 3.’.?31 3322 t 1
JI T T s e s e | Jf - .
T 1 Bry Bry Ora 9| 2 i 2 (3.94)

onde definiu-se,

63:1 aIg 31’; 822

- = Ty, — TigaT2 3.95
5?’1 3r2 3?,2 (92'1 L R o S aury ( )

|Jiop =

Como a espessura do elemento € constante, dry na equagao (3.91) pode ser inte-

grado, e como seus limites sao —1 e +1, tem-se,

dV = IJ!dTIdTQ x 2 (3'96)

Substituindo (3.94) em {3.96),

dV = t|J{apdridrs (3.97)

Consequentemente,

+1 41 _
U= [1 fl Ewr‘-‘kﬁ[c}lwd?’zdﬁ (k,1=1,2) (3.98)
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A equagao (3.98) ¢ simplesmente uma particularizagao do caso tridimensional, de
forma que o seu gradiente com relagao &s coordenadas é andlogo ao caso tridimensi-

onal.

Juim
oz

+1pp]
f~1 f} [57”?5?9‘&”@ — T ihng| W ppdridry (k0 p,g = 1,2) (3.99)

3.4.2 Potencial das cargas aplicadas e seu gradiente no estado plano de
tensOes

A expressao geral é,

W= £u2+Lffude+Lffude (3.100)

Seja a figura 3.3, mostrando os tipos de carregamentos presentes em um elemento

de placa.
S
fk
ds: ELEMENTO
DE AREA
dxi—l‘—-l
dvztda .| “T [FORCA CONCENTRADA)
ELEMENTD DE VQLUME
fB
K oy "
e
P

Figura 3.3: Esfor¢os possiveis de atuar no elemento de placa

Devido & espessura do elemento ser constante, pode-se escrever,

d$ =tdg; ¢ dV =tdA (3.101)

Usando a relagio com o sistema local de coordenadas,

ds = t|J£1DdSl e dV = i%Jing?’;d?’g (3102]
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onde 8; representa & coordenada isoparaméirica sobre o lado do elemento e [Jjp =
; . : , . : .
{2pe,Tps )7 é 0 equivalente ao determinante jacobiano em uma dimensao {trans-

formagdo usando comprimento de arco).

Assim, reescrevendo {3.100) usando (3.102) tem-se,

Riut+ 3 f I ustldupds, + / f fPustidopdridr,  (3.103)

tados " 7

O gradiente é obtido pela degeneragio da expressao tridimensional apresentada

anteriormente, fazerdo-se as seguintes consideragoes,
I3e; = T30 = 0 (3.184)

e a variavel s, deixa de existir. Assim,

E = 333,31351;51 + L9 9. T2,8, (3185)
.F‘ o $1,51 =+ 3’22_’33 [3,106)
G = 1 {niao mais participa em s} {3.107)

e termos em h,,, DA0 mais existem, o mesmo ocorrendo com z,,,. Fazendo estas

substituicdes na expressio do gradiente tridimensional obtém-se,

aw i) ign +1 4l .
an [-/: f}; UpEs s, aq;(EJ ) Izdfi]] b /;3 ‘/;1 ffukhnlitijigpdfldfz
(3.108)

% {gdos

3.5 O tratamento da restrigbes e seus gradientes

O problema da otimizagao de mathas pelo método r envolve dois tipos de restrigoes:
nés interiores podem, a principio, mover-se em qualquer direcdo , contudo nio devem
se mover a “longas” distancias para que nao distorgam demasiadamente os elementos.
Este tipo de restricio é representado por uma desigualdade. Os nds do contorno {ex-
ceto aqueles nds que se movidos destrdem a geometria do problema) devem mover-se

mantendo a geometria do problema. Este tipo de restrigao € de igualdade. Con-
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tudo, também estes nos, nao devem mover-se ao ponto de disiorcer em excesso os

elementos, sendo necessaria uma restricdo de desigualdade adicional.

A forma como as restrigoes foram modeladas é descrita e ilusirada no caso da

figura 3.4.
L
&
]
13
12
umrsne i

Figura 3.4: Exemplo para ilustrar ¢z tipos de restrigbes.

a) Nos fixos

Alguns nés da malha ndo podem mover-se, pois 0 seu movimento descaracteriza
¢ problema fisico em estudo. No caso da figura 3.4 os nés fixes s20 1,3, 5, 9 e 13,
Fstes nds nao participam como varidvels no problema de otimizagao. Para os casos
considerados neste trabalho, por conveniéncia, os nés que possuem carregamentos

sao mantidos fixos. E o caso do nd 3.
b} Nés internos
No caso da figura 3.4 é o né ndmero 7.

Este né pode mover-se em qualquer dire¢ao, contudo nao deve distorcer os ele-
mentos demasiadamente. Logo, um ponto natural de referéncia a este movimento é a
posicao inicial do né. No caso do né nimero 7, suas coordenadas iniciais (configuragéo
inicial) s&o representadas aqui por {57, 40 7), OU genericamente a configuragao inicial

é representada por (Zon, Yo} As varidveis de otimizagio so denotadas por (z, Yn)-

Duas formas para definir o espago de movimento dos nds interiores foram estuda-
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das:

» Restricoes canalizadas: o no deveria pertencer a um quadradoe de lado 2! repre-

sentando as seguintes restrigoes,

z&n"’”lﬂzngfzi}m"’l

Yor =1 < ¥n < You 1 (3.100)

Por esta formulacho, associadas ao né n tem-se quatro restricoes lineares de

desigualdade.

s Restricdes do tipo circulo: o né deveria pertencer a um circulo de raio R, isto ¢,
z "
(In - xtt,n} T (yr: - yG,n)2 < R? {3&10)

O movimento do né n é restrito a uma nica equagao nao linear de desigualdade.

Contudo trata-se de uma nic linearidade bem definida e comportada.

As duas maneiras descritas foram testadas, verificando-se o melhor compoerta-
mento do tipo circulo. Além disso uma significativa economia no uso de memoria é
feita, pois ao invés de quatro restricdes por né {quatro multiplicadores de Lagrange,
quatro parimetros de penalidade. gradiente de quatro restrigdes por nd no céleulo

do gradiente da funcao lagrangeana aumentada) uma nica restrigao é usada.

¢} Nés do conterno

No caso da figura 3.4 sio os nés 2, 4, 6, 8, 10, 11 e 12. Estes nds devem respeitar
o contorno do elemento nio distorcendo o elemento de forma excessiva. A distor¢ao
excessiva do elemento é evitada usando-se restri¢oes do tipo circulo (descrita anteri-
ormente).

A forma para definir as restrigbes que restringem o ndé a pertencer & linhe do
contorno, consiste em interpolar conjuntos de nés {na configuragio original} definindo

equacdes para representar as restricbes de igualdade.
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O tipo de elemento finito sendo usado € quadrdtico {elemento QUADS) de tal
forma que restricdes do tipo pardbolas geradas a partir da configuracio inicial séo

adequadas.

Dois tipos de pardbolas (ou casos degenerados} sao suficientes para definir um

dade trecho do contorno representado por trés nds, ou seja,
flz,y)=y—(az’ +br~¢) =0 (3.111)

ou
flo,y) =z~ (e + by = ¢} =0 (3.112)

Os coeficientes a, b, ¢ 520 obtidos por meio de interpolagao convencional baseada

em conjuntos de 3 nds da configuragao inicial.

Assim no caso da figura 3.4, os nds 1, 2 e 3 definem uma curva f; = y — {a; 27 +
bz + ¢). Os nés 3, 4 e 5 definem a curva fy = y — (agz® + bz + ¢). Os nés 1, 6
e 9 definem a curva fz = 1 — {agy® -+ bsy -+ ¢3). Os nés 9, 10 e 11 definem a curva
fo =y — {aqz® + byz + ¢4). Os nds 10, 11 e 12 definem fy = y ~ (asz® + bz + ¢5) € 08
nés 11, 12 e 13 definem fs = y — {aaz® + bex + t¢).

Por este tipo de modelagem a geometria inicial é mantida e restrigoes simples e
conhecidas de forma analitica (apés a interpelagdo) sdo obtidas, facilitando o acople-
mento com o método do Lagrangeano Aumentado.

Uma generalizaghio deste tipo de abordagem para as restrigdes pode ser feita para
o caso tridimensional. Neste caso, ao invés de se utilizar circulos seriam utilizadas

esferas, e a interpolacao do contorno seria feita por meio de uma superficie.
No caso de outros tipos de elementos, uma interpolagao analoga de conjuntos de
nos pode também ser feite.

O gradiente das restri¢des, da maneira como estas foram modeladas, é obtido
de forma bastante simples e direta, bastando derivar as equacoes (3.110), (3.111} e

{3.112} com relagdo as variaveis z e y.
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3.6 Consideracoes socbre o modelamento

Nas seches anteriores deste Capitulo apresentou-se como é calculada a energia po-
tencial total e o gradiente desta com relagio s coordenadas nodais no caso de uma
malha de elementos finitos. Verifica-se que estes cdlculos requerem a integragao sobre
o elemento. O procedimento para esta integragao no caso do elemento isoparamétrico
utilizado € o da integragdo numérica usando o método da Quadratura Gaussiana, {17,
Como apresentado, os calculos sdo feitos a nivel de cada elemento, e posteriormente
é obtido o valor para a malha como um todo. Trata-se de um procedimento seme-
thante aguele feito na montagem da matriz de rigidez global a partir das matrizes
de rigidez individuais dos elementos, onde sdo somadas as contribuigoes em posigoes

convenientes,

Como descrito anteriormente, a energia potencial total, IT, é obtida em fungéo da
energia de deformacio, U, e do potencial dos carregamentos externos aplicados, W,

calculados tendo como base uma solugio padrio de elementos finitos.

£ possivel observar que no equilfbrio (u”}, iste é, substituindo o resultado de {3.4)
em (3-2): tem-se que a energia potencial total assume numericamente o valor negativo

da energia de deformacao. Matematicamente,

M{u)=-Ulu') ouainda I = -U" (3.113)

Segundo o esquermna do método 7 apresentado, a energia potencial total ¢ sem-
pre calculada baseada em uma solugao de equilibrio, e portanto seu valor pode ser
calculado por meio da equagéo (3.113).

O caso particular sendo estudado neste trabalho ndo considera a possibilidade
de movimentacio dos nds que recebem carregamentos {tanto cargas concentradas
como cargas distribufdas), e como consequéncia o gradienie do potencial das cargas
aplicadas é sempre nulo (os carregamentos 540 sempre tratados como carregamentos

nodais concentrados equivalentes e que sio aplicados em s fixos).

Face a equacao (3.113) e ao fato de I{u) ser sempre calculado baseado numa
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solugdo de equilfbrio, o cdlculo da energia potencial tolal bem como de seu gradi-
ente podem ser feitos baseando-se exclusivamente na energia de deformacac. Este
tipo de abordagem representa um significativo ganho em termos de tempo e esiorgo

computacionais, e sao adotados neste trabalho.

Apresentou-se também a abordagem utilizada para o tratamento das resirigoes,
obtendo expressdes analiticas para estas fungbes, e como decorréncia direta, ex-

pressGes para os gradientes destas.

Por meio deste modelamento, o problema de minimizagao restrita associado ao
método r, possui o problema de minimizagdo irrestrita equivalente, representado pela
minimizacio da fun¢do Lagrangeana Aumentada. Considerando que o método Quase-
Newton de otimizacéo irrestrita é utilizado, a fungio Lagrangeana Aumentada e seu

gradiente podem ser calculados baseado nas expressoes dadas nas segOes anteriores.
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Capitulo 4

O método r e seu acoplamento com
o método do Lagrangeano
Aumentado

4.1 Introdugdo

Nos Capitulos 1 e 2 apresentou-se o algoritmo geral do método r para oiimizacao de

malhas e o algoritmo do método do Lagrangeano Aumentado.

Considerando que o método r como descrito no Capitulo 1 utiliza os resultados
de analises por elementos finitos, para posteriormente efetuar o procedimento de mi-
nimizacdo propriamente dito, um algoritmo acoplando os métodos r e Lagrangeano
Aumentado faz-se necessario. Dois algoritmos para este acoplamento foram estuda-
dos: o primeiro, chamado aqui de “estado de equilibrio semi-congelado, s¢”, onde o
estado de equilibrio ¢ mantido fixo ao longo das iteragdes do método Quase-Newton
que atua no método do Lagrangeano Aumentado; e o segunde, chamado aqui de “es-
tado de equilibrio sempre-atualizado, sa”, no qual o estado de equilfbrio ¢ atualizado
a toda avaliacio da funcdo objetivo. Estes dois algoritmos si0 descritos nas segoes

seguintes,
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4.2 O algoritmo %“estado de equilibrio semi-congelado, sc”

Noalgoritmo “estado de equilibrio semi-congelado, algoritmo s¢”, o estado de eguilibrio
nao é atualizado sempre que a funclo objetivo é avaliada. Esta atualizacio é feita
somente a cada Heragao do Lagrangeans Aumentado, isto é, durante as iteragoes do
méiodo Quase-Newion que atua interno ao Lagrangeano Aumentado, o estado de

equilibrio (deformagdes e tensdes) é mantido fixo.

Este tipo de algoritmo € apresentadoe a seguir.

1. Definir uma malha inicial de partida {zo).

2. Definir os valores iniciais {valores de partida) para:
» multiplicadores de Lagrange {A, ¢).
¢ paradmetros de penalidade {r).

¢ taxa de crescimento dos pardmetros de penalidade (t).

¢ méaximo passo da busca unidimensional {mazalpha).

. Definir o ntimerc miximo de iteragdes do Lagrangeano Aumentado (nimazx).

L3

4. k=0

5 Ffetuar uma analise estética, obtendo o esiado de equilibrio {deformacoes e
tensdes) pelo MEF. Baseado neste estado de equilibrio calcular a energia poten-

cial total inicial {Ilo).
6. Montar a fungdo Lagrangeana Aumentada ®{z A, u. 7).

. Minimizar ®(z, A, 4, 7} com relagio as coordenadas nodais (varidveis z) usando o

o |

método de otimizacio irrestrita Quase-Newton, obiendo urna nova configuragao
(z;). Nos casos em que o passo da busca unidimensional () é superior ao

valor mazalpha (o > mazalphe), usar o valor mazalpha para o passo (z; =

zo + mazalpha x d), onde d é a diregéo de busca.
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8. Seguir o seguinte mecanismo de aceitagéo ou rejeicdo da matha obtida:

s atualizagao do estado de equilibrio {andlise estdtica]
» célculo de T
s se 11 > Il

~ fazer uma corre¢do no valor do maximo passo da busca unidimensional

do tipo: mazalphe = ZEEHEM g 5 g
— voltar & configuracio xq.
— voltar ac passo 7
e se [y <Il; ; o passo é aceifo.

9. Atualizagao dos multiplicadores de Lagrange e dos parametros de penalidade

segundo algom esquema do método do Lagrangeano Aumentado.

10. Se a2 malha z; {configuragao z,) € factivel {satisfaz as restrigoes dentro de certos

limites) atualizar o valor de referéncia Iy, (Tls = ITy).
11. Critérios de parada:

« se a malha é factivel e z; representa a solucao étima de ®, vé para 13.

¢ se a malha é factivel e 2, — 20 &= 0, isto ¢, as coordenadas da malha nao mais

variam, vé para 13.
e se II; — Il = 0, isto é, 2 energia potencial nao mais varia, va para 13.
¢ se k > nimaz , parar com a falha do método. Contudo a malha z; pode ser
meihor que a malha z¢. Fim
12, e k=k+1
e 1y = 1; (a malha obtida é agora novo ponto de partida).

volte ao passo 6.

L ]

12, Fim. x, ¢ numa malha otimizada.



4.3 O algoritmo “estado de equilibrio sempre-atualizado, sa”

No caso do algoritme “estado de equilibrio sempre-atualizade, algoritmo sa”, o estado
de equilibrio é atualizado sempre que a funggo objetivo é calculada, ou seja, no
interior do método Quase-Newton quando estd sendo efetuado o procedimento de

busca unidimensional,

Este algoritmo é bastante semelhante ao do tipo “semi-congelado”, seguindo =

mesma estrutura global. Deste modo, tem-se o seguinte algoritmo:

1. Definir uma malha inicial de partida (o).
2. Definir os valores iniciais {valores de partida) para;

¢ multiplicadores de Lagrange (A, p).
s parimetros de penalidade (7).
o taxa de crescimento dos pardmetros de penalidade (1).

¢ méaximo passo da busca unidimensional (mezalpha)}.
3. Definir o ndmero méximo de iteragbes do Lagrangeano Aumentado (nimaxz).
4, k=0
5. Montar a funcio Lagrangeana Aumentada &(z, A, u, 7).

6. Minimizar ®(z, X, u,r) com relagao as coordenadas nodais (varidveis z} usando o
método de otimizago irrestrita Quase-Newton, obtendo uma nova configuragace
(1;). Atualizar o estado de equilibric {solugdo de elementos finitos) para ¢
calculo da funcio ohjetivo sempre que esta for avaliada. No caso em gue o passo
da busca unidimensional {e) € superior ac valor mazalpha (& > mazalpha).
usar ¢ valor mazalpha para o passo (z; = Zp -+ mazalpha x d}, onde d é &

dire¢ao de busca,

7. Seguir o seguinte mecanismo de aceitagac ou rejeigao da malha obtida:
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» cilculo de I

s se I1; > My

~ fazer uma corregao no valor do méximo passe da busca unidimensional

do tipo: mezalpha = L"ﬁ%m n>>1
~ voltar & configuracao ;.

- voltar ao passo 6

s se J1; < Iy o passo € aceito.

8 Atualizacio dos multiplicadores de Lagrange e dos parametros de penalidade

segundo algum esquema do método do Lagrangeano Aumentado.

9. Se a malha z, {configuragao z,) é factivel satisfaz as restrigbes dentro de certos

limites) atualizar o valor de referéncia Ilg, (Ile = Ili}.

10. Critéric de parada:

11. »
.

*»

se a malha é factivel e z; representa a solugao étima de ¢, va para 12

se a malhs é factivel e 2, — 7o 2 0, isto é, as coordenadas da malha nao mais
variam, va para 12.

se I1; — Tl; & 0, isto é, a energia potencial nac mais varia, vd para 12

se k > nimaz , parar com falha do método, Contudo a malha z, pode ser

melhor gue a malha zo. Fim.
E=k+1
zo = r; {2 malha obtida é agora novo ponto de partida}.

volte ao passo 5.

12. Fim. z, é uma malha otimizada.

4.4 Comentirios sobre estes algoritmos

£ possivel observar em ambos os algoritmos a necessidade de um mecanismo de

controle do passo da busca unidimensional. Este controle é representado pelo valor

68



mazalpha, que representa ¢ maximo valor do passo na diregao de procura {busca uni-
dimensional) para que os elementos da malha nao se distorcam excessivamente, Este
mecanismo de controle do passo € importante principalmente nas primeiras iteragoes
do método do Lagrangeano Aumentado, onde os pardmetros de penalidade tém va-
Jores ainda pequenos, e como decorréncia disto, a violagao das resirigoes ocorre com
bastante frequéncia, pois a penalizagao pela violagdo das restrigoes ¢ ainda pequena.
O valor de mazalpha é definido tendo como base a maxima disténcia que um né
pode mover-se em cada iteracao. £ um dado de entrada que depende do problema

sendo analizado,

Observa-se gue os algoritmos apresentados sdo bastante semelhantes. Pode-se
dizer que o algoritmo do tipo “sempre-atualizade” surgiv como uma tentativa de
melhorar o comportamento do algoritmo “semi-congelado”, ou alternativamente o
algoritmo “semi-congelado” surgiu como uma simplificagao do algoritmo “sempre-

atualizado™.

No algoritmo “semi-congelado” constatou-se que a configuragao obtida no passo 7
nao representa necessariamente um estado de menor energia potencial total, gnando
se atualiza o estado de equilfbrio. Isto é, o ponto obtido representa um menor valor
da energia potencial total quando esta é calculada tomando-se como base o estado de
equilibrio associado & configuracio anterior. Se o estado de equilibrio € atualizado, o
ponto obtido pode representar um ponto “pior” (de malior energia potencial total} que
o anterior. Face a esta dificuldade é necessario usar um mecanismo para aceitagao ou
rejeicio da configuracdo obtida (passo 8 do algoritmo} baseado no valor da energia

potencial total.

O tipo “semi-congelado” é um algoritmo que processa uma andlise estitica {uti-
lizagho do MEF) a cada iteragio de Lagrangeano Aumentado. Contudo a ocorréncia
de configuracbes rejeitadas pode ser alta. Além disso, a taxa de convergéncia do
método do Lagrangeano Aumentado ser prejudicada devido ao ponto enconirado
{z3) n&o representar necessariamente o verdadeiro ponto dtimo da iteragio {pois se

o estado de equilfbrio estivesse atualizado outro ponto z; seria encontrado).
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No algoritmo do tipe “sempre-atualizado” o nimero de anélises estaticas pro-
cessadas a cada iteracao ¢ bem maior, pois no processo de busca unidimensional a
funcao objetivo € avaliada em geral védrias vezes, e o procedimento de busca unidi-
mensional é feito para cada iteragio do método Quase-Newton. Este tipo de algo-
ritmo envolve, aparentemente, um maior némero de cdlcnlos emn relagao ao algoritmo
“semi-congelado”. Contudo ndo se sabe se realmente isic ocorre, pois a atualizagao
do estado de equilibrio a cada calculo da funcdo objetivo leva mais rapidamente ao

ponte 6time.

Parece ser redundante a necessidade do mecanismo de aceitagao e rejei¢ao da con-
figuragao obtida no caso do algoritmo sempre “sempre-atualizado”, jd que a fungao
objetivo € calculada tendo o estade de equilibrio sempre atualizado. Salienta-se que
este mecanismo verifica o valor da energia potencial total, € que a fungao objetivo
vista pelo método Quase-Newton € a funcao Lagrangeana Aumentada (#(z, A p.7}).
E possivel ter-se o caso em que @ diminua e Il aumente, representando uma situagdo
indesejavel, sob o ponto de vista do método iterative envolvido, onde a aceitacac de
um ponto de maior energia potencial total pede causar a nio convergéncia do método
como um todo, pois um ponto “pior” gera um estado de equilibrio também pior que
pode comprometer a jteragdo seguinte. Por este motivo, o mecanismo dado no passo

7 é mantido no algoritmo.

O melhor ou pior comportamento dos algoritmos é fungdo do problema sendo
estudado, € uma posi¢io mais geral sobre estes comportamentos ainda nao pode ser

dada.

Uma outra variagao possivel de ser feita nestes dois algoritmos € utilizar um meca-
nismo de reinicializacio. Este mecanismo consisie em executar os algoritmos por um
dado nimero de iteracoes e entdo reinicid-los baseando-se numa nova configuragao de
malha obtida. A principal vantagem deste mecanismo € que a cada reinicializa¢io,
a malha de partida é mais préxima da malha 6tima e os parGmetros de penalidade
sio reiniciados, evitando o crescimento excessivo destes {0 que causaria um mau

condicionamento numérico na minimizagio pelo método Quase-Newton}.
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Capitulo 5

Resultados numéricos e exemplos

5.1 Introducio

Apresentam-se neste Capitulo alguns aspectos relacionados ac comportamento numé-
rico dos algoritmos estudados, e também alguns exemplos didaticos que procuram
mostrar as principais caracterfsticas do método da relocacao dos nds da maneira

como abordado neste trabalho.

Os cédigos computacionais foram desenvolvidos em linguagem FORTRAN e a
solugio padrao de elementos finitos obtida por meio das rotinas do programa ANA-
FIN, [109]. Utilizou-se para o desenvolvimento deste trabatho um minicomputador

Digirede modelo 8000 com 2 MBytes de memoria.

5.2 Exemplos baseados no caso de uma placa com furo, es-
tado plano de tensoes

Os exemplos apresentados sao baseados no caso de uma placa com furo, no caso de
estado plano de tensdes, onde sabe-se a pridri que 0 campo de deformacoes possui
uma certa perturbacdo nas imediagbes do furo. Devido & simetria do preblema,
apenas um quarto da placa é modelado por elementos finitos como representado na

figura 5.1 com o0s respectivos tipos de restricdes e carregamentos. Nos exemplos
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seguintes sao apresentados , para simplificacdo, apenas a representacio da malha
com 0s respectivos nés, nac mostrando as condigGes de contorno e carregamentos.
As caracteristicas geométricas da placa sido: placa quadrada de lado 10m, furo de

raio 1.0m no centro, ¢ espessura unitéria.

¥
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Figura 5.1: Representagio de 1/4 de placa simétrico, carregamento uniaxial,

“ kol

5.2.1 Exemplo para comparacido dos algoritimos “sc” e “sa

No sentido de comparar os algoritmos “s¢”™ e “sa”, um problema bastante simples, com
apenas 2 varidvels de otlimizagao é estudado. Seja a malha da figura 5.2, composta
por 2 elementos isoparamétricos quadrangulares de 8 nds representando um quarto
de placa com furo no centro e solicitada biaxialmente por tensoes de 1000 Pa. O

médulo de elasticidade € F = 100000 Pa e o coeficiente de Poisson é v = 0.3.

No caso da malha da figura 5.2 apenas o né namero 5, com posicao incial {3.0,3.0}
tem & possibilidade de mover-se. A energia potencial total inicial é [l = ~265.2.0.
Como restrigdo ¢ colocado um circule de raio unitdrio com centro no ponto {3.0,3.0)

gerando uma restrigdo de desigualdade {0 né deve permanecer no interior do circulo).
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Figura 5.2: Malha inicial para comparagao dos esquemas “s¢” e “sa”, carregamento blaxial

A wabela 5.1 apresenta alguns resultados que permitem uma comparacao dos al-
goritmos em estudo. Os resultados apresentados sao baseados nos parémetros de

penalidade ry = 1.0 e t = 2.0, Nesta tabela define-se que:

¢: parametro que define a precisio para critérios de parada;

dist: maior distincia de movimento dos nds (valor que permite calculo do

pardmetro mazalipha);

tempo; tempo de execugao dos programas na miaquina utilizada {minutos};
nifa: namero de iteracbes do Lagrangeanc Aumentado;

noby: nfimero de avaliacdes da fungao objetivoe;

nest: nimero de andlises estdticas;

solugao: coordenadas finais do né 5 {solugio 6tima do problema};

73



IT: valor da energia potencial total na solugac dtima;

i

met. . ¢ | dist | tempo | nila | noby | nest 1 Solugao
8¢ 0.1 | 05 | 6:55 5 424 9 | -265812.274,2.274
sa ¢ 0.1 (05 | 1440 3 | 109 | 109 | -265.8 | 2.259,2.258
sc [0.011 0.5 ¢ 14:40 | 11 ¢ 941 | 15 |-265.8 | 2.291,2.29]
sa [ 0.01] 05 [ 1803 ; 4 | 147 | 147 | -265.8 | 2.202,2.293
s¢ | 0.01 ] 1.0 | 6:12 6 | 390 7 1-265.8 | 2.290,2,290
sa | 001010 17:361 3 . 132 132 |-26581 22012281

Tabela 5.1; Comparagho entre esquemas “sc” ¢ “sa”.

Os principais aspectos comparativos sao:

e ambos os algoritmos convergem para a mesma solugao dentro dos respectivos
parametros de critérios de parada (precisio]. A solugdo esperada neste exemplo

é o ponto (2.2929,2.2929).

s nos exemplos estudados o algoritmo “sc” alcangou a solugéo étima num menor
tempo de execugio do programa do que o algoritmo “sa”. Nao é possivel afirmar
este comportamento como regra geral, pois muitos fatores estao envolvidos, tais
como a prépria otimizacao dos cédigos computacionais. Pode-se dizer gue nos
casos estudados, a major fracio do tempo é utilizada na busca unidimensional,

e no esquema “sa” esta etapa é mais custosa devido as vérias analises estaticas

efetuadas.

e observou-se que o algoritmo “sa” requer um menor nimero de iteragbes do La-
grangeano Aumentado do que o algoritmo “sc”. Este fato decorre de que no
algoritmo “sa” a busca unidimensional é feita mals rigorosamente devido a atu-

alizacao do estado de equilibrio.

s é possivel observar que o nimero de avaliagdes da fungdo objetivo no algoritmo
“ca” é menor do que no algoritmo “s¢” também devido ao fato de que 2 atua-

lizagho do estado de equilibric é uma postura mais rigorosa e precisa.
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s verifica-se o significativo aumento do esforgo computacional ao se utilizar um

critério de parada mais estreito,

& observa-se que um maior valor de dist {consequentemente de maralpha) leva
mais facilmente & solugdo nos casos em que ocorre o sucesso do método. Isto
é decorréncia direta de que o valor ideal para ¢ méximo passo permissivel é
infinito, e que o efetivo passo é determinado na busca unidimensional. Sabe-se
porém que o risco de uma falha por excessiva distor¢io de elementos é maior

quando majores valores de dist sao usados.

» o efeito dos pardmetros de penalidade ja foram discutidos no Capitulo 2.

5.2.2 Exemplo que ilustra uma variacio no ponto de partida

Este exemplo apresenta também uma malha representande o mesmo problema da
malha da figura 5.2, com as mesmas duas varidveis de otimizagdo, onde o né nlimero

5 sofreu uma perturbagio em relagao a matha da figura 5.2.

As coordenadas iniciais do nd 5 séo (2.4,3.2871} representando a malha da fi-
gura 5.3, que possui uma energia potencial total inicial g = —265.3J. Um circulo
de raio unitdric com centro na posicdo inicial do né 5 é usado. Observa-se que a
solugio esperada, devido 4 simetria do problema, é que 0 né 5 mova-se para ¢ ponto

(2.2929,2.2029). Os resultados obtidos sdo apresentados na tabela 5.2,

met. | ¢ | dist|iempo | nila | noby | nest i Solucéo
sc (001 05 § 16:20 | 11 963 16 | -2658 | 2.283,2.303
sa 0.01105  16:20 ! 4 151 | 151 ]-265.8 | 2.282,2.303

Tabela 5.2: Resultados de malhs com perturbagie inicial.

E interessante salientar que,

s 3 solucio 6tima esperada foi encontrada (dentro dos respectivos critérios de

parada).
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Figura 5.3: Malha inicial perturbada, carregamento biaxial.

s devido ao ponto inicial representar urna situacho nao simétrica, relativamente
menos favorével do que a situvagho simétrica, o custo computacional aumentou

em relacéo ao caso simétrico (tabelas 5.1 € 5.2).

5.2.3 Exemplos para comparacio com os resultados da referéncia [16]

Nesta secho sio apresentados dois exemplos de malhas otimizadas, obtidas através da
metodologia estudada neste trabalho, e ¢ feita uma comparagdo com os resultados da
referéncia [16]. Como a solugo obtida dos algoritmos “sc” e “sa” € a mesma, preferiu-
se utilizar o algoritmo “s¢” por ser o mais rapido. Os resultados séo apresentados
na forma grafica, e comentados em termos de energia potencial total, 11, tensao na
direcao y no ponto A da placa (figura 5.1}, 9y, ¢ em termos do fator de concentragao de
tensio no ponto A. O valor analitico para este fator, assumindo que a placa ¢ infinita
na direcio y & K, = 3.135, [16,96]. Este fator é definido pela relacao entre a tensao
na direcdo y no ponto A e a tensdo aplicada distante do furo. No caso em estudo a

tenséo aplicada é de 1000 Pa {tragio uniaxial em y). Portanto espera-se que 2 tensao
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em y calculada no ponte A sejs ¢ mais préxima de 3135 Pa. Para comparagao dos
resultados o erro percentual, £, em relacao ao valor esperado da tensio é calculado.
Observa-se gue este erro é o mesmo erro que afeta o fator de concentragao de tensao.

As caracteristicas do material da placa sdo E = 2.07 x 10" Pa e v = 0.0.

Resultados comparativos sdo apresentados na tabela 5.3, onde o subindice “16]”
refere-se aos resultados da referéncia [16] € o subindice “obtido” refere-se aos resul-

tados obtidos neste trabalho.

exemplo ' malha | Tyeid | T ] | Kine | Keottido
523.A  inicial | -6.5467E-5 | -6.5546E-5 | 2.700 | 2.755
5.2.3-A :otimizada | -6.6220E-5 | -6.6177E-5 | 3.055 | 2.957
5238 imicial | 6.6138E-5 | -6.61571-5 | 2.801 | 2.004
5598  otimzada | 6.6500E-5 | -6.6363E-5 | 3.146 | 3.131

Tabela 5.3: Comparagio com a referéncia [16], placa com furo,

Os nds fixos e numero de variaveis de otimizagao destes exemplos sao:

e 5.23-A:1,2,3, 7,8, 9,10, 11, 13 {8 varidveis de otimizacéo).

e 5.2.3-B: 1,2, 3,12, 14, 15, 16, 17, 21 {24 varidveis de otimizagao).

77



Exemplo 5.2.3-A: Malha com 2 elementos

2

18
11

12

13

Figura 5.4: Malha inicial Il = —6.5546E ~ 5 J, 0, = 275591 Pa, E, = 12.00%

1 2 3
4 3
11 12 13

Figura 5.5 Malha otimizada: I = ~6.61T7E ~§J, o,

78

= 205728 Pa, K, =387%



Exemplo 5.2.3-B: Malha com 4 elementos

1 2 3

19 24 1

Figura 5.6: Malha inicial: Il = ~6.617E — 5J, g, = 2903.67 Pa, E, = 7.34%

1 2 3
H
i
4
4 3

3

16

1718 ig 28 1

Figura 5.7: Malha otimizada: T = ~6.6363E ~ 5.J, 0, = 3131.16 Pa, K, = 0.12%
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5.2.4 Exemplo de falha por excessiva distorgéo dos elementos

Ne sentido de ilustrar o tipo de falha mais frequente nos algoritmos estudados,
apresenta-se uma malha onde ocorreu a excessiva distorgio dos elementos, figura
5.8,

Nesta malha, os nés fixos sdo 1, 2, 3, 12, 14, 15, 16, 17, 21, caracterizando um

problema de otimizaco com 24 varidveis.

J 24 a

Figura 5.8: Malha com excessiva distorgio de elementos.
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5.2.8 Exemplos adicionals baseados na placa com furo

Sao apresentados outros quatro exemplos também baseados no problema da placa
corn furo sujeita a um carregamento uniaxial {direcdo y) de 1000 Pa. As propriedades

do material da placa sdo £ = 100000 Pa e v = 0.3,

No caso de uma placa de dimensoes infinitas, sabe-se que ne ponto 4 {figura 5.1}
tem-se unicamente tensao em y {0y, # 0, 0, = 0, = 0}. Nesta sitvagado a tensdo
equivalente de Von Mises, o,,, no ponto 4 é igual ao préprio valor de o, {0, = g,

no ponto A4J.

Os resultados priticos das andlises por elementos finitos sao apresentados geral
mente em termos das tensdes equivalentes nos pontos de integragao dos elementos,

valores estes que sao usados como parametros de falha.

Face a estas consideracoes, nos quatro exemplos seguintes sao feitas comparagoes
em termos da tensao eguivalente mixima ebtida na malha (no ponte de integragéo
mais critico), Omaz, com relagao ao valor de referéncia de 3135 Pa. Define-se o indica-
dor percentual, I,, da tens@o equivalente maxima com relagao ao valor de referéncia.
Este indicador representa nma medida da capacidade da malha em fornecer resulta-

dos melhores sob o ponto de uma anilise prética.
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Exemplo 5.2.5-A; Malha com 2 elementos

1 2
4
B
19
11 12 13

Figura 5.9: Matha inicial: 11 = ~ 135,653 J, 0mar = 1733.65 Po, I, =44.70%

1 2 3
4 B
g
11 12 13

Figura 5.10: Malha atimizada: I = —136.927J, 0ppue = 200460 P, I, = 36.06 %
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Exemplo 5.2.5-B: Malha com 4 elementos

1 A 3
)
7
4]
i
i 13
16

17 iB 19 28 21

Figura 5.11: Malha inicial: 1T = —136.857 J, opmas = 2110.87 Po, I, = 32.67%

;| 2 3
£
7
o 4
4 1 3
16
i%7 A8 19 24 21

Pigura 5.12: Malha otimizada: 11 = —137.698 7, 0,54, = 270130 Pa, [, = 132.83%
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Exemplo 5.2.5-C: Malha com 6 elementos

iy

29

Figura 5.13: Malha inicial I = ~137.488 J, 0y, = 2523.54 Po, I, = 18.50%

L1

28 F$

Figura §.14: Malha otimizsada: I = ~137.887J, 0,pe, = 288760 Pa, I, = 7.89 %
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Exemple 5.2.5-D: Malha com 12 elementos

X% 2 4 85
k
| 4]
2
5
14 %
. [ 1
£
s 5
TN
1) pe
42
§

45 jis 56 ki

Figura 5.15: Malha inicial: 1 = ~137.874 J, 0,4, = 2582.30 Pq, I, = 17.31 %

Figura 5.16: Matha otimizada: JI = —138.108 J, 0pue = 2974.00 Pa, I, = 5.13 b7
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5.3 Exemplo de aplicagio na mecinica de fratura, estado
plano de deformacdes

Apresenta-se um exemplo de placa com trinca na lateral, no caso de estado plano de
deformagoes como mostrado na figura 5.17. As propriedades do material da placa
sio v = 0.20 e E = 2.07 x 10" Pa. A placa possui espessura unitdria. Para fins de
modelamento de elementos finitos, apenas a parte superior é considerada devido &

simetria, figura 5.18, Um carregamento distribuido uniaxial Q = 1000 Pa € utilizado.

Y1 afes)

22rm

16 em

Beoem

l !

Figura 5.17: Placa com trinca na lateral.

Para efeito de comparacio é calculado o fator de intensificagdo de tensio (modo
1} da trinca, que é um parémetro de importancia na mecanica da fratura. O valor
analitico esperado para este fator no caso da placa estudada é Ky = 532N Jm**
{com 1 % de precisio, [16,115]). Os resultados obtidos neste trabalho podem ser

comparados com os resultados apresentados em [115]. A taxa de relaxagio da energia

(“energy release rate”}), G [J/m], é calculada por,
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Figura 5.18: Representagho de 1/2 placa simétrica, carregamento uniaxial,

ol 9z

dzf JA
onde ¢ indica 0 né gue representa a extremidade da trinca.

{sem somatério em ¢) (6.1)

No caso de uma placa, escreve-se que,
é‘:::,- a, .
e 5.2
A (52)
onde g; sao as componentes do vetor unitirio na diregdo de propagagho da trinca e ¢
¢ a espessura da placa. Neste caso, G é calculado como sendo o negativo da projecio
do gradiente da energia potencial total na diregio de propagacio da trinca, dividido

pela espessura da placa.

Pode-se mostrar também, que para o c¢aso linear eldstico, J = G, onde J é a

integral J introduzida por Rice, [1086!.

No caso deste exemplo, 7, serd determinado pela componente em x do gradiente

1o né que representa a extremidade da trinca (no caso né nimero 19).

O fator de intensificacio de tensao € calculado pela expressio, [16,115,
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Ri= [1 - zﬂg}

Na tabela 5.4 € feita uma comparagho dos resultados obtidos neste trabalho e

(5.3)

aqueles obtidos na referéncia {115 (0s valores sio dados em unidades SI). Define-se

também o erro relativo, E;, do fator de intensificacdo obtido em relacdo ao valor

esperado,
exemplo Hje Mostian Gugd/m | Gonge | Krpnea | Kiobiiao
inicial -6.2375E-8 | «6.2384E-8 | T.8318E-7 | 7.TIRE-7 432 419
{ otimizada | -6.5768E-8 | -6.5045E-8 | 1.2119E-6 | 1.1038E-6 | 523 499 [

Tabela 5.4: Comparagio com a referéncia [114}, placa com trinca.
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Exemplo 5.3.1: Malha com 4 elementos

1 A q 4 5
B 7 B
g 16 1.1 12 13
14 53 16

24 1

Figura 5.19: Malha inicial: Il = —6.2364E ~ 8J, K = 419.27 N/m!® Ep = 21.20%

Figura 5.20: Malha final: Il = ~6.5945E ~ 8J, K; = 49347 N/m™®, Ex =611 %
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5.4 Comentarios

Observa-se que o valor da energia potencial total apresenta uma variagaoc pequena
com a relocacao dos nos. Contudo, a variagdo nos valores das tensoes é basiante

significativa, representando importantes redugoes nos respectivos erros.

Salienta-se que uma malha composta de poucos elementos pode levar a resulta-
dos melhores do que uma malha mais refinada. Este é o caso de vérios exemplos

apresentados.

Mostrou-se um exemplo de malha onde houve a fatha do método devido a excessiva
distor¢ao do elemento. Este tipo de problema ocorre com maior frequéncia devido
a uma itendéncia muito grande dos nés do contorne se moverem, pois 0s gradientes
dos nés do contorno possuem ordem de grandeza diferente dos gradientes dos nés do
interior da malha. Uma possibilidade de contornar este problema é trabalhar com
blocos de varidveis que possuem gradientes de mesma ordem de grandeza, como por

exemplo sucessivas otimizagoes do interior e do contorno.

As comparacoes feitas com os resultados das referéncias 116,115 mostram a con-
cordancia dos resultados obtidos. Balienta-se que a metodologia seguida neste traba-
tho é diferente daquela seguida nas referéncias [16,115]. O algoritmo de otimizagao
usado em [16] utiliza conceitos distintos dos usados neste trabalho. Em [16,115] os
nés do contorno que possuem carregarnentos tém a possibilidade de mover-se, en-
guanto que neste trabalho estes nés sao mantidos fixos. Uma outra diferenca estd
na ordem de integragio de Gauss, onde ¢ utilizada ordem 4 nos trabalhos [16,115] e

ordem 3 neste trabalho.
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Capitulo 6

Conclusoes

Estudou-se neste trabalho de mestrado o método r para otimizacao de malhas de
elementos finitos, através da minimizagao da energia potencial total, na elasticidade
linear bidimensional, Esta minimizagio é feita em dois passos (deslocamentos, através
da resolucio das equacdes de equilibrio, e coordenadas) de maneira iterativa, pois
as deslocamentos dependem das coordenadas. O problema foi abordado segundo
o enfoque da programagdo matematica, empregando-se o método do Lagrangeano
Aumentado, método este gue resolve o problema de otimizagio com restrigoes através
da resclucdo de sucessivos problemas de otimizagao irrestrita que foram solucionados

aqui utilizando-se o método Quase-Newton.

Dois esquemas para o método r foram estudados: o esquema “sc” no qual o estado
de equilibrio é mantido fixo (congelado) durante a busca unidimensional, e o esquema
“sa” onde o estado de equilibrio é atualizado a cada avaliagdo da funcdo objetivo.
Estes esquemas sao muito semelhantes e condugzem & mesma solugio. Um estudo

comparativo destes esquemas foi feito no Capitulo 5.

Muitos comentérios j& foram feitos no decorrer desta dissertagao, e apresenta-se a

seguir as principais conclusbes que podem ser obtidas deste estudo:

» O método do Lagrangeanc Aumentado é bastante geral na solucao de problemas

de prograrnagao nao-linear. Contudo, é um método que durante seu processo
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de solugao gera tanto pontos factiveis como pontos infactiveis. Sob o ponto
de vista do método da relocagao dos nés, os pontos infactiveis cavsam alguns
problemas, como a excessiva distorgao dos elementos, levando & falha do método,
e 0s n6s do contorno quando infactivels deixam de representar o problema fisico
em estudo. Estes problemas sao mais acentuados nas primeiras iteragoes, onde
as penalizacfes nao sao ainda adequadas. No sentido de resolver estes problemas,
foi necessdria a implantagao de um mecanismo de maximo passo, que evitasse a

excessiva movimentacio dos nés durante as primeiras iteragoes.

Em funcio dos parfmetros de penalidade e do méximo passo, o método r, da
maneira como abordado neste trabalho torna-se um método semi-empirico, onde
a escolha adequada destes pardmetros € obtida por meio de tentativas, que pode

levar & falha ou ao sucesso do método.

Utilizou-se o elemento finito isoparamétrico quadratico de 8 nos. Este elemento
possui a caracteristica de por si s6 ja levar a boas solugoes. Deste modo, a
energia potencial total quase ndp varia com a movimentagao dos nos. Assim,
a aplicagio do método r com elementos menos sofisticados (elementos lineares)
seria mais facilmente visualizada e com melhorias mais significativas. Salienta-
se contudo que o elemento quadrético é um dos mais utilizados na prética, pois
permite representar com grande facilidade geometrias mais complexas, e devido
% particularidade do né do lado, na posicao 1/4 do lado, simular a singulari-
dade r'/? existente em problemas de fratura linear. O elemento isoparamétrico

quadratico é o elemento mais utilizado para estimar o fator de intensificagéo de

tensbes, Kj.

Salienta-se que o método r segundo o enfogue apresentado conduz a uma malha
nelhor que a inicial em termos de energia potencial total e atendendo a restrigoes
pré-definidas. A especificagho de diferentes restrigdes ou critérios de otimalidade
conduzird a outros resultados. Neste sentido, prefere-se dizer que as malhas

obtidas aqui sac malhas “quase-6timas”™.
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¢ Os resultados apresentados no Capitulo 5 mostram que, embora a diminuicao
no valor da energia potencial total ndo sejs expressiva, a melhoria nos valo-
res das tensbes é bastante significativa. Contudo, néaoc é possive] afirmar que o
processo de otimizacio de malhas é mais vantajoso do que refinar-se a malha
aumeniando-se o nimere de elementos diretamente. Sabe-se contudo que os re-
cursos computacionais sio limitados, e que em andlises ndo-lineares a diminuicao
no niimero de graus de liberdade é um importante fator. E possivel dizer que
uma maijor aplicabilidade do método r estaria nas andlises nao-lineares ou em

métodos mistos {r — p, r — h).

« A metologia estudada ¢ geral podendo ser utilizada nas mais variadas aplicagoes

do MEF, sendo uma delas a aplicacdo na mechnica da fratura linear eléstica.

As principais sugestoes para estudos futuros, dando continuidade ao trabalho,

decorrem diretamente das conclusbes apresentadas, e sdo:

s Verificar o comportamento de outros métodes de otimizagao, principalmente
métodos que utilizam apenas sequéncias de pontos factiveis, evitando problemas
de distorcio excessiva dos elementos, € nao utilizem parametros empiricos que

dependam de testes anteriores.

« Utilizar elementos lineares {quadrangular de 4 n6s ou triangular de 3 nds) onde
as variaghes na energia potencial total devemn ser mais significativas, permitindo

uma melhor visualizagdo do método r.

« Utilizar 0 método r combinado com outros esquemas de refinamento de malhas,
e verificar o comportamento em andlises nao-lineares e outros tipos de aplicagbes

do MEF.

+ Otimizar os algoritmos implementados, refinando o préprie algoritmo do La-
grangeano Aumentado, estudando outros esquemas para defini¢ao dos multipli-

cadores de Lagrange e parimetros de penalidade.
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» E provavel que uma variante do método possa ser utilizada no problema de

ptimizacao da geometria de componentes mecanicos.
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Apéndice A

Aspectos praticos do método
Quase-Newton para otimizacao
irrestrita

A.1 Introducao

O método Quase-Newton (Q.N.) ¢ um método de otimizacdo aplicado 2 problemas
irrestritos. E um método intermediario entre o métode do gradiente convencional e

o método de Newion.

O método Q.N. tem seu maior campo de aplicagao nos casos em que a avaliagao
da matriz hessiana da fungdo objetivo é impraticdvel ou custosa. O principio funda-
mental do método Q.N. é que uma aproximagho para a inversa da matriz hessiana

{ou para a hessiana) € feita, utilizando para isso informacdes da iteragao anterior.

A.2 Equaco bisica do método Quase-Newton

Seja f{z} a fungao a ser minimizada, onde z representa o vetor das varidveis do

problema.
Uma aproximacao quadrética para f(z) € do tipo,

f{z) ~ ¢z} = %I‘Ax +¥z+ec (A.1}
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O gradiente de g{z) é dado por,

g(z) = Az + b {A.2}

A condicio de ponto critico de (A.1) é representada por,

glz) =0 = Az+b=0 = 2" =~A""b (A.3)

A equacio (A.2) pode ser reescrita na forma,
b=g(z) — Ax (A4)
¢ substituindo {A.4) em (A.3) tem-se,
g = —Ag(z) — Azj=z — A g(z) {A.5)
Tomando-se um ponto z(® suficientemente préximo a z, obtém-se a sequéncia
caracteristica do método de Newton que converge para r’,
2 = g Al Bl k= 0,12, (A.6)
No caso de uma funcio qualquer nio quadratica, a matriz A representa a matriz
hessiana {G{z)).

Definindo-se a matriz H{z) como sendo a inversa da matriz hessiana {H(z] =

G~Y{z)), reescreve-se a equagdo {A.6},

2640 = 28 g (W) (2 (A.7)

Observando a equagao {A.6) nota-se que,

¢ £ necessério montar a matriz H{z®)), implicando em se calcular as derivadas
parciais analiticamente.
» A cada iteraciio é necessario avaliar H (z*)) numericamente, ou alternativamente

resolver um sistema de equagdes lineares em G(z(*).
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+ A matriz G(z™) pode ser singular ou nio positivo definida causando a falha do

método.

"

s A convergéncia s6 é garantida para z(0 = 2,

Face a estas consideracdes o método de Newton nao se torna muito atraente.

Neste sentido, uma maneira alternativa seria estimar a matriz H{z) diretamente,

buscando manter-se uma taxa de convergéncia superiinear.

Consideremos o case em que a fungao f{z] seja convexa como primeiro caso em

estudo. A matriz G~ {x) ¢ simétrica, consequentemente a matriz H(z) deve manter

esta propriedade de simetria. A matriz Gz} é positivo definida de forma que H{z)

deve também ser positivo definida.

Usando o teorema de Taylor escreve-se que,

o) = g+ Gla ) (&) - 2¥)

ou alternativamente,

g - g G (D) k)

Definindo-se,
S e (BT} o (F)

k1) 1K)

gl = 4 g

E possivel reescrever {A.9) na forma,

NOPWACORE

ou ainda,
g{kﬂ}y[k) me 58

A equagao (A.11) ou {A.12) é conhecida como equagdo “Quase-Newton”.

i1z

(A.10)

(A.11)

(A.12)



A estimative da matriz H**1) deve ser feita de uma maneira simples e ficil, e de
preferéncia usando parametros da iteracdo anterior tais como HW, y* e %), Logo
uma matriz C¥! de correcao que é calculada unicamente em funcio de H¥ off) ¢

y'*! pode ser adicionada a H*, gerando H ),
HEY = ge 4 ol {A.13)

Esta matriz C¥) deve preservar as caracteristicas da matriz H® (simétrica e

positivo definida).

A.3 O algoritmo Quase-Newton

Sendo a fungao f(z} convexa. a matriz H deve ser positivo definida, podendo-se

escrever que,
¢Hg >0 = —g'Hg<0 {A.14)

Chamando p = — Hg & direcio de busca, e observando (A.14),
g'p<0 (A.15)

donde conclui-se que p é uma direcio de descida. Logose ¢! # 0e H® > 0 (positivo

definida), existe ol¥! tal que,
f(xik) - a{k}g(k}g{k}) < f{z{k)) (A.16)
levando 3 sequéncia bisica do algoritmo Q.N.,
Lol o (8 o) gkl (k) (A.17)
que contorna as observagdes desfavoraveis associadas ao método de Newton.
Tendo em vista as consideracdes anteriores, o algoritmo padrao Q.N. € do tipo,
1. Assume-se que z\% e H® sio dados {em geral H=I).
2. k=0

113



3. Caleular f¥ = f(z") e gt} = g(2(¥)
4. Calcular a diregio de procura pl¥) = ~ F{¥lg(¥)
5. Busca unidimensional, obtendo o'* tal que,
F(z® 4 o®p®Y & man, flz® + ap™®)
ou no minime garantindo-se que,

f(:,;(k) + a(k)p(k}) < f(ztk))

6. Caleular z*+1) = z(8) 4 o(k)54)

7. Calcular
g(k"i'l} - g(z(k—}l}]

st D) (R

(&) (k+1) z{k)

UM |

8. Computar H¥*) = H* 4+ € onde C¥) ¢ tal que H**1 seja positivo definida

{funcao convexa) e satisfaga a equagao Q.N. {A.12).

9, k=k-+1, volte para 4

A.4 As férmulas para a matriz C%) de correciio

Algumas férmulas paras a matriz C (¥} de correcio sio encontradas em trabalhos en-
volvendo o método Q.N.. Sao apresentadas neste trabatho as duas formulagoes mais
usuais e famosas conhecidas como férmulas DFP e BFGS. Uma combinagao destas

também pode ser uiilizada € € aqui apresentada, [127].
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A.4.1 Férmula DFP
A matriz H%*Y gue satisfaz a equagho Quase-Newton ndo é unica. Mostra-se facil-
mente que uma formula do tipo,

HON) o gl L By (B i) (8, (k) (A.18)

onde,
wB gyl = 8 8 < (A.19)

satisfaz a equagao (A.12) {basta pés-multiplicar (A 18) por y™* e usar o resultado de

(A.19) ).

O resultado de (A.19) pode ser reescrito na forma,

{k}
W o~ 5
u = ST ] {A.20)
v{k) M (A 21)
B Gyl '
Logoe a equagae {A.18) torna-se,
O gl gk} gLk ~ (H{E)y{k})(ﬂ'{k}y{k))t (A22)
S () 7 BB (8 '
caracterizando a féormula DFP.
A.4.2 Férmula BFGS
A formula BFGS € do tipo,
gkl lA) FE R (R e
(k1) _ gylk) $ ¥y - kY pr(k), {£), .t
HE Y = B 4 o P NEOPG + gl g By By (A.23)
onde
S{k) H{k}y(’}
T E Ty F ) (A-24)
Observa-se facilmente de {A.22) e (A.23) que,
HY s = Hipd + g Hyrt! (A.25)
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J& foi verificado que Hg;f,) satisfaz a equagio Quase-Newton. Para que Hg;é?g

faca o mesmo deve-se mostrar gue,
y Hyrr' =0 (A.26)

como € apresentado a seguir.

= [f_m_g_?mli'i#.ﬁ?_v___

vy sy yHy

_ ss¢  sy'H  Hys . Hyy'H (A27)
(s'y){sty) () Hy) (vHy)(s'y) (¥ Hy){y'Hy) '

Usando o resultado da equacio Quase-Newton {Hy = s} em (A.27) mostra-se que,

! sst sst &8

S EoE @y EE 0 (A28

como se desejava mostrar {isto 4, a equagao {A.26) é satisfeita).

‘;"1"zl

A.4.3 Combinacio das formulas DFP e BFGS

A combinacio sugerida para as férmulas DFP e BFGS ¢ da forma,
H = (1 - H)H,DFP + 8Hgres (A.29)
onde 8 & escothido segundo algum critério, como o apresentado a seguir.

Supondo que [ seja guadritica, com matriz hessiana A simétrica e positivo defi-

nida. Logo,
s= Ay (A.30)
ou ainda,
y' Ay = sy (A.31)
No caso em que
y' A"y >y Hy (A.32)

é possivel imaginar que H ¢ “menor” que 4-1. E portanto razodvel usar a férmula
{A.29) fazendo § = 1 {correspondento & férmula BFGS) pois neste caso estar-se-ia

usando o “maior” valor de H, procurando aproximar melhor A~
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Por outro lado, se
yAa 'y <y'Hy (A.33)
é razodvel usar # = 0 {correspondendo 4 férmula DFP}, pois Hj-¢ seria 0 “menor”
valor de H na equagio {A.20). Os conceitos de “maior” e “menor” referindo-se a

matrizes sao relacionados aos seus autovalores,

Assim pode-se escolher § como,

10 se &y < y' Hy
tf3”{1 se sy > y'Hy (4.34)

A.5 Comentdrios sobre aspesctos computacionais do método
Q.N.

O passo 5 do algoritmo apresentado, isto €, a busca unidimensional pode ser re-
solvida usando vérios procedimentos tais como método da falsa posigao (secante),
aproximagao cibica, aproximagao quadratica e outros.

Testes no algoritmo Q.N. foram feitos usando os métodos da falsa posicaoc e da
aproximacao cibica, e para os exemplos testados a aproximagao cibica apresentou
melthor desempenho. De um modo geral nota-se que o método Q.N. nao ¢ muito

sensivel em relacio A precisac da busca unidimensional.

Apresenta-se a seguir vma comparagao de virios métodos de otimizagao aplicados

ao seguinte problema exemplo,
min f(z) = (25 — 2} + (21 — 222} {A.35)
com ponto inicial (¥ = (0,3).

Na tabela A.1 tem-se que: Grad. Conv.:. método do gradiente convencional;
Grad. Conj.: método do gradiente conjugado; Q.N.: método Quase-Newton usando
combinagae das férmulas DFP e BFGS; e: define critério de parada, isto é, o método
assume ter encontrado a solucdio quando ||V f{z}|| < ¢, e niter representa a ndimero

de iteragoes.



Método £ niter Solucao
Grad. Conv, | 1.0E-3 | 221 | {2.059,1.030)
Grad. Conj. | 1L.OE-3 | 18 | (2.063,1.031)

Newton 1.0E-3 | 10 | {1.948,0.974)

Q.N. 1.0E-3| 11 | (2.023,1.012)

Tabels A.1: Comparacio de alguns métodos de olimizagio irrestrita

Note-se que para grandes sistemas o algoritmo apresentado € inferior aos métodos
de gradiente conjugado e de Newton sob o aspecto de memoéria computacional reque-
rida, pois a matriz H{z®) nunca é esparsa. Nesses casos, se a hessiana for esparsa a

equacho (A.13) pode ser escrita na forma de produto,[15],
HOY = oW o (A.36)
A.6 Conclustes sobre 0 método Quase-Newton

O método Q.N. apresenta uma boa taxa de convergéncia, ¢ de facil implementagao

computacional e utiliza apenas o valor da funcéo objetivo e de seu gradiente no seu

algoritmo.
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