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Resumo

Paiva, William Portilho, Andlise de Problemas Estdticos e Dindmicos em Placas
Anisotropicas Utilizando o Método dos Elementos de Contorno. Campinas,
Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de Campinas,
2005, 175 p. Tese (Doutorado).

Esta tese apresenta o desenvolvimento, a implementacio e aplicacdes de uma formulacao
de elementos de contorno para analise de problemas estéaticos e dinimicos em placas aniso-
trépicas submetidas a carregamentos de flexdo. O trabalho se baseia na teoria de placas
finas de Kirchhoff. Uma vez que a formulacio dinidmica de elementos de contorno nao foi
encontrada na literatura consultada, as anilises séo realizadas utilizando-se uma formulacéo
desenvolvida a partir das solugdes fundamentais para elastostética. As integrais de dominio,
provenientes dos carregamentos distribuidos ou dos termos de inércia, sdo transformadas
em integrais de contorno usando-se o método da reciprocidade dual. Esta formulacao é
aplicada no cdlculo da deflexdo de placas isotrépicas e anisotrépicas, na analise dinimica
de estruturas ortotropicas, anisotrépicas e estruturas de materiais compdsitos laminados,
submetidas a cargas harménicas. E analisada a influéncia dos nés internos e da malha na
precisao dos resultados. Os resultados numéricos sao apresentados para problemas quase-
1sotropicos, ortotrépicos e totalmente anisotrépicos. Os resultados obtidos sdo comparados
com resultados presentes na literatura e mostram boa concordincia.

Palavras chaves: Anisotropia, Dindmica, Materiais compostos, Métodos de
elementos de contorno, Placas (Engenharia).
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Abstract

Paiva, William Portilho, Analysis of Static and Dynamic Problems in Anisotropic
Plate Bending Using the Boundary Element Methods. Campinas, Mechanical
Engineering Faculty, State University of Campinas, 2005, 175 p. Ph. D. Thesis
(Doctorate).

Here, static and dynamic analysis of a number of anisotropic problems using the
boundary element method are presented. The formulation used is developed from the
elastostatic fundamental solutions and the domain integrals due to inertial terms are
transformed into boundary integrals by using the dual reciprocity method. Application
is made to the calculation of deflections in anisotropic plates, to the dynamic analysis of
orthotropic plates and to the analysis of anisotropic and composite laminar plates under
harmonic loads. Numerical results are presented for quasi-isotropic, orthotropic and
anisotropic problems.  The influence of number of internal nodes and number of
boundary elements on the accuracy of the results is analyzed. The results are compared
with other results from the literature showing good agreement.

Keywords: Anisotropy, Dynamic, Composite materials, Boundary element method, Plates.
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo serd feita uma apresentacio geral dos conceitos relacionados aos materiais
compositos, as teorias de placas e ao métodos dos elementos de contorno. Serdo dadas algu-
mas defini¢oes relacionadas aos materiais compésitos e apresentado um breve relato histérico
do uso destes materiais. As trés principais teorias de placas e suas caracteristicas serao rela-
cionadas. Uma revisao sobre a evolucdo do método dos elementos de contorno e do método
da reciprocidade dual, dentro da qual sera situado o presente trabalho, também serd apresen-
tada. Na sequiéncia serao expostos os motivos que levaram ao desenvolvimento da formulacédo

aqui desenvolvida. Uma visdo geral do presente trabalho também serd apresentada.

1.1 Consideragoes gerais sobre materiais compdsitos

Materiais compésitos podem ser definidos como aqueles formados a partir da associacao
de dois ou mais materiais distintos, chamados constituintes. Em geral os constituintes apre-
sentam propriedades mecanicas, elétricas ou térmicas muito diferentes entre si.

O emprego de materiais compdsitos como materiais de alta performance remonta ha
milhares de anos. Uma grande quantidade deles pode ser encontrada na natureza. Os
0ssos do corpo humano, por exemplo, sao formados por laminados fibrosos multidirecionais.
Estes laminados sao constituidos por camadas de fibras de coldgeno reforcadas por fosfato de
calcio. Madeira e bambu sao outros exemplos de compdsitos naturais de alta performance.
Sao constituidos de fibras de celulose em uma matriz de lignina e apresentam uma alta

resisténcia na direcao das fibras aliada a baixa densidade e condutividade térmica.



O inicio da utilizacdo de materiais compositos pela humanidade se perdeu no tempo.
Supde-se que o inicio do desenvolvimento dos compositos laminados tenha se dado no Egito
antigo. na regiao do vale do Rio Nilo, por volta de 3500 a.C. Artigos de madeira eram
construidos a partir de laminas de madeira coladas umas is outras, em direcoes transver-
sais. Originalmente esta técnica deve ter sido usada devido & uma escassez de madeira de
boa qualidade: finas laminas de madeira de boa qualidade era coladas sobre um substrato
de madeira de qualidade inferior. O objetivo disso era apenas dar um melhor acabamento
as pegas, com beneficios estruturais ocorrendo por acaso. Laminados compositos também
eram conhecidos dos assirios que, por volta de 1000 a.C, J& os empregavam na fabricacio
de arcos e flechas (Hickman 1959). Registros escritos sobre o emprego de compdsitos sao
mais recentes. Um dos primeiros registros é encontrado na Biblia. O livro de Exodo, no
Velho Testamento, cita que por volta de 800 a.C. os israelitas introduziram o uso de palha
picada feita com vegetais fibrosos para reforcar tijolos de argila. Semelhantemente, as civi-
lizagOes pré-colombianas da América Central utilizavam fibras vegetais para reforcar tijolos
e ceramicas. Descobertas arqueoldgicas recentes trouxeram a tona méscaras e adornos fabri-
cados com materiais laminados compostos de tecido-argila até entdo desconhecidos na regiao
(Beaubien e Kaplan 2000). Provavelmente esses reforcos eram mais usados para diminuir os
danos causados pelo aparecimento de trincas durante o processo de secagem da argila do que
para obter algum reforco estrutural.

O desenvolvimento de compdsitos estruturais sé teve inicio muito séculos depois com o
surgimento do concreto armado, do cimento-amianto, dos polimeros reforcados com fibras
de vidro, boro etc. Os compésitos poliméricos reforados por fibras comecaram a surgir
por ocasiao da Segunda Guerra. Nessa época foi langada a primeira edicio do livro de
Lekhnitskii (1968) sobre elasticidade anisotrépica bidimensional, o qual se tornou um clissico
na area.

As pesquisas por materiais de alta resisténcia, alta rigidez e baixo peso impuseram ciclos
histéricos na aplicagio de materiais na indistria aerondutica. Partindo do uso da madeira,
passando pelas ligas de aluminio e magnésio, chega-se ao estado atual, no qual a indistria

aeroespacial estd, cada vez mais, substituindo o uso de metais pelo uso de compésitos fibra-



matriz. Em 2003 a Boeing comegava a apontar para o desenvolvimento de uma aeronave
com alto indice de utilizagdo de materiais compdsitos. Em 12 de junho de 2003, a empresa
anunciava em seu site, a decisdo de iniciar a fabricagao do 7E7, o primeiro jato comercial
a ter a maior parte das estruturas primdrias - incluindo asas e fuselagem - fabricada com
materiais compésitos. Em 11 de janeiro de 2005 a empresa anunciava a entrega da primeira

secao da fuselagem (Figura 1.1).

Figura 1.1: Primeira secao de fuselagem de jato comercial a ser fabricada com material
compésito. Crédito: The Boeing Company.

A principio com utilizagao restrita a industria aeroespacial, atualmente a utilizacao dos
materiais compositos modernos vem se estendendo aos mais diversos ramos industriais. O mo-
tivo desse crescimento € que esses materiais apresentam caracteristicas bastante desejaveis
para muitas aplica¢oes em engenharia. A facilidade de distribuicao e alinhamento das fi-
bras na matriz permite que possam ser obtidas propriedades mecanicas, térmicas e elétricas
bastante especificas para o material de modo que este venha a atender as exigéncias de
determinado projeto.

Na maioria das vezes, devido a forma com que as fibras sao dispostas na matriz, o material
composito passa a apresentar, como caracteristica, maior rigidez e resisténcia mecanica em

uma determinada dire¢ao. Esta caracteristica, chamada anisotropia, fornece ao engenheiro



um material de baixa densidade e de alta rigidez e resisténcia mecanica que, num projeto
bem elaborado, coincidem com a direcio de maior solicitacao da estrutura. Por outro lado.
a anisotropia torna o tratamento matematico de estruturas de materiais compositos bem
mais dificil do que o tratamento de estruturas de materiais 1sotrépicos. Devido a sua grande
Importancia, os materiais compdésitos tém sido objeto de muitos estudos, com vérios livros
publicados sobre o assunto (Agarwal e Broutman 1990: Gibson 1994; Staab 1999; Kolldr e
Springer 2003; Qatu 2004).

1.2 Consideragoes iniciais sobre o estudo de placas

A adocao de hipéteses simplificadoras, visando analisar a placa como um elemento bi-
dimensional, fez surgir diferentes teorias para verificar o comportamento geral desta superficie
estrutural. Kirchhoff (1950) estabeleceu as hipéteses fundamentais da teoria de placas finas.
derivando a expressao da energia potencial para uma placa inclinada e aplicando o principio
dos trabalhos virtuais para obter uma equacio diferencial, onde a rigidez a flexao foi definida
em termos do médulo de Young e coeficiente de Poisson. Adicionalmente, ele percebeu que as
trés condigoes de contorno naturais propostas por Poisson (1829) nao eram compativeis com
a natureza de quarta ordem da equacao diferencial obtida e mostrou que estas poderiam ser
reduzidas a duas condi¢ées de contorno naturais. Esta teoria nio leva em conta o efeito da
deformacao pelo esforco cortante, assumindo-se que retas normais ao plano médio da placa
permanecem normais apos a deformacao. As hipéteses apresentadas por Kirchhoff resultaram
em uma equacao diferencial de quarta ordem, na qual o deslocamento é dado em funcao
de duas coordenadas no plano médio da placa. Esta equacdo pode ser considerada como
uma eficiente representacao do comportamento de placas finas para pequenos deslocamentos,
apresentando boa precisao de resultados para uma grande variedade de carregamentos e
geometrias. Entretanto, a teoria desenvolvida por Kirchhoff ndo apresenta bons resultados
quando sao analisadas placas de maior espessura. Neste caso devem ser aplicadas as teorias
de placas moderadamente espessas, tornando o problema de flexdo de placas mais analogo
e proximo a teoria da elasticidade tridimensional. A teoria formulada por Reissner (1944)

assume uma distribui¢do de tensoes internas e leva em consideragao o efeito da deformacao



pelo esforco cortante. Com isso, é obtido um sistema de equacoes diferencials de sexta
ordem e, a partir deste sistema, satisfaz-se as trés condigoes de contorno necessarias para
o problema. Mindlin (1951) também formulou uma teoria semelhante para analisar placas
moderadamente espessas onde, assumindo-se que as distor¢oes que ocorrem na espessura sao
constantes, as tensoes sao obtidas a partir da geometria imposta para as deformagoes. O
sistema de equacoes diferenciais obtido é de sexta ordem e também satisfaz as trés condicoes
de contorno requeridas. As formulagoes apresentadas por Reissner e Mindlin podem ser
consideradas como expressivas contribuigées para o aprimoramento da teoria bidimensional

de placas.

1.3 Evolugao do método dos elementos de contorno

As solugoes analiticas para problemas de elasticidade envolvendo materiais anisotrépicos
restringem-se a um pequeno numero de problemas estaticos de dominios simples. No caso
de estruturas, o dominio torna-se bastante complexo, sendo que seu tratamento s6 é possivel
atraves de métodos numéricos ou métodos experimentais. Com a evolugao dos computadores
0s métodos numericos passaram a ser utilizados para um nimero bem maior de problemas.
Dentre os métodos numéricos que mais se destacam no tratamento de problemas estruturais
estao o método dos elementos finitos (MEF) e o0 método dos elementos de contorno (MEC).

A obtencao de uma formulacao de elementos de contorno é matematicamente mais com-
plicada que a de elementos finitos, todavia, os elementos de contorno possuem como atra-
tivo a possibilidade de reduzir o nimero de dimensoes do problema (Somigliana 1885), o
que leva a um conjunto reduzido de equacées e a uma quantidade menor de dados requeri-
dos para computagao. Embora a idéia de reducao do nimero de dimensdes do problema
pelo uso de formulagdo integral de contorno seja conhecida desde o final do século XIX, o
MEC, na forma como é apresentado hoje, sé se desenvolveu quase 80 anos depois, quando
Rizzo (1967) e Cruse e Rizzo (1968) apresentaram a formulacao das equagoes integrais singu-
lares, com as variaveis fisicas acopladas umas as outras na formulacao direta do método. A
partir disso, o MEC se desenvolveu de forma bastante rapida, sendo atualmente um método

bem estabelecido, com vasta bibliografia publicada (Brebbia e Dominguez 1989; Dominguez



1993; Kane 1994; Wrobel 2002; Aliabadi 2002: Gaul et al. 2003).

A primeira formulacao do método dos elementos de contorno para problemas anisotrépicos
for proposta por Rizzo e Shyppy (1970). Uma importante contribuicao foi dada por Cruse e
Swedlow (1971) que propuseram uma solucio fundamental para materiais anisotropicos em
termos de fungoes de varidveis complexas. Vogel e Rizzo (1973) e Wilson e Cruse (1978)
apresentaram as primeiras aplicacoes do método dos elementos de contorno na anilise de
problemas anisotrépicos tridimensionais. A partir destes trabalhos. a solu¢ao fundamental
no espago complexo tem sido bastante usada nas mais diferentes aplicacdes do método dos
elementos de contorno. As primeiras aplicacoes do MEC em analise de placas anisotrdépicas
comegaram a surgir na década de 80. Wu (1980) e Wu e Altiero (1981) apresentaram a solucao
fundamental anisotrépica para placas numa aplicagdo do método indireto dos elementos de
contorno. A mesma solugao fundamental foi usada por Shi e Bezine (1988) e por Rajamohan e
Raamachandran (1999) na anélise de placas anisotrépicas pelo método direto dos elementos
de contorno e pelo método de simulagao de carga, respectivamente. Na mesma linha dos
trabalhos anteriores, Albuquerque et al. (2003a) apresentaram uma andlise de flexdo em
compositos laminados.

Analises de outros problemas bidimensionais em materiais anisotrépicos também foram
realizadas por Deb e Banerjee (1990), Sollero e Aliabadi (1993), Zhang e Gross (1993),
Deb (1996), Aliabadi e Sollero (1998), Albuquerque et al. (2003b) e Zhang (2000), dentre
outros.

As solugoes fundamentais isotrépicas para problemas de elastostética e elastodinamica
Ja se encontram bem estabelecidas e ji foram estudadas para os mais diversos problemas.
Para materiais anisotrépicos, porém, a solucdo fundamental analitica s se encontra bem
estabelecida para elastostédtica (Beskos 1997) sendo que a necessidade de pesquisas para
problemas de dinamica ainda persiste.

Uma alternativa para se tratar problemas elastodinamicos é o método dos elementos de
contorno de reciprocidade dual proposto por Nardini e Brebbia (1982). Nesta formulacio
sao usadas as solugoes fundamentais da elastostdtica para problemas dindmicos, sendo que a

integral de dominio proveniente do termo de inércia é transformada em integral de contorno



através da aplica¢ao do teorema da reciprocidade. A primeira aplicacao do método dos ele-
mentos de contorno de reciprocidade dual para o tratamento de problemas dinamicos em ma-
teriais anisotropicos foi proposta por Schelar e Partridge (1993) para problemas estacionarios
tridimensionais e por Albuquerque ef al. (2003b) para problemas transientes bidimensionais.

Estudos de problemas de flexdo em placas usando o método dos elementos de contorno
tém sido realizado por vérios pesquisadores. Problemas elastostaticos de flexao de placas
Isotropicas sdo mostrados por Paiva (1987), Silva (1988), El-Zafrany et al. (1995), Rashed
et al. (1998), Sanches (1998), Chaves et al. (1999) e He (2000) enquanto problemas de flexdo
de placas isotrdpicas sujeitas a solicitagdo dinidmica sdo mostrados por Davies e Moslehy
(1994), Tanaka et al. (1998) e Simdes (2001). Anédlises estaticas de flexdo em placas

anisotropicas sao mostradas por Shi e Bezine (1988) e Rajamohan e Raamachandran (1999).

1.4 Contetudo do presente trabalho

A motivagao para o desenvolvimento de uma formulacao de elementos de contorno voltada
para a andlise do comportamento mecanico dos materiais compésitos advém da crescente
utilizacao desses materiais devido as suas excelentes propriedades mecanicas. O recente
impulso verificado atualmente na indistria aeroespacial brasileira mostra ser este um campo
de pesquisa muito importante a ser explorado pelos pesquisadores brasileiros, uma vez que
as simulacées numéricas tém se apresentado como ferramentas indispensaveis no sucesso
alcancado pelas empresas dessa area, com uma redugao significativa no tempo de concepcao.

O método dos elementos de contorno vem sendo desenvolvido hd vdrias décadas e através
dos anos se consolidando como uma ferramenta de andlise computacional extremamente titil
em varias disciplinas de engenharia. Tem sido aplicado em muitos problemas de elastici-
dade e sua formulacao basica para tais problemas publicada por vérios autores (Brebbia e
Dominguez 1989; Kane 1994; Banerjee 1994). Todavia, ndo foram encontradas na literatura
consultada, formulagoes para a anélise de problemas de flexdo de placas anisotrépicas solici-
tadas dinamicamente, usando o método dos elementos de contorno. Assim, nesta tese serd
apresentado o desenvolvimento de uma formulagao de elementos de contorno de reciprocidade

dual cujo objetivo ¢ a andlise numérica de flexao em placas de materiais compésitos sujeitas a



solicitagoes dinamicas. Na formulacdo desenvolvida sio utilizadas as solugbes fundamentais
de flexdo da elastostatica (Wu e Altiero 1981). As integrais de dominio provenientes dos
termos de inércia sao transformados em integrais de contorno através do uso do método da
reciprocidade dual. A formulacio desenvolvida foi implementada em um programa computa-
cional e varios problemas foram analisados. A precisio dos resultados numeéricos obtidos no
presente trabalho € analisada pela comparagao com resultados analiticos obtidos na literatura
e com resultados numéricos obtidos usando-se outros métodos, como o método das diferencas
finitas e 0 métodos dos elementos finitos.

No Capitulo 2 serd apresentada uma definicio de material compésito. Também serd
apresentada uma classificacao dos compésitos quanto & sua forma construtiva e uma visiao
geral sobre suas caracteristicas, tais como: composicao, propriedades mecanicas e comporta-
mento mecénico. Os casos em que esses materiais sao aplicados e as vantagens e desvantagens
que 1sso implica também serdo abordados.

No Capitulo 3 serd feita uma introducao aos conceitos basicos da teoria da elasticidade
para materials anisotropicos. A formulagao de tensdo e deformacio serd revista, levando &
defini¢do da equagao constitutiva anisotrépica. Serd mostrada a obtencdo das matrizes de
rigidez e flexibilidade de compdsitos laminados simétricos a partir das propriedades mecanicas
das laminas ortotrépicas constituintes dos laminados.

No Capitulo 4 serao apresentadas algumas consideragoes gerais sobre placas, incluindo as
definicoes e nomenclatura relacionadas. As hip6teses béasicas em que se baseiam as teorias
de placas serao introduzidas. Uma vez introduzidas. estas hipéteses serao relacionadas com
a teoria de Kirchhoff. Com base nesta teoria, serdo obtidas as equacoes constitutivas de
placas. Serd mostrado o calculo da rigidez a flexdo em dire¢oes arbitrdrias. Também serao
relacionadas as varidveis referentes as trés principais condigdes de contorno: livre, apoiada
e engastada. Sera apresentada ainda a obtencao das equactes diferenciais e das solucdes
fundamentais, isotrépica e anisotrépica.

No Capitulo 5 a formulacdo de elementos de contorno serd apresentada de forma de-
talhada. Sera apresentada a obtencdo da equacao integral de contorno e os tipos de elementos

de contorno. Tambem serd apresentado o tratamento das singularidades para elementos



constantes e quadraticos. A implementacio computacional. a aplicacdo das condicoes de
contorno e a solu¢ao do sistema de equagoes também serdo detalhadas. O método é baseado
em equagoes integrais de contorno. Por meio do teorema da reciprocidade, dois estados sio
relacionados, sendo um conhecido e outro a ser determinado. O estado a ser determinado
¢ o do problema a ser resolvido, o objetivo da anslise (0 meio, o corpo, a pega), o qual
tem geometria, carregamentos e condi¢oes de contorno definidos. O estado conhecido é dado
pela solucao fundamental, que é a resposta de um dominio infinito. cujas propriedades sao
as mesmas do estado a ser determinado, a aplicacdo de uma carga concentrada unitaria e
pontual.

No Capitulo 6 sera desenvolvida a formulacio do método da reciprocidade dual (MRD)
para o tratamento de problemas bidimensionais de elasticidade em materiais anisotropicos,
considerando a presenca de forgas de corpo genéricas. Por meio do MRD as Integrais de
dominio provenientes das forcas de corpo serdo transformadas em integrais de contorno. A
consideragao das forgas de corpo como genéricas ir4 facilitar a particularizacao da formulacao
para o tratamento de problemas especificos apresentados nos capitulos posteriores.

No Capitulo 7 serao apresentadas duas outras formulacdes alternativas para se evitar a
discretizagao do dominio. A primeira alternativa ¢ fazer a transformacéo exata da integral
de dominio proveniente da carga distribuida em integral de contorno. A segunda alternativa
¢ transferir os efeitos da integral de dominio para o contorno usando-se 0 MRD.

No Capitulo 8 serao apresentados alguns exemplos da aplicacio da formulacio do método
dos elementos de contorno. Serdo analisados diferentes problemas envolvendo variadas condi-
coes de contorno, dimensoes e propriedades de material. Nos exemplos apresentados sers
utilizada a formulacéo isotrépica.

No Capitulo 9 serao apresentados vérios exemplos da aplicacdo da formulacio do MEC
e do MRD, usando elementos constantes e quadraticos, na analise estatica de placas aniso-
tropicas. Serao analisados diferentes problemas envolvendo variadas condicdes de contorno,
dimensoes, propriedades de material, malhas e fun¢oes de aproximacao.

No Capitulo 10 serd apresentada uma metodologia para andlise numérica de placas aniso-

tropicas sob carregamento harménico. O comportamento da placa obedece as hipéteses



da teoria de Kirchhoff. As integrais de dominio devido & presenca da carga harmonica serao
transformadas em integrais de contorno usando-se o MRD. Virias anslises serao apresentadas,
nas quais sera calculada a freqiiéncia fundamental para diversas condic¢oes de contorno e
propriedades de material. A precisao dos resultados numeéricos é verificada pela comparacao
entre resultados analiticos ou calculados pelos métodos das diferencas finitas ou elementos
finitos.

Finalmente, no Capitulo 11 serdo apresentadas as consideracoes finais e conclusées obtidas
através da andlise dos resultados apresentados nesta tese. Também serdo citados os topicos
relacionados com o tema do presente trabalho que ainda demandam pesquisas e ficam como

sugestoes para trabalhos futuros.
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Capitulo 2

Introducgao aos materiais compdsitos

Neste capitulo serd apresentada uma definicdo de material compésito. Também serd apre-
sentada uma classificacao dos compésitos quanto a sua forma construtiva e uma visio geral
sobre suas caracteristicas, tais como: composicao, propriedades mecanicas e comportamento
mecanico. Os casos em que esses materiais sao aplicados e as vantagens e desvantagens que

isso implica também serao abordados.

2.1 Definicao e consideracoes preliminares

A palavra composito significa constituido de duas ou mais partes. Qualquer material que
tenha dois ou mais materiais constituintes distintos, chamados fases. pode ser considerado
como um material compésito. No entanto, esta definicdo é muito vaga e pode abranger, por
exemplo. os materiais metdlicos, pois em geral sdo constituidos por vérios elementos de liga,
ou os plasticos, que recebem grande nimero de aditivos e pigmentos em sua composicao.
Dessa forma, procura-se estreitar um pouco mais esta classificacdo considerando-a valida
somente quando as fases apresentam diferencas significativas entre suas propriedades fisicas
e as propriedades do compdsito resultante sejam sensivelmente diferentes das propriedades
das fases, tomadas isoladamente. Tais diferencas geralmente sao mais evidentes quando: as
fases sao materiais quimicamente distintos, quando vistos numa escala macroscopica: as fases
definem claramente uma interface; uma das fases representa mais de 10% do volume total do
material; a relagao entre as propriedades mecanicas das fases é igual ou maior que 5 (Agarwal

e Broutman 1990).
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Desde ha muito tempo o homem vem se utilizando de materiais compositos. Atualmente
nota-se que nao hd limites quando se combinam diferentes materiais com o objetivo de pro-
duzir um compésito buscando um material no qual as vantagens se reforcem e evitando
aqueles onde as desvantagens se combinem (Staab 1999).

Os compdsitos formam, atualmente, uma importante classe de materiais de engenharia
que oferece propriedades mecanicas excepcionais, flexibilidade de projeto e facilidade de fabri-
cagao tunicas. Vantagens adicionais incluem: alta relacio entre resisténcia e peso, resisténcia a
corrosao, excelente resisténcia a fadiga e niveis de isolamento aciistico acima dos apresentados

pelos metais (Agarwal e Broutman 1990).

2.2 Caracteristicas gerais

Em geral os materiais compdsitos apresentam as seguintes caracteristicas: baixa massa
especifica aliada a resisténcia e rigidez especificas altas, estabilidade dimensional. grande re-
sisténcia a fadiga, grande resisténcia a corrosio, baixa transmissao de ruidos, versatilidade de
projeto com possibilidade de escolha da dire¢ao de maior resisténcia, varias possibilidades de
combinagoes de constituintes, e pequena quantidade de energia requerida durante o processo
de fabricacao.

Os constituintes de um compésito sao, geralmente, arranjados de forma que uma ou mais
fases descontinuas sao embebidas em uma fase continua. A fase continua é chamada de matriz
e a descontinua é chamada de refor¢o pois, normalmente, é muito mais resistente que a fase
continua.

Dentre as varias classes de matrizes podem ser citadas as poliméricas, cujas resinas mais
comumente utilizadas sao: epdxi, fendlica e poliéster. Dentre os reforcos mais comumente
utilizados estao as fibras de vidro, de Kevlar, de grafite e de boro, as quais podem ter
o diametro variando desde milésimos de milimetro até alguns centimetros. A Tabela 2.1
resume as propriedades bésicas de alguns metais, fibras e matrizes para efeito de comparacao

(Nabarrete 1998).



Tabela 2.1: Propriedades bésicas de alguns metais, fibras e matrizes.
Material — p [kg/m’] E [MPa] G [MPa] v orup [MPa] € [%)]

Metais Aco 7800 205000 79000 0.3 400a 1600 1.8 a 10
Liga de Al 2800 75000 29000 0.3 450 10
Reforgos Vidro E 2600 81000 33000 0,22 2600 4,9
Vidro S 2500 89000 37000 0,2 4400 5,7
Kevlar 49 1450 130000 12000 0,4 3600 2,8
Carbono HR 1750 230000 40000 0,3 3300 1,4
Carbono HM 1900 390000 21000 0,4 3400 0,6
Matrizes Epoxi 1200 4500 1600 0.4 130 2
Poliéster 1200 4000 1400 0,4 80 2,5

Na Tabela 2.1, p representa a densidade do material, E é 0 médulo de elasticidade longi-
tudinal, G € o médulo de elasticidade transversal, v é o coeficiente de Poisson, o,,, ¢ a tensdo
de ruptura a tragao e € é o alongamento.

Normalmente os valores tedricos de resisténcia mecanica dos materiais sio muito maiores
que aqueles reais obtidos na pratica. Esta disparidade ocorre devido a presenca de imper-
feigoes e falhas nos materiais. Como a populacio de falhas e defeitos em um sélido é propor-
cional ao seu volume, a redugao de suas dimensdes implica em uma reducao da ocorréncia
de defeitos. Por este motivo os reforcos quase sempre estao sob a forma de fibras. O fato de
transformar determinado material em fibra reduz muito seu volume em relacio & sua 4rea.
resultando na diminuicao da quantidade de defeitos que poderiam estar presentes no material
com consequente aumento de sua resisténcia mecanica (Agarwal e Broutman 1990).

Entretanto, a utilizacdo de fibras diretamente como material de constru¢ao mecanica é,
de certa forma, impraticdvel devido a possibilidade destas se embramarem e torcerem e,
também, a dificuldade de dar-lhes uma forma particular e ainda, transmitir e distribuir o
carregamento entre si. Quando associadas a uma matriz para formar um compdsito, as fibras
sao unidas pela matriz que as mantém dispostas de maneira organizada. A matriz também é
responsavel pela transferéncia do carregamento as fibras, por protegé-las de ataques do meio,
por facilitar o manuseio e assegurar a forma do componente mecanico.

O comportamento mecanico dos materiais compésitos é complexo e determinado. prin-

cipalmente, pelas fibras. As fibras sdo fornecidas na forma de fios, mantas. tecidos ou fios

13



picados. As caracteristicas dos compésitos podem variar enormemente quando fabricados
por diferentes processos, ainda que materiais constituintes idénticos sejam utilizados. Isto
ocorre porque o processo afeta diretamente a microestrutura do produto final (Sih 1987:
Staab 1999).

As propriedades fisicas e mecanicas dos compésitos sao dependentes das propriedades,
geometria e concentracao dos constituintes. Aumentando o volume de reforco a resisténcia e
a rigidez do material podem ser aumentadas até um limite a partir do qual tornam a diminuir
devido ao volume de reforgo ser tao grande que o volume de matriz se torna insuficiente para
manteé-los separados e eles perdem a adesao entre si. A adesdo entre as fibras e a matriz é
muito importante pois o comportamento mecanico dos compésitos é, também, dependente
da interacao fibra-matriz.

No projeto de um componente de material compdsito ainda deve ser levado em conta.,
além das propriedades do refor¢o e da matriz, o arranjo geométrico que define a disposicio
do refor¢o na matriz, a fracdo de volume de cada um dos constituintes na mistura, o car-
regamento ao qual o componente serd submetido quando em operagéo e o ambiente em que

estara trabalhando.

2.3 Vantagens e desvantagens

Os compésitos refor¢cados com fibras ja se firmaram como excelentes materiais de cons-
trugao mecanica. Um exemplo é a substituicao das ligas de aluminio convencionais por
compositos reforcados com fibras de carbono, que superam as propriedades mecanicas das
ligas de aluminio em cerca de trés vezes, em aplicagoes aeronduticas. Além disso a fabricacdo
de qualquer componente em compdsito consome muito menos energia que a fabricacio do
mesmo componente em aluminio. A fabricacao de um componente mecanico em material
compdsito demanda somente um sétimo da energia necessdria para a producio do mesmo
componente usando aluminio.

Por outro lado, componentes fabricados com compésitos tém alguns inconvenientes: a
matéria-prima em si € mais cara que a maioria dos metais comumente utilizados, o que eleva

o pre¢co do componente; a reparagdo de pegas danificadas é mais dificil; apresentam niveis
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de qualidade muito baixos ao serem reciclados. Os materiais compositos, quando danifica-
dos, apresentam ainda um outro problema: os componentes fabricados com compositos sao
capazes de absorver energias de impacto consideravelmente maiores que similares fabricados
com metais, porém, quando falham, apresentam uma fratura fragil, isto é, falham sem aviso.
Assim, um impacto forte pode separar a matriz da fibra sem produzir sinais externamente
visiveis. Isso aponta, posteriormente, para uma falha de um componente aparentemente
intacto, ao contrdrio daqueles fabricados com metais dteis, que se deformam ao sofrerem
Impactos, o0 que, em termos de seguranca, ¢ interessante, pois possibilita a deteccao visual
da falha.

Um grande problema enfrentado pelas companhias aéreas é a manutencao de suas aero-
naves. Embora o material laminado normalmente permaneca nao danificado exteriormente,
finas camadas podem se separar umas das outras no interior do material. Granizo ou passaros
batendo contra aeronaves sao, algumas vezes, suficientes para iniciar esse processo. Nestes
casos, a peca Inteira deve ser trocada, encarecendo a manutencdo do equipamento. En-
tretanto, a troca da pega € necessiria apenas nos casos em que o componente é de muita
responsabilidade. J4 na industria automobilistica, por exemplo, é muito comum a execucao

de reparos em partes de componentes com grande sucesso.

2.4 Aplicacgoes

Atualmente os compositos reforcados com fibras sdo rotineiramente usados nas mais
diversas aplicacoes: aeroespaciais, automobilisticas, na construcdo civil, em plataformas
maritimas, contéineres e tubulacdes, na fabricacao de materiais esportivos e de lazer, na
fabricacdo de artigos de seguranca e defesa, de aparelhos eletronicos e eletrodomésticos.

A utilizacao de materiais compésitos tem crescido muito nos ultimos anos, comecando a
ganhar um cardter de otimizacao estrutural devido as suas caracteristicas de alta resisténcia
mecanica aliada ao baixo peso especifico, 0 que vem ampliando seu campo de aplicacio. Além
da industria aeroespacial que foi uma das primeiras a utilizd-los, outra indistria que vem
aumentando sua utilizagao é a automobilistica. Ja nos anos 50, compésitos de fibra de vidro

e epoOxi comegaram a ser utilizados pela Citroén na fabricacdo do D-19 com uma producio

—
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anual de 70.000 veiculos e também pela General Motors na fabricacao do Corvette, com uma

producao anual de 10.000 veiculos (Nabarrete 1998).

Figura 2.1: A esquerda: Citroén ID-19 1957. A direita: GM Corvette 1953.

Nos anos 60 comecgaram a ser infroduzidos os primeiros compdsitos em avioes de pas-
sageiros. A principio eram usados compésitos de fibra de vidro em painéis. A partir de 1980
o Airbus A310 passou a utilizar spoilers, lemes para estabilizadores verticais e outras partes
estruturais fabricados com compdsitos reforgados com fibras de carbono que representam
cerca de 8% de contribuicao no peso estrutural total da aeronave, enquanto no A320 essa

contribuicao é de 12% chegando a 16% no A340 (Hilgert 1994).

Figura 2.2: Asa do A380 em fabricagdo pela Airbus UK. Crédito: Reinforced Plastics Abril-
2004

Na Alemanha ja se projetam cabines de locomotivas feitas totalmente de compdsito re-
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forcado com fibras de carbono em matriz epéxi. reduzindo seus pesos para cerca de um terco
em comparagao com as fabricadas em aco.

No Brasil a indistria automobilistica faz uso macico de compésitos na construgao de
autopecas como para-choques, capés, e até cabines para as linhas de énibus e caminhdes.
Além das vantagens jd citadas em termos de peso e resisténcia as cabines de compositos tém
ainda outros pontos positivos: sdo mais silenciosas que suas concorrentes em ago, gracas as
melhores propriedades de absorver sons dos materiais compésitos e ao contrario das fabricadas

com aco, nao apresentam corrosao.

2.5 Classificacao

Os materiais compdsitos podem ser classificados de varias formas conforme sua caracte-
ristica preponderante. Tomando como referéncia o reforco, os compésitos podem ser classifi-
cados como reforgados por particulas ou como refor¢ados por fibras. Conforme a disposicao do
refor¢o na matriz obtém-se um material unicamada, multicamada, unidirecional etc. Porém,
nao sao estas as unicas variaveis que vao influenciar o comportamento do material, pois suas
propriedades vao depender da forma final do componente fabricado, da geometria das fibras,
das dimensdes das fibras, da distribui¢do, do volume, do alinhamento e da concentracio
das fibras na matriz. Devido a tantas variaveis é possivel moldar ou construir um sistema
compdsito adequado e perfeitamente ajustado a uma aplicacio em particular.

Tomando como ponto de partida o sistema compédsito mais simples de ser estudado temos
o compésito laminado unidirecional, que consiste de fibras paralelas inseridas em uma matriz

(Figura 2.3).

Figura 2.3: Compésito unidirecional.
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Este sistema ¢é chamado de lamina. Um compésito laminado é um sistema formado por
varlas laminas dispostas em uma seqiiéncia de orientagao conveniente, tal que o laminado

resultante apresente as caracteristicas requeridas no projeto.

2.6 Comportamento mecanico

Uma vez que esta tese apresenta andlises de problemas envolvendo tanto os materi-
als com comportamento mecanico isotrépico como aqueles com comportamento mecanico
anisotropico, cabe aqui uma descricdo onde fiquem patentes as diferencas basicas entre as
propriedades de cada um deles. Essas diferencas podem ser explicadas por meio das suas
respostas aos carregamentos de tracgao e cisalhamento.

Considere trés corpos de prova sendo o primeiro fabricado com material isotrépico, o
segundo com material ortotrépico e o terceiro com material anisotrépico.

Um carregamento uniaxial em tragéo no corpo de prova isotrépico causa um alongamento
na diregao do carregamento e uma contragdo na dire¢ao transversal, enquanto que os angulos

entre dois lados adjacentes nao sofrem nenhuma mudanga (Figura 2.4).

|

Figura 2.4: Comportamento mecanico de um material isotrépico.

Da mesma forma, a distor¢ao causada por um carregamento de cisalhamento puro altera
os angulos entre lados adjacentes sem causar alteragdo alguma nos comprimentos. Além
disso. quando a dire¢do do carregamento aplicado é alterada, a resposta do material per-
manece constante. Isto é, carregamentos iguais, aplicadas em diferentes direcdes. causam
alteragoes iguais nos comprimentos e angulos. Portanto, conclui-se que o comportamento
dos materiais isotrépicos é independente da direcdo do carregamento, que tensdes normais
causam apenas deformagoes volumétricas e que tensoes de cisalhamento causam apenas de-

formacoes geométricas.
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No corpo de prova anisotrdpico existe, tipicamente, um acoplamento entre alongamento
e deformagdo de cisalhamento segundo o qual o carregamento uniaxial em tracao causa al-

teragoes tanto nos comprimentos como nos angulos (Figura 2.5).

Figura 2.5: Comportamento mecénico de um material anisotrépico.

Da mesma forma, um carregamento de cisalhamento puro também resulta em alteracoes
tanto nas dimensdes lineares como nas angulares. Além disso, quando o carregamento é apli-
cado em diferentes diregdes seus efeitos sdo alteragdes desiguais em comprimentos e angulos.
Ou seja, o comportamento dos materiais anisotrépicos ¢ dependente da direcao da aplicagao
do carregamento.

A resposta de um material ortotrépico, em geral, é similar & do material anisotrépico,
ou seja, € dependente da direcdo da aplicagao do carregamento. Carregamentos de tracio
ou de cisalhamento provocarao tanto alteragdes em comprimentos quanto em angulos. En-
tretanto, em casos especials, quando os carregamentos sdo aplicados em algumas direcoes
especificas, a resposta do material é similar & dos materiais isotrépicos nos quais tensoes
normais causam apenas deformacoes volumétricas e tensdes de cisalhamento causam apenas
deformagGes geométricas (Figura 2.6). Estas diregdes com comportamento especial sao os

eixos de simetria do material.

Figura 2.6: Comportamento mecéanico de um material ortotrépico.
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Os materiais ortotrépicos tridimensionais, geralmente, tém trés eixos de simetria per-
pendiculares entre si. Os compésitos unidirecionais sao materiais ortotropicos nos quais as
direcGes longitudinais e transversais sdo eixos de simetria. Devido a essa caracteristica os
compositos unidirecionais também sdo chamados de transversalmente 1sotropicos. Em geral

0s compositos laminados apresentam comportamento ortotroépico ou anisotrépico.



Capitulo 3

Elasticidade anisotrdpica

Neste capitulo serd feita uma introdugdo aos conceitos bdsicos da teoria da elasticidade para
materials anisotrépicos. A relacao entre tensdo e deformacio sera revista, levando & defini¢ao
da equagao constitutiva anisotropica. Serd mostrada a obtencdo das matrizes de rigidez e
flexibilidade de compdsitos laminados simétricos a partir das propriedades mecanicas das
laminas ortotrépicas constituintes dos laminados. Serd mostrada a obtencao das matrizes de
rigidez e flexibilidade de compdsitos laminados simétricos a partir das propriedades mecanicas
das laminas ortotrépicas constituintes dos laminados. As formulacdes matematicas presentes
neste capitulo serao usadas nos capitulos posteriores, quer seja na obtencio da formulacao
do método dos elementos de contorno, quer seja na comparacao com resultados numéricos

obtidos a partir das formulacdes propostas.

3.1 Analise de tensao e deformacao

Neste trabalho faz-se uso da teoria da elasticidade linear cldssica, a qual é baseada em duas
hipoteses de linearidade: linearidade fisica e linearidade geométrica. A primeira assume que
a equacao constitutiva dada pela relacao tensao-deformacao ¢ linear. A segunda assume que
as deformagdes podem ser representadas pelo tensor de deformacdo infinitesimal de Cauchy.

Sao usadas a notagao de tensor Cartesiano e a notagao indicial, salvo onde explicitamente
mencionado. De acordo com a convengao da notacéo indicial, o uso de indices repetidos
indicam uma somatdria, eliminando o uso do simbolo 3°. As derivadas parciais sdo represen-

tadas por uma virgula, por exemplo: k;; = 0k;/0z; com (i, j = 1, 2). O delta de Kronecker.
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denotado por ¢, representa a matriz identidade.

Séo introduzidas as definicoes basicas de elasticidade para problemas bidimensionais,
assumindo-se que as forgas externas séo funcoes das coordenadas Cartesianas z,. z» prescritas.
Um corpo continuo sofre deformagao quando sua configuracio inicial muda ou deforma devido

a uma acao fisica. A analise dessa deformagao também é apresentada.

3.1.1 Tensor de tensoes

Um corpo bidimensional deformavel, em equilibrio, submetido a cargas externas, é mos-
trado na Figura 3.1. Em geral, um corpo pode ser submetido a dois tipos de carregamentos
externos: forgas de corpo ou forcas de superficie. As forgas de corpo atuam em porgdes
de volume ou massa internos ao corpo. Forgas centrifugas, magnéticas e gravitacionais sio

exemplos de forgas de corpo. As forgas de superficie atuam no contorno do corpo.

Figura 3.1: Componentes de tensao para estado plano de tensio.

Seja um elemento de drea AS situado no interior ou na superficie de um corpo e AF as
forcas resultantes que atuam em AS. O conceito de tensao € obtido fazendo-se a area AS

tender a zero e assumindo-se que a relagio AF/AS tende a um limite definido:

i OF _ 4F _
A AS T dS T :

onde T é o vetor das forcas de superficie e representa a forca por unidade de drea em um

(3.1)

ponto, atuando em um elemento infinitesimal.
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O caso particular no qual T; e T, representam as forcas de superficies que atuam em

faces perpendiculares aos eixos z; e 5 resulta em:

Tg = 0i; €4 (32,}

onde o; € o tensor de tensoes e e; sio vetores base unitérios.
Se o elemento infinitesimal mostrado na Figura 3.1 est4 em equilibrio, o vetor de forcas

de superficie 7; em um ponto qualquer no contorno I' é expresso por

T, = o4 n, (3.3)

onde n; € o vetor unitdrio normal ao contorno I nesse ponto.

3.1.2 Equacoes de equilibrio

Se o corpo esta em equilibrio, a somatodria de todas as forcas que agem em cada elemento

infinitesimal (Figura 3.1) deve ser igual a zero, isto é,

Oy, T b, — pu; = (34)

onde b; € o vetor de forcas de corpo, p é a densidade do material e ii; é o vetor de aceleracoes,
que corresponde a segunda derivada do vetor de deslocamentos u, em relacido ao tempo 7.

Pode-se mostrar que, na auséncia de forcas de corpo, a Equagao (3.4) se reduz a

e R (3.5)

Estas equagoes de equilibrio sdo satisfeitas se

o 82F(I111‘2)
a1 = 01% 5
0?F(z,,23)
g = ———————— 3.6
U‘-? ax'% 1 ( )
aQFf‘.’L'],.’L'g)
O19g = —————
12 83_"’%3’:%

A fungao F(x,,23) é chamada funcao de tensao de Airy (Lekhnitskii 1963).
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Por sua vez, o equilibrio de momentos é expresso por

G’” = in

_—
o
-1

que 1mplica na simetria do tensor de tensoes.
3.1.3 Tensor de deformacgoes

Em elasticidade linear, o vetor de deslocamentos e suas derivadas sio assumidos como
infinitesimais. Sejam P e Q dois pontos tomados em um corpo em estado nio deformado.
Estes pontos sao separados por uma distancia dS e tem coordenadas z; e z,+ dz,, respecti-
vamente, como mostrado na Figura 3.2. Quando este corpo é submetido a um carregamento
externo, passa a assumir uma configuracao deformada e os pontos P e Q sdo deformados para

P’ e Q’, definidos pelas coordenadas &, e &+ d§;, respectivamente. A distancia entre P’ e Q
é dada por ds.

_—
- '\\ /-—---\
/ i) TN e B
\ / \
- | I \
// o Qfrprdyy | / s FiEtdiy .II
I / | f \
( ds/ / \ \ds |I
1 ‘,r’ll u ‘._
\ T
\ P, / i P J
A I
3 I x._._-—F"""'_H_._'_'_ﬂ £ I H_/ !

Figura 3.2: Deformagao de um corpo.

Assumindo que os componentes de deslocamento u, em P sdo fungdes de z;, isto é,

U; = itl(ﬂ’,’l, 11'-2) g (38)

e usando a transformacao

d&. = {\513' + T"’l,j'}dxj ) (39)

pode-se mostrar que a deformagao ocorre sempre que dS? # ds®. Esta deformacéio pode ser

expressa pelos componentes 7y;; do tensor de deformagoes de Green. definido por:

24



ds* — dS? = 2v,;dz,dz; . (3.10)

Expressando ds e dS em termos de componentes Cartesianos, resulta que 0s componentes
de deformacdes finitas sao dados por
1 1
"ﬁ;_j = 5 (’Uaz‘j + 'L-'JJ__E) -4 §uk,3uk‘j (311)
e que o tensor de deformacoes é simétrico. Para gradientes de deslocamento ug,; suficien-

temente pequenos (|ui;| < 1), o produto na Equacio (3.11) é desprezivel e Y:; reduz-se

a

1
G =3 (g +tya) (3.12)
Esta simplificagao resulta no tensor de deformacdes simétrico (e;; = ¢;;) para deformacdes
infinitesimais.
3.1.4 Equacoes de compatibilidade

Para garantir a unicidade dos deslocamentos u,, os componentes ¢,; do tensor de de-
formagoes nao podem ser atribuidos arbitrariamente, mas devem satisfazer certas condicoes
de compatibilidade e integrabilidade. Estas condigbes podem ser obtidas pela eliminacao
de u; das Equacoes (3.12) através da diferenciacdo destas equagdes em relacdo a z; e z; e

trocando a ordem das derivadas, resultando:

€ij kel T €xlij — €kl — €tk =0, (3.13)

que reduz se a forma

€11,22 + €22.11 = €12,12 (3.14)

para o caso bidimensional.
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3.2 Elasticidade anisotrépica

No caso de material eldstico linear, a relacio entre o tensor de tensdes e o tensor de

deformagdes € escrita, na sua forma mais geral, como

0y = CijkiCki » (3:1

)

sendo o coeficiente de linearidade C,;t; um tensor de quarta ordem (81 elementos) conhecido

[

como tensor das propriedades elasticas. Devido as restrices de simetria tem-se que

C?jklf — Cjekh C?Jki - C‘U”r- (316)

A condigao para a existéncia de uma fungéo energia de deformacao também requer que

C‘JH = Ck!ji- (31?)

Estas consideragoes reduzem o numero de propriedades elasticas de 81 para 21. Como a
diregao das tensoes principais nao coincidem necessariamente com a direcao das deformacoes
principais, apenas 18 das 21 propriedades sdo independentes (Lekhnitskii 1963).

Considerando as 21 propriedades elasticas, a Equagdo (3.15) pode ser escrita na forma

matricial como

r T '
[ i1 ) Cinn Cu2e Cuss Crizs Ciis Ciine [ €11
022 Criza Coo Coosz Cozos Cozz Caorn €92
J 033 Crizs Cass Caszaz Cazas Csaiz Caspo €33 -
- e (3.18)
023 Cras Caozs Cszoz Cazas Caziz Chzro 2g93
013 Cins Coniz Casis Caziz Ciaiz Chrarg 2e13
L 012 ) [ Ciniz Ca212 Ciziz Coziz Ciziz Cioe | | 2612 )
A Equacao (3.15) também pode ser escrita na forma
Sy = SUHJM (319)

onde S; € um tensor de quarta ordem conhecido como tensor de flexibilidade, que, devido
as mesmas razoes do tensor de propriedades eldsticas, possui 21 elementos, dos quais apenas

18 sao independentes.
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A Equagao (3.19) pode ser escrita na forma matricial como

(e ) [ Sun S22
£92 Siize Saz
) €33 { = Suzs Sz
2€93 251123 255203
213 251113 25513
L 212 ) | 281112 252019

251193
259993
253393

253303 455323

253313 459313

253312 452312

251 113
252213
253313
455313
481313
451312

251 112
259019
253312
4’5‘2312
4851312

451212‘

“

033
Ga3
T13
g12

/

Usando a notagao tensorial reduzida, proposta por Lekhnitskii (1963), a Equacio (3.20)

pode ser escrita como

&1 11
€2 12
£3 | s
€4 Q14
€5 a5
Eg | Q16
onde
s
4
.
e
4
{

\

12
22
Q23
Qo4
azs
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m M M 0y
o =N [#%] (%] —

1]
[

a1z a4
G23 Q24
izz (34
G3z4 Qq4q
Q35 Qa3
36 Oap

£11
Ea22

>=J €33

2g93
2513
2e 12

a11
022
033
023
O13

|

v,

J12

LS

Q15 Gig
(25 (G2g
(35 Gzp
Gy5  Q4p
G55 Usp
Q56 Oge
\

;

s

N

>

J

02
O3
T4
05
T

(3.22)

Os coeficientes elasticos podem ser expressos em termos de constantes de engenharia como

(Lekhnitskii 1963)



an =1/E, a2 = 12/ Ey = -1,/ F,y

a13 = —v31 /By = —v13/F3 @14 = o3 1/E1 = 1123/Gas
a5 = mo1/E1 = m3o/Gaz a5 = Mo,y /E,

az = 1/E, Qg3 = v32/E9 = —up3/ Es

a2q = M3 /By = v933/Go3 g5 =312/ Es = 123, /G113
a6 = Ma2/Er = 1212/G12 az3 = 1/E; (3.24)
G3q = 'T123,3;’(Es = 1323/ Gas Q35 = ??31.1/E3 = 17331/G13
azs = Ma23/Es = 1312/G1a ass = 1/Go3

G5 = (3223/Go3 = (2321/G13 46 = (12,23/Gaz = (23.12/G12
ass = 1/Gq3 as6 = Ci231/G13 = C31‘12;’G12
ags = 1/G12

onde Ej sao os moédulos de elasticidade longitudinais, referindo-se aos eixos zy. G, sdo os
moédulos de elasticidade transversais, para os planos definidos pelos eixos z;z;. Os coefi-
cientes v;; sao chamados coeficientes de Poisson. As constantes Njk, sao denominadas de
coeficientes de influéncia miitua de primeira espécie que caracterizam extensées nas direcdes
dos eixos prizicipais, produzidas por tensoes tangenciais agindo nos planos principais. As
constantes 7, ;; sao os coeficientes de influéncia mitua de segunda espécie, que expressam
deformagées tangenciais nos planos principais, causadas pelas tensoes normais atuantes nos
planos principais. Por fim, (;;x sd0 os coeficientes de Chentsov, que caracterizam as de-
formacGes tangenciais em planos paralelos aos planos principais de elasticidade, causadas
por tensoes tangenciais que atuam em planos outros, paralelos aos planos principais de elas-

ticidade.

Em estado plano de tensao (03 = 04 = 05 = 0), um material pode ser descrito usando-se

somente seis constantes elasticas independentes. Desta forma, a Equacdo (3.21) pode ser

escrita como

€1 an a1z G g1
€2 ¢ = | Q12 Gz Gz o) (3.25)
€6 Q16 Q26 Qgs Og

Em estado plano de deformagao (03 = —1/a33(a1301 + G2302 + a3606), 04 = 05 = £3 = 0)

a Equacgao (3.21) pode ser escrita como

€1 Bu Bz bBis a1
g2 p=| Bz Boz Pas 02 (3.26)
£6 Bie Bas  DPes O
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onde

Q3053

.-613 = Gy —

= (i, =1,2,6). (3.27)
Substituindo as Equagdes (3.12), (3.15) na Equagao (3.4), obtém-se a equacao de equilibrio

escrita em funcao dos deslocamentos

Cikiukji+p. =0 (3.28)

onde p; é o termo que contém todas as forcas de volume.
O tensor tensao pode ser escrito em termos de fungdes F'(z,,z,) chamadas fungoes tensio

de Airy (Lekhnitskii 1963) dadas por

o = Fap+U
oy = Fu+U (3.29)
o = —F),
onde ¢ é uma fungao potencial na qual
U, =p;. (3.30)

Substituindo as Equacdes (3.29) na equacdo constitutiva (3.23) e entdo na equacao de

compatibilidade (3.14). resulta na equacao diferencial para fungoes tensao F'(zi, z2)

a11F 2900 — QalsF,mQQ + (29,19 + a'GGJF,li?? - QGQB-F,HIQ I a22F,1111 =

—(@12 + @)U 11 + (a6 + az)Ui2 — (—a1y + a12)U 2 . (3.31)

No caso da auseéncia de forcas de corpo a Equacdo (3.31) pode ser escrita como

a11F 2200 — 2a16F 1202 + (2a12 + age) F 1120 — 2026 F 1112 + a2 F 1111 = 0. (3.32)

Criando o operador diferencial



0 0

Ay = — =
i 6122 i 61".] (333)
aplicando este operador na funcao tensdo F(z,,z,) na forma
e expandindo a Equacdo (3.34) tem-se
Floogy — (papapapta) Fizon + (pfio + papiapen pha + popts + piopty + piajes) Fiyon
—(pops + pipopa + pupapia + popspia) Finne + (tpapapa) Fiin = 0. (3.35)

As Equacgdes (3.32) e (3.35) serao idénticas se u1, o, p3 € 4 forem raizes da equacio

anp* — 2a164° + (2012 + age) 1> — 20960+ az = 0. (3.36)

As raizes da Equacao (3.36) sao sempre complexas ou imaginarias puras, ocorrendo aos
pares (ux e fix) conforme mostrado por Lekhnitskii (1968).

Criando-se a variavel

7k = T + UpZo k=Y 2 (3.37)

tem-se que

Al @ 0 _d
k_al'g #kaﬂ)] Hdzk'

Exigindo que a funcao tensao seja real, tem-se

(3.38)

F(:L'l.,.iig) = 2R€[F1(21) + FQ(ZQ)] . (339)
Introduzindo a notacao
dF.(z .
;( k) _ Uy (21) (3.40)
2k
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onde a convengao de soma nao ¢ empregada em k, e substituindo a Equacao (3.39) na

Equacao (3.29), obtém-se os componentes de tensio

on = 2Re W0 (z) + B0 (2]
o = 2Re [} (z) + ¥ ()] (3.41)
o2 = —2Re [p-;‘lfil](zl)‘i‘ﬂ?q’éw(z?)]

onde lIJ};U representa a primeira derivada de .
Substituindo a Equacao (3.41) na Equagao (3.25) e entdo na Equacio (3.28), desprezando-

se 0s movimentos de corpos rigidos e integrando, obtém-se

u; = 2Re [q11¥1(21) + q12P2(2)]

us = 2Re [g21 ¥ (2)) + g2 ¥a(25)] (3.42)
onde

k= a{i;ﬁk: aif/ maiﬁg; 4%
é a matriz de parametros complexos.

Uma vez que as condigdes de contorno sejam conhecidas, determina-se a funcio tensio,
dada pelas Equacoes (3.29) com derivadas dadas pela Equacao (3.40), que satisfaca estas
condicoes, determinando assim os campos de deslocamentos, dados pelas Equagoes (3.42), e

tensoes, dados pelas Equagdes (3.41)
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3.3 Equacao constitutiva de uma lamina

Se for considerada apenas uma lamina, na qual as fibras imersas numa matriz estio
alinhadas unidirecionalmente (Figura 2.3), esta lamina é ortotrépica e sua relacio tensio

deformacao é dada por

T11 Qll le 0

€11
o2 ¢=| Qi Qn 0 €22 (3.44)

J12 0 0 2Q¢ €12

onde (),; sdo as componentes do tensor de rigidez, ou seja
Q = [Qi] = [ai] " (3.45)
ibra
Matriz
O O O O

Figura 3.3: Lamina ortotrépica

Considerando, como hipétese bésica, a homogeneizacdo da lamina, em termos das pro-

priedades de engenharia, os componentes do tensor de rigidez podem ser escritos como

Qu = Ey/(1 — viova) Qn = E3/(1 — vi2vm)
Qes = G2 Q6= Q2 =0 (3.46)
Ql:z = V?IEI/(]- = V12V21) = V12E2f(1 = V12U21)

Sendo a lamina ortotrdpica, esta fica completamente caracterizada com quatro proprie-
dades elasticas: os mddulos de elasticidade longitudinais £, e Es nas direcdes 1 e 2, respec-
tivamente, o modulo de elasticidade transversal G» e a razao de Poisson, v, A quinta
propriedade eldstica, v5; pode ser determinada pela relacdo constitutiva, devido a simetria

da matriz Q

va By = vipEs. (3.47)




Muitas vezes os eixos principais da lamina (7, z5) nao sao coincidentes com os eixos do
laminado (Z;,Z2). Quando isto ocorre, a relagdo constitutiva para cada lamina individual
dever ser transformada para o eixo de referéncia do laminado (Figura 3.4) para entao se

determinar a relagao constitutiva.

Figura 3.4: Sistemas de coordenadas da lamina (z,z,) e do laminado (Z,%3).

Para que esta transformacao seja feita, basta que os tensores de tensdo e deformacao

sejam multiplicados pela matriz de transformagao, ou seja

o1 a1
o9 ¢ =T{ om (3.48)
U;:g d12
£ fu
53‘22 =il Ea9 (349)
5’12 c12

onde o}; e }; sio tensores de tensao e deformagdo, respectivamente, escritos no sistema de

referéncia do laminado, o,; e £;; os mesmos tensores escritos no sistema de referéncia da

lamina e T a matriz de transformagao dada por

m2  n? 2mn

T=| n2 m? —2mn (3.50)

—mn mn mg—nz

sendo
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m = cosf (3.51)
n = senf. (3.52)
Convém observar que a matriz inversa T~! pode ser obtida pela substituicdo do angulo

positivo ¢, conforme Figura 3.4, pelo angulo negativo —f. A equacdo constitutiva pode ser

escrita da forma

! !
911 ; , &1
e —1nT -
oy ¢ =T7IQ(T™){ &b (3.53)
' )
T12 €12

onde (T~')' representa a matriz transposta da matriz inversa de T e

m?  n? —2mn
T'=T(-0)=| n* m 2mn |. (3.54)

mn —mn m2— n?

Multiplicando-se as matrizes da Equacao (3.53), tem-se

1y Qu Qi Qs €11 |
O3 ¢=| Q12 @2 (% E99 (3.55)
012 Qs Q2 (es s

onde

Qi = Q11c08" 8+ 2(Q12 + 2Qes)sen?d cos® f + Qonsen’d

Qun = Qusen*d +2(Q12 + 2Qes)sen?0 cos? 6 + Qoo cos* 6

Q12 = (Q11 + Qo — 4Qes)sen’d cos? 8 + Qia(sen’d + cos* f)

Qs = (Qu1+ Qa2 — 2Q12 — 2Qs6)5en’f cos? # + Qs (sen’d + cos? §)

Qs = (Qu — Q12 — QQﬁﬁJSEHQCOSa 0+ (@2 — Q22 + 2@66)(581139005 9)
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O = (G =0z — 2Q¢s)senf cos® 0 + (Q12 — Qon + 2Q¢s ) (senf cos® )
(3.56)

A matriz @ é completamente preenchida, sendo que das seis constantes eldsticas que
governam o comportamento da lamina, duas, Q¢ e Qog, sdo combinacdes lineares das outras
quatro. No sistema de coordenadas transformado, a lamina é dita geralmente ortotrépica,
e a matriz Q é parecida com a matriz Q dos materiais totalmente anisotrépicos (Q6 # 0,

Q26 # 0). Quando se tem Q15 = Qo5 = 0 diz-se que o material é especialmente ortotropico.

3.4 Equagao constitutiva de um laminado simétrico

Laminados simétricos sao laminados cujas laminas sdo montadas de maneira que haja
um plano médio em relagdo ao qual para cada lamina de um lado deste plano existe uma
outra, idéntica em propriedade e orientacao, localizada a mesma distancia porém do outro
lado deste plano médio (Figura 3.5).

X2

i

Plano médio : . . : -

— i o 4
il A Cac A SR X

h'l..’ “'ki i

Figura 3.5: Laminado simétrico

A nao existéncia de um plano medio implica num laminado no qual nao é possivel uma

analise bidimensional pois, mesmo que o carregamento seja constante em relagdo ao eixo s,
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ao longo de toda a espessura do laminado, além das deformacdes no plano z;z,, haveria
também uma flexdo em torno do eixo z;, aparecendo deformacdes nos trés eixos.

A hipétese inicial sobre a qual os laminados simétricos podem ser tratados pela formulacio
aqui apresentada € que as deformacoes em qualquer reta perpendicular ao plano z,z, sejam as
mesmas em toda a espessura do laminado. Isto equivale a dizer que as laminas encontram-se
perfeitamente coladas (nao hd escorregamentos entre uma lamina e outra).

Os componentes do tensor de tensdes atuantes num laminado sao obtidas integrando as

componentes atuantes em cada lamina, ao longo de toda a espessura e do laminado, ou seja

1 re/2 ) \
Oij = -/ o dz; (3.57)

onde o3, € o tensor de tensdo atuante em uma lamina individual e o;; é o tensor de tenséo
média no laminado.

Considere o laminado constituido de N laminas genericamente ortotrépicas, conforme
mostrado na Figura 3.5. As for¢as atuantes no plano médio deste laminado podem ser obtidas
pela substitui¢ao da integral continua pela soma das integrais, representando a contribuicao

de cada lamina

a1l 1 N. hy f B
om p =22 [ oty o dus. (3.58)
012 R AP

Substituindo a Equagao (3.55) na Equacdo (3.58) tem-se

o 1 hy Qn Q]Q le €1
O p ==Y /n Q2 Q@ R €y pdz3 . (3.59)

O12 = (M Qs Qs Qes ;L €12
Convém lembrar que o tensor de deformagées ¢;; é, por hipdtese, o mesmo em todas as
laminas.
Sendo a matriz de rigidez Q; e o vetor deformacio £;; constantes ao longo da espessura

da lamina (h; — h;_,), a Equacao (3.59) pode ser reescrita como

n
._.
-

g 1 |& Qn Qm ﬂ?la
022 — = Z C_Qm 6_222 Qzﬁ (hy — hi—y)
O12 = Qe Qs Qes | 1

(3.60)

¥y
™
¥

(1)

(3%
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A matriz de rigidez média pode ser expressa como

o1 Qll Q1o Qs €1
o = | Qurz Qn Qx €22 (3.61)
J12 Qs Q2 st L\ €12
onde
1 N
Q= z > Qb — hyy) (3.62)
=1

que € equivalente a matriz de rigidez constitutiva do laminado.

O tensor de flexibilidade para o laminado é dada pelo inverso do tensor de rigidez, ou seja

;] = Q' (3.63)

Muitas vezes tem-se ainda a necessidade de se escrever o tensor de rigidez Q e de flexi-
bilidade [a;;] do laminado em relagao a um outro referencial. Neste caso, por um procedimento

similar ao realizado para encontrar as Equacoes (3.56) determina-se que

a); = aycos'd+ (2a12 + agg)sen?6 cos? B + azosend + (a6 cos® @ + azssen®d)sen2d

ah, = apsen’d + (2a;2 + age)sen’d cos® f + as cos’ § — (ar6 cos” B + azgsen®d)sen26
' ; 9 2 1

aj, = ay2+ (@11 + az — 2a12 — aes)sen6 cos” 0 + 5(0,25 — a6)sen2d cos 20

ags = ags + 4(an + ax — 2012 — agg)sen’d cos? O + 2(ags — ay6)sen26 cos 26

1,
aiy = |agsen’d —a;; cos® O + s (2a13 + ags) cos 26]sen26

+a;5 cos” B(cos” § — 3sen’d) + asssen®6(3 cos® § — sen’d)



, 1
Qg = [ao cos? @ — ajysen®d + 5(20,12 + ag) cos 26]sen26

+ajgsen®f(3 cos® § — sen’6) + ass cos? B(cos? 6 — 3sen?d) (3.64)

onde a;; representa a matriz de constantes elasticas do laminado escrita no sistema z/, z

(Figura 3.6) enquanto que a;; representa esta mesma matriz escrita no sistema ,, z».

Figura 3.6: Transformacio de sistemas de coordenadas.

As raizes da equagao caracteristica podem ser escritas num novo sistema de coordenadas,
conforme mostrado por Lekhnitskii (1968) como

1 cos B — senf

=t 3.65
He = cosf + pisend (3.85)

onde i representa as raizes da equagio caracteristica no referencial z, x5 e py as raizes da

mesma equacao no referencial z;, xs.
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Capitulo 4

Introducgao a teoria de placas

Neste capitulo serao apresentadas algumas consideracdes gerais sobre placas, incluindo as
definicbes e nomenclatura relacionadas. As hipdteses basicas em que se baseiam as teorias
de placas serao introduzidas. Uma vez introduzidas, estas hipdteses serao relacionadas com
a teoria de Kirchhoff. Com base nesta teoria serao obtidas as equacoes constitutivas de
placas. Sera mostrado o cédlculo da rigidez & flexdo em dire¢oes arbitrarias. Também serio
relacionadas as varidveis referentes as trés principais condigées de contorno: livre, apoiada
e engastada. Serd apresentada ainda a obtencao das equagoes diferenciais e das solucoes

fundamentais, isotrépica e anisotrdpica.

4.1 Consideragoes gerais

Na classificacao usual da teoria da elasticidade existem os elementos estruturais uni-
dimensionais (barras, vigas e eixos), os elementos estruturais bidimensionais (as laminas,
subclassificadas em chapas, placas e cascas) e os elementos tridimensionais, que sao sélidos
onde as trés dimensoes perpendiculares entre si sdo de ordem de grandeza equivalentes. Neste
trabalho serao estudados somente os elementos de placas.

As laminas sao elementos estruturais que tém uma das dimensoes, a espessura, muito
menor em relacao as outras duas. A espessura é “cortada ac meio” por uma superficie
eqiiidistante das faces da lamina, chamada superficie média (Figura 4.1). As chapas
sao laminas com superficie média plana sujeitas a carregamentos nesse plano. As placas

sao laminas com faces planas e simétricas em relacao a superficie média, também plana, e
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sujeitas a carregamentos aplicados perpendicularmente a esse plano (Figura 4.2). Finalmente,

as cascas sao laminas com superficie média curva ou poliédrica.

face
superior
% Jface
inferior

/'\ superf cie

______ / meédia

Figura 4.2: Definigao de placa.

Uma consideracdo importante diz respeito a espessura da placa. Uma placa pode ser
classificada como espessa, fina ou muito fina, correspondendo a cada classificacdo um modelo
matematico especifico. A rigor, ndo existe uma regra clara para essa classificaciao, entretanto,
considera-se como placa espessa aquela cuja relacdo entre sua espessura e e a menor das duas
dimensoes restantes, ou seja, a largura b, for maior que 1/5. Uma placa é considerada fina
quando a relagao e/b for menor que 1/5 e é considerada muito fina quando essa relacio
for muito menor. Em qualquer caso, a espessura pode ser constante ou varidvel. Estas
dimensoes, entretanto, foram definidas para materiais metdlicos, tais como aco e aluminio.
Dependendo das propriedades elasticas do material esta razdo entre as dimensdes tem que

ser revista. Uma definicao mais completa é baseada no efeito das tensoes de cisalhamento
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normais ao plano da placa. Se o efeito dessas tensdes forem despreziveis no comportamento
da estrutura, entdo temos uma placa fina.

Outra consideracdo importante a ser feita relaciona-se com a flecha. Flecha é o deslo-
camento w fora do plano de um dado ponto da superficie média da placa quando esta é
submetida a um carregamento. A flecha é considerada pequena quando a relagao entre o

deslocamento w e a espessura e for menor que 1/5 (Figura 4.3).

flecha w

:if espessura e

Figura 4.3: Flecha.

Sob a acgao de um carregamento a placa se deforma. A superficie média acompanha essa

deformacao, assumindo uma nova configuracao, e recebe o nome de superficie eldstica.

4.2 Hipoteses basicas

O estudo de placas segue basicamente duas teorias: a teoria de Kirchhoff (1950) e a teoria
de Reissner-Mindlin (Reissner 1944; Mindlin 1951).

A formulagdo classica de Kirchhoff para placas finas apresenta algumas hipéteses simplifi-
cadoras. Basicamente, o uso destas hip6teses tem como aspecto principal a nao consideracao
do efeito dos esforcos cortantes nas deformagoes por flexao. Isto decorre da hipétese de que
secoes planas permanecem planas apds a deformacao. Em funcdo das hipdteses apresentadas
nesta teoria, assumida como uma teoria de deformacoes impostas, pode-se deduzir que o
deslocamento w depende somente de z; e x5 e que os deslocamentos u e v sdo lineares em 5.

Com base nas hipoteses adotadas, a analise do comportamento da placa € feita em regime

eldstico linear para materiais homogéneos. O equilibrio é feito na posi¢ao nao deslocada,
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utilizando-se a hipdtese de pequenas deformacdes. Sendo assim, se a deflexio da placa é
pequena em comparagao com sua espessura, quando a mesma esta sujeita a um carregamento
9(z1,72), as seguintes hipéteses podem ser adotadas:

1) Os deslocamentos normais ao plano da placa sio pequenos e as deformacdes na direcao
da espessura sdo pequenas o suficiente para serem desprezadas;

ii) As tensoes normais atuando nos planos paralelos ao plano médio sdo pequenas, quando
comparadas com as outras componentes de tensio, e podem ser desprezadas;

ii1) Os componentes de deslocamento contidas no plano da placa, variam linearmente com
a espessura;

iv) Retas normais ao plano médio na posicio nido deformada permanecem normais apos
a deformacao. Isto significa desprezar as deformacoes por cortante que causam distorcao;

v) Ndo existem tensbes de cisalhamento nas faces externas paralelas ao plano médio da
placa.

As teorias de Reissner (tensGes impostas) e Mindlin (deslocamentos impostos) para a
flexdo de placas moderadamente espessas, consideram ainda o efeito da deformagao por cor-
tante na formulacao do problema. As hipéteses a serem consideradas por estas formulagoes
sao semelhantes aquelas apresentadas na teoria de Kirchhoff Entretanto estas teorias con-
sideram que as retas normais ao plano médio da placa na posicio nao deformada nio mais
permanecem normais apos a deformacao. Isto significa incluir as deformacées por cortante,

que causam distor¢ao na peca.

4.3 Placa de Kirchhoff

Uma vez introduzidos todos esses conceitos, pode-se relaciond-los de acordo com a
teoria de placas finas, também conhecida como teoria de Kirchhoff, na qual se baseia a
formulacao desenvolvida nesta tese. Na formulacao apresentada nesta tese sdo assumidas
algumas hipéteses simplificadoras necessdrias para se escreverem as equacoes diferenciais
basicas de um elemento de placa fina.

Com relagao ao material assume-se que esse seja:

e isotropico, ortotropico ou anisotropico;
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e homogéneo;

e elastico-linear.

Concernente a geometria, assume-se que a placa tem espessura:

e fina;

e constante.

Quanto ao comportamento da placa em relagdo ao carregamento considera-se que:

os deslocamentos transversais sdo pequenos quando comparados com a espessura e da

placa (as flechas sao pequenas);

nao ha deformacao do plano médio da placa;

e um plano normal a superficie média da placa, antes da deformagao, permanece normal

a superficie média deformada, apés a deformagao;

as tensoes normais e de cisalhamento na direcao transversal a placa sdo despreziveis.

4.4 Equacoes constitutivas

A Figura 4.4 mostra um elemento de dimensdes dz e dy extraido de uma placa sub-
metida a uma carga ¢ = ¢(r,y). Nessa figura indicam-se os esfor¢os internos por unidade de
comprimento segundo os sentidos considerados positivos.

O equilibrio de forcas na direcao w nesse elemento é dado por

~Q.0y + (Q$ 4 a{% 617) dy — Q,0x + (Qy + %61{) 0z +qdzdy =0.  (4.1)

Apoés algumas manipulacoes algébricas obtém-se:

0Q: L 09y _ _
oz + By qg. (4.2)
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Figura 4.4: Equilibrio de forcas e momentos em uma placa.

O equilibrio de momentos em relagio a um eixo paralelo a z que passa pelo centro do

elemento é dado por:

Q,0 :c-— + (Qy aan )a — — M0y + (sz agi‘”yé‘x) gy  (43)

L‘

5'1'1/&,

+M,0z — (My 4 ay) 9z = 0.

Ap6s algumas consideracoes chega-se a seguinte equagio:
oM, B OMy,

Ay oz
O equilibrio de momentos em relacdo a um eixo paralelo a y que passa pelo centro do

= Qy‘ (4.4)

elemento ¢ dado por:

Oz 8@1 5'MI
-de——(cg:,_ o )3y2 + M, 0z — ( w5 0 )a (4.5)

oM,

- M0y + (M + d )8?,':0,

Novamente, apds algumas consideracoes, tem-se:

3J'WI aﬂ'fxy . "
dr  dy = Q= 4:0)

Estas sdo as equagdes de equilibrio de um elemento de placa.
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4.5 Calculo da rigidez a flexao em direcoes arbitrarias

Ao aplicarem-se momentos M, e M, em planos perpendiculares entre si surgem momentos
de flexao e de torcao em dois planos arbitrarios e perpendiculares entre si. Tomando um
elemento ABCD de uma placa solicitada nas bordas por momentos M, e M, observa-se que

as faces desse elemento também estao submetidas a M, e M, (Figura 4.5).

G
-~ ¥ %
Mx . 2o ﬂ‘,\:\»\k )
T LA
I EEA D \‘\1 .
- )/‘* \‘\\# o M]r’
: G —~ T~
:’j:,'\ - A"‘*/ﬁ.,__\ﬁv /“.‘> © e r"/;/ f{xf‘/ry EH-‘:::‘__E
=== ™ 2 S e
:‘3‘%‘3‘%\\ L BT ot 8§ :
TUSSS A o S 7"
' My~ = \//,_ - My B’
p 5
\ ¥

Figura 4.5: Elemento de placa submetido a momentos nas bordas.

Tomando os eixos n e t perpendiculares entre si e formando o angulo o com o0s eixos x e y,
respectivamente, os momentos provocados por M, e M, em planos paralelos a essas direcoes

serao M, e M,, (Figura 4.6).

MX X
y \\d_r /
N ;
;'/ F S~ _Mnt
/ }%\ __,"j'/an \
/ ™
/S w7 ey
;/ ’_Tr\
/2 |
1

Figura 4.6: Elemento de placa submetido a momentos em diregOes arbitrarias.
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O momento fletor M, e o momento volvente M,, sdo considerados positivos pela regra

da mao direita de acordo com os eixo n e t.

Fazendo-se o equilibrio de momentos em torno do eixo t tem-se M,

M, = M, cos* a + M sen’a + 2M,, sena cos o
Y y

e, fazendo-se o equilibrio em torno do eixo n tem-se M,

My = (M, — M, )sena cos o + My, (0052 o — senga) ;

Da mesma forma a forga cortante Q),, pode ser escrita como:

@n = @ cosa + Qysenc.

(4.7)

(4.8)

(4.9)

Kirchhoff (1950) mostrou que as condigbes de contorno de forca cortante @Q, e

momento volvente M,, podem ser escritas como uma unica condicao de contorno dada por

(Figura 4.7):

aM,
V-n = Qn + - (410)
ot
my d;
Vi Mg,
tl o &M ]
-/ ! M mg
dt dt
dt dt
] ] "l
t M
} ja’T “ mn:
m]'l
. dmy, Mo ¥ 5y Hot
Mo+ 7 at
Figura 4.7: Momento volvente no contorno.
Portanto, as condicoes de contorno de deslocamentos sio a deflexdo w e a rotacdo %% e

as condigoes de contorno de carregamento sdo a forca cortante equivalente V, e 6 momento

fletor M,,.
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4.6 Condicoes de contorno

Para solucionar o problema de placas é necessaria a prescricio das condicoes de contorno
do problema em questao. Considerando-se o sistema de coordenadas genérico n, da Figura

4.2, as condicoes de contorno podem ser dadas por:

Condigoes de contorno Conhecidas Desconhecidas
Engastada w=0 =9 Vi M,
Apoiada w=0 M,= % Va
Livre Vi =0 Mu=0 w S

Com relagao as condicdes de contorno, a teoria de Kirchhoff determina que apenas duas

condigoes sdo suficientes para a completa determinacao de w.

4.7 Placas isotropicas
4.7.1 Equacao diferencial

Conhecendo-se os momentos M,, M, e M,, dados por

0w 0w
ﬂ/ T = = — — | 4.

{ D(afo“Vay?)' (4.11)
—— 0*w 8211,:) .
;Lfy = —D (53;-2' - V'a?, ) (412)

O*w

1'1';‘(}_—5, = D (1 = U)

5oy (4.13)

onde D é a rigidez & flexdio da placa, e derivando-se esta expressao obtém-se

(Fernandes 1974):

M 3 Bw
8[I:_D(5'EU Ou);

ox o3 Vaxﬁg? 414)
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oM, Fw Bw _
oy 2 (8y3 T Vaxzay) ’ .13,
oM., Bw

2 = ] —— 416)

et oy s

oM, Fw K
— — N (4.1

Oy B~ 0x0y? A7)

Substituindo as expressoes de (4.14) a (4.17) nas expressoes (4.4) e (4.6) obtém-se @, e

@, em funcao do deslocamento w, dados por

Fw  Bw
N 1 L R I N 4.18)
Qs “ (81.3 * c?:z:ﬁyz) ’ (4.18,
Bw  Bw
_ _ 4.19
@ 2 (8y3 v amzé‘y) (4.18)

A Equagdo (4.2) esta escrita em funcao das derivadas de @, e Q,, as quais sdo dadas por

0Q dtw Htw .
or B (8:5“ = 0x20y? )’ 4)
0Q, otw tw :
= — . 4.21
dy D (8y4 M 0x?0y? (4.21)
que, substituidas em (4.2) resulta na equagéo diferencial de placas eldsticas:
o*w Otw Fw ¢ ,
2 ==, 4.22
328 T 50 T oA - D {=22)

Esta equagéo ¢ também conhecida como equagdo de Lagrange.

4.7.2 Solucoes fundamentais isotrépicas

Na formula¢ao das equagoes integrais do método dos elementos de contorno, por meio do
teorema da reciprocidade, dois estados de tensio num corpo sio relacionados. Um estado
de tensao é conhecido e 0 outro necessita ser determinado. O estado a ser determinado esté

relacionado com o problema a ser resolvido, ou seja, com a anilise a ser realizada. O problema
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a ser resolvido pode ser representado por um meio, um corpo ou uma peca mecénica, o qual
tem geometria, carregamentos e condicdes de contorno definidos. O estado conhecido é dado
pela resposta de um corpo de dominio infinito, cujas propriedades de material sdo as mesmas
do estado a ser determinado, & aplicacdo de uma carga concentrada unitdria e pontual. A
esta resposta ¢ dado o nome de solucao fundamental.

A formulagao do método dos elementos de contorno requer o conhecimento da solugéo
fundamental de um problema de elasticidade. A solucao fundamental é a resposta de um meio
elastico infinito, cujas propriedades de material sio as mesmas do componente que se quer
analisar, a aplicagdo de um carregamento unitdrio pontual. No caso particular de placas, a
solugdo fundamental é dada pelo deslocamento w em um ponto P'(z, y) qualquer do dominio,
chamado ponto campo, devido a aplicacao de uma carga unitdria ¢ em um ponto P(zq,yg)

qualquer, chamado ponto fonte (Figura 4.8).

Py

i Ny

Figura 4.8: Solugao fundamental.

Na Figura 4.8, r é a distancia do ponto fonte ao ponto campo e 6 é o angulo entre o vetor
formado por 7 e o eixo z do sistema de coordenadas adotado.
Dentre as varias solugdes fundamentais encontradas na literatura (Bézine 1978: Stern

1979; Danson 1979), optou-se por usar

2

r

- (Fn(r) _ %) (4.23)

que apresenta como vantagem ter suas derivadas escritas de forma mais simples

*

w =

(Danson 1979). Essa escolha se deve ao fato que o método de elementos de contorno exige a
utilizacao de diversas derivadas da solucio fundamental w*. As demais solu¢oes fundamentais

sao derivadas desta e dadas por
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Ow*  Or r

= — i ; .24
on  On 4?rDm(r)' (424)
1 ar\?
M = —— ( , o — v 2
M, i {En(r) (14+v)+ (8?1) (1-v)+ v} : (4.25)
P B [u + 2sen’B (1 —v) — 3] o+ L cos 23 (4.26)
" Adgr i ) 47 R e '

onde [ ¢ angulo formado entre r e n, conforme apresentado por Paiva (1987).

4.8 Placas anisotropicas
4.8.1 Equacao diferencial

A partir das equagoes de equilibrio e considerando a simetria de momentos (M,,, = Myz),

conforme mostrado na Segao 4.4, tem-se

0 09, _ _
oz Ay
OM, OM,y 0
Ay éx 7
oM, OM;,
onde os momentos M., M, e M,, sao dados por:
0w ?w 0%w
M, = —|Dy—w=+ Diy— +2D;g——
( U5 128y2 & Iﬁaxay);
0w 0w 0w
xnl/f —_— D 2 D 9 4.27
¥ ( 252 t 2GR = "683:63;) 4.27)

_"1’1( Ty

e as forgas cortantes Q. e @, sdo dadas por:



Fw w Pw Pw]|
Q: = [Dn 303 T 301663c 29y + (D12 + 2D66)a = 268—93—
(4.28)
: FPw APw Pw]
Qy = !:Dlﬁ 573 + (D12 + 2955)6 28  a 39258 B + Do 5 |

sendo w a deflexdo e Dy,(i,j = 1,2,6) os coeficientes de rigidez & flexdo da placa, dados por

(Lekhnitskii 1968):

D,; = B;;

onde h ¢ a espessura da placa e B;; sdo constantes dadas por:

1 -
grage 2
By = A (002066 025) :
1
By = % (aipa26 — a12Ge6)
1 .
B = X (@12a26 — an2a16) ,

a
A= ap

16

h3
—, 4.29
712 (429)
1 2
By = g (0«110-66 = ﬂla) ,
1 2 v
Bgg = i (0110«22 = a12) , (4.30)
1
By = Z (012016 i allazﬁ) )
12 Qg
azo Qo (4.31)
Qag Qg

sendo que as constantes a,; sao obtidas das equagdes constitutivas para materiais anisotropicos,

dadas por (Lekhnitskii 1968):

0110z + Q120y + Q167

Q1607 + Q26T —+ Q66 Try-

Y

= Q1207 + 220y + Q67Tyy,

(4.32)
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Substituindo as Equacdes (4.27) e (4.28) em (4.2) a (4.6) obtém-se

O*w

Dy —+ 4D16'5;?@—y + 2(D12 + Dgs)

ozt

tw tw Htw At

———— + 4Dy ——— + — =
0x20y? L 0xdy? 2 9yt

(4.33)

conhecida como equacao diferencial de flexao para placas anisotrépicas finas, conforme a

teoria de Kirchhoff.

Considerando que os coeficientes de rigidez & flexao D,;(1, 7 = 1.2, 3) da placa anisotrépica

sao dados no sistema de coordenadas z, y, em um novo sistema de coordenadas n, ¢ arbitrario,

serdo dados por D;(i.j = 1,2,3):

'
Dll

!
D?E

'
D]Z

'
D66

DI‘

16

'
DZG

Dy, cos* o + 2(Dyy + 2D55)sen2c}: cos® o +

Dyssena + 2(Dyg cos® a + Dagsen’a)sen2a,

Dysen’a + 2(Dys + 2Dgg)sen’a cos” o +

Dy cos® a + 2(Dygsen’a + Dog cos® a)sen2a

DIQ + [Dll = DQ‘Z = 2(.012 + 2966)] SGHQO’ COS2 i

(D6 — D) cos 2asen2a ,

Dﬁﬁ + [D]] -+ DQQ — Q(Dlg + 2D66)] senga C052 o+

(Dgs — D) cos 2asen2a,

1
3 [DQQSQHQQ — Dq;cos® a + (Do + 2Dgs) cos 2(}] sen2a +

D1 cos® a(cos’

1 ;
3 [Dgg cos® o — Dy;sen’a + (D12 + 2Dgg) cos 2&} sen2a +

52 o 2 2
D gsen”ar(cos” o — 3sen’ar) + Doy cos? a(3cos? a — sen’a) ,

52

* 9
o — 3sen’a) + Daygsen’a(3 cos? a — sen’a)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)



conforme mostrado por Lekhnitskii (1968).

4.8.2 Solucgoes fundamentais anisotrépicas

Esta formulagao do método dos elementos de contorno requer o conhecimento da solugao
fundamental de um problema de elasticidade. A solucao fundamental é a resposta & aplicacdo
de um carregamento unitdrio pontual de um meio eldstico infinito, cujas propriedades de
material sao as mesmas do componente que se quer analisar. No caso particular de placas,
a solucao fundamental é dada pelo deslocamento w em um ponto P qualquer do dominio,
chamado ponto campo, devido a aplicacao de uma carga unitaria ¢ em um ponto P’ qualquer.
chamado ponto fonte (Figura 4.8).

A solu¢ao fundamental para placas anisotrépicas em flexdo é obtida em termos das raizes

tx da equacao caracteristica

Dggp‘.4 o 4D'261u‘3 e 2(D12 =+ 2D55),U,2 + 4D15,UB + D =0. (440)

Para materiais homogéneos as raizes desta equacdo, como mostrado por

Lekhnitskii (1968), sao sempre complexas e dadas por:

pe = di + 1€y, (4.41)

onde dy, e € sdo as partes real e imagindria de y; e i o conjugado de .
Seguindo a definigao introduzida nas se¢des anteriores, a solugao fundamental ¢ a solucio
da equacao diferencial (4.33) com o termo ndo homogéneo igual a uma forca concentrada

dada pela funcao delta de Dirac (P, P'), ou seja,

AAw*(P,P') = (P, P'), (4.42)
onde AA(.) é o operador diferencial dado por:
_Dud'() D) , 2D +2Ds) () . Dy () . 6*()

AA() = +4 + 4 . (4.43)
)= Dy T Dy, 70y T 92987 | Dpbnby T oy &%)




Como mostrado por Shi e Bezine (1988), a solucdo fundamental de flexdo para placas

anisotropicas é dada por:

1 .
w' = 5D {C1R) + CoRy + C3(51 — S,)}
TL)92
onde
_ (=)= (el-€))
Cl N GHel '
c. = (di — d2)? + (€3 — €3)
2 GHe, ’
_ 4(dy — do)
g = T GH °
e

G = (di = dg)Q K [61 + 82)2,

H = (d] = dg)2 = ((31 = 62)2.

R; e S, sao fung¢oes dadas por:

R, = 7r? [(cos 6 + d;senf)” — efsengﬁ] X

2
{log l:r ((cosf? + d;send)® + e?sengﬁ)] ~ 3} _

a?

e;senf

4re,senf (cos 0 + d;senf) arctan ————
: cos @ + d;senfl

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)



S, = r’e;senf (cos @ + d,senf) x

2
i 2 2ann? ,
{log L—z ((cos 6 + d;senfl)” + eZsen 9)} — 3} 4

5 T 9 5 _n e;send _
f+d; — €] —_——— 4.51
r [(cos + d;senfl)” — e;sen 9} arctan c0s8 + disond’ (4.51)
onde, conforme mostrado na Figura 4.8,
r=y(z -2+ (y - v.)?, (4.52)
6 = arctan Y — % (4.53)

e e 330
O coeficiente a que aparece nas fungdes R; e S; é uma constante arbitraria. Neste trabalho
usa-se a = 1.

A solugao fundamental V", ¢ dada por

- ( Pw* Fw* Buw* 6‘3u'*) 1( Pw* Pw* azw‘)
"n - R h,s LB

hi—— +h +h 4
923 Qazzay % 0zy? T o3 Ox? + he 20y

onde R, é o raio de curvatura em um ponto suave do contorno I' e hy a hy sdo dados por:

hy = Dung(1+ny) +2Dyen] — Dipngn?, (4.55)
ha = 4Dgn, + Diany, (1 + nﬁ) - 4D55n; — D“niny - 2D25n$nj, (4.56)
hs = 4Dgny + Diong(1 + n;) + 4 Dgen> — Dggnrnj — 2D15n§ny, (4.57)
hs = Daony(1 + n2) + 2Dyn’ — Dyonny, (4.58)



hs = (D12 — Dy;)cos2a — 4D gsen2a, (4.59)

he = 2(Dss— Dis)cos2a — 4Dggsen2a, (4.60)

h: = (Dgy — Dy3)cos2a — 4Dogsen2a. (4.61)

A solugao fundamental M é dada por

M = - (fl a;g + f2 gi;y + f3 65;12) (4.62)
onde f; a f3 sdo dados por:

fi = DunZ+2Denyny + Dipnl, (4.63)

f2 = 2(Digni + 2Desnzny, + Dognl), (4.64)

fs = Dini + 2Dyn.ny + Dy, (4.65)

As derivadas que aparecem em V' e M sdo calculadas por meio da combinacio linear

das derivadas das fun¢des R; e S;. Sdo dadas, detalhadamente por Shi e Bezine (1988).

4.8.3 Comportamento da solugdo fundamental anisotrépica

Nesta se¢do ¢ apresentada uma andlise do comportamento da solucao fundamental para
placa anisotrépica fina. A solucio fundamental de flexdo em um meio completamente aniso-
tropico ¢ calculada para valores de raio pequeno e grande. Seus resultados sio comparados

com a solugao fundamental isotropica usando propriedades de material quase-isotropicas.
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E mostrado que a solugao fundamental anisotrépica apresenta boa concordancia com a
isotropica somente quando valores de raios grandes sdo usados (Paiva et al. 2002).

E mostrada a faixa de raio na qual ambas as solugoes fundamentais apresentam uma boa
concordancia, bem como as faixas na qual a concordancia dos resultados é muito pobre.

Este tipo de anédlise ¢ importante para aqueles que estdo implementando a formulagio
anisotropica e tem a formulacdo de elementos de contorno isotrépica implementada e
funcionando adequadamente. Neste caso, os resultados de cada passo da formulacéo aniso-
tropica pode ser conferido com a isotrépica quando as propriedades de um material quase-
isotrépico sdo usados na formulacéo anisotrépica. Este procedimento diminui o tempo de
verificagdo da implementacao.

As solugoes fundamentais isotrépica e anisotrépica sdo estudadas para dois casos. No
primeiro caso o raio r é variado de 0 a 100000 com incrementos de 1000 unidades e no
segundo caso o raio r € variado de 0 a 1 com incrementos de 0,001 unidade. Em ambos os
casos o angulo 0 é variado de 0 a 27 com incrementos de 7/10.

No primeiro caso foram realizadas trés diferentes andlises. A Figura 4.9 mostra o
comportamento da solucao fundamental isotrépica (Eq. 4.23) com as seguintes propriedades
de material adotadas: £ = 2200000 e v = 0.

1SOTROPIC FUNDAMENTAL SOLUTION

y-direction x-direction

Figura 4.9: Comportamento da solugdo fundamental isotrépica (0 < r < 100000).




A solucao fundamental isotrépica é bem estabelecida e pode ser usada como referéncia.

O comportamento da solucao fundamental anisotrépica (Eq. 4.44), com propriedades de
material quase-isotrépicas adotadas( E; = 2200000; E; = 2199999; v = 0) é mostrado na
Figura 4.10.

ANISOTROPIC FUNDAMENTAL SOLUTION

w

w-daflection
a

x-diraction

Figura 4.10: Comportamento da solugao fundamental anisotrépica - £y /By =~ 1 (0 < r <
100 000).

Uma comparacao qualitativa entre as Figuras 4.9 e 4.10 mostra uma concordancia muito
boa entre as solucoes fundamentais para raios de valores grandes.

A Figura 4.11 mostra o resultado da solugao fundamental anisotrépica (Eq. 4.44) para
um material ortotrépico. Neste caso, as propriedades de material adotadas sao dadas por:
E; =2200000; E; =1100000; v = 0.

ANISOTROPIC FUNDAMENTAL SOLUTION

w—daflection

y-direction

x-diraction

Figura 4.11: Comportamento da solugdo fundamental anisotrépica - Ei/E;, =2 (0L <
100 000).
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Como pode ser vista na Figura 4.11, a deflexo dos pontos situados na diregao do eixo
T sdo menores que aqueles colocados ao longo da diregao do eixo y. Isso ocorrem devido a
diferenca da rigidez nas direcoes z e y dada pela diferenca entre os moédulos de elasticidade.
Na Figura 4.10, pela mesma razao, pode ser vista uma pequena diferenca na deflexao nas
direcoes = e y.

No segundo caso foi realizada uma andlise semelhante a anterior, usando pequenos valores
de raio. Para o raio variando de 0 a 1, o comportamento da solugao fundamental isotrépica
(Eq. 4.23), com as mesmas propriedades de material previamente adotada (E = 2200000;
v = 0) é dado na Figura 4.12.

ISOTROSIC FUNDAMENTAL SOLUTION

yrraclion w-tiraction

Figura 4.12: Comportamento da solugao fundamental isotropica (0<r<1).

O comportamento da solugdo fundamental anisotrépica (Eq. 4.44), com propriedades
de material quase-isotrépicas adotada (E; = 2200000; E; = 2 199999; v = 0), para raios
variando de 0 a 1, é mostrado na Figura 4.13.

Finalmente, a Figura 4.14 mostra os resultados, para raios variando entre O e 1, da solucao
fundamental anisotrépica (Eq. 4.44) para um material ortotrépico com E; = 2200000,
E; =1100000; v = 0.

A comparacao entre as Figuras 4.12 e 4.13 mostra que as solugoes fundamentais nao
apresentam boa concordancia entre si para pequenos valores de raios. Como pode ser visto,
comparando as Figuras 4.12, 4.13 e 4.14, para pequenos valores de raios o comportamento dos
resultados quase-isotrépicos sdo mais similares aos ortotrépicos que aos isotrépicos. Este fato

sugere que, durante a implementagéo e depuracao da formulacdo anisotrépica, para efeitos de
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ANISOTROPIC FUNDAMENTAL SOLUTION

-0.01-
-0.02
=
]
E -0.03-
i
# 004
-0.06
~0.06 )
1 “*-xh
05 T —
e e
] e 0§
}\m_ ~ 0
\\ 05
-t " -1
y-direction ]

x-direciion

Figura 4.13: Comportamento da solu¢ao fundamental anisotrépica - Ey/Es ~1 (0 <r < 1).

ANISOTROPIC FUNDAMENTAL SOLUTION

y-dicection ) x=diraction

Figura 4.14: Comportamento da solugao fundamental anisotrépica - Ey/Ey = 2 (B=n < 1)

comparacio entre as solugoes isotropicas e anisotrépicas, sejam usados raios grandes (maiores
que 10° unidades de comprimento). Neste caso os resultados da formulagao anisotropica
podem ser comparados com os resultados da formulagao isotrépica em qualquer ponto do

programa.
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Capitulo 5

Método dos elementos de contorno

Neste capitulo a formulacdo de elementos de contorno sera apresentada de forma detalhada.
Serd apresentada a obtencao da equacao integral de contorno e os tipos de elementos de con-
torno. Também serd apresentado o tratamento das singularidades para elementos constantes
e quadraticos. A implementacao computacional, a aplicacao das condi¢des de contorno e a
solucao do sistema de equacoes também serao detalhadas. O método é baseado em equacoes
integrais de contorno. Por meio do teorema da reciprocidade, dois estados sao relacionados,
sendo um conhecido e outro a ser determinado. O estado a ser determinado é o do pro-
blema a ser resolvido, o objetivo da analise (0 meio, o corpo, a pega), o qual tem geometria,
carregamentos e condicdes de contorno definidos. O estado conhecido é dado pela solucao
fundamental, que é a resposta de um dominio infinito, cujas propriedades siao as mesmas do

estado a ser determinado, a aplicacdo de uma carga concentrada unitdria e pontual.

5.1 Equacao integral de contorno

Para a determinacao da equacao integral para pontos do dominio da placa, seja uma placa
de dominio finito €2 e contorno I' contida em outra de dominio infinito Q. e contorno I's..
Conforme a Figura 5.1, a placa finita esta submetida a um carregamento ¢ distribuido em
uma area €2, (Paiva 1987).

O teorema de Betti é obtido considerando-se que a placa de dominio finito ¢ submetida a
dois carregamentos nao simultaneos ¢ e ¢*. associados a superficies eldsticas w e w*, respec-

tivamente. Sdo identificados dois estados de tensao o e o*, com seus respectivos estados de
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Figura 5.1: Placa finita contida em uma placa infinita.

deformacao ¢ e £*, que podem relacionar-se da seguinte forma:

— * T *® Ed i o = . - =R
]Q (071811 + 039822 + 033833 + Tiaf12 + Ti3€13 + To1€21 + TasEas + T3 831 + Taaca2) dAQ

/; (UHETI + 632552 + 033553 + T12€;2 + T135¥3 + TQIE;H + T23:"53 -+ 7'315§1 + ’?‘32652) dQ(Sl)
Q

Chamando-se de I o segundo membro da Equacgdo (5.1) e desprezando-se as tensdes

relativas & diregdo normal ao plano da placa, obtém-se:

T /Q (01163 + 022ESs + Tiavl,) Q. (5.2)

A partir das relagdes de deformagao-deslocamento (3.12), das relacdes constitutivas (3.6)

e da rigidez a flexdo da placa, integra-se ao longo da espessura da placa, obtendo:

Pw  Pw)\ HPw* Pw  Pw\ Pt
5 = /Q[D(axf ”axg) B2 +D(8:c% +V8$2) a3

Pw  BPw*
dx1072 07,072

2D (1 —v) ] dQ. (5.3)

A partir das relagdes dos momentos fletores (4.11), (4.12) e (4.13), a Equacdo (5.3) pode

ser escrita da seguinte forma:
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w* 0w oPw* ) -
= / M — M —oM Q. (5.4)
n( Tl or? 2 012 5 123:1‘169:2

A obtencao das equacoes necessarias a formulagao do método é feita a partir da trans-

formacao da integral sobre o dominio 2, equagéo (5.4), em uma integral sobre o contorno I'.

o
(W] ]
S

Desta forma, integrando-se por partes o primeiro termo da equagdo (5.4), obtém-se:
OM;; Ow*
dr + / 2! (5.

_/ M(“ 6.171 33:1

sendo, n; o cosseno diretor do vetor normal ao contorno na diregao z;.

De acordo com a Figura A.1, os cossenos diretores de um ponto P do contorno, sdo dados

por:

iy = COBOL;

Ny = sena. (5.6)

Integrando-se novamente a segunda parcela do lado direito da equacao (5.5) e considerando-

se as definicoes apresentadas nas equagoes (5.6), pode-se escrever:

Pw* dw* oMy 2My, .
_fQM“ r dQ = /( MuaI cosa + 3l‘i1 w coso_«) dr - |, axl” w'dQ.  (5.7)

De forma andloga, integrando-se o segundo termo da equagao (5.4), obtém-se:

Pw* ow™ a.-“‘afgg 3211{22 ; -
< i % Q:/ Y w'sena | dI' — “dQ. (5.8
/;z 122 813 ¢ A ( 122 Oz, SRAG T Bry sena o 013 v 0.5

O terceiro termo da equacdo (5.4) pode ser escrito da seguinte forma:

o*w* w* .
2] O=-[ M L / Mis dQ. 5.9
/ {12659163,2 d [)i 123:516 Zo 2 07,0z 24

Integrando-se por partes cada termo do membro direito da equagio (5.9), uma vez em

relacdo a z, e a outra vez em relacao a z,, obtém-se:
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Pw? ow* oM
f ‘vﬁzailu%d _/1“(_M12?); cosa — M, au sena + dziz w” cos a

a_f"lfflg (92 .-?Lflg :
J7senc - *dS2. 5.10
+ 3z, u senn) dr Lanlaxzu d (5.10)

Substituindo-se na equagao (5.4) os trés termos encontrados nas equagoes (5.7), (5.8)
(5.10), obtém-se:

ow* ouw™ ow*
= — / MHSL cosa + My, = sena + My, & cosa + M, i senar | dI’
r 0z Oz, 0o T

51’»1’11 31".412 31”22 aﬁfflg
: it dl
/r l( = ke 7 )COS o+ ( 5 -+ nre ) sena} w

My My My
- 2 w* df2.
L( 52 T ‘On,Bm, | Ond )“‘ diz

(5.11)
De acordo com as equacdes de equilibrio de momentos fletores (4.4) e (4.6), com a equacao

dos esforgos cortantes normais ao contorno (4.9) e com a equagao diferencial de placas (4.22)

a Equacao (5.11) pode ser escrita da seguinte forma:

ow* ow* ow* ow* i
I= - / My, A cos o + Moy v sena + Mo v cosa + M, v sena | dI’
r 01, Oz, Ozs 0z,

" /Qnur“dl"Jr/ng*dQ. (5.12)
I

A partir das relagoes entre os sistemas de coordenadas, apresentadas no Apéndice A
pode-se escrever:

ow* _ ow” cos ow* '

3z, on S oy s sena |

ow*  oJw* — ow* 513
— ncy 4 .

Oz on - ds - (5.13)
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Substituindo-se na equagdo (5.12) as equagoes (5.13), obtém-se:

Missena cos a + Mossen a]

I:_/r{au,

+5;; [(Mgz — M) sena cos a + M, (cos o — sen a)]} dr
X ¥ ."14.
+ [ Quu dl“-l-/;zguj do. (5.14)

Substituindo-se na equacao (5.14) as equagdes (3.21), pode-se escrever:

Jw* ow”* . .
_ i M “dQ. 1
I /r (u S+ Mas e — Quv ) s /Q o1 (5.15)

Integrando-se por partes o segundo termo da integral de contorno da equagao (5.15),

obtém-se:

Js ds

sendo, I'; e I'; as coordenadas dos limites do contorno no qual se realiza a integracao. No

‘W‘ILS * -
/(rumat ) dl' = M, w*|b? —/ o w*dl’ (5.16)
j B I

caso de um contorno fechado, cuja representacao paramétrica e a respectiva derivada sejam
continuas, a primeira parcela da equagao (5.16) se anula. Caso contrério, ela dard origem a
reagoes nos cantos da placa. Desta maneira, a equacdo (5.16) pode ser reescrita da seguinte

forma:

ds r ods

sendo, N, o nimero total de cantos do contorno da placa e w?, o deslocamento fundamental

N
/ (wma )dr_ T Bt | 2 g (5.17)
r 1=1

do canto ¢ da placa.

Uma interpretacao apropriada das reacdes de canto da placa, R.;, pode ser escrita a partir

dos momentos volventes anterior e posterior ao canto da placa, ou seja:

Ry= M, — M, (5.18)
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Figura 5.2: Canto : do contorno da placa.

sendo, M, e M, os momentos volventes posterior e anterior ao canto ¢ da placa, respecti-
vammente.

Substituindo-se na equacao (5.15) o valor encontrado pela equacao (5.17), obtém-se:

—f ((:?me + Quw* —

Considerando-se que o carregamento ¢ estd distribuido em £, e utilizando-se a

) dr+zRﬂ%+f qu* dQ. (5.19)

equacdo (3.32) na equagdo (5.19), pode-se escrever:

au
e b . =
I = /r (‘vnu« B "5 ) dI' + ZRmum +/ qw” d}. (5.20)

O termo do primeiro membro da equacao (5.1) pode ser desenvolvido de modo anélogo,

chegando-se a:

- " s, i
]Q (011611 + 0922 + Tihe12) A2 = /1" (1/,:1:; - M éw) dl' + ) Riwe: + /;} g wdQ . (5.21)
i=1

Portanto, a partir das equagdes (5.20) e (5.21), a equacdo final do teorema de Betti

aplicado ao estudo de placas é dada por:

/( i}u )dF+ZRcalbc1 i ]gu, dQ =

. Ow . -
/I‘(VT’ - M; "5 ) dF+ZR ua+/ g wdQ2. (5.22)
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Supondo-se que o carregamento g* na Equagao (5.22) seja uma carga concentrada unitaria
aplicada em um ponto P do dominio da placa, tomando-se como funcao ponderadora a solucao

fundamental e aplicando as propriedades da fungdo delta de Dirac, pode-se escrever:

; Ne
8—“‘(13’)(11“ + 3 R (PP, (P) =
8n =1 '

* '3 '3 aw‘ ! F e * i !
/rw (P,P)L;(P)dr—/ (P, P)M(P)dT + 3wl (P, P)Re,(P) +

r mn i=1

/Qw‘(P, PYB(P)dQ . (5.23)

w(P) + /r V*(P, P'Yw(P')dT - /r M:(P,P)

A equagao (5.23) € a equacao integral de placas finas para deslocamentos em pontos do
dominio da placa. Esta equagio fornece deslocamentos em todos os pontos do dominio da
placa a partir das cortantes equivalentes (V},), momentos de flexdo na diregao normal (M,,),
reacoes de canto (R.), deslocamentos (w) e rotagoes em relagdo a normal (9w /dn) conhecidos
110 contorno.

Para transformar a equagdo (5.23), escrita em termos de valores de dominio da placa,
numa relagdo com apenas valores do contorno é necessario um artificio. Acrescenta-se ao
dominio uma pequena regiao €2, de modo que o novo dominio seja dado por Q e . com um

contorno I' + I', — I'*, como mostra a Figura 5.3.

<

n.r=cosfF=1

Figura 5.3: Contorno circular acrescido a um canto de placa.
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Com o artificio da Figura 5.3, apés as integracoes em ', com as integrais sobre os con-
tornos I' — I'* entendidas no sentido do valor principal, quando e tende a zero, a partir de

Paiva (1987) obtém-se:

Ne
g—?;(P')dF -+ Z R;l(P. Pl [ P)=
et

i * Ne
O (b PYMu(P)T + S wl (P, P') R, (P) +

i=1

cw(P) + jr V: (P, P')w(P")dT — fr M:(P, P')

/ w* (P, P')V,(P')dT —
r r on

f w' (P, P')b(P')dQ. (5.24)
0

A Equagao (5.26) representa a equagéao integral de placas finas para pontos do contorno
da placa. A quantidade C(P) representa as descontinuidades dos cantos da placa, sendo dada
por:

C(P) = 2‘% (5.25)
onde, . € a angulosidade do canto da placa (Figura 5.3). Quando o ponto do contorno nao
apresenta angulosidades, a Equagao (5.25) pode ser reduzida a C(P) = 1/2.

Para problemas de flexdo em placas anisotrépicas tem-se a equacdo integral de con-
torno escrita em termos de quatro valores de contorno bésicos, isto é, deflexio w, inclina¢ao
da normal dw/0n, forca cortante equivalente V, e momento fletor M,. Em um problema
bem colocado, dois destes quatro valores sao incégnitas do problema e dois sio condigdes de
contorno conhecidas. Conforme mostrado por Paiva (1987), a primeira equagao integral de

contorno é dada por:

T ! ! * f aw ! e * ! el
cw(P) + /rvn(P,P)w(P)dr—/rmrn(_P,P)%(P)cuwrZRcl(p,p).wc‘(p):
1:1

/r w*(P, P*)v;(P')dr—_[P .

[ (P, P)b(P')d (5.26)

VK Ne
a"*:_; (P, P')Myp(P')dT + ¥ w? (P, P)R.,(P') +
i=1

onde R, e w,, sdo as reacdes e deflexdes de canto, respectivamente, no -ésimo canto da placa;

Nc¢ é o nimero de cantos do contorno: o simbolo “*” representa as solucoes fundamentais;
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b é a forca de corpo aplicada no dominio da placa e ¢ ¢ introduzido para considerar que o
ponto () pode estar sobre o contorno, interno ou externo a ele. Se o ponto estiver sobre um
contorno suave, ¢ = 1/2.

Pode se verificar que num problema de flexdo em placa hd sempre duas incégnitas a serem
determinadas em qualquer ponto do contorno e, conseqiientemente, a solucio do problema
requer que uma segunda equacao integral de contorno seja estabelecida.

A segunda equacdo integral de contorno é obtida pela derivada da Equacdo (5.26) em

relacao a diregdo ny normal ao contorno no ponto fonte, obtendo-se

oM? dw Ne 8R“
i ! PEEET, ! P." d].- C, P P! P: —
C_ang /0 (P, P')w(P")dT — 5 PR P S T Ywe, (P')
pyar - [ 2% p P')M,(P")dT + Z a?“’;* (P, P")R..(P') +
6‘710 JVal(P) r Ongdn Ong ’
O b PP, (5.27)
8:@0

5.2 Tipos de elementos de contorno

Uma vez que é muito dificil encontrar solugoes analiticas gerais para as equacoes integrais
de contorno (5.26) e (5.27), torna-se necessario o uso de solugdes numéricas. Quando solugdes
numericas sao usadas, o contorno é aproximado por elementos discretos. Estes elementos
discretos sao chamados elementos de contorno. A geometria destes elementos é descrita por
fungoes conhecidas, sobre os quais as equacdes integrais de contorno sao facilmente calculadas,
de maneira que seja obtido um sistema de equacdes a partir do qual os valores de contorno
desconhecidos sao encontrados.

Considere-se a Figura 5.4 onde o contorno de uma placa é aproximado por uma série de
segmentos (elementos de contorno) T';, cujo nimero e forma sio escolhido para representa-lo
adequadamente.

A cada elemento de contorno associam-se um ou mais pontos chamados “nés” ou “pontos
nodais” e os valores das variaveis associados a eles sao denominados “valores nodais’. Os

deslocamentos e esforcos ao longo de cada elemento serio agora aproximados por funcoes
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Figura 5.4: Contorno de uma placa dividida em elementos de contorno.

polinomiais em funcdo das quais é definido o nimero de pontos nodais do elemento. As
fungoes geralmente utilizadas sdo a constante, a linear e a quadratica, o que implica em
elementos com um, dois ou trés pontos nodais, respectivamente. Na Figura 5.5 est4 indicada
a aproximagao do deslocamento w sobre um elemento usando as fungdes ja mencionadas.
No elemento constante, como é necessirio apenas um parametro para definir a funcio
de aproximagdo, o ponto nodal é, geralmente, colocado no meio do elemento. No elemento
linear jd € necessaria a definicao de dois pontos nodais, que podem ser colocados nas extremi-
dades do elemento, caracterizando o elemento linear continuo. Caso alguns desses pontos
nodais seja definido no interior do elemento, fica caracterizado o elemento linear descontinuo
(Figura 5.5). No elemento quadratico, sdo necessarios trés nds, pois sio trés os parametros
que definem uma fungéo quadrética. No elemento quadratico continuo, dois desses pontos
estao localizados nas extremidades do elemento. O terceiro ponto esté localizado no centro do
elemento. No elemento quadrético descontinuo, os pontos das extremidades sdo deslocados

para pontos localizados no interior do elemento.

5.3 Tratamento das singularidades

Quando a integragdo é realizada com ambos os pontos, fonte e campo, localizados no
contorno, em determinados momentos a distancia r entre eles tende a zero, levando a uma
integracao singular. Rajamohan e Raamachandran (1999) apresentaram uma formulacao na
qual as singularidades foram evitadas pela colocacdo dos pontos fonte fora do dominio do
problema.

Nesta tese ¢ feito o desenvolvimento de uma formulacio de elementos de contorno na



NOS NG DUPLO NOS NOS
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£ ELEMENTO ELEMENTO ELEMENTO
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a) elemento consiante b) elemento Linear conunuo ¢} elermento linear descontinue
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L
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L
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s}
W) w
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. J
i
nai noj ak noi nmej nok

d} elemento quadriuco continuo z) elemento quadritico descontinue
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Figura 5.5: Aproximagao da variavel de contorno w por fungdes polinomiais.

qual os pontos fontes sdo alocados sobre o contorno. Sob essas condigées, o tratamento das
singularidades nao pode ser evitado. A formulacdo de elementos de contorno usada inclui
duas equacdes integrais de contorno nas quais sdo encontradas integrais com integrandos dos
seguintes tipos: regular; com singularidade fraca; com singularidade forte e com singulari-
dade fortissima (hipersingularidade). Nesta secio é apresentado um procedimento detalhado
para o tratamento das integrais com singularidade forte e hipersingularidade inerentes & for-
mulagdo. Todos os termos da integragdo analitica sdo apresentados (Paiva et al. 2003). Um

procedimento semelhante foi desenvolvido por Rashed et al. (1998) para placas isotrépicas
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As derivadas da solugao fundamental de deflexdo (4.44) podem ser expressas pela com-
binacao linear das derivadas das funcdes R; e S;, dadas pelas Equactes (4.50) e (4.51). Por

exemplo:

(5.28)

Pw_ 1 [, PR PR (az_si . g?_s_ﬂ |
oy?  8n Dy dy® ay? 0y? oy?

As derivadas de todos 0s outros termos sao obtidas da mesma maneira. As derivadas de
R, e S; sao apresentadas no Apéndice E.

Como pode ser visto nas equacoes apresentadas no Apéndice E, as derivadas de R; e S,
apresentam singularidade fraca (logr), forte (r!), e hipersingularidade (r~?) e necessitam
uma atencao especial durante a integracao.

As Equagoes (5.26) e (5.27) apresentam integrais da solugao fundamental nas quais, de
acordo com a Equacao (4.44), verifica-se que a solucdo fundamental w* e suas derivadas
ow* /On e dw* /Ong sdo funcdes regulares, isto é, ndo apresentam singularidade e, portanto,
podem ser resolvidas analiticamente ou usando quadratura de Gauss.

A partir da Equacéo (4.44) verifica-se que as equagoes integrais de contorno (5.26) e (5.27)
apresentam integrais impréprias. O mesmo ocorre em relacao as derivadas da Equacao (4.62).
Estas integracoes podem ser realizadas analiticamente ou usando Gauss logaritmico.

Por outro lado, as integrais de V" e de M /0ng, conforme Equacoes (5.95), incluem um
salto. apresentando singularidade forte. Estas integrais devem ser computadas no sentido do
valor principal de Cauchy.

Finalmente, a partir das derivadas quartas de R, e S; apresentadas no Apéndice E pode
se mostrar que a integral de dV,’/Ony do termo H,; da Equacdo (5.93) contém uma hiper-
singularidade. Esta hipersingularidade deve ser interpretada no sentido do valor principal de
Hadamard.

A avaliacao de integrais com singularidade forte e hipersingularidade pode ser aproximada

por uma estratégia cuja seqiiéncia é descrita a seguir:

e O primeiro passo é aplicar uma regularizacao na qual as singularidades das integrais
improprias sao isoladas em uma integral mais simples. A integral resultante ainda é

uma integral imprépria com singularidade de mesma ordem.
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e Apds a regularizacdo, a avaliagdo da integral imprépria remanescente pode seguir dois

procedimentos bdsicos, referidos como métodos direto e indireto.

e No método direto, as integrais com singularidade forte e hipersingularidade, inter-
pretadas no sentido do valor principal de Cauchy e Hadamard, respectivamente, sio
calculadas diretamente como integrais parte-finita, como introduzidas por Guiggiani e

Casalini (1987) e Portela et al. (1992).

e No método indireto, as integrais com singularidade forte e hipersingularidade sao trans-

formadas em integrais regulares ou com singularidade mais fraca (Lutz et al. 1991).

Neste Projeto foi adotado o método direto para o cdlculo das integrais com singularidade

forte e hipersingularidade.

5.3.1 Tratamento das singularidades para elementos constantes

Analise de V;’: Analisemos V)*, dado pela Equacao (4.54). Uma vez que elementos

constantes tem geometria retilinea. a segunda parte da Equacao (4.54) é zero devido ao raio

R tender ao infinito. Assim, V,* é dado apenas por derivadas terceiras de w*. Entéo,

Vi=— (hla;;* + By gfé; B (;f: ;‘; ey a;;“) , (5.29)
e, analogamente a Equagao (5.28), temos:
a;;* - sﬂiam [Cl agi = aaf +Cs (%?3- = %STS?.H -f (5.30)
2 o el (228 ow
éij(;bg;? N 8??.;)22 {Cl ;j;g:? N ng% + s (af;;z B a(?;};;z” ¢ (5.32)



(5.33)

8311,-’* 1 i 83}21 83Rg - (9381 6332
dy3 ~ 8wDay & EE i dy’ +63(8y3 N
Observando as Equagdes (E.6 ... E.9) e (E.20 ... E.23) do Apéndice E verifica-se que as

derivadas terceiras de R, e S, reduzem-se a

83R1 1 ;-
8z gyo-n 7 © (5.34)

*S; 1

83(4'_?_] ay(j'—l] == ; bj“ (535J

onde a;, e by, sao funcoes de 6 (Figura 4.8), sendo que i=1,2, j=1,2,3.4 e ndo h4 implicacdo

de soma em j. Quando elementos retilineos séao usados aj, e by, sdo constantes dadas por:

4 (cos 8 + d;senf)

a, = _ : 5.36
l (cos B + d;send)* + e2sen?d (2:56)
" 4[d; (cos @ + d,senfl) + e?senf] (5.37)
i 2 : 2.0
’ (cos @ + d;senf)® + e?sen?f ‘
. [(d? — €?) cos 6 + (d? + €?) d;senf)] 5.38)
3 = y .
’ (cos & + d;senf)® + e2send [
e 4[d: (df — 3e}) cosf + (df — €}) senf] (5.39)
' (cos 6 + d;senf)* + e2sen?d 1 '
b — 2e;senf _ (5.40
" (cos @ + d,;senf)” + e2sen2f’ 049
Yo o
ba 518 (5.41)

B (cosB + aLLsenE?)2 + efsen:?(?‘;
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26, [2d; (cos 0 + d;senf)) — (d? — €?) senf)

b3, = 5.42)
’ (cos @ + d;senfl)? + e?sen?f) ( )
by, — 2e, [(3d]2 —€?)cosf + Sa’,ﬂ- (d? + €2) senﬂ]l (5.43)
(cos 0 + d;senfl)” + e2sen?
A substituicao das Equagoes (5.34) e (5.35) na Equacgao (5.30) resulta:

Pw* 1 1 1 1 1
_ 1 LPR Spy = 5B )] 5.44
53 87 Do 01T011+CQT012+03 (T 11— 0 (5.44)

Analogamente pode se apresentar uma forma geral para a substituicio das

Equacdes (5.34) e (5.35) nas Equagoes (5.30) a (5.33) como:

FPw* 2
dz4=7) gyG-1) ~ 7

m; , (5.45)

onde m,, sao constantes dadas por:

m; =

1 .
ﬁ[claﬂ +CQGJQ+03 (bjl —b}' )] {046)
gy

A substituicdo das Equagbes (5.45) em (5.29) resulta:

. 1 ] 1 1
Ifn = (hl—ml + ho—mg + h3—m3 +h4—m4> ; (547)
r r r r

ou

1
Vi== M, (5.48)

onde M é uma constante dada por:

M=— (hlm} + hgmg o h3m3 + h4m4) ’ (549)
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A partir das deducdes até aqui apresentadas pode se verificar que o termo H,; da

Equacao (5.95) pode ser interpretado no sentido do valor principal de Cauchy como:

/P V(P P')d M'][ L E— (5.50)

onde L é metade do comprimento do elemento.

Andlise de M /Ong: Seguindo o mesmo procedimento, dM,;/Ony pode ser obtido.

Analogamente, fazendo-se:

oMy _ oMy My 513
ong O e Ay By =

da Equacao (4.62) obtém-se M /dz e M} /dy:

6’”"‘ 33 w” .

5.592

Ey (fi +f2 fgaxay ) e (0.0_}
oM, FPw* Fw*

no_ (5.53

ay (fla 25y f2 80> + fs By° ) (5.53)

Substituindo-se as Equacdes (5.45) em (5.52) e (5.53) e posteriormente em (5.51), esta

pode ser reescrita como:

oM \
Brs; (fl bl+f2 l’3*2+fs 53) no, *(fl 52+fz bs + f3— 54)7’10@: (5.54)
ou
oM: 1
n—_ N (e RE
. = N, (5.55)
onde

— (f1b1 + faba + f3bs) no, — (fib2 + fobs + f3bs) no, -

—

5.56)
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Portanto, o termo H,, da Equacao (5.95) pode ser interpretado no sentido do valor

principal de Cauchy, resultando:

OMy p p'ydr, = f lar=o. (5.57)
3?’10

Anilise de 9V"/Ong: A partir das derivadas quartas de R; e S; apresentadas no

Apéndice E pode se mostrar que a integral de V)" /dny do termo Hs da Equagao (5.95)
contém uma hipersingularidade. Esta hipersingularidade deve ser interpretada no sentido do

valor principal de Hadamard. Assim temos:

ov* oV, ovy =
6?: - ( oy = & Oy 0'9) (5.58)
0

e usando a Equacgao (5.29) temos:

ovr dtw* otw* dtw” 'w” e
no— : h. . (5.59)
B (h,l e -+ hgaIS@y =+ hg 31:26@'2 =+ 481’8’9‘3) e | D0.07)
vy o*u otw* otw tw* _
- hy—— 5.60
6y (hlax"ay hgaxzay + s 0z0y3 i oy* (5:60)

Integrando H,; da Equacgdo (5.95) no sentido do valor principal de Hadamard, temos:

oV
ang

2 |
n (P, P')dr, —T% —-dr‘:—TE | (5.61)

Um vez que todas as singularidades foram adequadamente tratadas, as integrais (3.76),
(5.84) e (5.86) podem ser substituidas na equacao matricial (5.94) e o problema pode ser

solucionado usando-se os procedimentos tradicionais do MEC.

5.3.2 Tratamento das singularidades para elementos quadraticos

Na Secao 5.3.1 foi apresentado um procedimento, associado ao uso de elementos cons-

tantes, para o tratamento das integrals com singularidade forte e hipersingularidade
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inerentes a formulagao. Nesta segao é apresentada uma extensado deste procedimento ao
uso de elementos quadraticos.

Considerando um elemento de contorno quadratico descontinuo retilineo cujos nés estao
posicionados arbitrariamente nos pontos § = —2/3, £ = 0e £ = +2/3 (Figura 5.6), temos as

seguintes fungoes de forma:

M o= g(ge-3) (5.62)
5 e (-39(539 oo
e -

Figura 5.6: Elemento quadrético descontinuo.

Andlise de V': Tomando-se V,*, dado pela Equagdo (4.54), a singularidade é isolada,

resultando:
rx 1 ey
Vi=2M, (5.65)
T
onde
M=—(hym;) (i=1.4); (5.66)
= 87Dy [Craj1 + Caajo + C3 (b1 — bj2)] ; (5.67)

. 4 (cos @ + d;send) _ (5.68
. (cos 6 + d,send)” + e2send’ —

78



4[d; (cos 0 + d;senf) + eZsenf]

e (cos 8 + d;senf)” + eZsen?d (
4[(d? — €?) cos @ + (d? + €%) d;senf] o
az; = A ; (5.70)
(cos @ + d;senf)” + e?sen?d
4[d; (d? — 3€?) cos § + (d! — €!) senf)] _
i = 3 ; (5.71)
(cos B + d;senfl)” + e?sen?d
e s = 2€,-sen26' : (5.72)
(cos @ + d;senfl)” + e?sen2d)
e = 2e; cosf ; (5.73)
(cos 6 + d;senfl)” + e?sen?f
b, — 2¢; [2d; (cosd + d,?-sent?)2~ (d? — €7) senf) . (5.74)
(cos @ + d;senf)” + e?sen2f
2e, [(3d? — €2) cos O + 2d; (d? + €?) senfl S
b~ 26000 = ) cos0 + 20, (& + ) sent] _—

(cos @ + d;senf)” + e?sen2
Nas expressoes acima a variacdo dos indices 7 e j ¢ dada por i = 1..2 e j = 1..4 sendo que
os indices repetidos nao implicam em soma.
Para o elemento quadratico, ja levando em conta a discretizacao do contorno, a integral

de V' da equacdo integral de contorno (5.26) € representada por

+/2 1
T (5.76)

=iz

/ Vidl.= M
5§

onde f indica a integracao no sentido do valor principal de Cauchy, ! é o comprimento do

elemento e r é dado em funcio da coordenada intrinseca &:

{
r=z{{—&) (5.77)
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de maneira que

2_'?'1'.{ +1 Jl\"r}‘-
T* I“e — T."-'
/rslnd L (5.78)

onde N, sao as funcoes de forma e J é o Jacobiano da transformacao de coordenadas. Neste
caso J = 1/2, uma vez que foi assumido que o elemento tem geometria retilinea. Fazendo a

integracao analitica, tem-se:

+1 N, 3 1& (3& —2) 1=, ol .
]€1 f—fudg_zl 5 ln‘l-!-fu +3& 2} : (5.79)
¥ Ng _1[(8&%—-2)(3&+2), |1+& . \

]C_] g—godg_il 2 In =¢; *950}- (5.80)

1 Ns _31&B&%+2), [1-& i

f. g_gudéﬂd[ : 1n|l+§o +350+2}. (5.81)

Andlise de 9M; /Ony: Seguindo o mesmo procedimento, dM/dny pode ser obtido.

Tomando-se M, dado pela Equacgdo (4.62), a singularidade ¢ isolada, resultando:

oM* 1
== N, 5.8
= : . (5.82)
onde
i'\r = — (fg m,)ﬂgz — (f} Tn»}-!—l) nuy (31.} = 13) s (583)

Levando em conta a discretizacao do contorno com elementos quadréticos, a integral de

M, /9n; da equagao integral de contorno (5.27) é representada por:

- OM; TR 1
& 4T, = N]( Zdr . (5.84)



A equacao (5.84) pode ser reescrita em funcio da coordenada intrinseca, resultando:

M ON [+l N,
Ldl,. = — Jdé . (5.85
r. Ong [ J-1 £€—& ¢ (3:85)

Analise de 9V’ /Ong: A partir das derivadas quartas de R; e S; apresentadas no

Apéndice E pode se mostrar que a integral de 9V"/dny da Equagao (5.27) contém uma
hipersingularidade. Esta hipersingularidade deve ser interpretada no sentido do valor princi-
pal de Hadamard. Isolando a singularidade e levando em conta a discretizacao do contorno,

a integral de 9V’ /dny € representada por:

v +1/2 \
fa dr, _T%’ =4 (5.86)

Mg /2 r**
onde = indica a integracdo no sentido do valor principal de Hadamard e T é uma funcao de
. Deve-se notar que M, N e T nao sdo singulares. Reescrevendo-se a equagio (5.86) em

funcao da coordenada intrinseca, obtém-se:

81@ B 27 r+1 N o
r. Ong dre _77£—1 (5_50)2Jd§ (5.87)
onde
F Mg o B 1-6| 662-26-3] :
% E-&r = ;(3&—1)111}”& g1 } (5.88)
+1 N, B l 1+& _1853“13 . )
7€1 E-ar e = 7] i e - e (5.89)
. = § 1-&| 6&2+26-3 i
Fmepte = 1[sarom|gR |+ g D

Um vez que todas as singularidades foram adequadamente tratadas, o problema pode ser

solucionado usando-se os procedimentos tradicionais do MEC.
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5.4 Implementacao computacional

Assume-se que o contorno I' é dividido em Ne elementos de contorno constante [', de
maneira que a integral sobre o contorno seja obtida de forma aproximada fazendo-se a so-
matoéria das integrais sobre cada elemento. Assim, a Equacdo (5.26) é discretizada para
um dado ponto fonte ). Desconsiderando-se a acao das forcas de corpo, representadas pela

integral de dominio, que serdo tratadas mais a frente, obtém-se entdo, a seguinte equacao:

Ne Ne , Nc¢
cw(P) + Zf V*(P, PYw(P"dTl, — Z/ M (P, P’)Z—i—(}?’)dfe + Y R (P.PYuw,(P') =
Le L o =1

Ne Ne Nc
Z/ (P P)Va(PdT. ~ 3 \Mu(P')dT, + 3w, (P, P') R, (P").

e 1=1

(5.91)

Uma vez que fo1 assumido que o contorno foi discretizado usando-se elementos constantes,
os valores de w(P’), Qw(P’)/On, V,(P') e M,(P') sdo constantes e podem ser tirados do

integrando. Portanto,

Ne d Nc
cw( Zu,(P)f V*(P, P')dT, ~Z—"‘;(P)/ M;(P,P")dT, + S R (P, P')w,(P') =
i=1 =1
Ne
Zl (P") f “(P, P')dT, —ZM (P) [ = W p phyr, +Zu, (P, PR (P').
(5.92)
Da mesma forma, a Equacao (5.27) pode ser escrita da seguinte forma
Ow Ne Jw oM* Ne OR:
P) o PJ‘ f A .r otn ! t i
6ngL Z’u, By (P, P)dI' - ZanP © e —=2(P, P"Ydl + Z PP) gl P =
Gl w* 0* < Ow?
ZI"TL(P’Jfa )dT — ZM P]/ i —(BP) dl"—|-z Y. (P, P')R,,(P).
- I 8?0
(5.93)

As Equagoes (5.92) e (5.93) podem ser escritas na forma matricial, resultando:
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* Ne B 1 * Ne
w Hu ng w ) Z Rcl } * )
ol + ’w‘ + UJC ==
‘ { g:'(:o } i=1 ( H21 sz Ji dan 1 i=1 Rm 7 r

Y f ) Nc¢
s G“ Gl? .Vr* We, * 5.04)
Z ( | GQ; Ggf) P { _,-Mz; ; + Z we, 1 Rc . {39 )

Os termos da equacdo matricial (5.94) sdo dados por:

Hy = f Vi(P,P)dl, ; Hp= f] Mg (P, P')dT, ;
r e

€

oV oM:
Hy=| SE(PP)ML.; Hyp= [ —2t(P.P)L. ;
ow* .

. ] ! R o ! "

G _/c w'(P,P)dl. ; Gu _fn 55 (P P)T, ;
ow?* ; 0Pw* ” o
: = ' - P., % ~9 }
Gsi /r o (PPYC . Gn= [ S (P )T (5.95

Os valores resultantes destas integrais sao chamados de coeficientes de influéncia.
Assumindo-se que a posicao do ponto fonte @ varia de 1 a Ne e agrupando os termos

semelhantes, é obtido um sistema de equacdes dado por:

Hw = Gv. (5.96)

Seja a placa retangular mostrada na Figura 5.7 discretizada usando-se um elemento cons-
tante por lado. Nestes elementos os valores de w, dw/dn, V, e M, sido assumidos como
constantes e iguais ao valor do né central, em todo o elemento. Os pontos nos extremos dos
elementos sao usados para a definicdo da geometria do problema. Esses pontos também sao
usados como pontos de colocagao e neles sdo calculados os deslocamentos de canto W, € as

reacoes de canto R,.
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Figura 5.7: Discretiza¢ao usando elementos constantes.

O esquema da montagem das matrizes H e G para o problema proposto é mostrado na

Figura 5.8.
e wk dw
Vor M} an
VX aMX [(H] {Wh o [aw* a2we [G] {v}
lom gm . im 2mgn \.
S dii oE BN RN O T O
g | O | g | BT -
= [ E
5 | 8<% i 3 | 8% =
&=} s | | b .4 s S i
8& e - = 8%.< “ | ! : ot
> 2% | Pl | < 2 : | - L
£ R ] g
< S : it = >~ —
g) i . [ g T T [ !
s : bl | i o ke ! N (S b
. \ H/_/
) Contorno Cantos Y Contorno Cantos
h'd
ELEMENTOS ELEMENTOS
(Pontos campo) (Pontos campo)

Figura 5.8: Esquema da montagem das matrizes H e G.

Conforme a Figura 5.8, H e G sio duas matrizes de dimensdes JxJ, onde J = 2Ne + Ne,
e w e v sao dois vetores de comprimento .J.

Nesta secao foi apresentada a montagem das matrizes H e G usando-se elementos cons-
tantes por motivo de simplicidade. O uso de elementos de ordem superior € possivel e faz-se

de maneira semelhante.
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5.5 Aplicacao das condigoes de contorno e solugao do
sistema de equagoes

Num problema bem colocado havera N, valores conhecidos em I’y e NV, valores conheci-
dos em T, portanto haverd somente N incognitas no sistema de equagoes (5.96), sendo
N = N; + Np. As condicdes de contorno sdo introduzidas em (5.96) por meio da troca de
colunas entre as matrizes H e G, de maneira que todas as incognitas sejam passadas para
o lado esquerdo da igualdade e os valores conhecidos sejam agrupados a direita. Apos a
aplicacio das condigdes de contorno a matriz H, que originalmente era formada apenas pelas
solucdes fundamentais de esforgos, passa a ser chamada de A, e inclui também solugdes fun-
damentais de deslocamentos. O vetor w, por sua vez, passa a conter todas as incognitas,
sejam elas valores de deslocamentos ou esforgos, sendo, entao, chamado de x. No lado
direito da equacao, a matriz G e o vetor v, modificados, sdo multiplicados, obtendo-se o ve-
tor y. Assim, o sistema de equagdes representado pela Equagao (5.96) € reescrito da seguinte

maneira:

AX =Yg (5.97)

e pode ser resolvido por qualquer método de solugdo de sistema de equagoes lineares.
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Capitulo 6

Método da reciprocidade dual

Neste capitulo serd desenvolvida a formulagao do método da reciprocidade dual (MRD)
para o tratamento de problemas bidimensionais de elasticidade em materiais anisotrépicos,
considerando a presenca de forcas de corpo genéricas. Por meio do MRD as integrais de
dominio provenientes das forcas de corpo serdo transformadas em integrais de contorno. A
consideracao das forgas de corpo como genéricas ir4 facilitar a particularizacao da formulacao

para o tratamento de problemas especificos apresentados nos capitulos posteriores.

6.1 Consideragoes gerais

A aplicagao do método dos elementos de contorno requer, sempre, que a solu¢ao funda-
mental para o problema em consideragao seja conhecida. Essa solu¢ao fundamental deve levar
em conta todos os termos da equagao governante de forma a evitar as integrais de dominio
na formulacao da equacgao integral de contorno. Quando isso nao for possivel, tornam-se
necessarias técnicas especiais para o tratamento desses termos de dominio.

A solucao das equagoes integrais de contorno (5.26) e (5.27) apresentadas na Secao 5.1
implica no célculo das integrais de dominio nas quais o termo & representa a forga de corpo
que age sobre o componente analisado.

A forma mais comum de calcular essas integrais de dominio, utilizada quando se iniciou o
uso dos elementos de contorno para problemas com carga no dominio, € discretizar a regiao em
um conjunto de células internas e usar um método de integra¢ao, como o método de Gauss,

para realizar a integragao dentro de cada célula. No entanto, a discretizacgdo e integragao
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em celulas internas faz com que o método dos elementos de contorno perca seu atrativo
principal, que ¢ a solucdo de problemas da mecanica do continuo através da discretizacéo e
integragao apenas no contorno do problema. Outra abordagem pode ser vista em Mansur e
Loeffler (1987).

O MRD se apresenta como uma alternativa que dispensa a necessidade da discretizacao
e integragao no dominio para a solugao de problemas cuja formulagdo envolva integrais
de dominio. Com isso, torna-se possivel a utilizagao das solucdes fundamentais da elas-
tostatica nas andlises de problemas elastodinamicos. O MRD foi introduzido por Nardini e
Brebbia (1982) para anélise de vibragoes livres sem amortecimento em problemas bidimen-
sionals isotrépicos, e tem sido usado por vérios autores para resolver uma grande variedade
de problemas da mecanica do continuo. Nesta secao é apresentada de forma sucinta, a for-

mulacao do MRD, baseado no livro de Partridge et al. (1992).

6.2 Transformacao das integrais de dominio para o con-
torno

Uma vez que as forgas de corpo estao presentes na definicdo do problema, conforme pode
ser visto nas equacoes integrais apresentadas na Se¢ao 5.1, a seguinte aproximacao pode ser

proposta para a integral de dominio que contém o termo b,

M
b= Zamf'“. (6.1)
m=1

Nessa equacao, o™ é um conjunto de coeficientes a serem determinados, f™ é uma funcao
de aproximacao, que depende apenas da geometria do problema e M ¢ o numero total de nés
do contorno e nés internos.

Pelo procedimento tradicional em problemas de elasticidade isotrépica e problemas po-
tenciais, adota-se uma funcao f™ e encontra-se uma solucao particular w correspondente.
Para o caso de elasticidade anisotrdpica, porém, este procedimento torna-se bastante dificil.
Nao foram encontradas na literatura consultada solucoes particulares conhecidas para o caso
anisotrépico obtidas desta maneira. Um procedimento alternativo é assumir-se uma solucao

particular i e entdo encontrar as fungées f™ através da equagao de equilibrio (Schelar 1994;
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Kogl e Gaul 2000).
Sendo a Equacdo (4.33) a equagdo diferencial governante para placas anisotrépicas e se

for possivel encontrar uma funcao 1, associada a cada f, que satisfaca a seguinte relacio

o' o' o' O O
D +4D +2(Dy2 + 2D + 4D, Dyy—— = 2
iy 50y 2(Dya 66)6 25,2 ® B0y’ + Da e g (6.2)
onde W é uma das solucoes particulares, admitida na forma:
Al oo 4 . ) 6 7 :
W=0c1r" + cor’ + ¢e37° + ¢47’, (6.3)

entao os termos de dominio das equagoes integrais da Secao 5.1 podem ser reescritos pela

substitui¢ao das Equagdes (6.1) e (6.2) como segue

f w*bdQ) = Z / w* FdQ (6.4)

m=1

ow*
0 Ong

(6.5)

Aplicando-se, novamente, o teorema da reciprocidade na integral de dominio (6.4), esta

pode ser transformada na seguinte integral de contorno:

M
[wbdn =3 am ( "+ [ Vawrdr - [ M*—dF o A f = wmdr)
Q
i m=1
(6.6)
onde o coeficiente ¢ é idéntico ao definido anteriormente nas equagoes (5.26) e (5.27). Analoga-

mente as Equagoes (4.62) e (4.54), os termos M e V™ sao determinados pelas derivadas da

solucao particular w dada em (6.3). Similarmente, a Equagéo (6.5) é aproximada por

ow*
a dng

Moo Oy m OM; O™
b= 3 am (e + / dng ar- | ang o °

m=1

M;“-dr) : (6.7)

ann
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As integrais de dominio transformadas em integrais de contorno, conforme Equagées (6.6)

e (6.7), podem ser substituidas nas Equacdes (5.26) e (5.27), tendo como resultado as equacoes

de contorno finais dadas por:

cw(Q) + /V*(Q P)w(P)dT — /1 0, PJ~— P)dl“—i—ZR" (Q, P)w,,(P) =

[ v @Pyva(Par- [ 2 o (@ PIMA(PIIT + 32 (Q. )R, (P) +
=1

S am (cw + [ vaamdr - [ U"—-—dl“+/u, Pmar — /8“’ M,,?‘dl“)

m=1
(6.8)
e
: ow
C%(Q)
/ g Y (Q P)w(P)dl" — / 811’*@ P) —(P)dF Z i Q,P)wcl(P) =
2 J¥
g“ (Q, P)Vo(P)dI' — 56? (Q, P) My ( P)dFTZ‘Z“’ (Q, P)R,(P) +
L]
. {ﬂn"lﬁm oM, ouw™ 8211;’“ -
mz__;la ( a'flo ang dr / a’n{) 871 dr /ang i dr)
(6.9)

Pode-se notar que as Equactes (6.8) e (6.9) nao apresentam mais nenhuma integral de
dominio e que os termos entre parénteses envolvem somente valores conhecidos. Este pro-
cedimento da o nome ao método, pois o principio da reciprocidade foi aplicado em ambos os
lados das equacao integrais, a fim de se levar todas as integrais para o contorno.

Deve-se notar que w™, dw™/dn, I?;lm e 113’;” sao funcoes conhecidas que dependem apenas
da geometria dos elementos do contorno e das coordenadas dos nds internos. Qutro ponto
importante a ser notado é que a utilizacao dessa aproximacao implica em que as matrizes H

e G possam ser usadas em ambos os lados da equacao.
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6.3 Implementacao computacional

As equagoes (6.8) e (6.9) podem ser escritas na forma matricial, resultando:

Hy, Hyp w* - R, |
{ Hy Hox L{ O;% }) + ; R t We, | =
N 3 Ne
- Gu G ‘ We, 5
im1 ([ 021 Ggg ; ﬂ.’f; ; " ; We, ; RC ¥

M - N s -
: m w™ - Hy, Hjp Wim G G Vim

: W -+ . & i _
Z : (C{ aano } Z ({ Hy  Hy L { Wom ; & Gn G L Vo ;

i=1
(6.10)

Os termos H;; e G;; da Equacao (6.10) sio dados em (5.95), enquanto que l@}} e I-A’;J,, $a0

dados por:

. . ™
]-/1 :Lm — '[E."rn ['i"r?m = ——-—g
T

(6.11)

Vi =VE* 5 Vam= NP (6.12)

Assumindo-se que a posicao do ponto fonte @ varia de 1 a N, e agrupando-se o0s termos

semelhantes, € obtido um sistema de equagoes dado por:

Hw - Gv=d (6.13)

onde

d=(HW-GV)a (6.14)

e a é o vetor dos coeficientes da Equacdo (6.1) e dado por

G=F"b - (6.15)
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A Equagao (6.10) é a base para a aplicagdo do MRD e envolve apenas discretizacao e
integracao no contorno. Os nds internos nao fazem parte de nenhum elemento e apenas suas
coordenadas sao necessarias como dados de entrada. Em geral, a definicao de nés internos
nao ¢ uma condicao necessdria para a obtencao da solucao no contorno. No entanto. a solucao

sera mais precisa se estes forem utilizados.



Capitulo 7

Transformacao das integrais de carga
do dominio para o contorno

Como pode ser visto nas equagbes integrais de contorno, a formulacao ainda apresenta
integrais de dominio, provenientes de for¢as de corpo b quaisquer. Estas integrais
podem ser computadas no dominio pela integracdo direta de sua area , (Figura 4.2),
como feito por Shi e Bezine (1988), por exemplo. Entretanto, a formulagdo de elementos
de contorno perde sua caracteristica principal, que ¢é a discretizagao somente no
contorno, porque este procedimento necessita discretizacdo do dominio em células.
Rajamohan e Raamachandran (1999) apresentaram uma alternativa para evitar a
discretizacao do dominio propondo um método pelo qual a integral de dominio é substituida
por uma integral particular polinomial. Neste capitulo serdao apresentadas duas outras
formulacoes alternativas para se evitar a discretizacao do dominio. A primeira alternativa
¢ fazer a transformacao exata da integral de dominio proveniente da carga distribuida em
integral de contorno, seguindo os procedimentos apresentados por Venturini (1988) e por
Albuquerque et al. (2003c), para problemas de flexao de placa isotrdpicas e anisotrépicas,
respectivamente. A segunda alternativa é transferir os efeitos da integral de dominio para o

contorno usando-se o MRD.

7.1 Transformacao exata

Como pode ser visto nas equagoes (5.26) e (5.27), a formulacao ainda apresenta inte-

grais de dominio, provenientes de forcas de corpo b quaisquer. Nesta secao considera-se
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b = g onde ¢ é o carregamento aplicado no dominio. A integral de dominio proveniente da
carga distribuida é transformada em integral de contorno pela transformacio exata. Dois
casos de carregamentos podem ser considerados: carregamento uniformemente distribuido e
linearmente distribuido.

Considere a placa da Figura 4.2, sob carregamento ¢, aplicado em uma érea 5.
Assumindo que o carregamento ¢ tem uma distribuicdo linear (Az + By + C) na drea Q, a
integral de dominio pode ser escrita fazendo-se a integracdo no elemento dp(pdf) variando-se

p de 0 a r, onde r é o valor do raio de integracao no contorno I'; (Figura 7.1). Assim,

/ o ¥l = / (Az + By + C)w*pdpdd (7.1)
Q, 2,

ou

/ qu*dQ = /; /r(A:r + By + C)w” pdpd®. (7.2)
Qq 0

Definindo-se F'* como a seguinte integral:

F* = / "(Az + By + C)w" pdp, (7.3)
1]

podemos escrever

/ qu*d) = [F“df?, (7.4)
Q, 0

Considerando um angulo infinitesimal df (Figura 7.1) a relagao entre o comprimento do

arco rdf e o comprimento infinitesimal do contorno dI', pode ser escrito como

o
cosa = —=, (7.5)
2
ou
o = (’0: T (7.6)

Usando as propriedades do produto interno de vetores unitarios n e r indicados na

Figura 7.1 pode-se escrever
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Figura 7.1: Transformacao da integral de dominio em integral de contorno.
nr ;
df = —dr. (7.7)
T

Finalmente, substituindo a equagéo (7.7) na equagdo (7.4) a integral de dominio da

equagao (5.26) pode ser escrita como integral de contorno dada por:

/ quw*dQ = a nrdl’. (7.8)
Q Ly &
Uma vez que
x = pcosf (7.9)
L5
y = psend, (7.10)

a integral F* pode ser escrita substituindo-se as equagdes (4.44), (7.9) e (7.10) em (7.3),

obtendo-se:

= /r Si(flpcosg + Bpsené? -+ C) [ClRl + C‘_ZRQ e Cg (Sl — 5'2}] Pd{). {711)
0 w
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A equacao (7.11) pode ser reescrita como

* l .
P o= = {(Acosa + Bsenf) / P2 [C1Ry + CaRy + Cs (S1 — S)] dp+
C [ p(CRy+ CoRy + Gy (5, ~ 1) o} (7.12)

Seguindo procedimento similar para obter equacao (7.12), o termo de dominio da

equacao (5.27) pode ser escrito como

ow* N
Qqqang (7.13)
onde
a ¥
G /(A.c+By+C)a pdp. (7.14)

Substituindo-se a derivada da solucao fundamental w* em relacdo 4 normal no ponto fonte

e as equacoes (7.9) e (7.10) na equagdo (7.14), obtém-se:

G = él:{(ACOSQ-FBsenH)/ {CI@JP(:?@R? cg(asl ‘9‘5’-’)]dp+

a a o la??.g ang
ORy ) . 0,0 8S, 85, o
c/ [CI 023 4G (ano ang)] d,,o}. (7.15)

Como pode ser visto as integrais das equagdes (7.12) e (7.15) sdao independentes de 6.

Elas sao calculadas analiticamente e dadas por:

e;senf

msenﬂ (cos @ + d;senfl) —

5 4

/ R;pdp = zs —16¢; arctan
0 16

2 (efsen29 + (cos 6 + disenﬁ)?)

o X (7.16)

-7+ 2log

[—1 —di+e + (—1 +d? - ef) cos 26 — QdisenQQ]} ;
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r 1 r? (eZsen’d + (cos § + d;senf)’

/ S;pdp = r—{2eg- [—?—J—Qlog ( L ) ) X
0 16 a?

e;senf

senf (cos @ + d;senfl) + 2 arctan —M—MM
( ) A s+ d;senf 8

[1 +d?—e? + (1 —d + ef) cos 26 + Qdisen?é'}} ;

e;senf
cos B + d;senf

5

- ;
/0 R,p*dp = =0 {—4081' arctan sent (cos & + d;senf) —

17+ 5log

2 (efsen%‘ + (cosf + dlsenﬁ)z)
x (7.18)

]
az.

:—1 —d?+e+ (—1 +d?~ e?) cos 260 — 2dtscn29]} :

—17+5log

r? (efsen%’ + (cos 8 + disenﬁ)z)]
X

a?

v 38
f Siptdp= —{2¢
0 a0

senf (cos @ + d;senfl) + 5 arctan

e;sent

cos 8 + d;senf ” (7-19)

[1 +d?—e?+ (l —d? + ef) cos 260 + 2disen29]} :

r D
I pdp = % {—Eie1 arctan

e;senf
- senf+

cos 6 + d,senf
(7.20)
i (efsengé? + (cosf + d,;sene?)g)

-8+ 3log "

} (cos @ + disené‘)} ,




" OR; 23 e;senf! :
—pdp=  — { —6e; arctan ————— (cos ;
) By pdp 9 { exaretan — = Tson0 (cos B + 2d,senfl) +
(7.21)
r? (efsenzﬁ + (cos 8 + d?senfy’)z) o
-8+ 3log 5 [dz- cos 0 + (df = tf) senﬁ} :
a
r 95, J 73 & . i (efsenzﬂ + (cosf + dzsenﬂ)z)
- B pdp = ry €; |—8 +3log = senf+
(7.24)
e;senf ;
6 arctan m (COS f + 0,'1'86119)} :
r 3 r? (e?sen?6 + (cos § + d;senf)?
%pdp: L e |—8+ 3log ( (. )) %
0o Oy 9 a?
(7.23)
e,senf

(cos @ + 2d;senf) — 6 arctan 7 [dT cosfl + (df - ef) sen@]} :

cos ) + d;sen

/r i A= I —4e; arctan ﬂg—senf)—t—
a0 Bk B 4 2 " cosf + d;senfl
(7.24)
r? (efsengﬂ + (cos 6 + di_sent?)?)
-5+ 2log p (cos @ + d;senf) 3 |
" OR; 5 rt e;senf)
f; 5y p-dp 7 { 4e; arctan <050 + dsond (cos § + 2d;senf) +
(7.25)
r? (e?sen®d + (cos @ + d;send)’ ‘
-5+ 2log ( = ) ) [cﬂz cosf + (df = ef) seng} ;
a2
r 7 r? (e2sen?0 + (cos § + d,send)’
j %i‘ ,O2dp = % {ei [—-5 + 2log ( = ) senf +
(7.26)
e;senf!
tan ——— 6 + d;senf) ¢
4 arctan e s p— (cos & + d;sen )} ;
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r 95, rd
—pdp = L {ez -5+ 2log

8

o (e'fsengf? + (cos 6 + dlsenﬂ)g)
a'z

(7.27)

e;senf

¢ + 2d;senf) + 4 arctan —8M
(cos senf) arctan <056 1 d.send

[dz cosf + (df — ef) senr?} } :
Na formulagao apresentada nesta secao considerou-se o carregamento aplicado no dominio
como constante e uniformemente distribuido ou linearmente distribuido, no entanto, a for-

mulacao pode ser estendida para outros carregamentos de ordens mais elevadas.

7.2 Transformacao aproximada pelo MRD

Num problema de flexdao de placas sob carregamento constante uniformemente distribuido,
a forca de corpo atuante é a carga ¢. Conforme comentado anteriormente, os coeficientes
a™ sao, inicialmente, desconhecidos, mas podem ser determinados tomando-se o valor de g
em M diferentes pontos do contorno de maneira que seja obtido um conjunto de equacoes

semelhante a (6.1), dado por

M

g2 ) ™", (7.28)

m=1

Tomando o valor de g em diferentes pontos, o conjunto de equacées (7.28) pode ser obtido.

Expressando essas equacoes na forma matricial, tem-se
q=Fé&. (7.29)

Como ¢ e f sao valores conhecidos, o vetor a pode ser obtido facilmente:

=1
[
)

a=F1q.
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Assim, para o problemas com carregamento constante uniformemente distribuido, o

vetor (6.14) pode ser escrito da seguinte forma:

d=(HW - GV)Fq. (7.31)
Aplicando as condigoes de contorno, através da permutacio de colunas entre as matrizes

H e G, chega-se ao sistema de equagdes da Equacdo (5.97).
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Capitulo 8

Anadlise estatica de placas isotrépicas

Neste capitulo serao apresentados alguns exemplos da aplicagéo da formulacdo do método dos
elementos de contorno. Serdo analisados diferentes problemas envolvendo variadas condicoes
de contorno, dimensoes e propriedades de material. Nos exemplos apresentados sera utilizada
a formulacao isotrépica. O objetivo dos exemplos apresentados é demonstrar a aplicabilidade
do método em problemas reais e assegurar que seus resultados estdo em boa concordancia

com resultados da literatura.

8.1 Consideracoes gerais

Foram analisados diferentes problemas envolvendo variadas condigoes de contorno,
dimensces e propriedades de material. As condicoes de contorno consideradas foram: placa
simplesmente apoiada em quatro lados; apoiada em dois lados opostos e engastada nos outros
dois; engastada nos quatro lados; engastada em um lado e apoiada nos outros trés; apoiada
em dois lados adjacentes e engastada nos outro dois; engastada em trés lados e apoiada no
restante; livre em um lado e apoiada nos outros trés; engastada-livre-engastada-apoiada e
livre em um lado e engastada nos outros tres.

No primeiro problema sao apresentadas andlises mais detalhadas usando duas malhas.
sendo uma com 5 elementos e outra com 10 elementos em cada lado da placa. Para cada
uma dessas malhas foram calculados os deslocamentos em 25 pontos no dominio da placa e
comparados com solucoes analiticas. Nesse mesmo problema também investigou-se o efeito

da relacao a/b entre a largura e o comprimento da placa na precisao dos resultados obtidos.
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Também no segundo problema sao calculados os deslocamentos em 25 pontos internos. Nos
demais casos foram calculados somente os deslocamentos no ponto central da placa.

Em todos os casos analisados a placa ¢ retangular e o carregamento considerado é
constante e distribuido uniformemente por toda a superficie da placa. Os problemas apresen-
tados tem solugao por série (Timoshenko e Woinowsky-Krieger 1959) ou solugio aproximada,
obtida pelo método das diferencas finitas (Bares 1970) as quais sdo usadas para comparacio

com os resultados obtidos no presente trabalho.

8.2 Placa quadrada simplesmente apoiada em quatro
lados

A Figura 8.1 mostra o problema fisico considerado: uma placa quadrada simplesmente
apoiada em quatro lados, submetida a carregamento constante distribuido uniformemente

por toda a sua superficie.

v

| | | |
NN NN RN NN

Figura 8.1: Placa simplesmente apoiada em suas quatro bordas.

As propriedades geométricas e de material adotadas neste exemplo sao: largura ¢ = 1,
comprimento b = 1, espessura e = 0.1, mddulo de elasticidade £ = 1. razao de Poisson

v =0, 3 e carregamento aplicado ¢ = —1.
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Para um problema com estas condigoes de contorno e carregamento a seguinte expressio

pode ser usada (Timoshenko e Woinowsky-Krieger 1959):

20,y
2 cosh a,, oSt ] *

w

_ 4ga’ i 1 (1 _ amtanha, +2

Y mb
™D, T35, ™M

Oy 2 2amy) MrT
+————Zsinh S
2coshay, b b e
onde a,, ¢ dado por
mwb
Qg = —
2a

e as coordenadas x e y sdo tomadas conforme Figura 8.1.

(8.1)

(8.2)

Foram realizadas duas andlises usando elementos de contorno constantes. Na primeira

analise foi usada uma malha composta por 5 elementos por lado da placa e na segunda

foi usada uma malha composta por 10 elementos por lado da placa. Em ambos os casos

foram usados 81 nds internos. A Figura 8.2 mostra a malhas de elementos de contorno e a

distribuicao de pontos internos empregadas.

bt

——

Figura 8.2: Malha de elementos de contorno e distribuigao de pontos internos.

Usando o programa de elementos de contorno implementado foram calculados os

deslocamentos w nos 81 pontos internos. Devido a simetria somente um quarto do

problema fisico foi levado em consideragdo na comparagao dos resultados. Os deslocamen-

tos obtidos foram comparados com aqueles calculados analiticamente segundo Timoshenko e
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Woinowsky-Krieger (1959), usando-se a Equacao (8.1). Os erros em percentagem, £, foram

calculados segundo a expressao

Wy, — Wy
e=‘—

- 100 (8.3)

wll
sendo w, o resultado numérico calculado usando-se o programa de elementos de contorno
implementado e w, o resultado aproximado por série.

Na Tabela 8.1 sao apresentados os erros £ entre os resultados numéricos obtidos pela pre-
sente implementacao e os analiticos para w em funcao de z, para z = {0,1;0,2;0,3;0.4;0,5}

em y = —0, 4 conforme coordenadas mostradas na Figura 8.1.

Tabela 8.1: Erros < entre os resultados obtidos pelo MEC e pela série.

No de elementos 5 10
No termos da série 1 3 1 3
Coordenada = Erros [%)]
0.1 22,5286 16.5556 B8.4996 3.2105
0,2 11.2380 8.2361 3.3241  0.5358
0,3 4.3858 3.9581 04910 0.0792
0,4 1.3026 2.3872 1.1577 0.0993
0,5 0.5859 2.1356 1.7030  0.1886

O comportamento tipico dos resultados para este problema pode ser visto na Figura 8.3,
onde foram adotados 10 elementos de contorno em cada lado da placa e 3 termos na série

(m =1,3,5).

o 10> Deslocamento w(x)

— W -série
a

« w, -MEC

g o &
S

Deslocamento w(x) w/(qa & [ 1))
F é
- o

/

L
FY
<

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Figura 8.3: Deslocamentos w(z) em y = 0,1.
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Neste caso analisado observa-se pela Tabela 8.1 que os resultados apresentam uma
divergéncia para valores de z préximos das bordas, que vai diminuindo a medida que z
afasta-se da borda. Isso est4 ligado, em parte, ao efeito da reacao de canto apresentado na for-
mulacdo de placas finas, e em parte, a outros fatores tais como o uso de elementos de contorno
constantes, malha pouco refinada e até mesmo pelo uso de poucos termos na série. Uma
andlise mais detalhada dos resultados deve levar em conta os dados apresentados a seguir.

Na Tabela 8.2 sao apresentados os erros ¢ entre os resultados numéricos obtidos pela pre-
sente implementacao e os analiticos para w em funcéo de z, para z = {0,1;0,2;0,3;0,4;0,5}

em y = —0, 3 conforme coordenadas mostradas na Figura 8.1.

Tabela 8.2: Erros € entre os resultados obtidos (MEC) e analiticos.

No de elementos 5 10
No termos da série 1 3 1 3
Coordenada z Erros |%]
0.1 13.2154 8.3984 5.1608 0.6865
0,2 7.0812 5.0099 26446 0.1913
0,3 3.6795  3.2726  0.4202 0.0261
0.4 1.4455 2.4032 1.0118 0.0773
0,5 0.7496  2.1433 1.5025 0.1400

O comportamento tipico dos resultados para este problema pode ser visto na Figura 8.4
onde também foram adotados 10 elementos de contorno em cada lado da placa e 3 termos

na série (m = 1,3, 5).

Deslocamento w(x)

(I:I 10
| — W —série
s | + W ~MEC
05
[--
=
ES
oyl L
,
=
|
= L
2-15
& |
g
2 | ~
= .
! ‘K\____-
2% 0.1 0.2 03 04 0.5

Figura 8.4: Deslocamentos w(z) em y = 0,2.

Observa-se, também na Tabela 8.2, a divergéncia comentada anteriormente, porém com
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valores bem menores, pois a coordenada y estd um pouco mais afastada da borda. Este
mesmo efeito pode ser observado nas demais andlises apresentadas a seguir.

Na Tabela 8.3 sao apresentados os erros ¢ entre os resultados numéricos obtidos pela pre-
sente implementagao e os analiticos para w em funcédo de z, para z = {0,1;0,2:0, 3: 0,4 0, 5}

em y = —0, 2 conforme coordenadas mostradas na Figura 8.1.

Tabela 8.3: Erros € entre os resultados obtidos (MEC) e analiticos.

No de elementos 5 10
No termos da série 1 3 1 3
Coordenada x Erros [%]
0,1 8.0847 3.9906 4.0518 0.1105
0,2 5.4783 3.2147 2.1625 0.0300
0,3 3.0139 2.6348 0.3307 0.0385
0.4 1.3814 2.2378 0.9179 0.0809
0,5 0.8221 2.0832 1.3551 0.1212

O comportamento tipico dos resultados para este problema pode ser visto na Figura 8.5.
Assim como nos casos anteriores, aqui também foram adotados 10 elementos de contorno em

cada lado da placa e 3 termos na série (m = 1, 3,5).

<10 Deslocamento wix)

[
N\ R i
a

2-05) \ © M =MEC
E. -1
3
-1.5}
;_ -2
g |
5250
=
E _3- \\M\
e 0.1 0.2 03 0.4 05

Figura 8.5: Deslocamentos w(z) em v = 0,3.

Na Tabela 8.4 sao apresentados os erros ¢ entre os resultados numéricos obtidos pela pre-
sente implementagao e os analiticos para w em fungdo de z, para z = {0,1;0,2;0, 3;0,4; 0, 5}

em y = —0,1 conforme coordenadas mostradas na Figura 8.1.
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Tabela 8.4: Erros ¢ entre os resultados obtidos (MEC) e analiticos.

No de elementos 5 10
No termos da série 1 3 1 3
Coordenada z Erros [%]
0,1 6.1513 2.4197 3.5733 0.0677
0.2 44444 23560 1.9145 0.1234
0.3 2.5984 2.2395 0.2715 0.0792
04 1.2859 2.0815 0.8691 0.0905
0,5 0.8195 1.9979 1.2723 0.1184

O comportamento tipico dos resultados para este problema pode ser visto na Figura

8.6, onde adotou-se 10 elementos de contorno em cada lado da placa e 3 termos na série

(m= 1,3,5).

I
i

Deslocamento w{x)

=
-
i
=

= Wa — série
* W, —MEC

3
in
~

&

"'I" |
th —

I i
)
S

Deslocamento w(x) w/(ga o D)

-2.5+
'i
-3} 5
-3t \
| | | .
% 0.1 0.2 03 0.4 05

X

Figura 8.6: Deslocamentos w(z) em y = 0.4.

Na Tabela 8.5 sao apresentados os erros € entre os resultados numéricos obtidos pela pre-
sente implementagao e os analiticos para w em funcio de z, para z = {0, 1;0,2;0, 3;0,4;0, 5}

em y = 0 conforme coordenadas mostradas na Figura 8.1.
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Tabela 8.5: Erros ¢ entre os resultados obtidos (MEC) e analiticos.

No de elementos 5 10
No termos da série 1 3 1 3
Coordenada z Erros (%]
0,1 5.8468 2.2195 3.4381 0.1066
0,2 41673 2.1346 1.8388 0.1486
0,3 2.4645 2.1127 0.2518 0.0923
0.4 1.2465 2.0220 0.8542 0.0947
0,5 0.8101 1.9609 1.2461 0.1188

O comportamento tipico dos resultados para este problema pode ser visto na Figura 8.7.
Como nos demais casos, foram adotados 10 elementos de contorno em cada lado da placa e

3 termos na série (m = 1,3, 5).

-3 Deslocamento w(x)
oX 10
\ R “‘ — sETiE
5 © Wa=MEC

&

h |

in -
' [

Deslocamento w(x) w/(qa za’l))
| P
[ w

|
(¥

-3.5- ~
-4 R
45 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

X

Figura 8.7: Deslocamentos w(z) em y = 0,5.

Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1959) diz que com apenas um termo na série é possivel
obter resultados com erros maximos em torno de 2,5%. A Tabela 8.6 apresenta os valores
da deflexdo w em cada um dos nés internos mostrados na Figura 8.8, dadas em funcao das

coordenadas z e y destes nés e em funcdo do nimero de termos na série.

De acordo com os resultados apresentados na Tabela 8.6, verifica-se que a série converge

rapidamente e que o ideal é usar-se pelo menos trés termos na série.
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«\

Figura 8.8: Nés internos para cdlculo da deflexio.

Tabela 8.6: Estudo de convergéncia da série para valores de deflexio.

Coordenadas Deflexdo w y nimero de termos na série
Nés x v 1 termo 2 termos 4 termos & termos
0.1 -0.4 5.2695 4.5092 4.5092 4.5092
0.2 -0.4 9.8072 8.5770 8.5770 8.5770
0.3 -0.4 13.0350 11.8050 11.8050  11.8050
0.4 -04 14.6380 13.8780  13.8780  13.8780
0.5 -0.4 14.5920 14.5920 14.5920  14.5920
0.2 -0.3 18.2190  16.0300  16.0300  16.0300
0.3 -0.3 24.2520 22.0630  22.0630  22.0630
0.4 -0.3 27.2900  25.9360  25.9360  25.9360
0.5 -0.3 27.2710  27.2710 27.2710 27.2710
0.3 -0.2 32.6800  29.8490 29.8490 29.8490
11 04 -0.2 36.8390 35.0800  35.0890  35.0890
12 0.5 -0.2 36.8950 36.8950  36.8950  36.8950
13 04 -0.1 42.7320 40.7610  40.7610  40.7610
14 0.5 -0.1 42.8590 42.8950  42.8950  42.8950
15 0.5 0.0 44.8740  44.8740 448740  44.8740

5 © 00D U LN

8.3 Placa retangular simplesmente apoiada em quatro
lados

Também foram realizadas andlises em uma placa retangular cujas propriedades geo-
métricas e de material adotadas sao dadas por: largura a = 2, comprimento b = 1, espessura
e = 0.1, modulo de elasticidade E' = 1, razao de Poisson v = 0,3 e carregamento aplicado
g=—1

A Figura 8.9 mostra o problema fisico considerado.
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Figura 8.9: Placa simplesmente apoiada em suas quatro bordas.

A discretizacao consistiu de 5 elementos no lado menor, 10 elementos no lado maior e 81
pontos internos. A Figura 8.10 mostra tanto a malha de elementos de contorno quanto a

distribuicao de pontos internos empregadas.

- - - - - T T - T -
® ® ® ® ® [ ® L] ° ° ®
-+ ® ° L] ® L] [ ® ® °
® . e ° ® ® ® ® ° e ®
-+ ® ® ® ® ° L] L] ® ° -
[ ® ® e ° ° L] ® L] L] ]
e L] L ] L ] L] L] L] L] [ ] -
b ® ® ® L) ® ° ® ° L] ®
E ° ° . ® ® ® . ® ° -+
® ® ° ® L] ° ® ° ® ° L]
& 1 B } 8- & ([ & } & Il & | & 1 & 'l &

Figura 8.10: Malha de elementos de contorno e distribui¢ao de pontos internos.

Devido a simetria somente um quarto do problema fisico foi levado em consideracao
na comparacao dos deslocamentos w. Os resultados obtidos pelo método dos elementos
de contorno sao comparados (Figura 8.11) com a equagdo (8.1) usando 3 termos da série

(m.=1,3,5).
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Deslocamento w(x)

0
-
£ -0.002
~l
L
=z
— =0.004
z
|
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£ x MEC-y=0,1
E 0.008 —— Analitico —y = 0,2 3N R
= L . o
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= ~ MEC-y=103 S ;
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Analitico —y=0,5
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 8.11: Deslocamentos w(z) em uma placa retangular.

Além da formulacdo, também foi implementado um pés-processador, através do qual

pode-se ter uma visualizacdo da placa deformada (Figura 8.12).

-a0 -35 -30 -25 20 -5 10 -5 0

Figura 8.12: Deslocamentos w(z,y) em uma placa.
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8.4 Placa simplesmente apoiada em dois lados opostos
e engastada nos outros dois

A Figura 8.13 mostra o problema fisico considerado: uma placa retangular simplesmente
apoiada em dois lados opostos e engastada nos outros dois, submetida a carregamento cons-
tante distribuido uniformemente.

g
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Figura 8.13: Placa simplesmente apoiada em dois lados opostos e engastada nos outros dois.

As propriedades geométricas e de material adotadas neste exemplo sdo as mesmas do
problema anterior: largura @ = 1, comprimento b = 1, espessura ¢ = 0,1, médulo de
elasticidade E = 1, razao de Poisson v = 0, 3 e carregamento aplicado ¢ = —1.

Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1959) assumem que, para um problema com tais
condicoes de contorno e carregamento, a placa estd simplesmente apoiada em todo o con-
torno. Usando a equagao (8.1) é calculado w;. Independentemente, calculam-se as deflexdes
ws> em uma placa submetida ao mesmo carregamento, na qual € imposta a condicdo de con-
torno de momento em dois lados opostos. A superposigao dos efeitos resulta na deflexao w,

a qual é dada pela diferenca

W= w; — Wo (84)

onde w» é dado pela seguinte equagao
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i sen™=  q, — tanh oy, (1 4 @, tanh ayy)
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m=135.. M°coshan, ay — tanh ay, (ou, tanh ay,, — 1)

B 2qa
D

Wy =

mim . mi mar
( 4 sinh - o, tanh a,, cosh _y) :
a a a

Foi realizada uma andlise usando 10 elementos constantes no contorno, em cada lado
da placa, e 81 pontos internos cujos resultados sao comparados com a equacdo (8.4). A
malha de elementos de contorno e a distribuicao de pontos internos empregadas é a mesma
mostrada na Figura 8.2. Devido a simetria somente um quarto do problema fisico foi levado
em considera¢ao na comparagao dos deslocamentos w. Os resultados obtidos pelo método dos
elementos de contorno sdo comparados (Figura 8.14) com a equagao (8.4) usando 3 termos

da série (m = 1,3, 5).

Deslocamento w(x,y)
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2 MEC -y = 0,3
2161 Analitico -y = 0,4 S
= MEC -y =04 —
~L8F Analitico —y =05 -
MEC -y = 0,5 . . . .
) 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Figura 8.14: Deslocamentos w(x) em uma placa retangular.

8.5 Placa engastada nos quatro lados

A Figura 8.15 mostra o problema fisico considerado: uma placa retangular engastada nos

quatro lados, submetida a carregamento constante distribuido uniformemente.
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Figura 8.15: Placa engastada nos quatro lados.

As propriedades geométricas e de material adotadas neste exemplo sdo: largura a = 1,
comprimento b = 1, espessura e = 0, 1, médulo de elasticidade E = 1 e carregamento aplicado
g = —1. Foram analisados sete casos diferentes sendo que nos trés primeiros estudou-se o
efeito da variacao da malha, para v = 0, usando, em cada caso, 10, 15 e 20 elementos por
lado da placa. Nas andlises restantes estudou-se o efeito da variagao do razido de Poisson,
nas quais foram considerados os seguintes valores: v =0: v = 0,15, v =0,25e v =0, 3.

Os resultados numeéricos obtidos pelo método dos elementos de contorno foram compara-
dos com Tabelas elaboradas por Bares (1970).

Na Tabela 8.7 sao apresentados os deslocamentos obtidos no centro da placa pelo método

numérico e seu erro em relacao aos apresentados por Bares (1970), para trés diferentes malhas.

Tabela 8.7: Deslocamentos w no centro da placa - v = 0.

No de elementos w €
10 0,0152 0,7217
15 0,0152 0,7482
20 0,0152 00,7547
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Na Tabela 8.8 sao apresentados os deslocamentos obtidos no centro da placa pelo método
numerico e seu erro em relacao aos apresentados por Bares (1970), para quatro diferentes
valores de razao de Poisson. Para todos os casos a malha utilizada foi de 10 elementos em

cada lado da placa.

Tabela 8.8: Deslocamentos w no centro da placa - 10 elementos.
v w £
0,00 0,0152 0,7217
0,15 0,0148 0,3502
0,25 0,0142 0,4180
0,30 0,0138 0,5574

8.6 Placas sujeitas a diversas condicoes de contorno

Além das andlises apresentadas nas secoes anteriores vdrias outras foram realizadas,
cujos resultados sao apresentados resumidamente na Tabela 8.9, onde w € o resultado obtido
numericamente usando o programa de elementos de contorno implementado, e £ é o0 erro em
percentagem entre o resultado numérico e o apresentado por Bares (1970). Foram utilizadas
malhas com 10 elementos em cada lado da placa. As propriedades geométricas e de material
adotadas sdo: largura a = 1, comprimento b = 1, espessura e = 0, 1, médulo de elasticidade
E =1, carregamento aplicado ¢ = —1 e razao de Poisson v = 0. As condicoes de contorno

sao descritas por suas iniciais: A = apoiado, E = engastado e L = livre.

Tabela 8.9: Deslocamentos w no centro da placa - 10 elementos.

Condicao de contorno w €
AAEA 0,0309 7.4523
AAEE 0,0233 7.3805
EEEA 0,0185 1,7517
AAAL 0,0921 11,0458
ELEA 0,0271 1,2756
ELEE 0,0225 0,2220

Usando o pés-processador implementado no programa pode-se ter uma visualizacao da

placa deformada, para uma condigao de contorno ELEE, por exemplo, (Figura 8.16).
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Figura 8.16: Deslocamentos w(z,y) em uma placa ELEE.
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Capitulo 9

Andlise estatica de placas
anisotropicas

Neste capitulo serdo apresentados varios exemplos da aplicacdo da formulacdo do MEC e do
MRD, usando elementos constantes e quadraticos, na anélise estatica de placas anisotrépicas.
O objetivo dos exemplos apresentados é demonstrar a aplicabilidade do método em proble-
mas reais e assegurar que seus resultados estejam em boa concordancia com resultados da
literatura. Serao analisados diferentes problemas envolvendo variadas condicoes de contorno,

dimensdes, propriedades de material, malhas e fun¢des de aproximacao.

9.1 Estudo de funcoes de aproximacao

Nesta secao sao apresentados os resultados da aplicacao do MRD aos problemas de flexao
em placas, usando a formulacao anisotropica. Este estudo tem por objetivo verificar a precisao
do método na aproximacao dos termos de dominio, referentes ao carregamento distribuido.
A verificacdao se dd pela comparacao entre os valores da deflexdao em dois pontos da placa,
calculados pelo MRD, e os valores da deflexao calculados analiticamente. Foi realizado um
extenso estudo no qual para um mesmo problema foram realizadas muitas analises variando a
solugao particular e condicoes de contorno impostas. Também foram realizados alguns testes
de convergéncia de malhas, nos quais foram variados o numero de elementos da malha e o
niumero de nos internos.

Foi analisado o problema de uma placa ortotrépica quadrada de dimensoes

a = 1 m e espessura h = 0,01 m. As propriedades de material adotadas foram:
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E; = 206,8 - 10° Pa, By = 13,8 - 10° Pa, G1» = 0,6055 - 10° Pa e v = 0,3 e o carrega-
mento aplicado foi ¢ = —1000 N/m?.
Foram analisados dois problemas, nos quais foram aplicadas condicoes de contorno de

apoio simples (Figura 9.1a) e engaste (Figura 9.1b).

Figura 9.1: Problema fisico: (a) placa apoiada (b) placa engastada.

Para cada condi¢ao de contorno, apoiada ou engastada, foram estudadas sete solugoes
particulares. A Figura 9.2 mostra a discretizac¢ao (60 elementos de contorno constantes) e o

niimero de nés internos (49 nés internos) usados.

Figura 9.2: Malha de elementos de contorno constante e nds internos.

Foram calculadas as deflexdes nos nds internos A e B. Conforme a Figura 9.1, o né A tem
as seguintes coordenadas: z = 0,2 me y = —0,3 m. O né B estd no centro da placa.
A Tabela 9.1 apresenta os erros em porcentagem &, calculados conforme a equacao (8.3),

para véarias solucbes particulares. Para o problema da placa apoiada, w, sdo as deflexoes
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calculadas numericamente pelo MRD e w, sdo as deflexdes calculadas analiticamente segundo
a solucao obtida por Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1959) usando solucdo por séries,
tomando-se 3 termos. dada por:

oYy

ST 7 e (9.1)
T m=1,3 n=13.. MmN [ Dll + By T (Dlg - 2D55) &5 b_“Dz?}

cujas coordenadas sao tomadas conforme Figura 9.1a. Para o problema da placa engastada,

16q0 Zf s sen ™ Esen

wy sao as deflexdes calculadas numericamente pelo MRD e w, sdo as deflexdes calculadas

pela transformagao exata apresentada por Albuquerque et al. (2003c).

Tabela 9.1: Deflexoes w [mm] e erros £ [%] entre os resultados obtidos e analiticos (a/b=1).

Placa apoiada Placa engastada

Ponto A Ponto B Ponto A Ponto B
Solucao particular w  w, = 0,455 w, = 0, 809 wy = 0,06950 w, =0,16116

Wy, £ Wn £ Wy € Wy 3
4o 0.4491 1,28 10,8067 0,28 0,06862 1,26 0,16034 0,51
rd — p3 0,4495 1,22 10,8082 0,09 0,06913 0,53 0,16089 0,17
rd 4 S 4pb 0,4496 1,19 0.8073 0,20 0,06874 1,10 0,16048 0.43
ré —pd b 0,4498 1.15 0,8083 0,09 0,06901 0,71 0,16078 0,24
T L L i 0,4513 0.82 0,8087 0,04 0,06829 1,74 0,16065 0,32
¥ — i b T 04513 0,80 08090 0 0,06834 1,67 0.16074 0.26
rh—pd T 0.4514 0.78 0,8102 0,16 0,06873 1,11 0,16115 0,01

Analisando-se a Tabela 9.1 observam-se que o erros sempre sao menores quando 0s
coeficientes ¢y, ¢y, ¢3 € ¢4 da Equacao (6.3) sao negativos. No caso de placa apoiada, nota-se
que, em geral, os erros diminuem a medida que polinomios de ordens maiores vao sendo
usados. independentemente do fato dos coeficientes serem positivos ou negativos. Verifica-se
que para qualquer solucao particular adotada, o erros no ponto central da placa sempre sao
menores que 0,.3%. No caso de placa engastada, a diminuicdo dos erros ocorrem somente
para os coeficientes positivos. No entanto, mesmo quando coeficientes negativos sao usados,

observam-se que o erros sio menores que 0,5%.

9.2 Estudo de condigoes de contorno

Com o objetivo de avaliar a generalidade da formulagao também foram estudados varios

outros problemas onde foram analisadas diversas condi¢oes de contorno, perfazendo um total
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de vinte e sete analises, cujos resultados sdo apresentados na Tabela 9.2. Nestes casos foi
usada a solugao particular w = r* + r°.

As dimensoes e propriedades de material adotadas sao as mesmas das andlises anteriores.
Os eixos de ortotropia do material coincidem com os sistemas de coordenadas de cada figura
da tabela. As condigoes de contorno sao rotacionadas para que um nimero maior casos seja
previsto. Na tabela sdao apresentados as deflexdes w, calculadas pela transformacao exata
apresentada por Albuquerque ef al. (2003c), as deflexdes w,,, calculadas pelo MRD e os erros,

calculados conforme Equagao (8.3).

Tabela 9.2: Deflexdes w [mm] no centro da placa para vérias condigdes de contorno (a/b=1).

Condicao Condicao
de contorno Wq Wn £ de contorno Wy W £
Es [ E, i

‘—E. g, |

======  (,16087 0,16005 0.51 ok 0.31245  0,31058 0,60
E. E,

I—E: —E,

0,15557 0,15560 0,02 0,93275  0,92318 1,03

_____ — | PR |

E iE; E

l—E : ll_El 1

=—-==-Jl  (,32981 0.32800 0,555 | A ’ 0,74118  0.73740 0,51
#: (T

:E: | EEE

Il!_EI : 1I_E1

: i 0,77189 0,76746 0,57 | L===== 7,66667  7,66700 0.01
E, E,

& L,

L —— 1 256706 256312 0,15 37,92606 37,83399 0.24
E | E2 |

L, g, .
——————— 0,16058 0,15977 0,50 : 0.67222  0,66753 0,70




Tabela 9.2: Deflexdes w [mm] no centro da placa para vérias condigdes de contorno (a/b=1).

Condicao Condicao
de contorno Wq Wy, € de contorno W Wy, g
E, E.
Lo, Lk,
0,14992 0,15088 0,65 2.22511  2,20356 0.97
[ N s —
i E; : Es
: ]—E, : L'E| J
: l 0,73394 072749 088 | k===t= 11,14475 11,13642 0.07
I
E; ;
[, |
B8 | 0,32121 031934 0,58 Simétrico
E;
[
1.72627 1,71771 0.50 Simeétrico
]___'T‘
i Bz ’
g | ,
11,41948)  11,41275*) 0,06 Simétrico
E, i £y
Lg. o Lo
. 0.29772 0,29658 0,38 o 4,45283  4,43470 0,41
i E. I: B
: I—E, : s I |I_El
! 0,70492 0,69911 0,82 R 2.04727  2.04636 0.04
E, I | Ey
I_El : : L.E1
e 0,31392 0,31245 0.47 S 3,29837  3,28501 0,41
| Ea E,
g Le,
' 2742317 27.36837 0,20 | F====== 2.35564  2,35344 0.09
Condicdes de contorno: ___  Engastada ====--- Apoiada Livre
(*) Neste caso a carga ¢ aplicada foi reduzida para ¢ = —10 N/m? para evitar deformagao

excessiva, devido a menor rigidez da placa decorrente da condigdo de contorno adotada.

As préximas andlises dizem respeito a discretizagdo. Adotando-se uma placa com as

mesmas dimensdes e propriedades mecanicas dos problemas anteriores, realizou-se um estudo
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de convergencia de malhas, considerando duas condicdes de contorno: apoiada e engastada.
A Tabela 9.3 apresenta os resultados das deflexées numéricas wy,, analiticas w, e o erro em

porcentagem & entre elas.

Tabela 9.3: Deflexdes w [mm]| no centro da placa para vérias discretizaces (a/b=1).

Condicao de contorno: apoiada - w, = 0, 8090
49 nés internos 225 nds internos

Elementos Wn 5 Wy, £
15 0,8067 028 08071 0.23
19 0,8070 0,25 0,8074 0,20
25 0,8072 0,21 0,8076 0,16

Condicao de contorno: engastada - w, = 0, 16116
49 nds internos 225 nos internos

Elementos Wy 3 Wy, €
15 0,16034 0,51 0,16038 0,48
19 0,16061 0,34 0,16066 0,30
25 0,16080 0,21 0,16085 0,18

Analisando-se os dados apresentados na Tabela 9.3, observa-se que os resultados
convergem com o aumento da discretizacao e do nimero de nés internos, embora, pelos
resultados obtidos anteriormente, percebe-se claramente que os problemas aqui apresentados
nao requerem refinamento da malha.

Para testar a robustez da formulacdo implementada foi feita a analise de uma placa
rotacionada em 30°. As dimensoes e propriedades sao as mesmas fornecidas anteriormente.
A condicao de contorno adotada é apoiada nas quatro bordas. Foi adotada solucdo particular

w = r* +r°. Os resultados analiticos, numéricos e os erros sao mostrados na Tabela 9.4.

Tabela 9.4: Deflexdes w [mm] no centro de uma placa rotacionada (a/b=1).

w, 0,809
w, 0,800
¢ 1,07

A Tabela 9.4 mostra que o programa implementado estd funcionando corretamente,

independentemente do sistema de coordenadas adotado.
A partir da observacao das Tabelas 9.1, 9.2, 9.3 e 9.4, pode-se concluir que o MRD

apresenta bons resultados. independentemente da solucao particular, das condigbes de
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contorno, da malha e do sistema de coordenadas adotados, sendo obtidos erros pequenos

(abaixo de 1,5%), mesmo usando elementos constantes.

9.3 Placa quase-isotrépica retangular apoiada

A Figura 9.1a mostra o problema fisico considerado: uma placa quase-isotrépica
retangular simplesmente apoiada em quatro lados, submetida a carregamento constante
distribuido uniformemente por toda a sua superficie.

As propriedades do material adotado neste exemplo sao: mddulos de elasticidade
E; =1—(1-107"%) Pae E; = 1 Pa e raziao de Poisson v = 0,3. O carregamento
aplicado é ¢ = —1 N/m?.

Para um problema com estas condic¢oes de contorno e carregamento a deflexao é calculada
conforme a Equacao (8.1), cujas coordenadas sao tomadas conforme Figura 9.1a.

O primeiro exemplo analisado é o problema de uma placa quadrada (a/b = 1), adotando
a=1m,b=1meh=0,1 m Foram usadas duas malhas, sendo a primeira composta por
60 elementos de contorno constantes (Figura 9.3a) e a segunda composta por 20 elementos
de contorno quadraticos descontinuos (Figura 9.3b). Em ambos os casos foram usados 81

nos internos.

................
..................
..................

..................

.........

Figura 9.3: Malha quadrada de elementos de contorno (a) constantes e (b) quadraticos.

O segundo exemplo é o de uma placa retangular (a/b = 2), adotando @ = 2 m,
b=1meh = 0,1 m. As discretizagbes consistiram de duas malhas. A primeira
formada por 15 elementos constantes no lado menor e 30 elementos constantes no lado maior

(Figura 9.4a). A segunda composta por 5 elementos quadréticos descontinuos no lado menor

123



e 10 elementos quadréticos descontinuos no lado maior (Figura 9.4b). Neste exemplo também

foram usados 81 nos internos em ambos 0s casos.

.................
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Figura 9.4: Malha retangular de elementos de contorno (a) constantes e (b) quadraticos.

Os deslocamentos w no centro das placas e em um ponto de coordenadas x = 0,2 m e
y = 0,3 m foram calculados utilizando-se duas metodologias. Na primeira, foi utilizado o
MEC, sendo que as integrais de dominio foram resolvidas pela transformagao exata, conforme
demonstrado na Secao 7.1. Na segunda, os termos de dominio foram calculados pelo MRD.
Os deslocamentos obtidos foram comparados com aqueles calculados analiticamente segundo
Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1959), usando-se a Equagao (8.1) com 3 termos da série
(m=1,3,8)

As Tabelas 9.5 e 9.6 apresentam os resultados numéricos para a deflexao w,, calculados
usando-se as formulacoes isotrdpicas e anisotrépicas implementadas, o resultado analitico w,
e 0s erros em percentagem, &, calculados segundo a Equacao (8.3). Os resultados obtidos

pelo MRD foram calculados usando-se f = 1 —r — r? — r* como funcao de aproximagao.

Tabela 9.5: Comparacoes entre os resultados obtidos e analiticos (a/b=1) para elementos
constantes.

Formulacgao isotropica Formulagao anisotrépica
Eq. (8.1) MEC MRD MEC MRD
r=0,5y=0 |w, 44.1880 44.7614 441876 43.9632
We = 44.3676 E 0.40438 0.8876 0.4057 0.8098
r=02y=0,3]w, 163371 16.5608 16.3549 16.2472
we = 16.4220 e 0.5171 0.8450 0.4087 1.0646
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Tabela 9.6: Comparagoes entre os resultados obtidos e analiticos (a/b=2) para elementos
constantes.

Formulagdo isotropica Formulagio anisotrépica
Eq. (8.1) MEC MRD MEC MRD
H=1gy=0 wy  110.4164  106.5752  110.5124 108.1127
we = 110.7083 | ¢ 0.2637 3.7333 0.1769 1.7718
z=0,2y=0,3 | w, 245682 21.8536 24.7683 23.6190
w, = 24.6326 £ 0.2617 11.2817 0.5508 2.3134

As Tabelas 9.7 e 9.8 apresentam a comparacao entre os resultados numéricos para a de-
flexao w,, calculados usando-se elementos de contorno constantes e quadraticos em
conjunto com a formulagao anisotrépica implementada, o resultado analitico w, e os erros £,

em percentagem, dados pela Equacdo (8.3)

Tabela 9.7: Comparagdes entre os resultados obtidos e analiticos (a/b=1).

Coordenadas Formulacao anisotrépica usando elementos
Eq. (8.1) constantes quadraticos
z=0,5 w, = 44.3676 | w,  44.1876 44.5239
y=10 € 0.4057 0.3523
z=0,2 we = 16.4220 | wy, 16.3549 16.5063
y=0,3 € 0.4087 0.5131

Tabela 9.8: Comparagoes entre os resultados obtidos e analiticos (a/b=2).

Coordenadas Formulagdo anisotropica usando elementos
Eq. (8.1) constantes quadraticos
gi=] w, = 110.7083 | w, 110.5124 110.7348
=0 2 0.1769 0.0239
z:=0,2 Wy = 24.6326 | wy, 24.7683 24.8201
y=20,3 € 0.5508 0.7610

Analisando as Tabelas 9.5, 9.6, 9.7 ¢ 9.8 observam-se que bons resultados foram obtidos.
Com estes resultados verificam-se que as formulagoes isotrépica e anisotrdpica, usando tanto

elementos constantes quanto elementos quadraticos, foram implementadas corretamente.

9.4 Placa quase-isotropica quadrada apoiada-engastada

A Figura 8.13 mostra o problema fisico considerado: uma placa quase-isotrépica quadrada

simplesmente apoiada em dois lados opostos e engastada nos outros dois, submetida a

125



carregamento constante distribuido uniformemente.

As propriedades geométricas e de material adotadas neste exemplo sdo:
largura a = 1 m, comprimento b = 1 m, espessura b = 0,1 m. mddulos de elasticidade
E, =1-(1-10"%) Pa e E; = 1 Pa, razdo de Poisson v = 0,3 e carregamento aplicado
g=—-1N/m?

Para um problema com estas condigoes de contorno e carregamento, a deflexao é calculada
segundo a Equacao (8.4).

As malhas de elementos de contorno constantes e quadraticos e a distribuicdo de nds
internos empregadas sdo as mesmas mostradas na Figura 9.3a e na Figura 9.3b.

Usando os programas implementados foram calculados os deslocamentos w no centro
da placa e em um ponto de coordenadas x = 0,2 e y = 0,3. Os deslocamentos obtidos
foram comparados com aqueles calculados analiticamente segundo a Equagao (8.4), usando
3 termos da série (m = 1,3,5). Os erros em percentagem, ¢, foram calculados segundo a
Equacao (8.3), sendo w,, o resultado numeérico calculado usando-se os programas de elementos
de contorno implementados e w, o resultado analitico.

Os resultados obtidos usando-se as formulacoes isotropica e anisotropica em conjunto
com elementos constantes sdo apresentados na Tabela 9.9. Neste caso, as deflexdes foram

calculadas usando-se f =1 —r — r? — r® como func¢ao de aproximagao.

Tabela 9.9: ComparagGes entre os resultados obtidos e analiticos.

Formulacéao isotrépica Formulacao anisotropica
Eq. (8.1) MEC MRD MEC MRD
z=0,5y=0 |w, 209218 21.1099 20.9219 20.8306
wy = 20.9418 e 0.0955 0.8026 0.0951 0.3151
r=02y=0,3|w, 57691 5.8383 5.7698 5.7015
w, = 5.7828 ¢ 0.2366 0.9613 0.2241 1.4054

Na Tabela 9.10 é apresentada a comparagao entre os resultados obtidos usando-se
elementos constantes e quadraticos em conjunto com a formulagao anisotropica.

Nas Tabelas 9.9 e 9.10 observa-se que bons resultados foram obtidos. Com estes resultados
verificam-se que as formulagoes isotropica e anisotrépica foram implementadas com sucesso,

e que a formulagdo anisotropica também pode ser usada na andlise de flexdo em placas
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Tabela 9.10: Comparacoes entre os resultados obtidos e analiticos.

Coordenadas Formulagao anisotrépica usando elemento
Eq. (8.1) constante quadratico
z=0,5 we = 20.9418 | w,  20.9219 20.9877
y=0 € 0.0951 0.2191
r=03 we =5.7828 | w,  5.7698 5.8004
y=0,3 € 0.2241 0.3048

isotropicas, para diferentes condigoes de contorno.

9.5 Placa quase-isotropica engastada

A Figura 8.15 mostra o problema fisico considerado: uma placa quase-isotrépica, quadrada,
engastada nos quatro lados, submetida a carregamento constante distribuido uniformemente.

As propriedades geométricas e de material adotadas neste exemplo sao: largura
a = 1 m, comprimento b = 1 m, espessura h = 0,01 m, mddulos de elasticidade
E, = 210000100 Pa e F, = 210000000 Pa e carregamento aplicado ¢ = —1 N/m?. Foram
analisados quatro casos diferentes onde estudou-se o efeito da variagdo do coeficiente de
Poisson, considerando-se os seguintes valores: v =0; v =0,15; v =0,25e v =0, 3.

Os resultados numeéricos obtidos pelo MEC e pelo MRD foram comparados com tabelas
elaboradas por Bares (1970), que apresentam as seguintes equagdes para as deflexdes no

centro da placa:

4
w, = 0,0153%—3; (9.2)
qa* Y
Wy = 0,0149;@; (9.3)
ga’
w, = 0,013 (9.4)
ga? -
Wy = 0.0lSQﬁ (90)
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parav =0; v =0,15; ¥ = 0,25 e v = 0, 3, respectivamente.

Na Tabela 9.11 sdo apresentados os deslocamentos obtidos no centro da placa pelo
método numérico (usando elementos constantes) e seu erro em relacao aos apresentados por
Bares (1970), para os quatro diferentes valores de coeficiente de Poisson. Para todos os casos
a malha utilizada foi de 40 elementos, com 9 nds internos. A fun¢ao de aproximacao usada

foi f=1—-r—r2-rd

Tabela 9.11: Deslocamentos w [mm]| no centro da placa.

Formulacao isotrépica Formulacao anisotropica
MEC MRD MEC MRD

v Wq w € w € w € w 3

0,00 7.286e-5 | 7.234e-5 0.708 7.347e-5 0.837 | 7.234e-5 0.711 7.219e-5 0.912
0.15 7.095e-5 | 7.069e-5 0.372 7.089e-5 0.091 | 7.07le-5 0.341 7.057e-5 0.541
0.25 6.810e-5 | 6.780e-5 0.440 6.791e-5 0.264 | 6.782e-5 0.411 6.768e-5 0.609
0,30 6.619e-5 | 6.581e-5 0.580 6.589e-5 0.456 | 6.583e-5 0.551 6.570e-5 0.748

Na Tabela 9.12 é apresentado um comparativo entre o uso de elementos constantes e
quadraticos. Foram realizados dois grupos de anédlises, sempre usando a formulacao
anisotrépica. Nas andlises do primeiro grupo foram usados 40 elementos constantes e 9
nos internos. Nas analises do segundo grupo foram usados 12 elementos quadraticos e 9 nos

internos.

Tabela 9.12: Deslocamentos w [mm] no centro da placa.

Formulagao anisotrépica usando elemento
Bares (Bares 1970) constante quadratico
v Wo w € w £
0,00 7.286e-5 7.234e-5 0.711 7.269e-5 0.235
0.15 7.095e-5 7.07le-5 0.341 7.105e-5 0.146
0,25 6.810e-5 6.782e-5 0.411 6.815e-5 0.068
0,30 6.619e-5 6.583e-5 0.551 6.615¢-5 0.065

Em todos os casos apresentados nas Tabelas 9.11 e 9.12 observam-se bons resultados. Isso
mostra que as implementacdes das formulagdes isotrépica e anisotrépica, usando elementos

constantes e quadraticos estao corretas.
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9.6 Placas quase-isotrépicas com geometrias diversas

Com o objetivo de testar a validade da implementacao em problemas mais gerais, foram
realizadas mails duas analises, levando em conta uma geometria triangular equilateral e
outra semi-circular. As propriedades de material adotadas nestes exemplos sao: médulos de
elasticidade F, = 205 GPa, F5 = 205,001 GPa, razao de Poisson v = 0,3. Em ambos os
casos a carga aplicada é de —1 N/m? e a espessura da placa é h = 0,01 m. A placa triangular

mede 1 m de altura e a placa semi-circular tem raio de 1 m (Figura 9.3).

A S / \\
N A \‘

N/ | :

Figura 9.5: Configuracdo geométrica e malhas triangular e semi-circular.

Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1959) apresentam a seguinte expressao para a placa

triangular:

g 4 , 2 2)
- -2 9.6
64aD (9“ z =y (9.6)

onde a é a altura do tridngulo. A expressdo para a placa semi-circular € dada por:

3

2 ( 2 4
23 — 3y°z — a (2? +y“) + —a

W 27

4
Wy = a% (9.7)

onde, para cada um dos pontos A, B e C mostrado na Figura 9.5. o valor de « ¢€ dado na

Tabela 9.13.
Tabela 9.13: Valores de a.
Ponto o
A -0,03922
B -0,05400
¢ -0,03729

Utilizando o programa de elementos de contorno, em conjunto com a formulagao

anisotrépica. foram calculados os deslocamentos nos pontos A e B da placa triangular. A
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Tabela 9.14 mostra os deslocamentos obtidos, comparados com aqueles calculados segundo a

Equacao (9.6). Os erros em porcentagem foram calculados pela Equagao (8.3).

Tabela 9.14: Deflexdo em pontos internos de uma placa triangular.
Ponto w, [mm| w, [mm] Erro [%)]
A -0,01156 -0,01151 0,46
B -0,03083 -0,03070 0,41

Utilizando o mesmo programa, também foram calculados os deslocamentos nos pontos A,
B e C da placa semi-circular. A Tabela 9.15 mostra os deslocamentos obtidos, comparados
com aqueles calculados segundo a Equagao (9.7). Os erros em porcentagem foram calculados

pela Equacao (8.3).

Tabela 9.15: Deflexdo em pontos internos de uma placa semi-circular.
Ponto w, [mm| w, [mm] Erro [%]
A -0,03922  -0,03945 0,59
B -0,05400 -0,05381 0,36
C -0,03729 -0,03723 0,16

Analisando as Tabelas 9.14 e 9.15 verifica-se que a implementacao pode ser utilizada para

os mais variados tipos de geometrias, fornecendo bons resultados.

9.7 Laminado simétrico quadrado simplesmente apoiado

Nesta secdo ¢ analisado o problema de uma placa laminada composta por nove laminas
(0°/90°/0°/90°/0°/90°/0°/90°/0°]. A condigao de contorno imposta ¢ a de bordas
simplesmente apoiadas. A placa é quadrada e suas dimensoes sao: largura ¢ = 1 m e

espessura h = 0,001 m. As propriedades de cada lamina, fabricada com composito de

grafite-epoxi, usadas nesta analise sio: F;; = 30 - 10° Pa, Eyp = 0,75 - 10° Pa,
Gy = 0,45 -10° Pa e v = 0,25. Todas as laminas tém a mesma espessura. O

carregamento aplicado é constante e distribuido uniformemente sobre toda a superficie, sendo
go = —1 N/m?. Este problema foi analisado por Lakshminarayana e Murthy (1984) usando

o método dos elementos finitos (MEF). A deflexdo no ponto central da placa ¢ comparada
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na Tabela 9.16 com a solucdo de elementos finitos e com a solugao analitica. Com uma
malha de 84 elementos obteve-se a mesma precisao dos resultados usando elementos finitos
publicados na literatura (Lakshminarayana e Murthy 1984). A solu¢do analitica para a

deflexdo no centro da placa é dada por (Noor e Mathers. 1975):

Wy EQQ hd
—

= 10° = 4.4718 (9.8)

da qual, para este problema, obtém-se w, = 5.9624 mm.

Tabela 9.16: Comparativo entre a precisdo da deflexdao no centro da placa usando MEC e
MRD (84 elementos constantes) e MEF (72 elementos triangulares ciibicos usando simetria).

Método Deflexao e erro
numerico Wy £
FEM 5,9344 0,47
MECW | 5,9344 0,47
MEC® | 59732 0,16
MRD®) | 6,0132 0,85
MRD@ | 59427 0,33

(1) Usando elementos constantes
(2) Usando elementos quadraticos
() Usando @ = r? + 73
(4) Usando v = r4 — r®

Uma analise da Tabela 9.16 mostra que os erros obtidos usando-se 0 MEC ficam abaixo de
0,5% e que o uso de elementos quadraticos tende a apresentar melhores resultados. Verifica-se
também que o erro obtido usando-se o MRD fica abaixo de 1%. Neste trabalho foram usados
84 elementos de contorno constantes para discretizar a placa inteira, no primeiro caso, €
12 elementos de contorno quadraticos no segundo caso. Lakshminarayana e Murthy (1984)
usaram consideracoes de simetria e 72 elementos triangulares cibicos para discretizar um
quarto da placa. Comparando-se os métodos numéricos utilizados, observa-se que se a placa
inteira fosse discretizada pelo MEF seria necessdrio um nimero bem maior de elementos para
obter a mesma precisio. Além disso se for levado em conta o nimero de nos ou graus de liber-
dade, o MEC tem menos nés por elemento. Por outro lado, as matrizes do MEF sao esparsas
e simétricas, enquanto que as matrizes do MEC sao cheias e nao simétricas. Pelo exposto,

vé-se que a comparacio entre MEC e MEF nao ¢é trivial. Ambos sao métodos numéricos bem
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estabelecidos e tem suas vantagens e desvantagens. Portanto, a escolha por um dos métodos

estara vinculada & experiéncia do pesquisador com uma das duas formulagoes.
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Capitulo 10

Analise dinamica de placas
anisotropicas

Neste capitulo serd apresentada uma metodologia para analise numérica de placas aniso-
trépicas sob carregamento harménico. O comportamento da placa obedece as hipdteses
da teoria de Kirchhoff. As integrais de dominio devido a presenca da carga harmonica serao
transformadas em integrais de contorno usando-se o MRD. Varias anédlises serao apresentadas,
nas quais sera calculada a frequéncia fundamental para diversas condicdes de contorno e
propriedades de material. A precisdo dos resultados numéricos é verificada pela comparacao
entre resultados analiticos ou calculados pelos métodos das diferencas finitas ou elementos

finitos.

10.1 Aplicacao do MRD na analise de placas sob car-
regamento harmonico

Neste problema, a equacéao diferencial de placa (4.33) deve levar em conta a presenga de

carga harmonica:

o*w tw 0w 8w Atw
2l - . 9 . S Am—— 28 )i
Dy, 5 + 4Dy 9230y + 2(Dh2 + 2D66)8:r;28y2 + 4Dag 320, | Do £

= phw*w (10.1)
onde p é a densidade do material, h é a espessura da placa e w ¢ a freqiiéncia circular de
vibracgao.

-

A forca de corpo atuante neste problema ¢é dada por phw?w. Uma vez que phw? é
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uma constante, os coeficientes @™ podem ser determinados tomando-se o valor de w em M

diferentes pontos do contorno de maneira que seja obtido um conjunto de equacdoes semelhante

a (6.1), dado por

ws= Y o™ (10.2)

Tomando-se o valor de w em diferentes pontos, o conjunto de equagdes (10.2) pode ser

obtido. Expressando essas equagdes na forma matricial, tem-se

w=Fa . (10.3)

Como w e f sao valores conhecidos, o vetor e pode ser obtido facilmente:

a=Flw. (10.4)

Assim, para o problemas com carregamento constante uniformemente distribuido, o

vetor (6.14) pode ser escrito da seguinte forma:

d = phw?® (HU - GT) F'w . (10.5)

Aplicando as condicoes de contorno, através da permutacao de colunas entre as matrizes

H e G, chega-se ao sistema de equagdes da Equacao (5.97).

10.2 Analise de convergéncia de malha

Nesta secao ¢ realizada uma andlise de convergéncia de malha com objetivo de se
conhecer o comportamento da formulagdo em funcdo do nimero de elementos e de nos
internos. Fol considerada uma placa ortotrépica quadrada de dimensoes a = 1 m e espessura
h = 0,01 m. O carregamento aplicado é de —1 Pa e as propriedades do material sao:
E, = 118,3 GPa, E, = 29,575 GPa, G| = 28,397 GPa, v, = 0,083, v, = 0,02075 e
p = 1900 kg/m®. O numero de elementos no contorno foi variado de 36 a 156 e o nimero de
nos internos foi variado de 9 a 121. A convergéncia dos resultados ¢ mostrada nas Figuras

10.1. Os modos de vibrar sdo mostrados na Figura 10.2.
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L M 1%

(a) 1* freqiiéncia = 100,8 Hz (b) 2% freqiiéncia = 162,2 Hz.

00 130

(c) 3 freqiiéncia = 2422 Hz

Figura 10.1: (e) 5° freqiiéncia = 299,1 Hz.

A Figura 10.1 mostra a convergéncia dos resultados com o aumento tanto do nimero

de elementos quanto de nds internos. Nesta figura também fica patente a importancia da

quantidade de nés internos para o calculo de freqiiéncias mais altas.

10.3 Analise modal de uma placa ortotréopica simples-

mente apoiada

Nesta secao ¢ analisado o problema de uma placa ortotrépica, simplesmente apoiada.

A configuracao geral da placa de dimensoes: comprimento ¢ = 1 m, largura b = 1 m e
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4% modo 5° modo

Figura 10.2: Modos de vibrar.

espessura b = 0,01 m é mostrada na Figura 9.1a. Nas analises realizadas foi investigado o
efeito das variacoes da razao de ortotropia do material, de acordo com as seguintes relacoes:
D11/(D1z 4 2Des) € Doy /(D12 + 2Dss)-

Foram adotadas as seguintes propriedades de material: mddulo de elasticidade
F, = 118.3 - 10° Pa e densidade p = 1900 kg/m®. O médulo de elasticidade F; é dado
em funcao de x e y onde z é dado por Day/(D12 + 2Dgg) € y é dados por Dy1/(Dia + 2Dg),

de maneira que

By = El%‘ (10.6)

Quando E; > Ej entao vip = 0.083 e 1y = v19E2/ Ey. Por outro lado, quando Fy; > E)

entdo v = 0.083 e vy = 9 By /F3. O médulo de elasticidade transversal ¢ dado por,

_ Ei(1 —yvy)
2y(1 — viovg)

Na andlise pelo MRD foram usados 44 elementos de contorno e 121 nds internos e na

Gz (10.7)

analise por elementos finitos, usando-se o Ansys®, foram empregados 6400 elementos do

tipo “Shell63”.
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A freqiiéncia natural fundamental, adimensionalizada, é dada por (Chen 1998):

. (10.8)

w oh

Os resultados numéricos obtidos para A sdo dados na Tabela 10.1, onde o erro € calculado

g D1y + 2Dgg (/\)4

em relacao aos resultados analiticos apresentados por Gibson (1994), conforme Equagio (8.3).

Tabela 10.1: Frequiéncia fundamental adimensional para placa apoiada.

Daoo/(Dyg + 2D55} Gibson (1994) Chen (1998) FEM DRM ¢
D11/(D12 + 2D55) =05

0.5 4.135 4.118 4.135 4.141 0.2

1 4.297 4.429 4.297 4557 6.1

2 4.576 4.557 4.576 4.752 3.9
D11/(D12 +2Dgs) =1

0.5 4.297 4.279 4.297 4544 5.8

1 4.443 4.425 4443 4649 5.0

2 4.698 4.678 4.698 4.820 2.6
D11 /(D12 +2Deg) = 2

0.5 4.576 4.557 4.576 4.726 3.2

1 4.698 4.678 4.698 4.815 2.5

4.917 4.897 4.917 4975 1.2

Analisando-se a Tabela 10.1, verifica-se que, em alguns casos, os erros nao sio tao bons,
porém os resultados sao promissores, principalmente se for levado em conta que foram usados

elementos constantes (Paiva et al. 2004).

10.4 Anadlise modal de uma placa ortotrépica engas-
tada

Nesta segao € realizada a analise modal de uma placa ortotropica engastada. As dimensées
e propriedades de material seguem as consideragoes feitas na Segéao 10.3.

As frequéncias fundamentais calculadas numericamente sdo obtidas usando-se a
Equacdo (10.8) sendo que os resultados para A sdo dados na Tabela 10.2, onde os erros

sao calculados em relagao aos resultados analiticos apresentados por Chen (1998).
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Tabela 10.2: Freqiiéncia fundamental adimensional para uma placa engastada.

D33 /(D12 4+ 2Dgs) | Analitico (Chen 1998) Dif. Finitas (Chen 1998) FEM DRM Error (%)
D11 /(D12 4 2Dgs) = 0.5
0.5 5.324 5.171 5.298  5.300 0.5
1 5.712 5.551 5.681 35.725 0.2
2 6.307 6.131 6.268 6.336 0.5
Dy1/(D12 4 2Dgg) = 1
0.3 5.712 5.551 5.681 5.729 0.3
1 6.034 5.866 5.999 6.068 0.6
6.553 6.371 6.511 6.596 0.7
D11/(D1a + 2Dgg) = 2
0.5 6.307 6.131 6.268 6.340 0.5
1 6.553 6.371 6.511 6.596 0.7
2 6.972 6.779 6.925 7.018 0.7

Analisando-se a Tabela 10.2 observam-se que bons resultados foram obtidos. Assim,
verifica-se que a formulagao para andlise dinidmica de placa engastada foi implementada

corretamente (Paiva et al. 2004).
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Capitulo 11

Consideracoes finais

Nesta tese foi apresentado o desenvolvimento de uma formulacio de elementos de contorno
de reciprocidade dual cujo objetivo é a andlise numérica de flexdo em placas de materiais
compositos sujeitas a solicitagdes dinamicas. Na formulacao desenvolvida foram utilizadas as
solucoes fundamentais de flexdo da elastostdtica e as integrais de dominio provenientes dos
termos de inércia foram transformados em integrais de contorno através do uso do método
dos elementos de contorno de reciprocidade dual. A formulacao desenvolvida foi implemen-
tada em um programa computacional e varios problemas foram analisados. A precisao dos
resultados numéricos obtidos no presente trabalho foi analisada pela comparacao com resul-
tados analiticos obtidos na literatura e com resultados numéricos obtidos usando-se outros

métodos, como o método das diferencas finitas e o métodos dos elementos finitos.

11.1 Conclusoes

Neste trabalho foram apresentados os conceitos relacionados aos materials compositos,
incluindo suas classificacées quanto a forma construtiva e caracteristicas, tais como: com-
posicao, propriedades mecanicas e comportamento mecanico. Os casos em que esses materiais
sao aplicados e as vantagens e desvantagens que isso implica também foram abordados.

Foi feita uma introducao aos conceitos basicos da teoria da elasticidade para materiais
anisotropicos. Foi apresentada a formulacao de tensao e deformacao e também foi mostrada
a obtencao das matrizes de rigidez e flexibilidade de compésitos laminados simétricos a partir

das propriedades mecanicas das laminas ortotrépicas constituintes dos laminados.
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As hipdteses bdsicas em que se baseiam as teorias de placas foram introduzidas e rela-
cionadas com a teoria de Kirchhoff. Com base nesta teoria foram obtidas as equacdes cons-
titutivas de placas. Também foi apresentada a obtencdo das equacdes diferenciais e das
solucoes fundamentais, isotrépica e anisotrépica.

A formulagao do método dos elementos de contorno para a andlise de problemas de
elastodinamica em materiais anisotrépicos foi obtida usando solugdes fundamentais da elas-
tostdtica e considerando os termos de inércia como forcas de corpo. As integrais de dominio
provenientes dos termos de inércia foram transformadas em integrais de contorno usando o
método dos elementos de contorno de reciprocidade dual. As solugdes particulares de desloca-
mentos foram escolhidas e as funcdes de aproximacao foram determinadas a partir da equacgao
de equilibrio. O método dos elementos de contorno foi formulado de maneira que as forcas de
corpo fossem consideradas como genéricas, facilitando sua particularizagdo para problemas
especificos.

Os carregamentos distribuidos no dominio foram aproximados no contorno usando-se duas
alternativas: pela transformacio exata ou pelo MRD.

Foram apresentados alguns exemplos da aplicacao da formulagao isotropica do método dos
elementos de contorno implementada. Diferentes problemas envolvendo variadas condicoes
de contorno. dimensoes e propriedades de material foram apresentados. Outros exemplos da
aplicacao da formulacdo anisotrépica do MEC e do MRD, usando elementos constantes e
quadraticos, na analise estdtica de placas anisotrdpicas também foram apresentados. Foram
analisados diferentes problemas envolvendo variadas condicoes de contorno, dimensoes, pro-
priedades de material, malhas e functes de aproximacao. Também fol apresentada uma
metodologia para analise dinamica de placas anisotropicas. As integrais de dominio
devido aos termos de inércia foram transformadas em integrais de contorno usando-se o MRD.
Nas varias analises apresentadas foram calculadas as freqiiéncias fundamentais para diver-
sas condicoes de contorno e propriedades de material. A precisao dos resultados numeéricos
foi verificada pela comparacao entre resultados analiticos ou calculados pelos métodos das
diferencas finitas ou elementos finitos.

De acordo com os resultados apresentados conclui-se que tanto a formulagao isotrdpica
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quanto a anisotropica foram implementadas adequadamente. Embora ainda haja a necessi-

dade de mais algum estudo, também pode-se dizer que 0 MRD pode ser aplicado com sucesso

na consideracao dos termos de dominio na formulacio anisotrépica dinamica utilizando-se

métodos de elementos de contorno.

11.2 Propostas para trabalhos futuros

A presente tese abre uma linha de pesquisas promissora no estudo de flexdo de placas

anisotropicas usando o MEC. Dentre os varios tépicos vislumbrados no decorrer do trabalho,

ficam como propostas para trabalhos futuros:

A implementacao de uma rotina para o calculo das tensGes devido a flexao da placa.

A alteracao do cddigo computacional implementado de forma a permitir a analise de

problemas multi-contornos, como por exemplo, placas contendo furos.

O estudo e implementacao de uma formulacao que permita a analise de placas com

condigoes de vincula¢do no dominio.
A consideragao de critérios de falhas nas analises.

A extensao da formulagio para outras aplicagdes, como andlise de fundacoes elasticas,

por exemplo.
O estudo da possibilidade de realizar anélises de placas com espessuras variaveis.

A extensao da formulacio para para placas espessas, considerando as teorias de Reissner

e Mindlin.
A extensdo da implementacao dos elementos quadraticos para a formulagao dinamica.

A solucdo do problema de convergéncia em problemas dinamicos nos casos onde ha
inércia de rotacao. Duas possiveis solucdes apontadas sao: (a) usar o ponto de colocagao
fora do dominio e eliminando a segunda equacao integral de contorno e (b) buscar outras

solucoes fundamentais que levem em conta os termos de inércia de rotagao.
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e A inclusao dos efeitos de amortecimento nas analises dinamicas.

e A implementacao da formulacao transiente.
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Apéndice A

Relacoes entre os sistemas de
coordenadas cartesiano e polar

Nesta Secao sdo apresentadas algumas relacdes entre os sistemas de coordenadas carte-

siano e polar as quais sdo usadas na dedugio de vérias equacdes apresentadas nesta tese.
yi

- P(y)

Figura A.1: Sistema de coordenadas.

cosf = — — x =rcoséb, (A.1)
Y )
senfl = = — y = rsen. (A2)
tanf = £ — @ = arctan g_. (A.3)
T %
P =g+ 9, (A4)



ar 0

5 A 2\ ~3 T x
2 2\2 2 2 z o
—==—\r+y ) ==(z°+y 2= ——— = = (A.5)
dr Oz ( ) 2 ( ) (22 + y2)?
Assim, se T = cosf,
or
— = cosb. A
o (A.6)
Da mesma forma é calculado g—;} obtendo-se como resultado Y = senf. Portanto
a.
é = senf, (A.7)
oo a Yy Yy d 1 OJu
— = — |arct - — — = U, — 3 = Al
9z~ oz {““’C o (rﬂ P W (48]
Entao
oo | Jd [y 1 %E:.: - yg—" 1 Yy
or 'a(;)=1+ﬁrx? ) 1+£ 22 (8]
1+ (%) 2 z2
Y y Y yl Y
e : _ = e M Z = senf. Al
= (1+ yi) = 3 et senfl (A.10)
Portanto
of senfl
L All
ox T ( )
% ¢ calculado da mesma forma, obtendo
08 1
—_— = %:—y———>g=c059, (}\12)
dy r T r
Portanto
g (A.13)
Ay r
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Apéndice B

Calculo das derivadas da solucao
fundamental isotrépica

B.1 Cilculo de 2%

A derivada segunda da solugdo fundamental w* em relagdo a z pode ser reescrita da

seguinte forma

Pw* 8 [ow* ,
0z? 0z \ Oz
Substituindo-se a solu¢do fundamental dada pela Equacao (4.23), ou seja,
e . e
}» = g ﬂ — ;
. 8D A7) 167D
na Equacgao (B.1), obtém-se
FPw 8 [8 ] r? i .
_— _— E e . B.Q
dr? Oz {3:3 [SﬁD i ISWD]} B2

Calculando-se inicialmente %‘}— pode-se escrever

dw* d 72 r2
—_—= n(r) — . (B.3
or Oz [STTD nr) ]G‘FD] (B-3)
Aplicando-se a propriedade distributiva na Equacdo (B.3) tem-se
ow* 0 r? 0 r2
= — n(r) | — — , B.4
ox oz (B?TDm(‘TJ) oz (167?[)) ' (B4
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e removendo-se as constantes da derivada,

ow* 1 9 ,, 1L @
oz ~ 8nDox (T f?n('r)) " 167D 0z

Derivando-se 7/n(r) em relagdo a = substituindo 2 por 72+ u?, conforme Equagio (A.4)

(B.3)

obtém-se

ow* 1 [61‘2 Tgafn(r)} 1 3(:1:2+-y2). (B.6)

B Bl TS | e

Prosseguindo com a derivada de #n(r) em relacdo a z e novamente substituindo 72 con-

forme Equacdo (A.4), chega-se a

ow" 1 [9(z?+y?) »10r 1 [8(z?) 87 5
dz 8D { Oz falg)br roz| 167D | 0z | oz J (B7)
Sendo ir? =7, g—; = cosf e agf) =0, tem-se
ow* 1 d(2?) 8 (y? .
== z g T =R 3 3 !
52 S:TFD{[ 5 -+ . n(r) + rcosf 167."D2$ (B.8)
Conforme Equacao (A.1), rcosf# = z, de onde vem que
ou* 1 T
= ——{2z¢ T} — —— :
Ox 87D 125¢nlr) +2} 87D [B:5)
sobre a qual aplicando-se a propriedade distributiva, resulta
ow*  2zfn(r) x T
gz ~ 8D < 8D 8D’ Ll
onde observa-se que as duas ultimas parcelas se anulam, de forma que
ow* n(
w' :rfn(r). (B.11)

oz 47D

Uma vez obtida a primeira derivada, pode-se calcular a segunda derivada da solucio

. N . 52q*
fundamental w* em relagdo a z, ou seja, da;’[z 3
8% w* o (ow*
it _ B | (B.12)
Ox? ozr \ Ox



Substituindo-se a Equacio (B.11) na Equacio (B.12), tem-se

Fw* 0 (xfn(r))

922 ~ 0z \ 4D B
Removendo-se a constante para fora da derivada. tem-se
o%w* 1 0
al,z 47TD 63‘3 [‘1 TE(T)] (B 14)
e tomando-se a derivada do produto,
O?w* I |éE.. . 0fn(r)
= — | —/ — . 15
0z?  4nD {31: L Oz (B12)
Se g—i =1 e derivando o /n(r), tem-se
P s In(r) + a,l o (B.16)
= n = ;
0z? 4nD J r oz '
ou, reescrevendo,
Fw* 1 z Or
— : ——. i
0z?  4wD [fn(r} 75 83:} (B.17)
Sendo ¥ = (% obtém-se finalmente
O*w* 1 or\?
= —— |én(r) -— i B.1
Ox? 47D fnfr) =+ (83:) } (B.18)

B.2 Cilculo de %2-

A segunda derivada da solucao fundamental w* em relacio a y ¢ calculada da mesma

forma que para x bastando fazer a troca de variaveis, de onde obtém-se

Aw* 1 or\’



¢ 82w*
B.3 Calculo de 970y

A segunda derivada da solucdo fundamental w* em relagao a r e y € calculada da seguinte

forma

A B.20
2oy B \oy ) Al

Conforme comentado no Apéndice B.2, pode-se fazer a troca de varidvel na Equacéo

(B.11), a qual substituida em (B.20) resulta em

e i3
0w _ 9 (ybn(r) | (B.21)
0x0y Oz \ 4nD
Tirando a constante para fora da derivada
2,,,% :
St 1 el pan
Ox0y 4nxD Oz .
e fazendo a derivada da multiplicacéo, tem-se
OPw* 1 (0y, , . 0Ofn(r)
— = —— | =——¥In(s : , B.23
Ozxdy 4xD (83: nri+y ox ( )
Uma vez que g?é = 0 e fazendo-se a derivada de ¢n(r), obtém-se
2 1
0xdy 4nDr oz
onde, substituindo r por /zZ + y?2
I
FPuw* 1 10 (2®+y?)? ;
= - B2
0xdy 4dnDr oz (B:28)
e resolvendo-se a derivada, tem-se,
0% w* I Ut s av-i _
=== (2" +¢y°) "2 B.26
O0x0y 4nDr2 (I Y ) v ( )
e reescrevendo.
o“w* Ty 5 o\~ _
= 2
dxdy 4w Dr ($ Ty ) (B.27)



resulta em

O*w* Ty
0xdy ~ 4mDr? (B.28)
e que ainda pode ser escrita em sua forma final
. 1 )
L) (B.29)
0z0y 4w D Oz Ay






Apéndice C
Calculo de @}

Uma forga @; aplicada numa dire¢do n qualquer é dada por

Qn = Qg cosa + @Qysena (C.1)

onde @ e @; sao dados pelas equacoes (4.18) e (4.19), respectivamente, nas quais o deslo-

camento w € conhecido e dado pela solucao fundamental w*. Portanto,

" o [Pw* OPur _
;= _D_&)E ( 572 dy? ) ' a2

Substituindo-se as equacdes (B.18) e (B.19) em (C.2), tem-se,

. o[ 1 or\’ 1
Qx_ ngﬂ {4_ Eﬂ() (a) :[ —i‘m

Colocando —D em evidéncia,

2 2
L = _'Dzl—rl_D {d—a- [fn(r) -+ (g;—) + In(r) + (%) } }., (C.4)

que pode ser simplificado para

2
G = _L {(i [zmm + (g;) + (%) ” (C.5)

Conforme equacdes (A.6) e (A.7), tem-se

Q: = _i {82 [26’?1( ) + cos® @ + sen 9}} (C.6)
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e como se sabe, cos®f + send = 1, entio,

ou

Da Equacado (A.5) tem-se que

de onde vem que

J 2 2
ox [2én{r)] rr  r?
que substituida em (C.8) resulta
) 1 2x
%=
Simplificando chega-se finalmente a
.__ Z
@ = 2nr2’

Procedimento idéntico é utilizado para calcular @7, através do qual obtém-se

¥

Q=-52

2rr?’

e substituindo-se (C.13) e (C.14) na Equagdo (C.1), tem-se

Q; S
= — —cosq —
" 2mr? 2mr?

sena,
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(C.11)

(C.12)

(C.13)

(C.14)



e colocando-se — 3z em evidéncia,

. 1 /z Y
L= ~5 (,:_ cosa + ;sena) ;

Conforme Equacgao (A.5)

z Ory Or

r 0r'r Oy

asslm, a expressao entre parénteses pode ser escrita da seguinte forma

or or
— cosa + —sena

ox dy
e pode se verificar facilmente que
or cos or con or Oz 2 ordy or
e +—senoy = — — + —— = —
or Oy drdn Oyon dn
e assim.
4 1 or
O = "%mron
onde, conforme a Figura C.1,
ar
— = cos 3.
By = €05
7h .
. Kl
! 7
‘u:e.. —~E
i <

Figura C.1: dr/dn = cos 5.

Portanto,
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(C.16)

(C.17)

(C.18)

(C.19)

(C.20)

(C.21)
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Apéndice D

Deducao das solucoes fundamentais
isotropicas de forca cortante
equivalente e momento

D.1 Deducao de V;’

A solucao fundamental V', é dada por

OM?,
;'-* ey -)t —-i—- nt ; :
V. Qr, 5 (D.1)
sendo
" 1 ; .
Q;, = ———cosf (D.2)
O :
onde cos 3 = % e
oM, 1—v 1 cos 3 !
o= s20 | = — ' D.3)
at 47 oS4 (R T ) \ :

onde v € a razao de Poisson e R é ¢ raio de curvatura do contorno no ponto P. Portanto,

: 1 1= T Gee |
W e GO Bt 2 cos28 (ﬁ .. u) : (D.4)

wr W

p
e aplicando a propriedade distributiva, tem-se
1 (1—-v)cos28 (1—v)cos2@3cosf

Vie ——— g+
n 27rr ces 47 R 47y
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onde, colocando-se - em evidéncia,

e L [(1 —v)cos28  2cosf  (1-— u)cosQﬁcosH} . (D.6)

" 4 R T T

Da trigonometria sabe-se que cos23 = cos® § — sen?3, que substituido em V. resulta

so_ 1 [(1=v)cos28 2cosB (1 —wv)(cos? B —sen?8)cos 3
Vi=— - - - ; (D.7)
4m R r r ’
e aplicando-se a propriedade distributiva pode-se escrever
Ve = (1 —v)cos28 5 1] 2cosB  (1-v)(cos® B —sen’B)cos | (D5)
AR 4 T r
onde, colocando-se em evidéncia 59:2—5 da segunda parcela,
s £ 8 s [—2 —(1-v) (0052 B— sengﬁ)] + —— cos 28, (D.9)
” drr ' ' ' 47 R ' '
e, sendo sen®3 + cos® 3 = 1, vale escrever cos® 5 = 1 — sen?8, entdo
Ve — cos § [—.‘2 +(r—-1) (1 — sen? — senzﬁ)] + L cos 23, (D.10)
dmr ‘ iR :
de forma que
V= i B [(U -1) (1 - 2sen25) - '2] 4 ek cos 2[3. (D.11)
" d7r ' 47 R '
Aplicando-se a propriedade distributiva em (v — 1),
| e ikl [ 1 — 2usen?( + 2sen®( 2] y L cos 23 (D.12)
= — 1 —Zvsen™ + — & T 1 .
% arr ' 47 R
e colocando-se 2sen“ em evidéncia e fazendo as somas possiveis chega-se a
., cospj 2 1—v
V= [2sen B(-v+1)+v— ’S] + cos 2. (D.13)
* T dr R

Reescrevendo a expressao acima, chega-se a V)" conforme apresentado por Paiva (1987)

Vn*:cosﬁ{u+25en2:3(l—y)r3}+ —
4or L

v
Py cos 20. (D.14)
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D.2 Deducao de M}

A solugdo fundamental M é dada por

M = M} cos’a + M;sen*a + 2M;, sena cos a, (D.15)
sendo que M7, My e M7, sdo dados pelas equagdes (4.11), (4.12) e (4.13) nas quais o desloca-
mento w ¢ conhecido e dado pela solugéo fundamental w*. Portanto, substituindo a;;;: 3;:“
e a;;x;"_ mostradas nos Apéndices B, B.2 e B.3, nas equagdes (4.11), (4.12) e (4.13), tem-se

or\’ or\ >
M. =-D {Z:_ {fn(r} + (_(:g) J + VF-.le {f?n(r) 4 (%) } } (D.16)

e
1 ar\? 1 or\’
_-"l/]* = — —_— ¢ — e . - s . v ="
" D{él?rD En(r)+(ay)]+u4ﬁD fn(?)-i-(ax)]} (D.17)
Colocando-se -5 em evidéncia e fazendo-se a distributiva de v da segunda parcela,
2 2
M= [E’n(r) + (%) ven(r) + v (g—;) ] (D.18)
e
" 1 or\’ or\?
e colocando-se /n(r) em evidéncia,
1 ar\? or\> ;
M:=——|¢ + - — D.2
M o !Bn(r)(l v) + (6:) +v (ay) ] (D.20)
e
7 1| F XA T R %EJF By (D.21
My =—7 n(r)(l+ v) 3y z Iz , 21)
da mesma forma.
; 1 Oror
MY = — e gt BT 29
M;, D(l-v 1D 82y’ (D.22)

Pk
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ou

l—uﬁ"_ar —_—
A 9z By’ \D.23)

substituindo-se M7, My e M;, na Equagio (D.15) tem-se

M}, =

1 ar\> Al
- — |n(r)(1+v) + (—) +v (—) sen’a + (D.24)

21—1/3?‘5?"

— —sena cos a,
47 Or dy

e colocando-se —3’— em evidéncia e expandindo, tem-se

T

\ 2
or

2
I Lt ' 2 or 2 or 2
M, = v [fn(r)(l—i—u)cos a + (83:) cos” v 4 y(@y) cos” o +

o a . fOr\" o ar\’ 2 .
+ fn(r) (1 +v)sena + (3_3;) sen“a + v (Q) sen“a + (D.25)

+ 2(1-v) gtgsenacosa]

Oz Jy

na qual, aplicando-se a propriedade distributiva sobre (1 — v) da ultima parcela da Equagio

(D.25), tem-se

M ) én(r) (1 + v) cos® a + e 2c a4 v £ 2cosga'
My = — — |& + = 08" o — +
a i S ( cos” a 3z By
or\~ ar\’
i Bl | OF 2 e 2
+ {n(r) (1 +v)sen“a + (8y) sen“a + v (_6‘3:) sen“a + (D.26)
+ 2 i 2v X end cos
— SO — 2V — 8 sal .
o 8ysena COS & o ay:;
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Colocando-se em evidéncia £n(r)(1 + v) e agrupando os valores semelhantes,

1 2
M= - i {En(r) (1+v) (coszaf - sen‘a) +
BIEAS or or or\’
- {(5) cos® o + QG_I@SEM cos o + (6_3;) sen’a| + (D.27)

4 v @. 200"2 —').QJ:& 6?” 2~ 2
T ay ST -8$aysenafcosa+ % Sen” o :

Aplicando-se as rela¢ées fundamentais da trigonometria, e a propriedade dos produtos
notaveis na expressao contida no primeiro par de colchetes, M} pode ser escrito da seguinte

forma

2

1 2
M = i {fn(r) (1+v)+ (2—; cos o + g—;sena) o
(D.28)
+ v gi zcos2 a— QQ@senacosaf + o i)senzar
oy) Oz Oy oz '
Pode-se verificar facilmente que
or or Ordz Ordy Or
i i - et e T e 2
Bz s Ay SN = Bz on - dyon In (D-29)
e, portanto,
o 1 . (o)
M;,= - P {t?n(r} (1+v)+ L-é;) +
(D.30)

+ v —6i ?cosza~9g@sen cos & + @ 2senzo:
' dy) = “0z by = or '

) 2 fanN2 ; R .
Somando e subtraindo (2£) sen2a e (Z£) cos?a em (D.30). M* nio se altera, assim,
dy oz / n :
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1 . ar\?
M = — — ! fnir + ) s .
I; = {fnmu v) (Bn) .
ar\® or or ar\®
— ] ¢ —2—— osa+ | — | sen’a+ :
+ V{(@y) cos” 8xaysenofwsa+(a$) sen-o (D.31)

or gsengo-— i 2sen?cwr or 2c052 o 2 " o
ay ay 83: O 31‘ Cos ¢ y

Aplicando produtos notdvels aos termos negativos da expressio entre colchetes e colo-

2 9 _ )
cando em evidéncia (%) e (ge;) nos demais termos, obtém-se

M? = b Leia o) 6T2+
;n——E n(f}(-ﬁU'FEE

- (ﬁ cos a + isenoz) (D.32)

s ol ]

2 5 2
e ( ) (c052&+sen2a)+ (%) (cosga+sen2 )}}

Lembrando mais uma vez que cos® a + sen’a = 1, portanto,

oz Ay

| p— |

S|P

. 11, or\’
M:= - s {fﬂ(’r) (14+v)+ (%) +
(D.33)
o '6rsena 2+ @24- 6—T2
+ v |- E}Ecosa+6y Flar) *\5s .
Agora, usando as equagoes (A.6) e (A.7) do Apéndice A, tem-se que
ar 2 i Q—COSQQ—I-SEIIQLI:I (D.34)
oy) " \oz) ' )

entao
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1 . Or * or or P
M =—— - — | +v|—|—c¢c - -
/i i {En(r) (1+v)+ (an) v [ (8$ cosa + 8ysena) : 1} } ) (D.35)

Aplicando a mesma relagéo apresentada na Equagao (D.29), e multiplicando-se cada termo

dentro do colchete por v, M, pode ser simplificado para

1 ‘ Lo\t (o)’
M = —-—— Sl P i - ao
4, " {fn[rJ (1) (6-:;) v (371) - v}, (D.36)

2
e colocando-se o termo (%) em evidéncia, tem-se, finalmente,

L1 ‘ Y _
M = m {Eﬂ(r}(l—I-v,}T(aﬂ) (1 U.}+V}. (D.37)
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Apéndice E

Derivadas de R; e S;

E.1 Derivadas primeiras de R,

OR; 7 : r? 2 ' -
— =  2r(cosf + d;senf) {log [% ((cosf + d;sendl)” + efsenzﬁ)} — 2} -
dr a<
e,sent .
dre:senfarctan — 500 E.1
re,senf arctan o050 + dsend (E.1)
QR‘ = 9r [d, (cosf + d,senfl) — efsené‘} 575
9y

e . 12 2.9
P . +d, + e’ “@ = s
{log Lz ((cos @ + disenf)” + e;sen ﬂ 2}

e;senf
4re, (cos f + 2d;senfl) arctan -

_ E.2
cos  + d;sené &3
E.2 Derivadas segundas de R,
&*R, r? g )
T 2log {_9”,5 [(COS 0 + d;senf)” + efsen‘*@}} . (E.3)
8RR, =  2d;log —2 [(cos 6+ oflsenﬁ)2 + e?sengé‘] -
dzrdy a? ‘
e;senf :
; Are —_— 4)
4e, arctan onf L deh (E.4)
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2
= 2(d- e;) log {;—2 [(cos 8 + d,send)? + efsenﬁej} -

Oy?
8d;e, arctan —-———~—ef5€n9 (E.5)
g cos @ + d;senf’ “
E.3 Derivadas terceiras de R,
9*R, B _ 4 (cos @ + d;senf)) (E.6)
oz? r [(cosﬁ + d;send)? + efsengﬁ] ‘ o
R, 4|d;(cosf + d;senf) + e?send] (E7)
ar*dy [(cos 0 + d;senf)? + efsenzﬁ} . )
PR, 4[(d? —e€?)cosh + (d + €?) d,send] (E$)
dzdy® r [(COSQ + d;senfl)® + e?sen%’] ' '
&R, 4[d; (d? — 3¢?) cos @ + (d? — e?) send] (E.9)
oyd r [(cos 0 + d,senf)? + efsenf“t?J ' o
E.4 Derivadas quartas de R,
&R, 4 [(cos 0 + d,senf)’ — efsenzﬂ] (E.10)
oz' r2 [(cos&‘ + d;senf)? + efsengé‘r,
'R, 4 d;
orddy  r2 (cos B + dssend)” + e2sen2#
(E.11)

2e2senf cos
2 1
[(cos 6 + d,senf)* + e?senzﬁ]
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R, . 4 (d? +¢?)
ox20y* 72 [(cos{? + dzsenﬁ)2 - efsenzf?]

2¢2 cos? 6
5 . 2 1 {E 12)
[(cos(i + d;senf)” + efsengﬁ}
R, _ 4 _ d; (d? + €?) _
dzdy? r? [(COS 0 + d,senf)” + efsenzﬁ}
2e? cos 6 (2d, 0059—1-2(51!? +efjse;19) 7 (E.13)
[(cos 6 + d;senf)” + efsenzf)]
R 4 { (d! —€e}) B
oy 2 (cos @ + d;senfl)* + e2sen2d
2¢2 cos 8 [(3d? — €2) cos O + 2d; (df + €f) sent] (B14
- , s, T ; (E.14)
[Lcosﬁ + d;senfl)” + e;sen 9}
E.5 Derivadas primeiras de S5,
9¢. 2
% = re;send {Iog [% ((cos g+ aLﬁf:né')2 + efsengé‘)} - 2} +
, e;send _
2r (cos 8 + d;senf) arctan m, (E.15)
%‘% =  re, (cosf + 2d;senf)) {log E; ((cosfi + d;senf)” + efsenzﬁ)} — 2} +
y 2
' 2 e,senfl
2r [dz (cos @ + d;senfl) — €; senﬂ] arctan ————-——5 PP (E.16)
E.6 Derivadas segundas de S,
82 8; e;senf! -
Gre) = 2 arctan m (El;)
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625" 'i""2
2 C ] l — g - \2_!_ 2 2
820y e og;{a2 [Lcosﬁ +d;senfl)” + e;sen 9]} +

e;senfl

2d, arctan —————
' cos @ + d,senf!

2

6231
oy?

= 2d,e;log { i

= [(cos 0 + d;senf)® + efsenzﬂ} } +

e;send

2 (& — €?) arctan — 0
( g ei) retan cos # + d;senf)

E.7 Derivadas terceiras de S,

38, o Je,;senf
Ox? r [(cos f + d;senf)” + efsenzf}] ‘
S 2e; cos 6
0z20y r [(cos 6 + d;senf)® + efsenzl?] .'
S, 2e;[2d,(cosf + d;senf) — (d — €?) senb)
0x0y? r [(cos 0 + d;senf)” + e?senzl‘?] '
%S;  2¢,[(3d? — €?) cos§ + 2d, (d? + €7) send]
oy* F ({:cosf) + d;senf)® + efsenzﬁ} _

E.8 Derivadas quartas de S,

01S; - 4e;senf (cos f + d;send)

. 3
dz* 72 [(cos @ + d,senf)* + efsen'-fﬂ}

(E.18)

(E.19)

(E.20)

(E.21)

(E.23)

(E.24)



'S _ 2e { 1
Ox30y  r? (cosf + a"l-senﬁ)2 + e?senf
2cosf (cos B + d,senf)
[(cosﬁ + d;senf)® + efsenzér 1

9'S, _ 4deicosf[d; (cosb + d;senf) + eZsen theta]
0r20y?

_ (E.26)
e [(cos 0+ d,sen@) + e sen29]

0'S, _ 2 { (df + ) .
Oxoy? r? (cos @ + d,-senﬂ)2 + e?sen?f '

2(d; + €7) cos b (cos 0 + d;senf) — 4e? cos? (E.27)
[(cos 0 + d;senf)’ + e senzﬂ} ’

d; (df + €f)
(cosf + d,send)” + e2sen?d

cosf [d; (d® — 3e? )0058+(d —ef‘)senﬂ]}

846} . 461' {

(E.28)
[(cosfi + d,send)® + eZsen2fl
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