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Resumo

Este trabalho desenvolve uma metodologia para a sintese
de func¢des de influéncia e Green para solos viscoelisticos linea
res que apresentam estratificagdes horizontais. A finalidade deste
€ viabilizar a andlise do problema da interagdo dindmica solo-
estrutura. Estas fun¢des sdo obtidas para as fontes na superficie
€ no interior dos solos. Os problemas s3o formulados para o estado
plano de deformagdo e no dominio da frequéncia. Partindo-se das
fungdes de influéncia ou Green sintetizadas, desenvolvem-se duas
metodologias para tratar estruturas de fundag¢des parcial- ou
totalmente engastadas nos solos. A primeira utiliza as fungdes de
influéncia sintetizadas com fontes na superficie do semi-espago
viscoeldstico e possibilita a andlise de estruturas parcialmente
engastadas. A segunda metodologia baseia-se em fungdes de influén
cia com fontes no interior do solo e permite a andlise de
estruturas totalmente engastadas ou mesmo situadas no interior do
dominio considerado. Comparac¢cdes com respeito ao esforgco de
discretizagdo, ao tempo de processamento e a capacidade de armaze
namento entre a presente metodologia e a versdo direta do chamado

Método dos Elementos de Contorno sdo discutidas.



Abstract

This dissertation presents a methodology to synthesize
influence or Green’s functions for linear viscoelastic
horizontally stratified soil profiles. These functions are applied
to describe the 1linear dynamic soil-structure interaction
phenomena. Influence functions for sources at the soil surface or
buried at the domain are considered. Throughout this work a state
of plane strain and stationary behaviour is assumed. The
synthesized functions are used together with two substructure
methodologies to model the dynamic behaviour of partially embedded
and buried structures. The first methodology, called the
Substructure Deletion Method, applies surface influence functions
and allows the description of partial embedment. The second
methodology based on functions with buried sources allow the
analysis of totally embedded or buried structures. The present
methodologies are compared with an implementation on the direct
version of the Boundary Element Method. Comparisons include

discretization effort, memory requirements and processing time.



Introdugao

Os problemas relacionados com a interagdo dinamica solo-
estrutura (Dynamic Soil-Structure Interaction; D.S.S.I.), vém
constituindo-se ao longo dos anos numa importante area da pesquisa
técnica e cientifica. Dentre alguns de seus objetivos destacam-se
o desenvolvimento de projetos de estruturas em contato com o solo
e sujeitas a excitagdes externas como: terremotos, ondas mariti
mas, forcas edlicas ou vibragdes de maquinas. As vibragdes
provocadas por um determinado mecanismo podem ocasionar disturbios
operacionais em outras mdquinas, bem como perturbar o trabalho de
pessoas que localizam-se prdéximas a estes mecanismos. Assim faz-se
necessdrio uma anidlise detalhada do fendmeno de vibrag¢des a fim de
atenud-las, ou mesmo elimina-las.

Os primeiros estudos visando a compreensdo do problema
da D.S.S.I. caracterizaram-se por metodologias experimentails que
nem sempre estavam em concorddncia com a realidade, bem como
deixavam a desejar no que diz respeito a uma formulagdo tedrica
mais abrangente. Todavia, nas ultimas décadas uma série de metodo
logias experimentais, analiticas e numéricas tém contribuido
consideravelmente para a determinagdo da resposta completa ao
problema de fundagdes dinamicamente excitadas sobre a superficie
ou engastadas no solo.

Barkan [08], através de técnicas experimentais, desenvol
veu varias tabelas e férmulas empiricas que estimam com uma boa
precisdo os coeficientes ligados ao problema da dindmica de funda
cdes para cada modo possivel de vibragdo (translacional e
rotacional) . Entretanto seu modelo fornece informagdes razoaveis,
quanto a resposta da fundagdo, apenas sob a agdo de baixas fre
quéncias (caso quase estdtico). Além disso, como nenhum
amortecimento de radiacdo é incluido em seu modelo, as amplitudes
do movimento em frequéncias prdéximas & ressondncia ndo sdo estima
das realisticamente.

A analise da dindmica de fundagdes interagindo com o
solo apresenta um significativo avango e um grande embasamento

tedérico a partir da associagdo do problema ao fenbmeno de



propagagdo de ondas.

Quando deseja-se analisar teoricamente o problema da
D.S.S.I. surge imediatamente a questdo do modeloc matemdtico para
reproduzir o comportamento dindmico dos solos. A dinémica dos
solos é relativamente complexa e envolve processos de propagagao
de perturbacdes em forma de onda. Um dos fendmenos mais
caracteristicos da dindmica dos solos é a retirada de energia em
forma de ondas que se propagam indefinidamente, a partir de uma
fonte; sem sofrerem reflexdo. Isto implica que nos solos ocorrem
pelo menos dois tipos de fendmenos dissipativos. De fato, por um
lado a energia é dissipada em termos de ondas que se propagam pelo
meio, o chamado amortecimento geométrico, por outro a energia &
dissipada por meio dos mecanismos de atrito interno, amortecimento
interno ou material.

Consequentemente, qualquer modelo matemdtico para o solo
que pretenda ter um certo grau de compromisso com a realidade
necessita incluir estes efeitos dissipativos, bem como a dependén
cia das propriedades eldsticas e inerciais em relagdo as variaveis
que regem os processos de propagagdo de perturba¢des através dos
mesmos. Assim, a determinacdo de modelos matemdticos que visam dar
uma compreensdoc dos fendmenos de propagagdo de perturbag¢des em
meios eldsticos ou viscoeldsticos e que tentam, de algum modo,
simular o solo tem despertado o interésse de um grande numero de
pesquisadores.

O trabalho pioneiro de Lord Rayleigh [72] mostrou que
além das clé&ssicas ondas de corpo, dilatagdo e cisalhamento, que
se propagam em um meio eldstico ilimitado, existem ondas que se
propagam perto das superficies externas do meio. Estas ondas sdo
hoje conhecidas como ondas de Rayleigh ou ondas de superficie. Em
1904 Lamb [46] resolveu o problema de uma forga concentrada, um
delta de Dirac, posicionado na superficie e no interior do solo;
este modelado como um semi-espago eldstico. Lamb [46] mostrou que
2 uma razoadvel distidncia da fonte de excitagdo prevaleciam as
ondas de Rayleigh.

Apds os estudos realizados por Lamb foram desenvolvidas

ao longo dos anos varias contribuig¢des para o tratamento do pro



blema de deslocamentos e tensdes =sultante da aplicagdo de um
dado carregamento num semi-espag¢o e.astico.

Reissner [73] apresentou em 1936 o que é considerado a
primeira aplicagdo do problema da interacdo dinamica solo-estrutu
ra na engenharia. Seu artigo sobre a resposta de um disco cilindri
co sem rigidez e verticalmente carregado sobre um semi-espago
elastico marcou o inicio da moderna dindmica dos solos. A teoria
de Reissner propiciou uma grande contribuicio a modelagem destes
problemas pois revelou a existéncia do amortecimento de radiacgdo
proveniente da propagagdo de ondas ndo refletidas. Em seus
estudos, Reissner concluiu que ondas de tensio sio geradas na
superficie de contato entre o solo e a fundagdo. Estas ondas
propagam-se tanto em forma de ondas de superficie como em ondas de
corpo [45]. O tratamento de Reisner & essencialmente a solugdo de
um Problema de Valor de Contorno em Tensdes (P.V.C.T.) da elasto
dindmica.

Utilizando um método conhecido como o método da matriz
de transferéncia, Thomson [78] analisou o problema elastodinidmico
da transmissdo de ondas planas num meio el&stico estratificado.

Ultimo constituido de um nimero arbitririo de placas finas, para
. :las e com propriedades materiais distintas.

Os movimentos na superficie e no interior de um semi-
espaco elastico e uniforme, produzidos pela aplicagdo de uma carga
lmpulsiva com variagdo no tempo dada pela fungdo de Heaviside foi
também investigado por Pekeris [65,66]. Pekeris analisou o efeito
de uma carga concentrada, localizada no interior do semi-espacgo;
a uma dada profundidade da superficie. Os deslocamentos foram obti
dos por meio de solug¢des tentativa e da colocagdo de condicdes de
contorno nas equagdes transformadas de Navier. Como os deslocamen
tos, que descrevem a solugdo do problema, sdo dados em termos de
integrais indefinidas e a andlise é feita no meio eldstico & neces
sario o tratamento dos integrandos através de transformagdes para
© plano complexo, evitando-se possiveis pdélos e tratando as
ramificacgdes.

As solugbes para os problemas da D.S.S.I. tornaram-se

mais rigorosas a partir do momento que associou-se o fendmeno de



vibracdes do sistema solo-fundagdo como um Problema de Valor de
Contorno Misto (P.V.C.M.) da elastodindmica. Nos problemas de
valores de contorno misto prescreve-se em parte da superficie do
semi-espaco um campo de deslocamentos compativel com a fundagédo
ali assentada, na parte complementar da superficie sdo prescritas
forcas de superficie nulas.

Awojobi e Grootenhuis [07] analisaram todos os possiveis
modos de oscilagdo de um corpo rigido circular e retangular
bidimensional (infinitamente longo) sobre a superficie de um semi-
espago. Os autores acima representaram o problema de valor de
contorno misto por meio de integrais semi-infinitas.

Lysmer [51] modelou o problema da interagdo dindmica
solo-estrutura tentando obter. . uma analogia com o sistema massa-
mola-amortecedor. Discretizando a superficie de contato por meio
de anéis concéntricos de tensdo vertical e uniforme, Lysmer obteve
uma solucdo para o caso da vibragdo vertical axi-simétrica de uma
fundacdo circular rigida sob um semi-espago. Uma aproximagdo
similar para o problema de fundagdes verticalmente carregadas foi
ainda elaborado por Elorduy, Nieto e Szekely [27]. Os trabalhos de
Lysmer [51] e Elorduy, Nieto e Szekely aproximam a solugdo de um
P.V.C.M. através da superposigdo de um P.V.C.T. acrescidos de
equacdes de compatibilidade cinematica e equilibrio de esforgos.

Nas Gltimas décadas, o desenvolvimento de poderosos equil
pamentos computacionais viabilizou a andlise dos problemas da
interacdo dindmica solo-estrutura através de métodos numéricos.
O Método dos Elementos Finitos (M.E.F.) também foi utilizado para
modelar fendmenos da D.S.S.I. A maior limitagdo da aplicagdo do
M.E.F. & a incapacidade deste em reproduzir o amortecimento geomé
trico, uma vez que suas malhas sdo necessariamente limitadas e
induzem algum tipo de reflexdo de ondas [38,48,54]. Os pesquisado
res do M.E.F. tem tentado eliminar esta limitagdo através do
desenvolvimento de elementos "infinitos" [10,17] ou pela inclusdo
de fronteiras absorventes [15,74,77]. Os resultados obtidos até o
presente momento ndo sdo completamente satisfatdrios.

A partir do final da década de 70, com o trabalho de

Dominguez [24], o chamado Método dos Elementos de Contorno



(M.E.C.) foi pela primeira vez aplicado i problemas da D.S.S.I.
Desde entdoc, inlmeras formulacgdes e aplicagdes (01,13,14,26,39,53,
67] mostraram que o M.E.C. é muito eficiente para problemas
exteriores, de dominios ilimitados, pois modela com naturalidade o
chamado amortecimento geométrico ou a chamada condigdao de
radiagdo. O Método dos Elementos de Contorno consiste basicamente
na transformagdo da equagdo diferencial, que governa o problema e
€ definida em todo seu dominio, em uma equagdo integral definida
no contorno. Para a resolugdo numérica dos problemas & necessirio
© uso de fungdes ponderadoras denominadas solugdes fundamentais
[09,13] . A solugdo da equacgdo integral & aproximada discretizando-
se o contorno do dominio e assumindo-se uma variagdo conhecida
das incégnitas ao longo do mesmo (constante, linear, quadréatico)
(13,14].

Para tratar os problemas da interacdo dinadmica solo-
estrutura em dominios ilimitados a utilizacdo de solugdes funda
mentais exige a criacdo artificial de contornos gue teoricamente
devem estender-se ao infinito [09,53]. Na pratica é necesséario
determinar um modo adequado de truncar este contorno artificial
criado. Como solugdo alternativa para o problema, faz-se o uso das
chamadas fungSes de Green pois estas exigem apenas a discretizacado
da superficie de contato das estruturas com o solo. Todavia, o
pregco a ser pago com o uso das fungdes de Green é a necessidade de
um trabalho analitico mais complexo, trabalho este que tem sido
objeto de estudo de um grande numero de pesquisadores.

Uma andlise significativa na busca de funcdes de Green
para o problema da elastodindmica foi realizada por Lane R.
Johnson [41]. Em seu trabalho a autora descreve a solucio completa
tridimensional para a equagdo da elastodindmica, num semi-espaco
elastico, devido a uma perturbacdo inicial caracterizada pela
aplicagdo de um delta de Dirac no dominio eldstico. Johnson resol
ve o problema inicialmente no dominio transformado de Laplace. O
posterior retorno ao dominic do tempo é realizado através do
método de Cagniard-de-Hoop.

Utilizando as fungbes de Green sintetizadas por Johnson,

ao invés das tradicionais solug¢des fundamentais, Triantafyllidis



[79] resolve o problema da elastodinimica através do Método das
Equag¢des Integrais de Contorno. Triantafyllidis faz a aplicagdo de
sua metodologia num semi-espag¢o tridimensional, para o caso de uma
fundagdo sobre a superficie do dominio elédstico e submetida a uma
carga vertical caracterizada por um impulso.

Gazetas e Roesset [35] apresentaram um estudo sobre as
vibragdes verticais de uma fundag¢do rigida apoiada na superficie
de um solo estratificado, com camadas horizontais, sobre um semi-
espaco eldstico. O problema elastodin@mico é estudado através de
um método semi-analitico e o algoritmo da FFT, determinando assim
a chamada matriz de flexibilidade do sistema solo-fundag3o. O
estudo analitico é baseado na solugdoc direta das equacdes de ondas
em termos de deslocamentos e da colocagdao adequada de condicgdes
fisicas que acompanham o problema, estas representadas no modelo
pelas condigdes de contorno na superficie e nas interfaces das
camadas.

Através de uma ligeira modificag¢doc no método da matriz
de transferéncia de Haskell-Thomson, Kausel e Roesset [42] deter
minaram uma nova metodologia, ligada as matrizes de rigidez de
camadas, para estudar o problema da excita¢do interna num semi-
espa¢o eldstico estratificado. Neste método obtém-se uma matriz de
rigidez de camadas com algumas vantagens em relagdo as matrizes de
rigidez usuais como: simetria, fécil adaptagdo a andlise de
miltiplos dominios, bem como a implementagdo de técnicas de subes
truturagao.

Luco e Apsel [50] e posteriormente Apsel e Luco [05]
desenvolveram também um trabalho referente a sintese de fungdes de
Green para o problema da elastodinamica em dominios estratifica
dos. A formulacdo deste método é feita inicialmente no dominio da
frequéncia e €& baseada na representagdo da resposta completa do
problema em termos de integrais semi-infinitas com respeito ao
nimero de onda, apds uma expansdo numa série de Fourier em relagdo
ao azimute. Os integrandos para cada numero de onda e frequéncia
sdo determinados por meio de uma fatoragdo nos termos dos
coeficientes generalizados de transmissdo e reflexdo, os quais sdo

calculados através de um esquema iterativo. Resultados no dominio



do tempo podem ser conseguidos, nesta técnica, por meio de uma
sintese de Fourier sobre o espectro da frequéncia.

Recentemente, Wang e Rajapakse [80] elaboraram uma técni
ca ligada ao método de funcdes de Green para calcular os
deslocamentos e as tensdes num semi-espago eldstico com camadas
horizontais e sujeito a excitagdes harménicas no tempo. As
matrizes de rigidez das camadas, que descrevem a relagdo entre Os
deslocamentos e as tensdes na parte superior e inferior de cada
camada no dominio da transformada de Hankel, sd3o conseguidas
explicitamente através de uma solucdo analitica para deformagoes
axi-simétricas no meio eldstico, homogéneo e isotrdpico. AS
fungdes de Green, para OS deslocamentos e tensdes no semi-espago
com camadas, sio obtidas pela transformacgdo inversa das integrais
de Hankel. Apenas tCermos exponenciais negativos nos pardmetros da
rransformada de Hankel aparecem na matriz de rigidez de camadas,
garantindo assim a estabilidade numérica da solugdo na equagdo de
rigidez global.

No tratamento dos problemas da D.S.S.I. a maioria dos
autores considera o solo um meio elastico. Quando deseja-se repre
sentar seus efeitos viscoeldsticos deve-se alterar as equagdes
constitutivas eldsticas, que definem O meio, para equagles
constitutivas viscoeldsticas tentando de algum modo simular seus
efeitos dissipativos [53]. O principioc da correspondéncia entre
solucdes eldsticas e viscoeldsticas [37] garante gue no dominio
transformado (dominio da transformada de Fourier ou Laplace) a
solucdo viscoeldstica é obtida pela troca das constantes eldsticas
(E,G,A,UL) por suas correspondentes viscoeldsticas complexas (Ez
G‘,A‘,uw na solugdo analitica original. No chamado dominio da
frequéncia é possivel obter-se a solug¢do fundamental para a visco
elastodindmica pela simples aplicagdo do principio da correspondén
cia. Uma solucdo fundamental para viscoelastodindmica no dominio
do tempo reguer a avaliacdo da transformada de Fourier inversa.
Esta tarefa ainda estd por ser feita. Alguns autores, entretanto,
vém trabalhando na busca de fungdes de influéncia, ou mesmo
solugdes fundamentais, para dominios viscoelédsticos no dominio da

frequéncia. Gaul [31] e Mesquita [56] sintetizaram fungdes de



influéncia, para a dindmica de fundagdes, num semi-espaco
viscoeldstico bi- e tridimensional. A técnica baseia-se na substi
tuigdo de solugdes tentativa nas equacdes de ondas, que surgem da
modificagdo da equagdo de Navier no dominio da frequéncia, com
auxilio da decomposigdo de Helmholtz [75].

Um pré-requisito da analise da intera¢do dindmica de
fundagdes rigidas e com propriedades inerciais ndo-nulas com os
solos é a sintese das chamadas matrizes de flexibilidade dinémica
H‘{w), ou rigidez dinémica K (w), para funda¢des sem massa [31]. A
figura 1 ilustra um sistema solo-fundagdo-maquina com geometria e
propriedades idénticas ao sistema solo-fundagdo, exceto que a
massa da fundag¢do neste Gltimo é considerada nula.

Uma vez determinada a. resposta harmdnica do sistema com
a fundagdo sem massa, a resposta do estado estaciondario de uma
fundagdo com massa, ou de qualquer estrutura suportada sobre ela,
pode ser calculada. Além disso, a resposta transiente a uma forga
ndo-harmbénica provocada por um dado mecanismo pode também ser

obtida com o auxilioc da analise de Fourier [31].

Figura 1. Sistemas solo-fundagdo-maquina e solo-fundagédo.

Embora existam metodologias para sintese de fungdes de
Green para diversos problemas da D.S.S.I. [35,41,42,50,65,71,78] a
implentagdo das mesmas é praticamente impossivel, a menos que todo
o formidavel trabalho analitico/numérico a elas associado seja

refeito.



Em sua tese de doutorado Mesquita [56] sintetizou
matrizes de influéncia dindmica para fundacdes bi- e trldlmen51o
nais assentadas na superficie de um semi- €spago viscoeldstico, no
dominio da frequéncia. Este trabalho [SE], por sua vez, ja era uma
extensdo do trabalho de livre docéncia de Gaul £32] .

Com a intengdc de contribuir nos estudos da andlise dinad
mica de fundag¢des e/ou estruturas, em contato com o solo, este
trabalho tem como objetivo o desenvolvimento de fun¢des de influén
cia ou Green, para sintetizar matrizes de flexibilidade din&mica
para o problema da viscoelastodindmica bidimensional no dominio da
frequéncia. O presente trabalho traz duas contribuicdes significa
tivas para a modelagem da D.S.S.I. quando comparado & [56]. A
primeira contribui¢do diz respeito a uma modelagem mais realista
dos solos pela inclusdo de camadas ou estratifica¢des horizontais.
A segunda, e talvez mais importante, é a formulacdo e implementg
¢do de duas metodologias que permitem o tratamento de fundacdes
parcial- ou totalmente engastadas nos solos.

Em sintese, a andlise dindmica do sistema solo-fundacio,
através de fungdes de influéncia, compSe-se da solucdo de um
problema de valor de contorno em tensdes. Visando aproximar o
problema de valor de contorno criado, o presente método faz a
superposicdo das fung¢des de influéncia em segmentos discretizados
da interface solo-funda¢do, chegando-se assim ao chamado Método da
Superposigao (M.S.).

No capitulo 1 desta dissertacdo destacam-se as equagdes
viscoelasticas bem como a caracterizagdo do solo através de suas
constantes complexas. A seguir, no capitulo 2, pela decomposicio
de Helmholtz, procura-se escrever a equacdo de Navier como equa
¢Oes desacopladas de ondas (longitudinal e transversal). Obtém-se
assim, por meio de solug¢des tentativa, as expressdes para O campo
de deslocamentos e tensdes. Através das condig¢des de contorno em
tensdes, das solugdes tentativa, dos deslocamentos e da transfor
magdo integral de Fourier sintetiza-se as fungdes de influéncia
para o dominio considerado.

Para resolver o problema da interacdo dinimica solo-

estrutura bidimensional superpde-se, no capitulo 3, as fungdes de



influéncia em cada segmento discretizado da interface solo-funda
¢do no semi-espago viscoeldstico. Constrde-se, a seguir, a matriz
global de flexibilidade dindmica. Adiciona-se ainda, a esta matriz
global, as equagbes de compatibilidade cinemidtica e de equilibrio
de forgas para uma fundagdo considerada como um corpo rigido.

Descrito o Método da Superposigdo, passa-se a determina
¢do das fungdes de influéncia em dominios estratificados. Assim,
no capitulo 4, considera-se o problema da intera¢do dinlmica de
fundagdes de superficie sobre uma camada viscoeldstica sobre uma
base rigida. Neste problema sdao feitas algumas comparag¢des com
outras metodologias, particularmente a versdo direta do M.E.C., a
fim de validar o presente método.

No capitulo 5, sintetiza-se também funcdes de influéncia
para outro problema da viscoelastodindmica, qual seja, o problema
da intera¢do dinédmica de fundag¢des de superficie sobre uma camada
viscoelastica sobre um semi-espaco.

Em seguida, no capitulo 6, pela alteracdo na forma de
carregamento na superficie do semi-espago viscoeldstico (i.e.,
aplicando um delta de Dirac ao invés de um carregamento constante
por segmentos nas tensdes de superficie), chega-se as funcgdes de
Green caracteristicas do Método da Superposicdo Modificado
(M.S.M.) .

Ampliando o campo de analise para os problemas da
D.S.S.I. descreve-se ainda, no capitulo 7, um método recente de
subestruturag¢do por eliminag¢do (Substructure Deletion Method;
S.D.M.). Neste utilizam-se as fung¢des de influéncia de superficie,
anteriormente sintetizadas, para avaliar o comportamento dindmico
de fundag¢des engastadas em varios perfis de solo.

Finalmente, no capitulo 8, desenvolvem-se as fungdes de
influéncia para o interior do semi-espago viscoeldstico e
homogéneo. A finalidade agora é a adaptagdo destas fungdes numa
outra técnica de subestruturag¢do gque permite o tratamento de

fundagdes situadas no interior do solo.
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1.-Equagdes da viscoelasticidade

A descrigdo do comportamento de materiais viscoelasticos
€ mais complicada do que a andlise de sbélidos eldsticos e fluidos
Newtonianos. Num sélido eldstico a tens3o é determinada pela
deformagcdo do material relativo a uma dada configuragdo fixa de
referéncia. Assim em cada ponto material de um sélido elastico a
tensdo no tempo atual depende somente do valor atual da deforma
¢do. Num fluido Newtoniano a tensdo é determinada pelo gradiente
do campo de velocidade (e densidade, se o fluido & compressivel) ,
sendo a tensdo num dado ponto uma fungdo do valor atual do
gradiente de velocidade. Materiais viscoelasticos exibem, por sua
vez, um comportamento que pode-se situar entre os sdélidos e os
fluidos cléssicos; entretanto, as tensdes em tais materiais nio
sdo determinadas apenas pelo seu estado atual de deformagdo e
movimento, mas, o passado histdrico da deformacdo tem de ser
considerado. Por este motivo tais materiais sdo usualmente denomi
nados materiais com memdria.

O fato dos materiais viscoeldsticos apresentarem
caracteristicas de meméria faz com que as equagdes viscoeldsticas
tenham um aspecto diferente das equacdes da elasticidade. Desse
modo, para um material viscoeldstico, isotrdpico e linear o tensor

deformagdo infinitesimal é definido [16] como,

1 ’ -
c”{r}=—§~ [qu(t}+UL1(r}]' (-w<cT=t) (i)

em que, T indica a varidvel tempo, t o tempo atual, U o
deslocamento e a virgula significa a diferenciag¢do parcial com
respeito a coordenada X, .

Considerando o tensor tensdo o, as equagbes constituti

vas para um continuo viscoeldstico e isotrdépico [16] tém a forma:

t %

3ekk(x,t) 6eij(x,r)
o (x,t)=8 A{t-Tt)— dt+ 2ult-t)— drt £ (1.2
H lj_m T . 8T

. 1.



com Alt-t) e ul(t-t) sendo funcdes de relaxag¢doc e o indice repetido
indicando uma soma.

Antes de prosseguir no desenvolvimento das equagdes da
viscoelasticidade, vale a pena fazer um breve comentdrio a respei
to das equac¢des reduzidas viscoelasticas.

Uma dada equacdo diferencial parcial ou equagdo
integral, que descreve o modelo matemdtico de um determinado
problema fisico, estd bem colocada em termos matematicos se esta
estiver acompanhada de suas condigdes de contorno e condigdes
iniciais. Entretanto, quando trabalha-se em dominios transforma
dos, Fourier por exemplo, ndo sdo consideradas as condigdes
iniciais do problema. A ndo inclusdo das condigdes iniciais em
alguns problemas transformados -pode ser analisada de acordo com a
seguinte colocagdo.

Seja o problema viscoeldstico para o caso especial onde
as forcas de corpo e as condigdes de contorno sdo harmdnicas no

tempo e com frequéncia angular w, isto €,

f(x,t)=F(x,w) exp(iwt) .

Admite-se que a solugdo deste problema, dado pelo

deslocamento u(x,t), possa ser colocado [28] na forma,

u(x,t):uT{x,t)+uE(X,t),

em que, uT(x,t) é a parte transiente da solugdo, enquanto que,

uf (x,t)=0(x,w)exp (iwt) ,

representa as oscilagdes do estado estaciondrio do problema.
Sejam ainda, as fungdes U(x,w) e F(x,w) integraveis para (x,w) em
R” ou C.

A parte U(x,w) dada na solugdo anterior é determinada de

modo a satisfazer as condicdes de contorno do problema sob uma
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dada densidade de forga de corpo. Ji& a parte transiente é colocada
como a solugdo homogénea do problema sob condi¢des de contorno

também homogéneas mas satisfazendo as condic¢des iniciais,

uT(x,O)zu(x,O)-ﬁ(x,w),

6uT(x,0)
at

=v(x,0)-iwl(x,w),

em que u(x,0) e v(x,0) sdo fungdes que dependem apenas da posicdo.
Vé-se nas expressdes anteriores que os valores iniciais do campo
de deslocamentos atuam apenas na parte transiente da solucgido [28].

Visto que em qualquer sistema fisico existe sempre
amortecimento, interno ou externo, é razodvel supor que a parte
transiente da solugdo desaparega apds um certo intervalo de tempo.
Dessa forma, deve-se considerar apenas a solugdo do problema em
seu estado estaciondrio reformulando-o de modo que o instante de
observagdo do movimento esteja suficientemente longe dos estigios
iniciais (inicio da perturbac¢do). Evidentemente esta é uma hipdte
se simplificadora visto que a varidvel tempo é eliminada da
equagdo diferencial que governa o problema.

O problema de valor inicial e de contorno é portanto
reduzido a um problema de valor de contorno somente. O significado
matemdtico para esta representagdo, isto é, U(x,w), é dado pela
integral de todas as frequéncias possiveis ou transformada de

Fourier,

[+4]
u(x,t}:[ U(x,w)exp(-iwt)dw.

= o

Retomando a andalise das equag¢des da viscoelasticidade,

se a deformagdo é uma fung¢do harménica no tempo, ou seja,

cu(x,r}=cu(x)exp(iwr), (1.3)

13



tem-se,

de (x,T)
1]

=iwe (x)exp(iwt). (1.4)
dt e

Considerando as relag¢des (1.3) e (1.4) e fazendo n=t-t,

a equagdo (1.2) pode ser escrita como:

o (x,t}=iw[J
ij

0

iw{J

Pela propriedade das fungdes de relaxagdo, em que,

2]

(x)auexp(iwt)+

A(n)exp(—iwn)dn}ckk

[vs]

2u(n)exp(—iun}dn]cu{x)exp(iwt). (1.5)
0

A(t)=u(t)=0, para t<0, pode-se reescrever a equacdo (1.5) na

forma,
O s (x,t) =in A (n)exp(—iwn)dn] ckk(x}auexp(iwt) +
iw[[ 2u(n)eXp(—iwn)dn}e”(x)exp(iwt), (1.6)
ou ainda,
O}J(x,t}z[h {u}ckk(x}éij+2u (w)elj(x}]exp(iwt), (1. F)

em que, AT (w) e u'(w) sdo fungdes de valores complexos ou médulos

de Lamé complexos. As integrais na equac¢do (1.6) indicam a trans
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formada de Fourier de A (w) e u'(w}, ou seja,

o

A'(w)ziu J Alm)exp(-iwn)dn|,

(1.8)

w
b (w)=iw J unin)exp(-iwn)dn

Em particular, assumindo o tensor tensido T 4 também

harmdénico na varidvel t, segue.de (1.7) que:

o (x)=[A"(we (x)5 +2u (e (x)]. (1.9)
ij kk ij 1j

A equagdo (1.9) acima & a mesma equacd3oc constitutiva
para problemas eldsticos lineares. A dnica diferenga estd nos
médulos de Lamé A'(m) e u'(w) que sdo complexos e dependem da
frequéncia. Portanto a formulagdo de problemas viscoelisticos
harménicos no tempo tem as mesmas caracteristicas dos problemas
ligados a elasticidade linear substituindo-se as constantes elasti
cas pelas correspondentes viscoeldsticas.

A equagdo (1.2) pode ainda ser escrita em termos de
deslocamentos. Para isso, considera-se o balanco da quantidade de
movimente linear no caso dindmico em viscoelasticidade [16], dado

por;

(t}+Fi(t):p ' (1.10)

em que, F sdo as forgas de corpo, p é a densidade de massa e U1 o}
1
vetor deslocamento.

Combinando as relag¢des (1.1), (1.2) e (1.10) obtém-se as
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equagdes de movimento em viscoelasticidade como:

¥ ‘ au 8°u

au _ .
J-u(tvc)J-’- dt + J [A(t—r}ﬂi(t—r}]#l- d’C+Fi:p = (L.11)

2
). 3t ). T at

Na equagdo (1.11) admitindo as forgas de corpo por
unidade de volume nulas, ou seja, F[=O, e novamente considerando
os deslocamentos harménicos no tempo, pode-se reescrever (1.11) na

forma,

» — - - T 2 =
u (w)UiJJ+[A (W) +u (w)]Uk$i=-w pUi. {1.12)

As constantes fisicas do material, dadas pelo médulo

de Lamé complexo, equa¢des (1.8), podem ainda serem escritas como:

u’fwj=u[1+inu{u}1.
(1.13)

AT (@) =A [1+im, ()],

em que os ccoeficientes nu{w} e nh(u} caracterizam o amortecimento
material (interno) do sistema.

A seguir serd exemplificado a relac3o entre as constan
tes que caracterizam materiais elédsticos e viscoeldsticos tomando-
se como ponto de partida modelos viscoeldsticos simples. Desse
modo, seja um elemento eldstico dado por uma mola de constante
elastica k, e um elemento viscoso dado por um amortecedor com

constante de viscosidade ¢, ilustrados na figura 1.1.

k C
o o
< AR = < =] =

Figura 1.1. Elementos elastico e viscoso representados, respecti

vamente, pela mola e amortecedor.
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A aplicagdo de uma tensdo ¢ em cada elemento ocasiona
uma deformagdo € que corresponde a um acréscimo da disténcia
entre os extremos de cada elemento no estado carregado para o
estado descarregado. Assim, para o elemento eldstico tem-se o=ke,
enquanto que para o elemento viscoso, o=ce.

A combinagdo do elemento eldstico e viscoso em paralelo

€ conhecida como um elemento de Voigt ou Kelvin-Voigt [45].

k

_
-

Figura 1.2. Elemento eldstico e viscoso em paralelo.

No elemento de Kelvin-Voigt a deformezcdo € é a mesma na
mola e no amortecedor. Sejam o, 2 tensdo na mola e o, a tensdo no

amortecedor, entdo 0=0 +0, .

Segue-se que, G=UH+UA=kC+C8, assim a equag¢do constituti

-

va para este elemento € dada por:
o=ke+ce . (1.14)
Considerando um movimento harménico no tempo de frequén
cia w, pode-se reescrever (1.14) como,
gexp (iwt) = (ke+iwce) exp (iwt) ,
ou seja,
o=k (1+iwf)e, (1.15)

em que f=c/k & o coeficiente de amortecimento.
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Uma comparacgdo entre a equagao (1.15) e a equagdo elasti
ca da mola, o=ke, sugere que a relagdo entre o comportamento
eldstico e viscoeldstico no dominio da frequéncia €& dado pela
simples troca de k por k =k (1+iwf) [53]. Esta representagaoc do
amortecimento indica que a dissipagdo de energia é dependente da
frequéncia.

O modelo de Kelvin-Voigt, gque apresenta uma relagao
diretamente proporcional entre frequéncia e o coeficiente de
amortecimento, ndo reproduz o comportamento de solos e outros

materiais de engenharia, para todas as faixas de frequéncia,

especialmente as mais altas [33,56]. Outro modelo, chamado de
"histerese constante", admite que o coeficiente de amortecimento
seja independente da frequéncia k =k(1+in), em que m & um coefi

ciente constante ([56].

Baseado nestas observagdes pode-se estabelecer uma
relacdo para aproximar a descrigdo de mecanismos de amortecimento
material num sdlido (visco)-eldstico. Esta relagdaoc faz com que as
constantes eldsticas comumente utilizadas, A e u, sejam trocadas

no dominio da frequéncia por suas relagdes complexas:

[V =U-[1+i1'lu] ]
» (1.16)
A=A [1+in>t] .

Os termos nu e m, s3o denominados coeficientes constantes de
amortecimento e usualmente tomados como n“=n1=n.

As constantes viscoeldsticas podem ainda serem escritas
de outras formas indicando uma analogia com as constantes fisicas

de meios eldsticos utilizadas em engenharia [56]:

(1.17)

Na equagdo (1.17) tem-se (f=G[1+inS] e E‘=E[l+inn]. E e
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G sdo, respectivamente, os médulos de elasticidade longitudinal

L4 -
e transversal. Nota-se que para nsz'qn=0, G =G e E =E.

A razdo de Poisson viscoeldstica pode ainda ser dada

por,
ple—t 13, (1.18)
2G
Deve-se notar que em (1.18) se n,=n. ou "qh:nu, entdo, v
é real.
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2.-Propagag¢do de ondas

Em dominios eldsticos, 1isotrdpicos e homogéneos, as
equacdes que descrevem o comportamento fisico do meio sdo usualmen
te obtidas através da andlise das tensdes e deformagdes que sofre
o meio, quando submetidos a agdo de forgas. A equagdo linear do
movimento, também chamada de equagdo do movimento de Navier-Cauchy
ou equacdo de Navier, pode ainda ser decomposta em equagdes de
ondas longitudinal e transversal, bastando para 1isso aplicar,
respectivamente, os operadores divergente e rotacional. Nota-se
por essa decomposigdo a importancia do estudo das equagdes de onda
em problemas eldsticos. Quanto as técnicas de resolugao para a
equacio de onda uma das mais  simples e dteis € a andlise da
solucdo por meios de ondas planas.

Uma onda plana propagando-se na diregdo definida pelo
vetor unitério §=(l,m,n} é uma perturba¢do na qual todos os pontos
em qualquer plano perpendicular a 3 possuem oOs mesmos deslocamen

tos no mesmo tempo.

=
/

X

1

Figura 2.1. Deslocamento correspondente a propagagdo de uma onda

plana.

Através das constantes fisicas do meio, onde ocorre a
propagagdo, e pelo estudo dos autovalores e autovetores associados

i equagdo de Navier, pode-se mostrar que num meio elastico
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ilimitado existem somente dois tipos possiveis de ondas planas, a
saber, a longitudinal e a transversal [75].

Outro tipo comum de onda encontrada em semi-espacos
elasticos é a onda de superficie ou onda de Rayleigh [46]. A onda
de Rayleigh ndc é uma onda plana, sendo caracterizada por
um decaimentc exponencial em relagdo & profundidade. Pode-se
também mostrar que a onda ndo plana de Rayleigh é obtida pela
superposigdo de ondas longitudinais e transversais.

Um dos primeiros estudos visando a resolugdo da equacgdo
de Navier num meio eldstico por meio da equac¢do de ondas foi rea
lizado por Lamb em 1904 [46]. Neste trabalho pioneiro; foi conside
rado a propagagdo das vibragdes sobre a superficie de um sdélido
eldstico semi-infinito e isotrdpico devido & aplicacdo de uma
forg¢a arbitraria num ponto, ou linha qualquer, na superficie ou no
interior do dominio. Neste estudo, as equag¢gdes de Navier sdo
desacopladas em duas equagdes de ondas, sendo uma escalar e a
outra vetorial. Formalmente é& admitida uma solugdo tentativa por
meio de ondas planas que decaem com a profundidade. Em seguida
esta solugdo é colocada nas equagdes desacopladas das ondas
obtendo-se, através das condig¢des de contorno, uma relacdo entre
os pardmetros como amplitudes e nimeros de onda do problema.

Na busca da solugdo da equagdo viscoeladstica dada pela
equagdo (1.12) procurar-se-a seguir um desenvolvimento similar ao

descrito por Lamb no caso eldstico [46].

2.1.-Problemas de valores de contorno viscoeldstico na

D88l

Os problemas da interagdo dindmica solo-estrutura séao,
em geral, problemas de valor de contorno misto (P.V.C.M.) da
elastodinamica. Nestes problemas parte das condi¢Oes de contorno
sdo prescritas na forma de deslocamentos, por exemplo, um campo de
deslocamentos compativel com o movimento da fundag¢do na interface

solo-estrutura. A outra parte é geralmente descrita em termos de
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forcas de superficie (tractions), ou seja, uma superficie isenta
de tensdes no contorno complementar a interface solo-fundacgi3o.

Neste presente trabalho, seguindo a tradigdo iniciada
por Lysmer [51], iniciar-se-a pela solugdoc de problemas de valor
de contorno em tensdes (P.V.C.T.), ou pelo primeiro problema de
valor de contorno em tensdes da elastodindmica [28]. Na sequéncia
as solucdes dos P.V.C.T. serdo superpostas e a elas adicionadas
condicdes de compatibilidade cinematica e de equilibrio de
esforcos para se obter a solugdo aproximada do P.V.C.M.

A figura 2.2. mostra dois tipicos P.V.C.T. que serdo

tratados para posteriormente aproximarem a solugdo do P.V.C.M.

| = .
o;zexp{lmt)

U
x

z| W z] W

W k4 x

Normal Tangencial

Figura 2.2. Carregamentos normal e tangencial na superficie do

semi-espago viscoelastico.

2.1.1.-Solucdo dos problemas de valores de contorno em

tensdes

Assumindo os deslocamentos harménicos no tempo, ou seja,
UF(x,t):ﬁi(x}exp(iwt),
1

pode-se escrever a equagdo de Navier, na auséncia de forgas de
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corpo (eq. 1.12), na forma:

| L] - —— 2 —
u Ui’jj + [A +u }Uhki = - wpU . (2.1)

Para que o P.V.C.T. seja bem posto resta especificar as
condicdes de contorno. Assim, considerando os carregamentos normal
o_ e tangencial o ha superficie do semi-espago, as condigdes de
contorno em tensdes sdo dadas pelas forgcas de superficie tp

(p=x,z), qQue para os casos bi- e tridimensional sdo respectivamen

{55 = £
2-D k =Eoz(x,z=0) = O : x| == (2.2a)

? P 0 , x| > a .,

it o < <

5.5 B =5 teamz0) «id % ¢ 1% T8 4 |¥| S5 (2.2b)

p Opz

0 ; |%X| =& » |¥y| b
em gue p=X,Z.
As condicdes de contorno em (2.2a) para O caso
bidimensional estd3o ilustradas na figura 2.2.
2.2.- Preparacdo para a solugdo no problema tridimensional

Colocado o problema de valor de contorno em tensdes, O
passo seguinte consiste na resolugdo da equagao viscoelastica para
o caso tridimensional. Com o auxilio de identidades vetoriais
apropriadas pode-se decompor a equagdo (2.1) em equagdes de onda.

Desse modo, utilizando a identidade vetorial,

v20=v (VO) -Ux (VxT) , (2.3a)
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que tem a forma indicial,

Ui-JJ=UJ.jl_eijkek1mUrn,lj' (2.3b)

pode-se escrever (2.1) como:

i — W e P i
H [iji_eukeumUﬁJJ]+[A +1U ]Uhkl+w pUi_o, (2.4)

Considerando o vetor rotacdo infinitesimal do continuo,

2y =e T  =vxU, (2.5a)

e definindo a dilatac¢do cuibica do meic como:

~ s
A ULJ 0; (2.5b)

a equacgdo (2.4) é reescrita na forma:

"+ 2u]

w?p w’p

>
=
|
+
al
I
o

(2 6)

Num continuo viscoeldstico & comum definir a wvelocidade

* . *
da onda de dilatagdo c_e de cisalhamento ¢, como,

- -
2 A +2U ) 2 U
cL— % (2.7)

em que p é a densidade do meio. Também & frequente encontrar os
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nimeros complexos de onda na forma,

K2 W’ _ 1*2_ W’

L_ 5> r S‘ s (2-8}
(e Cc
L S

Portanto, com o auxilio das relacdes (2.7) e (2.8) a

equagdo (2.6) pode ainda ser colocada como,

ﬁ1=‘_ :‘LZ Ei * 32 eimnwnm ’ \2.9]
k. ’ ko '

Na equagdo anterior, utilizando-se a decomposicido de
Helmholtz, e lembrando que os operadores divergente e rotacional

satisfazem as equagdes,

S R I

pode-se desacoplar a equagdo (2.9) nas equagdes de onda:

A + }23“ = 0, (2.21)
k L)
L

s i e

v, + e U,y = 9 (2.12)

Em (2.11) a dilatagdo clbica A satisfaz a equagdo esca
lar da onda (ou equagdo dilatacional da onda), cuja velocidade de
propagagao c: é comumente referida como velocidade da onda
dilatacional. Ondas dilatacionais sdo também chamadas de ondas
longitudinais, ou ondas irrotacionais ou, em sismologia, de
ondas-P. Ja o vetor rotagdoc em (2.12) satisfaz a equagdo vetorial

da onda sendo esta conhecida como equag¢do transversal da onda,

25



também chamada de onda equivolumial, pois seu divergente é nulo.
Estas ondas ainda sdo conhecidas como ondas transversais, ondas de
cisalhamento, ou ondas-S. A velocidade de propagacdo c; é
frequentemente referida como velocidade da onda de cisalhamento
do meio viscoeléastico.

Nas equagdes desacopladas (2.11) e (2.12) é& importante
observar que a unicidade da decomposig¢dao é garantida [28], colocan
do-se algumas restrigdes, uma delas pode ser dada por:

. .=0. (2.13)
i,1

Para as equagbes de onda (2.11) e (2.12) admite-se uma
solugdo relacionada com cada termo envolvido. Assim para o termo

dilatacional tridimensional pode-se supor sua solucdo na forma,

E:Aklzexp[-aLz+i(Bx+7yJ], (2.14)

em que, A é a amplitude de onda, enquanto o, B e ¥ sdo numeros de

onda.
A colocagdo da solugdo tentativa (2.14) na equagdo

(2.11) fornece,

Considerando como solugdo tentativa na equagdo (2.12)

uma onda na forma,

Ej:Bjk;zexp[—asz+i(Bx+vy}]. j=1,2, (2.16)

obtém-se a equag¢do de restrigdo,

2 2 2 *2
as=(B +7 }—ks : (2.17)
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Das relacdes (2.13) e (2.16) segue que,

i
B & (BB, +7B.] . (2.18)

Quando a condigao Re(aL,aS)>0 é satisfeita, tem-se as
chamadas ondas planas que decaem com a profundidade. Esta condigdo
também indica a ndo existéncia de ondas vindo do infinito [31].
Esta é uma condicdo necessdria para que a condigdo de radiagdo (de
Sommerfeld), associada ao amortecimento geométrico, seja satisfel

ta.

2.3.- Campos de deslocamentos e tensdes

No item 2.2 foi possivel decompor a equagdo de Navier
no dominio tridimensional em equag¢des de ondas relacionadas com
o divergente A e as componentes do vetor rotagdo El. Neste item
utiliza-se a equacdo de deslocamentos (2.9) para também relacionar
o tensor tensdo com estes mesmos termos.

Assim considera-se um semi-espago viscoeldstico, homo

géneo e isotrépico no qual as tensdes assumem a forma,

a”(x,t)=a”{x}exp(iwt).

O tensor tensdo e o tensor deformagdo de Cauchy podem

entio serem escritos, respectivamente, como:

L J— ;.
a‘_lj--é}u?t ekk+2u e”, (2.19)

= 1 e
EU——E_{ULJ+ULI]' (2.20)
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Combinando as relacdes (2.9), (2.19) e (2.20) o tensor

tensdo pode finalmente ser colocado na forma:

*2
Eij:G 11(1_21;12 )K B %25 iyt %2{61“?'2;1 k}+e'lkak 11] d (2.21)
n k k y 4 .
L S
k2
*3 L
em que n “=—fr
k

2.3.1.- Deslocamentos

Pelas solucdes tentativas (2.14) e (2.16), obtém-se da

equacdo (2.9) as componentes do vetor deslocamento como,

ﬁl(x,y,z)= —AiBexp(—aLz) -
(2.22a)
2_|g By — B ~v2+a’| |exp (-a_z) texp (i (Bx+7y))
0(5 1 2 S 13 S !
ﬁz(x,y,z}= -Algexp (-a z) +
[2.:228)
23[81[62_“2] + Bzﬂwlexp(-asz) exp (i (Bx+yy)) .,
ﬁatx,y,z)={AaLexp(—aLz) - Zi[Biy-Bzﬁ]exp(-asZ)}EXP(i(BX+?y)).
(2.22¢)
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2.3.2.- Tensdes

Da mesma forma, substituindo as tentativas (2.14) e
(2.16) mais a equagdo (2.18) na equacdo (2.21) tem-se as componen

tes do tensor de tensdes dado por,

Uu(x,y,Z)

2G'{AiBaLexp (-a z) +

[2318? + Bz(wz-ﬁ—az)]exp(—asz)}exp(i(Bx+UY}), (2.23a)

* »
Uyz(x,y,z) = 2G {Al';aLexp(—aLz) L+

[Bi(zz—smz) - 2BEBW]EXP{—aSz)}exp(i(ﬁx+ary)), (2.23Db)

Uu(x.y,z)

G‘{— A(f32+arz+ocz) exp(-aLz) +

41 [Bivas - BEBO{S] exp(—asz) }exp (1(Bx+7y)), (2.23c)

* 2 2 2 2 :
Jxx(x,y,z) G{A(B - +2aL—ch)expt—chz) +

4iB
o
s

[Blﬁx + Bz(wz—az)]exp(—asz)}exp(i(Bx+ry)), (2.234)

o;y(x,y,Z)

2G‘{Aﬂa‘exp ( —(xLz) +

%5[81(72_82“)(:) + Bzw(-;2_32_a:)]exp(—asz)}exp(i(Bx+a'y)}, (2.23e)
o ) = G -A( 2 2a’+a’)exp(-a z)
0.\ X Ys2) = B L roe lexpl-a z) +
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-Otz) + Bzﬁw]e)ﬁp(-asz)}exp(i(way)). (2.23£)

2.4.-Funcdes de flexibilidade para um carregamento vertical

A aplicacdo de um carregamento vertical na superficie do
meio viscoeldstico tridimensional, pode ser colocado em termos
matemdticos pelas condigdes de contorno do problema. Para obter a
chamada funcdo de flexibilidade no semi-espago considera-se agora
uma distribuicdo de tens®es harmdnicas cujas varidveis sdo nidmeros
de ondas B, ¥. Futuramente estas distribuigdes harmbénicas em B e ¥
serio superpostas e ponderadas pelo espectro da distribuigao
espacial das tensdes (eq. 2.2).

Desse modo, para

/’“\\H//’ﬁ\>x E;zz(x,y,z=0):—E;zexp{i(8x+7y}l, (2.24a)

Y z

e adicionalmente,

ohyzfx,y,z=0)=ohxz(x,y,z=0)=0, (2.24Db)

segue da equagdo (2.23) o sistema algébrico,

r A(Bz+72+a:) + Bl(—i4ya5) + Ba{i48as) = EZZ/G'
{ A(iBa ) + B (287) + 82(3‘2-(32—0::) = B (3. 95)
L A(iwaL) + Bl(wz—ﬁa+a§) + Bz(—2Bz} = 0 s

que resolvido para as amplitudes A, B , B, fornece:

30



— 2 2 2
0‘zz B+ + aSJ
A= - i (2.26a)
G F (B,7)
Ray
lEzz v aL
B1=_ - i (2.26Db)
G F (B,7)
Ray
152 B o
B = ,z ' (2:26¢)
G F. {(B.,7)
Ray
B,=0, (2.26d)
2 2 «27° 2 .2
em que, Fga,(8'7)=[2{5 +7 )—ks ] -4 (B™+7 )aLas. (2.27)

A expressdo (2.27) é conhecida na literatura como a
funcdo de Rayleigh [46].

Determinadas as amplitudes (A1'B1’Bz‘Ba)‘ o proéximo
passo é construir o campo de deslocamentos com o auxilio das
equagdes (2.22). Estes deslocamentos sdo ocasionados pela distri

buicdo de tensdes dada pela expressdo (2.24). Dessa forma tem-se,

o 1iB

U (x,y,2=0)=— 2= [[Bz+wz+a2]—2a ai]exp(i(ﬁx+wy}), (2.28a)
1 * S L S
G F__(B,7)
Ray
= Ezz iy 2 2 2
Uz(X.y.Z=0) W= e [[B +% +cxs] -2a]_ocs] exp (1 (Bx+7Yy) )., (2.28b)
G F, _ (B/7)
ay
= _zz a].. 2 2 2 '
U_(x,y,2=0)=— — [B +7 -as] exp (1 (Bx+yy)) . (2.28c)
’ G F, (B.7)
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Da condicdo de contorno (2.24) €& possivel reescrever as

equagdes (2.28) em termos da funcao de flexibilidade principal,
Hh (i=w,u,Vv), (deslocamento na mesma direg¢do do carregamento) e

1z
das func¢des de flexibilidade cruzadas (deslocamento perpendicular

ao carregamento) para o problema da distribuigdo de tensdes

espacialmente harménicas (h) na superficie do semi-espago, isto €&,

—=h Us o 2 2 2
L Bdgl—— = (B +¥"-a ), (2.29a)
Ozz G FRay(B'?)
—h Ul ipR 2 2 2
HUZ{B,F) = = e [[B +7 +as]-2aLas], (2.29b)
G F (B, 7)
Ozz Ray
—=h Uz iy 2 2 2
H_Bi¥)=——+=— [[B +7 +cxs] —2aLas:|. (2.29¢)
o, G F (B,7)
ZZ Ray

2.5.-Problema de valor de contorno bidimensional para o
o semi-espago - carregamento vertical

Na andlise anterior foram deduzidas as fungdes de flexi
bilidade para um carregamento na superficie do semi-espago
viscoeldstico tridimensional. Através de consideragdes de deforma

cdo plana segue de modo andlogo o caso bidimensional. Assim para

a condicdo de contorno dada por (Fig. 2.2.):

_ -0 s || =a
t =0 (x,z=0)={ (2.30)

basta tomar o limite ¥y — 0 no problema tridimensional para obter
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as fun¢des de flexibilidade no semi-espag¢o bidimensional como,

2 2
—h aL[B - as]
H (B)=—f , (2.31a)
G FR (B)
ay
3 iB[[B?‘ B az] - 2a oc-|
H (B)= e =8l (2.31b)
G FR”(B)
ﬁ*;z(ra)=o. (2.31c)
em que, « = Bz—k'z ;oo Ba-k;z (2.32a)
)
2 2 e 2
Fm(B)=[2.@ -kS ] S4BT« (2.32b)

A solugdo do P.V.C.T., para uma distribuig¢do de forgas
de superficie dada por (2.30), pode ser obtida com auxilio das
funcdes de flexibilidades (2.29) e da transformagdc integral de
Fourier. Lembrando que a transformada de Fourier para o numero de

onda B da funcgdo UJ (x) é dada por,

U (.8)=J' ﬁj(x)exp(—iﬁx)dx, j = 1,2, {3..33)

em gque, ﬁl(x)="ﬁz(x), ﬁz(x)=sz(x}, tem-se para as condigdes de

contorno em tensdes de superficie, dadas pela equagdo (2.30), gue:

00 a

o (B)=[ Eczz{x,z=0)exp(—i{3x)dx=-5u[ exp (-iBpx)dx

Ozz
~m =a
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ZEZzsen (Ba)

= 3 : (2.34)

E importante destacar que a expressdo (2.34) representa
o espectro da distribuigdo espacial de tensdes (2.2) no dominio do
nuimero de onda . Por sua vez, os deslocamentos no dominic B podem
ser obtidos pela relagdo entre tensdes e fungdes de flexibilidade

de acordo com a equagdo (2.29), ou seja,

— _h _—
UJ(B)=HJZ(B)0522{B). {2.35)

Pela definic3o da transformada inversa de Fourier e

utilizando a equagdo (2.35) pode-se escrever:

- T - . 1 =h = y
U}(x)=—§ﬁJ Uj(ﬁ)exp(lﬁx)d8=—§EJ HJZ(B)UOZZ{B}exp(lﬁx}dB. (2.36a)
- - 00
Substituindo agora a expressdo (2.34) em (2.36a)

pode-se, finalmente escrever © campo de deslocamentos como,

o =—h

(B)sen(Ba)

ﬁj(x)=_ :{“ JE 5 exp (iBx)dB, j =1,2 , (2.36Db)

em que, H' (8)=H (B) e H (B)=H

WZ uz

(B) .

A equacdo (2.36b) fornece a solugdo do P.V.C.T. tal como
descrito por (2.30). O campo de deslocamentos ﬁj é obtido a partir

da avaliacdo numérica da integral em (2.36Db).
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2.6.-Problema de valor de contorno bidimensional para o

semi-espago - carregamento horizontal

De mode similar ao carregamento vertical, tem-se para
uma distribuicdo de tensdes tangencials as seguintes condigdes

de contorno na superficie do semi-espago:

t =0 (x,z=0)={ ** (2.37)

Seguindo o mesmo procedimento da segdo anterior, obtém-
se as funcdes de flexibilidade para uma distribuigdo horizontal de

tensdes na forma,

2
—h as[B ) as]
" (B)=— — , (2.38a)
= G F__(B)
Ray
s iBHBz + oc2] = Zaa]
" (B) . U (2.38b)
G thfm

E interessante observar de (2.31b) e (2.38b) que,

ﬁlﬁﬁ):ﬁlﬂﬁ). Esta relacdo expressa a conhecida reciprocidade
dindmica [56].

' As solucdes em deslocamentos para os P.V.C.T., dados por
(2.30) e (2.37) para uma excitagdo temporalmente harménica na

superficie do semi-espago viscoeldstico, podem ser finalmente

escritas como:

- B (B)sen(Ba)
W (x)=— “J ke 3 exp (iBx) dB, (2.39a)
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o ﬁ:{ﬁ)sen(ﬁa)

_— zZZ z "

Uz(x)=— = 3 exp (iBx)dB, (2.29b)

3 EX ® H" (B)sen(Ba)

U (x)=— "ZJ- i 3 exp (iBx)dR, (2.39c)
c (¢ ﬁ:{B)sen(Ba)

W (x)=— :tz 3 exp (iBx)dB. (2.39d)

As solugdes representadas nas relagdes (2.39) fornecem
os deslocamentos para os dois problemas de valor de contorno em
tensdes. Pode-se ainda reescrever estes deslocamentos numa forma

mais compacta, ou seja,

- g (® E (B)sen(ga)
W (%) =— ;z ad 3 exp (iBx)dB, (2.40a)
B (B (B)sen(Ba)
Up(x) = ;’J i 3 exp (1Bx) dB, (2.40b)

com p=z,X.

As integrais em (2.40) devem ser evoluidas numericamen
te. As solugdes ﬁp(x} e f%(x) do P.V.C.T. para uma distribuigdo de
tensdes espaciais constantes por partes (egs. 2.30 e 2.37), sado

chamadas funcoes de influencia dos P.V.C.T.
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2.7.-Adimensionalizag¢do das grandezas

E costume em problemas da interacdo dindmica solo-estru
tura trabalhar com varidveis outras que ndo as definidas até aqui,

- =
quais sejam: S, kL, ks, « , o« . Trabalham-se nestes problemas com

grandezas adimensionais Ao e K que serdo definidas a seguir.
Lembrando que B & um numero de onda tem-se uma relacdo

entre B, a frequéncia circular w e a velocidade de propagac¢ido das

perturbagdes c, na forma,

. (2.41)

Seja agora uma varidvel adimensional K ligada a veloci

dade de propagag¢do de ondas:

I (2.42)

' ~ - -
e um fator n , o mesmo da sec¢do 2.3, relacionando as velocidades

de propagagdo das ondas longitudinal e transversal,

* Cs
n =? i (243}
L
Baseado no modelo analogo de Lysmer [51], em que o com

portamento dindmico de fundag¢des verticalmente carregadas sdo
representadas por sistemas massa-mola-amortecedor, pode-se escre

ver uma frequéncia adimensional Ao na forma,

Komi B (244

em que, a € o semi-lado da fundagdo como indicado na figura 2.2.
A expressdo (2.44) mostra que é possivel visualizar Ao
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como uma frequéncia indicando o tempo a/cs no qual uma onda de
cisalhamento leva para caminhar do centro até o extremo de uma
determinada fundac¢do.

Finalmente com estas relagdes adimensionais pode-se

expressar o numero de onda B como:

AocK
I

B=—— - (2.45)

Na sequéncia deste trabalho procurar-se-a seguir esta
adimensionalizag¢do principalmente na implementag¢do computacional

dos problemas da D.S.S.I.

38



3.-0 Método da Superposigdo (M.S.) para a interacdo dindmica

de funda¢des de superficie com o semil-espago

O objetivo deste capitulo & montar um esquema bdasico
visando a solug¢do do problema da D.S.S.I. para o caso de uma
fundagdoc na superficie do semi-espaco viscoeldstico bidimensional
pelo Método da Superposigdo (M.S.). O passo fundamental para obter
esta solugdo & dado pela resolucdo de um Problema de Valor de
Contorno Misto (P.V.C.M.), que por sua vez é obtido pela superpo
sigdo do Problema de Valor de Contorno em Tensdes tPV.C.T. )
equagdes (2.40a) e (2.40b), somadas as condi¢des de equilibrio e
compatibilidade cinemdtica do sistema solo-fundacdo. A fundagédo é

considerada como um corpo rigido.

3.1.-Fungdes de flexibilidade complexas

Utilizando a adimensionalizag¢3o sugerida no item 2.7
e o fato dos nlcleos das integrais de extremos infinitos serem
pares ou impares pode-se colocar o campo de deslocamentos, para as
condigbes de contorno dadas pela equacdo (2.30), como:

— m/Kz— -
2a0__ J 1 (1+im) sen[AnKJ AﬂﬁKﬁ
a

W (x)= — = cos[ dKﬂ
z N
nG(l+1ns)K1=0 me(Kr) AoKI
(3.1a)
— s 9]
2ac F (K) sen[AoK]
62(}{3 _ . zZZ J Nen I I Sen[AogKl]dKI, (3.lb)
HG(];flﬂs) € =0 Fnay(KI} Ao

2 n 2 1.

5 172 1/2
2 1
—_ - — == K e
ol ﬂun(Kl) [2KI (1+1nSiJ Z[KI i1+1n05} [ 1 El+1n55J !
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2 172 172

2 1 2| .2 n 2 1
F = — ~
Ihy(KI) 2Kr (1+1ns) 4KI KI il+1nn} KI {1+1n;

Identifica-se n, € m, como oS coeficientes de amorteci
mento transversal e longitudinal, respectivamente, e Cf:G(l+ing
como o médulo de elasticidade transversal complexo.

Do mesmo modo, o campo de deslocamentos para as condi

¢des de contorno dadas pela equagdo (2.37) é da forma,

2 1
2a0 on‘///KI"il+in ) sen[AaK]
XZ S I AoxK
cos[ = 1] dK

ﬁx(x)z - .
i (
nG{l+1nS)KI;0 me\KI) AoKI
(3.2a)
— o0
2a0 F  (K) sen{Ad{]
W (x) =——=2 J Nen I - sen[A°§K1]dKl. (3.2b)
Tl'G(l-}-lTls) K OFRay(KI) Ao

As expressdes (3.1) e (3.2) devem ser avaliadas numeri

camente e gquando normalizadas em relagdo as excitagles F =2ac
P pz

fornecem as funcdes de flexibilidade complexas associadas a solu

cdo do P.V.C.T. para o semi-espago (s) viscoelastico na forma:

W nG
—E—=F =f +if, (3.3a)
2a0‘pz

U nG

Zasz

em que p=z,X.
Estas funcdes de flexibilidade complexas podem ser escri

tas em termos dos pardmetros do problema como: ﬁ;{x,w,p,v,n,G).
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Nas figuras 3.1 a 3.4 tem-se as partes real e imaginaria

~da solucdo do P.V.C.T. para © semi-espago viscoeldstico, equagdes
(3.1) e (3.2), em gue utilizam-se como pardmetros do problema a

" razdo de Poisson v=0.33, o amortecimento m=0.10 e a frequéncia

adimensional Re=1.0.

Re(Wz] —
3 Im(Wz] -===

Wz (x)

-0.4 =
i
!
-0.5F/ b
/
i
-0.6 4 1 L L L
o 5 10 15 20 25

xifa

Figura 3.1. Deslocamentos Wz(x) para o P.V.C.T. no semi-espago.

Re[Uz] —
Im[Uz] ==~

Uz (x)

-0.05

'
o
-

T

-0.15

_0 2 L 1 L L
1] 5 10 5 20 25
x/a

Figura 3.2. Deslocamentos Uz(x) para o P.V.C.T. no semi-espago.
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Re[wWx)] —
! Im[Wx] ===--

0.15 £ -

0.05

Wx(x)
k=1

-0.05

-0.15

-0.2 L L ! 1
0 5 1c 15 20 25
x/a

Figura 3.3. Deslocamentos Wx(x) para o P.V.C.T. no semi-espago.

Re[Ux] —
Im[Ux] =---

Ux(x)

1 1 ’l

-0.8 L
0 5 10 15 20 25

x/a

Figura 3.4. Deslocamentos Ux(x) para O P.V.C.T. no semi-espago.
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3.2.-Equacdes de compatibilidade cinematica (deslocamentos de

corpo rigido)

Assumindo que entre o solo e a fundagdo ndo ocorre desli
zamento (contato soldado), as condigdes de compatibilidade cinema
tica relacionando os graus de liberdade de corpo rigido da funda
cdo e os deslocamentos nodais dos elementos na superficie do solo

podem ser colocadas na forma [67],
(T_}=1s1{7}, (3.4)

em gue, {ﬁf} é o vetor dos deslocamentos dos pontos nodais nos

2nx1

elementos que discretizam a interface solo-fundagdo e {5}31 é o
x

vetor dos deslocamentos de corpo rigido, dado por:

(P}={W_.T,.%,} . (3.5)

Na equac¢do anterior ﬁR e ﬁR representam os deslocamentos

e ¢ a rotagdo linearizada do movimento de corpo rigido da funda

A matriz de transformagdo {S]aua € montada a partir das
n submatrizes [Sn]hz. Estas matrizes expressam o vetor de
deslocamentos num ponto nodal i arbitrdrio, devido a um movimento

de corpo rigido unitario e sdao dadas por,

em que, (xi,zi) sdo as coordenadas do 1i-ésimo ponto nodal e
(xo,zo) as coordenadas do ponto de referéncia dos movimentos de
corpo rigido da fundagdo. Este ponto de referéncia é normalmente
considerado o ponto central em relagdo a interface solo-fundagédo.

Das equacdes (3.4), (3.5) e (3.6) os deslocamentos de
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corpo rigido da fundagdo {WR,UR,$y}T, podem ser relacionados com ©

j-ésimo deslocamento nodal total no solo, WTU{}, 61“3) através
1

da relagdo:
W (x )=W +(x_-x )@ (3.7a)

U (x )=ﬁR-(z -zl)3 : (3.7Db)

Os deslocamentos nodais totais no solo WT, ﬁT sdo, por
sua vez, obtidos pela superposigdo dos campos de deslocamentos
W, U (eq. 3.1) provenientes' das excitagoes normais F, e os

F4 z

z

deslocamentos Wx, ﬁx (eq. 3.2) das excitagdes tangenciais F_

Dessa forma, tem-se:

W o(x)=W (x)+W (x), (3.8a)
T z x

ﬁT(x)=ﬁz(x)+Gx(x). (3.8Db)

em que,

7] (x)——-l—_s x) .F (x) (3.9a)
z MG Twz z !

- 1 —s =

wx{X):ﬁﬁ- wx(x).Fx{x), (3.9b)

§] (x)z—i—_s (x).F (x) (3.9c)
z nG uz Tz !

T (x)=—-F° (x).F_(x) (3.9d)
X G ux x ’

Das equacgdes (3.8) e (3.9) pode-se escrever estes

deslocamentos totais como:
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W (x) = L : g s ) (3.10a)
nG nG

B iﬁz(x)-ﬁz(x} iﬁx(x).ﬁ (x)

U (x)= + = ) (3.10Db)
nG nG

3.3.-Superposigdo das fungdes de flexibilidade complexas

Denomina-se de Método da Superposigdo (M.S.) a técnica
baseada na aplicacdo sucessiva da relagdo (3.3a) e (3.3b) em cada
segmento discretizado da interface solo-fundagdo. Assumindo-se
um campo de tensdes constantes em cada um destes segmentos,
analisa-se a influéncia destas tensdes (localizadas) em relagdo
aos segmentos restantes.

Dessa forma, para uma distribuigdo de tensdes constantes
por segmentos, com uma discretizagdo regular de n elementos na

interface solo-fundacido, como mostra a figura 3.5, tem-se:

— —M M M
(x) =0 , X -a <X<X +a._ . {3.11)
Opz Opzi i i i i

M M

X

i 1 X
P2 ? —M
: ali o}
E<_....):I L opzZn

w2

Figura 3.5. Discretizagdo das tensdes sob a fundacgao.
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As funcdes de flexibilidade complexas serdo superpostas
na interface solo-fundagdo de modo a constituirem uma relagao

geral entre esforgos ?r{x) e deslocamentos ﬁ{{x), dada por,
. {zc.) LT, x) HF (x)
£ 71 | G e T FAIg ‘ (3.12)

A equacgdo (3.12) indica a relagdo entre o deslocamento
no centro do i-ésimo elemento sob a fundagdo que é& provocado por
uma tensdo constante aplicada no j-ésimo elemento.

Utilizando o Método da Superposigdo, pode-se agora escre
ver os deslocamentos dados nas equagdes (3.10a) e (3.10b) na forma

discreta, como:

— - —=s ﬁz(xj) =8 g —wa(xj)

WT(KiJZZ H“(xi,xj)ﬁ-—— + Hux{xi,xj)w P (3.13&)
j=1

_ % . Fox) F, (x))

UT“‘%”Z R s RS e e (B=lEE)
j=1

Igualando-se os deslocamentos de corpo rigido (eq. 3.7)

aos deslocamentos nodais da relagdo (3.13) tem-se:

~ . Fo(x) F o(x)] _ B
Z B %, (X e B, e b [ W 15,0470 3182)
1=1
~ [, Fo(x) F,(x) B

uz{xl,xj) g ux(xl,x ) —a —UR+(zo—z )¢Y=O (3.14b)
j=1

46



3.4.-Equagdes de equilibrio do sistema solo-fundagdo e matriz

global do problema

Para completar a colocagdo do problema resta incluir as
condicdes de equilibrio do sistema solo-fundagdoc. Para as
excitacdes vertical, horizontal e do momento estas condigdes sdo

dadas, respectivamente, por:

? = ? ] (3158.)
z zj
j=1
Few % B, (3.15b)
X X
j=1
— n
& = F X (3.15¢)
a z]aJ ’ - 42C

Define-se a seguir o fator normalizado de tensdes EU
que descreve a relagdo entre a tensdo local em cada segmento
discretizado (Fig. 3.5), e a tensdo média sob a fundagdo. Dessa
forma, considerando as excita¢des externas na direg¢do normal ?z e

tangencial F , as tensdes normalizadas podem ser escritas como:
X

_ o F a _ ?” a
R =—2 -z >R _-—2- — (3.16a)

2} 7 a F 21 F a.

z j z z ]

_ o F a B F a
R =——23 - = >R =—2 — (3.16b)

=l & a F 1 F a

b4 ] x X J

em que a & o semi-lado da fundagao.

Sem perda de generalidade, admitindo-se os carregamentos
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externos na forma,

F #0 , F =M =0,
z x ¥
pode-se escrever,
n -F-; nﬁ n ? n
?:Z‘f"‘—) 2=l= zJ: ZJ§§j=
z z) ? ? ? a a
=1 z j=1 =z j=1 =z j=1
aJ
em que dj=5_'
Logo,
n
d K = 1.
i zzj
j=1
Do mesmo modo,
n n ? n
F = I P .28 = K .
X ®j ? ? aja xz]
j=1 z =1z j=1
n
portanto, dK =
i xzj
j=1
Em relagdo ao momento tem-se,
g n i n — n
My = X. My/a FZJ d a X — X
— = F _—J‘—_O > O = — =i = -d—J
zja = . aaa zz] ja
a F F j
j=1 Zz =1 z i=1
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Assim, d K

(3.20)

Das relagdes (3.16)-(3.20), as equacdes de equilibrio de

forgas podem ser escritas como:

n n
F =F —— K =1,
zj z zzj j
j=1 j=1
n n
F =0 — K d =0,
X xz] |}
J=1 §:="1
n M n .
= =0 ? zzj '5J=0
a J

As expressdes em (3.14)

utilizando as equagdes (3.16)-(3.20), na forma:

n — -

(3.21a)

(3:21b)

(3.21c)

também podem ser reescritas,

_ _ _ (x -x )
D R, aE, Gk 09K A ED kx| - M8 R_TE o h g,
zzj j wz i b XZzj j wx i i — R s v
F F a
j=1._ z z
(3.22a)
B
(z -2.)
Z K dH (x ,x )+K dH® (x ,x) MC G I8, 0 1 ¢ a=0
zzj j uz i j Xzj j ux i ] — R o y
F F a
j=1t = z z
(3.22b)
Finalmente os deslocamentos podem ser normalizados.
Dessa forma, multiplicando-os pelo fator TIG/?Z tem-se:
B W_nG _ U _nG _ ¢.mG
- R ) Lo=— , 9. = . (3.23)
Rn F n B n F
z 4
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pode-se escrever O

{3:21)~(3.23)

De posse das equagdes

seguinte sistema:

(0'0) g-

(R=3
o
o

' ! M i i - . . i ’ m i mh--‘ [ m#
(0'0) (0'0)i{(0’0) (0°0) pif (0'P)ug (0% iz

(0'0) b

Jan]
(=]
o

(070) 8‘8;8_3‘ .Sﬁ;;sé. ;o_oL

(0'T) 5

=
o
o

(0°0) Ao.ovmﬁﬁo~ov. e hﬁohovvm*ﬁohﬁvh — _ﬁo‘vvw

(0'0) (0'T-) (0'0)i

Uz x

(0'0)

I

vz €){ - } =4 - ” ” ) w (_,1_ xn [ W (_,1_.zn [
2zx (' x) P ("x* =) sH P
(0'0) A (0°0) (0'T-) ﬁo~ovm i
(0°0) "y (0°T-) (0'0)} m
(0°0) Tty (0°0) (0°T-) "
" I 1 xm [ H r ZHM
-— . ('x®) H P . (Fx'x) "Tu'p
(078 A (0°23) (0'0) Aowﬁ;vm
(0°0) 2y [ |0 1) (0'0) (0'T-) i
7 \ J L : .
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O sistema (3.24) pode ainda ser escrito na forma

compacta,
B : EC K 0
Eq M PN FN
em que,
(B°] matriz com as fungdes de flexibilidade do problema;
[Eq] matriz de equilibrio de forgas;
[CC] matriz com as equagdes de compatibilidade cinematica;
[M] matriz de massa;
(K} vetor das distribuigdes de tensdes na interface;
{ﬁn} vetor dos deslocamentos normalizados;
{fN} vetor que contém as excitagdes externas normalizadas (forcas
externas) .
Vale a pena destacar dJue na construgdo do sistema
(3.24), ou (3.25), considerou-se as excitacdes externas dadas por
?;:0, ?x=ﬁy=0. Analogamente para as excitagdes do problema na

forma F #0, Fz=ﬁ =0 ou ﬁy:o, Fz=§x=0, obtém-se dois novos sistemas
X y
que diferenciam-se do primeiro apenas na posigdo em que sdo aplica

das estas excitagdes.
Ao se resolver o sistema (3.25), para trés valores dis

tintos do vetor de excitagao externa normalizado ?N, dados por:
?N={(1,0),{o,0),(0,0)}T para F =20,

§N={(o.0),(1,0),(o,0}}T para F =0,

F={(0,0),(0,0), (1,0)}" para M =0,

respectivamente, pode-se, entdo, associar os trés vetores dos

as



deslocamentos normalizados resultantes ﬁu as colunas de uma matriz
de flexibilidade da fundacdo rigida N, que, por sua vez, relaciona
as forcas externas aplicadas & fundagdo F ={F ,F ,M /a}’ com os
e z x y
deslocamentos de corpo rigido da fundagdo ﬁz{WR,ﬁ , ¢ .a}’, como:

R y

{§}=Tu [N] {?e} {3.26)

Pode-se mostrar, para o caso de uma fundagdo rigida de
superficie com contato soldado na interface solo-fundagdo [56],

que a estrutura da matriz de flexibilidade N € dada por:

N 0 0 F W
1 Wz _z .__R
_ITTI. o ux um ’ _Fx = UR ' (3.27)
0 N N M /a ¢ a
Px $m y/ ¢y

As funcobes Nn podem ser encontadas em [56]. No presen
te trabalho estas fun¢des serdo deduzidas nos capitulos 4 e 5, a

partir da particularizagdo de perfis de solo estratificados.

3.5.-Campo de deslocamentos na superficie

Outra possibilidade do presente método € a determinagao
do campo de deslocamentos na superficie do semi-espago (e fora da
interface solo-fundacdo). Estes deslocamentos sao provocados por
fundacdes dinamicamente excitadas [55]. Os deslocamentos na super
ficie, indicados por Wc(x) = fl(x), sdo obtidos pela superposigdo
das funcdes de flexibilidade ponderadas pelas forgas na interface

solo-fundacdo, F e F_,
zj 3

A B F (x) _ F (x)
W (x)= H:z(x,xj)——f—-i— + H:x(x,xj)——i——i— . (3.28a)
1
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(3.28b)

No apéndice C deste trabalho sdo plotados alguns campos

de deslocamentos em que utilizam-se as relagdes (3.28) acima.
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4.-Interagdo dindmica de funda¢des de superficie com uma

camada viscoelédstica sobre uma base rigida

No <capitulo anterior foi descrito o Método da
Superposicdo para o problema de fundag¢des rigidas de superficie
interagindo com um semi-espago viscoelastico bidimensional,
homogéneo e isotrdpico. Este capitulo apresenta uma extensdo da
metodologia anterior para sintetizar fungdes de influéncia para
solos que possam ser modelados como uma camada viscoeldstica sobre
uma rocha rigida, como ilustra a figura 4.1. Estas fungdes de
influéncia sdo incorporadas ao Método da Superposig¢do (M.S.) para
descrever o problema da interagdo de fundagdes bidimensionais

rigidas assentadas sobre a camada viscoelastica.

e L Ll =

N/ \/

iz=h | ?
///\\\///\\\//\\\///l\\//\\\///\x\///\\\///

-

r4
Figura 4.1. Propagagdo de ondas na camada viscoeldstica sobre uma

base rigida.

Um esquema padrdo da chamada versdo direta do Método dos
Elementos de Contorno (M.E.C.) [01,67] serd utilizado no intuito
de validar o presente método, assim como observar o comportamento
dos métodos em relacdo ao esforgo computacional, discretizagdo e
tempo de processamento.

0O Método dos Elementos de Contorno constitui-se numa
poderosa ferramenta computacional para a andlise dos problemas da
D.S.S.I. Uma de suas caracteristicas estd na necessidade da
introducdo de contornos artificiais nos dominios ilimitados a fim

de reproduzir a situagdo real considerada [26].
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Em relacdo as formulagdes analiticas e semi-analiticas
ligadas 4as equagbes integrais de contorno, como o Método da
Superposi¢cdo e o Método da Fungdo de Green, as dificuldades estéo
na intrincada formulacdo matemdtica associada ao fato que para
cada condic¢do de contorno do problema € necessario o desenvolvimen
to de novas funcdes de influéncia. Por outro lado, estes métodos
caracterizam-se por uma grande economia de memdria, J& que apenas
a superficie de contato entre o solo e a estrutura necessita ser

discretizada.

4.1.-Colocagdo do problema

0 modelo fisico do problema agora considerado é aquele
dado pela figura 4.1, ou seja, a interagdo dinamica de fundagdes
rigidas de superficie 2-D com uma camada viscoeldstica (solo)

sobre uma base rigida, e esquematizado na figura 4.2.

y
>F
X
sz B B
l _\x | ] 0‘zz:o-xz=o
L ° . I T
Z 2 1
e i - - h
u',oAt, e U =0 r

1

V2 ZANNVZZANSNYZZANNYZ ANV ZANNY ANV AN ZA

Figura 4.2. Fundagdo rigida de superficie sobre uma camada

viscoeldstica sobre uma base rigida.

Seguindo os mesmos procedimentos adotados no capitulo 2,
considera-se o campo de deslocamentos dado pela equagao

transformada de Navier (2.1). As solugdes tentativa que agora
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incorporam a reflexdo das ondas longitudinal e transversal
(Fig.4.1) assumem, para a dilatacdo cubica e o vetor de rotag¢des

infinitesimais, a forma:

'E=[A1k:2exp(-aLz}+Aékzzexp(aLz)]exp(in}, (4.1a)

E:[Blkgzexp(—asz)+sz;2exp{asz)]exp(i8x). (4.1b)

Como considera-se o estado plano de deformagdes, pode-se
entdo verificar facilmente em (2.5a) que E:Ez, E&:$3=o_
Substituindo as relagdes anteriores na equagdo das

ondas,

1 8 +B =0 e L v+ ¥ =0 (&3]
%2 »2
k k
L S
tem-se a equagdo restrigao,
o =Bz—k'2 e o =Bz—k'2. (4.3)
L L
Do campo de deslocamentos dado pela equagdo (2.91, €
considerando o problema de deformagdo plana, f1=(61,0,53), segue
que,
Ul::{—iﬁ [Alexp(—oth)+A2exp(aLz}] +
2aS[E1exp(—aSz)-Baexp(asz)]}exp(lﬁx), (4.4a)
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53={aL[A1exp(—aLz)-Aaexp(aLz)] +

2iB[Blexp(~asz)+82exp{asz}]}exp(iﬁx}. (4.4Db)

Como visto nos capitulos anteriores, a estratégia para
a solugdo do problema da interagdo dindmica de uma fundacdo de
superficie com o solo requer a solugdo de dois problemas de valo
res de contorno em tensdes (P.V.C.T.), nos quais somente s3o
conhecidas as tensdes na superficie da camada (Fﬁﬂ}), como 1ilus

tra a figura 4.3.

o (x,z=0) o (x,z=0)
zZZ XZ
I s
lz> 5 T j - ; - ; EWWTW
I ety | [
TH G r |

3

E\\\///\\\///\\\///\\\///\\\///\\\///\\\///\\\///E

Figura 4.3. Distribuig¢do das tensdes na superficie do dominio.

Assim, para completar a colocagdo do problema de valor
de contorno com uma excitagdoc vertical, consideram-se as condig¢des
de contorno em tensdes (forgas de superficie) e deslocamentos

dadas, respectivamente, por,

o (x,z=0)=-0 exp(iBx) , o (x,z=0)=0, (4.5a)
zZ rar 4 XZ

U {(x,2z=h)=U (x,2z=h)=0. (4.5b)

X z
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4.2.-Fungdes de influéncia do problema

A fim de obter as fungdes de influéncia para o problema
descrito no item anterior, considera-se o campo de tensdes, dado

pela equagdo (2.21), que agora assume a forma:
o =2G [AllﬁaLexp{—aLz)-AalﬁaLexp(aLz) -

Blexp(—asz)(ZBa— k;2)~82exp(asz)(282—k;2{]exp{iﬁx), (4.6a)

E;zzG'{~(262—k52)[Alexp(—aLz}+Aéexp(aLz)] =

4B1i8asexp{—asz}+4BziBaSexp(aSz}}exp(in) . (4.6Db)

Desse modo, conforme as equagdes (4.4), (4.5) e (4.6)

pode-se montar um sistema 4x4 na forma,

( 2 "2 2 *2 . : .
—Al (2B ks )+A2(23 = ks ) B1413as + 8241(:!0(5 = o'zz/G
; ; 2 *2 2 %2
AllﬁaL - AleaL - 81(23 - ks ) - 82(26 - ks ) = 0
-Aige ®* - A ige® " + B 2« e %" - Boa %" = 0
1 2 1“7s 2“"s
Aa e - Aae® +B2ige” %" + B 2ige%s" = 0 .

| 1L 2L 1 2

(4.7)

No sistema anterior indica-se a fungdo exponencial

(e : . i 3
exp(+) por e ) . Este sistema quando resolvido analiticamente nas

amplitudes de onda A“s e Bi,cj fornece,

o {Q3 [Qlexp[ (ocL-ocs)h] -Q,exp [ (o +a ) h]] -4;‘320:]_0:8}

ZZ

A: I
1 » 2
2G [FN(B}Qlcosh( (a_-a ) h) -F_ (8)Q,cosh ((« +a )h)-88 oerstaJ

(4.8a)
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— 2
GZZ{QS[QIexp(—(aL—aS)h]+Q2exp[—(aL+as)h]]+4ﬁ aLaS}
B e _
2 L] 2 r
26"[F, (8)Q,cosh( (a o) b) -F, (B)Q,cosh  (, +a)h) -88 0,
(4
iEZZBaL[QIexp[—{aL—aS)h]+Qzexp[(aL+a5}h]—(Bz+a2)]
B c— .
1 * > '
2G LFN(B}Qlcosh({aL—as)h)-FR(B)chosh((aL+as}h)—85 aLaqul
(4
— 2 2
1ozzBaL[Qlexp[(aL~as)h]+Q2epr—(aL+as}h]—(B +as)]
B = -
2 * 5 2
2G lFN(B}Qlcosn((aL—aS)h}-FR(B)chosh{(aL+a5)h}—83 aLaSQJ
(4
em que,
2 *2 2 2
FR(B)=FRay{B)=[2B —ks ] -48 o, (4
2 *2 2 2
FN(B):[ZB —ks ] +48 o, (4.
Q1=[Bz+aLaS], Q2=[(32—aLas], Q3=[282—k;2]. (4.

.8b)

.8¢)

.8d)

.9a)

9b)

9c)

Admitindo-se que a solugdo obtida obedece a condigdo de

radiagdo, aqui representadas por Re(aL)>0 & Re(as)>0, tem-se:

o [Bz+a:] io Ba,
lim A =— , lim B =——5—— (4.10a)
h-w® G FR (B) h-® G FR(B)
lim A_=0 p lim B2=0' (4.10b)
h=o g h=»00
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As expressdes anteriores mostram, analiticamente que,
para a base rigida suficientemente longe da superficie, isto §g,
quando h—w, as amplitudes de onda A e B, coincidem com as ampli
rudes de onda no caso da excitagdo harménica na superficie do
semi-espaco viscoeldstico (egs 2.26a € 2.26b, com 7=0).

De posse destas amplitudes de onda obtém-se as fungdes
de flexibilidade dinadmica para o problema de um carregamento
vertical na superficie da camada viscoelastica sobre uma base
rigida, H‘:j.
Assim tem-se,

F (B)
=b Numl
H® (B)==—<—F57 (4.11a)
" F s B
(B)
ﬁ:z(ﬁ)-——%mnz—(ﬂ)— ’ (4.11b)

em que,

mel(B}=aL{Q3[stenh(aL(h—z)+ash)-leenh(aL(h—z)—ash)]—
2aLas[Qasenh(aLh+as(h-z)}—leenh(aLh-aS{h—z))]+

4BZaLassenh(aLz}+232[32+a2]senh{asz)}, (4.12a)

mez{B}=—iB{Q3[Q2cosh{aL(h—z)+ash)-Qlcosh(aL{h—z}—aSh}]—

ZaLas[Qacosh(aLh+a5(h—z))+Q1cosh(aLh—aS(h—z))1+

482aLascosh(aLz)+2aLaS[82+a2]cosh(asz}}, (4.12b)

* 2
Dﬂﬂ(8}=G [FN(B)Qlcosh((aL—aS)h)-FR(B)chosh((aL+a5)h)—88 aLaSQ;]

(&.2-28)
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4.2.1.-Solugdo do P.V.C.T. para um carregamento horizontal

Para um carregamento horizontal na superficie do

dominioc obtém-se o sistema na forma,

. ¢ 2 *2 2 L) iz ™
CilﬂaL - CledL - D1(2B - ks ) - thzs - ks ) = sz/2G
2 2 2 .2 5 .
4 C1(2B - ks )+C2(ZB - ks) - D14J.Bas - D241f30(5 = 0
. A= h i & h - h & h
Cllﬁe L + Czlﬁe L - Dlzase s + D22ase S = 0
L claLé“L" s czaLe“L" + Di2i.6e_ash + D2ige’s" = o0,
(4.13)
gue resolvido para as amplitudes €., B Dy fornece,
4iasza5[Qlexp[(aL—aS)h]+Q2exp[(aL+aS)h]—Qa]
s -
1 * 2 £
4G [FN{B)Qlcosh((aL-aS)h}—FR{B)chosh((aL+aS)h)—88 aLaSQqJ
(4.14a)
4iaszas[Q1exp[-(aL—aS)h]+Q2exp[—{aL+aS}h]—QE]
Ci= .
2 » 2
4G bm(B)Q1COSh({aL-as)h)_FE{B)Q2COSh((aL+as)h]"83 aLaSQJ
(4.14Db)

B;Z{QB[QleXP[~(RL—aS)h1-Qzexp[(aL+aS)h]]—4BEaLaS}

B .
: 4G lFN{B)Qicosh({aL-as)h)-FR(B)chosh((aL+aS)h}-882aLaqul

(4.14c¢)

e 2
axz{QB[QIexp[(aL—ath]—Qzexp[—(aL+a5}h]]—4B aLas}

D= —
* 46", ()0, cosh((a, ~a ) h)-F, (B)Q,cosh (a, +a, ) h) -88° a0 |

(4.144d)
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Com as amplitudes das ondas dadas nas equagSes (4.14)
constrdi-se as funcdes de flexibilidade dinamica para um carrega
mento horizontal na superficie de uma camada viscoelastica sobre

uma base rigida na forma,

b FNumii(B}
H (B)— ' (4.153.)
ux (B)
Denl
B (B)= Fums B (4.15b)
wx T F B) ' :
Denl
em que,
me3{8)=aS{Q3[Qasenh(aLh+{h-z)ash+Q15enh{aLh—{h~z}ash}]—
2
2B [stenh(aL{h—z)+aSh}+leenh(aL(h—z)—ash)]-
2 2
48 aLassenh(asz)+2B Qasenh(aLz)}, (4.16a)
Fm“4(3)=iB{Q3[chosh{aLh+(h—z}as)—Qlcosh(aLh—(h—z)as)]—
2aLaSL22cosh{aL(h—z}+ash}+Q1cosh(aL(h-z}—ash}]+
2
4B aLaScosh(asz)+2aLa;33cosh(aLz)}. (4.16Db)

Novamente para a base rigida suficientemente distante
da superficie obtém-se as fungdes de flexibilidade para © semi-

espago viscoelastico para uma excita¢do harmbnica:

(B) ., (4.17a)
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: 2
. 18[[8 —as]—ZaLa;\ g
H (B,2=0)= =H'_ (B), (4.17b)

lim -
h-»® GF_ (B) 0
Ray
o Bz—aa
lim B (B, 2=0)=— ———[——l *L-F" (B, (4.17¢)
hoew X GFRay(BJ .

lim H (B,z=0)= = =H (B) . (4.17d4)
b G F (B) *

As funcdes de flexibilidade para o problema da camada
viscoelastica sobre a base rigida podem ainda serem escritas em
relacdo a altura h, aos numeros de onda @, A, e B e as variaveis

espaciais (x,z), ou seja,

W (B, o, h,x,2)
(B, o, h,x,2)= ' (4.18a)

Ezztﬂ,x,z=0)

iy

WZ

& ﬁz(B,aL,as,h,x,z}
H (BfaL:as;h;x:z}= ' {4.18b}

e o (B,x,z=0)
zZZ

—b ﬁx(B:aL.«aS,h,X,z)
H (B.aL,as.h,x,zl , (4.18c)

ux

c (B,x,z=0)
X Z

WX(B,aL,aS,h,x,z)

o (B,a ,a_,h,x,2)= (4.18d)
WX L =

cxz(B,x,z=O)

As equacdes (4.18) contém as funcdes de influéncia em
deslocamentos W (B) e ﬁl(B) para uma excitagdo em tensdes com um

nimero de onda monocromdtico B. Para uma excitagdo com um espectro
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de numero de onda arbitrdrio as fungdes de influéncia podem ser

obtidas com a ajuda da transformada de Fourier,

U (x,z)= ~ J.ﬁb (B)o (B)exp(iBx)dB. (4.19)

Novamente a superposicdo da solugdo do P.V.C.T. somadas
3s condicdes de compatibilidade cinemdtica e de equilibrio de
forcas possibilita a formagdo de um P.V.C.M. que resolvido forne
cem os deslocamentos de corpo rigido da fundagdo assim como as
tensdes na base da fundagao.

As figuras 4.4 a 4.7 ilustram a solugdo do P.V.C.T.,
equacdes (4.19), para as excitagbes na superficie de uma camada
viscoelastica sobre uma base rigida. Para obter estas figuras
utilizam-se como parametros a razdo de Poisson v=0.40, o amorteci
mento mM=0.10, a altura da camada viscoeldstica h/a=2.0 e a

frequéncia adimensional A.=1.0.

Re[wWz] —
Im[Wz] -===

Wz (x)

-0.1 :
0 E 10 15 20 25

x/a

Figura 4.4. Deslocamentos Wz(x) para o P.V.C.T. no problema da

camada viscoelédstica sobre uma base rigida.
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-0.02

Uz ix)

-0.04

-0.08

Re[Uz] —
Im(Uz] === |

-0.12 -

10

15

x/fa

Figura 4.5. Deslocamentos Uz(x) para o P.V.C.T.

20 25

Wx(x)

Re[Wx] —
Im[Wx} === B

Figura 4.6. Deslocamentos
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s Re[Ux]) —
Im[Ux] ====

Ux(x)

1 il L

-0.5 .
1] 5 10 15 20 25
x/a

Figura 4.7. Deslocamentos Ux(x) para o P.V.C.T.

No P.V.C.T., e conforme a equagado matricial (3.25), as
relacdes superpostas de tensdo-deslocamentos dao origem a um
sistema de equag¢des algébricas complexas, um vetor armazenando as
tensdes, outro contendo os deslocamentos normalizados ?N e final

mente as excitacdes externas normalizadas ?N, ou seja,

]
Ol
=
o

< - (4.20)

Il

|
=

ol
|

No presente caso uma fundacdo sem propriedades de
inércia M=0 & considerada. Pela solugdo do sistema (4.20) € pos
sivel, de forma andloga ao exposto no item 3.4, obter os elementos

de uma matriz complexa de flexibilidade dindmica N”, cuja estrutu
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ra é dada por:

Nwz 0 0

. 0 Nux Num
X _ R
0 N¢x Nom My/a ¢Ya

z R

’..J
31 I ||
al =l

{421

A tabela 1 mostra a parte real dos termos da matriz de
flexibilidade dindmica Nwz, Nux e N¢m para varios nlGmeros de
elementos na interface solo-fundagao, n_. Pode-se ver que a
convergéncia para Nwz e Nux & muito rapida. Para o termo N¢m a

convergéncia é mails lenta.

n_ Re (Nwz) Re (Nux) Re (N¢m)

02 0.302957E+0 0.534591E+0 0.604731E+0
04 0.288317E+0 0.518686E+0 0.442040E+0
08 0.280853E+0 0.510640E+0 0.393465E+0
16 0.277096E+0 0.506600E+0 0.373718E+0
32 0.275514E+0 0.50458%E+0 0.364723E+0

Tabela 1. Comportamento das componentes da matriz de flexibilida
de dinimica com o aumento do numeroc dos elementos na interface
solo-fundacao, n (m=0.10, v=0.40, Ro=0.05, h/a=2.0).

A dimensdc do sistema (4.20) é dada por,

Dim(M.S.)=(2xnr+3}2. (4.22)

4.3.-Evolucdo numérica das fungdes de influéncia

O esquema de integragdo utilizado para evoluir as

integrais impréprias que caracterizam as fungdes de influéncia &
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de fundamental importdncia no Método da Superposigdo, pois é ele
que faz o método ser competitivo ou ndo. Inicialmente trabalhou-se
com uma técnica de integrag¢do com avango de passo associada a um
critério de convergéncia [56]. Esta técnica mostrou-se tdo tneft
ciente computacionalmente, especialmente em altas frequéncias, que
tornou o método praticamente inGtil. Uma consideravel melhora foi
obtida quando passou-se a utilizar a estratégia de Longman [47]
para a evolugdo numérica de integrails imprdprias com nucleos
oscilantes. O tempo computacional de integrag¢do foi drasticamente
reduzido por um fator 50 para baixas frequéncias até 1000 para
frequéncias mais altas.

A figura 4.8 ilustra o comportamento de um dos nicleos
das 1integrais que aparece nas funcdes de infuéncia, equagao
(2.40a) .

Re(Wz)
(=]
(=]
-3
T
I

L 1 1 L 1

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
x/ia

Figura 4.8. Comportamento do nicleo da integral em Re(Wz).
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Vé-se na figura 4.9 o valor absoluto da fungdo de
flexibilidade ﬁ:ziﬁzif/a;z plotada versus a frequéncia adimensio
nal Ao. Para o semi-espago eldstico tem-se um pdlo de primeira
espécie da fung¢do de Rayleigh tornando a integral da equagao
(2.40a) também imprépria com respeito ao integrando. As integrais
no caso eldstico devem entdo ser tratadas por meio do Valor
Principal de Cauchy evoluindo a integragdo numérica de contorno no
plano complexo.

J& para o semi-espago viscoeldstico encontra-se um pico
de ressondncia ao invés de um pélo [32]. Desse modo, a integral da
equagdo (2.40a) ndo é imprdpria e pode ser evoluida numericamente
sem maiores problemas. O valor absoluto da fungdo de flexibilidade
no semi-espago viscoeldstico & também mostrada na figura 4.9 para

as constantes de amortecimento n=0.10 e n=0.20.

LEDN T
. viscoel. n=0.1 ---—

. viscoel. n=0.2 -
S.E. elastice —

wnn
mm

Valor absoluto de Hwz

Figura 4.9. Valor absoluto da fungdo de flexibilidade para o Semi-

Espa¢o (S.E.).
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4 4.-A versdo direta do Método dos Elementos de Contorno

Um esquema de elementos de contorno para o problema
estacionario da viscoelastodindmica bidimensional [01,67] fo1
utilizado a fim de fazer algumas comparagdes com O Método da Super
posigdo. A equagdo de Navier (2.1) foi transformada na seguinte

equagdo integral por meio do teorema da reciprocidade [09]:

c{G)Ul(x,w)=[ (tJU:fJ%t:j}dF, (4.23)
r

em que c(8) & um termo ligado as caracteristicas geométricas do
contorno. -

Esta equacdo integral foi discretizada assumindo-se uma
distribuicdo espacial constante dos deslocamentos U e tragbes t.
nos contornos Fl, conduzindo a uma relacdo tensdo-deslocamentos do

tipo,

[G] {t}=[H]{U}, (4.24)

com UL e tL indicando, respectivamente, as componentes do
deslocamento e da tensdo na solugao fundamental para © espago
bidimensional eléastico completo. O amortecimento material foi
incorporado no M.E.C. por meilo das constantes de Lamé de modo ana

logo as equagdes (1.16) [€7] «

4.5.-Discretizagdes no contorno

Uma das grandes vantagens do Método dos Elementos de
Contorno reside em sua habilidade em modelar qualquer espécie de
contorno. O pre¢o a ser pago, entretanto, é que todos os contornos

devem ser discretizados e eventualmente truncados. Para o problema
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de uma camada viscoeldstica ilimitada na direg¢do x, e ilustrada na
figura 4.2., os contornos Fl e F3 devem ser ilimitados. Uma imple
mentagdo realistica implica no truncamento da discretizacdo a

aloguwma distdncia da interface solo-fundagao Fz.

4.6.-Interagcdo com uma fundagdo rigida

Para analisar o problema da interagd3o de uma fundagédo
rigida com o solo, condigdes de equilibrio e de compatibilidade
cinemdtica devem ser adicionadas a equag¢do (4.24). Definindo os
deslocamentos e as tra¢des nos elementos sobre a fronteira Fi

como ,

Us,t:s (U ,tler )
Ui,ti= Uf,tr (Ui,tiel"z) (4.25)
U,t (U ,t el ),
h i

e observando que devido as condigdes de contorno dadas por ts=Uh=0
o problema pode ser reduzido a um sistema de equagdes algébricas

na forma [67],

[A] {x}={b}, (4.26)

(4.27)
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A matriz A em (4.26) contém as funcdes de influéncia,
as condic¢des de compatibilidade cinematica e as equagdes de equill
brio de corpo rigido do sistema solo-fundagdo. Chamando n, ne
n respectivamente o numeroc de elementos discretizados em I'', I, e
F] a dimensdo total do sistema algébrico (4.26) sera:
2

Dim(M.E.C.}=[2x(nr+nh+ns)+3] (4.28)

4.7.-Validacdes e comparagdes

As figuras 4.10 a 4.17 mostram o comportamento dos
elementos Nwz, Nux e N¢m dados pela equagdo (4.21) para o Método
da Superposigdo comparado com OS resultados apresentados por
Abascal e Dominguez [01], baseados no M.E.C., em que os autores
utilizaram elementos constantes. Estes resultados foram obtidos
para a razdo de Poisson v=0.40 e © coeficiente de amortecimento
7=0.10. Para os elementos Nwz e Nux vEé-se gque existe uma boa
concordincia mesmo para uma discretizagdo relativamente pobre
U%=8) no Método da Superposigdo. Algumas diferengas sdo notadas
para Re(Nux) na faixa de frequéncia 0.8=Ro=l.2. Em relagdo ao
momento, os elementos Re(N¢m) e Im(N¢m) ilustrados nas figuras
4.12, 4.13, 4.16 e 4.17 sdo mais sensiveis & distribuigdo de
tensdes de superficie e somente apresentam uma boa concordéncia
com Abascal/Dominguez [01] para n =32.

A matriz completa de flexibilidade din&mica para a
condicdo de contato soldado na interface solo-fundagdo exibe
termos fora da diagonal N¢x e Num. Estes elementos acoplam o deslo
camento horizontal e a rotagdo na fundagao. Os termos acoplados
s3io usualmente omitidos mas s3o importantes do ponto de vista de
sistemas dinamicos relacionados com fundagdes [49]. As figuras
4.18 e 4.19 mostram as partes real e imaginaria dos termos fora da
diagonal N¢x e Num obtidos pelo presente método e por Pontes [67]
baseado no M.E.C. também com elementos constantes. Os parametros

para a implementagdo do M.E.C. sdo n =20, n =82 e n=44. A
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implementagdo via Método da Superposigdo reproduz muito bem a
conhecida versdo dinamica do teorema de reciprocidade de Betti,
N¢x=Num [49]. Para o M.E.C. esta reciprocidade é também razoavel
mente reproduzida no espectro de frequéncia considerado.

Admitindo o modelo fisico dado pela figura 4.2, quando
h—w, isto &, supondo gue a base rigida localiza-se suficientemen
te distante da superficie, pode-se reproduzir computacionalmente,
utilizando o Método da Superposigdo, ©O problema da excitagao
harménica na superficie de um semi-espago viscoelastico. As
figuras 4.20, 4.21 e 4.22 mostram respectivamente, os elementos
Nwz, Nux e N¢m da matriz de flexibilidade dindmica para o seml-
espaco obtidas pelo Método da Superposigdo e pelo Método dos

Elementos de Contorno.

0.8 T T T T
Re[MS] nf=08 —
Re(Ref.01] ©
-Im[MS] nf=08 ----
-Im[Ref.01] +
.?‘;“

=2.0)

Nwz [h/a

.-.---.4..-4---.*..-4--""

1 L

-0.2 .
0 0.5 1 1.5 2 2:5
Ao=wa/cs

Figura 4.10. Componentes real e imaginadria da flexibilidade

dindmica vertical.
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T T -

Re([MS)

nf=08 —

Re(Ref.01)
-Im[MS] nf=08
-Im[Ref.01] +

<

=
o
"
L
S
£
3
=
I— TS L S
=]
-0.1 1 i L ,
0 0.5 1 1.5 2 2.5
Ao=wa/cs
Figura 4.11. Componentes real e imaginaria da flexibilidade
dinfmica horizontal.
0.7 : . : T
Re[MS] nf=08 ----
Re[MS] nf=16 -----
= Re[MS] nf=312 —
0.6 F =

0.5
=
P 0.4
m
o
o=
E
s 0.3
@
-4

Figura 4.12.

ao momento.

g RelRef.01]

Componente

Ao=wa/cs

real da flexibilidade din&mica relacionada
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0.6 T T T T
-Im[MS] nf=08 ----
-Im(MS) nf=16 -----
-Im(MS] nf=32 —
0.5 b .'f'- ‘\ -Im{Ref.0l]) @
. 0.4
o
™
I
m
]
= 0.3
E
[*]
=
E
-
! 0.2
0.1F
0 L L L 1
Q 0.5 1 1.5 2 2.5

Ao=wascs

Figura 4.13. Componente imaginaria da flexibilidade dindmica rela

cionada ao momento.

0.6 T = T
who Re(MS] nf=08 —
[ Re[Ref.01] ©
[ -Im[MS] nf=08 ---=
R ! -Im[{Ref.01] +
0.
=
-
i
£ 0.
¥ =]
5
E
=
_02 A L N
a 0.5 1 1.5 2
Ao=wa/cs
Figura 4.14. Componentes real e imagindria da flexibilidade

dinimica vertical.
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Re[MS] nf=08 —
Re[(Ref.01] ¢
-Im(MS] nf=08 =---
-Im[Ref.01] =+

0.9 I
= 0.65 | i “
< ;
u I
s i
8 |
é 0.4 F +
0.15F S e s N N T
L d
-0.1 - L L
0 0.5 1 LB 2
Ao=wa/Cs
Figura 4.15. Componentes real e imagindria da flexibilidade

dindmica horizontal.

0.6 T T T
Re(MS] nf=08 -
Re[MS] nf=16 -----
Re(MS] nf=32 —
Re(Ref.01] ¢
0.5 F
_ 0.4 |
8
b
"
2
e 0.3 F
i
[*]
2
=
0.2
0.1 F =
0 L Il .
[v] 0.5 1 1:5 2
Ao=wa/cs

Figura 4.16.

da ao momento.

Componente real da flexibilidade
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0.4 T T L
-Im[{MS) nf=08 ----
-Im[MS] nf=16 -----
-Im[MS] nf=32 —
-In[aef,ull._,a,__-
0.3
=
-
]
®
= 0.2 F
5
z
B
0.1
o ! . :
[#] 0.5 1 1.5
Ao=wa/Ccs
Figura 4.17. Componente imagindria da flexibilidade
relacionada ao momento.
°A2 T T T
= Nox[MS] —
Nox[Ref.67] -+
Num[MS] =+

Re (Nox, Num)

Num[Ref.67] -8-—

=-0.2 .
0 0.5

Ao=wa/cs

2

dindmica

Figura 4.18. Componente real dos termos fora da diagonal da matriz

de flexibilidade dinamica.
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Nox[MS5]) —
Nox([Ref.67] —==
Nux(MS] +
Num(Ref.67] -G—
0.05 | & ] o 1
*3_ s B\\. A
- -0.05
5
“ i
%
[+}
E i
g -0.1s &
L} l a
1
-0.25 F " 4
.l:\.f
Y
9
b
-0.35 : L L
0 0.5 1 1.5 2
Ao=wa/cs
Figura 4.19. Componente imaginaria dos

termos fora da diagonal da
matriz de flexibilidade dindmica.

0.7 T T T T
Re[MS] nf=32 —
Re[Ref.01] ¢
-Im[MS] nf=32 ----
-Im[Ref.01] +
0.5 F e
3 0.3 .
— -
0.1 M .
0 | L 1 L i
o 0.5 1 1.5 2 2.5
Ao=waj/cs
Figura 4.20. Componentes real e imagindria da flexibilidade
dinimica vertical para o semi-espago (v=0.40, n=0.10) .
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' Figura 4.21.
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Componentes real e imagindria da
semi-espac¢o (v=0.40, n=0.10).
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Pode-se ver nas figuras 4.10 a 4.22 que o Método da
Superposigdo, aqui considerado, mostra-se eficiente para a analise
do problema da interagdo dindmica de uma camada viscoelastica
sobre uma base rigida. Nota-se que, mesmo para uma discretizagao
nio muito refinada, o Método da Superposigdo apresenta resultados
compativeis com a versdo direta do Método dos Elementos de

Contorno.

4.7.1-Reserva de memdria nos métodos

O sistema algébrico utilizado no Método da Superposigao
para obter as componentes da matriz de flexibilidade dindmica nas
figuras 4.10, 4.11, 4.14 e 4.15 (com n =8) tem, de acordo com a
equagao (4.22), a dimensdo Dim(M.S.)=19x19. Para as figuras 4.12,
4.13, 4.16 e 4.17 o maior sistema tem a dimensdo Dim(M.S.)=67x67.
Os dados de discretizacdo reportados por [01] implicam, para uma
malha mais refinada, num sistema de dimensao Dim(M.E.C.)=140x140 e
Dim(M.E.C.)=198x198, respectivamente. Nas figuras 4.18 e 4.19 os
sistemas tém respectivamente as dimensdes Dim(M.E.C.)=295x295,

enquanto Dim(M.S.)=19x19.

4.7.2.-Tempo necessario de CPU

Os tempos de CPU relativos utilizado pelo Método da
Superposigdo e pelo Método dos Elementos de Contorno para O mesmo
nimero de pontos de frequéncia na figura 4.14 foram respectivamen
te, T(M.S.)=1.0 e T(M.E.C.)=1.18. Vé-se assim que o tempo de CPU

em ambos os métodos ndo difere de modo expressivo.
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5.-Funcdes de influéncia para o problema da interagdo dinamica

de fundagdes de superficie em meios estratificados

Nos capitulos anteriores analisou-se o comportamento
dindmico de fundag¢des de superficie interagindo com o solo, sendo
este caracterizado basicamente por dois modelos fisicos, a saber,
o semi-espaco viscoeldstico e a camada viscoeldstica sobre uma
base rigida "bedrock".

Tendo como motivagdo os resultados obtidos pelo presente
método desenvolve-se, neste capitulo, as fungdes de influéncia
para um modelo do solo um pouco mais complexo, qual seja, o de uma
ou mais camadas viscoeldsticas assentadas sobre um semi-espago,

como ilustra a figura 5.1.

e LLLLd

, o

o
1 L1 S1 L1

N/
; meio 1

Figura 5.1. Camada viscoeldstica sobre o semi-espaco.

A camada viscoeldstica caracterizada pelo meio 1 na
figura 5.1, possue propriedades materiais distintas do semi-
espago, meio 2.

Uma combinacdo adequada entre as velocidades da onda de
cisalhamento nos meios 1 e 2 faz com que o problema da camada
viscoeldstica sobre o semi-espago consiga simular os problemas ja

estudados, ou seja, da fundagdo rigida de superficie interagindo
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com O semi-espago (G1=Gz) e o problema de uma camada viscoelédstica

sobre uma base rigida (G2>>G1).

5.1.-Funcdes de flexibilidade do problema

Baseado na metodologia desenvolvida neste trabalho, o
ponto inicial para a sintese das fungdes de flexibilidade em solos
com camadas parte da representagdo adequada de solugdes tentativa
para as equagdes de onda. Devido a mudanga de meio, a propagagdo
das ondas de dilatagdo e cisalhamento deve prever a reflexdo
destas quando é analisado o meio 1. Em relagdo ao meio 2, as ondas
de dilatacdo e cisalhamento transmitidas devem caminhar sem
reflexdo.

Dessa forma, as solugdes tentativa para o dominio
estratificado, em que é& assumido o estado plano de deformagdes,

podem ser colocadas como:

e -3 *2 .
ﬁl = {AﬁﬂJexp{—amz) + Aékuexp(amz)]exp(lﬁx) 1
em Q° , (5.1)
— *2 *2 ;
w1 - [Bﬂgnexp(—amz} * Bakﬂexp{amz)]exp(lﬁx)
E’ k'Z "
= A3 I_2e:-cp[—0zmz + iBx] )
em Q. (5.2)
— .2 ;
wa = B3ks£3xp[—aszz + ipx]

Nas solugdes tentativa acima tem-se 6 amplitudes de onda
nos meios 1 e 2. A fim de determinad-las deve-se construir um
sistema algébrico 6x6 gue ao ser resolvido analiticamente fornece

- -
Li' a51’ kLi' kSI’ B,
da altura da camada viscoeldstica h e do mdédulo de elasticidade

as amplitudes em fungdo dos numeros de onda «

-
transversal complexo Gl.
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2.‘
2a i

'

Figura 5.2. Fundagdo rigida de superficie sobre o solo estratifi

cado: camada viscoeldstica sobre o semi-espaco.

S3o as condigdes de contorno que tornam determinado o
sistema algébrico do problema. As tensdes na superficie do meio 1

(I‘ivl"z), mostrado na figura 5.2, sdo da forma,

Ez=-Ezzexp(in) i o (x,z=0)=0. (5.3

A continuidade dos deslocamentos e o equilibrio das

tensdes na interface F3, sdo descritas por:

T, (x,2=h") =T (x, z=h"), U, (x,2z=h") =T, (x,z=h"), (5.4)

z

o (x,z=h’)=0° (x,z=h"), @ (x,z=h")=0" (x,z=h"). (5.5)
ZzZZ ZzZ XZ XZ
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Desse modo, introduzindo as solugdes tentativa (5.1) e
(5.2) nos campos de deslocamento e tensdes, eqgs. (2.9) e (2.21),
respectivamente, e admitindo as condigdes de contorno dadas nas

expressdes (5.3) a (5.5) obtém-se,

i [Alexp ( —ocLlh) +A_exp (auh) -A_exp {—aLzh}] -

2ot51 [Blexp ( —ocSlh} -Bzexp (aSIh):I +2a52}33exp(—aszh) =0, (5.6a)

a, [Alexp ( —cxuh) -A_exp (ocuh)jl - A exp {—aLZh) +

2ip I_Blexp (—otSlh) +B_exp (o:Slh) -B_exp ( ~a52h)] =0, (5.6Db)

GliBu:xL1 A1exp ( -cxuh} —Azexp (otLlh)] —G?_lBaLzAaexp { —chzh) -

» 2 *2
61 (28 —k51) [Blexp(—amh} +Baexp {a51h}] +

. 2 . *2
G2(2{3 -ksz) B3exp(—asah} =0, (5.6c¢)

* 2 . *2 * 2 . *2
G1 (2B —km) [Alexp ( —auh) +A2exp (auh)] =G (2B —ksz)Aaexp(—aLah)

+ G14 J'_Bozs1 [Blexp (—a51h) -B_exp (a51h}] -

G;4iﬁa5283exp(—aszh) =0, (5.6d)

i 2 *2
1Bau [A1_A2]_ (2B _ks1) [Bl+82]=0, (5.6e)
(232-}(:) [A1+A2] +4ia [Bl-Bz] =5"22/G: . (5.6f)

Uma vez resolvido o sistema acima, a sintese das fungdes
de flexibilidade segue Os mesmOS pPasSSOS da metodologia descrita
nos capitulos anteriores. No apéndice B desta dissertagdo

encontram-se as fun¢des de influéncia para o problema da camada
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viscoeldstica sobre o semil-espago.

5.2.-Carregamentos na superficie de um dominio viscoelédstico

estratificado com n camadas horizontais

A presente formulagao pode ainda ser estendida para o
caso geral da excitagdo na superficie de um dominio viscoeléastico
composto de n camadas horizontais, estas com propriedades mate

riais distintas.

DLl L )
\ /
‘ 2 \ / ,

=1

]
1l
o g
=]
L

N
1l
(=3 ND‘
™
.1.

n-1

n-1 n \ / ]

n
n+l \

|
-

Figura 5.3. Camadas viscoelisticas horizontais sobre o semi-

N N
L L
fa -
=1 .
. - —t

espago.

As solucdes tentativa, para a geometria ilustrada na



figura 5.3, podem ser escritas como:

- .2 *2 i

ﬂj= Am_ﬁﬂhexp[—ahz]+A2fﬂ“exp[aLz] exp (1Bx) , (5.7a)
i j ) J &

—_— l2 -2 . .

Qj- sz_lks.exp[-asjz] +szksjexp [asjz] exp(ipx), 1l=j=n. (5.7b)

Por sua vez para a ultima camada, considerada um semi -

espago, tem-se as seguintes solucdes tentativa:

e .2 '
an+1:Aaﬁ1kL exp[~aL z+1ﬁx], (5.8a)
n+1 n+1
iy L] .
n41=BaﬂlkS exp[-as z+16x]. (5.8b)
n+1 n+1

As condicdes de contorno na superficie do dominio, para
uma excitacdo vertical, podem ser colocadas para o primeiro

P.V.C.T. (carregamento vertical) como:

E;Z(x,z=0)=—6;zexp(iﬁx) e E;z(x,z=01:0. (5.9)

Para o segundo P.V.C.T. (carregamento horizontal) as

condi¢des de contorno sdo dadas por:

E;z{x,z=0}=0 e Eiz(x,z=0}=—5;zexp(iﬁx). (5.10)

Admitindo a continuidade dos deslocamentos € © equili
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brio das tensdes nas interfaces [ , pode-se escrever, respecti
1,5 i

1

vamente:

T (x,z=h") =0"*" (x, z=h"), o) (x,z=h")=0""" (x,2z=h"), (5.11a)
x j x J z j z j

& (x,z=h7)=0""(x,z=h"), ) (x,z=h")=0"""(x,z=h"). (5.11b)
zz j zz ] XZ j XZ j

Novamente com a introdugdo das solugdes tentativa
(5.7) e (5.8) nos campos de deslocamento e tensdes adicionadas as
condicdes de contorno (5.9), (5.10) e (5.11), pode-se obter uma
matriz quadrada de ordem 2x (2xn+1) =4xn+2 relacionando as amplitu
des e os numeros de ondas. A résoluqéo algébrica desta matriz, em
relacdo as amplitudes, fornece as funcdes de flexibilidade para o
problema da excitagdo na superficie do dominio viscoelastico
composto de n camadas horizontais com propriedades materiais

distintas.

5.3.-Resultados numéricos

Para verificar a validade do presente método no caso
estratificado, algumas comparagdes com trabalhos ligados & dinadmi
ca de fundagdes tornam-se necessarias [01,35]. Neste trabalho
indica-se a razao entre as velocidades das ondas transversais nos
meios 1 e 2 por RC=CS£&%1- Os valores dos elementos da matriz de
flexibilidade dinamica Nij sdo plotados para a frequéncia adimen
sional Aa=wa/c5 considerada no meio 1 e variando numa faixa de 0
até 2.5. Novamente as propriedades fisicas do meio s3o dadas pela
razdo de Poisson v=0.40 e O coeficiente de amortecimento m=0.10.
Em todos os resultados numéricos mostrados neste capitulo utili
zam-se nf=16 elementos constantes sob a fundagdo para o Método
da Superposigdo.

Nas figuras 5.4 a 5.7 tem-se as solugdes do P.V.C.T.

para o problema da camada viscoeldstica sobre o semi-espago.
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Nestas figuras sdo utilizados como parametros a razdo de Poisson
v=0.40, o amortecimento 71=0.10, a frequéncia adimensional Re.=1.0,
a altura da camada viscoeldstica h/a=2.0 e a razdo entre as veloci

dades das ondas transversais Rc=2.0.

Ra(Wz] —
Im(Wz] =----

e e A ARAEE ST e E—

wz (x)
o
]

=0.3 = 1 L i
1] 5 10 15 20 25
x/a

Figura 5.4. Deslocamentos Wz(x) para O PV C:T,

e RelUz] —
£ Ty Im[Uz] -

Uz (x)
o

-0.02

-0.04

-0.06

-0.08

-0.1 L 1 L L
0 5 10 15 20 25
x/a

Figura 5.5. Deslocamentos Uz(x) para o PV EJT
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Re [Wx] —
PN Im(Wx] ---= |

Wx(x)

-0.02

-0.04

-0.06

-0.08

-0.1

Figura 5.6. Deslocamentos Wx(x) para o P.V.C.T.

Re[Ux] —

Ux (x)

L 1 L

0 -} 10 15 20 25
xia

Figura 5.7. Deslocamentos Ux(x) para o P.V.C.T.
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5.3.1.-Fundacdo rigida de superficie sobre um semi-espago

viscoelastico homogéneo

Uma primeira validagdo do presente método no problema es
tratificado considera © semi-espago viscoeldstico bidimensional,
isto &, Rc:csz/csf=1.0.

A figura 5.8 mostra OS valores obtidos para as partes
real e imagindria da flexibilidade dinamica vertical. Os resulta
dos sdo plotados juntos aos de Gazetas e Roesset [35] que analisa
ram o problema com um esguema de integragdo direta da equagdo da
onda no dominio da frequéncia. Estes resultados sdo ainda compara
dos aos de Abascal e Dominguez [01] que também resolveram O proble
ma com a implementagdo de subdominios no Método dos Elementos de
Contorno utilizando elementos constantes. As figuras 5.9 € 5.10
mostram as flexibilidades horizontal e de rotagdo e apresentam uma

boa concordéncia em todos os casos.

u-ﬁ T L T Ll

Re[MS) nf=16 —
Re[Ref.01] ¢
Re[Ref.35] +

-Im[MS) nf=16 ---— T

-Im(Ref.01] O

-Im[Ref.35] X

Nwz

=0.1 .

Ao=wa/cs

Figura 5.8. Flexibilidade dinamica vertical para o semi-espago.
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3 0
-0.
Figura 5.9.
E
2

Figura 5.10. Flexibilidade dindmica relacionado

semi-espago.

0 0.5

7 T T T T
Re(MS] nf=16 —
Rel[Ref.01] ©
-Im{MS] nf=16 -
-Im(Ref.01] =+
5F
5 B
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1 L L L L
0 0.5 1 1.5 2 2.5
Ao=wa/cs
Flexibilidade dindmica horizontal para O semil-espago.
5 T T T T
Re(MS) nf=16 —
Re[Ref.01] #©
-Im[MS) nf=16 ---—
-Im[Ref.01] +
4 F
3 -
2 -
1F
D L L s L

1 1.5 2 2.9

Ao=wa/cCs

ao momento para ©
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5.3.2.-Camada viscoelastica sobre uma base rigida

como afirmado anteriormente o caso estratificado pode

também simular o problema de uma camada viscoeldstica sobre uma

base rigida, para isto, & suficiente considerar Rc:csz/c51—qm. As

figuras 5.11, 5.12 e 5.13 mostram as partes real e imagindria das

flexibilidades dindmica no

(M.S.)

Abascal/Dominguez, em gue a profundidade da camada viscoeldstica é

dada por h/a=2.0. O caso h/a=4.0 é mostrado nas figuras 5.14, 5.15

e 5.16 e nota-se uma boa concordancia entre os métodos.

0.5 T T T Re[MS]) nf=16 —
Re(Ref.01] ¢
ey Re([Ref.35]
i -Im(MS] nf=16 -
0.4 F 'l' x'\. oy -Im{Ref.01] O
! -Im(Ref.35] X
h \
551 L - J
% o ; \
[ B
B 0.2 g
5 %
£ 7
3 0.1 a
= ) * T—-§

5"

._.-..._I-—&-..—I---ﬁ-"

-0.1

1.5 2 2.5
Ao=wa/cs

Figura 5.11. Flexibilidade dindmica vertical.
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0.9 T T T T
X Re[MS] nf=16 —
'.. Re(Ref.01] ¢
! ~Im[MS] nf=16 ----
' -Im[Ref.01] +
0.7 | p
— 05 -1
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3
“ 0.3 F .
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0.1 F e -
-
e m b mmmng =T
................. |
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-0.1 ’ L 1 L
0 0.5 1 1.5 - 235
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Figura 5.12. Flexibilidade dindmica horizontal.
0.7 T T T o
Re[MS] nf=16 —
Re(Ref.01]) ¢
-Im[MS] nf=16 ----
0.6 -Im[Ref.01] +

=2.0]

Nom[h

-

D S

"!’P
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o A
0 0.5
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Figura 5.13. Flexibilidade dindmica devido ao momento.
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Re[MS] nf=16 —
Re(Ref.01] ©
0.6 | : -Im(MS] nf=1§ ----
0h -Im[Ref.01] +
% e b
0.4 | . J
t
s |
- A
) '
N 0.2 F e &
2 P *"'"*--4--__4
Ttk
5 . -
t”' ™
E— e *-"
0 b i ) |
-0.2 . . i
0 0.5 1 1.5 2
Ao=wa/cs
Figura 5.14. Flexibilidade dindmica vertical.
: T T T T
Re[MS) nf=16 —
Re(Ref.01] ©
+ -Im[MS) nf=16 ----

-Im(Ref.01] +

Nux[h=4.0]

1 1.5
Ao=wa/cs

Figura 5.15. Flexibilidade dindmica horizontal
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=4.0]

Nom[h
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T SRR

T T T

Re[MS5] nf=16 —
Re[Ref.01] ¢
-Im(MS) nf=16

-Im(Ref.01] +

e

1 1 1

0

0.5 1 1.5 2
Ao=wa/cs

Figura 5.16. Flexibilidade dindmica devido ao momento.

5.3.3.-Camada viscoeldstica sobre o semi-espago

Apds as validagdes anteriores a andlise pode-se estender

para o caso geral de uma camada viscoeldstica sobre o semi-espaco.

Novamente os resultados sao comparados aos de Abascal/Dominguez.

As propriedades do material sio as mesmas descritas no item 5.3.
razio entre as velocidades das ondas de cisalhamento nos meios 1
2 é dada por Rc=2.0 e Rc=4.0.

também a mesma, isto &,

mostram os elementos

para todos estes casos.

A
o
A altura da camada viscoeléstica é
h/a=2.0 e h/a=4.0. As figuras 5.17 a 5.28

de flexibilidade N

1j

da matriz dindmica
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Flexibilidade dindmica vertical.
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Flexibilidade dindmica vertical.
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Figura 5.19.
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Figura 5.20.
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Flexibilidade dinamica vertical.

Flexibilidade dinédmica vertical.
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Figura 5.21. Flexibilidade dindmica horizontal.
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Figura 5.22. Flexibilidade dinamica horizontal.
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Flexibilidade dinamica horizontal.
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Flexibilidade dinédmica herizontal.
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Figura 5.25. Flexibilidade dinamica devido ao momento.
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Figura 5.26. Flexibilidade dindmica devido ac momento.
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5.3.4.-Comentéarios

Pode-se notar, pelas figuras 5.8 a 5.28, que o Método da
Superposicdo apresenta resultados satisfatbérios também para o
problema da interagdo dindmica de fundagdes rigidas de superficie
assentadas numa camada viscoeldstica sobre um semi-espago. As
funcdes de influéncia, sintetizadas neste capitulo, podem ainda
simular o problema de fundagdes dinamicamente excitadas sobre a
superficie de uma semi-espago, como ilustra as figuras 5.8 a 5.10,
e o problema de uma camada viscoeldstica sobre uma base rigida,
ilustrado nas figuras 5.11 a 5.16. Para o problema da camada
viscoeldstica sobre um semi-espa¢o (figuras 5.17 a 5.28), pode-se
notar uma boa concordincia dos resultados numéricos obtidos,
quando comparado a versao direta do M.E.C.

Convém observar novamente gque no Método da Superposigao
apenas a interface do sistema solo-fundagdo necessita ser
discretizada. Acredita-se pois gque em meios horizontalmente
estratificados, com um grande numero de camadas, a presente
metodologia torna-se uma alternativa interessante para a analise

dos problemas da D.S.S.I.
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6.-0 Método da Superposic¢do Modificado (M.S.M.)

O Método da Superposigdo (M.S.), apresentado no capitulo
3, tem como caracteristica a aplicagdo de carregamentos, descritos
por tensdes constantes, em segmentos discretizados da interface
solo-fundagdao. A influéncia destes carregamentos (localizados) em
relagdo aos segmentos restantes torna possivel obter uma matriz de
flexibilidade dindmica que ao final fornece a resposta, no dominio
da frequéncia, do problema da intera¢do dindmica solo-estrutura.

Uma variagdo do Método da Superposigd3o pode ser
conseguida por meio de uma alteragdo na forma do carregamento. O
Método da Superposi¢do Modificado (M.S.M.), considerado neste
capitulo, tem como caracteristica a aplicag¢do de um delta de Dirac
em cada segmento discretizado da interface solo-fundag¢do, ao invés

de carregamentos constantes nestes elementos.

6.1.-Fungdes de Green no Método da Superposigdo Modificado

Seja ﬁ“ como sendo o deslocamento na direcdo k, devido
a uma excitag¢do na diregdo 1. Assim, em relagdo a convengdo para

as componentes do campo de deslocamento pré-adotadas, tem-se:

al
I
=l
cl
Il
al

al
I
=
al
It
al

Da mesma forma, pode-se redefinir as fungdes de flexibi

lidade ﬁm, como:
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Nos capitulos anteriores viu-se que no dominio do nimero
de onda B, o campo de deslocamentos f&l(BJ pode ser obtido pelo
produto da transformada da distribuicdo de tensdes na superficie
do dominio, EBH(B), pela funcdo de flexibilidade neste dominio,

H_ (B).
Desse modo, a expressdo:

w

kI(X)=_2'f-!:J ﬁkl(B}EOZI (B)exp(lﬁx}dﬁ, (6.1)

4]

fornece o campo de deslocamentos provocado por uma distribuigdo
espacial de tensdes Eihl(x), uma vez conhecida sua expansdo no
dominio do numero de onda, EQH{B).

Supondo agora que a excitagdo para o problema seja dada
pela aplicagdo do delta de Dirac na superficie do dominio, tem-se

para um carregamento na direg¢do 1, a expressio,

Gbn(X)=Un6(x:E'Z=O)' (6.2)

em que 8 indica o delta de Dirac.
Novamente pode-se determinar a tensio EOI(x) no dominio
F4

B pela transformada de Fourier,

[+4] fes]

o (B)=J Emﬂ(x)exp(—iﬁx)dx=J Uﬂa(g,o}exp(-iﬁx)dx. (6.3)

0zl
oo =

Pela propriedade do delta de Dirac, segue que,

obﬂ(8)=oﬂexp(—i65). (6.4)

Com auxilio das equagbes (6.1) e (6.3) pode-se expressar

o campo de deslocamentos no semi-espago, U,  em funcdo de um
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carregamento concentrado (delta de Dirac) aplicado no ponto £ na
superficie do semi-espago, orientado segundo a diregdo 1 e com

intensidade Gl, como:
A

kl

g (x):LJﬁ (B)o_ explif(x-£)]dg. (6.5a)

Considerando em (6.5a) a amplitude da forga aplicada na
superficie igual a unidade (ozl=1}, tem-se a chamada fungdo de

Green do problema, na forma:

(#2]

J ﬁM{BJexp[iB(x-E)]dB. (6.5b)

=

A funcd3o de Green em (6.5b) representa a componente do
campo de deslocamentos na diregdo k, devido a uma forga concentra
da unitaria aplicada na diregdo 1. O indice "o" indica que estéao
sendo considerados somente os deslocamentos na superficie do semi-
espacgo (z=0) .

Como anteriormente, as fungdes de Green relacionadas aos
deslocamentos na superficie do semi-espago representam a transfor
mada de Fourier das fungdes de flexibilidade ﬁH(B) nesta

superficie.

\fz \IZ
Figura 6.1. Representagdo do campo de deslocamentos devido a

atuacdo do delta de Dirac na superficie do dominio (fungdes de

Green) .
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A préxima etapa consiste na dedugdo do campo de desloca
mentos para uma distribuigdo qualquer de tensdes por meio da
superposi¢do da fungdo de Green. Sem perda de generalidade, consi

dera-se o carregamento na diregdo z.

'z

Figura 6.2. Carregamento arbitrario na superficie do dominio.

4 i W e —f
Para uma distribuigdo gqualquer de tensdes 0o (x) sobre
ZZ
a superficie do semi-espago pode-se escrever o campo de deslocamen

tos, via superposigdo da fungédo de Green [86], como:

W‘(x){ G, (x, )0 (£)dx, (6.6)

em que,

G z(x,€)=%r~J ﬁuz(B)exp[iB(}cwE)]dB. (6.7)

Ow
~ o

pPara o caso da interacdo dindmica de estruturas rigidas
pidimensionais com o solo admite-se que a distribuigdo de tensdes
sobre a superficie do dominio seja constante por segmentos, como
indicado na figura 3.5.

No problema aproximado, novamente supde-se uma discreti

zacdo regular com n elementos. Assim as tensdes podem ser

106



colocadas na forma,

o (x)=0 X -a <X<X +a

Ozz T 0zzi ! i i< i i ! (6.8)
com i=1,2,...,n.

Das equagbes (6.6), (6.7) e (6.8) obtém-se o campo de

deslocamentos provenientes de n elementos na interface solo-

fundacdo, como:

X X
2 3
_f —
wz(x)‘ 0221[ cau.:z(x'g)dE * o 2[ Go Z(x,&)dE x
X X
1 2
X
_ n+1
+ + OnmJ Gmu(x, YdE , a=x <x_< cxn+1=b
xf‘l
Portanto,
n b 4
_{ — j+1_
Wz(x)= JOzzj[ Gowz(x,f;'}da (6.9)

A equacgdo anterior fornece o campo de deslocamentos na
superficie do semi-espago em qualquer ponto de coordenada x para
uma distribuicdo de tensdes aproximada por elementos constantes
como mostra a equagdo (6.8).

Os valores das tensodes Eguﬁ sdo desconhecidos. Sua
determinagdo serd novamente possivel a partir da introdugdo das
condicdes de compatibilidade cinemdtica e de equilibrio de uma
fundacdo rigida e/ou flexivel.

Para o caso em guestdo admite-se que a compatibilidade

i - . -~ e - L H
cinematica se dé em relagdo ao ponto médio X, de cada elemento
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discreto sob a fundagao,

X
j+1
et i M, —M P ;M §
Wz(x11=§ UOzsz- G, (x ,8)dE, s B R (6.10)

Lembrando a equagdo (6.5b) pode-se reescrever a equagio

(6.10) do seguinte modo:

w

= xj+1
—f —H 1 — .
Wz(x)=z GOzz}J {WJ HNZ(B)exp[lB(x—EJ]dB}dg. (6.11)

j=1 X -0

Deve-se observar que a introdugdao da fungdo de Green
implica num acréscimo de uma integragdo para a obtencdo do campo
de deslcocamentos, Wi(x), quando comparado a metodologia apresenta
da anteriormente. Ou seja, torna-se necessdrio convoluir a funcdo
de Green com a representag¢dc discretizada do campo de tensdes na
interface solo-fundacgdo.

A integragdo adicional em (6.11) pode ser feita por um

tradicional esquema gaussiano, na forma:

x NG
je1_ _
J Gy, (X, €)4E=) 2,5, (x,£) 131, (6.12)
x k=1

em que, ¥ sdo os pesos da integrag¢do gaussiana, t:k as coordenadas
dos pontos de integrag¢do e |J| o Jacobiano da transformagdo.

Como no capitulo 3, constrdi-se de modo inteiramente
andlogo a matriz de compatibilidade cinematica e a matriz de
equilibrio de forgas. A uUnica alteragdo em relagdo a matriz de
flexibilidade dinémica, dada anteriormente, diz respeito as
funcdes de flexibilidade complexas, mais especificamente nos
termos ﬁm' devido ao delta de Dirac.
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6.2.-Campo de deslocamentos

Utilizando a adimensionalizagdo sugerida no item 2l A8
funcdes de Green dos deslocamentos vertical e horizontal no Método

da Superposigdo Modificado, s3o dadas respectivamente por:

. KE _ 1'12
_ 1 I El+in&
Gma(x,E)=—- 5 cos AoKI(x-g) dKI, (6.13a)
nG(1l+in ) F (K. ) a
5 I—O Ray I
y ® F_(K)
Nen
G (x,€)= K sen|AocK_ (x-€) |dK , (6.13b)
Y 73 (Tadin ) YFO(k) == ] !
S KI=0 Ray I
® F_ (K
— 1 Nen I
G, (X/§)=—m ———— | K —=_ 1 sen|Ak (x-£)|dKk, (6.13¢)
s nG(1+in ) "F (k) ~= 1 ¢
S KIZO Ray
@ K2 - .
B 1 I il+ins)
Go (x,€)=— = cos AoKI(x—E) dKI. (6.13d)
b G (1+in ) F (K ) a
S KI—O Ray I
Novamente, a evolugdo numérica das funcdes de Green nas
equagdes (6.13) & de fundamental importdncia no Método da

Superposigdo Modificado. O nicleo destas integrais caracterizam-se

como fungdes oscilantes com decaimento em relacdo a coordenada x.
Outra observagdo relevante em (6.13) diz respeito ao

ponto x=§£ ou x#§£. De fato, quando x=£, os termos trigonométricos

anulam-se ou sdo unitarios.
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Assim para x=£ tem-se:

o K2 - n°
_ 1 [ I fl+1nn}

Gmm(x,5}=— = dKI, (6.14a)
nG(l+inS) il og FR (KI)
I o
Gmm(x,£)=Gmm(x,E}=0, (6.14b)
5 K2 B 1
1 I il+1n&
G, (x,&)=— = : dK . (6.14c)
nG(l+inS) B F_ (K )

Portanto, em (6.14) quando x=£, troca-se o caracter
oscilante com decaimento nos nicleos das integrais por um decaimen
to em relagdo a coordenada x. Por este motivo, para evolulr
numericamente as integrais semi-infinitas que aparecem nestas
equacdes deve-se prever os casos x=f£ e x#*£ nos programas computa

cilionais.

6.3.-Elementos lineares: solugdo via fung¢do de Green

Na secdo anterior desenvolveu-se, na equagdo (6.11), uma
expressdo para determinar os deslocamentos em qualquer ponto da
superficie do semi-espago (x), causadas pela superposigdo de n
distribuigdes de tensdes constantes nos pontos xj. Entretanto, a
funcdo de Green sintetizada permite, como mostra a equagdo (6.6),
a determinacdo de um campo de deslocamentos para uma distribuigao
arbitrdria de tensdes na superficie do semi-espago, U;z(x).

Se ao invés de elementos constantes forem utilizadas

como funcdes interpoladoras os elementos lineares as equagoes
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anteriores sofrem uma ligeira alteragdo. Desse modo, admitindo que
as tensdes em cada um dos n-elementos sob a interface solo-
fundagdo possam ser aproximadas de forma linear, tem-se para um

k-ésimo elemento a expressao:

k kK Lk kK k —
cJ'zj (x) =0‘ZJ1<,151 (x) +a'zj2<;>2 (x), com X EX=X (6.15)
em gue,
5 (xkﬂ—x) L (x-ka
tf)l(X] =— ¢2(X) —— (6.16)
(x -x ) (x -X )
k+1 k k+1 k

sdo as fungdes de forma linear no sistema global de coordenadas,
enguanto ULI e ULE sdo os valores desconhecidos das tensdes nos
extremos x e X . do k-ésimo elemento.

Na maioria das vezes & conveniente escrever as equacgdes
num sistema local de coordenadas. Assim, para o caso linear utili

zando a transformag¢do de coordenadas:

x(n) s=——mm N + —m , (6.17)

pode-se reformular a equagao (6.15) como:

o~ {n}=ak

k k k
43 zn¢1(n)+alﬂ¢2(n), (6.18)

em que,

¢:(n)=—%—(l—n); ¢:(n)=—%—(l+n). com -1l=msl. (6.19)

Desse modo, aproximando as tensdes na superficie do

dominio por elementos lineares as equagoes do campo de
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deslocamentos podem ser escritas, para O k-€simo elemento, como:

X

k+1
o k k k k
(X):J Gonj (x,€) [sz1¢1(€)+azjz¢2{£}]ds

x

kj

(m)11J1dn. (6.20)

- K K k K
=J qu(x,n)[Uz}1¢1(n)+ozj2¢2

6.4.-Elementos lineares: solugdo via transformada de Fourier

A fim de comparar os deslocamentos no PALCIT. ent¥e o
Método da Superposigdo e o Método da Superposicdo Modificado, no
caso linear, torna-se necessdrioc o desenvolvimento da transformada
de Fourier para as tensdes de superficie num semi-espaco viscoelas

tico devido a um carregamento linear, como ilustra a figura 6.3.

zz 1

zz2 X

z
Figura 6.3. Carregamento linear em tensdes na superficie do

semi-espacgo.

As condigdes de contorno em tensdes para o carregamento

linear podem ser colocadas na forma:

0‘221¢1 (x) +a‘zzz¢52 (x), Ixl=a

zz(x.z=0]= (6.21)

0 . Ixl>a,

OQ|
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em que ¢1(x} = ¢2(x} sdo as mesmas funcdes definidas em (6.16) com

X=-a, ¥ ae0 ., @ sendo os valores das tensdes nos pontos

1 zz2
X=-a e X=a, respectivamente.

Como na equacgdo (2.34a), tem-se:

e8]

o (B):J' EOZZ(x)exp(—in)dx=J (o ¢ (x)+0_ ¢ (x)]exp(-iBx)dx

Ozz ZZzl. 1 zz2 2
<o ~-a
_ [exp(iBa) -exp(-iBRa) ] _ 1 exp(ipa) o
I 2aB2 B J zzl
[exp(iBa) -exp(-iBa) ]- i exp(ipa)
- 2 == o (6.22)
g 2ap B

. 2 i . ¥ "
em que i"=-1 & a unidade imaginaria.
Na expressdo anterior utilizando a conhecida férmula de

Euler:
exp (i8) =cos (@) +isen(0) , (6.23)
tem-se:
T (@)= sen (Ba) o o sen(Ba)  cos(Ba) o
Ozz B aBZ B zzl
.lsen(Ba) _ i{sen(ga) _ cos(Ba}] o . (6.24)
B ap B

Novamente, os deslocamentos no dominio B podem ser

obtidos pela relagdo entre tensdes e as funcdes de flexibilidade
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para o semi-espag¢o viscoeldstico como:

(6.25)

Aplicando a transformada inversa de Fourier na equacdo

anterior, tem-se:

fes] o y
— 1 — , 1 ol — .
U}J(x}:-iﬁ{ Ulj(B)exp(lﬁx)dﬁ=—§E{ HL(B)obﬂ(B)exp(lﬁx}dB.

~ o <0

(6.26)

em que ﬁﬁ(ﬁ) sdo as fungdes de flexibilidade para o semi-espaco

208

Adicionando a equacgao

viscoeldstico (egs.
(6.24)

com auxilio do Método da Superposicgdo,

em

(6286}

os deslocamentos para o

pode-se reescrever,

P.V.C.T. com um carregamento vertical (j=z), na forma:
o0
W;m:%(o-zzlwm)J ﬁ:z(ﬁ)mexp{iﬁx)dﬂ &
~m
o3}
—(0_ - )J i () [Se“ma} - COS(Ba)]exp(iﬁx)dB, (6.27a)
zzl zz2 Wz 2
. ap B
(+2}
ﬁz(x)=+n( zzl+0'222)J' ﬁ:z(ﬁ}senéﬁa}exp(iﬂx}d.e +
@
(0 -o )[ﬁ" (g) |SenlBa) _ cos(Ba) |oyp(igx)dg.  (6.27b)
m zz1 zz2 uz 2
J i ap B
Na equag¢do anterior fazendo 0...9,,,0, ~tem-se as
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mesmas expressdes para um carregamento constante nas tensdes de
superficie (egs. 2.39a e 2.39b).

A figura 6.4 mostra os deslocamentos Wz(x) para O
P.V.C.T. no semi-espag¢o viscoeldstico com o Método da Superposigdo
comparado com o Método da Superposigdo Modificado (fungdes de
Green). Utilizam-se como pardmetros do problema a frequéncia
adimensional RA0=1.0, a razdo de Poisson v=0.40, o amortecimento
n=0.10 e 16 pontos gaussianos no M.S.M. Assume-se ainda, nesta
figura, um carregamento constante com Gmﬂ=an2:l.0.

J& na figura 6.5 tem-se os deslocamentos wz(x) para os
mesmos pardmetros da figura anterior agora assumindo-se um

carregamento linear dado por UH1=1.O e Uzz=0.1.

z

Wz (x)

-0.6 L . a g
0 5 10 15 20 25
x/a

Figura 6.4. Deslocamentos Wz(x) para o P.V.C.T. linear, com

g...=0. =10
zzl zz2
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L 1 L

-0.3 L
0 5 10 15 20 25
x/a

Figura 6.5. Deslocamentos Wz(x) para o P.V.C.T. linear, com

c =1.0e o =0.1.
zz2

zzl Z

6.5.-Elementos quadraticos: solugdo via fungdo de Green

Outro modo de aproximar o comportamento das tensdes na
superficie do dominio é através da utilizagdoc de elementos
gquadridticos em cada um dos n-elementos do campo discretizado. Nova
mente para um k-ésimo elemento no sistema local de coordenadas
pode-se obter um andlogo da equagdoc (6.18), agora para elementos

quadraticos, na forma:

k k k k k k k
o, )=, @ tn) +o_ Y Ao g lnl, (6.28)
em que,
¢ m =1L K=o (1em) s ¢E(m) =LA (6.29)
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com -1=m=1.

s
b
"
i
- —4—
o
s ——

Figura 6.6. Coordenadas global e local para a representagdo do

elemento quadratico.

O campo de deslocamentos pode entdo ser escrito no

k-ésimo elemento, ilustrado na figura 6.6., como:

k k k k
1 0 2P +UZJ3¢3(WJ]lJldn, (6.32)

dx)? (dz)?
em que |Jl|= anl *lam

6.6.-Comparacdes entre o Método da Superposigdo e o Método da

Superposig¢do Modificado

O Método da Superposig¢do Modificado sera agora comparado
ac Método da Superposigdo, no caso constante, para a analise de
fundacdes rigidas de superficie interagindo com uma camada visco
elistica sobre uma base rigida (figura 4.1). Como no Método da
Superposicdo as fungdes de flexibilidade, serd@o armazenadas numa
matriz de flexibilidade dindmica composta das equag¢des de equilil
brio dindmico, compatibilidade cinemdtica e da matriz de massa do
problema. No Método da Superposigdo Modificado as condig¢des de
contorno podem ser arbitrarias, como ilustrado na figura 6.2, e
s3o obtidas pela aplicagdo do delta de Dirac na superficie do
dominio considerado.

Uma andlise entre as tensdes de superficie dadas pelo
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Método da Superposigdo, equagdo (2.34), e pelo Método da
Superposigcdo Modificado, equacdo (6.4), mostra que as tensdes
neste uUltimo sdo analiticamente mais simples de serem determina
das. Entretanto, o prego a ser pago & que este ultimo torna-s;

mais lento devido ao esquema de integracdo numérica utilizado.

M.S.M.
NG Re (Nwz) | -ITm(Nwz) | Re (Nux) [-Im(Nux)| Re(N¢m) |-Im(N¢m)
02 10.231228(0.064935(0.031142|0.383357(0.400986|0.058544
04 |0.237541)|0.065921(0.037562(0.384502|0.419933/0.060574
06 [0.239780[0.066261(0.039838(0.384893(0.426673|0.061291
08 [0.240941[/0.066435/0.041017(0.385093(0.430164(0.061661
16 |0.242743)|10.066703|0.042847|0.385398|0.435582|0.062235
M.S.[0.244649|/0.066977|0.044764(0.385713(0.441247|0.062834

Tabela 2. Variag¢do da solugdo no Método da Superposicdo Modificado

e no Método da Superposigdo em alguns pontos gaussianos.

A tabela 2 mostra o comportamento dos elementos Nwz, Nux
e N¢m para o problema descrito no capitulo 4. Considera-se uma
discretizagdo de 8 elementos constantes na base da fundacgio, n =8.
As propriedades materiais sdo as mesmas dadas nas figuras anterio
res, isto é, v=0.40 e m=0.10. Os resultados s3o avaliados para a
frequéncia adimensional Ro=1.0 e a altura da base rigida h/a=2.0.

Para o nimero de pontos gaussianos NG, mostrados na
tabela 2, pode-se notar que ndo existe uma grande variacdo na
resposta do problema. Acredita-se que isto ocorra devido ao car
regamento constante que fol assumindo para as tensdes de
superficie.

A figura 6.7. mostra a comparagdo entre a componente
vertical Wz, do campo de deslocamentos obtida no Método da Super
posigdao (M.S.) e no Método da Superposi¢do Modificado (M.S.M.). Os

resultados mostram uma boa concordincia.
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Wz (x)

-0.8 1 1 L 1 1 L i L 1

o 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
x/a

Figura 6.7. Deslocamento vertical Wz(x) (Re=0.5; v=0.25; m=0.01).

Na tabela 3 compara-se o tempo de CPU normalizado entre
os dois métodos para o mesmo problema reportado na tabela 2. Os
dados do problema também sdo os mesmos. Nesta tabela tem-se um
crescimento linear do tempo de CPU em relagdo ao aumento do numero

de pontos gaussianos.

NG 02 04 06 08 16
[J)
T M.S.M. 1.96 3.92 5.88 7.85 15.70
o =
a, M
g U
& M.S. 1.0

Tabela 3. Variacd3o do tempo de CPU no Método da Superposigao

Modificado e no Método da Superposigaoc.

As figuras 6.8, 6.9 e 6.10 mostram os elementos Nwz, Nux

e N¢m num espectro maior de frequéncias 0=ARo=2.5. Nestas figuras
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também comparam-se os resultados obtidos no Método da Superposigdo
(figuras 4.10, 4.11, 4.12 e 4.13) com o Método da Superposigao
Modificado com elementos constantes para alguns pontos gaussianos.

Em todos estes resultados consideram-se nf=8, h/a=2.0, v=0.40 e
n=0.10.

0.4 T T 1 X
MS [nf=08)] —
MSM [NG=02] ---—
MSM ([NG=04] -----
MSM (NG=08] -— |

0.3 MSM [NG=16] ===

Re [Nwz]
=]
(=]

-0.1

-0.2

Ao=wa/cs

0.6 T T T T
MS [nf=08] —
MSM [NG=02] ----
MSM [NG=04] -----
MSM [NG=08] -
MSM [NG=16] -=-
0.4
¥
]
z
E
i
0.2
: 4] 0.5 1 1.5 2 2.9
ho=wa/cs
Figura 6.8. Componentes real e imaginiria da flexibilidade

dindmica vertical Nwz.
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MS [nf=08) —
MSM [NG=02] ----
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0.
Ao=wa/cs
1 T T T T
MS [nf=08] —
MSM [NG=02] =----
MSM [NG=04] --—---
MSM [NG=08] -——
MSM [NG=16] —-- |
0.8
0.6
X
=
g
8
0.4
0.2
o 1 L L L
0 0.5 1 1.5 2 2.5
Ao=wa/cs
Figura 6.9. Componentes real e 1imagindria da £flexibilidade

dinfdmica horizontal Nux.
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0.4
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C
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Ao=wa/cs
Figura 6.10. Componentes real e imagindria da flexibilidade

dindmica relacionada ao momento N¢m.
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Como pode-se ver nas figuras anteriores o Métode da
Superposicdo Modificado (M.S.M.) e o Método da Superposicdo (M.S.)
apresentam © mesmo comportamento para os elementos da matriz NU'
Uma significativa vantagem do (M.S.M.) em comparagdo ao (M.S.)
é a facilidade do primeiro em representar condi¢des de contorno
arbitrdrias para um carregamento aplicado na superficie do

dominio.
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7.-Fundagdes parcilalmente engastadas

Nos capitulos anteriores apresentou-se uma metodologia
para tratar a interagdo dindmica de fundag¢des rigidas assentadas
na superficie de solos horizontalmente estratificados.

Em problemas da engenharia, entretanto, as estruturas de
funda¢des encontram-se frequentemente total- ou parcialmente engas
tadas nos solos. Assim, visando ampliar a gama de problemas da
D.S.S.I. a serem considerados, este capitulo apresenta uma metodo
logia que permite a sintese de matrizes de flexibilidade para
fundag¢des parcialmente engastadas.

A rigor, a versdo direta do Método dos Elementos de
Contorno permite a modelagem do problema da interac¢do din&mica de
estruturas total- ou parcialmente engastadas no solo, com estrati
ficagdes arbitrarias [04,12]. As limita¢des desta metodologia, com
fespeito as estratégias de truncamento da discretizagdo, ja foram
comentadas nos capitulos anteriores.

Antes da formalizagdo da versdo direta do M.E.C., o
tratamento de problemas com engastamentos podia ser feito através
da abordagem por equagdes integrais de contorno [06], ou entdo,
por uma abordagem mista, que inclui wuma discretizacdo por
elementos finitos da porg¢do a ser escavada (retirada) do dominio
homogéneo original [62].

A questdo crucial das metodologias acima descritas era a
necessidade de se dispor de uma fungdo de Green ou uma funcdo de
influéncia com fontes no interior do dominio [81,82]. Conforme
serd visto no préximo capitulo, a sintese de funcdes de influéncia
ou Green com fontes no 1interior do dominio constitui-se numa
tarefa consideravelmente mais complexa do gque aquela em que
sdo consideradas fontes na superficie.

Para evitar o uso de fungdes de Green com fontes
interna, Dasgupta [20] propds uma metodologia chamada de Método
de Subestruturag¢dc por Eliminag¢do (Substructure Deletion Method,
S.D.M.). Esta metodologia permite obter a matriz de flexibilidade/
rigidez de fundag¢des rigidas ou flexiveis parcialmente engastadas
no solo, a partir de fun¢gdes de influéncia ou Green com fontes na

superficie; mais a discretizagdo da regido retirada (limitada) do
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solo escavado, através dos elementos finitos.
Neste capitulo sera implementada uma modificacdo do

S.D.M., tal como sugerido por Gaul [32].

7.1.-0 Método de Subestruturac¢do por Eliminacéao

'Um dominio homogéneo, o™ pode ser entendido como a
unido (soma) de uma regido engastada, Q°, mais uma pofgﬁo retirada
do solo, QF, como ilustra a figura 7.1. Evidentemente estas
regides devem possuir as mesmas propriedades materiais. A matriz
de flexibilidade din&mica para o dominio viscoeldstico com

engastamento pode entdo ser obtida wutilizando a técnica de

subestruturacgao.
l_.h I..e
N /° -
s 0° = ,//4°\“\
Q" \ &
I—.B

Figura 7.1. Dominio viscoeldstico-parte escavada=regido engastada.

No método de subestruturacgdo por eliminagdo é conveniente
representar adequadamente as trés regides do solo, a saber, o
dominio viscoeldstico, Q"%; a porgdo retirada (limitada) do solo
também chamada parte escavada, Q°; e a regido que representa o
solo ilimitado escavado, Q°, que é objeto do presente estudo. A
figura 7.1 esquematiza a técnica de subestruragao proposta.

E interessante observar que o dominio homogéneo pode ser
reconstituido, bastando para isso incluir a parte escavada

limitada na regido do solo ilimitado com escavagdo e assumir
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codicbes de compatibilidade cinemdtica e equilibric nas interfaces
de acoplamento.

No Método da Subestruturagdo por Eliminag¢3o pode-se
desacoplar o problema original em dols métodos distintos: um
aplicado a regido do dominio viscoelastico, outro a regido escava
da. A andlise na regido escavada pode ser feita por métodos
numéricos convencionais como o Método dos Elementos Finitos, o
Método das Diferengas Finitas ou o Método dos Elementos de
Contorno. Como trata-se de uma regido limitada os problemas numé
cos referentes ao truncamento da discretizacg¢do sdo inexistentes.
J4 para a superficie do dominio viscoelastico homogéneo sera
conveniente analisd-la através do Método da Superposigdo ou o
Método da Superposigdo Modificado desenvolvido nos capitulos
anteriores deste trabalho.

Originalmente no método de subestruturagdo proposto por
Dasgupta a parte escavada limitada do solo foi modelada pelo
Método dos Elementos Finitos. Os nés no interior do dominio
posteriormente sdo condensados aos ndés da interface solo-fundagdo.
Visando eliminar a condensa¢do nodal Gaul [32] propdés o uso do
Método dos Elementos de Contorno. A principio o Método dos
Elementos de Contorno parece ser o caminho mais natural a ser
seguido, pois somente o contorno (superficie) do dominio & discre
tizado. Gaul descreveu a metodologia mas ndo apresentou resultados
numéricos. Recentemente, Betti e Abdel-Ghaffar [11] desenvolveram
um estudo numérico sobre o Método de Subestruturagdo por Elimina
cdo para analisar o comportamento dindmico de uma fundagdo rigida
tridimensional. Os autores ndo sintetizaram a fung¢do de Green para
o semi-espago, e sim, interpolaram dados fornecidos por Wong e
Luco [85].

O Método de Subestruturag¢do por Eliminac¢do visa obter a
matriz de flexibilidade dindmica CL: relacionando deslocamentos
Iﬁ e tensdes tz sobre a superficie escavada F: do solo QF,

mostrado na figura 7.1. A relagdo tensdo-deslocamentos é dada pela

equagao:

{U*}=1c"1{c%}. (7.1)

ee
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A formulagdo do método também requer a funcdo de flexibi
lidade na superficie do contorno Fz relacionando os deslocamentos
U: e as tensdes t: do problema homogéneo para o dominio Q. Também
£ necessdario conhecer a matriz de flexibilidade dinimica (ou
rigidez) do dominio escavado e limitado Q°. Neste as tensdes de
superficie t{ut: e os deslocamentos U}ﬂﬁ devem ser conectados

adequadamente.

7.1.1.-Matriz de flexibilidade para a superficie do solo

viscoelédstico estratificado

Nos capitulos anteriores descreveu-se uma metodologia
para sintetizar as fun¢gdes de flexibilidade de superficie para
varios perfis de solo: o semi-espago homogéneo bi- e tridimensio
nal [56]; uma camada viscoeldstica sobre base rigida; a camada
viscoeldstica sobre o semi-espac¢o. Admitindo-se que a distribuicgdo

d - . -~ h Il
de tensdes sobre a superficie homogénea do solo I' pode ser discre
4 =

tizada por elementos constantes & possivel, no Método da
Superposi¢do, obter a matriz de flexibilidade dinadmica relacionan
do deslocamentos t€=U(x), com xeF: e tensdes t2=t(x}, com xerz, na
forma:

{U:}=[czq] [t:}. (7.2)

7.1.2.-Matriz de flexibilidade da parte escavada do solo por

elementos de contorno

A parte escavada e limitada do solo Q° pode ser modelada
pelo Método dos Elementos de Contorno com elementos constantes

para as tensdes t:ut: e deslocamentos LiuU: na superficie externa
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e " - - -
r-ur Dessa forma, tem-se o sistema de equag¢des algébricas:

H:q HZC U: G:Q G:e £
9
© e e - e e = (7.3)
H H u G G t
eqg ee e eqg ee e

Pré-multiplicando a equagdo (7.3) por (1]~ pode-se

reescrevé-la na forma,

5 6 e o t*
g |_ ag ge g

v [ | e ¢ gt 7.4
e eg ee e

em que, [Cl=[H]""[G].

7.1.3.-Matriz de flexibilidade dinédmica para a regido

engastada

A idéia principal no Método de Subestruturagdo por
Eliminacd3o é a representagdo da regido engastada através da subtra
¢3o da parte escavada Q° do dominio Q. Deve-se considerar em
ambos os dominios as mesmas propriedades materiais. Sob estas
hipéteses os deslocamentos e as tensdes nas superficies F: e F:

sdo dadas por:

(u7}={u;} ; (to}={es}. (7.5)

Nas interfaces escavadas F: e F: as condigdes de
compatibilidade cinemdtica e de equilibrio devem ser descritas,

respectivamente, por:
{u)=(u’} ; {e2}+{ts}={0}. (7.6)
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Através das equagbes (7.2), (7.3) (7.5) e (7.6),

obtém-se uma relagdo entre deslocamentos e tensdes na forma,

{u®}=[c® (c® -c® )~'c® -c® 1{t*}. (7.

Comparando as equagdes (7.7) e (7.1), pode-se escrever a
matriz de flexibilidade dindmica para a regido engastada [C® ]
e

COmo :

e 2”37 e ). (7.8)

Desse modo, é possivel sintetizar a matriz de flexibili
dade dindmica para uma regido engastada através do uso de func¢des
de influéncia na superficie do solo e da representacdo da parte
escavada limitada por elementos de contorno.

A matriz de flexibilidade na equag¢dc (7.8) pode agora
ser utilizada para descrever a intera¢do dindmica de fundacdes
engastadas rigidas e/ou flexiveis com o solo. Como na equagdo
(3.25) considera-se uma fundagdo rigida sem massa. A fim de obter
a desejada matriz de flexibilidade condig¢des de equilibrio e
compatibilidade cinemdatica devem ser colocadas sobre os nés do
dominio Q°. Como resultado obtém-se uma matriz de flexibilidade
para uma fundagdo engastada rigida [N] relacionandoc o vetor de
excitacdo, ou de forgas externas gue atuam sobre a fundacgdo {?e},

e o vetor dos deslocamentos de corpo rigido {P}, na forma,
{P}=INI1{F_}. (7.9)

A estrutura da matriz de flexibilidade dinfmica & dada

por:
N 0 0 F W
WZ z R
0 N N F = 4] ; (7.10)
ux um x R
0 N N M /a ¢ .a
_ o Vs || B Py
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7.2.-Resultados numéricos

Neste tdpico realiza-se uma série de comparagdes entre o
Método de Subestruturagdo por Eliminagdo (S.D.M.) e a implementa
cdo baseada na versdo direta do Método dos Elementos de Contorno
para funda¢des engastadas em vadrios perfis de solo. Os resultados
numéricos mostram os termos vertical, horizontal, de rotagdo e
cruzados da matriz de flexibilidade dindmica para diferentes
razdes de engastamento. A figura 7.2 ilustra os parlmetros utiliza

dos nas comparacdes com os artigos de referéncia.

2a

~
4

sl

s2

Figura 7.2. Fundagdo engastada numa camada viscoelastica sobre o

semi-espago.

Na figura 7.2 indica-se a altura da camada viscoeldastica
por h. Na mesma figura e/a refere-se a razdo do engastamento. Por
sua vez, indica-se Rc=cs2/cst como a razdo entre as velocidades
das ondas transversais entre a camada viscoelastica e O semi-
espago.

Para a maioria dos resultados, utiliza-se a razdo de
Poisson v=0.33 e o amortecimento material 7=0.10. Quando a razao
de Poisson diferencia-se da anteriormente citada tem-se uma

indicacdo na figura. Os valores dos elementos da matriz de
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flexibilidade dinamica N sdo plotados para a frequéncia
adimensional Aeo=w.a/csi. No programa computacional desenvolvido
utilizam-se elementos constantes nas interfaces da fundagdo. Na
interface horizontal (2a) tem-se uma discretizac¢do com 8 elementos
constantes. J& a interface vertical (e) a discretizagdo varia de
acordo com a razdo de engastamento. Para e/a=0.5 e e/a=1.0
utilizam-se 4 elementos constantes. Consideram-se 8 elementos
constantes na interface vertical quando e/a=2.0.

Em relacdo as referéncias para comparagdoc tem-se em
Estorff e Schmid [29] a utilizagdo do Método dos Elementos de Con
torno com elementos constantes. No artigo de Abascal e Dominguez,
[01] referenciado nos capitulos anteriores, tem-se a utilizagdo
do M.E.C. também com elementos constantes. Por fim, alguns
resultados s3oc ainda comparados a Israil e Ahmad [39] que utiliza
ram o M.E.C. com elementos quadraticos para analisar o comporta

mento dindmico de fundag¢des de superficie ou engastadas.

7.2.1.-0 semi-espag¢o viscoeldstico homogéneo

Nas figuras 7.3, 7.4, e 7.5 mostram-se os valores
absolutos das flexibilidades diné&micas Nwz, Nux, N¢m para uma
fundacdo engastada num semi-espago viscoeldastico e homogéneo
através do Método de Subestrutura¢do por Eliminagdo (SDM). Investi
gam-se trés razdes de engastamento, a saber, e/a=0.0 (fundagéio
de superficie), e/a=0.5 e e/a=1.0. Os valores absolutos dos elemen
tos da matriz de flexibilidade dinémica Abs(Nij) indicam uma boa
concordancia com os resultados reportados por Estorff (EST) ([29].
Na figura 7.6 tem-se os termos cruzados Num e N¢x para as mesmas
razées de engastamento. Estes resultados ndo sdo fornecidos por
Estorff.

Realizou-se ainda um estudo de convergéncia para
Abs{Nlj) no Método de Subestruturac¢do por Eliminagdoc para o semi-
espago viscoeldstico. Nas figuras 7.7, 7.8 e 7.9 tem-se O
decréscimo da razdo de engastamento na proporgao: efa=0.25,

e/a=0.15, e/a=0.10 e e/a=0.0. Os resultados para e/a —» 0.0
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mostram um comportamento de convergéncia para os elementos da

matriz de flexibilidade dinédmica.

0.8 T T T T :
SDM:e/a=0.0 —
SDM:e/a=0.5 ===
0.7k SDM:e/a=1.0 ==
EST:e/a=0.0 ¢
EST:e/a=0.5 +
EST:e/a=1.0 O
0.6 F & ISR:e/a=0.0 % -
a 1SR:e/a=1.0 &
0.5
Y
3
£ 0.4 |
5
0.3
0.2
0.1 F
0 L 1 L 1 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Ao=wa/cs
Figura 7.3. Valor absoluto da flexibilidade dinamica vertical para

o semi-espago.

Abs (Nux])
o
Y
T

0 L 1 i L
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Ao=wa/cs

Figura 7.4. Valor absoluto da flexibilidade dindmica horizontal

para O semi-espago.
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0.6 T T T T T
SDM:e/a=0.0 —
SDM:e/a=0.5 ----
SDM:esa=1.0 -~
0.5 .0
¢ .5
.0
0.4 |
§
- 0.3 |
3
0.2
0.1 F
0 1 L 1 1 1
o] 0.5 1 1.5 2 2.5 3

ho=wa/cs

Figura 7.5. Valor absoluto da flexibilidade dindmica devido ao

momento para O semi-espago.

0-2 T T L L] T
SDM:e/a=0.0 —
SDM:e/a=0.0 ¢
SDM:e/a=0.5 ---—
SDM:e/a=0.5 +
SDM:e/a=1.0 -
SDM:e/a=1.0 O
0.15
o
o
o
T
N
g 0.1F
<
3
0.05 F
0 L 1 L L l
0 0.5 1 I3 2 2.5 3
Ao=wa/cs

Figura 7.6. Valor absoluto dos termos cruzados da matriz de

flexibilidade dindmica Num e N¢x para o semi-espago.
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0—1 L v T T T
SDM:e/a=0.00 —
SDM:e/a=0.10 ----
B\ SDM:e/a=0,15 -«
0.6 [ =) SDM:e/a=0.25 ~—— 1]
0.5
E 0.4
3
< 0.3
0.2
0.1
0 A i L L L
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Ao=wa/cs

Figura 7.7. Valor absoluto da flexibilidade dindmica vertical para

valores do engastamento prdéximos da superficie.

0.8 T T T T T
SDM:e/a=0.00 —
SDM:e/a=0.10 ----—
0.7 F SDM:e/a=0.15 ----- .
' SDM:e/a=0.25 ——
0.6
0.5 F
= 0.4
3
0.3
0.2
0.1
0 1 L 1 L L
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Ao=wa/Ccs

Figura 7.8. Valor abscluto da flexibilidade dindmica horizontal

para valores do engastamento préximos da superficie.
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0.6 T Y T T T

SDM:e/a=0.00 —
SDM:e/a=0.10 ===~
SDM:e/a=0.15 -
SDM:e/a=0.25 — |

Abs (Nom)
(=]
w
¥

L 1 1

0 L L
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Ao=wa/cs

Figura 7.9. Valor absoluto da flexibilidade dindmica devido ao

momento para valores do engastamento proximos da superficie.

7.2.2.-Camada viscoeldstica sobre uma base rigida

Nesta secdo investiga-se o comportamento dindmico de
fundacdes engastadas numa camada viscoeldstica sobre uma base
rigida. Consideram-se trés espessuras diferentes para a camada
viscoeldstica: h/a=2.0, h/a=3.0 e h/a=5.0. Novamente comparam-Se€
os resultados com Estorff e Schmid (EST) e Israil e Ahmad (ISR).

Nas figuras 7.10, 7.11, 7.12 encontra-se O valor
absoluto das flexibilidades dindmicas com h/a=2.0, e razdo de
engastamento e/a=0.0, e/a=0.5 e e/a=1.0. Vé-se na figura 7.13 os
termos cruzados Num e N¢x.

Pode-se notar nas figuras 7.10 a 7.12 algumas discrepén
cias entre o SDM e EST mesmo para a fundagdo de superficie,
e/a=0.0. Entretanto na comparagdo dos resultados com Abascal e
Dominguez [01], mostrado nas figuras 7.14 a 7.16, nota-se uma boa

concordidncia entre os métodos.
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Para h/a=5.0 e razdo de engastamento idéntico ds figuras
anteriores, tem-se os resultados ilustrados nas figuras 7.17, 7.18
e 7.19. Na figura 7.20 mostra-se os termos cruzados para h/a=5.0.
Notam-se também algumas discrepancias entre os métodos gquando a
razdo de engastamento torna-se maior.

Nas figuras 7.21 e 7.22 comparam-se& OS resultados obti
dos pelo presente método aos de Israil e Ahmad (ISR) para a flexi
bilidade dindmica vertical (partes real e imagindria) com e/a=0.0,
e/a=1.0 e e/a=2.0. Por f£fim, nas figuras 7.23 e 7.24 tem-se as
partes real e imaginadria da flexibilidade dindmica wvertical Nuz,
em que utilizam-se h/a=4.0, v=0.40 e m=0.10. Nestas Gltimas figu
ras comparam-se os dados obtidos aos de Abascal e Dominguez (ABA)
para o caso e/a=0.0. Nas figuras 7.23 e 7.24 analisam-se ainda as

razdes de engastamento e/a=1.0, e/a=2.0 e e/a=3.0.

1.2 . - ; . ;
SDM:e/a=0.0 —
SDM:e/a=0.5 ==--=
SDM:efa=1.0 ==
EST:e/fa=0.0 © |
i ° EST:e/a=0.5 +
EST:e/a=1.0 O
0.8 B
N
2 ot 1
4
0.4 F ]
- S
0.2 g o
---.-;--1----;"-:"‘-‘ i E"'E'“u" 4
‘"n‘"":i"'ﬁ“"fl""c'z"'ﬂ g |
4
0 A i L | i
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

A0=élIC!
Figura 7.10. Valor absoluto da flexibilidade dinamica vertical

para h/a=2.0.
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SDM:e/a=0.0 —

Abs (Nux)
o
o

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
ho=wa/cs

Figura 7.11. Valor absocluto da flexibilidade dindmica horizontal

para h/a=2.0.

SDM:e/a=0.0 —
SDM:e/a=0.5
SDM:e/a=1.0
| EST:e/a=0.0 ©
1 EST:e/a=0.5
° EST:e/a=1.0

Abs {Nom)

0 0.5 1 1.3 2 2.5 3
Ao=wa/cs

Figura 7.12. Valor absoluto da flexibilidade dindmica relativa ao

momento para h/a=2.0.
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SDM:e/a=0.0 —
SDM:e/a=0.5 --—
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0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Ao=wa/cs

Figura 7.13. Valor absoluto dos termos cruzados da matriz de

flexibilidade dindmica Num, N¢x para h/a=2.0.

0.6 T T T T

SDM:e/a=0.0 —
ABA:e/a=0.0 ©

Abs (Nwz)

1 L L

O L
4] 0.5 s 15 2 2.5
Ao=wa/cs

Figura 7.14. Valor da absoluto da flexibilidade dindmica vertical
para h/a=2.0, v=0.40 e 1=0.10.
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1.2 T T L) T

SDM:e/a=0.0 —
ABA:e/a=0.0 ©

Abs (Nux)

0 L L 1 L
0 0.5 1 15 2 2.5
Ao=wa/Cs

Figura 7.15. Valor absoluto da flexibilidade dindmica horizontal
para h/a=2.0, v=0.40 e n=0.10.

0.8 T T T T

SDM:e/a=0.0 —
ABA:e/a=0.0 ¢

Abs (Nom)

0 L 1 L L
0 0.5 1 1.5 2 2.5
hAo=wa/cs

Figura 7.16. Valor absoluto da flexibilidade dindmica relativa ao

momento para h/a=2.0, v=0.40 e 7=0.10.
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1.4 T T T T T
SDM:e/a=0.0 —
SDM:e/a=0.5 ====
SDM:e/a=1.0 ----*
EST:e/a=0.0 © -
EST:e/a=0.5 +
EST:e/a=1.0 O
- -4
2
&
3
‘_? ] -
J - = -]
GRS T e A T !
R ]
0 L L 1 1 L
0 o5 1 1.5 2 2.5 3

Ao=waiCcs

Figura 7.17. Valor absoluto da flexibilidade dindmica vertical

para h/a=5.0.

SDM:efa=0.0 —
SDM:e/a=0.5 ===
SDM:e/a=1.0 -

Abs (Nux)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Ao=wa/cs

Figura 7.18. Valor absoluto da flexibilidade dindmica horizontal

para h/a=5.0.
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0.8 T T T T T
SDM:e/a=0.0 —
SDM:e/a=0.5 ===

0.7 + SDM:e/a=1.0 -
EST:e/a=0.0 ¢
EST:e/a=0.5 +
EST:e/a=1.0 O

0.6 -

Abs (Nom)
[=]
[

0 L
0 0.5 1 e Bl 2 2.5 3
Ao=wa/cs

Figura 7.19. Valor absoluto da flexibilidade dindmica relativa ao

momento para h/a=5.0.

0.4 T T T T T
SDM:e/a=0.
SDM:e/a=0.
s SDM:e/a=1.
0.35 SDM:e/a=0.
SDM:e/a=0.
SDM:e/a=1.

0.3 F 4

Abs (Cruzados)

0 0.5 3 1.5 2 - 3
Ao=wa/cs

Figura 7.20. Valor absoluto dos termos cruzados da matriz de

flexibilidade dindmica Num, N¢x para h/a=5.0.
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Re(Nwz)

[+] 0.5 1 1:5 2 2.5
Ao=wa/cs

Figura 7.21. Parte real da flexibilidade dinfdmica vertical para
h/a=3.0.

SDM:efa=0.0 —
1k SDM:e/a=1.0 --== -
SDM:e/a=2.0 -+
ISR:e/a=0.0 ¢
ISR:e/fa=1.0 <+
ISR:e/a=2.0 O
0.8
o 0.6
N
3
z
]
[
! 0.4 |
0.2 |
o —
1 1 L 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5
Ao=wa/cs
Figura 7.22. Negativo da parte imagindria da flexibilidade

dinadmica vertical para h/a=3.0.
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SDM:e/a=0.0 —
SDM:e/a=1.0 ==---
0.5 F 4 SDM:e/a=2.0 == _

SDM:e/a=3.0 ——

Re (Nwz)

Ao=wa/Cs
Figura 7.23. Parte real da flexibilidade dindmica vertical para
h/a=4.0, v=0.40 e 1n=0.10.

SCM:e/a=0.0 —
SDM:e/a=1.0 =---=
0.7k SDM:e/a=2.0 ===
SDM:e/a=3.0 -——
ABA:e/a=0.0 ©

-Im({Nwz)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.
Ao=wa/Cs

Figura 7.24. Negativo da parte imagindria da flexibilidade
dinamica vertical para h/a=4.0, v=0.40 e n=0.10.
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7. 2.3.-Camada viscoelédstica sobre o semi-espago

Nas figuras 7.25 a 7.30 ilustram-se O comportamento dos
elementos vertical Nwz da matriz de flexibilidade dindmica para
uma camada viscoelédstica sobre O semi-espago. A razdo de
propagagdo das velocidades das ondas transversals nos meios 1 e 2
& dada por Rc=2.0. Nas figuras 7.25 e 7.26 vé-se, respectivamente,
as partes real e imagindria do elemento Nwz para h/a=3.0 e
e/a=0.0, 1.0 e 2.0. Comparam-se OS resultados obtidos aos de
Israil e Ahmad (ISR). Nota-se que nao existe uma boa concordadncia
entre os métodos, mesmo para a fundagao de superficie e/a=0.0. A
fim de verificar o comportamento do Método de Subestruturagdaoc por
Eliminagdo para uma camada viscoeldstica sobre o semi-espago,
comparam-se ainda alguns resultados aos de Abascal e Dominguez.

Nas figuras 7.27 e 7.28 tem-se as partes real e imagina
ria para h/a=2.0, v=0.40 e 7=0.10. Para a fundacdo de superficie a
comparagdao com Abascal e Dominguez mostra uma excelente concordan
cia. O comportamento do Método da Subestruturacdo por Eliminagao
para uma razdo de engastamento diferente de zero mostra-se também
coerente.

Finalmente, nas figuras 7.29 e 7.30 repete-se a andlise

anterior agora para h/a=4.0, y=0.40 e 1n=0.10.

0.6 T T T T

SDM:e/a=0.
SDM:e/a=1.
SDM:e/a=2.
0.5 ISR:e/a=0.

ISR:e/a=1.
o ISR:e/a=2.

[aN=R=la=i=4=]
o
1

Re (Nwz)

'0 1 1 i L 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5
Ao=wa/cCs

Figura 7.25. Parte real da flexibilidade dindmica vertical para
h/a=3.0 e Rc=2.0.
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0.6 , : ‘ i
SpDM:e/a=0.0 —
SDM:e/a=1.0 -----
SDM:e/a=2.0 -
R ISR:e/a=0.0 ¢
ISR:e/a=1.0 +
ISR:e/a=2.0 O
0.4 -
= 0.3
N
2
&
5 0.2
0.1.F
or i ) B
-0.1 L ; . .
0 0.5 1 1.5 : =
Ao=wa/Cs
Figura 7.26. Negativo da parte imagindria da flexibilidade
dinamica vertical para h/a=3.0 e Rc=2.0.
0.6 ; _ ! '
SDM:e/a=0.0 —
SDM:e/a=0.5 -
SDM:e/ja=1.0 -
- ABA:e/a=0.0 ©
‘:‘ —
z
[
‘ =
ey
-0.1 1 | . .
’ 0 % 13 2 2.5

Aoswa/cs

Figura 7.27. Parte real da flexibilidade dinédmica vertical para

h/a=2.0, Rc=2.0, v=0.40 e 1n=0.10.
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1 L) T

SDM:e/a=0.0 —
SDM:e/a=0.5 ---—
SDM:e/a=1.0 -----
ABA:e/a=0.0 © 7

~Im(Nwz)

_0‘1 L L L L
0 0.5 1 1.5 2 2.5
Ao=wa/cs

Figura 7.28. Negativo da parte imagindria da flexibilidade
dinimica vertical para h/a=2.0, Rc=2.0, v=0.40 e n=0.10.

0.6 T T T T T 1 T T T
SDM:e/a=0.0 —
SDM:e/a=0.5 --==
SDM:e/a=1.0 -

.5 F ABA:e/a=0.0 © 7

0.4 T

Re (Nwz)

0.1 =
ok - o
‘_0‘1 I 1 1 L 1 1 1 1 L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 ) 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Ao=wa/cs

Figura 7.29. Parte real da flexibilidade dinémica vertical para
h/a=4.0, Rc=2.0, v=0.40 e 1=0.10.
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0-6 T T L L T L) T T T
SDM:e/a=0.0 —
SDM:e/a=0.,5 ----
SDM:e/a=1.0 -
0.5 F ABA:e/a=0.0 ¢ 7
0.4 F .
- 0.3 F
N
2
B
Ll
- 0.2 |
0.1}
0 —
_01 il 1 L L i L L 1 L
0 o -] 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.8 1.8 2
Ao=wa/cs
Figura 7.30. Negativo da parte imagindria da flexibilidade

dinamica vertical para h/a=4.0, Rc=2.0, v=0.40 e n=0.10.

Neste capitulo analisou-se o comportamento de fundagdes
rigidas parcialmente engastadas em diversos perfis de solo. As
figuras 7.3 a 7.30 mostram que O Método de Subestruturagdo por
Eliminacao, aqui apresentado, constitui-se numa alternativa

eficiente para tratar dos problemas ligados a D.S.S.I.
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8.-Funcdes de influéncia no interior do semi-espago Visco-

eldstico e homogéneo

O problema a ser considerado neste capitulo refere-se a
deducdo de fungdes de influéncia com fontes (excitag¢des) no
interior dos solos.

A solugdo formal para descrever os deslocamentos e
tensdes produzidas por uma fonte sismica localizada abaixo da
superficie de um semi-espago eldstico foi rigorosamente analisada
por Pekeris [65,66]. O método de resolugdo de Pekeris, baseado na
teoria desenvolvida por Lamb [46], &, todavia, demasiadamente
complexo, além de possuir restrigdes quanto ds aplicagdes prati
cas. A funcdo de influéncia a ser deduzida para o interior do meio
viscoeldstico, parte da mesma metodologia que norteou este
trabalho, qual seja, considera-se um carregamento harménico no
tempo e localizado a uma profundidade h da superficie do solo, em
seguida, através de solugdes tentativa e da colocagdo adequada de
condicdes de contorno em tensdes, obtém-se as desejadas fungdes de
flexibilidade para o problema. A figura 8.1 ilustra o carregamento

no interior do dominio viscoeldstico e homogéneo.

z=-h superficie

| % 2=0 .. L J’ L Lo
s 1o

Figura 8.1. Carregamento vertical e harménico no tempo localizado

a uma profundidade h da superficie do dominio.

Na figura anterior, o carregamento estd localizado no

nivel z=0 e a superficie situa-se em z=-h. Os meios acima da linha
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do carregamento (meio 2) e abaixo (meio 1) possuem as mesmas

propriedades fisicas.

8.1.Funcdes de flexibilidade para um carregamento vertical

Considerando um carregamento vertical no interior do
semi-espaco viscoeldstico e homogéneo localizado a uma profundida
de z=h da superficie livre, as condi¢des de contorno em tensdes

podem ser colocadas na forma,
s

-1 +
o (x,z=0)-0
ZzZ z

z{x,zzo_)=6‘zzexp{i.8x}, (8.1)
em que os indices superiores 1 e 2 indicam gqual o meio considera
do.

Na superficie do semi-espago, oOu seja, em 2z=-h,
admite-se o estado livre de tensdes, assim as condigdes de

contorno sdao da forma:

2 (x,z=-h) =&Zz(x,z=—h):0. (8.2)

De modo similar as fungdes de flexibilidade na superfi

cie do dominio, consideram-se as equag¢des das ondas na forma:

L v*B+E=0 , (8.3a)
2
k
L
1 v%+g=0. (8.3b)
.2
k
s
Como solucdes tentativa para as equagoes (8.3), nas
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regides 1 e 2 tem-se,

EI=A1k:2exp(—aLz+in) em Q, (8.4a)
E;Azk:zexp(-adeBx) + A3k;2exp(cxl_2+i.8x) em Qz. (8.4b)
¥ =B k_“exp (-o z+1Bx) em @', (8.5a)
@;Bak;zexp(-ocsz»fiﬁx} + Bak:exp(aszdﬁx} em Q. (8.5Db)

Nas equacdes (8.4) e (8.5) vé-se novamente as amplitudes
das ondas de dilatacdo e cisalhamento dadas pelas constantes A
1,5

e Bi‘s. Ja os coeficientes kz, k;, a, o, B sd3o os nameros de
ondas previamente definidos. Ainda referindo-se as estas equagdes,
as tentativas de solucdo em A e Y mostram gue no meio 2 existe
a propagagdo de ondas diretas (amplitudes A e Ba) e refletidas
(amplitudes A, e Ba). Para o meio 1 supde-se apenas a propagagao
de ondas sem reflexdo (amplitudes A e 81)' como ilustra a figura

8.2.

superficie

Figura 8.2. Propagagdo de ondas de cisalhamento e dilatag¢dao nos

meios 1 e 2.

Novamente, através da manipulag¢do adequada dos operado

res hiperbdlicos envolvidos, pode-se escrever O Campo de tensdes
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na forma,

[ 2— 2 2—
= |l 2 8% 2 (3% 3% (5. 6a)
Xz L] *2 2 2 ! =
k dzdx k 8x 8z
b & S
= (1-2n")E _ 2 3’ . 4 3°% _——
= | n 2 k:z 52.° k;z 8z8x%
- k‘z
2 L

em que, n =

Assumindo o estado de deformagdes planas, © campo de

deslocamentos pode ser colocado como:

- oA oy
g & 2% - Z u, (8.7a)
k ax k az
L. S
g-- = 2.+ % % (8.7b)
kL az ks ax

Com o auxilio das equagdes (8.6) e (8.7) e admitindo no
nivel do carregamento z=0 condigdes de continuidade dos deslocamen

tos e tensdes, pode-se ainda escrever:

1 8A 2 a8yl _ 1 8A 2 8y
- == E s == (8.8a)
k ax k az k ax k az
L S 1 L S 2
an 2 8y 1 8A v
_ %2 5, £ % - |- %A | 'f-z LA (8.8b)
k az k ax k 8z k ax
| S 1 L s 2
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As equagdes (8.4) e (8.5) ddo origem a quatro equagles

com seis incégnitas nas amplitudes de ondas A1 e B . Entretan
1 p—

to as equagdes (8.6), (8.7) e (8.8) fornecem seis condigles de

contorno garantindo assim a existéncia e a unicidade de solugdo

para o problema. De fato, na superficie z=-h (regido 2), tem-se a
propagagdo das ondas de acordo com as equacgdes (8.4) e (8.5), com
as condicdes de contorno dadas por (8.2). Assim, apds a colocagao

das solucgdes tentativa nestas condig¢des de contorno obtém-se,

iBaL[exp(aLh)Aé—exp(—aLh)Ad]—(232—k;2)[exp(ash)82+exp(-ash)B3]=0,
(8.9%a)
2 *2 i i
- (2B -ks}[exp(aLh)A2+exp(—aLh)A3]—416as{exp(ash;Bz—exp(—ash)Eg]zo
(8.9b)

Do mesmo modo, substituindo as solugdes tentativa nas

condicdes de contorno da interface tem-se,

o
zZ

2 , %2 . ; :
(28 —ks )(Ai—Az-AB)+416a5tB1—BZ+B3)F (8.9¢c)

-

G

Ainda na interface z=0, a condigdo de continuidade em

deslocamentos e tensdes, equagdes (8.8), fornece:
iB(Al—AZ-Aa}-20¢5(BI—BZ+83)=0, (8.9d)
ch(Al-A2+A3)+2iB(Bl—B2—Ba) =0, (8.9e)
iBa (A -A+A ) - (28%-k°) (B,-B,-B,) =0. (8.9f)
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Portanto, com as equagdes (8.9) constrdi-se um sistema

algébrico nas amplitudes Ai e B1 ., que ao ser resolvido analiti

» S
camente possibilita a obtencdo das fungdes de flexibilidade para
um carregamento vertical no interior do semi-espago viscoel&stico
e homogéneo 2-D. Apds alguns cdlculos, as amplitudes de ondas nas

regides 1 e 2 podem ser escritas na forma:

_ 2 2, *2
a o, |FpBlexpl((a+a )h]l+F (B)expl-(a +a )h]-4B8"(28 k)
1 L ]
2G kS FR(B}exp[(aL+as)h}
(8.10a)
., 432(262—}:;2) -F, (B)exp (- (ch—aS) h]
Aaz NP . (8.10b)
2G }cs FR{B)exp[(aL+a5)h]
E z
A=—Z_, (8.10c)
3 26"k?
S
R oy 2 *2
. igo__ FN(B)exp[{atmk)h-FR(B)exp[(aL+a )h]§4aLas(2B -ks)
1 ¥ %3 !
4G ks o FR{B)EXP[(GLHIS}M
(8.10d)
iBo F (Blexp[(a -a_)h]-4da o (28%-k %)
Bz— _ ‘:z N K 5 L S S , (8.108}
4G ks o FR(B)exp[(aL+as}h]
iBo
s - (8.10f)
> 46"k %«
S s
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em que,

R Ra

2 .2, 2 2
F (B)=F y(B)=(2B -ks} -43 x o e FN

(B)=(2Bz—k;2)2+4BZaLas.

Na regido 2 tem-se as solugdes tentativa dadas por
(8.4b) e (8.5b), com as amplitudes de ondas obtidas através das
equagdes (8.10b), (8.10c), (8.10e) e (8.10f). Desse modo, o campo

de deslocamentos, nesta regido, é dado por:

. G |F.(BM _(2)+F (BIM_(z)-M (z)

U (x,2)=—{p— exp (1iBx) , (8.11a)
2G kg o FR(B}exp[(aL+aS)h]

ige |F_(B)M_ (z)-F _(B)M _(z)+M (z)
T (x,2) =— 2| = 2 8 &2 = exp (iBx) , (8.11b)
X 2G k, FR(B)exp[(aL+aS)h}

em gue,
2
le(z)=aLaSexp[aL{z+h)+ash]—B exp[aLh+a5(z+h}], (8.12a)
i 2
Mzz(z)=aLa5exp[—aL\z+h)+ash]+B expu&ﬁras(z+h)], (8.12b)

2

Mza(z)=482aLas(2BE—k; )[exp(—aLz)+exp(—aSz)], (8 .12¢)
Mza(z)=exp[aL(z+h)+ash]—exp[aLh+aS(z+h)], (8.12d)
Mzs(z)=exp[—aL(z+h)+ash]+exp[aLh-aS(z+h)], (8.12e)
Mzﬁ(z)=4(232~k:)[Bzexp(—aLz)+aLasexp(-asz)]. (8.12f)
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Construido o campo de deslocamentos (8.11) pode-se

escrever as funcdes de flexibilidade como:

s F (B)M 1(2]+FN{B}M22(2)~Miﬁz)
H (B,z)=— ' (8.13a)

wZ *. w3
2G ks o FR(B) exp [ (aL+aS)h]

. F (B)M (z)-F_(BIM__(z)+M_(2)
B (8,z)=— 18 R z4 N z5 z6 - (8.13b)
FR(B)exp[(aL+as)h]

O campo de deslocamentos na regido 1 pode também ser
construido de modo inteiramente andlogo ao descrito para a regiao
5. Assim com as amplitudes de ondas dadas nas equagles (8.10a) e
(8.10d), mais as solugdes tentativa das equa¢des (8.4a) e (8.5a),

constrdi-se o campo de deslocamentos para a regido 1, como:

. EZ FR(B)N21{2)+FN(B)Mzz(z)—MZB(z}
T (x,2)=— — - exp (1B8x) (8.14a)
2G k_o E}{B}EXP[(“L+“s)h]
ige |F (B)N_ _(z)+F_(B)M _(z)-M (z)
T (x,z)= - i: B i . = & exp (iBx) . (8.14b)
* 2G k FR(B)exp[(aL+aS)h]
em que,
2
Nzl(z)=aLasexp[—aL(z—h)+ash]—B exp[aLh—as(z—h)], (8.15a)
N;ztz)=exp[—aL(z—h)+ash}]—exp[aLh—aS(z—h}]. (8.15b)

As respectivas fungdes de flexibilidade para a regido 1
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sdo da forma:

FR(B)N21(2}+FN{B}M (z) -M__(z)

=1 1 22 23

sz (B;Z}= . ' (8.16a)
2Gkso¢5 anﬁlexp[(aL+aS)h]
B . F (BIN _(z)+F (BIM _(z)-M_ (z)
H (B,2)=— fﬁ‘z 2 2 d 2 G . (8.16b)
2G kS FR(B)exp[{aL+aslh]

Vale a pena observar que as fungdes de flexibilidade

dadas nas equagdes (8.13) e (8.16) satisfazem:

ﬁ’(ﬁ,z=o)=ﬁi}3,z=o: e ﬁ:{B,Z=O)=ﬁ1(B,z=O). (8.17)

WZ u

Ainda nas equacgdes (8.13) e (8.16) pode-se notar, quando

h=0, que:

o [—(282—kq)exp(~a z)+282exp(-a z)]
fﬁz{B,z) = - - >

. ’ (8-186)
G FR(B)

iB[{ZBz-k'zjexp(—a z) -2 o exp(-a_z)]
H (B,2z)= = — = = : (8.18b)
“‘ G F_(B)

Portanto, fazendo z=0 nas expressdes acima, tem-se:

2 2
1 aL(B _as}

H (B,z=0) - . (8.19a)
" G F_(B)

iB(B%+a®) -2 a_]
H (B,2=0)= 3 La . (8.19b)

-

G F_(B)

R
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Nota-se assim que as fungbes de flexibilidade dadas por
(8.19a) e (8.19b) sdo as mesmas na segdo 2.5, equacdes (2.31la) e
(2.31b), para um carregamento harménico vertical aplicado na

superficie do semi-espago viscoelastico e homogéneo.

8.2.-Fun¢des de flexibilidade para um carregamento horizontal
Os cdlculos para um carregamento harménico no tempo,

interno e horizontal no nivel 2z=0, mostrado na figura 8.3, podem

ser realizados de modo inteiramente similar.

z=-h superficie

| x - : ;:g l o
b T o’

Figura 8.3. Carregamento horizontal e harménico no tempo a uma

profundidade h da superficie.

As funcgdes de flexibilidade nas regides Q1 e Q_ sao

agora dadas por:

F (BIM (z)-F (BIM _(z)+M _(z)
B (B.2)=— ———|— X2 d x2 = , (8.20a)
2G ko FR(B)expftthms)h]

F (B)IM (z)+F (BIM _(z)-M (z)
72 (8, z) = iR R z4 N z5 x3 ’ (8.20Db)
FR(B}exp[(aL+as)h]
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. L |FL BN (2)-F (BIM ,(2)+M  (2)

HX(B'Z)=_— s %2 I (8.200)
2G kSaL FR(B)exp[(aL+as)h]
. F (B)N _(z)-F (B)M _(z)+M (z)
Hix(B'Z}‘_ 1_{3‘2 R z2 N z5 x3 ' (8.20d)
2G k F (B)exp[(a +a_)h]
R L s
em que,
Mﬂ(z)=32exp[aL{z+h)+ash]-aLaSexp[aLh+aS(z+h}], (8.21a)
Nka(z)=62exp[—aL(z+h}+a5h]—aLasexp[aLh—as(z+h)], (8.21b)
2 *2 2
Mmﬂ2)54(23 —ks)[aLaSexp(‘aLz)+B exp(—asz)], (8.21c)
le(z)sﬁzexpt-aL(z—h)+ash]—aLaSexp[aLh-aS(z-h}]. (8.214)

8 3 .-Subestruturacdo com fungdes de influéncia no interior do

semi-espago viscoelastico

As funcdes de influéncia deduzidas para o interior do
semi-espago viscoelastico homogéneo podem ser adaptadas num Outro
método de subestruturagdo para tratar a interagdo dindmica de es
truturas parcil- ou totalmente engastadas (enterradas) no solo
[81,82,83]. Este método difere-se do estudado no capitulo 7, pois
agora as fungdes de influéncia ndo atuam apenas sobre a superficie
do dominio. Entretanto, algumas hipéteses como a retirada de uma

porcdo limitada do meio viscoeldstico serd novamente considerada.
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L+ S o

Figura 8.4. Estrutura engastada no semi-espago viscoeléastico.

A andlise inicia-se através da relacdo entre forgas e

deslocamentos para uma estrutura engastada no solo homogéneo (i.e.,

nio escavado), ilustrado na figura 8.4, dada pela equagdo:
F s S ut
s S8 sb s
F S i S u !
b bs bb b

Na equagdo (8.22) Fs e Fb indicam as amplitudes das
forcas na estrutura e de interacdo da estrutura com O solo,
respectivamente. Na mesma equagao u: e u; sdo, respectivamente, OS
deslocamentos da estrutura € na interface solo-estrutura. Como
hipétese considera-se ainda a base, onde ocorre a interagdo da
estrutura com o solo, inicialmente flexivel. Na equagdo (8.22)
tem-se a relacdo entre forgas € deslocamentos dada pela matriz de
rigidez dindmica S, que pode ser obtida com © auxilio de métodos
numéricos convencionais como O Método dos Elementos Finitos ou ©
Método dos Elementos de Contorno.

A figura 8.5 ilustra O esquema de subestruturagdo a ser
utilizado. Nesta figura indica-se o solo homogéneo com © subescri
to f. Neste dominio a matriz de rigidez dindmica sera indicada por
Sib. para o dominio representando a regido engastada (indicado
pelo subescrito g) tem-se a matriz de rigidez dindmica dada por

Sif Finalmente para a porg¢ao retirada do solo (indicada pelo
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subescrito e), Sib seri sua matriz de rigidez dindmica.

bb

Figura 8.5. Esquematizagdao para O método de subestruturagdo com

funcdes de influéncia no interior do dominio.

por tratar-se de um dominio ilimitado a matriz de
rigidez dindmica do solo com engastamento S;) ndo €& obtida
trivialmente. Entretanto, utilizando novamente o fato que um semi -
espaco viscoeldstico pode ser entendido como a soma da regido com
o0 engastamento mais uma porgao retirada deste semi-espago, a

matriz S;,pode entdo ser sintetizada.

g TFI

bb

Figura 8.6. Representagdo das forcas de interagdo solo-estrutura.

Considerando os subsistemas indicados na figura 8.6,
vé-se que as forgas de interacdo do sclo com a estrutura dependem
i ' t
do movimento relativo ub—u: [81].
Desse modo, pode-se escrever:
*

FI=Szb(u;-ub ) (8.23)
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Considerando o equilibrio de forgas mostrado na figura

8.6 tem-se:

F1+Fb:0' (8.24)

e entdo da equacgdo (8.22) e (8.24) pode-se escrever:

t t
s9 (u-u®)+S u +S
bb' b b bs s b

t
bub=0' (8-25)

logo,

| AN . S, t_q__
Sbsus+Sbbub+Sbb(ub ub)—O. (8.26)

Combinando (8.22) e (8.26) as equagdes relacionando
forcas e deslocamentos do sistema solo-estrutura podem ser

colocadas como [81,82]:

F S S iy
s ss | sb s
A= : 5 ot (8.27)
g% u? s i s® 483 u
bb b bs : bb bb b
Como anteriormente observado, © semi-espago resulta

quando insere-se a porgdo retirada do solo no dominic com ©

engastamento. Desse modo, obtém-se:

s® +89 =gf
bb bb

- (8.28)

Admitindo que a estrutura consista apenas da porgao
retirada do solo (e assim as propriedades materiais sdo as

mesmas), pode-se reformular a equagdo (8.26), considerando S“=0,
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S
bb  bb

t f
e u=u, Ccomo:
b b

e g f o9 ..9
(Sbb+sbb)ub_sbbub ' (8.29)

Introduzindo (8.28) em (8.29), tem-se:

f {'__ g0
Sbhu.b—Sbbub g (8.30)

Agora, das equagdes (8.27) e (8.30) encontra-se:

_ im _ A (8.31)

u :
bb b bs bb bb

Nesta formulacdo por subestruturagdo escreve-se O vetor
carregamento como o produto da matriz de rigidez dindmica do semi-
espago livre Sib (discretizada nos ndés onde serd inserida subse
quentemente a estrutura) e do deslocamento ui nos mesmos nés. A
matriz de rigidez (ou flexibilidade) dinamica S;) em pontcs
interiores do semi-espago pode ser obtida através das funcgdes
de influéncia no interior do meio viscoelastico deduzidas nos
itens anteriores deste capitulo.

Utilizando a equagdo (8.28), pode-se ainda reescrever

(8.31) como:

F S S u
s ss ! sb s
= : . (8.32)
st uf s i 8° -8° +sf u
bb b bs bb b bb

Se ao invés de uma base flexivel considerar-se uma base
rigida, as equagdes anteriores sofrem uma ligeira modificagdo. Com

efeito, admitindo uma base rigida os movimentos na interface
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solo-estrutura podem ser referenciados em relagdo a um ponto £ixo

dessa base, por exemploc o, indicado na Figura 8.7

Figura 8.7. Estrutura engastada no semi-espago viscoelastico com

uma base rigida.

Pode-se assim, relacionar os deslocamentos para OS

pontos da base rigida na forma:
(u}=1a]{u}. (8.33)

- . . . . . P %
em que A é a matriz de compatibilidade cinemdtica e u_ o vetor que
L+]
contém os trés graus de liberdade em deslocamentos do problema.
Da equagdo anterior pode-se agora escrever OS desloca

mentos da estrutura e da base rigida como:

' (8.34)

em que I indica a matriz identidade.
Introduzindo (8.34) em (8.31) e pré-multiplicando o

resultado pela transposta da matriz definida em (8.33) tem-se:

F S : = u
s s8 ; S0
.................................. - : . {8.35)
ATsf uf s i s® +s? u'
bb b os 00 oo o
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em que, S_=S_ A (8.36a)

S0

T

Szo=A ssz; (8.36b)
T

S:°=A SEhA; (8.36¢C)
T

S (8.36d)

As equagdes de compatibilidade da base rigida para o
subsistema do solo g sdo formuladas de modo andlogo & equagdo

(8.33), assim:

(u?) = (a1 {u?) (8.37)

bb

bb

Figura 8.8. Estrutura localizada no interior do solo.

A formulacdo por subestruturagdo com fungdes de influén
cia no interior do meio viscoelastico, pode também ser utilizada
para o estudo de estruturas localizadas no interior do solo, como
ilustra a figura 8.8.

A implementagdo da fungdo de influéncia com fonte no
interior do dominio, assim como a implementagdo da técnica de
subestruturacdo, apresentada neste capitulo, serd3o atividades a

serem desenvolvidas apds a conclusdo do presente trabalho.
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Conclusdes e perspectivas

No presente trabalho desenvolveu-se uma metodologia
semi-analitica visando a determina¢do de fungdes de influéncia e
Green em meios viscoeldsticos estratificados. Modelou-se o proble
ma da interacdo dindmica solo-estrutura no dominio da frequéncia.

O comportamento de fundagdes rigidas, dinamicamente
excitadas, em perfis de solo com estratifica¢des horizontais foi
também analisado. Para estas funda¢des as fungdes de influéncia
foram adicionadas as condicdes de compatibilidade cinemdtica e de
equilibrio de forgas. Comparagdes e validagdes entre o presente
método e outros métodos numéricos, principalmente a versdo direta
do Método dos Elementos de Contorno, foram apresentadas. Os
resultados numéricos obtidos mostraram uma boa concordancia na
maioria dos casos estudados.

Além de obter a resposta dindmica para fundagdes de
superficie, o presente método mostrou-se também eficiente quando
utilizado em conjunto com duas técnicas de subestruturagdo. A
primeira metodologia, designada por Método de Subestruturagdo por
Eliminacdo, permite a obtengdo de matrizes de flexibilidade e/ou
rigidez para fundagdes parcialmente engastadas a partir de fungles
de influéncia ou Green com fontes na superficie do solo. A
implementagdo aqui feita & original e mostra que, em diversos
perfis de solo horizontalmente estratificados, a metodologia &
precisa para graus de engastamento relativamente ndo elevados das
fundacdes. A segunda metodologia formulada a partir de fungdes de
influéncia ou Green com fontes situadas no interior do dominio,
permite o tratamento de fundagdes engastadas ou mesmo situadas no
interior do solo.

Nos problemas da interagdo dinamica solo-estrutura, aqui
tratados, considerou-se o solo viscoeldstico constituido basicamen
te de trés perfis distintos, a saber, o semi-espago viscoelastico,
a camada viscoeldstica sobre uma base rigida e a camada viscoeléas
tica sobre um semi-espaco. Apresentou-se também uma generalizagdo
da presente metodologia visando a sintese de fun¢des de influéncia

e Green para perfis de solo com nimero arbitrdrio de camadas
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horizontais.

A metodologia, aqui apresentada, tende a ser matematica
mente mais complexa e trabalhosa do que aquela dada pela versao
direta do Método dos Elementos de Contorno, além de exigir a refor
mulacdo do problema para cada perfil do solo. Entretanto, o método
aqui proposto, somente necessita discretizar a interface solo-
fundacdo, o que representa uma grande vantagem quando comparada a
versio direta do Método dos Elementos de Contorno, a qual exige a
discretizacdo de diversos planos ilimitados e a utilizagdo de
estratégias de truncamento arbitrarias que ndo garantem, a priori,
a convergéncia dos resultados. O presente método torna-se assim
uma alternativa eficiente para o tratamento de problemas envolven
do um grande nimero de interfaces.

O trabalho apresenta comparagdes que incluem os regquisi
tos de memdéria, o tempo de processamento e a precisdo dos
resultados entre o Método da Superposigdo e/ou Método da Superposi
cdo Modificado com a versao direta do Método dos Elementos de
Contorno.

Como perspectivas de continuidade do presente trabalho
pode-se mencionar:

a. sua extensdao para O caso tridimensional;

b. a formulagdo e implementagdo de funcdes de influéncia e Green
para um maior nimero de camadas horizontais com o auxilio de
recursos de manipulagdo simbdlica por computador, por exemplo,
utilizando o programa Mathematica;

c. a implementagdo com fontes no interior do dominio para
tratamento de corpos totalmente engastados;

d. a incorporacdo de fundagdes ou estruturas flexiveis interagin
do com o solo;

e. a incorporag¢do de excitagdes provenientes do interior do solo
através de ondas;

f. a reformulagdo do presente trabalho para a obtengdo de fungles
de influéncia e Green no dominio do tempo, o que possibilita o
tratamento de problemas transientes e ndo-lineares, Ppor
exemplo, contato nio-soldado e escorregamento na interface

solo-fundagéo.
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Apéndice A: Cédigos Computacionais

[Programa Principal |

Input
F H
)
[Spintc }— Ghmatc]
Sinver Simat }—— Ludcmz|
|

Simat |— Ludcmz]|

:

L { Srnwzn}— Zsist }—— Ludcmz |

Lubksz

|

Srnuxn Zsist |—— Ludcmz]|

|

Srnymn

3
m
}_l
0
pt
‘AE
[l
[oF
0
B

Z

Lubksz

|

Scampo

[PEexrd]

[ Output]

Figura A.l. Fluxograma para O problema da dinamica de fundagdes.
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Um extenso trabalho computacional foi realizado a fim de
visbilizar as formulacdes tedricas descritas nesta dissertagdo. Os
resultados numéricos apresentados foram conseguidos através de
programas computacionais desenvolvidos na linguagem FORTRAN. As
mdguinas utilizadas foram, basicamente, o0s microcomputadores
486-Dx2/66Mhz, 486Dx4/100Mhz e as estacdes de trabalho SUN SPARK
20 do Departamento de Mecanica Computacional da Faculdade de
Engenharia Mecdnica da UNICAMP.

A figura A.1 ilustra um fluxograma com as principais
sgbrotinas desenvolvidas e/ou utilizadas neste trabalho. Este
fluxograma sintetiza um programa computacional capaz de fornecer a
resposta, no dominio da frequéncia, dos deslocamentos de corpo
rigido e dos campos de deslocamentos e tensdes de uma fundagdo de
superficie ou engastada nos diversos perfis de solo considerados.

Baseado no fluxograma anterior, apresenta-se agora um
breve comentdrio a respeito das principais subrotinas desenvolvi
das.

-Programa Principal: Define os vetores, matrizes e as principais

varidveis utilizadas no programa. Além de coordenar as tarefas
para as varias subrotinas, o programa principal faz a opgdo entre
apalisar a resposta dindmica de uma fundacdo de superficie (z=0),

com a opgdo F, ou de uma fundacdo engastada (z>0), opgao V.

.Subrotina Input: Discretiza o dominio considerado. Vale a pena

recordar que o presente método necessita apenas discretizar os nds
de liberdade da interface solo-fundacdo. No caso de uma fundagdo
engastada, esta subrotina também fornece a discretizagdo do
dominio fechado Q para as matrizes G e H no Método dos Elementos

de Contorno.

.Subrotina Spintc: Define os Vetores, matrizes e os blocos de

variaveis necessdrios para calcular as matrizes G e H no M.E.C.
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.Subrotina Ghmatc: Calcula as matrizes G e H no M.E.C. para um

dominio fechado utilizando elementos constantes.

.Subrotina Sinver: Faz O arranjo necessario para obter a matriz de

flexibilidade dinamica do dominio fechado Q .

.Subrotina Simat: Executa a inversao numérica da matriz H obtida

no M.E.C. utilizando as subrotinas Ludcmz e Lubksz.

.Subrotina Ludcmz: Faz a decomposigdo de uma matriz complexa na

forma LU com pivoteamento parcial.

.Subrotina Lubksz: Resolve os sistemas triangulares origindriocs da

decomposigdo da subrotina anterior.

.Subrotina Spextc: Coordena O cidlculo das integrais semi-infini

tas, ou fungdes de influéncia, para o Método da Superposigac ou

para © Método da Superposigao Modificado.

.Subrotina Sinfls: calcula as diversas fungles de influéncia

através de trés esquemas de integragdo, a saber:

i) Para um intervalo finito, utilizando uma integragdo gaussiana
com refinamento do intervalo;

ii) Para um intervalo semi-infinito, utilizando o esquema de inte
gragdo de Longman [47] para fungdes oscilantes com decaimento;
i1i) Para um intervalo semi-infinito através de um esquema de

avanco de passo para funcdes com decaimento mas Sem oscilagao.

.Subrotina Saranj: Faz © arranjo do sistema matricial dado pela

equagdo (7.8) em que calcula a matriz de flexibilidade de uma
fundacdo engastada pelo método de subestruturacdo. Utiliza a

subrotina Simat para inverter a matriz da equagdo (7.8).

.Subrotina Srnwzn: Constroi a matriz de flexibilidade dindmica

(equagdo 3.25) a fim de obter as tensbes €& OS deslocamentos de

corpo rigido, devido a um carregamento vertical Fz. A resolugdo
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numérica do sistema ¢é feita utilizando a subrotina Zsist que

coordena a entrada de dados para as subrotinas Ludcmz e Lubksz.

.Subrotina Srnuxn: Possue as mesmas caracteristicas da subrotina

anterior, a menos que agora & calculado as flexibilidades

dinamicas Nux e Num (equagdo 4.21).

.Subrotina Srnymn: Calcula as fungodes de flexibilidade devido ao

momento N¢x e N¢m (equagdo 4.21).

.Subrotina Scampo: Coordena o calculo das funcdes de flexibilidade

para o campo de deslocamentos fora da interface solo-fundagdo.

.Subrotina Ptexfd: Calcula o campo de deslocamentos fora da

interface solo-fundagdo (equagao 3.28)-

.Subrotina Output: Apresenta OS resultados obtidos armazenando-o0s

em cdédigos de saida previamente definidos.
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Apéndice B: Funcdes de influéncia em meios estratificados

No capitulo 5, item 5.1, as equagbes (5.6a) a (5.6£)
originam um sistema algébrico relacionando as amplitudes e Os
nimeros de ondas para o problema de uma camada viscoeldstica sobre
o semi-espaco. A resolugdo deste sistema algébrico, em relagao as
amplitudes de onda, fornecem as funcdes de influéncia do problema.

Assim para uma excitagdo vertical dada pelo delta de

Dirac na superficie do dominio, indicado na figura 5.1, tem-se:

a

°r k210 (K )+Q_ (K )]
ae 1 [[ 511 I, 21 ]cos

ADKI (X-E) ]dKI'

-2

0

c . 2k 2o [0, (K ) -0 (K) 14K

G (X!E)_ G (l T ) > sern
uz L 1 +l1’151 5 2KI—(1+i‘nSl}

oK (x-£) |dK,
a

Para uma mesma excitagdo, s6 gque agora na diregao X,

tem-se:
®rc*2y  [Q. (K )+Q_(K )]
G (x, €)= L st 51 74 1 5 I loos|Aok (x-€) |dK ,
ux T[G1 (1+1T}Sl) 2K2— (1+i7 )-1 1———a 1
1 S1

-4} 2
N [ [k51[Q4(KI)-Q5{KI)]—1
0

4 = = r AO o K. .
Gux(x’E) nGl(l+ln51) 2K1 ]sen{ KI_E.Xa_EL]d 1

Fz(KI}DZ(KI) —F4(KI)D1(KI) .
F, (KI)DE(KI) —1-“3(K1)D1 (KI)
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F (K)D_(K)-F_(K)D (K)
oy T s - i S 9 1’11 |,
4l “F (K)D (K )+F_(K)D (K) |’
R S e el S T

F (K)Q (K )+F_(K)
3 1 4 1 9 I
qug)=[ D, (K ) }3

2 -2 L] L * L]
F1(K1):aL1[[(2K1_k52)_2aLzasz](G;-G2)+G1k52][FN1(KIjexP(aL1h)+

L] £ d
FRl{KI)exp(—aLlh)]+aL2k52G2[Fm(Kl)exp(aLlh)—Fnl(KI)exp{—aLih)]

2 . *2 .2
+2(2K1-k51) ) - 2(! ]

2,.* g %3
aLlexp(thlh){[zKle—(2Kl—k51 G ][(2K -k, L%

C[(2K%-k %G+ 20« G 1k},
I s1 1 s1 - s2-2" s2|'

P g R
Fz(KI)=KIaL1{aL1[exp(aLih)—exp(-aLlh}][[(2K1—k52)—2aL2 52](G G )+

'2 - 2 -
kSZG1]+[exp(aL1h)+exp(—aL h)]k G }

S2L22

- - 2 "2 ‘2 -
Fs(K1)=dL1[(Gi_Gz)Fﬂz(K1)+(2K1‘ksz)ksz)G1][FN1{K1)exP(aL1h)+

*2 *2
Yo k. G [F {Kl)exp(aLlh)—

¥ (Kl)exp(_(xLlh)]+(2K kSl L2 s2 1 N1

R1

2 *
FRi{KI)exp(—aLlh)]+2{2K kSI)aLlexp(aSIh){[ZKIGz-

2 2 o W2 2
(2K k51)G 1F 2(KI)-[4Kla51aL2+{2KI—ksl)(2K1—k ]ksaG }
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Fq(KI)=KIqL1{aL1[exp(aLih)-exp(aLlh}][FR2(KI}(G:-G;)+

2 ‘2 -2 L 2 .2 L ]
{2K1—k521k52G1]+[exp(aL1h)+eXp(—aLlh}](2K ks1)aszszG1};

_ 2 _ 2 B
F(K )= (2K k511{aL1[exp(aL1h>+exp( aLlh)][[(ZK K12

2a ](G G )+k G ]+[exp(aL1h)—exp(—aLlh)]k'za G‘};

L2 52 s2 L2 2

F (K )—(2K -k 2){aL1[exp(aLlh)+exp(-aLlh)][Fnz(KI)(G:—Gz)+

9 I S1

sa2 Ss2 S1 L2 sz 1

(2K “k z)k'zs:]+[exp(aL1h)-exp(laLlh)](2Kf-k'2)a k'ze'};

2 * - L4 * 2
D1(KI)=ocL [[(2K ksz)-ZaLZasz](Gl—G2)+G1ksa][Fnl(Kr)exp(aLlh)+

L *
FNl(Kl)exp(—aLlh)]+aL2kszG2[FR1(Kl)exp(aLlh)—FN1(Kl)exp(—aLi)]

2 ., *2 2" 2 2
+2(2K1—k51)aL1exp(-a51)[[QKIGZ-(2KI—R )G ][(ZK ksz)

R R

L2 s2 1 51)G1-2a aLzeg}{ ];

D2(KI)=aL1[(Gl-GZ)FnziKI) {ZK kszlk ’G ][FRi(KI)exp(aLih)+

*2y, %k 2GT(F. (K )exp(a  h)-

FNi(KI)exp(—aL ]+(2K kSl L1 s2 1  R1 1 5

*2 2..*
) o exp(—a51h}[[2KIG2-

F (Kl)exp(—a h)l+2( 2K k51 A

N1

2 %2 * 2 2 %2 2 %2 2. +7.
(2K1“k51)G1]FRz(KI)+[4K1a51dL2_(2KI_k51)(2K1'k52)]k52G1]'

2 %2 2
Fn1(KI)=(2K1 k ) 4K @y 1%g17 Fnthr)d(zKi-ksz)_4K1aL2asa’
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Apéndice C: Campos de deslocamentos e tensdes

O programa computacional desenvolvido, cujo fluxograma
esta ilustrado no apéndice A, & capaz de fornecer O campo de
deslocamentos fora da interface solo-fundagdo, além do campo de
tensdes sob a fundagao.

pPara as excitagdes vertical (Fz), horizontal (Fx) e de
rotagdo (My), as figuras Cl a C6 mostram o campo de tengdes scb a
fundagao.

Nas figuras Cl e C2 vé-se as partes real e imagindria
dos vetores tensdo Kzz € Kxz devido a excitagdo vertical Fz. DO
mesmo modo, para a excitacdo horizontal Fx, as figuras C3 e C4
mostram as componentes real e imaginéria dos vetores Kzx € Kxx.
Finalmente tem-se nas figuras C5 e C6 as partes real e imagindria
dos vetores tensdo Kyz ¢ Kyx para © momento My. Em todos Os
resultados desse apéndice, utilizam-se como pardmetros a frequén
cia adimensional BRo=1.0, a razdo de Poisson v=0.40 e O coeficiente

de amortecimento 7=0.10.

3 T T T T T T T T T

RelKzz) —
Im{Kzz) -===

Tensoes Kzz

=¥ 1 i i 1 L L L 1 1

=1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x/a

Figura Cl. Componentes real e imagindria do vetor tensao Kzz.
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Re(Kxz) — |
Im(Kxz) ===~ y
i
. !
el
a e B
@
0
L]
i+
1}
[ 2]
-0.6 1 1 1 L | L 1 1 [
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x/a
Figura C2. Componentes real e imaginaria do vetor tensdo Kxz.
0-‘ 1 L} 1 T T L} T T T
: Rel(Kzx} —
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0.3 F H
0.2 F 4
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; \
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@ o _.\.__‘,._.._...._...__,H- o =S T J T Lo P
o L~
4]
: \
o
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-0.1F b
-0_2 = -
-0.3 H B
_a.‘ 1 1 L L 1 L 1 L L
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 o 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Figura C3. Componentes real e imagindria do vetor tensdo Kzx.
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3 1 1 ] 1 1 T L} 1 L
Re(kxx) —
Im(Kxx) =-==
n
o
(=]
1]
I J
1]
=
P - - azme
.’: \
! 3 ki
_0.5 1 1 L 1 1 1 L L A
=1 -0.8 -0.6& -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

x/a

Figura C4. Componentes real e imagindria do vetor tensao Kxx.

6 T T T T T T T T T
; Re(Kyz) —
Im(Kyz) ===
4 =
2 = -~
N
.
-4
2 5
¢ 0 =
¢
@
13
2 b '_ )
-4 F m
-6 L L L L 1 L i L L
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

x/a

Figura C5. Componentes real e imagindria do vetor tensao Kyz.
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2 1 T T T 1 Ll 1 T T
Ral{Kyx) —
Im{Kyx) ===

Tensoes Kyx

L 1 1 I 1 1 !

=1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x/a

Figura Cé6. Componentes real e imagindria do vetor tensdo Kyx.

0 campo de deslocamentos fora da interface solo-fundagac
pode ser obtido de acordo com as equacdes (3.28a) € (3.28b) . Nas
figuras C7 a c15 vé-se as partes real, imaginaria e © valor
apsoluto dos deslocamentos Wz, Uz, Wx, Ux, Wy e Uy para os trés

tipos de excitagdo: vertical, horizontal e de rotagao.
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Figura C7.
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Figura C8.
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valor absoluto dos deslocamentos Wz e Uz.
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Figura C3.
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Figura C10. Componentes real e imagina
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0.25 T T 1
: Re(Ux} —
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Figura C11. Componentes real e imagindria do deslocamento Ux.

T 1 1
i Abs (Wx) —
Abs (Ux) -

Fx

-20 =15 =10
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Figura Cl2. valor absoluto dos deslocamentos Wx e Ux.
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Figura C13. Componentes real e imaginaril
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