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RESUMO

Liste trabalho apresenta um estudo sobre sistemas amortecidos com
atrito viscosofcovlomb. Trata-se de um sistema de vanos graus de liberdade
onde apenas uma das coordenadas estd sujeita ao efeito do atrifo seco. As
dificuldades encontradas durante o estudo do problema sdo apresentadas, bem
come uma discussdo sobre metodos para analise de sistemas nio lineares e sua
aplicabilidade ao problema. Usa-se a solugao exata no dominio do tempo para
o estudo de sistemas com até 4 graus de liberdade.

A mfluéncia do atrito na resposta em frequéncia de sistemas com
determinados modelos € apresentada, bem como a redugio na amplitude de
vibracao destes sistemas. Realiza-se uma comparacao entre os sistemas de
dois grans de liberdade amortecidos com atrito seco ¢ o absorvedor dinamico
de vibragoes convencional. Estuda-se o caso real de uma viga engastada em
uma das extremidades, com massas concentradas e atrito seco na extremidade
livre. O problema de modelamento discreto de sistemas continuos no estudo

de sistemas amoertecidos com atrito sece é discutido.



ABSTRACT

o this work we present a study on systems with combined coulomb
and viscous friction. it concernes systems with several degrees of freedom and
coutomb damping actuating on only one coordinate. The difficulties enconn-
tered during this study are presented. Methods to analize non-linear systems
and their applicabillity in the study of dry friction damped systems are dis-
cussed. The exact solution in the time domain is used to study systems with
1 up to 4 degrees of freedom.

‘The influence of dry friction on the frequency response of systems
with determinate models is studied as well as the reduction of amplitude of
vibration in this systems. A comparision between 2DOF dry friction damped
systerns and conventional dynamic absorber of vibration is presented. The
study of a real case of a clamped beam on one end, distribuited masses and
coulomb friction on the free end is realized. The problem of discrete modelling

of continuous systems in the study of dry friction damped systems is discussed.



Contenuido

Introducgdhe

1 Hevisdo Bibliografica

1.1 Levantamento Bibliografico . ... . . . ...
L2 Leisde Atrite .., .. 0oL
1.3 Métodos para o Estudo de Sistemas ndo Linsares . . . . . .. .. . . .

1.3.1  Método do Balange Harménico Incremental

1.3.2  Operadores de Volterra . . . . . . .. . ... ...,
1.3.3  Método das Formas Novmals . . . . . . . . . . .. ...

1.3.4  Comentarios Gerais sobre Sistemas Amortecidos com Atrito Seeo

2 Sistemas de 1 e 2 Graus de Liberdade com Atrito Viscoso/Coulomb

2.1 Distema de 1 grau de liberdade - Discussio de Resultados . . . . . . . . . .
2.2 Sistema de 2 Graus de Liberdade ., . . . .. e

2.2.1  Sistema Linear como um Absorvedor de Vibracdes . . .

22.2  Sistema ! - Atrito Atuando em uma coordenads . . . . .. . . . ..

2.2.3  Sistema 2 - Atrito atuando entre coordenadas . . . . . . . . . ..

3 Sistemas Continuos e Sistemas de Viaries Graus de Liberdade
3.1 Sistema Continnoem Bstudo . . . . . . . . . ...

3.2 Equacionamento do Sistemna Continuo . . . . . .. ., | C e e

13 Obtengio de win Modelo Discreto Equivalente para o Sistema Contbinue



331 Consideragbes Intciais . . .. .. . .. _ 55

: ¢ ~t N S-S v o smn b D . N : =
3.3.2  Consideragées sobre a energia cinética e Computagao da matriz massa 56

3.3.3  Computagio da Matriz Rigidez . . . ... .. .. ... .. .. 33

34 Resubtados . . ... ..o 59

34 Atuagio da Porca de Atrito no Sistema Fquivalente . . . . . . .. . 59
3.5 Obtencio de um Modelo Discreto Desacoplado Inercialmente para o Sistema

Combinuo . . ... .. ... 61

3.5.1 Uonsidera¢es Iniclais. . . .. .. ... .. ... 61

3.5.2  Desacoplamento Inercial - Matriz Rigidez Assimétrica . . . . . . . . . 62

3.5.3  Desacoplamento Inercial - Matiiz Rigidez Simétrica - 20 Restricdes . 62

3.54  Desacoplamento Inercial - Matriz Rigidez Simétrica - Menos Restrigdes 63

4.6 Matriz de Rank Deficiente no Problema de Pascretizacio . . .. . .. .. T2

3.6.1  Consideraces Inteiais. . . . . . . ... .. ... 72

3.6.2  Bstudo de casos para o Procedimento da Subsecao 3.6.1. ., . . . . . 75

3.6.2.1  Caso 1 - Sistema Continuo da Secao 3.2 . . . .. . . .. .. 75

3.6.2.2  Caso 2 - Viga Biapoiada Modelada com 2 Graus de Liberdade 77

3.6.3  Proposigdo de um Método para a Obtencdo do Sistema Desacoplado . 80

4 Estudo Experimental 83

4.1 Dispositivo Bxperimental . . . . . .. 83

42 Procedimentos . . . . ..., . 84

43 Resultados . . . . ... .o -39

5 Analise e Conclusdes 99

Bibliografia 102

Apéndice A - Sistema Livre de § Grau de Liberdade com Atrito Seco 106

Apéndice B - Curva de Resposta em Frequéncia para o Sistemade | GL 110

Apéndice C - Calibracio do Sensor de Medicio da Forca Normal 114



Introducgao

Usm sistema pode ser considerado, do ponto de vista matematico, como um ope-
rador pelo qual uma excitagio F(t} é mapeada em uma resposta X[F(t}], onde F(t1) é a
entrada do sistema e X[F(t)] sua saida. Quanto a natureza da relacdo saidafentrada dos
aisternas, estes classificam-se em fneares ¢ ndo fineares. Sistemas lneares caracterisar-ge
por satisfazerem duas propriedades muito importantes que simplificam muito seu estido e
estio expressas em sua relagio saida/entrada. a ssher:
- principio da superposicio — X[F\(t) + Fa()] = X{F(8)] + X[£2(8)]
- principio da proporcionalidade — X{aF(1)] = a X[F(1)]

Sistemas nao hneares nao obedecem as duas relagdes anteriores, principalmente
4 primeira. Além disto, sistemas ndo lineares podem ser sensivels as condigbes inicials
do problema, desenvolvendo solugdes topologicamente diferentes para mudangas naguelas

condighes.

Estamos particularmente interessados em sistemnas mecanicos e, mais precisamente,
o estudo de vibraches mecanicas, Encontrar sistemnas vibrantes que sejam puramente linea-
res nio é tarefa ficil, conforme afirmam Schmidt & Tondl [Schmidt-86], embora importantes

problemas de vibragdo possam ser tratados por modelos lineares.

O modelamento de um problema de vibragie em um sistema mecdnico conduz
sempre, do pontd de vista das forcas nele atuantes. a 4 parcelas:
- forcas de excitagio — fonte de energia para vibrar,
- forcas restauradoras — provenientes da rigidez do sisterna,
- forgas amortecedoras — provenientes da dissipagao de energia,

- forcas de inércia — na verdade, consequéncia da agao das demals forgas.

Nio linearidades na forca de excitacho podem ocorrer em sistemas com vibragbes
anto-excitadas e paramétricas. Forgas restauradoras de natureza nao linear tém sido tratadas
na literatura, especialmente rigidezes lineares por intervalos {io deslocamento} e as forgas
que sao fungoes polinomials de deslocaunento. Forgas amortecedoras sao em geral ndo line-

ares, embora o uso de um cocliclente de amortecinento constante seja conulm nos modelos
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utilizados para o estudeo de vibracdes mecdnicas. Esta simplificagdo nido implica em maiores
problemas no caso de baixo amortecimento, isto €, quando as forcas de amortecimento s&o
de pequena magmitude se comparadas as oubras forgas atuantes no sistema, No estudo de
sistemas cujo amortecimento apresenta caracteristicas ndo lineares destacamn-se as equagdes
de Van der Pol e sistemas amortecidos com atrito seco. Estudos muito especificos tém sido
desenvolvidos para a andlise de sistemas com auto-excitagoes e excitagbes parameétricas de
natureza nao linear [Schmidt-86]. Em se tratando de rigidez e amortecimentos nio lineares,
a tabela 1 da um resumo das principais ndo linearidades tratadas com frequéncia nos vitimos
anos na literatura sobre vibragdes em sistermas mecanicos. Em se tratando de rigidez polino-
mial, o caso mais estudado refere-se ao oscilador de Duffing, que apresenta apenas o termwo

de gran 3.

N
2 pz’ - Z Mt 2 FL1) rigidez polinomial
forca restauradora n=
! nio linear 2 Far” by = Fl) 2 < 2y onr > ay | origidez linear
i her v he= flt) zmirr<am por intervalos
amortecimento 2+ (b - dxha = G Van Der Pol }
nan linear x4 ez’ + kx + p(2)Sgn{e’) = f{t) atrito seco
& 4 edl|2f| + ke = (1) amortecimento guadritico

Tabela 1 - Nip lnearidades apresentadas mais frequentemente em publicagbes
sobre sistemuas mecdnicos nos wllimos anos

A obtencdo de um modelo que represente de maneira satisfatona um determinado
problema de cardter nio linear envolve a aplicagao de teorias e técnicas de significativa
complexidade, uma vez que ndo se encontra disponivel um tratamento tedrico completo e
geral para problemas desta natureza, como no caso da teoria aplicada a sistemas lineares.
Na dltima década surgiram algumas aplicagoes de teorias como as de Volterra e Wiener, cuja
utilizacio na analise de sistemas mecanicos € ainda recente e, conforme veremos mais adiante,
um tanto restrita, uma vez que ndo se adequam a uma classe importante de problemas nesta
irea, a de sistemas lineares por intervalos. Uma vez gue os métodos tém, em grande patte,
requerido fungdes analiticas para descrever os coeficientes das equagdes diferenciais que reger
os problemas, sua aplicagdo a sistemas lineares por intervalos nao tem sido possivel.

Sistemas amortecidos com atrito seco estio exatamente nesta dltima condicio. A
complexidade serd ainda mailor se a fungio p{2] {vide tabela 1} nao for uma funcao hnear
de seus pardmetros, pois o sistema, além de ndo ser regido por bangtes analiticas, perde a

Inearidade nos intervalos,
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() estudo de sistemas envolvendo atrito seco €, ndo chstante a auséncia de ums
teoria geral estabelecida para estes sistemas, muito importante, pois seu efeito esta presente
e uma série de aplicagdes em engenharia, tais como escoamento de fluidos, usinagen:, guias

te mdguinas, junbas, transportadores, eto. ..



Capitulo 1

Revisao Bibliografica

Este capitulo apresenta, além do levantamento bibliografico, um comentério sobre
o coeficiente de atrito e a apresentacao de algumas ferramentas e métodos utilizados no estudo
de sistemas ndo lineares. Por fim, apresenta-se um conjunto de observacoes levantadas 3(11&0

a literatura ¢ condensadas aqui para uma idéia da complexidade do problema.

1.1 Levantamento Bibliografico

A analise de sistemas ndo lineares teve grande progresso nas duas iltimas décadas,
sobretudo nos anos 80-90, devido em grande parte a constante evolugio dos recursos com-
putacionais. Do Jado do desenvolvimento tedrico, foi no final da década de 60 que teve
mnieio a teoria do caos e o estudo dos problemas de bifurcacio. O conhecimento envolvido
em tais fdcnicas remonta, todavia, ao século passado e, conforme Guckenheimer & Holmes
{Holmes-90], tém seus aspectos qualitativos fundamentados por Poincaré {1880,1890,1899),
com grandes contribuigbes, ja neste séeulo, de Birkhof (1927), Liapunov (1949) e outros au-
tores da escola Russa. Paralelamente ao desenvolvimento da teoria do caos e da bifurcagao,
a evolugio da computacdo fez com que muitos métodos desenvolvidos para o estudo de siste-
mas de equagdes diferenclals, que até aquele momento tinham uma utilizagdo mals restrita,
fossem otimizados e aplicados em wm campo maler. Foi, de fato, devido a evolucio da
informatica que muitos estudos realizados por Liapunov, Bogoliubov, Andronov e outros

conceituados pesquisadores obtiveram maitor aplicabilidade.

A utilizacho em problemas de engenharia, ndo s6 da teoria que se desenvolveu para
o estudo do cacs mas também dos métodos adequados ao estudo de sistermas nao iine@res, tais
coma a perturbacio de parimetros, o método do balango harmaénico, o método de Galerkin e
a teoria de Yollerra, fot alve de virios autores: Nayfeh [Nayfeh-73], Guckenheimer & Holmes
{Holmes-90], Wigging [Wigains-90], Schetzen [Schetzen-89], Schuidt & Tondl [Sclunids-86],
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Jerequel [Jezequel-91].

No que se refere a sistemas amortecidos com atrito seco, porém, apenas nwos Glbimos
5 anos tém aparecido trabalhos publicados com a aplicagio da teoria da bifurcacio ¢ caos.
Toda a bibliografia consultada referencia o trabalho de Den Hartog [Hartog-31] como o pri-
meiro trabalho de signifcativa importincia no estudo de vibragdes mecanicas amortecidas
com atrito de Coulomb. O autor desenvolve uma expressao analitica para a curva de resposta,
et frequéneia de um oscilador de um grau de liberdade com atrito de Coulomb e excitacio
cessenoidal, valida quande nio ocorrem aderéncias’ durante o movimento. O mesmo autor
desenvolve em {Hartog-72] uma solugdo aproximada para o problema utilizando um coefi-
riente de amortacimento viscoso equivalente, Depols destes trabalhos de Den Hartog, Yeh
Yeh-86] desenvolveu uma expressio equivalente para win sistema particular de dois graus de

liherdade,

As dificuldades encontradas para sistemas com maior numero de graus de liberdade
fizeram com que o problema fosse estudado principalmente por via numérica. O levantamento
indica que a mawria dos trabalhos desta fase ja ocorreram na década de 30, aproveitando,
talvez, a implementagao de métodos numéricos antes limitados pelo poder de solugdo dos
computadores, Em [Pratt-81} um sistema de 2 graus de liberdade € analisado visando ao
estudo do efeito do atrite na energia dissipada e po movimento stick-slip. O método do ba-
lango harmonico foi o tinico apresentade, até onde conhecemnos, como um método alternativo
& solucdio exata no domiuie do tempo. Lau [Lau-82] apresenta um variacio deste métods,
que permite uma resposta mais rapida no dominio da frequéncia, método este aplicado rais
tarde a sistemas com atrito seco [Pierre-35] € a sistemas assimétricos lneares por intervalos
(Wong-91], Marui & Kato [Marui-84] complementam o trabalho de Den Hartog estudando
sistermnas com excitacao pela base e, com malor profundidade, os movirnentos com aderencia,
Shaw [Shaw-86] estende o trabalho de Den Hlartag para sistemas que apresentam coefici-
ente de atrito estatico e dindmico diferentes, considerando nma mudanga abrupta entre eles,
Movimentos instaveis também sao analisados ‘pela aplicagdo dos conceitos propostos por
Guckenheimer & Holmes [Holmes-90] e bifurcacdes sao encontradas sob variagao do fator
de amortecimento relativo ao amortecimento viscoso, Varios outros trabalbos apresentam
estudos sobre sistemas com atrito seco, seja considerando sistemas com configuragoes par-
ticulares [Anderson-90][Ferri-85)[Ferri-88][Oertel-89][Schmidt-86], variaces da lei de atrito
[Anderson-90][Karnopp-83][Powell-92], atrito atuando juntamente com outras nao lineari-
dades [Dowell-85][Hamdam-92)[Klarbring-90]{Narayanan-91] ou aplicages e verificagoes em

estudos experimentais [Cheng-89]{Kato-T41H Wang-01].

YA eonceituncio diste o de outros termos ¢ dadione fongo do texto,
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Um cutro ponto de vista importante no estudo de vibragdes envolvendo atrito seco

refere-se ao atrito como excitador de vibragdes [Dweib-90] [Stelter-90] [Hamdam-92].

1.2  Leis de Atrito

Uma lei para reger a variagio do coeficiente de atrito como fungao de alguns
pardmetros, tals como a velocidade de escorregamento e a forca normal, ainda nio foi rigo-
rosamente estabelecida. Sabe-se que os principais pardmetros envolvidos sdo a rugosidade
das superficies em atrito, a forga normal que atua nas superficies e a velocidade relativa en-
tre as mesmas. Mesmo considerando apenas estes pardmetros, nao existe uma funcio g{a)
que possa ser conswlerada definitiva [Stelter-90] e modelos empiricos sio utilizados para o

coaficiente de atrito,

A primeira ler adotada para representar o coeficiente de atrito foi a de Coulomb e
esta € ate hoje a mais utilizada nos estudos, sendo a adocao de coefictentes de atrito estatico
¢ dindmico diferentes om aperfeicoamento daquela lei. A transicio entre estes coeficientes.
porém, ¢ motivo de varas expressoes para o coeficiente de atrito em funcio da velocidade.
cujos parametros tém sido ajustados, as vezes, a dados praticos. A infludneia de nm coe-
ficiente de atrito varidvel na resposta de sistemas amortecidos com atrito seco & objeto de
alguns estudos [Oertel-89] [Powell-92] [Wang-91] [Stelter-90]. A figura 1.1 apresenta algumas
expressbes para o coeficlente de atrito em fungdo da velocidade 2'. Os parametros envolvidos

nas fungdes apresentadas podern ser identificados como segue:

- 10 coeficiente de atrito estatico. Em L l-a representado por .

- g cosficiente de atrito dindmico. Ibm 1. 1-a também representado por pg.

- Os parametios @, A e J ndo tém denominacgio especifica como g, ¢ py. Notemos que
a, A e B, a0 contranie de pg e gy, 530 dimensionals, wma vez que o coeficiente de atrito é
adimensional,

A consideragdo de ama fungdo p continua para todo o eixo das velocidades, tal
vomo ilustrada em 1.1-¢ ¢ apresentada em [Schmide-86]° é discutivel devido ao fato de nunca
haver, por esta fungdo, uma regiao de aderéncia, fendmeno que, para baixas frequéncias, tem
sido verificado experimentalmente [Marui-34][Pratt-81]. Ndo temos encontrado na literatura
autores gue tenham trabalhado com fungdes p{i'} continuas e diferencidveis para todo o eixe

- das velocidades.

20 autor speonss sugere a forma da curva, A expressao apresentada 4 apenas wna alternativa para
aproximar a sugestio do autor. Entretanto, piao se tem conseguido g aprosimacio razodvel o uio ser por

funigdes transeendentals,
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A solugdo analitica de equagdes diferenciais contendo funcoes nao lineares como
as apresentadas na figura 1.1-¢ & extremamente complicada, o gque prejudica o estudo de
mstemas com tais modelos. Alids, a simples presenca da expounencial, tal como em 1.1-b,
ou de poténcias da velocidade, como em 1.1-c e 1.1-d, tesulta uma equagdo diferencial cuja
solugao ainda ndc ¢ conhecida. A admissio de uma Funcdo analitica nie tem revelado,
amnda que possamos desconsiderar os movimentos corn aderéncia, nenhuma, vantagem sobre
a5 fungdes nao analiticas, a nao ser gue representem mais flelmente a variaciio do coeficiente
de abrito com a velocidade, o que também ndo se pode afirmar, a menos que se facam
experimentos para casos especificos. A expansaoc destas funcées analiticas em série? nao
tem revelado grande vantagem, uma ver que, para que a série aproxime bem a funcio, ¢
necessario que se leve em conta um nimero muito grande de termos (mails de uma dezena,
as vezes). lsto €, muitas vezes, operacionalmente invidvel, Consideremos, por exemplo, uma
das mais simples fungdes analiticas que aproximam a lei de Coulomb, u(v) = j tanh( fuy, 3
grande . Neste caso, quanto mais quisermos aproximar a lel de Coulomb {4 maior), mais
restrita ficard a faixa de velocidade onde a série é valida, pois a série de MacLaurin para a
fungdo tanh{x) converge apenas no intervalo |z| < #/2 e, portanto, devemos garantir que
a velocidade ndo ultrapassard 7/23. O uso de polinémios ortogonais, tais como Laguerre,
Hermite, Legendre, Chebyshev e outros também tém apresentado o problema de termos que
levar em consideracio polindmios até ordens altas (superiores a dez). A utilizacio destes
polindmios € mais cornurmn do ponto de vista de tdentificagio ¢ modelamento, e nido do ponto

de vista da computacio da vesposta a wina entrada conhecida.

PEsta poderia sy wa vautageo,
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Neste trabalho considera-se o modelo de Coulomb para o estudo de sistemas amor-
tecidos comt atrito seco. A mudanca entre os coeficientes estitico e dindmico é considerada

abrupta.

1.3 Meétodos para o Estudo de Sistemas nio Lineares

1.3.1 Método do Balango Harménico Incremental

0O método do balange harmdnico tem sido largamente utilizado na solugio de
problemas & parte da premissa de que a resposta do sistema é periddica e pode ser expressa
por uma série de harmonicos, a amplitude e fase dos quais podem ser obtidas gquando se
aplica o procedimento. Mesmo quando nenhuma solucdo em forma fechada aproximada £
possivel, 0 método tem se mostrado, segundo a literatura, muito eficiente quando a resposta
do sistema ¢ periodica ou quase periédica. O trabalho computacional envolvido, entretanto,
cresce muito quande o mimero de harmonicos considerados para a compuiagio da resposta
e » numero de graus de liberdade se elevam,

O métods do balango harmonico serve para a computacio de resposta no dominie
do tempo e, uma vez que a preocupagao maior tem sido a curva de resposta em frequéncia,
o método torna-se, devido a dificuldade particular dos sistemas amortecidos com airito
seco, tao trabalhoso quanto a solugdo exata. Jm desenvolvimento deste método a partir de
perturbagdes dos parametros do sistema levou a um outro método também comum no estudo
de problemas nio lineares, o qual facilita a obtencao da curva de resposta em frequéncia,
uma vez que as amplitudes e fases dos harménicos sao obtides diretamente quando wm
determinado critério de convergéncia é satisfeito. Em se tratando de sistemas com atrito seco,
a dificuldade adicional, como veremos adiante, continua, devido ao termo que representa o
atrite seco ndo ser uma fungio analitica do tempo.

Consideremos um sistema de um grau de liberdade com amortecimento viscoso ¢

de Coulomb, cuja equagao de movimento pode ser escrita como (@’ = dz/dt):

ma” -+ ca’ 4 ke + pNSgn(z") = Agcos(wt) (1.1}

onde Sgn(z’) = £1, conforme a velocidade seja positiva ou negativa, respectivamente.

Adimensionalizando convenientemente 1.1 pela introdugio de
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podemos reescrever a equagao 11 na forma (g = dy/dd)
W+ 26+ g+ Sgnli) = f(9) f(9) = Fcos(8) (13)

onde Sgul{y} = £1, conforme Sgn{a'}.

{3 primeiro passo consiste na consideracan de gue a resposta possui um estado
estaciondrio € um incremento. Seja um estado de movimento vibratério yo{#) correspondente
a excitagao Fyoos{f) e ao parametro ng. Uma viginhanga do estado do movimento pode ser

expressa pela adigio de incrementos sobre os pardmetros, da seguinte forma:

y) = 90(0) + Ay(6)  F=F+AF  n=m+Ay (14)

Para considerarmos a expansao em série da fungdo Sgn{y} devemos recorrer a
teoria da distribuigao [Kanwal-83]*. Expressando a fungio Sgn(y) em uma forma apropriada

para bratd-la via teoria da distribuicdo temos:

Sen(i) = 2H(g) Hij) =4 2 IO (1.5)
'»!TR: = 4 ¥ TE1 —— - .

Note que, expressa desta forma, a fun¢do Sgn{y) dd um salto unitdric em y = 0.
A derivada de H{y) é conhecida e dada pelo delta de Dirac §{y)°, cuja definigdo pode ser

dada por

e

+0s
/ bl — a)gla)de = gla) (1.6}
onde o pardmetro a é dado pela abeissa onde ocorre um impulso {no nosso problema repre-

sentado pelo salto da fungdo Sgn{y), que ocorre e = 0 } e g(z) é uma fungdo qualquer

sufucientemente suave para garantir a integragao.

Pensando desta forma a derivada da fungéo Sgnly) é
d ., . g
—=Sguly) = 2oly) (1.7}
dy © :

Podemios ontio escrever

1) eapitulo § desta relereneia trata exatamente do probdenis de dhacontinidade via teorinda distribnigio.

FEate resultado tunbém vern da teoria da distribsigiee.
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d
iy + Dy}

Sgn{ge + Ay) = 28(ge + Ay) (1.8)

Tomando a exansio de Taylor de Sgn(ga + Ay} em torno de ¥ e levando em conta

a série apenas até o termo de primeira ordem, temos

Sgnlyo + Ay) = Sgnldo) + 28(30) Ay {1.9}

Este resultado um tanto estranho provém da propria natureza da funcio Delta
de Dirac, Kanwal [Kanwal-83] comenta rapidamente® sobre o comportamento da funcao
Delta, enfatizando que, embora usada com sucesso nas cidncias aplicadas, “a finguagem da
matemdlica clissica € inudequada para justificar tal fungio”. Assim, embora o resultado
expresso em 1.9 nao seja inteligivel & luz da formulacio matemdtica convencional, nio deve

ser encarado como conceitualmente errado.

Substituindo as equagbes 1.4 e 1.Y em 1.3 e ignorando os termos que envolvem

relagdes néo lincares entre os incrementos, obtemos a seguinte equacio hnearizada:

ey + (280 + 26(50)] Ay + Ay = R + QAn + cos OAF (1.10)
onde:

=~ [n5ifo + 26050 + yo + Sgnlge) — £y cos(8)] (L.11)

Q= |—2nofie — 2£Yu)
A medida que 1 se aproxima da solugio exata de 1.3 o termo R torna-se cada vey
menor. Recordande que f(8) é periddica e aplicando o procedimento de Galerkin para ob-
termos wma solugdo aproximada de 1.3, escrevemos a solugdo periddica yg e seus incrementos

COIFE

N
yo(8) = 3 [, sin(nh) + b, cos(n#))
=l
{1.12)
N
Ay{0) =3 [Aaysin(nd) + Ab, cos(nb)]
n=1

onde N ¢ o mimero de harménicos considerados na computacio da resposta,

naging 5 da roferéncin
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Seguindo o procedimento de Galerkin, escrevemeos as igualdades entre os membros
esquerdo e direito de 1.10 para cada harmdnico, tanto PAra 05 $eN0s qUanio para os Cossenos.
Consideramos Aa, ¢ Ab, (n = LN } como coordenadas generalizadas. Expressando isto em

L.10 e integrando ambos os membros no intervalo [0, 27] temos:

Fw oL . 2 _ .
f [r;éfky + [28706 + 26(g0 )} Ay + Ay} H{ Aydd = / [+ Fan+ AF cos(8)] §{Ay)d8  (1.13)
¢ a

onde 6{Ay) = [sin{0),5in(20),. .. sin{NB), cos(8), cos(20), ..., cos{ V)T,
Definindo o vetor das amplitudes da resposta e de seus incrementos como:

A3:1[thﬁg,---7{1",-\1‘251,5;3,“-?5}{"]17« :
(1.14)
AA = {Aay, Aao, . Day, Aby Aby, . Aby]? -

podemos reescrever eqnagao 1.10 como um sistema de 2V equagdes na seguinte forma:

- C{AaA} = (R} + An{Q} + {AF}P

l { { ] Lo 201
{224,22)

onde

sz Cab
Cia Cus

Pa
Py

P=

(1.16)

RE R
IR

com suas expresstes em termos dos pardmetros do sistema e da excitacao dadas pelas ex-

pressoes 1,17 a 1.24, onde §;; € o delta de Kronecker e os indices § e 5 varlam de 1 até
N

[Cuulis = (1 = j292)6,; + /0 7 2650 cos(j6) sin(i0)] 40 (1.17)
[Cuslij = —~27Enojds; ~ /{; 126 (i0)j sin{ j0) sin(i0)] 4o (1.13)
(Chliy = —27En0jds, — /} 7 280 cos j0) cos(i0)] d (1.19)

[Cusl, = bl = 1 i), + [}” 201 g1y sind 8] cos{ 0] d0 (1.20)
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Roi = 7 [(1 = *nd)os = 26obs] ~ [ [Sen(o) sin(j0)] 4o (1.21)
Ry = —x E(f — i iV b; 4 i?{ﬁ(}ﬂ;‘} — /:?r [Sgndio) cos(70)] dp {1.22)
Qui = 2mi{inga; + £by) Qi = 2we(anob; — Lay) (1.23)
Poi=0 P, =uxby, (1.24)

O trabalbo maior surge devido aos termos néo lineares presentes nos integrandos
das equagbes anteriores, pols sua resolugio exige o conhecimento de zeros de fungoes trans-
cendentais. Um algoritmo pode ser usado para a localizacio destes zeros dentro do periodo
de integragao’. Diferentemente da solugao exata no dominio do tem po, nac € necessaria aqui

a solugdo durante longo intervalo de tempo para que o estado estacionario seja alcancado.

Algumas opgdes sao possiveis para a obtencao da curva de resposta e frequéncia,
a saber:
- Manter Fy constante, incrementar 5 e abter o vetor das aplitudes
- Manter Fp constante, fixar a amplitude ¢ obter a frequéncia correspondente. A amplitude
serd incrementada.

A primeira escotha € em geral preferida. Neste caso temos Ay =0 e AF =0 e

sisterna a ser reselvido a cada passo &

C{AA) = {R} (1.25)

Podemos obter o vetor de amplitudes aplicando o seguinte procedimento iterativo

até que {AAT! seja menor que a tolerdncia estabelecida:

CHAAVH = RF AV = (A + {AaA (1.26)

Algumas observagbes sobre o cdleulo dos termos nao lineares sio importantes. Se
N harmonicos sdo considerados para a computacao da resposta, o nimero mixima de raizes
de y que existirao num periodo sera 202N — 1) [Pierre-83]. Representando estas rafzes por
o, 0, ... Oargy] v por suqy o sinal de g nos intervalos {0, 0,), ... [0, sy}, onde 0y = 0

¢ Oaryr = 21, s termos ndo lineaves das equagaes 1.21 ¢ 122, representadas pelas integrais

T nttendns da bieasing e da secante tern sido aptiondon.
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nelas presentes, podem ser escritos como (note que em cada intervalo a funcio Sen{y) é
conhecida):

Af
\ - 1 :
R;}:L = Z 51?1+1_—é' [COS(EGm—f—_‘. } - C-Os(ié}m)]
yrge(d S e
, 3 t {1.27)
RN = Z 'Sm.-{-l';' (sin{26.,) — sin(if,44)]
eSS

Devido & funcio delta de Dirac, os termos nao lineares das equagdes 117 a 1.20
podem ser simplificados. Vejamos que apenas os instantes 7, 75, ..., 7y contribuirdo para

4 integral. Podemos escrevé-los como (o superserite NL indica nio linear):

Af
[ij;; o Z [27 cos{ 8} sin{:#)] m
ez | T\ Y
[Caﬁ}::[‘ = i (27 sin{j6) sin{26}] ———imm
ezl \ . . l{v’{gm)'
[C?zzz]ﬁii = i {27 cos{j#) cos(i6)] T—niu— {1.25]
m=1 o {7( 0 )]
- A i
PV L 159 0 e b o dFY surand CEEY
[Cwij = ,,;1 27 sind g cos{83] W,fﬂ

As vantagens do métedo do balanco harmdnico incremental sao:

- Se a resposta do sistema ¢ periddica ou quase periddica, uma boa aproximacio pode ser

sempre obtida pela consideragdo de varios harmonicos na equagio 1.12. Dados experimentais

podem sugerir ou confirmar a periodicidade da resposta.

- {} acoplamento com o método de Galerkin, que em geral é utilizado, faz com que apenas

um perfodo seja estudado, evitando a integracio ao longo de um grande intervalo de tempo.

Trabalha-se com a resposta estacionaria. Isto é muito importante para andlises no dominio

da frequéncia.

- B se tratando de sistemas amortecidos com atrito seco, este tem sido o inico método que

tern apresentado, nao obstante o trabalho computacional que possa envolver, wn procedi-

mento para a obtengdo da resposta sem o trabatho de obté-la exata no dominio do tempo.
Comeo desvantagens relacionamaos:

- (Juando o ndmero de harménicos considerados cresce, o trabatho computacional envelvido

¢ muito grande.

- O frabatho computacional eleva-se muito mais se o mimero de grans de liberdade eresce.,

B geral, resolver nm sistema de 2 graus de lhordinde Tovando e conta N harmonicoos
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corresponde computacional ¢ matematicamente & resolucdo de um sistema de 1 grau de
iiberdade com 2N harménicos, a menos da precizao obtida, que sera maior no sisterna de um
grau, pois a aproximacao é melhor.

- B se tratando de problemas envolvendo atrito seco, a necessidade de encontrar rajzes de
fungdes transcendentais eleva muito o trabalho computacional.

- Em se tratando de sistemas com atrito seco, o procedimento nao € sistematico, isto é, tem
de ser adaptade para a configuracie particular do sisterna mecanico em estude, de acordo

cone atuagdo da forca de atrito.

1.3.2 Operadores de Volterra

Relembrando o conceito dado na introducio, consideremos um sistema genérico 8

et cuja entrada atua a excitagdo F{t} e cuja saida ¢ a resposta y(t) (figura 1.2).

Se o sisterna S € invariante no tempo satisfazendo-
g . o S S N e i ,._'; - .
Fie) g ¥t} a determinadas restrigoes, mostra-se que a relagao entre a
saida yft) e a entrada F{t) pode ser expressa pela seguinie
figura 1.2 série {Schetzen-89]:

e +on oo . ., . ]
y{f) = f_ ho{r )Pl — ridry + [“l j:w ho(ry, T {8 — 1 ) F{t — 3 )dr dre+

{1.29)
4z i R o . » _
jf f f balTis o, T F (= T F(E = 7). F{E ~ 7, )drdry . dr,
R —
que, numa forma mals compacta, torna-se
we) = Y H[F(1)] _
sl E 13{})
Ao e oo ) _ . . _
HAFW = / / .. / BnlTra T2, o Tl (L = 1 WL ~ 1y) . B~ 1 )drydrgdr,
o s f 0 —

onde H, [F(t)] representa o operador de Volterra de n-ésimaordern. BEm 1.29, hn(m, 70, ..., o)
representa o nucleo de Volterra de n-ésima ordem.
Sempre & interessante verificar o comportanento do sistema no dominic da frequéncia,

razao pela qual ¢ importante analisar os operadores H{e/1) . Para este tipo de excitagio

Fi 4 a unkdade cotaplesa
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Pz |

temos que

. toc
ffn[[.;i.e}‘%‘t] -— ‘_,-__‘i"'iej?!.wt/ 5o /’

+

o0 o
. / Do Tt Tay oo T e TSR eI e dr, (1.31)
o :

A integral da equagio 1.31 depende apenas da frequéncia, da ordem do operador
e das caracteristicas do sistema. Representando-a por H,(jnw) temos

Ho[Ae!") = ApH,{jrst)el ™t (1.32)

Outra propriedade interessante dos operadores de Volterra é que eles nio operam

isoladamente sobre cada entrada, exceto o operador de primeira ordem.

Aldm da invariancia no tempo, destacamos duas restricées a serem satisfeitas pelo,

sistema para que a resposta deste possa ser representada pela série de Volterra, a saber:

- os coeficientes das equagbes que regem o sistema devern ser funcdes analiticas de seus
pardmetros[Brocket-76] [Lesiak-81].

- a resposta do sistema, e consequentemente a excitacio, deve ser limitada [Lawren.a‘:—?@].

A primeira das restrigdes aqui relacionadas exclui os sistemas amortecidos por
atrito seco da classe de sistemas que podem ser estudados via série de Volterra. A idéia de
estudar as equacdes lineares em cada intervalo também encontra restricoes devido ao fato
de a série da equacdo 1.29 representar a resposta do sistema com condicdes iniciais nulas, o

que nao ocorre spiando ha mudanga de intervalo.

A grande vantagem dos operadores de Volterra € que, uma vez que eles possam
ser sintetizados”, eles fornecern muitas informagdes sobre o sistemna. Detalhes, limitacoes,

aplicagdes ¢ dificuldades no uso dos operadores de Volterra sao discutidos em [Schetzen-89],

1.3.3 Método das Formas Normais

A existéncia de modos pormais na solugio de sisternas de equacoes diferenciats
lineares € assunto extensivamente conhecido. Sabe-se que a resposta de umn sistema mecanico
linear a uma entrada periddica é dada pela superposicio de todos os modos de vibrar do

sistema erm questao, oy guals sdo, na verdade, raracteristicas do sistema livre,

YEntende-se por simetizagio de umn sperador a oblengan de uma eelagdo enlre o operador e os paratnebros

sho mEstennia,
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A existénels de modos normais nio lineares tem sido investigada por diversos au-
tores [Jezequel-01][Hsu-83]{Beek-89]. Nio nos estenderemos sobre este método. A conclusio
sobre sua aplicabilidade a sistemas com atrito seco € direta a partir do teorema de Poincare,
pela exigénela de analiticidade das fungoes. Nao se conhece uma extensio deste teorema
para o caso de fungdes nao analiticas.

Teorema de Poincaré

Seja o sistema de equacdes diferenciais

2= X)), x= ze, ... R\;?:N}T

onde ¢; sao funcdes analiticas das coordenadas do vetor x. Se

- Todos os autovalores &, (i =1 ...N, onde N & a ordem do sistema) da parte linear do
sstema forem distintos,

- Existir uma linha que passa pela origem do plano complexo tal que todos os ); estejam do
mesma lade desta linha

- A parte linear do sistema for diagonalizdvel, isto é, exista uma transformagao linear que,

quando aplicada sobre o sistema, resulte numa parte lnear diagonal,

entao exisle uma transfornagao ;= ({y} analitica em v = 0. com #:40) = U, que leva o

sistema para,

3;"’;‘ - 3\{\5];‘ + Z (-'-;s'r;yQ
Al

1.3.4 Comentarios Gerais sobre Sistemas Amortecidos com Atrito

Seco

A auséncia de um método sistematico que possa ser aplicado ao estudo de sistemas
equacionados por intervalos €, sem divida, a principal dificuldade enfrentada na analise
destes sistemas,

Nao ¢ sem motivo que a literatura tem apreseptado solucoes para a curva de res-
posta em frequéncia apenas para casos de poucos graus de liberdade {até 2). A apresentacao
de solugbes analiticas restringe-se, até hoje, a um sistema particular de 1 grau de liber
dade (vide figura 1.3-a) [Hartog-31], a este mesmo sistema excitado pela base [Marui-84] e &
solugdo de Yeh [Yeh-66] paca am sistema particular de 2 graus de liberdade, Mesmo assiny,
as solugdes obtidas tém sua validade restrita a mina faixa de frequincia apenas, oude nao

GUOTPE Movinenbos sein aderencia,
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A aplicabilidade dos operadores de Volterra e da teoria das formas normais. dis-
cutida nas subsecoes 1.3.2 e 1.3.3, pode ser estendida a outros métodos mais tradicionals,
tats como [Hess-86][Nayfeh-73][Schmidt-86):

- métedo da média
- métodos das expansoes assintdticas

- metodo das multiplas escalas de tempo.

A dificuldade no desenvolvimento de solugdes analiticas pode ser vista pela com-
paragio dos dois sisternas da figura 1.3. A figura 1.3-a corresponde ao sistema estudado por
Den Hartog e a solugdo para sua curva de resposta em frequéncia é apresentada no préximo
capitulo. A presenca de mails uma rigidez ndo tem permitido a obtencio de uma solucio
semelhante.

k1 ky
b i
| A T
a b

Figura 1.3[a - b] - Configuragées de sistemas de | grau de Lberdade

Além das dificuldades no estudo analitico, a implementacio de métodos com puba-
cionais tem enfrentade o problema do tempo de processamento. A solugdo exata no dominio
do tempe para posterior obtencio da curva de resposta em frequéncia envolve tempos de
processamnento excessivamente grandes, sobretudo se o nimero de graus de liberdade cresce.
Métodos de balango harmdnico, como o apresentado na subsecio 1.3.1 tém sido empregados
para a obtengao da curva de resposta em frequéncia para sistemas com poucos graus de
liberdade [Plerre-85] [Ferri-38] e solugdes aproximadas para sisternas continuos particulares
{Wang-91] [Ferri-92].

Semarn-se as difuldades citadas outros fatores também importantes no modela-

mento dos problemas que envolvem atrito seco, tais como:

- A natureza das forgas de contato.

- A repetibilidade dos fendmenos (que, em geral, é pequena)

- A maneira como um elemento nao linear age no sistema ¢ de muita importincia para sua
resposta. Em se tratando de afrito seco, Ferri [Ferri-02] apresenta como a localizacio da
forga de atrito altera a resposta do sisterna.

- A reversibilidade ou irveversibilidade da forea die atrite com relavas b velocidade. Una
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discussao sobre esta questio ¢ encontrada em [Powell-02].

Experimentos tém mostrado que a natureza das forcas de contato é de natureza
nao linear, dependendo, enire cutros pardmetros, das rigidezes dos corpos envolvidos, A
nao existéncia de solugao para determinados problemas é discutida em (Klarbring-90]. A
menos que avangados meios de sensoramento sejam empregados, € possivel que a resposia
medida seja de muito pouco valor para o estudo de alguns problemas envolvendo atrito seco
[Stelter-80]. Movimentos cadticos sio previstos quando se considera a natureza nio linear

do coeficiente de atrito [Stelter-90] {Narayanan-91].

A identificagio de pardmetros ¢, sem ditvida, um campo ainda pouco explorado face
a mmexisténcia de uma metodologia para o estudo destes sistemas, tanto no dominio do terpo
come, principalmente, no dominio da frequéncia. Uma discussdo sobre o uso dos operadores
de Volterra para este fim é iniciada em [Tomlinson-91]. Observadores de estado podem ser
utilizados para facilitar a exploracio de determinadas caracteristicas das equaghes gue regem
o sistemna (tais como linearidade e analiticidade) em cada intervalo {Chen-84] {Stelter-90]. No
caso de identificacao, entretanto, o uso de excitacao randdmica, pode resultar procedimentos

fque sejam mais adequados aos sistemas equacionados por intervalos {Schetzen-89).



Capitulo 2

Sistemas de 1 e 2 Graus de Liberdade

com Atrito Viscoso/Coulomb

2.1 Sistema de 1 grau de liberdade - Discussao de
Hesultados

Varios autores apresentam estudos sobre sistermas amortecidos por atrito seco com
I gu poucos graus de iberdade para anabise dos fendmenos que ocorrem em escoamento de
fluidos, guias de maquinas, usinagem, atrito em estruturas, ete. ., {{Anderson-90][Cheng-39]
Dowell-85]{ Dweib-90][ Ferel-85][Kato- T4} [Marui-84}[ Oertel-89][Pratt-81 [ Wang-91]), Nesta se-
cio pretendemos discutir apenas alguns resultados ja estabelecidos para sistemas de 1 gran
de liberdade e que servirfo de apoio ao estudo de outros sistemas mals complexos, O sis-
teria e vibracdo livee ndo serd analisado agqui. O apéndice A apresenta as principais
caracteristicas da vibracao livre do sistema de 1 grau de liberdade com amortecimento de

Coulomb [Magnus-65], que podem servir como introdugdo para algumas caracteristicas ob-

servadas no sisteina forgado, tals como a regido de aderénia e o periodo de movimento.

(O sistemna em estudo esta representado na figura 2.1 e a equacio dife-

rencial que rege seu movimento é (' = dx/dt):

ma” + o’ + ke 4 paNSgnlx'} = Fycoslwt) (2.1)
[Focos(wt} ~ kx| 2 p, N
onde Sgn{z’) = £1 ¢ a fungdo sinal dependente da velocidade, se positiva ou 11.<3ga,tiva¢

respectivamente. g, e gy sdo os coelicientes de atrito estdbico e diganneo.

E interessante discutiv a restricao aprosentada na equaciao 2.0 B primeiro logay

deventos reparar que a equacio 200 6 valida apenas gnando a velocidade & diferente de zero,
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’I.&.
AN ]
¢ » J{t) = Focos{wt)
3 |
N
BN

Figura 2.1: Sistema de I grau de liberdade com atrito viscoso/coulomb

Caso contrario a forga de atrito ndo ¢ dada por 3 NSgn{z’). Deve-se notar que, quando a
velocidade € nula, a tendencia primeira da forga de atrito ao ser aplicada uma forga externa
€ crescer em magnitude de forma que a forca resultante sobre a massa m seja nula. Isto
ocorre até certo limite, determinado pelo coeficiente de atrito estatico g, e pela forca normal
¥. Somente apls atingir este limite é que existe forca resultante para acelerar o corpo.
Consideremos, por exemplo, um instante 5 em que o corpo passa pela velocidade zero a
partir de uma velocidade positiva. Sejam &5 e 1] os Intantes imediatamente antes e apds f.
A forca resultante £, que abua sobre a massa m: em cada wm dos intantes &

Foo= Fycosfwty ) — bha™ — pyN

r

FY = Fycos{utd) — ket + F,,.

onde Fu representa a forga de atrito que age no intante . Devemos notar que, se
W cos{wig ) — ka¥| > |pN|, entio F, = poN. Neste caso, haverd uma forca resultante
sobve m capaz de acelera-la. Caso contrario, ela permanecera parada até que a forca externa
iy eos{wt) faca resultar £, ndo nula. Notemos que a forga de inércia nio participa da res-
trigao devido ao fato de esta forga ser resultado da atuacdo das outras forcas, resultado este
consequencia da {orga resultante F..

Identifica-se, portanto, no espaco onde se desenvolve o movimento, uma regian
na qual, passando por ela o sistema, ndo havera condicées para que o movimento continue
semn uma interrupcio. A esta regido, que serd identificada de maneira mais formal a seguir,

chamamos regido de aderéncia.

Trabalharemos com a equacdo 2.1 adimensionalizada. Definindo:

k e W k . F
2 ; 53 ok ey
tady, == —, = =z, T owpd, pom o, o= £, 8= s Jb T fgf {2.2
G - 5 7 a-wk - nbe 4 Ty s ¥ s N i, N ! M / Hs L }

piudernon ssorever a equacao 20 sa seguinte forma (g o« dyfdr )
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280+ y + pSgn(y) = 3 eos(n7) (2.3)

onde dgn{y) = +1, conforme Sgn{z’). Noie-se que o sistema linear adimensionalizado de

{orma equivalente a esta possui frequéncia natural unitaria.

A equacao 2.1 € valida somente se [Fycos(wt) — bzl > pV | o que implica que
& equagao 2.3 ¢ valida somente para a vegido do espago solugie onde |Fcos(nr) — ylo>
L Fora desta regiao a velocidade e a aceleragio serdo nulas, até que cos(y7) tenha um
valor tal que [Fcos{nr) — pl 2 L. A regldo de aderéncia. andloga iquela definida para i
equagdo nao adimensional, pode ser definida formalmente romo wma seccio de Poincars

haw-36]Holmes-90] dada por:

S={ly, g} 15 =0 [deosinr) —y| < L} € R (2.4)

sude R € o espago solugao do problema. A figura 2.2 mostra a secgio de Poincaré X para
dots movimentos, o segundo deles passando pela rvegigo de aderéncia. Nos grzific{-}:i Apre-
sentados nesta figura, a regiao de aderéncia apresenta-se hachurada, limitada pelas curvas
y = Jeesinr) — ey = Jeosiyr) + 1. Note que para o movimento da figura & esquerda
a velocidade nula ¢ alcancada numa posicdo tal que a forca elastica atnante logo apds a
mudanga do sinal da velecidade ¢ capaz de acelerar o sistema (|Fcos{yr) — yi > 1}, 0 que

nac ocorre com o movimento da Rgura a diveita.

Yy = Feos(nt) ~ 1 y = B cos{nt) — 1
t t

Figura 2.2: Hegido de aderéncia e dois lipes de movimento, um que passa por 5 e oubro

Y e -l
que ndo passa por 5

E também importante ntvodogir alpuns termos atilizados quando estudamos o
sisherntin

Foreda on Aderdneras Oenree quando o wovitaenta passe pela regiao de adertpeta, isto 0,
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quando o sistema passa um intervalo finite de termpo estacionado numa posicao até que a

forga externa crie condicdes para que ele se desloque.

Parade Permanente ou Aderéncia Permanente: Ocorre quando o sistema passa pela regiio
de aderéncia e a forca externa nac consegne mais criar condicdes para que a forca de atrito

seja superada. No sistema em estudo, isto é possivel quando 8 < 1.

Ponto de Retorno: Uma pasicio onde a velocidade passa de positiva para negativa ou vice-
versa, independente de ter ou nio o sistema passado pela regiao de aderéncia. Isto e equi-

valente a dizer que o sistema teve seu sentido de movimento invertido.

Pontos de Relorne Consecutives: Duas posicoes consecutivas em gque a velocidade nula foi
atingida e que houve inversio no sentido do movimento, independente de o sistema ter ou nio
passado pela regido de aderéncia. O termo consecutivo estd associado ao tempo, Devemos
reparar que entre dois pontos de retorno podem ocorrer pontos de velocidade nula, sem

contudo ocorrer inversao do sentido de movimento.

Ponte de fietorno de Amplitude Mdrima: Uma posicio onde a velocidade passa de positiva
para negativa ou vice-versa, independente de ter ou néo o sistema passado pela regido de
aderéncia e que caracterize o maximo deslocamento { positive ou negativo} do sistema, antes
que ele passe novamente pela posicio zero. Entre dois pontos de retorno de amplitude
maxima pode ocorrer mats de um ponto de parada. inclusive pontos de retorne.

Lslado Estaciondrior A nocao de estado estacionirio esta relacionada com a idéia de sistermna
assintoticamente estavel. A simulagdo do sistema em estudo mostra que, para € > 0, ele é
assintoticamente estavel, isto €, a amplitude de seu movimento tende a wn valor fixo. Além
disto, o intervalo de tempo gasto entre dods pontos de retorno de amplitude maxima também
tende a um valor fixe, que denominamos periodo do movimento, o qual, para o sistema agul
apresentado, é exatamente o valor do perfodo da excitagdo. Quando ndo ha alteracio da
amplitude dos pontos de retorne de amplitude maxima e o intervalo de tem po entre estes
dois pontos de ndo se altera, estd configurado o estado estaciondrio ou estado permanente

de movimento.

Liclo de Movimento: A nogao de ciclo de movimento estd relacionada com a nogao de ponto
de retorno e de estado estacionario. Um ciclo de movimento corresponde a trajetéria do

sistema durante um periodo, quando o estado estaciondrio ja foi alcancado.

Uma vez dadas as definigdes, passamos a analise da equacao 2.3. A soliucio exata

de 2.3 num intervalo de tempo 77 a 154 escolhido de tal forma que 4 = g(7;) = 0 é dada por
(Shaw-86]:
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trerit | y o sin[Hr - 1) A , _
y(r) =m0 EP, coslir — 7)) + P (:‘—3 ! * ;""Gsim —<] — uSgnly) (2.5)
onde:

£

Fe= yi+ pSgnly) - "q”f-»o Py = Lyi + EuSgn{y) + {;j"nba — &Gy

Yy = cds{nm; — &) Sp = sin{nT — <] Q=1 ¢
2£n

g = \/(_1 — P (2 tan{s) =

1 —nt

A stmulacaoe do sistema mostra que o movimento € periédico de mesma {requeéncia
da excitacao quando o estado estacionario ¢ aicancade. Consideremos wicialmente os movi-
mentos gue ndo passam pela regiao de aderéncia | 1sto €, movimentos qUe Nas permanecen na
velocidade zero um intervalo finito de tempo. Den Hartog mostrou em {Hartog-31] que existe,
gquando se toma p constante, uma solugao fechada para a curva de resposta em frequéncia
¢ Shaw [Shaw-§6] estenden esta solugdo ao caso de haver coeficientes de atrito estitico e
dindmico difereries, Denominaremos § a amplitude do deslocamento y do sistema norma-
lizado, A solucdo fechada da curva de resposta em {requencia apresentada em [Hartog-31]
[Shavw-86] ¢ reproduzida no apéndice B mostra que a amplitnde adimensional do desloca-
mento como funcao da frequéncia adimensional de excitacdo n. da amplitude adimensional

da exatacio J e dos pardmetros do sistema (£, ), g} € dada por

7= (—pen) + [(3/0) ~ ()2 (2.6)

onde
; sinh{én /o) —~ (&/Qsinl{al/y) L sinf{ril}/n) 2.7
mE cosh{&x /) + sin{={2/7) A qQcosh(Er/n) + sin(w (/)] T

A expressio 2.6 foi obtida pela Imposicao de que dois poutos de retorno conse-
cutivos 7 € Tier Lo entre si um intervalo de tempo de 7/y e que y # 0 neste intervalo,
Isto implica que y{w) e y(ri41) ndo podemn estar na regido de aderéncia, pos isto violaria
a suposicho anterior. Entdo deve ser observada, para que 2.6 seja aplicavel, a condigao
BeosinT) — 7| » 1, que pode ser reescrita cowo {veja Apéndice B):

E r. g 1 wen f '}‘}{’4_‘{-‘-},1 i ‘-L’Efff}iﬂ_."j s
0
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Um outro ponto importante a observar refere-se ao radicande da expressio 2.6, ¢
qual pode assumir valores negativos em determinadas frequéncias. Isto occorrerd somente
fora da faixa de frequéncias para a qual a validade da expressao estd garantida pelas restricdes

de natureza fisica presentes em 2.8 (também mostrado no apéndice B}

As figuras 2.3 ¢ 2.4 apresentam, em linhas continuas, curvas obtidas simulando
o sistema para varios valores de 3. O teste para a verificar se o estado estaciondrio foi
estabelecido ¢ feito pela comparagio de dois pontos de retorno sucessivos. Neste Case, para
a garantia desta coundigdo, tomamos uma diferenca inferior a 10712 entre os médulos das
pusigoes nos dois instantes e exigimos que esta diferenca se mantenha inferior ao valor es-
tabelecido por 20 pontos de retorno consecutivos (9.5 ciclos de movimento}. A figura 2.3
apresenta amnda, nas curvas ponfuadas, os valores obtidos para a amplitude do movimento
calculados pela expressac 2.6, Notam-se valores consoantes entre a simulagdo e a expressio
2.6. E iuteressante observar o desvio que ocorre entre os valores simulados e ca,icnla,dob para
9 =10/7 ey > 1.25. Deve-se reparar que a condicio de movimentos setn aderéncia, expressa
pela curve LMA {Representacao usada para Limite de Movimentos com Aderéncia), ndo é
satisleita nestes casos. A curva LMA refere-se & expressio 2.8 tomada com a igualdade e é
a linha limite entre as regies, no plano da curva de resposta em frequencia, de movimentos
com e sem aderéneia,

Detalhe importante que deve ser comentado refere-se i escala utilizada nas orderna-
das dos graficos das figuras 2.3 a 2.7, Veja que plotarnos nestes graficos curvas normalizadas
pelo fator 1/5, isto €, (F/3) x5, ou, correspondentemente, (7/3)xn ou (5/8)xy. Preferi-
mos representar desta forma, devido ao fato de a adimensionalizacio realizada gerar uima
indeterminagao para o pardmetro # quando o coeficiente de atrito é zero. Neste caso
tende ao infinito. Entretanto, a razao y/8 e suas correspondentes tendem a wm valor finito.
Lembramos que realizar este reescalonamento pelo fator 1/4 corresponde, na '-:u_lsén{:ifm de
alrito, a uma adimensionalizacio dada pela definigao de y = {&/F)x'. Esta normalizacao
¢ mals comum na pratica. Dntretanto, quando se cousidera a possibilidade de g, # uy.
sonsideramos melhor a normalizacdo aplicada neste estudo.

Na figura 2.4 cada pico da curva 7 x 7 corresponde a movimentos com 2,4,6. . . pa-
radas por ciclo, em geral, sendo maior o ndmero de paradas quando a frequéncia diminue.
Come veremos um pouco mais a {rente, existern casos, ainda que poucos detectados durante

a stmulacao, em que esta “regre” & quebrada,

o

sbiv nerrpalizncio podi & vantapoes quaaplin g we conee b peatbeduladde g, £ opy
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Marui & Kato [Marui-84] e Pratt & Wilkams (Pratt-81] concluiram, no estudo re-
atizado com seus sistemas, que o nmero de paradas cresce quando a frequéneia da excitacao
decresce. Movimentos com determinadas frequéncias que apresentam nimero de paradas
mferior a0 de movimentos de frequéncia mais alta tém sido encontrados neste estudo, como
apresentam as figuras 2.5 e 2.6, Noternos que a frequéncia de excitagio é maior para o
case plotado em 2.5 (4 paradas por ciclo}. Devemnos recordar que a frequéncia da resposta,
quando o estado estacionario é alcancado, é a mesma da excitagdo. Baseados nos resultados
da simulacio, podemos admitir, contudo. que a conclusao apresentada por aqueles autores
¢, de forma geral, verdadeira.
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Figura 2.7: Movimento com 2 paradas por ciclo - /3

A figura 2.7 mostra o comportamento da aceleracio do sistema para as mesmas
condigdes apresentadas na figura 2.6. A descontinuidade que ocorre na aceleracio deve-se &
subita inversdo do sentido da forga de atrito quando o sistemna tenta passar da velocidade
positiva para negaliva e vice-versa, Note que, embora a aceleragdo seja diferente de zero
quando o sistema se aproxima de um estado em que a velocidade é nula, a mudanca de
sentido da forga de atrito provoca o surgimento instantineo de uma nova resultante de
magnitude finitamente diferente da resultante gue havia num estado imediatamente anterior.
Isto sempre ocorre quando o sistema passa pela velocidade zero. Nao podemos esquecer,
todavia, a natureza da forca de atrito, A forca de atrito 56 € ignal a gV se a resultante
erisda pelas forgas externa e elastica for maior que g, N. No caso do movimento apresentado
na figura 2.6 isto ndo ocorre logo apds o sistema alcancar a velocidade nula. Neste caso,
a forga de atrito serd igual em modulo e de sentido oposto A resultante criada pelas forcas
externa e elastica, fendmeno que persistird até que estas forgas possam gerar wma resultante
que ultrapasse, em mddulo, a forca de atrito estética. I por isto que, na regido de aderéneia

temos velocidade e aceleragao nulas,

0 sistema ¢ estavel em todas as frequéncias para £ > 0. Movimentos instaveis
podem ocorrer quando £ < 0, levando a existéncia de movimentos aperiddicos, dependendo
da combinagdo de pardmentros £, 3 e y [Shaw-86]. Estes movimentos nio sao analisados
aqui. Ressalta-se que a existéncia destes movimentos ndo pode ser detectada por nenhuma
expressao no dominio da frequénaia,

o termo 3/q dis expressoes 200 on 2.1 tende ao infinito guando o tende o unidade. Neste

vasa, o sistema ¢ levado, teoncamente, i destenicio, Outro tipo de instabilidade refere-se o
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osorrencia de bifurcagdes quando os pardmetro € e g sio variados, levando A existéncia de
mais de uma amplitude para 0 movimento [Shaw-36]. Na pratica, nio se poderia determinar,
@ priovi, com que amplitude o sistema vibraria. Isto, no entanto, sé ocorre para £ < 4.
Deve-se observar também o fato de o termo 3 tender ao infinito quando £ = 0 e 5 ~ 2/3.
Ressalva-se, todavia, que para este conjunto de parimetros o sisterna possui movimento com
aderéncia, de forma que a expressao 2.6 ndo pode ser usada na computacao da amplitude 7.

(¥ sistema ¢ estdavel nestas condicdes.

2.2 Sistema de 2 Graus de Liberdade

Nesta seqdo estudamos sistemas de dois graus de liberdade, Também aqui, a exem-
plo do gue ocorreu na primeira se¢ao, procuramos estudar o sistema em termos de parametros
adimensionais. Comeo falamos na introdugdo, sistemas nio lineares ndo tém ainda estabele-
cula wma teoria geral e completa. Por isto mesmo, na grande maioria das vezes, tomam-se
cases particulares para analise e, a partir destes casos, tenta-se inferir caracteristicas de de-
terminadas classes de sistemas. Este estudo ndo é wma excessao. A Am de nao aumentar
a quantidade de parametros adimensionais no problema, temos estudade apenas os siste-
RS CUj0 amortecimento viscoso é do tipo proporcional. isto €, a matriz amortecimento €
proporcional as matrizes massa e rigides. Além disto, as matrizes massa e rigidez aqui
utilizadas posstuem a configuracdo particular de um sistema desacoplado inercialmente, que
é uma caracteristica dos sistermnas com pardmetros concentrados (isto nao é, de fato, uma
particularizacio) e cuja restituicdo eldstica ¢ dada apenas por duas molas particularmente
posicionadas (figuras 2.12 e 2.18). Ainda assim, as simulagoes sdo feitas para casos parti-
cilares de determinados parvdmetros. Sabe-se, todavia, que a topologia do sistema nao é

afetada pela vanagao destes parametros.

Dois modelos sio apresentados nesta secdo, cada um deles correspondendo as
subsegtes 2.2.2 ¢ 22,3, A subsegao 2.2.1 ndo se refere ao assunto atrito seco, mas € usada
para introduzic algumas relacdes que serao utilizadas nas subsegoes seguintes, Assim, o leitor
nac deve estranhar nma pequena guebra na sequéncia do assunto, pols os resultados obiidos

em 2.2.1 serdo oportunamente utilizados, e isto nac vat tardar,

A utilizacdo dos dois modelos apresentados em 2.2.2 ¢ 2.2.3 visa & andlise de comne
o “mode de alungdo” do atrito no sistema influencia sua resposta em flrequéncia. Fstamos
cientes de que os casos sao particulares, mas estamos igualinente centes de que ox modelos

podem ser usados para representar {aproxinudaiiente] sistemnas roads.
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2.2.1 Sistema Linear como um Absorvedor de Vibragoes

O objetivo desta subsecio é apresentar, de forma suscinta, alguns desenvolvimen-
ios analiticos referentes aos absorvedores dinamicos de vibragio. Fazemos isso agora porque
utilizaremos os resultados desta subsegdo para justificar as relacdes entre parametros do
sistemna linear usados nas simulagdes das proximas subsecies. Nio & dificil ENXEergar que o
sistema linear de dois graus de liberdade pode ser utilizado como modelo para um absorvedor
dindmico de vibragdes. Como sabemos, os absorvedores dinfmicos funcionam bem apenas em
torno de deferminada frequéncia, a qual depende das relagGes entre os parimetros de massa
e rigides do sistema uiilizado. Den Hartog {Hartog-72] desenvolveu expressdes anal{ticas que
dizern respeito as caracteristicas dos absorvedores dindmicos, e 0s modelos por ele anali-
sados serdo comparados com os modelos estudados nas duas préximas subsecdes para gue
possamos fazer uma comparacao do sistemas de 2 graus de liberdade com atrito seco e estes

absorvedores.

A figuras 2.8 apresenta os modelos que serdo analisados nas subsecoes seguintes e

& figura 2.9 apresenta os modelos utilizados por [Hartog-72] para o estudo dos absorvedores

dindmicos,
J(t) = Foroslwt) FlE) = Fy cos{wt)
il
key ky £, — ky
My, 2y Ml my | @ NN " : N
£y i, 2 [} i » . 11y ¥y Co | 111 £
- - L 3 —
ot ik ~ FI¥
e o
I'N
e N
#N
Figura 2.8: Sislemuas de 2 gl analisados em 222 ¢ 2.2.3
Ji = Fycos{wt) Sit) = Fy cos{wi)
fummmm s | aamanasanas o
kg
ks ke _ &y . 252N .
k113 g * 3% T my Fi) iy £
Fohe AAAL T 12 e | c2 =
-

iy

Figura 2.9: Sistemas de 2 gl analisados em [Hartog-72]

Podemos notar que a dnica diferenca entre os moedelos que serdo analisados ¢
os modelos apresentados e [Hartog-72] é a presenca do amortecedor que alua apenas na
cocrdenada . Utilizaramos um procedimento semelliante wo de Den Hartog para encoutrar

retagdes cntre s parsmetros do parte lnear do sistema de 2 grans de lberdade de 2.8 gne
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minimizem a amplitude de vibracio da coordenada Ty, WA VeZ que estaremos interessados

211 COMPArar nosso siskema nao linear com o absorvedor.

Embora nao sigamos a mesma simbologia de Den Hartog, apresentamos a seguir

urn conjunto de definicdes por ele utilizados:

- Sistema principal: Sisterma formadoe pela massa m, pela mola & e, nos sistemas deste
trabalho, pelo amortecedor ¢y,

- Sistema secundério: Sistema formado pela massa mo, pela mola &, e pelo amortecedor ¢,
Frequéncia natural do sistema principal: wo = /& /m,.

- Frequéncia natural do sistema secunddrio; w, = y/ b [,

P

- Razdo de massas: €, = mqfm,.
- Razdo de rigidezes: ¢, = by /ky.
- Razio de amortecimentos: g = ¢3/¢;. Esta relacdo sé é vélida pOrque supPomos amorteci-

mento proporcional.

Tomando a parte linear dos sistemas apresentados na figura 2.8 e escrevendo as

equagoes de movimentos das massa 1y e My como (@ = da/dt):

?‘:113:: + (o1 + colay — cazy + (ks + kydzy — kaiy = flt) = £ cos{wt)

2.0
i 1 v ( L
My =~ Cply + 0od, — kot + kyag = 0
Podemos escrever as equacdes 2.9 numa forma adimensional. Definimos
_. 5 w “ F By oy o
‘;‘-“(2} = To=wpl, o=, o opm——m, Yy o= = 7 (2,10}
My il 2\ by Y Fy |y
Desta maneira as equagdes 2.9 podem ser reformuladas para (j = dy/dr):
v+ 26(1 + ey — 2erboyz + (1 + ey = ya = f7) = cos(y7) (2.11)

tmls — 2Eo€kth + 2eotade — €y + €4y = 0

A adimensionalizagdo realizada nas subsecoes seguintes é diferente da realizada
aqui. Isto ocorre porgue a adimensionalizacio com que trabalhamos nos sistemas com atrito
seco nao € aplicdvel quando se considera o sistema sem atrito seco, Todavia este detalhe nio
muda as conclusdes que tivamos daqui.

Considerando movimento harmdénico, podemos escrever os deslocamentos y, © gy
como quantidades complexas e obter equagdes correspondentes no dominio da frequiacia, a

saber
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0 260l eedny + (14 el + [ 2ecbong — exlys = 1 .
(=260exmy ~ exlyy + [—emn® + Loerns + exlyn = 0 12

Deve-se reparar que o fato de escrevermos as respostas ¥ e Yo no dominio da
frequéncia apresentando apenas nma frequéncia para as duas coordenadas é consequéncia de
haver apenas uma {requéncia na excitacio f{7). Podemos obter, a partir 2.12 uma EXPressan
para as amplitudes das coordenadas y; e 5, em funcio dos PArameiros 1), e, ¢ € &. Para

i#; podemos escrever;

. [é’g; - 5m’f2} + 2 {2“»‘5‘17?} 2.13
T e b e et F e (07 ~ €D ] + 7 |~(265 + 26 + 2ex e )60 + dexnbo) (249

Computando a amplitude de 3, que chamaremos 7y, temos:

y €1 = Epy 1T f e Egni’
. [ rl ud _EMJ -2

HAeRZin® + enenr?) — (L= g0 ew = g7 4+ 128600260 — 3% — 2,97 — emean )

Sl

Podemos escrever a frequéncia natural do absorvedor no sistema adimensionalizade

COMO wy =/ €x/ € & entao reescrevemos 2,14 na forma;

2 (L= (/)] 4+ [2£00)
(48807 4 0m?) = (1= 21— (fea ) + (260902 — 92 — (/e 2 — emn?)]

t

{2.15)

A figura 2.10 apresenta curvas para J; em 5 = [1 — £2]/?) para virios valores de
£o. O valor de ¢, usado é 0.1, Podemos notar que a amplitude minima ocorre guando a
frequéncia natural do absorvedor estd préxima da frequéncia natural do sistema principal
(neste caso, ¢, = 0.1). Podemos seguramente tomar ¢, = 0.1 para o nosso estudo, I possivel,
contudo, apresentar uma expressdo fechada para a {requéncia w, que minimiza a amplitude

7, em termos de €, e &,

Consideremos a expressio 2,15, Towando a derivada com relacio a w, temos:

| = L) (2.16)

5
CRERCI



Sisterna de 2 GL com Amortecimento Viscoso/Coulomb 39

O H i i H H | i [ H i
0 004 008 D08 Gl 412 04 Gl 98 02 .22
£k

Figura 2.10: 7, versus ¢, em = [1 — 113 ¢ =01

flwyy = 4{;??_{-;;"‘ [w-q"* e -376 o4 er")‘a;;f e 2?}4055: — w,f + '872-'-«‘:%_

- T T 3 SR S S SN S SR W o
Emt wy ~ dPEL b SntwilS — Sytwily — denytw g+ {217}
Al ACT 4. o Ae 4 qpad, ot
Fdntot €2 4+ de, ot el + 1607w 6
NSRS SO S - STRE - S WG S SR TRE: U S JRRE S 62 5, 2
falwad = ot =295 + 9% — 29%w? + dyt? 4+ 267"l — 50E — 2,0 Wi+
e T S WY S SRR S S S SR SR N SO SRR -
At — Lt = Zegntwn ot 2e, e e wy A -
{2.18)

U TIR-T VIR SR I V-1 S SRS B S G g
B w2EL  Ben P Ed + SnPwlEd — StwiEd — SentwlEl+

AB AL o oa B e gl 6 A it dedl?
APt el 4 BeynPwt €l 4 del pSutEs F 160t E]]

O numerador de 2,16 é um polindmio de grau 3 em w, que possul uma raiz nula e
quatro outras simétricas aos pares em torno de w, = 0, sendo que um dos pares pode assumr
valores complexos, dependendo ¢,, quando & ¢é nule e » € unitario. Devemos reparar que
a frequéncia natural do sistema principal escrito na forma adimensional é 1. Se & € nulo,
ternns exatamente o absorvedor ndo amortecido e sabemos que, neste caso, a frequéncia
natural do sistema secundario gue resulta amplitude minima (neste caso particular, mula}
para a coordenada ¥y deve ser exatamente a do sistema principal, ou seja 1. Assim sendo,
a dependéncia de £, ¢ a1 oblencio de valores complexos indicam que este par de raizes nao
interessa para o caso real. Resta entdo apenas ma radz a considerar, sendo esta a ralz

positiva do outre par, que &
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L N . ———
M2~ 28~ e + 8938 — denn'E] - Gany/1 + 49
4y = —m _ ‘ : _ {2.19)
VI + 4726\~ 3 - e — dned -
onde
Gy = \ﬁ?n 9% + 1665 — 320765 + 67465 + 16cq, n*E8 + A€k, 765 + 4L}
Tomande n = /1 - £8 = wy temos
/ . . . o . o
(] =+ 26 = 36mE] + Ben&y — 865 - dend - Crwn/1 + 403Ed
Wiy = R e . (32{)}
VL4 i e = 368 + ] + 46
onde

Gy = \J&&, + 16682 + 362 €2 + 6468 — 32,08 — 362 £8 — 4865 + 166,68 + 4el £8
\/ 8 B S0 3] i} S0

A figura 2.11 apresenta o valor de w, versus & para varios valores de ¢,,. Vemos que

ela confirma que, para amortecimento baixo, a frequéncia stima para o sistema secundario

¢ praticamente igual a do sistema principal.

I f 1 l i I ¥ 1

I ]
0.8 F
W, 0.6 ¢ -
G4 b .
02 ' O - — 1) {15 P 3 = ™
SUrvas pars gy o= 0005, B, 0.2, 003, U4, .5 ¢ 1LY,
rexpectivamente, de baixo pars cimoa
G ] I | i i l 1 3 |
4 005 6.0 915 2 425 03 35 44 0.4) U5

&o

Figura 2.11: Frequéneia do sistemu scomndirio pura §y minime coe g = {1 - £

(/e
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2.2.2 Bistema 1 - Atfrito Atuando em uma coordenada

O sistema em estudo esta representado na figura 2.12. Consideramos o caso de
amortecimento proporcional, de forma que a equacao do movimento pode ser escrita como
{2 = de/dt):

Mx" + Cx' + Kx = —v, + (1)
lkalay — x2) + ey | 2 NV

ande:

M = ?'}"31 0 O] +oy —0 K - kv 4 ky —ky
U g L —ea 0y e iy ks
] ] ] Fyeos{wt) C=aM + a;K
YVa — e . f(f} = . )
#a N 3gnize) i X = {2y T4}

S8y = Fy cosfwt)

S
g&‘; k?
] AR
friey X Ttmns | dy
o1 b PR 2 k2
=
3 3
3
N
e
(N

Figura 2.12: Sistema de 2 graus de liberdude com atrito viscoso/conlomb

Para | ka{zy — 24) + car} ] < ¥, o sistema pode ser representado por um dnico
gran de liberdade pela equagdo mya” + (ey +ere’ + kiz + kel — ) = F(1), onde £y
é » posicao em que a massa 2 alcangoun o estado de equilibrio, isto €, aceleragao e velocidade

nulaz.

A tinica nio linearidade presente na equacao 2.21 aparece no vetor de atrito v,. O
primeiro membro da equagdo 2.21 pode ser desacoplado pela decomposigdo modal, tal como
em sistemnas lineares. Entretanto, mesmo estudando o problema em termos das coordenadas
modais, a coordenada fisica z; estard presente em Sgn{z}), uma vez que a velocidade devera
ser verificada para o conhecimento do sentido da forga de atrito. Seja by = kb, Ly = ok,

iy =t e iy = . Nao € difficl] mostrar que, para este sisterna particular, 4 exigéneia de

03 subserito & lembra o termo v ingles stickong,
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que a matriz amortecimento seja proporcional &s matrizes massa e rigidez implica que, na
verdade ela seja proporcional & matriz rigidez apenas, isto é, o coeficiente oy da expressao
que fornece a matriz amortecimento na equacdo 2.21 é nulo. Assim sendo, podemos, desde

4, fixar que o = c e & = ge. Definindo, entio:

;C s I k. .
a2 - _ i1 X o
bt TR T = wyt, = £y = s, = - - {2.22)
m wa 2 Ekm Y2 sV | za

podemos reescrever a equagao na seguinte forma (i = dy/dr):

[ . , . .
7 [MF +w0Cy + Ky] = = () (2.23)
onde
- 1o | AL+ —2ek
“Z?‘M:l- _ O = 9. o
| 0 em [ —2e 2¢e180
b ) —ey Feos(nT}
1K = | Ny } e fir) = 0(
33 £r
v = 0 B F ;'Jf'{}usN
b ] pSen{ys) ] i ] f

Sejam A; (7 = 1,2} os autovalores do sistema linear ndo amortecido representado
vor [we/EYMY + (1/E)Ky = 0 e ®; os autovetores correspondentes normalizados pela
matriz (we' /KM, Seja W = [®; §5] a matriz modal, Sendo simétricas as matrizes M, C e
¥ e Ay # Ay, podemos obter um sistema desacoplado no primeiro membro quando expresso
em termos das coordenadas modais. Seja y = ¥z com z = [z; z3)7. Deve-se notar que
as relagdes entre as massas e rigidezes estdo ligadas com a normalizagio anterior, embora

valores numéricos nao sejam usados de imediato.

Procedendo & decomposicio modal de 2.23 {[Ewins-86][Newland-89]}, podemos

escrevé-la, na forma desacoplada, como:

4 26 d b wy iy = — i 3gn{ye) + F cos{yT)

By b 2w dy iy ey = g Sen(ie) -+ iy cos{nT)

Hsto stgnifien que os antovetores sio toteados de Toree g fb; Il{-,.-,;i}’-’fﬁ:-}M; G, oz
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onde

W= 0T [(1/RK] @, wi = o [(1/F)K] &,

g = S /)OI 2 [(wo’/H)C] 2,

5 : 5 (2.25)
frr = Prop iy = Pazp
By = &y 8 fy = o p

Deve-se ter em mente que a coordenada 4, depende da computacio das proprias

ceordenadas modats. As coordenadas fisicas sio dadas por

y1 = Quzy + Po (5 op
ya = Pyazy + Pogzy 2:26)

As frequéncias naturais e autovetores do sistema normalizado sdo funcbes apenas

de € ¢ €x. Nao as apresentamos aqui por serem expressoes relativamente grandes e complexas
¢ por julgarmos que ndo acrescentariam nada ao entendimento do texto. Deve-se ter em
mente que a normalizagio visa apenas a abstragio de valores dimensionais e a concentracio
do estudo em relagdes adimensionals. Nio se pode esquecer, portanto, que os valores de ¢,
e € estao “escondidos” nos termos das equacdes 225, Qutro aspecto que deve ser observado
na normalizagio realizada em 2.22 € que a frequéncia natural do sistema formado pela massa
my e pela mola by € unitdria quando calculada para o sistema normalizado. Como veremos
mals adiante, este subsistema pode ser considerado como um sistema ao gual é conectado

um absorvedor dinamico de vibracoes,

A equacac 2.21 e valida apenas para kz{xy — c22l) > &V, estabelecendo uma
regido de aderéncia que se manifesta nas coordenadas modals através dos valores de g e
#z. Uma questas gue pode ser levantada diz respeito a ocorréncia de uma aderéncia modal
permanente’, isto &, embora o sistema possua dois graus de liberdade, ele possuiria um
unico modo de vibracao, pois o outro mode teria toda a sua energia absorvida pelo atrito. A
oeorréncia deste fenémeno, entretanto, estd descartada no sistema em estudo. Observe que
as equagdes 2.24 nao sao independenies. Quando ocorre aderéncia da massa my, 0s valores
das coordenadas modais alteram-se ao longo do tempo, pois a coordenada zy continua em

HOVIImento.
Ag equagoes 2.24 sdo wddnticas a 2.3 ¢ a solugdo num intervalo de tempo 7 a 7y

escolhido de {forma que gfn) = 0 &

ista questie sl relnelomiada conn o resde entee on vadores de e 7 s sqragdes 22
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sinf€;{r — 7))

0

5 (7) = T P cos{y(r - 7))+ P

+'§~ cosinT — ;) + i%':;gn(gjfg_)

i wiy
onde:
2 v
Fy=z{n)+ | =5 | Senlys) — ~Coy

wj 43

< ' EitiNa o0 B o .
Py = 2{m) + &gy + ; 21 Sgn{ys) + j (nS0; ~ Eji0;C;)

) 7

A solugao exata do problema pode ser obtida mediante a computacio das coorde-
nadas modals quando a massa m, desliza. Como a computacio da coordenada Yz envolve

ambas as coordenadas modais, o sistema nao pode ser resolvido independentemente.

- Para fazermos um paralelo com o absorvedor dinamico de vibracdes, ¢ interessante
gue trabalhemos com parametros tais que o absorvedor trabalhe préximo do seu ponto OLime,
isto €, as relagles entre o3 pardmetros do sistema sejam tais gue a coordenada 7; tenha
amplitude minima na ressonancia do sistema formacdo pela massa my, pelo amortecedor ¢
pela mola & (recordar subse¢io anterior), ou seja, quando a frequéncia de excitagio tende

a1,

De acordo o resultado da subsegio 2.2.1, se o amortecimento for pequeno, a
frequéncia natural w, do sistema secundério (neste caso formado por g, ¢z € ka} que resulta
arnplitude minima para a coordenada y; na frequéncia de ressonancia do sistema principal
& praticamente ignal & frequéncia natural deste sisterna. Considerando a figura 2.11, vermos
que para £ < 0.1, w, ¢ praticamente 1. Nio é dificil verificar que o fato de a adimen-
sionalizagdo realizada nesta subsegio e na subsegdo anterior ndo serem exatamente iguais
nao altera a conclusio de que, para baixos amortecimentos, w, tende a 1 para o sistema

adimensionalizado. Entao devemos tomar €, ~ ¢,,.

Consideremos o caso particular em que €, = 0.1. Notemos que o valor de 10% da
miassa principal pars a massa secundaria € um valor mals ou menos pratico para o absorvedor
dindmico. Deve-se notar que o fato de a matriz amortecimento ser proporcional & matriz
rigidez implica, neste caso partionlar, gue os fatores de amortechnento do sistema principal

e do absorvedor sejamtiguais. Tomemos & = 005 Asshim pelo resaltado de 2,21 podemos
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tomar € = 0.1 para realizarmos a comparagao com o obsorvedor dinimico. Para estes

valores de £, ¢4 & & temos:

wy = 0.854 wy = 1.170
¢ = [0.6405 2.4043)7
®, = [0.7603 — 2.0540]7
£ = 0.043 & = 0.059

A figura 2.16 apresenta as curvas de resposta em frequéncia para as coordenadas
fisicas considerando os valores de €, = ¢, = 0.1 e & = 0.05. As curvas sio plotadas para
varios valores de 3 e para todas elas ¢ = 1. A curva Jxp para 3 = oo foi obtida pela
expressac 2.14. Expressao equivalente foi utilizada para §,x7. A linha pontilhada em 2.16-a

corresponde & curva de resposta em frequéncia do sistema principal sem absorvedor.

11 : ! T 1 25 : ] A s
W ~ Sisterna 7 f\
g L _j'..p.nm':l_;ml - H
% e |
i " N 15 F
B br “ ]
i : L = i3
4 b B 1 -
3+
2 b - b
1 b i
i ' : : : . { . '
g4 U6 08 L 1y 14 L8 0.4 0.8 08
z
Figura 2.13: a - §,xn. p = 1, £ = 0.05, b -Fuxn. p=1, £ =005

Nota-se na figura 2.13-a que é possivel obter considerdvel redugdo da amplitude de
vibragao da massa principal na primeira ressonancia do sistema com absorvedor { até 40%,
para 8 = 10, diminuindo-se, em contrapartida, o rendimento do absorvedor na ressonancia
do sistema principal. Devemos ter emn mente que, em geral, estuda-se o atrito seco porgue
ele estd presente em muitos sistemas, e ndo com o objetivo de introduzi-lo nos sistemas .
Entretanto, uma vez que presente, € infersssante saber quals snas consequéncias {efeitos},
como minimiza-los ou ainda, como utiliza-lo, se possivel for. Vé-se que hd uma tendéncia,

guando J diminui, de que os picos de ressonancias ocorram em frequéncias mais proximas da

# LI— . - . . - . - -
“Elina visio mals elora destas ceducdes 6 dada na tabela 21 paging 42, quando conparamaos o sistema

argul estudade ooty o slatenra estudado na subsecao seguines,
=
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{requéncia natural do sistema principal. Para a massa do absorvedor ocorre idéntica redugido
da amplitude de vibragio na primeira ressonancia. Observe-se que o pico da segunda res-
sonancia do absorvedor tende a desaparecer quando 4 diminui, ocorrendo nesta ressondncia
redugio de vibragdo pouco mals acentuada que na primeira. Mais 4 freate tiraremos mais

canclusoes sobre a presenga do atrito seco, nos sistemas de dois graus de liberdade.

E importante lembrar que o valor de g possui um limite inferior, abaixo do qual
ocorre aderéncia permanente da massa my. Consideremos que a massa my entre num estado
de velocidade nula na posigdo z; = 0. Neste caso, passamos a ter um sistema vibrante de 1
grau de liberdade cuja equagao de movimento, para o sisterna normalizado, é {nio é dificil

mostrar )

ys + 3](}- T € )&J‘?? + {1+ f’%}l{v’s = Jcos{nt) €2~’?9}

onde o subscrito ¢ {sticking) faz alusdo i aderéncia.

A amphbtude de y,, que chamaremos 7,, é dada por

_ 8 TR o .
Y, = T 3 7 Nsly = T4 e és = 1:(1 -+ f:'k}fﬁ (250)
R D¢ m
t”‘\/(l o "'?:2.0) + (25050)
Para oz valores de ¢ = 0.1 e & = 0.05 temos que, para 3 = |, §, = 3437
Emtdo, como ¢ = (L1, a for¢a transmutida para a massa my € 80.34349, de forma que o

valor limite infecior de J para que ocorra aderéncia permanente na frequéncia 5 = 1 estd
em torne de 1/0.343 = 2.91 (devemos observar a condigdo de aderéncia expressa em 2.21).
Motemos que este valor ndo € exato, pois a massa mp nio alcanga, em geral; a velocidade
mla na posicio zero. Além disto a velocidade e a posicio da massa my quando a massa
ms tem velocidade zero podem fazer com que a coordenada ¥, assuma um valor maior que
i, antes que o estado permanente seja alcangado. Bntretanto, experiéncias numéricas tem
mostrade que o valor calculado em 2.30 nao estd longe do valor limite procurade. Devemos
lembrar que um valor limite tao baixo para J, como o apresentado pouco antes, 56 ocorrem
para frequéncias proximas das ressonancias. No caso de tomarmos frequéncias afastados da
ressonancia os valores sobem muito. Consideremos, por exemplo o valor 7 = 0.6 {inicio da
faixa de frequéncias plotada na figura 2.13, Neste caso, o valor limite inferior para # estd
proxime de 8,7.

{Juando ocorre aderéncia permanente passamos a ter wmn sisterma de 1 ograu de

N 1iz

Hherdade com frogqudcia natural normalizada (1 4 ¢, 117 ¢ roelicients de amorteciinents dado
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& . 2 B \ > ¥ .
por £5{1 + & )'/%, como mostra a expressio 2.30. Ressalta-se que, sendo ¢ e & pequernos,
a amplitude de vibragio, tanto na nova frequéncia de ressondncia quanto na frequéncia de

ressopancia do sistema principal, serdo tao altas quanto as do sistema sem absorvedor.

Temos analisado o efeito do atrito para sistemas cujas frequéncias naturais do
respectives subsistemas de | grau de liberdade {sistema principal e secundério) séo préximas.
Corao esta influéneia na curva de resposta em frequencia varia de acordo com a configuracio

do sistema?

Consideremos, por exemplo, 0 caso em que ¢, = 0.1 e ¢ = 1. Deixemos & = 0.05,
romo no caso anterior. Com estes valores, as frequéncias naturais do sistema normalizado,

zens auntovetares e {atores de amortecimento sio

wy = 0.945  wy = 3.330
Oy = [0.94468  1.0381)7
By = [0.3283 — 2.4870]7
£ = 0047 £ = 0.170

A figura 2.14 apresenta as curvas de resposta em frequéncia para as coordenadas
fisicas. A figura 2.15 apresenta as mesmas curvas para as coordenadas modais. Virios
valores de 3 sio utilizados na geracio destas curvas, As curvas para 3 = oo corresponden,
na verdade, ao caso p = 0, Para este caso, a formulagio escrita anteriormente ndo funciona
¢ o problema deve ser reescrito de forma a evitar o aparecimento de um terme infinito
durante o equacionamento do problema. Ainda quanto as figuras 2.14 e 2.15, nota-se que as
curvas para os diversos valores de 4 sdo praticamente coincidentes. Apenas para ¢ caso da

coordenada modal 2y 2 diferenca é perceptivel.

£ importante discutir a interpretacao da figura 2.14. Consideremos, por exemplo,
duas curvas distintas (7,,./%.)xn e (F,,/Fs)xn. Praticamente, o que a figura 2.14-a diz é
que (§,,/8a) = (,,/5). Levando em conta a normalizagao expressa em 2.22 concluimos que
(F1e/ Fool = (Frs/ Fau), 0 que mostra que a influéncia do atrito na amplitude F; € praticamente
nenhuma para 4 > 10, Isto mostra a ineficicia do atrito na massa ma como um meio
de reducio da amplitude de vibragdo da massa my para os valores de €, e ¢ utilizados,
Reforcamos que esta conclusdo é valida para estas relagbes e, e €. Mais importante do
que a ineficiéncia da absor¢io de energia do sistema principal é o fato, apresentado nas
figuras 2.14 e 2.15, de como o atrito pode ser imperceptivel através da curva de resposta
em frequéncia. A tomarmos por este lado, podemos ser tentados a imaginar que esta nao
Hnearidade pouco importa, ao menos neste caso, a0 tratar do sistema. (ual serd, entretanto,

a infludnein do atrite, wesmo uestas condicoes, na identificacao do sistema? Ha muto gue
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se considerar sobre sistemas com atrito seco, embora neste trabalho nao nos entretamos com
muitas delas.

i2 T S e I At 12 i N I M e s e
. ;’3 = 00 3 o
RE o ! g =10 ] 16 & =14 -
[
8 ” . § - §
i
4 _/ 1 - 4 b ,4
A
2 7/ ‘\\ - 2 -1
0 T Aoy e SO SO S T i e
0.5 115 225 335445 5 8.5 115 2253 35 4 45 5
7 i
Figura 2.14: a - y,xnp. p = 1, £ = 0.05. b -¥xy, p=1, { =005
S A R A e I B s e e
8= 0.09
0 F=10 -
0.08
B - 007
% 6L | z:,A 0.05
-"- H 7 0.0
]
4 ~ {1.04
) {43
2 . .
.02
0 L [ e S | L | i .01 H 1 H 1 ! | | L
051 15 225 335 445 5 05 1 15225335445 5
n 7
Figura 2.15: a - Zixyp. p =1, £ = 0.05. b - Exn. p=1, & = 0.05.

() fate de a coordenada modal z» ser muito menor que a coordenada modal 2,
deve-se principalmente & auséncia de excitagde na coordenada 4. Os valores de fy e J; das
equagdes 2.24 podem ser calculados pela expressdo 2.31. Nao é dificil concluir que, além de

4y ser consideravelmente menor que 3y, o segundo modo £ mais amortecido que o primetro.

E importante analisar qual a sensibilidade do rendimento do absorvedor na frequé-
neia de ressondncia do sistema principal com relacio ao amortecimento viscoso ¢ ao atrito
seca, bem como a sensibilidade dos pices de ressondncia que peorrem em wy e wy aqueles

mesinos parametros, A Hgiura 2,16 apresenta curvas de amplitude versus lrequéncia para
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varios valores de J, mantendo constante o fator de amortecimento £, tanto para a coorde-
nada y; como para ¥y. Nio tomamos o caso & = § para evitar uma “amplitude infinita”™ nas
frequéncias de ressondncia. A figura 2.17 apresenta curvas da mesma natureza para Varios

valores de £; para o sistema sem atrito seco.

30 T T 140 T/ S T T
il 120 + - .
44 - -
5+ 100 = i
o wf )
S+ B 5
CwE B0 ¢
15+ 40 _
10 r .
. W0 =
3 el o p
E} - TS T {} i : L | e
A6070889 1 11121314 06070808 1 11121314
it i
Figura 2.16: a - Fpg. p =1, { = 0.0L b -Fxy. =1, £=001
34 S I B 140 S R S A
45 L =001 A .
fo =007 | 120 -
4t <
o= .05 - _
35 o = G075 7 100
_aof piiemy - _sof :
#nr ] ) -
20 -
15 1 40+ .
0 N "
) 20 -
a e 7
o b o . r
06070808 1 LL L1213 14 GE 070805 1 11121314
) _ 1
Figura 2,17 a - jx7. p= 1, J = o b-Fxy, p=1, J =00,

Reparamos que o amortecimento viscoso {fugura 2.17) pode reduzir drasticamente

os picos de ressondncia do sistema de 2 graus de Liberdade, A redogao do parametro
+ ; t Ll e * C o b fla o
tarnhém tom este efeito, Lembramos que, em se tratando da figura 2.16-a. o valox e 4= 1

emta proximo de mite eny gue peorrerd adercncia pernanente para frequenaas enn toro e



Sistemna de 2 GL com Amortecimento Viscoso/Coulomb 43

9.8 e 1.2, Em primeira analise, a redugao dos picos de ressonancia do sistema de 2 graus
de liberdade € muito mals sensivel ao amortecimento viscoso. Além disto, o amortecimento
viscoso diminue menos o rendimento do absorvedor na frequéncia de ressonancia do sistema
principal. Este fato ¢ interessante, pois era de se esperar, mantida uma comparacio com
o efeito do amortecimento viscoso, que uma atuagio pior nos picos de ressondncia fosse de
certa forma compensada por uma atuagdo melhor no rendimento do absorvedor. Uma andlise

prafica é, contudo, Interessante.

Outro fato interessante £ que existe uma frequéneia na gual a amplitude da coor-
denada yy independe do valor de 8, tal como ocorre, resultado ja conhecido, para o amorte-

CHmEento VISCOso.

2.2.3 Sistema 2 - Atrito atuando entre coordenadas

Nesta segio estudamos wn sistema de 2 graus de liberdade com uma configuracio
diferente da secdo anterior, sistema este apresentado na figura 2.18. Lembramos que este
modelo é perfeitamente factivel. Ele pode representar, por exemplo, um corpo que desliza
sobre outro, acoplado a este por mola e amortecedor, tendo entre a superficie deslizante de
amboy a forcormal N e coeficientes de atrito estatico e dindmico py & pg, respectivamente. A
aplicacdo da forca excitadora f({) nao interfere diretamente no modelo em si, mas é apenas

wma particularidade da matriz de entrada do sistema.

Sty = Feos{wd)

ks S b2
! NN
S PPN - G2} My 22
| B . g
| N
.
N

Figura 2.18: Sistema de 2 graus de liberdade com alrite mscoso/coulomb

O equacionamento do equilibrio entre as for¢as que agem no sistema conduz a

(o' = dxfdl):

Mx" 4+ Cx + Kx = —v, + f{#)
(v, 2,2y & 2

onde B ndicn o regiao de adertncia,
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Mo | ™ 0 C=19 + ey e K = ky -+ ke iy
] 0 1y —C cy kg ky
.. = ~ g NSgn(z] — z5) ¢ Focos{wi) C=aoM+ ;K
ST 4NSen(e ~ 2b) 0 X = [z 34]7

A identificacio da regifio de aderéncia deve ser discutida. lleve-se reparar que,
quando as velocidades das massas mq e my 530 iguais e Pha{zy — x2)| < ped¥, ocorre
aderéncia. Esta desigualdade, entretanto, fornece apenas a condigdo para que o sistema
entre na regido de aderéneia. (Quando o sistemna em estudo entra em um estado de aderencia,
ele passa a se comportar como um sistema de apenas um grau de liberdade cuja equagao de

movimento €

{11y +'r?zg}$“ + o + k= Focos{wt) {2.33)

onde a nova coordenada  { ndo xy, nem 1) € usada por simplicidade. Neste caso, enquanio
durar a aderéncia. as aceleracdes das massas my e my serdo iguals. Mas quemn realmente
acelera a massa s 6 a forca de atrito e a forga eldstica realizada pela nola k2. Assim, embora
a aceleracao do sistema como um todo seja determinada pela forga externa fp cos(w!l) @ pelas
forcas realizadas pelo amortecedor ¢ e mola £y, a aceleragao nunca poderd ultrapassar,
mantendo a aderénoia, determinada magnitude, a qual, ndo & diffal demoenstrar; € hmitada

5O
") < Hha{ey e} + e N Sgnld)]

Assim nao conseguinos escrever uma expressio para a regiao de aderéncia baseada
explicitamente apenas no vetor posicao das imassas que compoem o sistenia.

Realizando wma adimensionalizacio do sistema tal como na subsecao anterior,
isto é, aplicando as condigdes expressas em 2.22 mals as definicbes de 6, € € £, podemos

reescrever 2.32 na forma {g = dy/dr}:

I

T [*:}ZMY +waCy -+ Ky% e «--v; + viT] (2.31)

o
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kcw

M = ! {}}
0 €7?1

AL+ en)ée —2ebs }

—2exdp 2erdn

b

K { (L+e) —e } f(r) = { 3 cos(y) }

fant 4% 53 0

- ;isgil(ﬁi - f}}})

. . 8= Faju,
—uSgn{yy — yz) ' o

fo= e

} o = ¢/2VEkm

tovetores @ do sistema linear normalizado nao amortecido correspondente i parte linear do
nosso problema {vejo pagina 35) podemos escrever uma equagao equivalente a 2.24 para as
coordenadas modais 7y e 20 (definidas também na pégina 35} fornecendo
o ST SN S e A el
Bok 2wi wita = Sl - ge) + By cos(nT)

B ok 202y + wry = —peSenlin - i) + 5 cos{yr}
onde

wi =@ (/K] &,  wi=0L[(1/h)K] P,
CF [{we?/R)C P, BT [(wo? /1)C] B,

o 2y > Zia (2.36)
fy = (P13 — Pig)p #e = (D — Poz)p
G = 9uf3 Gy = By 8

sendo @y, Py os autovetores do sistema linear nf{ao amortecido (w? /AMY + (1/6)Ky = 0,
normalizados pela matriz {we/k)M.
A solucio de 2.33 num intervalo de tempo 7 a 774, escothido de forma que g2(m) = 0

é {tal como 2.26):
Thy T - siniﬂg Ty 1
ZJ‘(T) = e{ € yiy 1} {Pﬂ {I.US[Q}'(T — Ti); + })”. 5‘21 j } +
(2.37)

2 cos (= 5] + SSelin ~ )
H i

e
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P = 5{n) + (&) Sgnlin ~ i2) — 2o,
ps_} = Z}(T;) + 6315.&{?3}(?*‘) “i‘* (%‘L) Sgﬂ(yl e gg) “‘!‘“ ‘gf ("?‘50_; —_ ‘f}‘-‘-{;iwﬁj)

C{}}- = (:03(.?}3,'7',' - EJ-) 593' = Sill(?}j?“{ - 53')

3 : - 2L iy ¥ - .
0 = w1l - €4 tan{s;} = E:%:»% g = \/(le — Y (2 w0 )2

A solugao exata do problema pode ser obtida mediante a computagio das co-
ordenadas modais quando as velecidades 3 e ¥y sao diferentes. Como a computacio da
coordenada 3, envolve ambas as coordenadas modais, o sistemna nao pode ser resalvido in-

dependentemente.

Consideramos o caso particular em que ¢, = ¢ = 0.1 e & = (.05. Neste caso as
frequéncias naturals nao armortecidas, os autovetores do sistema expresso nas cordenadas y
2 o8 fatores de amortecimento sdo os mesmos expressos em 2.30. A figura 2.19 apresenta as
curvas de resposta em frequéncia para as coordenadas y, e g, levando em conta estes valores

de £, @ €g.

i1 T T T T T - 25
0 F ‘:’: Sigit,c]}wl 7
Cprincipa
0 - PR 20 .
8 - 1
T 7 i5 - -
BO6F 7 B
‘.f'? Ko " 4
Ml | o - .
3k .
9 s o y
1 b oy
O ] i £ H £ O -
04 06 08 1 12 L4 16 04 06 08 1 12 14 14
7 7
Figura 2.19: a-j,xn. p =1, £ = 0.05. b-Fyxn. p=1,§ =005

Nota-se gue a reducao da vibragio na frequéncia de ressonancia do sistema prin-
cipal & praticamente igual ap do sistema da subsegdo anterior {aqui denominado sisterma 1),
a gue pode ser visto pelos valores da tabela 2.1, Alem disto a massa auxiliar vibra mals no
sisterna 2 [desta subsegdo) que no sistema 1 na referida frequéncia. Alpda podemos notar
gue a amplitude da vibragio na primeira ressonancia do sistema de dois graus de Liberdade é

mraior no sistema 2, tante para a wassa principal quanto pars o meesa mnaliar, Bntretanto,
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a amplitude de vibragdo na segunda ressonancia sofre considerdvel redugio no sistema

guande comparada com o sisterma 1.

3 =125 4 =10
Sistema 1| Sistema 2 || Sistema 1 | Sistema 2
T/ T 1= Wy 0.828 0.884 0.585 0.727
ViplTre =1 ~E | 1507 15.09 22.58 22.71
Tip/Tree 7 =2 0.906 0.543 0.810 0.654
Tog/Taee 7= 1 0.811 0.862 0.527 0.857
Too/Tae 1 =1~ &3] 0.946 0.952 0.857 0.883
Vog/Tave 7 =2 0.855 0.831 0.630 0.537

com atrito seco (7 fintto} e sem atrito seco {# = o0}

Tia/Uine — 13280 entre as amplitudes do sistema (i-ésima coordenada)

:::’

Ls

Tabela 3.1 - Hedugde de amplitude nas ressondncias dos sistemas de 29l ¢ do sistema

principal



Capitulo 3

Sistemas Continuos e Sistemas de
Varios Graus de Liberdade

Neste capitulo introduzimos os sistemas de varios graus de liberdade. Nao seguire-
s & linha da simulagao de sistemas, como o capitulo anterior. Aqut sstamos introduzindo
algumas quesides referentes ao problema da representacio discreia de sistemas continuos
nos quais atua atrito seco. Apresentamos técnicas utilizadas para a discretizacio de wn
sistenia continuo, as quais serviro para a obtengio de um modelo discreto do dispositivo
experimental que serd apresentado no proximo capitulo. Discussces sobre os problemas a
serern resolvidos sdo feitas a cada se¢do. Ressalta-se que a téenica agui utilizada nao segue
a idéia da discretizagio convencional (Lumped Mass Systems), mas procuramos satisfazer

algumas propriedades modais do sistema original.

Alertamos para o fato de nao fazermos nenhuma identificacao de pardmetros mo-
dais a partir de medidas, pois isto nao € escopo deste trabalbo. O modelo estudado pode
ser equacionado e resolvido analiticamente e é a partir deste equacionamento analitico que
fazernos nossa discretizagdo. Embora a grande maioria dos sisternas mecinicos 1do possam
ser tratados por via analitica como o estudado aqui, nao ha nenhuma perda de generalidade
do processo utilizado para representar (de alguma forma) o modelo continuo por um discreto
eguivalente. Lembramos que a estimacdo de energla ¢inética, distribuicao de massa ou resti-
tuigao elastica tera de passar pelo use de alguma ferramenta {anidlise modal, por exemplo}.
Com esta ferramenta nio nos ocupamos neste trabalho, Sabemos, todavia, que ¢ possivel

obter nma estimativa das quantidades (grandezas) necessarias.
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3.1 Sistema Continuo em Estudo

O sistema continuo que serd analisado neste capitulo estd apresentado na figura
3.1 & consiste de uma viga engastada com algumas massas localizadas em alguns pontos ac
longo de sua direcio longitudinal. As massas sio fixadas & viga através da pressio exercida
por parafusos e a forma como se encaixain é apresentada em corte na figura. Na extremidade
da viga atua uma forca de atrito que realiza trabalho na diregdo transversal da mesma. O
garfo apresentado em 3.1b € utilizado para a aplicacio da forca normal na superficie de
atrito. Os LVITs sdo usados para sensorar a forca normal aplicada. Como veremos no
praximo capitulo, nosso dispositive experimental serd representado por um sisterna igual a
este. A analise tedrica serd feita considerando varios modelos partindo de uma representacas
eontinua e testando modelos que utilizam massas concentradas para representar as massas
colocadas ao longo da viga, Na verdade, estas massas nao sio concentradas e introduzerm
rigidez no sistema. Supomos, todavia, que a influéncia desta rigideg adicional nio altere
consideravelmente o sistema, e apenas a influéneia de sua inéreia é considerada aqui. A
maneira mais simples de levar em conta a rigidez das massas localizadas é considera-las
como seguimentos de viga. Entretanto esta consideragio ndo conduz a bons resultados
guando comparados com os resultados experimentais. Voltaremos a falar sobre este assunto

na préxima segao, gquandoe apresentarmos as frequéncias naturais do sistema.

H
L N T | A ™1 [ |
L f L f ,/j_J |+
““““““ ; -
\\ . I gt Mo 2 / +
s 4 7 et
Loy L
corte BH-B
|
=== 3 -
: T3 -1 1
i
a
1 - viga engastada 2 - massas localizadas
3 - excitador eletrodindmico 4 - superficie de atrito
5 - parafusos para aplicacio da forca normal §-LVDTs

7 - dispositivo pars sensoramento da forga normal

Figura 3.1 Sistema sob andlise. «: Esquema geral. b: Sensovamento da forca normal

A tabels 31 apresenta as principais caracteristicas do sistema apresentado na

fgura 3.1,
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massa, especifica do ago utilizado (SAE 1020) 7684 Kg/m?
mbdulo de elasticidade do material wiilizado 2.1- 10 N/m*
comprimento total da viga (3.356 m

secho transversal da viga (base x altura) 0025 x0.005m
distancia entre as massas localizadas (ceniro a centro) 0.089 m
comprimento das massas localizadas (sentido longitudinal da viga) | 0.025 m

seqao transversal das massas localizadas (base x altura) 0.040x5.015m

Tabela 3.1: Dados de projete do Dispositivo da figura 3.1
3.2 Equacionamento do Sistema Continuo

Considerando que as massas localizadas sdo concentradas, podemos represeutar o
sistemna apresentado na figura 3.1 pelo modelo apresentado na figura 3.2. A tabela 3.2 fornece
as caracteriticas consideradas para este modelo. Chamamos a atengao para os valores das
massas my a Mg, alertando que os valores expressos na tabela levam em conta outras massas
que nio apenas as massas localizadas da figura 3.1. Isto ocorre porque resolvemos, ja neste
capitulo, considerar o sistema de nosse dispositivo experimental {veja capitulo 4}, 0 qual tem
sobye as massas localizadas as massas dos sensores ntilizados e outras massas que auxiliam
a fixacio destes sensores. Assim, nao devemos estranhar os valores bem diferentes para as

diversas “massas concentradas” apresentadas na tabela 3.2,

T Uy | MR AR Y = £y
g - T L VTt o Ty Ty
I\_,«'i l\.) N {9
!'; ng 23 zei |/
)

Figura 3.2: Modelo utilizado para o sistema da figura 3.1

No estudo do sistema continuo da figura 3.2, considerando o modelo de
Buler para a viga em vibragao livre e equacionando o equilibrio entre as forcas de restanragao

elistica e as forcas de inércia temos [Gormarn-75]

— 3V (, 1) B FV{x, t)

grr | pA D)

cnreden
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comprimento total da viga 0.356 m

secao transversal da viga (base x altura) | 0.025x0.005m

distancia entre as massas concentradas 0.08% m

Massa my 0.0694 K g
INASSE Mg 0.0881 K¢
IMassa My 0.1049 Kg
INASSA Mg 0.05909 Kg

Tabela 3.2: Dados do modelo du figura 3.2

E: médule de elasticidade do material I: momento de inéreia da secdo transversal.
p: massa especifica do material A: area da secdo transversal da viga.

x: posicao no sentido longitudinal da viga Vi esforgo cortante

E possivel realizar uma separacao de varidveis na equacio 3.1. Seja Viz, 1) =

pltir{z} e, entdo, podemos obter

—1L d*p{ty Bl 1 d'{z)

= — 3.2
p(t} di? pA r{xy dxt (3.2)
donde podemos escrever duas equacoes diferenciais distintas, a saber:
d*p(t) 3 s
Y +uwiplt) = 0 (3.3}
d*rlxy pAW* _
"L @)y = At = T 3.4
det rix) ) ' El , (3:4)
cujas respectivas solugdes sio
rlz) = Asin{fz)+ Bceos{fz) + Csinh{fe) + D cosh{fz)} (3.5}
p(t) = cos{wt — ) | (3.8)

A determinacdo dos cochicientes A, B8, Cel) é feita de maneira a obedecer as

condicdes de contorno do problema. Para o caso da figura 3.2 podemos escrever

rol) == Apsind e 4 Booos(ide) + Cosinh{eg + D, ooshil3a,) fo==L2.8.4) (3.7)
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e as condigdes de contorno a serem satisfeitas para cada 7;, no caso de vibracao livre, sio

r(0) = gil‘:(a) -0

rills) = r11(0) (=1.2,3)

) = F40) (i=1,23)

ém )= ;: (0) (= 1.2,3) .
%{A\) - fi;* (0) = = 8"rn(0) (i=123)

-‘%3}5{51) )

Fstas condicges de contorno incorporam o efeito das massas supostas concentradas

na extremidade da secido analisada. As equagdes 3.8 podem ser expressas na forma

Rx =0 X={d .0 A D)7 (3.9)
onde a matriz B {16x16) fem a seguinte lormagao:
- s -
1
Sy
9z
by

£t
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b g0 1 0 1 i — &y (g shy chy
7 = Ty T . )
1 - L Mgt wig i g i3 g 53
gy A i g, 4 ad # . mad
1 6t 0 €y oA S5 Ba Py €4 C-fl,-; + o én’llq «‘_\}Lg e Py Lh,;

s ¢ sh; chy D —~1 0 1
£y — 81 C}L; Shg —1 it -1 4]

5 =
—~3; —¢y shy ch; B 1 0 -1
. :’3 7;‘_-"3
- 3) Cfl,‘ bh:‘ H Z-l—:f,:" —1 ——:A

e s; = sin{BL), ¢ = cos( L), sh; = sinh{ L) e ch; = cosh(BE).

As frequéncias naturais podem ser obtidas através dos valores dew (8% = p AW/ ED
que satisfazem a equagao 3.9 e para tanto devemos ter Det{R) = 0. As quatro primeiras

frequéncias naturais sao:
fi=2018 Hz f,=12882H: f3=136085Hz f,=686.18 Hz {3.10)

Estes valores foram obtidos através de um prograima de computador utilizando o
software MATHEMATICA. O valor de w é incrementado e o determinante calculado a cada
passo. Para a obtengido do vetor x da equacao 3.9 ¢ realizada uma decomposicao de CGauss
da matriz B que 1osulta em uma matriz 16x16 com uma linha nula. Uma das coordenadas
do vetor x € arbitrada para a solugdo do sistema e depols esta sclucdo € renormalizada de

forma a obter um valor unitario para r{z/) na extermidade da viga.

E importante comentar agora sobre a adocio de outro modelo, gue nio o que supoe
as massas como concentradas. Como falamos na secio 3.1, a maneira mais simples de levar
am conta a rigider introduzida pelas massas localizadas € considerd-las como seguimentos de
viga. Fazendo assim com as massas my, ms € my, considerando a massa my como concentrada
e aplicando procedimento idéntico ao realizado para o modelo da figura 3.2, chegaremos a
umt sistema 28x28. As frequéncias naturais para este modelo, gue identificaremos com o

suprescrito ’, sdo:
fi=2715 Hz f,=20016 Hz f,=60147 Hz f, = 1223.50 Hz (3.11)

Como veremos no capitulo 4, estas frequéncias estdo muito afastadas dos valo-
res experimentals, muito mwals que aguelas obtidas com ¢ maodelo anterior, razao porque
preferimos o modelo de massas concentradas.

A figura 3.3 apresenta os quatro primeiros modos de vibrar do sisterna da figura
3.2 obtidos pela aplicacio da teoria de vibracio em vigas, levando em consideragio todas as

condigdes de contorno que deven ser sabisfeitas,
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Figura 3.3: Modos de vibrar do sistema do flgura 3.2

s valores das constantes A;, B;, {; e [); para cada modo de vibrar sao apresen-

tados a seguir.

Ay = BTBIA8 - 1071 By = 685014 - 1070 O = -B.TB15R - 107F Dy = 6.85014 - 10T
Ag = T.BIT43 . 1071 By = —4.00324 - 1071 Oy = -3.28057 - 1071 Dy = 506073 - 107
CAs = B29087 - 107Y By = -7.56226 - 1077 Oy = ~0.94971 - 1077 Dy o= 400415 - 10
Aa = B9BIR0 - 1071 By = 2804689 - 1070 O = LATE0D . 10T Dy = 403681 - 1971
Tabela 3.3: Coeficienies du fungdo vi{a;) em wny = 20 - 20018 Rad/s
; Ag = 013664 - 1071 By = 7.81335 . 1070 ¢ = 9.13563 - 107% Dy = ~7.81335 - 1071 |
LAy = 084774 - 107 By = —3.25728 - 1071 Oy = 3.20572 - 10 Dy = ~1.40042 - 197}
Ag = 3681453 - 107° By = —8.99826 - 107" Ch= 154934 - 1077 Da= 154479 - 1071
Ag = 052008 - 107Y  Hy = —5.25262 - 1070 (= 100254 - 107 Dy = 252918 . 107

Tabela 3.4

Coeficientes da fungio r{z;

}oemouy =2y -

128.82 Rad/s
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A = 108871 1070 By = -0.65736 - 1070 O = 108871 - 1679 Py 963736 - 10t
A= 273906 - 107 B 114050 - 1870 Oy = L1BI2Y . 107 Dy = —1.10600 - 107
Ay = ~1.27640 - 10%¢ By 2.10442 - 1071 O3 = 156708 . 107Y Dy = —1.02085 . 1472

Ay = 429465 - 1070 By = — 128609 - 107 Oy = 180078 - 107t Dy = 3.56020 - 107

0 i
H

f

Tabela 3.5: Coeficientes da fungdo ri{z) em wy = 2x - 360.85 Rad/s

Ay = L3670 - 1070 By 1.38535 - 107° ¢ = 151670 - 10%° Dy = —-1.38335 . 1ot

i

Ay = 113526 - 1070 By = -2.04450 - 107Y Oy = ~5.74521 - 107 Do = 442532 - 1671
Ay = —3.65806 - 1070 By = 23462 - 1010 (= 661430 - 1070 Dy = ~5.48435 - 1071

4.50077 - 1677

li

Ag = 554075 - 1070 By = ~1.57304 - 100 Oy = 351202 - 1071 D,

Tabela 3.6: Coeficientes da fungdo ri{z;) em wy = 27 - 686.18 Rad/s

3.3 Obtencado de um Modelo Discreto Equivalente para

o Sistema Continuo

3.3.1 Consideragoes Iniciais

Tomando as posigoes das massas my a my em cada modo de vibrar do sistema da
figura 3.2, correspondentes a cada valor de wy = 2r f;, podeinos representar a relacao entre
as posigbes das massas nos diversos modes de vibrar pelos seguintes vetores ¢,{o indice

indica o modo respectivo}:

0.69431 —0.52954 1.38957 312664

0.33251 ~ 101115 | 050526 | 2.60252 o
& = Tl @y = I T R B T T B

0.65127 043363 ~1.26119 —1.54066

1.0 1.0 1.0 1.0

Kstes sao resnltados discretos {em 4 pontos do sistema continuo}. A aproximacao
feita em concentrar as massas experimentais em alguns pontos ndo deve alterar muito os
resultados (veja capitulo 4}, Utilizaremos win modelo de 4 grans de liberdade para uma
representagao discreta do sistema continue. Como coordenadays deste sistema discreto tir

maremos o estade {deslocmnento-velocidade ] do sistema continuo nos 4 pontos de transigan
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das condigdes de contorno. Trés consideragoes foram feitas para a computagio das matrizes

massa ¢ nigidez do sistema discreto:

- As frequencias naturais do sistema discreto séo exatamente as quatro primeiras frequéncias
naturats do sistema cotinuo.

- Us autovetores do sistema discreto tém entre snas coordenadas as mesmas relacdes dos
vetores @ da expressio 3.12, isto €, os vetores P sdo autovetores do sistema discreto.

- A energia cinética presente em cada modo de vibrar do sistema discreto é exatamente a

mesma do sistema continuo em cada wm de seus quatro primeiros modos.

Ressalta-se que estas consideracdes s3o as mesmas feitas por Santos [Santos-83].
Mag duas subsecOes seguintes apresentamos a metodologia seguida por Santos, devidamente
#scrita para o nosso problema, uma vez que o sistema aqui tratade pode ser considerado como

misto, who €, possut uma parte que & realmente continua e outra que é suposta concentrada.

3.3.2 Consideragoes sobre a energia cinética e Computacao da

matriz massa .

Seiam ry, 72, r3 e ry 08 deslocamentos nos pontos z), 3, T3 € 4, correspondentes
as posigles das massas my, Mg, Mg € My, respectivamente. Sejaul m,y, Mg, ey € Mg
as massas do modelo discreto que serdo consideradas para as coordenadas @y, xp, 23 2 2y,

respectivamente.

A energla cindtica presente no sistema discreto é sempre dada por (¢ = dr/di):

N B .
iy =~ MF (3.13)

onde M é a matriz massa do sistema discreto e r ¢ o vetor dos deslocamentos transversais
da viga nos pontos Ly, Ty, Ty € Ty

A energia cinética presente no sistema continuo pode ser decomposta em duas
parcelas, a energia das massas concentradas e a energia ¢inética da viga engastada, as quals
sao computadas respectivamente por:

Eo =

. . . .9 Q1
[mlrf + m;;ré + -rr‘z;,’r% + m.;r,;] - {314}

to | o=

Fl
£

:{J.-":i . f P ! y { - ;
fo = Som / Py ey 4 / re{agpde; + / g )y + / g bk ((h15)
Ay o ts 1t
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Tormaremos uma energla cindtica normalizada. Considerando que o movimento é
harmonico, a velocidade nos pontos x1, zs, 23 € 24 seguem a mesma relagio que o deslo-
camento. Fixaremos que a velocidade na extremidade é unitaria. Logo, a velocidade nos
poutos onde estdo localizadas as massas concentradas serio dadas, em cada modo, pelas co-
ordenadas correspondentes dos respectivos vetores ®. Fsta mesma normalizagio sera usada
no sisterna continuo. A curva rfr) faz o mesmo papel no sitema continuo que os antovetores
ne sistema discreto. Os coeficientes A, ... [); para cada modo de vibrar foram apresentados
ao final da seqdo 3.2, nas tabelas 3.3 2 3.6. Como aqueles coeficientes sio tais que o valor
de 1z} na extremidade da viga é unitario, podemos caleular uma velocidade normalizada,
& consequentemente uma energa cinéiica normalizada, ao longo de toda a viga através da
curva r{z). Esta normalizacdo € correspondente a utilizada para as massas concentradas.

Expressando isto matematicamente temos:

2]

N eI ¥ I ¥ . -
ELi=—= {ml@ﬂ +mg @y, + i ®l o+ m&;@ﬁﬂ.‘]}

-

{3.16)

e

4

At gt L Ly L SR
05 = i f{;”‘fl(%)dﬁfi +/o ?'fg(if‘zﬁf-?»‘z"i”/ﬂ ?'53(_1'3)&’1’3*1*/& rilza)dz, {3.17)

onde ry{z;) = Ay sin{da;) + By cos( Bz )+ Oy sinh{fe;) + Dyj cosh{HBz;) e o indice N indica
a normalizacio. O indice 7 indica o modo respectivo e o indice j indica o intervalo da viga

em gquestao,
Exigindo que os vetores & sejam autovetores do sistemna discreto, a energia nor-

malizada presente no sistema discreto pode ser eserita como’

EY = ZielMe, (318

As equagdes 3.16, 3.17 e 3.18 devem ser escritas para cada modo. Escrevendo

numa forma compacta uma equagdo para todos 0s modos temos

E = %Diag{w? JUTMU - {3.19)

ande os termos as matrizes E e U temn as seguintes composicies:

Pstamnos despregando s energia de rotagio,
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[ Esa 0 0 0
0 Ep 0O { .
B U=lo ® ) Yy
0 0 Epm 0 D By Dy @y I {3.20)

{ 0 0 Fu

. . ‘21 -~ . e :. . . - “ . » . I
& Dhag{w?) € uma matriz diagonal que contem as frequéncias naturais do sistema continuo.

A matriz que conteém as energias cinéticas pode ser escrita como o seguinte produto:

E = Diag{w!}Y ouY = Diag{w!)'E (3.21)
Entic temos
Y =U"MU (3.22)
¢ concluimos que
M=U"yu! (3.23)

_ B interessante reparar que a matriz Y pode ser considerada uma matriz de norma-
hizacdo para os autovetores, de forma que a matriz massa independe da normalizagao inicial
dos vetores &. Na verdade ela ¢ uma matriz de renormalizagao daqueles vetores, uma ves

gue eles ja possiem em 81 wma normalizagao mcial,

3.3.3 Computagao da Matriz Rigidez

De posse da matriz massa M, dos antovetores © e da exigéncia de que as frequéncias
naturais do sisterha discreto sejam exatamente as mesimas do sistema continuo podernos com-
pubar uma matriz rigidez K para o sistema discreto. O problema de autovalor/autovetor

fornece WM®; = K&, o que permite escrever w?® ' M®; = ®TK®,. Escrevendo esta

vongdicio para cada modo e expressando nnma forma compacta temos:

Diag(w®)UTMU = UTKU {3.24)

Sabendo que UTMU = Y temos que

Py
et

K = U™ Diag(w’) YU (3.2
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- 3.3.4 Resultados

Considerando a exposicdo das duas subsecoes anteriores, levando em conta os
vetores & da equacdo 3.12, tomando os coeficientes da curva ri{x;) expressos nas tabelas
3.3 a 3.0 e finalizando nas expressoes 3.21 e 3.25 computamos as seguintes matrizes massa e

-rigidez (os valores correspondem a grandezas do Sistema Internacional de Unidades):

0.142196  0.008708 —0.004382  0.002980
0.003708  0.165186  0.005537 -0.005825
—~(0.004333  0.005537  0.185661  0.013827
0.062980 0005825  0.013827  (.114508

1480862 - 10°  -9.333780 - 10°  3.520641 - 10° —5.890423 - 10°
K = —9.333789 - 10°  1.128620 - 10° ~7.522060 - 10°  2.046330 - 10° (3.97)
3.529541 - 10 ~7.522060 - 16°  7.733413 - 10° —2.846320 -10° | .
—-5.800423 - 10*  2.034956 - 10°  —Z.846320 - 107 1.252211 . 10°

Se quisermnos renormalizar os vetores P, da equacgao 3.12 de forma que a matriz de
normalizacdo T seja a matriz identidade, podemos tomar a normalizacao daqueles vetores
com relagdo A matriz massa expressa em 3.26. Fazendo assim, as energias cinéticas de cada
modo no sistema continuo {soma das expressoes 3.17 e 1.18) serd munericamente igual ao

guadrade da respectiva frequéneia natural. Os vetores © normalizados desta forma sio:

017763 ~0.70766 1.33624 ~1.56100

62627 ~0.70766 0.49016 1.2989; L
oy = | 062027 | 070766 || 0.490 &, = 893 |y

1.22664 —0.57918 ~1.22386 ~0.76800

1.88348 1.33624 0.97034 0.49917

3.4 Atuacgao da Forga de Atrito no Sistema Equive

lente
As matrizes massa e rigidez apresentadas nas equacgbes 3.26 e 3.27 representam um

sistema discreto acoplado inercialmente. Isto significa que este sistema ndo € represendavel

figicarmente, pols o equacionaments de sistenag diseretos desta nabureza sempre conduzen a
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matrizes massa diagonais, Para reforcar o argumento de que este sisterna discreto nao & real,

consideremos um sistema discreto de 4 graus de liberdade como o apresentado na figura 3.4:

i/z\;/ ks
- 8%
i\"_’/ t e A s FAL— s A

A?z:z ! 34 Kigd
;\"-12\/ /\/ﬁfi 4

Figura 3.4: Represeniagdo “fisica” de wm sistema discreto de | gl

i
Eead

o
ol

O equacionamento do sistema apresentado na figura 3.4 nos leva a seguinte matriz

migidez (b = kil

_— }

Z ky; o~k ki ~ky

j=1
4

—kig Y kay =k ke
K= 7= 4 {3.20}

~kyg  ~hkus > k3 —haa

FEN |
3
fs{; —;m}; “fnxg L.fi)q}
! s=1 ,

0 ajuste dos valores &y & matriz rigidez da equacio 3.27 resulta:

kyp = 8462297 - 107 kyy = 8380016 - 10°

kiy = ~3.543204 - 10 ky, = 5901454 - 10¢

kog = —3.547299 - 10°  koy = 7.571830 . 10° (3.30)
kyq = 2048613 - 10° kg = 8.930656 - 10*

kag = 2868341 - 10°  hyq = —1.4TH8T2 - 10°

Observamos coeficientes de mola negativos para o sistema, o que indica que este
sistema ndo ¢ real. Lembramos, tudavia, que o aparecimento de “molus negativas” quando
aproximamos sistemas continuos por sistemas discretos da natureza do sistema apresentado

na figura 3.4 nio é fato raro. Mesmo quando ajustarmos wma matriz rigidez pelos coeficintes

de influéncia para uma viga engastada, por exemplo, levando em conta apenas o perfil do

primeiro modo de vibragia, € comunm aparecerem coeficientes de mola negativos. Isto ocorre

poraue os elementos envelvidos no problema nio sio reabinente mnlas, no seutido real deste
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slemento, mas apenas uma forma equivalente de representar sua acio. Assim. todos o valores
vhtidos para os &;; da equacio 3.30 ndo devem ser interpretados como molas verdadeiras, mas
apenas como supostas molas que teriam wmna agao equivalente i apresentada pelo sistema.

Reparemos que nosso modelo considera a existéncia de uma “mola” que "liga® as massas

fistco, isto nao traz nenhuma complicagdo, pois o que se procura ¢ um modelo linear que
represents o sisterma e, no sentido de sua definigdo, o modelo encontrado é satisfatério e
factivel, respeitadas suas limitagées. No entanto, estamos mais preocupados com outro

aspecto do modele discreto, que discutimos a seguir.

CUome talamos no inicio do capitulo. o dispositive experimental sofrera a acao de
uma forca de atrito, a qual sera aplicada & massa “concentrada” m,. O fato de a matriz

massa nao ser diagonal nos conduz a duas guestoes:

- {nde atua, neste sistema discreto sem correspondente real, a forca de atrito?
« Nao sendo realizavel a natniz rigidez {uma vez que a matniz massa nao o é), qual a condicao

de equilibrio a ser testada para verithear a condicio de aderéncia no movimento do sisterna 7

Seria razoavel considerar que o afrito atua na coordenada @y se o sistema fosse
desacoplado meraalmente. Para o sistema com acoplamento inercial ndo podemos garantir
gue a forca de atrito age apenas nesta coordenada, uma vez que em um problema fisico
real as Inércias sdo desacoplaveis. Quanto 4 segunda questdo, ndo podemos garvantir gue
exta matris rigidez fornece ox coeficientes de vestituicdo elastica que devem ser usados na
verticacao da ocorréncia nu nao de aderéncia. A duwica forma de contornar este problema ¢
sucontrar um sistena desacoplado Tnercialimente que sefa. de alguma fonma equivalente ac

dispositivo experimental. Deste assunto nos ocupamos a seguir,

3.5 Obtencao de um Modelo Discreto Desacoplado

Inercialmente para o Sistema Continuo

3.5.1 Consideragoes Iniciais

Uma vez determinado que devemos obter um sistema discreto equivalente, de certa
{orma, ac sistema continug, e gue seja desacoplado inerclalmente, passamos a tratar deste
problema especilicamente. Fazemos a seguic véarias consideragoes para obtermos utn sistema,
é‘.ie:;f:;ii.(tt};}i;.u.‘i(} inercialmente e procuramos abordar as dificddades que isto pode acareetar

Lembramaos gqoe o problema de oiingzacaa de ostratiras via “meodelos diseretos eguivalentes”
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¢ umn campo onde os problemas tém resultado sistemas de equagdes muito mal condicionados.
Nesta seqio mostramos como estes problemas sdo de tratamento numérico dificil e propomos
um meio para wima solucio que sabisfaga um conjunto de restricdes dentro de determinada
faixa de frequéncia.

3.5.2 Desacoplamento Inercial - Matriz Rigidez Assimétrica

Devemos lembrar que a matriz de normalizagdo Y da segdo 3.3 faz uso das propri-
edades de simettia das matrizes massa e rigidesz. A exigéncia da propriedade de simetria estd
embutida no equacionamento quando escrevemos, por exemplo, a expressio 3.19. E possivel
abter um sistema desacoplado inercialments sem nenhuma transformagio de coordenadas,

desde que se retire a exigéncia de gque a matriz rigidez seja simétrica.

Consideremos o sistema MY + Kx = 0, cujo problema de autovalor/autovetor &
AME + K& = 0. As duas equagoes anteriores podem ser pré-multiplicadas por uma matriz
P sem que as igualdades sejas alteradas. Esta matriz P pode ser escrita como MM ™ oude
M ¢ uma makriz cujos elementos da diagonal sao as massas do sistema discreto desacoplado
inercialmente & M € a matbriz massa do sisterna discreto obtido na secdo 3.3, A matriz M’
pode ser ajustada de forma a satisfazer as exigéncias sobre a energia cinética em cada modo.
{}s autovalores e autovetores nao sdo alterados pela pré-multiplicacdo. Entretanto, a matriz
rigidez resultante desta operacao ndo ¢ necessariamente simétrica,

Trabalhar com matrizes assimetricas ¢ tarefa das mats complicadas, devide ao
fato da decomposicas modal ser seriamente prejudicada, se for possivel de ser realizada
iasch-871 No entanto, 0o que se vefere ay condigdes do equilibrio de forgas para a verificacan
da ororréncia de movimentos com aderéncia nae haveria nephuma dificuldade adicional. Nao

levaremns este raciocimo adiante,

3.5.3 Desacoplamento Inercial - Matriz Rigidez Simétrica - 20
Restrigoes

Pode-se mostrar gue as matrizes massa e rigidez computadas na segao 3.3 satis-
fazerm nm sisterma de 20 eguagdes e 20 incdgnitas, sendo estas o3 dez elementos da matriz
simnétrica massa ¢ os dez da matriz, também sinétrica, de rigidez, o que pode ser interpretado
coino a imposicio de 20 restricées a serem satisfeitas por estes elementos. 3e impusermaos gue
2 matriz massa seja diagonal, o sistema resultante (20x14) deve ser resolvido pelo cntécio
dos minimos guadrados. Consideremos wm sistema Ax = b onde o vetor de inedgnitas x ¢
composto pelos elementos A, da matriz rigides Koo pelas massas rey oa g N matng A eo

vetor b contén os voclicientes das equactes que representatn as restbricdes inpostie subie os
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valores de x

A redugée do namero de incognitas resulta um sistema Ax = b extremamente
mal condiclonade, a ponto de nem as mais recentes téenicas para a solucio de sistemas
desta natureza apresentarem solugao satisfatéria. E interessante lembrar que, ao restringir
& matriz massa a sua diagonal, a obiencao de uma matriz de normalizacgio, tal como feita
por Santos [Santos-38] e aplicada para a construgdo das matrizes massa e rigidez obtidas na
secdo 13, nao € possivel. Devermos reparar que, em se exigindo matriz massa diagonal, ndo
podemos escrever a expressao 3.19, dizendo que o produte U MU fornece uma matriz cuja
diagonal 40 as energias cinéficas, Vejamos que esta expressao nao faz nenhuma exigéncia
de diagonalidade, mas tdo somente de simetria. Por isto trabalba-se com o sistema Ax = b,
ande as restricdes envolvendo autovalores, autovetores e energia sao eguacionadas uma a
arma. Ressalta-se que a construgdo destas matrizes sao apenas trabalhosas. Entretanto,
este trabalho pode ser reduzido grandemente ze dispusermos de umn “soflware” que permita
hoa manipulacao de matrizes, 0 que ocorre. no nosso entender, com o MATHEMATICA e

MATLAB®

As 20 equacdes que as matrizes massa e rigidez devemn satisfazer sdor

[~wiM+ K] ®, =0, gera 4 equagdes

[~wiM + K] P, =0, dem

WM + K] ®; =0, idem (3.31)
{~wiM + K] d?; = {0, idern

HIMP, ~ Hﬁ, = = 1.4y, restricoes sobre a energia cinética de cada modo {Ee;)

Fscrevendo as restricdes acima na forma do sisterna Ax = b e utilizande os auto-
valobes, autovetores e energias cinéticas da secao 3.3 obtemos a seguinte composigao para a

mabriz A

Fleme utilizado o MATHEMATICA
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) vetor X tem a seguinte configuragio™:
X = [ k'u ﬁﬂ‘ig ;9313 JI’J}_;; kgg 1(3.133 };2_.; I’{f\jﬁg 16?3_.4 ‘E‘:‘H ity ¥y TR TRy (333}

As posigoes nao nulas do vetor b sao as posicdes que correspondem s restricées

sobre a energia cinética, a saber:

f)-l',-' - .2313 - 5319 - [Jz{} = 1.0 (;54)

(s valores singulares o da maftriz A sdo expressos em 3.35.

l
i

2988406 - 107 oy = 1.891823 - 107

3.936631 - 10° oy = 3.756172 - 10Y

3.251316 - 10%  oe = 3.221426 - 10° {3.35)
2,412458 - 109 oy, = 1658145 - 197

2.920650 - 107°

oy = 3.609146 . 107 oy
o4 = L2ROBSET - 107 oy
o7 = 3413328 - 10° oy
o1 = 2888638 - 10° oy
mig = 1LB3RI45 - 10% oy

ii
i

it

f

() mimero de condicao AfA} da matriz A (indicalivo do grau de mal condici-
snamento do sistema), calculado pela razdo entre o maior e o menor valor singular, ¢
E(AY = 1.24 - 10°. Notemos que, embora a magnitude do nmimero de condigao nao seja
tdo alta, os valores singulares possuem, além de wna varidncia muito grande, uma falta de
concentacio dos valores apenas em magnitudes mais altas, onginando, por 1sto mesmo, um
mal condicionamento dificil de ser tratado. Destaca-se que a solugado por minimos quadrados
splicando-se a pré-multiplicacio de ambos os membros do sistema pela transposta de A 2,
neste caso, desaconselhdvel, Alerta-se que, em geral, 4{ATA) » £*(A). Para o presente
caso temos k(AT AY = 153 - 10'®, possuindo a matriz AT A valores singulares da ordem de
10" até 107%,

A mais recente técnica para solugdo de sistemas lineares malcondicionados consiste
em “expurgar o mal condiclonamento” através de uma reconstrucao da matriz A com apenas
alguns valores singulares [Bjorck-87) [Hansen-90]. A matriz A poder ser escrita pela serie

finita

A= UEVJZ, = zo’illz“-’? Ty 2O 2 2 e > 0 {5‘5(}}
i=

onde n é o nimero de colunas {menor ou ignal que o mimero de linhas) da matriz A A matriz

S contém em sua diagonal os valores singulares. As matrizes U e V), que sdo normads, conteém

FFata 4 a confignragio usada wesieo texto,
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em suas colunas 08 vetores 1; e v, que compoem a série. Entao a solugio do sistema Ax = b

& dada pela série

2 u?b&- .
X = —V; (3.3?)

=1 oy

A técnica consiste exatamente em compor a solucdo com apenas alguns valores e
vetores na soma da equacao 3.37, expurgando dela os valores singulares pequencs. Alia-se a
esta técnica um pré-condicionamento da matriz A, de forma que as normas de seus vetores
coluna tenham menor variancia. Pode-se notar gue, no presente problema, as normas das
4 colunas mais & direita da matriz A sdo muito maiores que as pormas das colunas mais a
esquerda. Para o pré-condicionamento dividimos os elementos de cada coluna da matriz pela
norma 2 da respectiva coluna, o que resulta uma variincia menor entre os elementos da matriz
pré-condicionada, que chamaremos A’. Os valores singulares da matriz pré-condicionada 530

dados pela equagédo 3.38.

oy = 1454203 - 10° o = 1391034 - 10Y og = 1.343008 - 10°

oy = LATAR04 <109 gy = LOI2462 - 10Y g = 9.085002 - 107!

gr = 0773260 - 1071 og = 5ARTYTS 1070 o9 = 0.600248 - 107 {3.38)
= §.548668 < 1071 oy = 3487073 - 1071 oy = 4.825305 - 10

3.507430 - 1071 gy = 6943823 - 1077

f
It

i

l

3
]

=
i

0 pimero de condicio da matriz condicionada é A(A) = 2.004 - 104 Noternos
gue, também agul, ndo existe uma concentragio de valores singulares malores e 1ns poucos
Lern menores, o que dificalta a solugao do problema. Neste caso, se a desconsideracio do
dltime valor singnlar, que é razoavelmente bem menor que os demais, nac resultar em uma
boa solucao, dificilmente a desconsideragao de mals alguns outros resolverd o problema,
visto serem eles da mesma ordem de grandeza. £ exatamente isto que ocorre. A tabela
5? apresenta caracteristicas do residuo R = Ax — b para algumas técuicas empregadas no
caleulo da solugdo x. Nesta tabela, estdo plotados a coordenada de malor valor absoluto
eytre as coordenadas Ry a Rys, indicado por dpes, os desvios fly7 a Hyo € a norma do vetor
R. A solucio LinearSolve refere-se a solugao do soffware MATHEMATICA para o sistema
ATAx = ATb.

Nota-se que as equagdes fornecem os malores desvios sao as que representany res-
triches sobre a energia cinética do sistema discreto, as quais correspondent A pzu‘hé inferior
da matriz A. Lerabramos que foram nsados para a montagem do sistema AxX = b os vetores
da expressio .28 (nio os da expressio 3.12). Neste caso a energia cinética normalizada tem

o mesmno valor nndrico do gnadedo da frequéncia natural. Fotretanto, comng as equacoes
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F Ry By 49 Hag | Norma{R)
LinearSolve ~2.80 1077 10 -1} —1.0] —1.0 2.0
SVD{A)- 14 valores | -2.89-107% | -1.0 ] —-1.0] —1.0] 1.0 2.0

SVD{A) - WBvalores | —4.07 1077 | —1.0] 1.0 -1.0] =1.0 2.0
SVD{A’) - 13 valores | ~3.54-1077 | 1.0 | 1.0 | -L.0 | =10 2.0

ey Inaioy desvio entre as coordenadas By a Ky

Tabela 3.7: Restduos da solugdo do sistema Ax = b (20x14).

que envolvem restrigdes sobre a energia cinética foram divididas pelas frequéncias naturais
dos respectivos modos, o lado direito das respectivas equagdes torna-se 1. A tabela 3.7 mos-
fra entio que o membro da esquerda das equagtes envolvendo as energias fol praticamente
aule, o que wndica que os valores obtidos para as massas foram muito pequencs, a mesma

coisa ocorrendo com as rigidezes,

Nio temos conseguido, vé-se, uma solucao apropriada para o preblema colocado
da forma apresentada nesta subsegio. A aplicacao de solugoes de alta precisao por produtos
sscalares Stimos [Ludyk-90] ndo foi vealizada neste trabalho. Deve-se notar que o problema
proposto desta forma €, de fato, de difici] solugdo. Uma discussao sobre este aspecto &

apresentada na secae 3.6,

3.5.4 Desacoplamento Inercial - Matriz Rigidez Simétrica - Me-
nos RBestrigoes

Uma vez que nao ¢ possivel encontrar um sistema desacoplado inercialmente que
satisfaca, pelo critério de minimos guadrados, as 20 resticbes imipostas sobre as matrizes
massa ¢ rigidez deste sistema, podemos pensar em reduzir o nimero de restrigbes, de forma
& encontrar um sistema que satisfaca parcialmente as restricdes necessdrias as mafrizes massa
e rigidez do sistema desejado. As restrigdes a serem satisfeitas devem ser as de mailor interesse
do usuario. Para infcio retiramos seis restrigdes do conjunto inicial, de forma gue temos que
iratar um problema determinado 14x14. O conjunto das restri¢des escolhidas, expresso em

trés consideragoes, € o segninte:

- As 3 primeiras frequéncias naturais do sistema discreto sao exatamente as 3 primeiras
frequéncias naturais do sistema cotinuo. _

- (s 3 primeiros autovetores do sistema discreto tém entre suas coordenadas as mesias
relaches dos 3 primeiros vetores @ da expressao 3.12 {on 3.28), isto €, estes vetores @ sao
autovetores do sistema discreto,

LA wnergia cindtica presente nos 2 primeiros modos de vibrar do sistema disoreto ¢ exalas
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mente a mesma do sistema continuo em cada um de seus 2 primeiros modos.

Estas consideracoes resultam num sistema linear 14x14, cuja matriz A {veja subsegao

anterior) ¢ composta pelas linhas 1 a 12 ¢ 16 a 17 da matriz apresentada A referida na

subsecao 3.3.1. Hessalia-se que este sistema também é mal condicionado, tendo a matriz
A, neste caso, wmn nimere de condigio A(A) = 3.09 - 10** ¢ matriz pré-condicionada A’,
E{A'Y = 4.59 - 1072, Os valores singulares da matriz A e da matriz A’ 530 mostrados na

equagao 3.39.

A A
oy = 3.460712 - 10° 1613212 - 10°
gy = 7.683922 - 10° 7y = 1495517 - 107
on = 5176726 - 10° 73 = 1.495517 - 16°
oy = 3261524 - 108 oy = 1348121 - 109
o5 = 3.716385 . 10° 75 = 1166371 - 10°
3,208781 - 109 oy = 1078399 - 109

I
2
I

il

Fag = ped E; Jq}
s = 3008614 . 109 oo o= 9.958140 - 10~ T
ag = 2276326 - 1Y oy = 3843115 1071

8.016767 - 1071
5.570523 - 10~

oy = 2.190370 - 10Y T4
oo = 1544075 - 10Y o0

il

1

oy = 6340703 - 107 gy = 5.ATEH23 177
iy = 6.940703 - 1072 oy = 2.320880 - 1077
ay3 = LBBOGST - 107 o3 = 4198992 <1077
drg = 34232051078 gy =0

Note que, neste case, a variancia do conjunto de valores sigulares da matriz A ¢

grande, mas existern uns poucos valores de magnitude bem menor que a dos demais. Para a

matriz pré-condicionada, de maneira mais clara alnda, existem poucos valores singulares cuja
magnitude é muito menor que a dos demais. Note que a matriz A’ é singular para a precisao
numérica utilizada. Logo nio fard sentido utilizar as solugho com 14 valores singulares
para A, A tabela 3.8 apresenta caracteristicas do residuo R = Ax — b para algumas
técnicas empregadas no caleulo da solugao x. Aqui, diferente da tabela 3.7, temos verificado
o mhximo residuc sobre as restricdes envolvendo os antovalores e autovetores e o desvio

mAximo sobre as restricaes envolvendo a energia cinélica, e © dipas, respectivamente.

A opcdo LinearSolve refere-se & solucio do algoritmo interno do seftware MATH EMATICA

para o sistema.
Nota-se que a melhor valor solugao ocorre quando se toman 13 valores sin gulares,

{3 pré-condicionamento da matriz A nao methora a solugao devido ao [ato do seu stltimo
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E . o Norma(R)
LinearSolve 170 < 10% | 444 . 1078 4.46 - 104
SVIHAL - 14 valores | 1.25.106% | 7.56 - 1073 187 - 105
SYD{A)- 13 valores | 418 - 107% | 1.08 . 1072 1.51-107%
SVD{A) - 12 valores T-107% | ~1.00 - 10° 1.41 - 10°
SVD{A’)- 13 valores | 5.10 - 10~% | 1.08 - 10~% | 1.51 1072
SVD{A’Y - 12 valores | 1.50 - 107% | —1.060 - 107 141 - 107

dimaz: maior desvio entre as restrigies sobre antovalor/autovetor

[
]

dimuyt malor desvio entre as restrigdes sobre energia cinética

Tabela 3.8: Residuos da solugdo do sistema Ax = b (14x14) para os 3 primeiros

autovalores/autnvelores e duas primeiras energias cinéticas.

valor singular ser nulo para a precisio numérica com gue o computador utilizado traba-
tha. Reparamos que, de modo geral, as equagdes referentes avs autovalores e autovetores,
como no sisterna 20x14, sdo melhores satisfeitas que aquelas referentes a energia cinética.

Trabalharemos com a solugdo aujo residue possui menor aorma.

Outra opgao que temos é trabalhar com a solucdo de minimos quadrados em um

sistema intermediario entre os dois estudados até aqui, Consideramos basicamente 3 opgoes:

- Satisfazer a condicdo sobre 3 autovalores/autovetores (modos consecutivos) e sobre 7 ener-
gins {entre os modos considerados).
- Satisfazer a condigdo sobre 3 antovalores/antovetores {modos consecitivos) e sobre 3 ener-
gias {entre os modos considerados).
- Satisfazer a condicio sobre 3 autovalores/autovetores (modos consecutivos) e sobre 4 ener-
gias.

A exigéncia de modos consecutivos deve-se ao fato de ndo fazer sentido ajustar
o sistema para uma faixa de frequéncias desconsiderando um modo interno desta faixa.
Resta entdo considerar os 3 primeiros ou os 3 ultimos modos. Nio consideramos as opcoes
de satisfazer parcialmente as restrigbes sobre autovalor/autovetor. Exigir, por exemplo,
que apenas o i-63imo autovalor do sistema discreto seja igual ao correspondente do sistema
continuo nos forgaria considerar wma equagao nao linear, dada pela condigio de que este
autovalor @ raiz do polindmio que caracteriza os autovalores do sistemna discreto. Mesmo
problema terfamos se quiseéssemos satisfazer apenas a restrivao sobre o autovetor, Vamos
s interessar pelos 3 primaros modos o tentur ajusta-los por 3 tentativas, satisfazendo as

segnintes restricoes:
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1 -3 primeiros autovalores/antovetores e duas primeirvas energias (ja realizado).
2 - 3 primeiros autovalores/autovetores, segunda e terceira energias.

4 - 3 primeiros autovalores/autovetores, primeira, segunda e terceira energias.

A tabela 3.9 apresenta um resumo a respeito de todos os sisternas considerados
nesta secao. Ressalta-se que todas estas solugdes correspondem aquelas que apresentaram
o residuo de menor norma entre todas a técnicas utilizadas. Neste caso, a melhor solucao
‘para todos os problemas considerados foi obtida considerando 13 valores singulares sobre a
matriz pré-condicionada AL A tabela apresenta, em ordem, a norma do residuo da solugio
apresentada, todas obtidas pela consideragio de apenas 13 valores singulares sobre a matriz
pre-condicionada A’ os desvios percentuals entre as frequéncias naturais do sistema discreto
obtido e do sistemna continuo e os desvios percentuais entre as energias cinéticas de cadas
modo do sistema discreto e do sistema continne. A ordem nuwmérica que aparece na tabela

refere-se exalamente a ordem em que aparecem na relagao anterior:

i Norma{B) [ dp % | dep % [ Aoy % sy W Ldpy % L dps % | dga % ] dega %

f TILAL-107% ] 000 .00 (3.00 ? 108 1.06 2TEG 1 13585 {7)
2 LF7 100 000 1000 (008 7 1067 | -8.74 | 1519 | 11299 (7)
310631070 000 .00 .60 ? S16.33 1 -14.52 ) 788 994817

dpi desvio entre as fregquéncias naturais dog sistemas continuo e do discreto.

dp desvio entre as energias cinéticas dos sistemas continuo discreto.

Tabela 3.9 Aprovimacde do sistema continue por sisternas desacoplados inercialmente

As interrogagbes que aparecem para dpy devem-se ao fato de, no calculo das
frequéncias naturals, obtermos um valor complexo [1.7927) para a quarta raiz da equagao
polinomial Det[—w*M + K] = 0. Isto mostra que estes sistemas ndo sdo fisicamente repre-
sentaveis,

Concluimos, pols, gue a ntilizacdo de minimos quadrados sobre o conjunte de
restricdes (total ou parcial} ndo conduz a uma solucdo adequada do problema (ac menos do
ponto de vista fisico). Continuando o estude, passaremos a uma aproximagio que, embora

utilize ¢ sentido dos minimos quadrados, é operacionalmente diterente,
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3.6 Matriz de Rank Deficiente no Problema de Dis.

cretizacao

3.6.1 Consideracoées Iniciais

A solugao proposta por Santos [Santos-38] pode ser expressa, como ja dissemos,
por um sistema 20x20.  Devemos reparar que, uma vez que nao ha, naquele método, a
restrigdo de que a matriz massa seja diagonal. o sistema formado pelas equagoes de restricio
sobre os antovalores e autovetores resultam um sistema que permite infinitas soluches, pois
poasul mals equagoes que incognitas {16x20), deixando 4 varidveis livres para arbitrio. Santos
completa esta lacuna exatamente com as restrigdes sobre a energia cinéfica, acrescentando
mais 4 equagdes ao sistema. Devemos notar, todavia, que, se restringlmos nossa mabriz
massa & uma matniz diagonal, as restrigdes sobre autovalores e autovetores conduzem, neste
no¥Io Caso, a win sisterea 16x14, que € homogéneo pela propria natureza das equagoes gue
relacionam autovalores e autovetores. Nao se pode esquecer, portanto, que o referido sistema
s¢ admitird uma solucdo nado trivial se o rank da wmatriz resnliante for inferior a 14, Isto
nac ocorre no posso caso particular, de fora que, tentar ajustar autovalores/antovetores
# energia cinética €, para o problema colocade desta forma, tentar ajustar duas colsas, em
principio, antagdnicas.

Consideremos inicishmente as restricoes sobre os autovalores e autovelores apenas.
LComo vimos, a exigéncia de que a maltriz rigidez seja diagonal conduz a um sistema 16x 14
homogéneo. Vimos também na subsecio 35,2 que, uma vez encontrados o8 autovalores
¢ autovetores do problema, podemos pré-multiplicar a equacio resultante por wuoa matriz
qualguer de mesma ordem e os autovalores/autovetores nao serfo alterados. Isto equivale
a dizer que, uma vez fixados os autovalores ¢ autovetores do problema, existirio infinitas
matrizes massa e rigidez que estarbo em condicdes de satisfazé-los. O que Santos [Sa.nf:a}s;?ig}
faz & tomar aquelas matrizes que satisfazem as restrigdes sobre as energias cinéticas de cada
modo.

Pode ocorrver, todavia (¢ este ¢ o nosso casa), que o sisterna resultante quando
se exige que a matriz massa seja diagonal tenha rank completo. Neste caso, as equacdes
fque representam restricoes sobre os autovalores e autovetores sé admitem a solucio trivial,
Como sabemos que, ao final, devern existir infinitas matrizes satisfazendo nosso problema de
autovalor/autovetor, concluimos que os autovalores efou sutovetores ariginais devem sofrer
alguma mudanca para permitirem isto. Esta mudanca tem que ocorrer pela propria natureza
do problema de avtovalor/aniovetor (sobre sto laremus mals adiante} ¢ pude surghe pela

propria aprosimaciao da mabeiz resultante por oulra de rank sdeliciente, Fuatretante, nm
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processo iberalivo e/ou interativo pode ser necessario. Interativo porque pode necessitar de
varios passos até que determinado critério de convergéncia seja satisfeito. Interativo porque

pode ser necessaria uma inferferéncia do usuario durante o processo de ajuste das matrizes.

Para melhor colocar ¢ problema, consideremos nosso sistemma Ax = b original

{20x14}. Este sistema pode ser subdividido em outros dois, como lustrado a seguir

A x b

VA

G -1 by

Figura 3.5: Composigio do sistema Ax = b 20x14

Podemos entao escrever (by = Ok

Hx =

{3.40)
Gx = b

Como comentado um pouco antes, ¢ facil ver que para termos uma solugdo nao
trivial do sistema Hx = 0, o rank de H deve ser menor que 14, Como o rank de H é 14,
queremos aproxima-la por uma matriz de rank 13, Poderfamos aproximé-la por uma matriz
de rank menor, mas experiéncias nos tem mostrado que isto nio é vantajoso, sobretudo se
um processo iterativo for necessario. Matematicamente falando temos o seguinte problema
a resolver: Fncoutrar a melhor matriz de rank 13 que aproxime a matriz original de rank
14, Para tanto utilizaremos uma decomposicac em valores singulares da matriz H, tal

como apresentado na secao 3.5. Recordando a decomposicao em valores singulares, podermos

gscrever a malriz B na forma

14
H=Usv? = Zoq;uiv? oy way 2 2o, >0 {3.41)

e

Se tomarmos n valores valores singulares {n < [4) na série, teremos a melhor
p oy Tyl R S R S . DS PR R
matriz de rank » que aproxima a matriz H pelo critério dos minimos quadrados [Bjdre k871

ii}_i;11_3_1:-:{-_*{1--9{_'}]. Porem a matviz resuftante nao possuivd, na maioria das vezes, a miesing



Matriz de RHank Deficlente no Problema de Discretizacao 74

estrutura® da matriz original, pois aparecem elementos ndo nulos em posiches cujos ele-
mentos sdo nulos pa matriz original. A estrutura da matriz H pode ser representada, uo

caso presente, por um conjunto de 4 blocos 4x14 com a seguinte estrutura:

Dy | Biz | Bin | D w? Pir
@51 Bin § Pia | Bya widis
Pn @ig Gip | By wi iz
@5y Ti Tip | B .

enide o subscrito @ indica o modo correspondente do autovalor/autovetor & os subscritos 1.4

mdicam a correspondente coordenada dos autovetores.

E também importante lembrar gue as restrigdes sobre as energias cinéticas nao
serdo rigorosamente satisfeitas. No entanto, as condigoes que devem ser mais rigorosamente
satisfeitas podem ser discutidas pelo especialista, Com o problema colocado da forma apre-

sentada agqui, podemos discutir dois poutos principas, a saber:

- Satisfazer as restricoes sohre os autovalores e antovetores.

- Satisfazer as restrigdes sobre a energia cinética de cada modo.

Nao ¢ dificil ver que uma solucdo acurada para ambas as restrigdes nao € tarefa
das mais faceis. Apenas para se ter uma 1déia do problema, consideremos o método proposto
sor Santos em [Santos-88], que resulta nas matrizes M e K das equagdes 3.24 ¢ 3.25. Supo-
nhamos que queiramas agora ohter um sistema formado por matrizes M e K’ desacoplado
inercialmente que aproxime o sistema represeutado pelas matrizes M e K. Se quisermos
aatisfazer exatamente as restrigdes sobre a energia cinética de cada modo, temos a seguinte

equacao matricial a resolver:

Diag(w' 1QTM'Q = Diaglw))PTMP, {3.42)

onde as matrizes P e @ sdo as matrizes dos autovetores do sistema original e adaptado,
respectivamente,

Suponhamos que queiramos satisfazer exatamente as igualdades entre as frequéncias
naturais. Entio queremos Diag(w’?) = Diag(w?), Neste caso, a seguinte ignaldade deve ser

satisfeita:

4 estrutura da mateiz compreende as relagdes entre os seus eletenton. Assiin uima malriz stiodlricn
possii uma estrutura definida. Toda miatriz cony estroturs o pode ser nbtida pela mabrizes que formus
a base do referido sspaco matricind, tal qual todos os wtores de nin cspago vetorial podem ser obtidos pela

Base deste espiga,
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M=PQ'MQP (3.43)

Se fizermos uma decomposigao em valores singulares da matriz M femos

M=UzV? (3.44)

Se exigimos M digonal, ela pode ser escrita como M = DX = /DEVD, onde a

matriz D} também € diagonal, de forma que podemos reescrever a eguacgio 3.43 como

M =P 7QTVDEVDGP ! (3.45)

Comparando as equagbes 3.44 ¢ 3.45 concluimos que

VDQPt = VT S (346)

f.'g onde vem

Q=D Vvip-t (3.47)

Note gue ndo hd penhwma aproximagao no resultado. A matriz M’ pode ser
aiustada de forma a satisfazer as restrigdes sobre energla a cinética de cada modo, atraves
de um sisterna dxd.  Entretanto os autovetores obtidos sao multo diferentes do sistema

original. Na subsecio seguinte analisamos o problema através de dois casos particulares.

3.6.2 Estudo de casos para o Procedimento da Subsecao 3.6.1
3.6.2.1 Caso 1 -~ Sistema Continuo da Secao 3.2

Como primeiro case, consideremos a matriz massa M da equagao 3.26 e os autove-
tores da equacio 3.28, que sdo os auntovetores normalizados pela massa do sistema formado
pelas matrizes massa e rigidez das equagoes 3.26 ¢ 3.27. Se queremos obter um sistema de-
sacoplado inercialmente (matriz massa M’} que tenha as mesinas frequéncias naturais deste
sisterna e as mesmas energlas cinéticas em cada modo, temos que satisfazer a velacao 3.40.

Realizaudo a decomposicio em valores singulares da matriz M temos M = US VY,

eapele
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0.248579  —0.257814 —0.930420 —0.077834
U | 0193034 —0.915343 0.285087  0.204671 o
=V = o i o (3.48)
~0.9482790 —0.261146 —0.179206 —0.021311

~0.041333 (.165774  —0.138596 0.975499

0.257002 0 0 8
v { 0.2525060 & a (3.49)
{ 0 (1.204136 0 ‘
0 0 0 0.150703

Para computar a matriz diagonal M’ através das restricdes sobre as energias

sinéticas podemos montar ¢ seguinte sistema 4x4:

4]
")

0031551 0.392217  1.504653 3.547504 my 1.0
0.500787 1.827261 0.335452 1.785526 my | | L0 -
1.818278 0.240257 1.497828 0.941565 ma | | 1.0 3-30)
| 2433901 1637214 (.AB1363  0.249169 1 1.0
que resulta
—~{.266072 0 0 0
( 849627 0 0
N ) 0.649627 0 (3.51)
0 0 1026609 O
0 0 0 —0,229999

DPevemos notar que a matriz que opera sobre as massas my a my na equagio 3.50
corresponde exatamente as 4 colunas mais 4 direita da matriz G da equacio 3.40, que é ob-
tida pelas 4 dltimas relagbes expressas em 3.31. Neste ponto ja podemos detectar & grande
dificuldade de satisfazer a diagonalidade da matriz massa e a igualdade de energias cinéticas
e dos autovetores pela presence massas negativas no sisterna equivalente. Poderfamos desistir
do raciocinio por aqui, mas vamos continué-lo para mostrar que o problema nio para nos
sinais dos valores das massas. Alids, lembramos que os valores sdo apenas de um caso parti-
cular. Podemos obter uma matiiz massa diagonal com todos ox valores positivas para outros

cason. Devernos observar, contoda, que a propna nmagnitude dos valores & incompativel vons
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o sistema original. Veja que obtemos para uma das massas mais de 1 quilo, e a massa total
do sistema real é inferior a2 600 gramas. Nio computaremos a matriz € porque ebteremos

valores complexos que serdo originados quando compuiarmos a matriz VD,

3.6,2.2 Caso 2 - Viga Biapoiada Modelada com 2 Graus de Liberdade

Consideremos uma viga biapoiada da qual conhecemos o movimento em z = 51 /12

ez = /12, conforme mostra a figura 3.6.

! A
o e
5 x
i ]
A 3 A A A= bh

Figura 3.6: Vige biapotada de comprimento |

Equacionande o movimento de vibragao livee deste sistema, tal como na segao 3.3,

encontramos que a equagio para o deslocamento r{z) é [Gormam-75]

. . Awl
r{x) = a;sin{ Fx) 4= f—-f?z» (3.52)

onde p & a massa especifica, A é a drea da segdo transversal da viga, £ é o mddule de
elasticdade, I ¢ o momento de indrela de drea, w ¢ a frequéncia natural do i-ésimo modo e
o & uma contante que depende das condiges lniciais. As frequéncias naturais deste sistema,
obtidas através das condigdes de contorno a serem satisfeitas, sao dadas por

' g , .wEl
sin{Aly=0= 8 = % L

pAl

Os vetores © (fazer analogia com a secao 3.3) para este sistema sio

L1+ 3 o o L 2/ V2
I LTI

LNy 1l TIpAl | —2/3

A meabriz massa para o sistema de 2 graus de liberdade computada wsando o

procedimento proposto por Santos [Santos-88] €

Al fi t— 3
M = -_-_&ih{;w_ﬁ. _ S \/in {:1.54)
T4V -0 33
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Fazendo a decomposigio em valores singnlares da matriz M temos M = UZVT,

onde
~{L.G09575  0.415540 pAl £.334438 0
U=V=| " e = L (3.55)
0.415540 0.909575 7+ 443 0 4.397613

Para computarmos a matriz massa M’ diagonal através das restrigdes sobre a

energia cindtica de cada modo temos que resolver o seguinte sistema

1 1 ER LI m A Al 2
(1 + /3 _ my || L0 M 2 0

— TR 3.561)
4pAl 2 8 1Ly 1O J I+ 3\/f§ 4 14+ V@ (3

K

Notenios que, embora a massa total do sistema desacoplado seja consideravelmente
menor que a massa do sistema real (0.732pAl), nac existe nenhum absurdo, como acaren
w0 easo anterior. O fato de a massa total do sistema discreto ser menor que a massa do
sistema continuo deve-se & aproximacio por apenas dois graus de liberdade. Entretanto,
Santos mostra que, quando o niimero de graus de liberdade considerados para a discretizagac

aumenta, os valores das massas totais dos dois sistemas ficam mais proXimos.

Se quisermos escrever M = DY = VDEVD temos gue a matriz D deve ser

T4+ 44! 3.315734 £}
po [h4v3 035m0 (3.57)
3+ 23 0 {.621258

Computando a matriz Q dos autovetores do sistema desacoplado temos

Q= V3 ~2.943440  —4.380932
T oAl 3+ 203 | 3748324 2518406

Nota-se grande discrepancia entre 0s vetores Q do sistema desacoplado inercial-

©(3.58)

mente e os vetores P do sistema acoplado. Algumas observagoes sao importantes, a saber:

. Tievemos observar que, para a computagao da matriz massa diagonal M através da res-
tricSes sobre a energia cinética, tomamos os proprios autovetores do sistema acoplado. De-
vernos reparar que o primeiro membro da equagao 3.56 corresponde exatamente a PIM'P,
comn P = [®,9:]. Pode-se argumentar que estamos querendo encontrar uma matriz  de an-
tovetores para o sisterna desacoplado sendo que, de anternao, Ja usamos para a computagao

daguela matriz, nma outra gque considera o5 autovetoves do sistema acoplacdo. Lembranos
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uue a matrz M pode ser computada por outros eritérios que nao apenas as restrigoes sobre
a energia cipética. L razodvel, porém que a tomemos de forma que 0s autovetores consi-
derados estejam o mais préximo possivel dos anovetores do sistema acoplado, pois € isto
que desejarnos. Era, portanto, de se esperar que, computando a matriz M' com os PIoprics
antovetores do sistemna acoplado, a matriz Q estivesse préxima de P. Se isto ooorTesse,
poderiamos retornar e computar uma nova matriz M’ com os vetores Q e repetir o pro-
cesso até que a matriz M, e consequentemente a matriz Q se estabilizassem. No entanto, a
gmmie sensibilidade dos autovetores ao desacoplamento {com as hipéteses consideradas) faz

o processo divergir e as matrizes § estardo, a cada passo, mais distantes da matriz P,

- Devernos observar que o fato de tormarmos os autovetores do sistemna acoplade inercialmente
e montarmos um sistema de equagdes de forma que as energias de cada modo do sistema
desacoplado sejam iguais as respectivas energias do sistema acoplado nio implica que esta-
jamos exigindo PTMP = PTM'P. Se ohservarmos o sistema da equagao 3.55, vemos que
as duas equagtes ali expressas correspondem PTM'P, = PTMP, ¢ PIM'P, = PIMP,.
Entretanto, nao estejamos exigindo que PYM'P, = PIM'P, = 0, de forma que escrever
3.55 nao é exigir PTMP = PTM'P.

- Por conta da observagio anterior deve-se procurar qual a implicagdo do fato de nao exigir-
mos PTM'P2 = PTM'Py = 0 em 3.55. Quando fazemos isto, estamos exigindo que algo no
sistema tenha de mudar para manter a ortogonalidade dos modos. Lembramos, todavia, que
esta mudanca ocorre guando computamos a matriz Q e gue o fato de tomarmos a pedpria

matriz P oem 3.55 € apenas um “chude” inicial,

- Lembramos ainda que, quando escrevemos PPMP = Q7M'Q, nio estamos fazendo ne-
nhuma restrigdo sobre a energia cinética, pois 1ste ndo implica que as energias cindticas dos
ststemas acoplado e desacoplado em cada modo sejam 1guats. Esta condi¢io so aparecera
guando computarmos a matriz rigidez. Notemos, na expressdo 3.25, que a computacio da
matriz rigidez utiliza tanto a matnz ¥ quanto a matriz Diag(w?), além da matriz de auto-
vetores. Computando a matriz rigidez (que chamaremos K') com a matriz Diag{w?), com
a matriz @ e com a matriz Y devidamente recalculada para os novos autovetores [Q), es-
taremmos garantindo que o sisterna M'X + K'x = 0 tem frequéncias naturais iguais ao do
sisterna MX 4 Kx = 0, as mesmas energlas cinéticas em cada modo e antovetores dados

pelas colunas da matriz Q.
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3.6.3 Proposicio de um Método para a Obtencao do Sistema

Desacoplado

Do exposto na subsegdo anterior concluimos ser praticamente impossivel satisfa-
zer a igualdade de frequéncias naturals, autovetores e energias cinéticas entre os sistemas
acoplado e desacoplado inercialimente. Uma vez descartada a hipétese de satisfazer rigorosa-
mente estas exigéncias, passemos a uma interessante aproximagac do sistema continuo por

um discreto equivalente inercialmente desacoplado.

Consideremos as restrigoes sobre autovalores e autovetores e o sistemna da equagdo
340, Seja H' a matriz de rank 13 que aproxima H no sentido de minimos quadrados e seja
v um vetor no espaco nulo de H'. Reparemos que existem infinitos vetores no espago nulo
de ', que sio multiplos de v. Destes vetores, procuramos aquele que melbor satistaz as
restricdes sobre as energias cinéticas. Seja cv esta vetor. Recordemos que as restrigoes sobre

as energias cinéticas podem ser expressas pelo sistema

Gx = b

4

.
s
il

59)

Levando em conta que a solugdo procurada deve estar.no espago nulo de H pode-

o8 escrever

Gve = by (3.60}

Vejamos que nossa incdgnita agora € o escalar ¢, Devemos tomar a solugao de

miinimes quadrados que @

(Gv) by
(GvIT(Gv)

&=

(3.61)

Fste método tem a caracteristica de satisfazer muito melhor as restrigoes sobre
autovalores/autovetores que aquelas sobre as energias cinéticas. Além disto, o fato de nao
mantermos a estrutura da matriz H quando computamos a matriz H’ {az com que incorramos
num erro em alguns autovalores/autovetores, Entretanto, € possivel ajustar muito bem os
autovelores/auntovetores dentro de determinada faixa de frequencia, deixando guase todo o
erro numa faixa que nao ¢ de interesse. Também temos verificado que o fato de refinarmos o
ajuste dentro da faixa de frequéncias de interesse nao torna descont rolado o erro fora desta

faixa, isto é, o rrro cometido nao ultrapassa certo linnite.
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Comio exemplo, consideremaos nosso sistema continuo apresentado na secdo 3.2, A
solugao do problema leva & concentragio de erros nos modos mais baixos. Isto acontece
porque as equagdes que regem os modos mais altos tém termos de magnitude muito maior
que aqueles envolvidos nas equagdes dos modos mais baixos, fazendo com que estas equagbes
sejamn mais “rigides”. Para ajustarmos os modos mais baixos, damos a eles um PEeso malor

na sohigdo do problema.

A matriz H do sistemna Hx = 0 é apresentada na equagio 3.32, correspondendo is
16 primeiras linhas daquela matriz, As matrizes M e K’ apresentadas em 3.62 e 3.63 sio um
modelo adaptado para os trés modos mals baixos do nosso sistema original. As diferencas
absolutas entre as frequéncias naturais ¢ autovetorss com relacio ao sistema original sao
apresentadas em 3.64, onde o superscrito O indica o sistema original e a auséncia de supers-
crito indica o sistema adaptado. A equagdo 3.64 apresenta ainda as variagdes percentuais

das energias cinéticas em cada maodo eutre os sisternas original e adaptade.

0.1335493
0.1245941 )
M’ = (3.62
0.1781724 (3.62)
0.1013586

[ 1800201 - 10%  —1.136044 - 10% 4312982 - 10°  —7.260434 - (0
K - —1.136044 - 105 1234960 - 10°  —8.249202 10 2.277671 - 10° (3.63)
4312282 - 105 —8.249202 0 10° 2277671 - 10° -3.002027 100 o
1289537 <100 2.27THTL - 10°  —3.002027 - 10°  1.025459 - 10°

10~ fi=18.107%  [f0— fy=20 1077
VS = fo=30-107 1 = fs =25 10"
[0 = @i = 11107 {9f ~ @ =28 - 107"

{3.64)
|89 — dall = 130 -107% JOF — @, = 1.2 - 10¢
d,r.;l = 16.33% . (2{;3 = 14.52%
dga = 1.89% des = 114.1%

2 importante lernbrar que estes valores loram obtidos dando wm peso de 10° para o
primeairo modo, 5107 para o segundo, 107 para o terceiro e unitario para o quarto, Ressalta-

s e uma divisao dos pesos dados aos teés primeiros modos por H00 awmentaria os crros
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(s

nas frequéncias destes modos para a ordem de 1072, Para os erros nos respectivos autovetores
@ erre também iria para a ordem de 1072 Para o quarto modo, todavia, o erro nio cai na
Proporcio inversa, ficando 20.8 para a frequéncia e 1.17 para o autovetor. Isto indica que o
& €rro que se comete fora da faixa de ajuste ndo se torna desontrolado quando refinamos o

ajuste o interior da faixa.

Um método de ajuste para todos os modos, levando em conta tanto o rank quanto

a estrutura da matriz H encontra-se em desenvolvimento e as conclusdes sobre este método

devem aparecer em trabathos futuros.



Capitulo 4

Estudo Experimental

4.1 Dispositivo Experimental

O dispositivo experimental, apresentado na figura 4.1, consiste de uma viga en-
gastada (1} com massas localizadas (2) submetida 4 acio de wm excitador eletrodinamico
(3} e da forca de atrito na extremidade. O atrito sdlido ocorre entre uma superficie de ago
comum {4} e pastilhas de freio e a forga normal aplicada pode ser controlada através dos

parafusos {3}, O sensoramento da for¢a normal é feito com a utilizacio de LVDTs (6) através

7

da medigdo da deformagéo do garfo (7). A forca de excitacan é medida através de um sensor

dde forga plezoelétrico. A forca de airito ndo & medida.
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I - viga engastada : 2 - massas concentradas
3 - excitador eletrodindmico 4 - superficie de atnito
5 - parafusos para aplicagao da forga normal 6 LVI¥Ts
b 7 - dispositivo para sensoramento da forga normal

Figura 4.1: Disposilivo experimental. a: Esquema geral. b Sensoramenio da forca novmal
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A calibragio do sensor construido para a medicao da forca normal é apresentada
no apéndice D

O modelo utilizado para “representar” o sistema foi apresentado na secdo 3.2 e
‘o problema enfrentado para a obtencio de um modelo discreto equivalente foi discutido ao
tougo do capitulo 3.

4.2 Procedimentos

O excitador eletrodinimico foi conectado a uma das massas concentradas do dis-
positive (identificada na secio 3.2 como massa ms). A forca de excitagao aplicada pelo
excitador fol medida através de um sensor de forga piezoelétrico. A forca normal foi variada

em 4 niveis, a saber: nula, 5.8 N, 120 N e 175 N,

As aceleragles nas posicoes das massas concentradas foram medidas por ace-
lerometros. A frequéncia de excitagao foi variada através de um gerador de sinais {onda
senoidal}. Para o registro dos dados foi utilizadoe o equipamento de aquisicac AE-20 da
SOMA INSTRUMENTACAO. O sistema foi mantido em movimento durante 15 nunutos
antes de iniciarmos cada conjunto de aquisi¢des & fim de que a temperatura na regiao de

eontato fosse o mais estdvel possivel durante o processo de medicio.

As figuras 4.2 a 4.6 apresentam o dispositivo experimental. Fm 4.2 temos uma
visao geral da experiéncia montada com os egquipamentos e instrumentos utilizados. Em
4.3 temos uma visao mais clara do dispositivo experimental proprimente dito, além dos
comdicionadores de sinals utilizades na aquisicao de dados. Em 4.4 destacamos as “massas
concentradas” e os acelerdmetros, bem como o sensor de forca, instalado sob a Viga, na
conexdo com excitador. A figura 4.5 destaca o posicionamento dos LVDTs, que sio utilizados
para detectar a deformagdo do garfo, que fornecera, com as devidas transformacoes, a forca
norrnal aplicada pelos parafusos (de bronze) & superficie de ago, que também aparece em
destaque. Em 4.6, por fim, apresentamos em destaque o mecanismo utilizado para a acio
do atrito. Pode-se notar os dois pinos {de pastilha de freio) que ficam em contato com a

superficie de ago.
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figura 4.4 - Destague
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do sensor do Jorca normal

figura 4.5 - Destague dos LVDT s ¢
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figura 4.6 - Destague do dispositive de alrito
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As caracteristicas de projeto do dispasitivo experimental sio as apresentadas na

tabela 4.1 a saber

massa especifica do ago utilizado (SAE 1020) | 7684 Kgfm?®
médulo de elasticidade do material utilizado | 2.1 - 101 N/m?
comprimento total da viga 0.36 m

secao transversal da viga (base x altura) G.025x0.005m
distancia entre as massas concentradas 0.089% m

massa concentrada 17 0.0694 Kgq
massa concentrada 2 0.0881 K¢
massa concentrada 3 0.1049 Ky
massa concentrada 4 0.08909 K g

* da esquerda pars a direita

Tabela 4.1: Dados de projeto do [Nspositive Experimental

4.3 Resultados

Nesta seqac apresentamos resultados obtidos experimentalmente e resultados obti-
dos pela simulagio numérica do movimento do sistema equivalente obtido através do método
desenvolvido no capitulo 3.

Primeiramente comparemos as {requéncias naturais aproxituadas que foram veri-
ficadas durante a experiéncia com aquelas obtidas no capitulo 3, considerando o sistema
continuo. Falamos em frequéncias naturais aproximadas pelo fato de nao ter havido iden-
tificacdo destas frequeéncias, mas tao somente uma observacdo com base no comportamento
da amplitude de vibragdo do sistema durante uma varredura da frequéncia de excitagao. A

tabela 4.2 apresenta os resultados.

Teorica, Experimental Desvio
20.18 20.0 +0.90%
128.82 132.0 -2.40%,
360.85 352.0 +2.50%
635.13 6710 +2.27%

Tabela 4.2: Prequéncias “naturais”, tedrices € coperimentais
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Nao podemos esquecer que a analise tedrica nio levou em conta a massa do nicleo
do excitador, o que contribui para obtermos frequéncias naturais tedricas diferentes day
experimentats.

As figuras 4.7 e 4.8 apresentam o deslocamento da extremidade da viga para uma
frequéncia de excitagao de 20 Hz e amplitude de 15N, tanto para os dados experimentais,
quanto para a simulacdo. A figura 4.7 apresenta wmn caso em que o sistema pdo estava sob
o efeito do atrito, 0 que nio ocorre em 4.8,

E } i

600 5048 1660 1204
104

Figura 4.2: z, xt experimental e simulado. Sistema sem atrito seca

0.5 f i 7 T |
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& 200 400 800 eitH] )0 1201
10775

Figura 4.3: 2 xt experimental ¢ simulado. Sistema com atrile seco

Eobnportante comentar os resultados das figura 4.7 © 480 Shnolamos primeiro
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un sistema de 4 graus de liberdade sem atrito seco e sem amortecimento viscoso, levando
em conta as matrizes massa ¢ rigidez obtidas no capitulo 3. A awplitude da aceleracio foi
muito alta. Testamos, entdo, modelos de amortecimento proporcional até reduzir o nivel
da amplitude da aceleracdo para préximo do medido. A matriz amortecimento O que da o

resultade mostrado em 4.7 é
C = 50M + 107K

onde as matrizes M e K sdo as matrizes massa e rigidez obtidas no capitulo 3.

Esta matriz amortecimento foi utilizada na simulagio do sistema com atrito seco
e o3 resultados, como ja dissemos, estdo apresentados na figura 4.3, Para uma estimativa
da forca de atrito consideramos a lorga normal medida e um coeficiente de atrito estimado
conforme a literatura didatica sobre o assunto [Shigley-86]. O coeficiente considerado foi de
0.3, para superficies de ago ¢ material impregnado de asbesto. . )

Nota-se boa concordéncia entre os respostas medida e simulada. Neste ponto é im-
portante comentar os problemas enfrentados por Stelter [Stelter-901, referentes ao problema
de ruide, sobretudo gquando a frequéncia de excitagio cresce, Isto deve estar relacionado a
dots fatores:
- Quando a frequéncia de exitagao cresce, a mudanca de coeficiente de atrito de estatico para
dindmico e vice-cersa ocorre com malor frequéncia. Esta mudanga envolve uma dindmica
dificil de equacionar {geralmente nao modelada por causa de sua complexidade) e a instru-

mentagao pode nao permitir sua captagao (distingui-la do ruido propriamente dito).

- A dindmica envolvida na mudanga de coeficinetes de atrito altera a prépria dinamica do
sistema como win todo. Desta forma, se a frequéncia com que o coeficiente de atrito muda
£ aumentada, aumenta sua influéncia sobre a parte que é considerada linear, deslocande o

modelo real do modelo 1dealizado,

Além disto, os problemas numeérices a serem contornadoes durante a simulagao
de problemas ndo lineares ndo € pequeno. Sendo a precisdo numérica limitada e conside-
rando que a cada intervalo em que o coeficiente de atrito ndo se altera a resposta depende
das condiges inicials do proprio intervalo, pode-se inferir que as aproximacoes feitas nas
condiges iniciais vio conduzir a erros cumnlativos nos intervalos posteriores. Como exem-
pio, lembramos que, em alguns casos, a velocidade mudou de sinal mals de 306 vezes até que

o movimento pudesse ser considerado em estado perutanente.

Um aspecto importaite refere-se ao conteiido de frequincia da resposta do sistenia.

A figura LY aprescuta os cesublados da FET Draslormada rdpida de Fourter) da resposta
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Figura 4.4: FFT da vesposta medida para a extremidade da vign a 20 Hz

medida apresentada em 4.8, Observam-se harménicos miltiplos de 20 Hz e um especiro bem
“limpe”. Este resultado confirma a hipdtese usada quando se aplica o métode do balance
harménico incremental. Entretanto, o fato de o sétimoe harménico apresentar uma amplitude
muity alts nos leva a levantar algumas hipdteses, a saber:

- Existe uma contribuigao do segundo modo no sinal {frequéncia de 132 Hz}, responsdvel
pela grande amplitude do harménico em 140 He,

- A entrada possut harménicos em miltiplos de 20 Hz e alguns destes harménicos podem
estar com a amplitude alta, alterando a saida.

Para que estas questdes sejam discutidas apresentamos nas figuras 4.10 a 4.18 a
FFT das entradas (forga) e safdas (aceleracio na extremidade da viga) para os diversos niveis
da forga de atrito, nas frequéncia de excitagdo de 20 ¢ 40 Hz. Para os titulos das figuras 4.10

& 4.18 considere a seguinte simbologia:

- £y = Amplitude do forgamento aplicado & massa ms.
- Foor — Magnitude da forga de atrito aplicada.
- f — frequénecia de excitagio.

Chamamos a atengio para a escala vertical dos espectros apresentados. A difernca
de magnitude de um grafico para o outro deve-se ao fato de a FET ter sido realizada sobre os
valores em milivolts {nio Newtons), os quais dependem dos fatores de multiplicacio usados
na expeniencias ¢ variados durante a mesma. Nota-se também a varicio da forca £, o

mantida constante de nm experiments para n outro.
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Podemos notar que, embora ndo tenha havido contiole da forca de excitacio, ©
especiro das entradas é bem limpo, no sentide de que qualquer contendo em frequéncias
gue ndo a de intersse é muito menor que a amplitude do harmonico na frequéncia desejada.
Particularmente para as figuras 4.10 a 4.13 {niveis de atrito mais baixos}, os espectros das
entradas s30 muifo limpos, destacando-se que também os espectiros das saldas para o sis-
tema sem atrito (figuras 4.10 e 4.11} apresentam praticamente sé 0 pico correspondente &
frequéncia de excitagde. Rigorosamente, na figura 4.10, notam-se pequenos componentes do
segundo e terceiro harmoénicos da frequénda de excitagio, mas isto deve-se avs respectivos
componentes da entrada, o mesmo acontecendo na figura 4.11. Estas observagoes pratica-
mente excluem a participacdo do segundo modo nas saidas do sistemna linear. Entretanto,
ndo excluem a participacdo do segundo modo no sisterna nao linear. Isto pode ocorrer pelo
fato do atrito influenciar toda a dindmica do sistema. sobretudo quando a for¢a de atrito

Lresie.

Comentemos sobre a possibilidade de um harménico cujo pico € alto na entrada
manifestar-se na saida. Exceto para os niveis mais altos da forca de atrito {especialmenite para
F,e = 17.5N), o espectro do forcamento pode ser considerado praticamente limpo. Pode
ser, todavia, que, como uma entrada excita varias frequéncias na saida, uma combinagio das
saidas de alguns harménicos poderia gerar uma saida “alta” no sétimo harmdnico na figura
4.12. Vejamos que nao necessariamente o sétimeo harmodnico € alto, o que se comprova pela
fgura 4.13. Embora os niveis de atrito mais alto (sohretudo F,, = 17.5V) exijam cautela
e conclusbes mais gerals, os espectros apresentados nos fazem crer que o caso apresentado

erm 4.12 é um caso isolado, particular,

Nio acreditamos na hipdtese de que os harmonicos de entrada em 4,12 sejam os
principais responsavels pela magnitude do pico apresentado em 140 Hz na saida. Uma par-
cela vem sabidamente da excitagio em 20 Hz. Embora acreditemos que a magnitude do
pico do sétimo harmonico deva ser necessariamente menor que a magnitude dos harménicos
'prec:ed.entes (comparacdo com os sistemas lineares), nao encontramos nenhuma prova rigo-
rosa para isto. O que nos leva a acreditar nesta hipdtese é a incompatibilidade entre alta
frequéncia e alta amplitude em vibragdes de sistemas mecanicos e sugestdo dada por Pierre
[Pierre-85] de que a consideragdo de harmonicos até ordem 7 fornece, em geral, boa precisao
na computacio da resposta. Devemos notar que o préprio Pierre deve partir da suposigao
de que os harmoénicos de ordem superior devem ter participagao menor que os preceden-
tes. Alertamos, todavia, que esta conclusao estd baseada em testes realizados com sistemas

particulares de até dois graus de liberdade.

I provavel que a parcela extra (se assiin o for. além da participagio do setimo

harmdnico da entrada de 200 Hy), seja devida 4 mma paticipagio do segundo modo na
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resposta. Bmbora a frequéncia de ressonancia do sistema lnear seja 132 Hz para o segundo
modo, o atrite pode aumenta-la, de forma que esteja malds préxima a 140 Hz. Apesar de
um aprofundamento desta questio ser necessario, acreditamos na hipdtese de o atrito poder
“enrigecer” o sistema, fazendo com que os picos de ressonancia ocorram em frequéncias
superiores as correspondentes no sistema Hrvar. A fignra 2.15-a mostra um leve deslocamento
dos picos de ressondncia para a direita quasido o nivel da forca de atrito cresce em relacio &
excitagio.

Cutro fator que nos leva a acreditar na participagdo do segunde modo é a seme-
lhanga entre as respostas simulada e medida. O fato de o sistema simulado ser, de certa
forma, equivalente ao sistema continuo, garante que. em havendo participagio do segundo
modo na resposia do sistema continuo, também esta participagdo aparecera, de alguma forma
na resposta do sistema disereto.

Muitas outras medigbes em diversas frequéncias foram realizadas para um esfudo
mais profundo do sistema. Entretanto, a andlise de muitos fendmenos & tarefa das malis

complexas e consideramos satisfaténio o resultado parcial alcancado até este ponto.
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Capitulo 5

Analise e Conclusoes

Para finalizar o trabalho, passamos a analisar alguns aspectos importantes levan-

tados ao longo do mesmo e, a partir deles, tirar algnmas conclusGes ¢ sugestdes:
a} Métodos para andlise de sistemas nio lineares

Os principals métodos para andlise de sistemas nao lineares, excluidos procedimen-
o8 aplicados particnlarmente a sistemas com | gran de liberdade, foram apresentados. Os
procedirentos a que nos referimos dizem respeito a transformacdes algébricas, linearizacio
en torno de wm ponto de equilibrio, expansio da resposta em serie de Fourier com apenas
um on dois harmonicos, etc. .. Estes procedimentos englobam um a série de “artificios” pelos
quais analisam-se algumas equagdes diferenciais nao lineares, tais como a equagao de Duffing,

Van der Pol, Rayleigh e outras.

Salndo destes poucos casos, temos mostrado que os métodos mais gerais para a
analize de sistemas nio lineares mostram-se, no estagio atual, inadequados ao estudo de siste-
mas com atrito seco. Excessdo feita ao método do balanco harménico iucremeﬁtai, os demals,
tais como o método das formas normais, os operadores de Volterra, expansdes assintoticas,
muiltiplas escalas de tempo, efc. .., ainda necessitam de uma extensao/relaxacio para serem
aplicdveis aos sisternas com descontinuidades. Quanto ao balanco harménico tradicional,
alertamos que, em geral, chega-se apenas aoc harménico até segunda ordem. A partir daf
¢ complexo obter relagées para a curva de resposta em frequéncia, para o que, geralmente,
ele £ aplicado. Em sisternas amortecidos com atrito seco, a consideragao de somente dois
harmonicos  muitas vezes incoveniente. Além disto, se o ob jetivo é nma expressao analitica,

o procedimento funciona bem apenas para o sistema de 1 grau de liberdade,
bj Influéncia do atrito seco na curva de resposta em frequéncia

Embora as curvas de resposta em lrequénea tenham um aspecto qualitativo gual
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20 dos sistemas linearves, a diferenga é diretamente notada se tomarmos a relagdao entre a
amplitude da resposia e o forcamento adimensional nas figuras 2.3, 2,14 e 2.17. A relacao
néo linear entre a saida e a entrada fica evidenciada. Assim sendo, nao se pode usar apenas
o aspecto da curva de resposta em frequéncia para inferir se a nao linearidade atrito seco &

forte ou fraca.

Baseados nos resultados das figuras 2.14 e 2.15, notamos que a influéncia do amor-
tecimento viscoso sobre a curva de resposta em frequéncia é bem maior que a infludncia do
atrito seco. A influéncia do atrito seco ndo &, todavia, desprezivel, sobretudo se a forca de

atrito nae for muito pequena em relacio a excitagio.
¢} Modelo de Coulomb

Para 0s casos em que a frequéncia de excitagdo ndo for alta (inferior a 100 Hz, na
matoria das vezes), o modelo de Coulomb apresenta bons resultados. A andlise do sistema
real deve levar em conta, todavia, problemas relacionados 3 medicao, J4 comentamos um
pouco sobre isto no capitulo 4. Nao entraremoes na complexidade deste problema, mas
gqueremos frisar que, quando a frequéncia de excitacio cresce, a dinamica presente yuando
ha atrito pode condugir a fendmenos, se nao cadticos {Stelter-99], a0 menos com uma ordermn
complexa. O que se quer dizer com isto é que, em certo sentido, a “lei de formagde” da
resposta € complexa e, embora o sistema siga uma dindmica estabelecida, esta dindmica
nao € simples de determinar. Isto se deve principalmente & natureza das forcas de atrito,
Stelter mostra que existe um modelo mais apropriado que o modelo de Coulomb para o
coeficiente de atrito em certos casos, embora trabalthe, quando da identificagao do sistems
como um todoe, com o modelo linear por intervalos. Quando tratamos de proeblemas com
ordem complexa {(“grande entropia”}, é importante que o sistema de medigdo seja capaz
de permitir a deteccio desta ordem nos dados coletados. E neste sentido que falamos em
problemas relacionados a medigio. B também por isto que consideramos bons os resultados

simulados no capitulo 4.
d} Solugado exata no dominio do tempo

A escotha da solugdo exata no dominio do tempo provém do fato de outros métodos
nao serem aplicaveis a sistemas corm atrito seco. Embora o tempo computacional seja elevado,
acreditamos ser a solugdo exata a melhor forma, atualmente, de estudar sistemas amortecidos

comn atrito seco {modelo Coulomb) com malor niero de graus de hberdade.

Lembramos que estudar o sistema de 4 graus de liberdade aplicando o método do
balango harmoénico incremental considerando, por exemplo, harmdneos até ordem 5, nio deve
apresentar nenhuma vantagem com relacao & solugio exata [Plerre-85]. Lembramos ainda

gue, em aplicando o métadeo do balango harmdnion incremental, as varidvels que representam
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os deslocamentos devem ser redefinidas de forma a evitar o aparecimento de uma forga que
mude de sinal de acordo com uma diferenca de velocidades?. No caso da solugdo exata isto

&G £ Necessario,
e} Identificagio das matrizes massa e rigidez

A importincia da identificagio das matrizes massa e rigidex foi estabelecida o as
dificuldades enfrentadas foram apresentadas. Lembramos que estamos interessados em um
modelo simples, de nao rmuitos graus de liberdade, que represente bem certas propriedades
do sistema continuo, Assim sendo, a adocio de modelos com muitos graus de liberdade,
tais como um modelo por elementos finitos, esta fora do objetivo deste trabalho. Também é
clarc que ¢ nosso ohjetivo é estudar os efeitos “macroscépicos” do atrito e ndo os fendmenos
“rmcrosedpicos”, que sdo objetive da mecénica do contato. Nao dizemos com isto que o
refacionamento entre ambos nao ¢ importante. Muito contrariamente, o consideramos inte-

resaante,

Quanto a0 ndmero de restrigées levadas em conta no processo de identificacio,
lembramos que o método proposto pode incorporar outras restrigbes, tais como a exigéncia
de igualdade entre as massas totais dos modelos discreto e continuo, igualdade dos centros de
massas do dois sistemas, etc.. . Estas propriedades ndo sio contempladas no procedimento

original proposto por Santos, nem na discretizacio convencional Lumped Mass System.
] Grau de ordem do sistema

Embora o grau de ordem do sistema tenda a diminuir quando a frequéncia de
excitacdo cresce, as medicdes realizadas indicam auséncia de movimento cadtico no sistema
reat estudado,

g} Sugestoes para trabalhos futuros

- ( desenvolvimento do métado de identificagdo proposto no capitulo 3,

- A utilizagdo de observadores de estado para a identificagio do coeficiente de atrito a partir
da resposta medida,

- Desenvolvimento do algoritmo/programa contruide para a solugdo exata dos sistemas no
dominio do tempo,

- A influéncia do atrito seco na identificacio de pardmetros do sisterna quando ele estd

presente mas & desconsiderado no processo de identificagdo.

"Esta ndo & uma exigincia icremedidvel, mas a nao redefinicdo pode amnerdar sinda mais o trabalho

cosnputactonal, aliur de complicar o algoritme de solugio.
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Apéndice A

Sistema de 1 Grau de Liberdade com
Atrito Seco

A equacao de movimento do sistema livre com atrito de Coulomb pode
ser eserita como [veja figura 2,10

ma” + kx4 g NSynla’) = 0 "

!&_r; >. }~£‘§ i\fr i )
onde Sgn{z') = £1 é a funcho sinal dependente da velocidade, se positiva ou negativa,
respectivamente. g, e uy sao os coeficientes de atrito estdtico e dindmico.

Bealizando & uma adimensionalizacio equivalente a expressa na equacio 2.2, isto

S

i {: [T e
wh = me T Ewel, po= gt Y= j}f"gt =gl ()
podemos escrever a equagdo 1 na seguinte forma { oy =odyfdr);
§+y+ pSgn{y) =0 (3)

onde Sgn{y) = 1, conforme Sgn(z’). Note-se que o sistema linear adimensionalizado de
forma equivalente a esta possui frequéncia natural unitgia.

£ importante reparar gue a equacgio 3 pode ser interpretada como de um sistema
de um grau de liberdade com massa e mola unitdrias e coeficiente de atrito @, de forma que,
equivalente a 1, a equagdo 3 s6 é valida para |y| > 1. '

Multiplicando 3 por g e integrando com relagio ao tempo temos

S8 syt = o = pySgn(y) (4)

Os termos da equagdo 4 podem ser interpretados, respectivemmente, como 4 energia
cinética do sistema, a energia potencial do sistema, a energia inicial (ne lmite inferior da
integracio) e o trabalho realizado pela forca de atrito do instante inicial alé o instante
considerado. Notemos que, na auséncia de atrito, a energia total do sistemns se conserva.
Batretanto, aqui, esta energia varia com o deslocamento devido ao trabalho da forga de atrito,
Be plotarmos a energia potencial como funcao fda posICRo i, podemos visualizar gralicamento
a queda da amplitude de vibragdo. A figura 1 mostea o comportamento do sistoma, A
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Figura 11 Queda de amplitude no sistema livre de | G com atrito sero

tnergia cnetica em determinada posicio y é dada sempre por um ponto sobre a parabola.
(} complemento até a energia total {linhas inclinadas) fornece a energla cinética. Notemos
que a inclinagao das “linhas de energia total” depende unicamente da forca de atrito, agul
convenienternente indicada na forma adimensional por g Para g = 0 terdmos uma linha
horizontal, indicativa de que a energia total presente no sistema ¢ constante neste caso. Os
pontos ¥y, Ya, . ¥y 580 pontos de energia cinética nula, isto €, pontos de reversio, ou retorno.
Quando um ponto de retorno ¢ alcancado, a forca de atrito muda de sinal, dai a mudanca
na inclinagao das “linhas de energia total” em cada intervalo entre dois pontos de retorno.
{J movimento persite até que um ponto de retornoe seja alcancado e a forga restauradora nio
seja capaz de vencer o atrite estdtico. Isto ocorrera quande a inclinagdo da curva de energia
potencial for menor que 1. Neste caso, o corpo entra numa “zona morta” e o movimento
cessa imediatamente. Caracteriza-se o que, no texto, definimos como aderéncia permanente.

A gueda de amplitude pode ser vista também atraves de uma transformacio da
g e i

eqnagao 4, que pode reescrita como

1.. 1 e . ‘ .
siT 5y + pSen(p)) = Eo+ % = kg (3)
ou anda
Py + pSgn(i)) = 265 ()

[sto mostra que, para cada intervalo em gue o velocidade nao muda, as curvas do

plano fasr sio chronnferéncias de contyo LpeNgrd .67 e o dado pela radz quadreada, e R
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Figura 2: Plano fase do sistema livre de 1 GL com abrito seco

bai corno mostra a ligura 2.

Notemos que a amplitude de vibracio sofre um decréscimo de
AY = iy = g = 2p (1)

a cada melo oo de oscilagdo, o que, devidamente transformado para o sistema ndo adimen-
stonalizado, fornece uma queda de

A
e

_3; = Tigy Ty ED e . (

Isto significa que, se o periodo de oscilacio for constante, como sera mostrado, a
armplitude decaird linearmente com o tempo.

Para calcular o periodo de oscilacio, consideremos primeiro a velocidade em cada

wtervalo. Da equacio 6 podemos escrever

i= 28—+ e gm0
. e 2}1;"3 . . (‘))
yx[? o —{y— 1) y<0

0O tempo gasto em cada win dos intervalos ¢ dado respectivanente por
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Defininda o = Yook o femos

Ty
e [ o [5]
P = TR — A X SO S E LR I, R il
! T 'if)-) H .
S .3 ‘;,) T } . \_‘H‘Vf'tn j o)
et
Y“ T - b

Nata-se que o wwpo [y 8 independente da torcie de attito. Logo, o wempo £ ¢

el w Tyuma vez que 2 mndanga de sinal da forea de ateito ndo tem senburs e g

sobre ele. Assing o perade de oscilacio ¢ dado por

2)
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Curva de Resposta em Frequéncia para
o Sistema de 1 Grau de Liberdade

Al - Curva de Resposta em Frequéncia

A equagao 2.5 pode ser reescrita na seguinte forma:

g7} = ettt {(y; e [f_‘_gﬁi&?{r — nil+ %5111{9(? - il +

(i
HEPIE ey ad S . .3 H R
{ %{_'r;.‘?e_; - ‘-f{,.g‘;...i{t},_é.m‘j Uy e 7 {;;}} 4 f COSINT — 2 u

grpde o8 sinals 4 estéo de acordo cotn a velocidade no mtervalo, Para a velocidade tenmos:
‘ ~&(r- 3 g 1 smiSr=ra)
y{’;’}::f.[ gir 7.}}{»..3‘-;0(:0‘3{(} {1 — 1) ]:: {U‘“f?ﬁbﬂ)_(yaiji}l sin r} ¥ }
o H . . £
I o .
- ginjgr — ¢}
Zsinfyr — <]

Impondo condigdes de periodicidade em mero cielo para movimentos sen aderéncia,
delinimos

T, = Tt =@+ R/Y
Y, =g Yoy = ~F

Copzeoslpr, — sy =cos{no—~g)=F
Sg = sin{nr, — ) =sin{yd - ¢} = ' (3
“cos{fi{Tipr — 7)) = cos{r /] = C
sinfQ{rgy — 7)) = sinfw Q= 5
Considerando a posicao e velocidade em 7,4, lembrando que cos{yrig — 2| = ¢,
i1 ) = 0 e sinyrg — g = =F temos

T . )J . f . .ﬁ ) ‘.;“ ‘f‘_ .
__-j;:,—,f,:i SO=mH g ) O+ =5 + - [fr;s——i o (! ] e {4}
Q q 2 g

P}
et

. 3 b ~ i,
o e [P [f )y b ;,_-}} } A (-
by ’ ¢
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As duas equagtes anteriores podem ser escritas come:

onde:

Ay = w“{{ ztfim{(j

g, s OB pl~Ex/u) S
f"iz =% t?. 3}9
Ag == el

441?‘ —;" ,"'12:&:‘; "E‘ ."'13 — {.1

B+ 83+ B,=10

+{F)

ERNT + uSanly)y + (T - uSaniy)) Ba =

31 — A‘:’T 6{_5}?{’}}.‘:“;
’ ?

By =

et dac

B2y, JOn
‘5,,« TR

mf* Sl (g + uSgn(y)) 3

A solucdo do sistema 6

e dada por:

_ A'_}.gg - ‘-’13 Bg
B ‘%.1 ,83 - igf}i

'{,_{B; — A4 J‘Ef;

A By — B,

b

Apds varips simplificagoes podemos escrever

.-“'ii'_z !gg — fi;'; Bg
,-"'113..{:?1 ~ A y fj’;
A i HQ - .\*'12 i[i 1

=

i

L pSgnly)gae=Ee/m

- Eﬁtmfﬂiﬁf!i} +

P lETi

i
e
T

(-2im/nl g pl-an/n) 1] k

|

el=-2rfay (

i
[
T

A

F L uSgnli) |-

Eg! { twin} w

(4]

que atnda pode ser reescrita como

PR LI

Aslhy — A By = —EpSgn(y) E2el=67/)

4 F AT o 24ty )
.»4153'3 - ;i'zzj‘j_ m—— ﬁqg‘(“f“’(”l [{Obh

(Er/n)+ (]

AsBy ~ AsBy = —— 28 feosh{&r /) + () + Haesd) [sinh{—2&n /) ~

{£/4)5]

qet —Emin)

e concluimos gue:

C{HN

_osinh{&n/y) ~

= 3 W+ L Ngnly)]

i

]

{E/) sinfm /)

N 7} .
T _{h}‘?’?f’g”{y}

sin{m () /)

= cosh{fx/n} + sin{z /1)

e sele Ghionos:

pcosh(éx /) + stnl{ (/)
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Pl
o,
p—
o
CA—

7= (E1)Sgnly) £ (5 - (67205

Embora haja duas rafzes para a equacio 13, apenas uma tem significado fisico,
Tomando um wtervale de tempo 7, — 74 em que y < 0, devemos ter ¥ > 0, donde con-
cluimos que a raiz positiva deve ser considerada. De modo analogo, a raiz negativa deve
ser considerada se analisarmos um intervalo de tempo com velocidade positiva. Levando em
conta que § € tomado em valor absolute temos:

§= (=) + [# = ()] (14)

Note que o radicando pode assumir, dependendo da frequéncia de excitacio e dos
parame-tros do sistema, valores negativos. fsto ocorrerd apenas fora da faixa de frequéncias
para a qual a expressio 13 ¢ valida. De fato, suponhamos que as restricoes de movimento
sem aderéncia sejam obedecidas. Entic as expressées 11 devem valer. Logo temos que
v Sgnl ]t = 157 Portanio. obter, nestas condicoes, 32 ~ (£v,)2 < 0 seria obter 3 > 1.
G ogue nao ¢ possivel.

A2 - Limite de Movimentos com Aderéncia

Quando da deducio da resposta do sistema da figura 2.1 temos definido que
tan{e) = 26n/{1 — %), Na verdade, as duas condicdes que ¢ deve satisfazer sio

. | =y o 2y N
cos{a) = w} sinf{s) = = {15}
i y
A equacao 1 pode ser reescrita como !
§ : r .
cos{nr —~ 2t = T; 7+ ] sin{r — ¢y = m%;r;g _ (16}
sabendo que
eos{yr — £}~ sin{n7)sin{z) L sin{nt — &) + cos{nr)sin{g) -
cos(nr) = conle) sin{nr) = corl<) {17)
temos
3L
cos{nT} == ----—-~—{-——_—_— con{yT - ) mmi‘qu st y7) {15}

(1= 4% (=)

Pl stinplicebiebe temeon constdermba o iteevido de seloetbiole neaativa
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in(nr) T i P/ - (19)
MO T ) o2 e 1 o &) b —ell e posi T i
7 T ] t (1 57 ol )
Substituindo 19 em 18 obtemnos:
i 2804
cos{nr) = 1 — Cos(pT — £) = 2 /2 sim{nr — <} {20

L+ (260/1 <327 | 3(1 = 77

que, apds as devidas substituicbes e sunplificacdes, pode ser escrita como:

(}2
L= 7P + (26n)7]

[

cos{yT) = (L= 7" + (1= 0P + 26qu2] {

A condicio para que nao haja aderéncia em gy ¢ 13 cosiny, V= ifiea] 2 L Pisica-
mente, para que g5, seja um pouto de retorno devemos ter Eit;-;,é.ij — Feos{yTi) 2 L kntdo

1 N 2
gdevermes Loy T

— {{ P V¥ (1 - 0y + el +7 > 1 {22
donde vermn:
oV =g e+ 2 .
¥z - (23]
n

rlr{ 1 f}:;)'z 4 {2 ’F_JBIE q-“l'.
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Calibracao do Sensor de Medicdo da
Forca Normal

A figura 1 mostra o sensor com seus principais dados de projeto. Da teoria da
resisténcia dos materiais temos que a relagio entre a forca F aplicada a uma distincia ! da
base do sensor e o deslocamento y correspondente medido 2 uma distancia  da base é linear
e dada por

F .

onde £ € o modulo de elasticidade e I € o momento de inércia da secdo transversal de cada
ramo do sensor,

cOnira-porca - » rRMO
T.‘_\\ b /—‘*
™ l - —» parafuso para
F . aplicagio da forga
i &
| { [
{
Yo : o
i 3
5 | @
1&[] ) | 45
|
» F 4

i O A
i
; . » fure para fixacio

Figura 1: Principais dimensées do sensor utilizado na medicao da forca normal

Para a calibragio temos correlacionado 2s grandezas forga (F) e deslocamento .
A idéia € ¢ proceder-a medida do deslocamento y e, a partir dela conhecer a forca normal
¥. Durante a calibragio, a medicao do deslocamento for obtida através de um LVDT e
para a medigdo da forga foi utilizada uma célula de carga, conforme mostra a figura -
Tanto o LVDT quanto a célula de carga foram previamente calibrados. As figuras 3, 4 ¢ -f
apresentarn a correlagio entre as entradas e sardas da oflula de carga ¢ dos dos 2 LVDTs

2.
5

que foram utilizados na verificacko experimental.
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Figura 20 Ksquema da montagem pare a calibragio do sensor da forca normal,
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I - Sensor forga normal

2 - Parafuso aplicacdo forga

3 - LVDT
4 - Célula de Carga
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Figura 3: Corvelugio entie o sinad de saida ¢ « forga aplicada para ¢ célda de carga. A reta

de snintmos quadrados sebre o conjunto de ponlos.

T

| b 1

156 104 -5

&

5 106 154 200

Destocamento {107 pol)

Figura 4: Correlugdo cntre o sinad de saida ¢ o destocamento para o LVDT [ A rela braguds

refere-se ao wiuste de minamos quadvados sobre v conjunto de poudos.
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Figura 5 Coerrelagdo entre o sinal de saida ¢ o deslocamento para o LVDT 2. A reta
tragada refere-se av ajuste de minimos quadrades sobre s pontos centrais entre os dois
pontes destacedos. mclusive,

{Observa-se que o LVD'T 2 ndo mantem a linearidade para deslocarmentos superiores
- a 100 milésimos de polegada, ou parasaidas supeniores a4 mV. Entretanto, para as aplicagoes
deste experimento, o deslocamento serd inferior a 0.017. de forma que a linearidade estd
garantida,

Cada ramo do sensor fol calibrado independentemente porque a simetria nao pode
ser garantida em termos de resposta b forga aplicada. Duas caracterfsticas importantes
devern ser verificadas: a linearidade e a repetibilidade dos deslocamentos a uma forca de-
terminada, ou ainda a repetibilidade das {orcas a um deslocamento determinado. Para a
verificagdo da repetibilidade foram realizadas 10 medigdes em deslocamentos fixos, conforme
apresentam as tabelas 1 e 2. Nestas tabelas temos plotado os valores em mV das sinais do
LVIDT e da célula de carga. Uma vez estudadas a linearidade e a repetibilidade, procederemos
o levantamento da relagdo em termos de forga,

LY DT Sarda da célula de carga (mV] EY Errobe ||
0.010 .01 8011 34011 12 3 0Lt LY ] DY ] D0ET ¢ G011 | 0011 811z G014
0,024} 22 | 023 1 0022 1 022 0 0033 ) 002y o022 | 8422 | G022 | 0.022 00221 4,97
0036 LAY P 4033 | 0.032 | 8033 1 0433 | 034 ) 0034 | 80033 0033 ] Dogaz2 0.4330 3403
0,040 0.044 | 0044 | 0.044 | 9,044 | D044 ] 0.043 | 00044 | D044 | D045 | (3.044 00,0441} 272
.05 G054 | DUSE | G054 | D085 1 D055 ] 0054 ] D053 | 054 | 0055 | LS5 0546 J LY
0104 GUL0 100 F IR0 | oL S0 ] O3t | L0 LG | Gl | 0110 3.3103 A2
£, 2600 D220 | 0230 | 0.230 1 0220 ] 0.230 [ 0219 | 0220 | 0219 | 6230 ] 0.220 3188 {.3a
0,304 G0 | 5.320 1 0328 | 4331 1 0330 ) GOB0 1 00388 | G320 | 639 ] 0,330 § 0.3205 .45
2,400 3,440 | 0430 § 0441 | 0435 | 0438 | G40 | 0448 | G440 1 G440 | 0438 ) 04398 (.36
0500 {1551 | Q550 1 0.556 | 0.5685 | 0560 § 05065 | .55 0558 | 0850 | 0,550 LERHE 177
TG00 OO0 | 0688 | 0884 § 06T | GETE [ 06T | 0088 | (884 | HEE | 1675 {1LEXI0 P47

LYY - Sinal do LYIDT 1 {mV} F - nédin Forrie - erro maspne oo refagio & mddia

Tabela 1 - Repetibiidade entve ox sinais dos sensorcs de forca ¢ deslocumento para o ramo

b oedo e nsor,
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LVDT Saida da célula de carga fmV} F Erro% ]
1018 U012 §F 0011 1 0012 | 0012 ] 0011 | 0.01% ] D.012 | 6011 0012 | 0012 001317 4.34
3.0208 G231 0.024 | 0024 | 8023 { 0025 | 0024 | 0.024 | 3.023 | 0095 £.025 0.0240 4. 16
0,038 O ¢ 0.036 | 6034 | D035 | 0037 | G035 | 0.038 | 0.036 | 0.037 | 0.00% B8.0353 3.35
0.040 Q048 | 0048 | 2047 | 00489 | 0,048 | 0.048 | 0.048 | 0.048 | 0045 1 0.047 | 00057 3.88
1050 0.080 | 8.081 | G058 | 0050 1 Q081 | D052 | 0.060 | 0080 | 0.059 | 0.080 0.06800 333
(.100 GO3% ¢ G313 1 O3 | 0312 ] 0312 P o1l | 0111 { o112 § 0414 | 0112 0.1130 1.60
0,300 0,226 1 0233 | 0224 | 0224 L 0225 [ 0223 ] 0.2268 | 0.927 | 0.924 1 0.224 13,2246 1.06
0,300 0.33% 7 0.336 | 0.838 § 0.335 | 0335 | 0,337 | 4.330 T 0335 | 0.337 | 0338 (L3387 0.68
3,408 DAL | 0472 | 0475 | 8473 | 0472 1 0474 | 475 [ D470 | 0.475 | 0473 0.4730 .63
£1.500 D544 | 0547 | 0543 § (0552 | 0337 | 0548 | G543 ] 0551 | 0.538 | 0.554 3.54583 1.71
0.600 BE67 | 0632 | 0665 | 0840 | 0689 | 0.873 { 0.647 | 0.843 | 0.642 | 0.850 0.8524 a8

LVDT - Sinal do LYDT 1 {mV} T - midia £rro - arro maximo com relagio & média

Tabela 2 - Repetibididade entre os sinais dos sensores de forca e deslocamento para o ramo
2 do sensor,

Notam-se desvios maiores para pequenos deslocamentos do sensor. F unportante
sbservar que 1sto se deve a precisao do instrumento utilizado para a leitura da voltagem de
saida da célula de carga, que permite leitura até & terceira casa decimal. Em se utilizando
nm nstrumento mais preciso, pode-se coutudo, aplicar a relagio obtida nesta calibracio com
seguranca, baseado na repetibilidade dos valores. QQuanto a linearidade, podemos abservar
pelog graficos das figuras 6 e 7 e pela tabela 3 quer
Para o ramo 1: Linearidade garantida com seguranca até 0,400 mV de saida do LVDT

atilizade,
Para o ramo 2t Lineandade garantida com seguranca até 0.350 mV de saida do LVDT

utilizada,

LVDT 1§ Celula de Carga (mV) il LVDT 1 || Celula de Carga (mV)
{my) || Ramo L Rameo 2 {mV}) || Ramo 1 Ramo 2
0.030 3.000 0.000 0.300 0.330 0.336
0.010 0.011 .012 0.325 0.361 0.363
0.025 0.027 0.026 0.350 0.338 (.393
0.050 (.054 0.055 0.375 0.418 0.430
0.075 0.083 0.083 0.400 0.439 0.472
0,100 $.110 0.112 0.425 0.469 G.498
.125 0.140 0.141 (3.450 (3.494 1.512
0.150 0.167 0.168 0.475 0.532 (.525
§.175 0.194 0.197 0.500 0.571 0.551
0.200 0.221 0.221 0.525 0.599 (.585
0.225 || 0250 0.253 0.550 || 0.696 0.610
.20 0.277 0.280 3.575 0.662 0.620
0.275 0.307 (0.308 3.600 (.678 0.670

Tabela 3 - Relagdo entre os sinais dos senaores de forga e deslocamento para o sensor
wtilizado no disposdivo foeperimental,
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Figura 6: Correlagdo entre os sinais do LVDT ¢ de Célula de Carga pare o rame 1. A rela
refere-se an ayuste por minimos quadrados tomando os primeivos 18 pontos da tabela 7.

Sinalda 54 L > i
Colula 4 /

(m ok o .
0.2 -
0.1 ¢ T ~
b e ' : 1 |
0 .1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.5

Sinal VDT (V)

Figura 7. Correlagio entre os sinais do LVDT ¢ da Célula de Carga pava o ramo 1. A veta
refere-ge o ajuste por minimos quadrados tomando os primevros 16 pontos da tabela 3.

Considerando os resultados apresentados nos graficos e tabelas anteriores, resumi-
mos na tabela 4 ! todas as constantes de transformacio dos sensores utilizados durante a
ealibracdo, inclusive a do sensor calibrado. Embora o LVIYT 2 tenha de ser usado durante a
verificacio experimental, apenas o LVD'T 1 foi aplicado durante esta calibragio. A alerigao

Vs referido nos graficos, as retas sragadas referenese ao ajuste por milniinos guadrades. Nesta tabele
A quatro privseiras constantes foram obtidis por estes apnstes. As dernals pindena ser calonladas por por

relagos vatee as i primeiv
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; e o I S T S A S For errn -
do LVDT 2 deve-se & necessidade do conhecimento de sua constante de transformacio ¢ de
suas condicoes de uso.

Constante de transformacao da Célula de Carga | 0.00536628 mV/N

Constante de transformacao do LVDT 1 (.05038983 mV/0.0017
Constante de transformacao do LVDT 2 0.04775807 mV /0.0017
Relacdo sinal Célula de Carga / LVDT 1 - ramo 1 | 1.10995753 mvfgﬁfifnc;ma)
Relacdo sinal Célula de Carga / LVDT 1 - ramo 2 | 1.12225036 mvyﬁ,ez;fi,“n{?ma)
Relagdo sinal Célula de Carga / LVDT 2 - ramo 1 | 117110073 2 :ﬁfz}iﬁ Cmg“)
Relacao sinal Célula de Carga / LVDT 2 - ramo 2 | 1.18407072 mv?g&!ztpc}wyu)

Belacao forga aplicada / sinal LVDT 1 - ramo 1 206.838893 N/mV
Relacao forca aplicada [/ sinal LVDT 1 - ramo 2 209.129643 N/mV
felacdo forca aplicada / sinal LVDT 2 - rame 1 218.232835 N/mV
Helagao forca aplicada / sinal LVDT 2 - ramo 2 220.649773 N/mV
Relacho forga aplicada / deslocamento - rame 1 104225978 N/0.0017
Relacio forga aplicada / deslocamento - ramo 2 10.5380285 N/0.0017

Tabela 4 - Constantes de transformagde oblidas nesta calibragio.

e

1

1

Por fim, cabern algumas observacaes sobre as condiges em que os resultados acuma
foram obtidos e sobre a utilizacao do sensor:

. O valores valores foram obtidos com a contra-porca apertada {veja figura 1}, pois esta ¢
a vondicio do seusor em uso.
- Para cada medida o sensor fot descarregado para nova carga, de forma que os resultados
anteriores referemese sempre ao scnsor partindo de deslocamento zero até o valor desejado.
Este aspecto ¢ importante sobretudo quando o intervalo em que a linearidade existe € extra-
polada. Neste caso, quando o sensor € descarregado até um um deslocamento nao nulo, os
valores apresentados nac correspondern aos da relagio linear. Entretanto, quando a carga é
zerada e novo carregamento é feito, a relagio ¢ estabelecida. Este fendmeno ocorre devido
a deformacées residuals que se apresentam quando a deformagao ultrapassa certos limites.
Recomendamos gque a cada medida o sensor tenha partida do deslocamento zero.

. Nio foram encontrados problemas de variacio dos valores apresentados quando o sensor
sofre carga durante tempo longo dentro do intervalo da relagao linear,

- Pelos resultados anteriores, recomendamos que a forga aplicada nao ultrapasse 75N Este
£ o limite para a linearidade do ramo 2.



