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Resumo

GALVIS RODRIGUEZ, Andrés Felipe. Analise Multiescala de Falha Dindmica em Materiais
Policristalinos usando o Método dos Elementos de Contorno. 2014. 119p. Dissertacdo (Mestrado).

Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de Campinas, Campinas.

Este trabalho apresenta uma andlise numérica de falha dinAmica em materiais policristalinos
usando modelagem multiescala. O problema foi descrito em duas escalas, a escala micro ou
mesoescala e a escala atbmica. A estrutura policristalina (mesoescala) € gerada usando o diagrama
de Voronoi com diferentes niveis de tamanho de grdo homogéneo. As equacdes constitutivas
para materiais anisotrépicos sdo apresentadas segundo o tipo de estrutura atdmica do material,
considerando a orientacdo cristalina aleatéria e as propriedades do material rotacionadas em um
angulo aleatdrio no plano para cada grao. O campo de deslocamentos na mesoescala € calculado
usando o Método dos Elementos de Contorno de Reciprocidade Dual para materiais anisotrépicos,
considerando as forcas de corpo no dominio do tempo. A fratura intergranular é estudada com a
Modelagem Multiescala de Zonas Coesivas, incluindo zonas coesivas nas interfaces. Para a andlise
da escala atdmica € preciso o gradiente de deformacao efetivo utilizando a homogeneizagdo de
Hill-Mandel, e o tensor de tensdo efetivo usando o potencial de Lennar-Jones e o primeiro tensor
de Piola-Kirchhoff na zona coesiva, empregando o campo de deslocamentos da mesoescala. A
regra de Cauchy-Born define que todos os dtomos contidos na zona coesiva t€ém um gradiente
de deformacgdo constante, sendo preciso utilizar apenas uma célula atdmica unitdria em cada
zona coesiva, reduzindo o tempo de processamento computacional da simula¢do. Conhecidas as
propriedades efetivas na zona coesiva, as forcas coesivas que definem a separacdo do material sao
calculadas na mesoescala com o tensor de tensao efetivo e a geometria da estrutura. A separacao
do material e a propagacdo da trinca sao definidas pelas forcas coesivas ao longo de cada passo de

tempo.

Palavras-chave: Materiais Policristalinos, Falha Dindmica, Método dos Elementos de Contorno,
Modelagem Multiescala de Zonas Coesivas, Mesoescala, Zona Coesiva, Escala Atdmica, Homo-

geneizagdo, Propagacdo da Trinca.
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Abstract

GALVIS RODRIGUEZ, Andrés Felipe. Multiscale Analysis of Dynamic Failure in Polycrystalline
Materials using the Boundary Element Method. 2014. 119p. Dissertagdo (Mestrado). Faculdade de

Engenharia Mecénica, Universidade Estadual de Campinas, Campinas.

This work presents a numerical analysis of dynamic failure in polycrystaline materials using
multiscale modeling. The problem was describe by two scales, the micro or mesoscale and the ato-
mistic scale. The polycrystalline structure (mesoscale) is generated using the Voronoi diagram with
different levels of grain size homogenization. The constitutive equations for anisotropic materials
are presented depending of the type of atomic structure, considering random crystal and material
properties orientation. The displacement field of the mesoscale is calculate using the Dual Recipro-
city Boundary Element Method for anisotropic materials, considering the body forces in the time
domain. The intergranular fracture is studied with the Multiscale Cohesive Zone Model, including
cohesive zones in the interfaces. To analise the atomistic scale, is require the effective deforma-
tion gradient using the Hill-Mandel homogenization, and the effective stress tensor employing the
Lennard-Jones potential and the first Piola-Kirchhoff tensor in the cohesive zone, using the displa-
cement field from the mesoscale. The Cauchy-Rule defines that all atoms inside the cohesive zone
have a constant deformation gradient, then is just require the use of a unit atomic cell in each cohe-
sive zone, reducing the computational load of the simulation. With the known effective properties
in the cohesive zone, the cohesive forces that define the material separation are determined in the
mesoscale with the effective stress tensor and the geometry of the structure. The material separation

and crack propagation are define by the cohesive forces through each time step.

Keywords: Polycrystalline Materials, Dynamic Failure, Boundary Element Method, Multiscale
Cohesive Zone Model, Mesoscale, Cohesive Zone, Atomistic Scale, Homogenization, Crack Pro-

pagation.
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1 Introducao

1.1 Motivacao

A falha em materiais policristalinos como metais ou ceramicos tem sido bastante analisada
nos ultimos anos pela comunidade cientifica. Devido a utilizacdo destes materiais em diferentes
aplicagdes da engenharia, o comportamento dos materiais policristalinos sob diferentes condi¢des
agressivas de trabalho que debilitam o material tornou-se um objetivo importante do estudo. Recen-
temente a fratura destes materiais tem-se desenvolvido em uma escala micro, considerando fatores
importantes como a anisotropia devido a variacdo das propriedades do material e a dependéncia
do problema com a geometria granular, obtendo simula¢des para uma estrutura policristalina com

carater aleatorio.

A simulac¢do do comportamento de materiais policristalinos demanda um grande custo com-
putacional, devido ao elevado nimero de graus de liberdade resultante do nivel de discretizagdao
empregado a solu¢do do sistema precisa de computadores mais poderosos. Técnicas da modelagem
da fratura do material, como o Modelo das Zonas Coesivas (MZC) usando o Método dos Elementos
Finitos desenvolvido inicialmente por Xu and Needleman (1994) e aplicado a simulag@o de mate-
riais policristalinos frageis por Camacho and Ortiz (1996), Maiti and Geubelle (2004), Espinosa
et al. (1998), Espinosa and Zavattieri (2003b), Espinosa and Zavattieri (2003a).

A abordagem multiescala para a simulagdo de materiais policristalinos refere-se ao estudo
do comportamento do material em diferentes escalas de tempo e tamanho, gerando resultados bem
mais precisos, pois a andlise multiescala estuda os fendmenos fisicos das escalas menores que ndo
sdo consideradas nos métodos convencionais. Diferentes técnicas de homogeneizacdo devem ser

utilizadas para acoplar os resultados individuais das escalas.

A andlise multiescala dos modelos de fratura, a Modelagem Multiescala de Zonas Coesivas
(MMZC), foi recentemente desenvolvida por Zeng and Li (2010), proposta como um avanco do
MZC convencional. Esta modelagem foi utilizada para diferentes aplicacdes como em problemas
de fratura ductil e fragil, impacto a alta velocidade, fratura dindmica em material policristalino em
(L1 ET AL., 2010), (ZENG AND L1, 2010), (QI1AN AND LI, 2011), (LI ET AL., 2012), (ZENG

AND LI, 2012). Nesses trabalhados foi desenvolvido o estudo da falha em materiais policristalinos



analisando a escala atdmica do material reformulando as leis coesivas de separagao do material dos
métodos convencionais. Na Figura 1.1 mostra-se o modelo multiescala adotado na literatura para a

simulacdo de um material policristalino.

Mesoescala

TTTTTTITT ‘ !’1:‘!

Macroescala

Escala atébmica
nas interfaces

Figura 1.1: Modelo multiescala de um material policristalino.

O método numérico mais popular utilizado no MZC e na MMZC é o Método dos Elemen-
tos Finitos (MEF), como no caso das publicagdes citadas anteriormente. Devido a que o Método
dos Elementos de Contorno (MEC) tem a caracteristica de reduzir consideravelmente a dimensao
do problema pela natureza da malha e que permite uma alta resolucdo dos campos de tensdes e
deslocamentos, aproximagdes adaptando o MEC foram desenvolvidas no MZC para fratura esta-
tica intergranular em (SFANTOS AND ALIABADI, 2007a), (BENEDETTI AND ALIABADI, 2013)
para simulacdes de materiais policristalinos, e em (SFANTOS AND ALIABADI, 2007b) usando uma

técnica de homogeneizagdo para trabalhar da macroescala e mesoescala.

Neste trabalho tem-se como motivagcao principal o desenvolvimento da MMZC usando o
MEC.



1.2 Objetivos

Este trabalho tem como objetivo principal desenvolver uma anélise de fratura intergranular
dindmica em materiais policristalinos, baseando-se em uma modelagem multiescala de materiais
anisotrépicos, utilizando a MMZC sendo o critério de falha a separacdo dos enlaces atdmicos na
interface utilizando o Método dos Elementos de Contorno de Reciprocidade Dual (MECRD) no

dominio do tempo. As seguintes etapas foram realizadas:

o Revisdo bibliogréfica sobre os materiais policristalinos, os modos de falha, 0o MZC, a MMZC

e 0o MECRD no dominio do tempo.

o Estudo das relagdes constitutivas para elasticidade para materiais anisotrépicos e tipos de

estruturas atdmicas.

o Estudo da Formulacdo do MECRD para materiais anisotrépicos, sub-regides e no dominio

do tempo na mesoescala.

o Estudo da formulagdo da MMZC, o potencial atdmico, a regra de Cauchy-Born, propriedades

efetivas na escala atdmica e as forgas coesivas na mesoescala.

o Implementa¢do de um gerador de malha da estrutura policristalina usando o diagrama de

Voronoi e incorporando as zonas coesivas no software MATLAB

o Implementagdo do MECRD, sub-regides no dominio do tempo, adaptacdo da MMZC usando

elementos de contorno e o criterio de falha, na linguagem de programacdo FORTRAN 90.

o Simulacdes e resultados



2 Revisao Bibliografica

Recentemente tem-se desenvolvido trabalhos de simulag¢do dos diferentes tipos de falha em
materiais metdlicos, empregando diversos métodos numéricos. Neste capitulo sdo apresentadas as
diferentes estratégias utilizadas na andlise da fratura de materiais policristalinos. Sdo dadas as de-
finicoes dos tipos de fratura que caracterizam a falha nestes materiais segundo a teoria de falha
adotada. Neste trabalho é tratado o problema da fratura fragil intergranular em materiais policris-
talinos, para isto sdo expostas abordagens propostas com base em modelos coesivos de fratura, tal

como o Modelo das Zonas Coesivas convencional e a Modelagem Multiescala de Zonas Coesivas.

2.1 Falha em Materiais Policristalinos

No estudo da falha em materiais policristalinos, tem-se 2 tipos de mecanismos de fratura
(CROCKER ET AL., 2005), definidos como fratura ductil que comeca pela nucleagado, crescimento
e a coalescencia dos micro-vazios que iniciam nas particulas de segunda fase ou precipitacdes, € a
fratura fragil que pode-se propagar no contorno e no interior dos graos (transgranular) ou s6 pelo
contorno (intergranular). Ambas sdo dependentes das orientacdes cristalograficas e da orientacdo
das propriedade do material em cada grdao. Na sequéncia, apresenta-se uma breve definicao para

cada um desses tipos de fratura. Na Figura 2.1 pode-se observar esses tipos de falha.

o Fratura ductil:

A maioria dos materiais comerciais contém precipitagdes de segunda fase, inclusdes e im-
purezas atdomicas. A falha ductil pode ocorrer no processo de deformacdo como laminagao,
extrusdo e trefilacdo. A fratura dictil comecga pela formacdo de micro-vazios e posterior-
mente pelo crescimento destes espagos nas inclusdes até a falha se completar (CROCKER
ET AL., 2005). Quando um material ductil estd sob um carregamento uniaxial alcanga
a instabilidade aparecendo assim uma zona de estrangulamento que gera uma série de
micro-trincas na frente da macro-trinca, propagando-se devido a coalescencia entre as
micro-trincas, (WILSDORF, 1975).



Fragil Dactil
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micro-vazios
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Figura 2.1: Mecanismos de falha em metais, (CROCKER ET AL., 2005).

o Fratura transgranular:

Neste tipo de falha, a trinca passa através dos graos e pelas interfaces, ocorre em planos
cristalograficos definidos onde a densidade do pacote atdmico € alta e tem-se uma pequena
deformacgdo plastica associada, onde as ligacOes atdmicas sao quebradas ao longo de um
plano cristalino, dependendo da pureza do material (CROCKER ET AL., 2005). Estudos expe-
rimentais de fratura transgranular feitos por Ii et al. (2005) sdo comparados com simulacdes
de dinamica molecular para materiais ceramicos de alta pureza, mostrando que a propagacao
da trinca no interior do grao desses materiais € reta atravessando o grao, Figura 2.2, usando
esse mesmo critério, simulagdes foram feitas em alumina para estudar os efeitos da geome-
tria dos graos na fratura transgranular (KRAFT AND MOLINARI, 2008), o modelamento deste
tipo de fratura é também mostrado em (CROCKER ET AL., 2005).

o Fratura intergranular:

Neste tipo de fratura tem-se propagacao pelas interfaces entre os graos, os parametros que sao
importantes quando a andlise do processo de iniciacdo da fratura o qual envolve a separacao
ao longo das interfaces sdo as propriedades coesivas e a forca méxima necessaria para separar

as superficies da interface (CROCKER ET AL., 2005). A fratura intergranular € associada a



Figura 2.2: Trinca transgranular em SizNy, (IT ET AL., 2005).

composi¢do quimica nas bordas do grao que influéncia as propriedades da resisténcia e duc-
tilidade do material. Para cada d4tomo na interface é necessario conhecer o ambiente ao redor
dele para definir se tem existéncia de defeitos na estrutura da rede. Testes experimentais sdo
feitos por Akerfeldt et al. (2013), usando materiais fragilizados com orientagdes cristalinas

aleatdrias, obtendo um padrdo de fratura intergranular para estes materiais, Figura 2.3.

L —

Figura 2.3: Aparéncia tipica de Ti-8Al-1Mo-1V em contato com cobre, (AKERFELDT
ET AL., 2013).



2.2 Modelos Coesivos de Fratura

O interesse da comunidade cientifica no estudo dos modelos coesivos de fratura para des-
crever a falha por separagdo do material tem aumentado nos dltimos anos. O conceito do modelo
coesivo foi inicialmente proposto por Barenblantt (1959) e Dugdale (1960), os quais sdo ampla-
mente utilizados na andlise da falha em materiais policristalinos, sendo adequados pela descri¢dao
detalhada que fazem do processo interfacial da falha sob carregamento relevante. As zonas coesivas
criam os mecanismos de dano e de propagacdo da trinca nas interfaces, estes mecanismos de dano

geram as leis coesivas, ou seja a variagdo das forcas coesivas em diferentes estados de tempo.

A diferenca que entre os métodos de falha coesivos e a tradicional Mecanica da Fratura
Elastica Linear (MFEL) é que a zona do processo de fratura da MFEL deve ser pequena comparada
com as dimensdes da estrutura, (DE BORST, 2003). Se ndo € o caso anterior, as for¢as coesivas
existentes na zona da fratura devem ser levadas em consideragdo, exigindo o uso de um modelo
de zonas coesivas. Em um modelo de zona coesiva, os mecanismos de fratura sao colocados em
conjunto em uma linha sendo (2D) ou em um plano (3D), Figura 2.4, e finalmente as relagdes de
tensao-deslocamento ao longo da linda ou plano s@o a representagdo dos mecanismos de fratura na
zona coesiva, (DE BORST, 2003).

Zona Coesiva

Figura 2.4: Representacdo da zona coesiva.

Na literatura pode-se encontrar um diverso nimero de leis coesivas, algumas descritas
em (VAN DEN BOSCH ET AL., 2006), separadas em 4 tipos: (a) polinomial (TVERGAARD, 1990),
(b) trapezoidal (TVERGAARD AND HUTCHINSON, 1992), (¢) exponencial (XU AND NEEDLE-
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MAN, 1993) e (d) linear (CAMACHO AND ORTIZ, 1996), mostradas na Figura 2.5, onde na primeira
linha sdo dadas as forcas de tragdo normal (7},) em fun¢do dos deslocamentos de abertura normal
(A,) e na segunda linda a forga tra¢do tangencial (7;) em funcdo dos deslocamentos de abertura
tangencial (A,,). A méaxima forca de tra¢do normal e tangencial 7}, max © T3 max, respectivamente.
Os deslocamentos caracteristicos normal e tangencial, sdo denotados por 9,, e d;, respectivamente.
As dreas abaixo das curvas representam o trabalho de separacdo normal e tangencial ¢,, € ¢, res-

pectivamente.

As leis coesivas mostradas podem ser apresentadas acopladas ou desacopladas. Quando se
tem os efeitos tangenciais € normais independentes € desacoplada como € mostrado na Figura 2.5.
Sendo os efeitos normais e tangenciais um dependente do outro a lei coesiva é acoplada (VAN DEN
BOSCH ET AL., 2006).

Tn - T LT T,
Thmax - deeeens : : :
" : E Tn.mﬂx T“.mﬂx

Tn.mﬂx 1

1 E X : :
511 . bn N brl

Timax-17 : Timax]d : T max

(a) (b) (c) (d)

Figura 2.5: Quatro tipos de leis coesivas: Primeira linha mostra a tragdo normal (7},) em funcdo
dos deslocamentos de abertura normal (A,,). Na segunda linha mostra a tragdo tangencial (7}) em
fun¢do dos deslocamentos de abertura tangencial (A,,), (VAN DEN BOSCH ET AL., 2006).

Na Figura 2.6 sdo mostrados os modos de fratura tradicionalmente definidos na literatura,
utilizando as leis coesivas desacopladas € possivel abordar problemas quando o processo de se-
paracdo do material ocorre em (Modo I) ou (Modo II), normal e tangencial respectivamente e no
modo misto de fratura (Modo I) e (Modo II).



| ~
* 2

(@) (b) ©

Figura 2.6: Modos de fratura: (a) Modo I, (b) Modo Il e (c) Modo III

2.2.1 Critério de falha coesivo

As leis coesivas determinam o trabalho de separacdo ou a energia de fratura requerida para
completar a formacdo da superficie livre (CAMACHO AND ORTIZ, 1996). A modelagem da sepa-
racdo em termos do potencial na interface, especifica a dependéncia das tracdes (7),) e (7;) nos

deslocamentos (4A,,) e (A;), mostrados na Figura 2.7.

Figura 2.7: Deslocamentos e for¢as de tracao coesivos na interface

Na Figura 2.7, é mostrado que os valores positivos de (A,,) correspondem ao incremento

interfacial de separacdo normal, (TVERGAARD, 1990). As relacOes constitutivas na interface s@o
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dadas em termos do potencial, que dependendo da lei coesiva utilizada, Figura 2.5, € especificada a
varia¢do de (7},) desde um valor 0 em A,, = 0, através do maximo valor 7}, .y € finalmente sendo
0 de novo, onde finalmente é assumido que a separacdo ocorre em Modo I. Fazendo uma analise
nas curvas das propriedades coesivas tangenciais, Figura 2.5, tem-se que para Modo II a separagdo

pode ter valores negativos de (7,,) e A; = 0 segundo o ponto de referéncia das coordenadas.

Finalmente pode-se dizer que a falha do material em Modo I e Modo II € caracterizada pelas

propriedades coesivas interfaciais descritas nas curvas apresentadas na Figura 2.5.

2.3 Modelos Multiescala Coesivos de Fratura

A andlise dos modelos de fratura considerando uma abordagem multiescala foi desenvolvia
como a Modelagem Multiescala de Zonas Coesivas, que foi recentemente proposta por Zeng and
Li (2010) como um avan¢o na modelagem do Modelo das Zonas Coesivas. Com esta nova andlise
multiescala, é possivel simular a falha transgranular e intergranular em materiais cristalinos. O
método trabalha na mesoescala, Figura 1.1, a resposta do campo de deslocamentos nas interfaces
sdo a entrada necessdria para a andlise na escala atbmica, assim as forcas coesivas determinadas a
partir da forca interatomica modelada com o potencial de Lennard-Jones nas interfaces definem a

lei coesiva que € diferente para cada material.

A Modelagem Multiescala de Zonas Coesivas € amplamente estudada neste trabalho no ca-

pitulo 5 onde € apresentada a formulacdo e as demonstracdes correspondentes.
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3 Equacoes da Elasticidade Anisotropica

Neste capitulo, apresentam-se os conceitos da teoria da elasticidade, as equagdes constitutivas
e de equilibrio usadas na modelagem de materiais anisotropicos. Sao mostradas as equagdes cons-
titutivas para materiais policristalinos, fazendo uma anélise das possiveis estruturas cristalinas para
obter os tensores de flexibilidade e rigidez dependendo da estrutura presente no material. A orien-
tacdo cristalina e as propriedades rotacionadas do material no plano sdo atribuidas para cada grao
aleatoriamente. Finalmente as equacdes constitutivas gerais sdo aplicadas no caso bidimensional

trabalhando em diferentes planos em estado de deformacéo plana ou tensdo plana.

3.1 Elasticidade Anisotrépica

O equilibrio de for¢as em um elemento infinitesimal de um dominio €2 considerando as forcas

de corpo € expresso por

0ij.j + ,Obl — pul =0 (31)

onde b; € o vetor de forcas de corpo, i; € o vetor de aceleracdes, segunda derivada do vetor de

deslocamentos u; em um instante de tempo ¢ e o tensor de tensoes o;; ; € simétrico, equagao 3.2.

Oij = Uji (32)

O vetor de forcas de superficie em um ponto do contorno I' de um dominio 2 é expresso por

onde n; € o vetor normal ao contorno I'. As componentes do tensor de deformagao, sao dadas por
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1 1
Vig = 5 (wij +ujq) + o kiU, (3.4)

Em elasticidade linear consideram-se os deslocamentos e suas derivadas como infinitesimais,

ou seja, que seus produtos podem ser nao considerados, o tensor de deformacao finalmente sera

1
Eij = 5 (ui,j + Ujﬂ‘) (35)

A equagdo 3.5 representa um sistema de equacdes diferenciais parciais para determinar as
componentes dos deslocamentos ;. Para assegurar a unicidade dos deslocamentos e que a equa-
¢do 3.5 tenha uma solugdo, as componentes do tensor de deformagdes ndo podem ser arbitrarias,

devendo satisfazer certas condi¢cdes de compatibilidade, a equacido de compatibilidade é dada por

Eijkl T Ekiij — Eikgl — Ejlik = 0 (3.6)
Para o caso bidimensional a equagao 3.6 € reduzida a forma

2 2 2
O%e, 0%, 0%y

0y? + ox2 " Oxdy

(3.7)

A equacdo que define a relag@o entre o tensor de tensdes e o tensor de deformacdes é dada

por

Oij = Oz‘jk:lékl (3.8)

onde Cj;i; € o tensor de rigidez de quarta ordem com (81 elementos) que contém as constantes

eldsticas do material. Pela simetria dos tensores de tensdes e deformagdes tem-se que
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Cijki = Cjint, Cijin = Cijik (3.9

Simetrias adicionais mostradas da equagdo 3.10, sdo requeridas para obter uma equacdo de

energia de deformacao.

Cijkt = Chiij (3.10)

Com as condig¢des de simetria antes descritas, o nimero de constantes eldsticas vai de 81 para

21, equacdo 3.11

011 CV1111 CY1122 C(1133 C(1123 C’1113 01112 €11
022 C11122 02222 C(2233 C(2223 02213 02212 €22
033 - C11133 C’2233 C'3333 C'3323 C3313 C'3312 2533 (3 1 1)
023 01123 CY2223 C(3323 C(2323 C’2313 C'2312 2523 .
031 C11113 02213 C(3313 C(2313 C’1313 C(1312 2631

_012 i L C11112 C’2212 C'3312 C'2312 C’1312 C11212 | _2512 1

Usando a notagao tensorial reduzida de Voigt usada em (SFANTOS AND ALIABADI, 2007a).

o1 [ Oy O Oy Cu O G || e ]
02 Cha Caz Ca3 Coy Cos Cag €2
03 _ GF Cas Cs3 Cs4 Css Cse €3 (3.12)
04 Cua Coy Csy Cu Cius Cis €4
05 Cis Cos Css Cus Css Cse €5
| 06 | i Cie Cae Cse Cie Cse Cés 1L ¢ |

A equacgdo 3.8 também pode ser escrita como
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€ij = SijklUkl (3.13)

onde S, € conhecido como tensor de flexibilidade de quarta ordem, fazendo a mesma andlise
que foi feito para o tensor de constantes eldsticas, esse tensor possui também 21 elementos, na

equacgdo 3.14 é dado diretamente em notagao reduzida

€1 Sn S12 S13 S1a S1s S16 o1
€2 S12 Sa2 Sa3 So4 Sos Sag 02
€3 _ S13 Sa3 S33 S34 S35 S36 03 (3.14)
€4 S14 Say S34 Sia Sus Si6 04
€5 S1s Sos S35 Sus Sss Ss6 05
| 6 | i S16 Sa6 S36 Si6 Ss6 Se6 1L % |

3.2 Equacao Constitutiva de um Material Policristalino

Existem diferentes tipos de estruturas cristalinas dos materiais, cibica de corpo centrado
(cce), cubica de face centrada (cfc) e hexagonal compacta (hc), entre outros, (CALLISTER, 1997).
A equacdo constitutiva de um material policristalino varia consideravelmente dependendo do tipo
de estrutura cristalina que o metal possui, entdo, mesmo o material sendo isotropico macroscopica-

mente apresenta anisotropia na escala microscépica.

Na Figura 3.1, mostram-se 3 tipos de sistema cristalino ccc, cfc e hc. Nos sistemas cubi-
cos ccc e cfc o nimero de constantes eldsticas independentes sdo 3, no sistema hexagonal hc sao
5, (HUNTINGTON, 1958), devido a simetria da estrutura.

Considerando as simetrias das estruturas, as 3 constantes eldsticas independentes dos mate-

riais com estrutura cristalina ccc e cfc sdo C}q, C'5 e Cyy, assim a equacgdo 3.12, fica expressa pela
equacao 3.15.
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Figura 3.1: Sistemas cristalinos: (a) cubica de corpo centrado (ccc), (b) cubica de face centrada
(cfc) e (c) hexagonal compacta (hc).

[0 | e Cha Cha 0 0 1 [e]
02 Cio Ci Cia 0 0 €2
C C C 0 0 0
03 _ 12 12 11 €3 (3.15)
04 0 0 0 044 0 0 &9
05 0 0 0 0 044 0 €x
i Og i i 0 0 0 0 0 C44 1L €6 ]
A equacdo inversa de deformagdo-tensao é dada por
€1 S S12 S1i2 0 0 o1
€2 Sia Sii Si2 0 0 lop)
S S S 0 0
€3 _ 12 12 11 O3 (3.16)
4 0 0 0 844 0 0 (o)
€5 0 0 0 0 544 0 05
_66 | i 0 0 0 0 0 544 | _0'6 i

A estrutura cristalina hc possui 5 constantes eldsticas independentes que sdo 1, C'a, Ci3,
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(33 e Cy4, assim a equagdo 3.12, fica expressa pela equagdo 3.17, (TROMANS, 2011).

01
02
03
04
Os

06

Ci2
Cis

C44

A equacdo inversa de deformacdo-tensdo é dada por

€1
€2
€3
€4

€5

€6

SlQ

S13

St
St
S33

o O o O

C’44

o O O o O

066

o O O o O

866

€1
3]
€3
€4
€5

€6

01
02
03
04
05

06

(3.17)

(3.18)

onde Cgg = % (C11 — C12) e Seg = 2(S11 — Si2). Agora sdo apresentadas as componentes do

tensor de flexibilidade de um material especialmente ortotrépico, (DANIEL AND SHAI, 2006).

1/E,

—Ulz/El
1/E;

sym

—U13/E1
—1123/E2
1/E,
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Aplicando também as relacdes da equacao 3.20.

Vij 7t
—= = (3.20)
E;

Neste trabalho considera-se a estrutura policristalina do material como a mesoescala ou mi-
croescala, Figura 3.2, contendo uma distribuic@o aleatdria das propriedades do material para cada
um dos graos considerando as diferentes orientacdes cristalinas presentes no metal, cada grao é
assumido como ortotrépico e a variagdo da orientacdo principal do material muda de grao para

grao com um angulo 0° < # < 360° para cubrir as possiveis variagdes das propriedades no plano,
(SFANTOS AND ALIABADI, 2007a) e (ESPINOSA AND ZAVATTIERI, 2003a).

Figura 3.2: Estrutura policristalina artificial gerada com distribuicao aleatoria da orientacdo crista-
lina e das propriedades do material.

Na Figura 3.2, tem-se o sistema de coordenadas geométrico (z,y) e o sistema de coordena-
das da orientacdo do material (1,2), nesta situac@o, a relacdo constitutiva para cada grio deve ser

transformada para o sistema de eixos (1,2) da orientagdo, Figura 3.3.

Com o objetivo de manter um comportamento aleatdrio e geral da estrutura, neste trabalho
por simplicidade consideram-se trés planos cristalograficos, no caso dos sistemas ctibicos os planos
(100), (010) e (001) mostrados na Figura 3.4 e no casi do sistema hexagonal compacto os planos
(2110), (0110) e (0001) mostrados na Figura 3.5.
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Figura 3.3: Sistema de coordenadas da geometria (x,y) e da orientagdo do material (1,2) para cada
grao.

(100) (010) (001)

Figura 3.4: Planos cristalinos considerados nas estruturas ccc e cfc

a;  (2710) at’ (0170) a* (0001)

Figura 3.5: Planos cristalinos considerados na estrutura hc.
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Definindo um sistema de coordenadas geométrico (x,y,z) e um sistema de coordenadas da
orientagdo do material (1,2,3), sdo apresentados os casos quando cada um dos eixos da orientacao
do material coincide com o eixo z saindo do plano x,y, entdo caso 1: 1 = z, caso 2: 2 = z,
caso3: 3 = z. Na Figura 3.2 pode-se observar as diferentes cores de cada um dos casos e na
Figura 3.6 a representag@o destes casos na estrutura cristalina hc. Para materiais ctibicos tipo ccc
ou cfc, ndo € preciso ter esse comportamento, pois os parametros do material sdo 0s mesmos nos
trés casos, (HUNTINGTON, 1958), se forem considerados planos com orientacdes aleatdrias devem

ser estudados os diferentes casos para sistemas ccc e cfc.

3,z

2,y

1,x

(@) (b) (c)

Figura 3.6: Orientagao cristalina: (a) caso 1 1 = z,(b)caso22 =ze(c)caso3 3 = z.

No caso bidimensional de materiais ortotrépicos com trés planos de simetria do material, as
componentes do tensor de flexibilidade e de rigidez sdo reduzidas para 9, partindo da equacao 3.18,
tem-se que, S14 = S15 = S16 = 0, So4 = S25 = S26 = 0, S34 = S35 = S36 = 0 € S45 = S46 = S56 = 0,

(ALIABADI, 2002), o tensor de flexibilidade € dado por

€1 S’ S 5/16 01
55 = S'12 5/22 S'96 02 (3.21)
] S S’ S'es O¢

As componentes do tensor S’;;, dependem dos casos explicados anteriormente, na Tabela 3.1
apresenta-se a variacdo do tensor de flexibilidade para o estado plano de tensdo. As componentes

para o estado plano de deformacdo sdao dadas na Tabela 3.2.
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Tabela 3.1: Componentes do tensor de flexibilidade para o caso de esfor¢o plano

sy 1=z 2=z 3=z

s 522 S11 S11
599 533 533 522
"1 523 513 512
5’66 S44 555 566

Tabela 3.2: Componentes do tensor de flexibilidade para o caso de deformagdo plana

Sk1S11 / Sk2S12

"ii = Sk — = S — Sk3si3
Sij = Skl s11 Sij = Skl S92

$33

ij [ 1,26 ij 1 [ 1.2,6 ij [ 1,26
kL[] 234 kD[~ 1,35 k[ ) 1,26

/
Sij = Skl —

Quando os eixos do sistema geométrico (z,y) coincidem com os eixos do sistema de orien-

tacdo do material (1,2), tem-se, s;6 = s96 = 0. No caso da rotagdo das propriedades do material,

tem-se que rotacionar o tensor de rigidez C;;x; ou o tensor de flexibilidade .Sy, para isto foi usado

o método apresentado em (TING, 1996) e (DANIEL AND SHAI, 2006).

Tem-se a rotacdo das propriedades no plano de trabalho segundo cada um dos casos mostra-

dos na Figura 3.6, a matriz de transformacao 2 para cada caso € expressa pelas seguintes equacdes

Caso 1, rotagd@o no eixo 1

Q=10 m n (3.22)

—n
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Caso 2, rotagcdo no eixo 2

Caso 2, rotagdo no eixo 3

onde m = cosf e n = sin f. A matriz transformagao geral tridimensional K € dada por

|

onde separadamente cada um dos termos da equacdo 3.25 € dado pelas equagdes

Q*

‘!

K,y
K;

m 0 —n
0 1 0
n 0 m
m n
—n m 0
0 O

2K,
K4

* * *
Qll Ql2 QIS

K, = Q3 Q3 Q35
Q3 5, Q3
[ QL0 QL0 910
K, = 932933 953931 05,423,
| 25,055 Q3,05, Q5,05
Q5 05,05, Q3,05
K; = leQfl Q%QQTZ ngQ’fs
| Q7,95 Q85, Q7505
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(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)



Q508053 + 235003, 53003, + Q3,035 25,03, + Q3,03
Ky = | Q5,005 + Q507 Q307 + Q3,973 Q312 + Q304 (3.29)
78055 + Q1305 Q1305 + Q1,935 Q7105 + Q1,05

Finalmente, a transformac¢ado dos tensores de rigidez e flexibilidade é dada por

C*= KCK”

S—(K-1)"SK-! (3.30)
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4 Método dos Elementos de Contorno de Reciprocidade Dual

Neste capitulo é apresentada a formulacdo do método dos elementos de contorno para a solu-
cdo de problemas de elasticidade plana em materiais anisotropicos considerando as forcas de corpo
no dominio do tempo, partindo do principio do trabalho virtual e o teorema reciproco. Da mesma
forma sdo mostradas as solugdes fundamentais dos campos de deslocamento e forcas de superfi-
cie para estes materiais. As integrais de dominio que aparecem na formulagdo sdo transformadas
em integrais de contorno usando o Método dos Elementos de contorno de Reciprocidade Dual, a
formulacao do método por sub-regides € apresentada para formular problemas com material poli-

cristalino de multiplos dominios.
4.1 Formulacao Integral

A equacdo para o equilibrio dindmico integrando sobre um dominio {2 e um contorno I, a

partir da equacdo 3.1 é expressa por

Q Q Q

Um sistema de equilibrio equivalente pode ser obtido pela multiplicacdo da equagdo 4.1 por
um escalar arbitrario como fungdo de peso w. A expressdo anterior contém 3 indices livres que
representam 3 equagdes, entdo para a funcdo de peso w serdo adicionados 3 componentes com

diferentes pesos w;

Q [e) Q

O primeiro termo da equagdo 4.2 tem uma derivada, usando a regra de derivacdo do produto

(0ijwi) ; = 045,5wi + Oijw; (4.3)
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A equagdo 4.2 torna-se

Q Q Q
Q Q Q Q

O termo (o;w;) ; pode ser reconhecido como a divergéncia de (o;;w;), aplicando o teorema

da divergéncia

/awwz ) .dQ) = /U,]wz n;dl" = /tiwidf (4.6)
r

Q r
onde

Substituindo a equagdo 4.6 na equacdo 4.5, tem-se

/Uiiwivde = /tiwidr+/PbiwidQ—/pﬁiwz‘dﬁ (4.8)
0

Q r Q
Pode-se escrever w; como a soma de um tensor simétrico € um anti-simétrico, da seguinte

forma

(wij —wji) = sij + ay 4.9)
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Sendo o tensor de esfor¢os o;; simétrico, a equacdo 4.8 torna-se
1 .
Q r Q Q
Na equacgdo 4.10 as funcdes de peso podem ser consideradas como uma fungao vetorial con-

tinua du;, que representa o deslocamento de um estado elasto-estédtico virtual,a equacdo 4.7 € dada

por

1
55,']' == 5 (ui,j + U]',i) (411)

Substituindo a equacdo 4.11 na equagao 4.10, tem-se
Q r Q Q

A equacio 4.12 representa o principio do trabalho virtual, se partirmos da equacdo 3.1 como

sendo a correspondente ao estado du;, e sendo a fungdo de peso neste caso u;, tem-se
Q T Q Q

Pelo teorema reciproco dois estados de um mesmo material podem ser relacionados por

doije; = 0;;0¢€;. Assim desta forma, igualando-se as equacdes 4.13 e 4.12, tem-se

r

r Q Q

A equacdo integral 4.14 relaciona o comportamento de dois estados quaisquer de tensdes,
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para conseguir usar esta formulacdo em problemas de elasticidade em meio continuo, um destes
estados serd conhecido, e o outro para determinar. Para trabalhar com elementos de contorno, o
estado conhecido é chamado estado fundamental que corresponde a resposta ou perturbacdo de
um corpo infinito a uma carga concentrada unitdria em um ponto x’. A carga concentrada repre-
sentada pelo delta de Dirac € usada para reduzir o nimero de integrais de dominio empregando a

propriedade da selegao.

/ f (%) (x —x)d = f (x) 4.15)

Q

para um ponto x’ € €.

Considerando o estado virtual "9", como o estado fundamental conhecido de um problema
estatico sem consideracao das for¢as de corpo, e assumindo que as forcas de corpo sdo aplicadas
com forma do delta de Dirac, segundo o Problema de Kelvin, (KANE, 1994), a equacio 4.14 pode

ser escrita como

Q

r Q r

onde p; = p(b; — i;) sdo as for¢as de corpo, Uy, e Ty, sdo as solu¢des conhecidas do estado
elasto-estatico virtual, também conhecidas como as solu¢des fundamentais para o campo de des-
locamentos e tensdes, que representam a resposta na dire¢do k, no ponto x, devido a uma forca
concentrada unitéria aplicada de forma estatica no ponto X’ na dire¢ao i. Aplicando a equagdo 4.15,

a equacdo 4.16 torna-se

r r Q

A integral de dominio que ainda aparece na equacdo 4.17 sera tratada através do método dos

elementos de contorno de reciprocidade dual.
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4.2 Solugoes Fundamentais de Anisotropia

A equacdo de equilibrio de forcas escrita em funcio dos deslocamentos € obtida substituindo

as equagoes 3.5 e 3.8 na equacgdo 3.1.

Cijkitg,ji +pi =0 (4.18)

onde p; = p (b; — ii;) é o termo que contém as forgas de corpo.

As componentes do tensor de esforco podem ser dadas em termos de duas fungoes, I (z,y)
chamadas fun¢des de tensdo de airy (LEKHNITSKII, 1981), que satisfazem as equacdes de equili-

brio.

o = Fao + U
092 = F 11 + U (4.19)
012 = —F,12

onde U é uma funcio de potencial na qual

Substituindo as equacgdes 4.19 na equagdo 3.21 e depois na equagdo de compatibilidade 3.7,
procedimento usado em (LEKHNITSKII, 1968), o resultado € a equacdo diferencial para funcdes de

tenséo F (z,y).

a11F 2202 — 2a16F 1202 + (2012 + ags) F1120 — 2a66F 1112 + a2 F 1111 =

. ‘ k “.21)
— (a12 + ag) U1 + (a16 + ags) Utz — (a11 + a12) Uz
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No caso de auséncia de for¢as de corpo a equagdo 4.21 pode ser escrita como

a1 F o290 — 2a16F 1920 + (2a12 + ags) F1120 — 2a66F 1112 + @22 F 1111 = 0 (4.22)

O problema bidimensional da teoria da elasticidade € reduzido a determinagao das funcoes
de tensdo F' (z,y), sobre um dominio €2, que deve satisfazer a equacgdo diferencial de quarta or-
dem 4.22. Essa equacdo pode ser integrada usando o operador diferencial, (LEKHNITSKII, 1968).

0 0

D, = — — _—
k 0362 ,ukaxla(

k=1234) (4.23)

Aplicando-se o operador diferencial na equagdo 4.22

D1D2D3D4F = 0 (424)

onde o termo i, da equagdo 4.22 sdo as raizes da equagdo caracteristica, dada por

anpt — 2a161° + (2a12 + age) 1 — 2agept + aze = 0 (4.25)

As raizes da equacdo 4.25 sdo sempre complexas ou imagindrias puras conjugadas, como é
mostrado em (LEKHNITSKII, 1968), isto sempre ocorre em corpos eldsticos ideais, se a equacao

caracteristica tem coeficientes a1, (2a12 + agg) € aoo diferentes de zero.

Criando-se a variavel

2k = T1 + [1ET2 (4.26)
tem-se
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0 0 d
k 0xy Hk oxy dz’ (% 2) (4.27)

Considerando que a fungdo de tensdo deve ser real, tem-se

F(z,y) =2Re[F (z1) + F (22)] (4.28)
Introduzindo a notagdo
dF)
: SO (4.29)
2k

Substituindo a equacgdo 4.28 na equagdo 4.19, obtém-se as componentes de tensdo

o11 = 2Re [p3OWy (2) + p3 0 W, (2,)]
022 = 2Re [Ty (z) + U, (2)] (4.30)

o12 = —2Re [Ml‘l’(l)l (22) + 20, (22)}

onde \If,(:) € a primeira derivada de Wy.

Substituindo a equagdo 4.30 na equagdo 3.21 e depois na equacdo 4.18, desprezando-se os

movimentos de corpos rigidos e integrando, obtém-se os deslocamentos

u = 2Re [g11 V1 (21) + ¢12¥2 (22)]
(4.31)

Uy = 2Re [QQ1\I/1 (21) + q22\112 (Z2)]

onde
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2
aiiply, + 12 — Qi6fbk

Qi = g (4.32)
arafly, + Qg2 /1y, — G

As solugdes fundamentais U;;, e T, sdo os deslocamentos e as forcas de superficie gerados
na dire¢ao k no ponto z devido a uma forca unitaria ou perturbacdo na dire¢do 7 no ponto z’. Os

pontos z ¢ z’ sdo conhecidos como o ponto campo e o ponto fonte respectivamente, sdo definidos

/ /
s — IR O B + U1 o (4.33)
22 'y + pot’s
D (4.34)
22 T1 + {22

onde 1 sdo as raizes complexas da equagdo 4.25.

como

Considerando um contorno fechado I' ao redor do ponto fonte z’, e usando a equagdo 3.3 e

as tensoes da equagdo 4.30, tem-se

ftldf = 2Re H,ul\pl + ILLQIIJQ]]
T

(4.35)
ftgdr = 2Re H‘I’l + \112]]
r

Os colchetes duplos representam o salto na fun¢@o para um contorno fechado ao redor do

ponto fonte z’, entdo o resultado das equagdes 4.35 ndo sera zero.

As solucdes fundamentais em um plano infinito anisotropicos podem ser encontradas usando-
se a fun¢do tensdo de Airy resultante das forcas de superficie fundamentais, dadas pela equa-
¢do0 4.35, e a equagdo de equilibrio de forcas 3.2, sem consideracdo das forcas de corpo e os efeitos

de inércia.
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A funcido tens@o de Airy para um ponto carregado na dire¢do x; pode ser representada por
W,.. As integrais de contorno da equacdo 4.35 possuem sinais opostos a carga aplicada, ela pode

ser expressa para um ponto fonte como

2Re [1 Vi1 + poWio] = —di1,
(4.36)
2Re [U;1 + U] = dio

As equagdes 4.36 sdo satisfeitas para qualquer contorno fechado, se a fungdo W, € definida

como

U, = Ay In(z —2) 4.37)

onde A;; sdo constantes complexas. Usando propriedades de fungdes complexas, pode-se demons-

trar que para um contorno fechado o ponto z’

In(z—2z') = 2mi (4.38)

Usando as equagdes 4.36, 4.37 e 4.38, sdo encontradas duas equacdes para determinar as

constantes desconhecidas A;;

Ajn — Aj + Ao — Ajp = 62/ (2m1)
(4.39)
1A — fin A + poAip — figAip = —0;1/(2mi)

As duas equagdes adicionais necessarias para determinar A;, resultam da exigéncia que os

deslocamentos tenham valores unicos, ou seja

[wi] = 0 (4.40)
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Usando as equacoes de deslocamentos 4.31, a equacdo 4.37 e a equagdo 4.38, a equacdo 4.40

pode ser escrita como

quAin — quAa + q2lis — G2l =0

4.41)
@1An — Gp1An + g2An — G2 lin =0
Na forma matricial, as equacdes 4.39 ¢ 4.41
1 —1 1 —1 Ajl 5]2/(271'2)
iy Ny yy —3: /(21
231 /_11 2 fw 1 _ Jl/( i) (4.42)
q11 —q11 q12 —q12 Aj2 0
21 —Q21 G2 —q22 Ajo 0

Substituindo a equacdo 4.41 nas equagdes de deslocamentos 4.31, sdo determinadas as solu-

¢oes fundamentais para deslocamentos

Uik (Z/,Z) = 2Re [qzlAjl ln (Zl — Z/l) + quAjQ ln (Z2 — le)] (443)

As solugdes fundamentais para forgas de superficie sdo obtidas pela substituicdo da equa-

¢d0 4.41 nas equacdes de tensdo 4.30 e usando a equacdo 3.3, tem-se

, 1 1
Tik (Z 7Z) = 2Re —)pﬂ (Mﬂh - nz) Ajl + ﬁpm (Mlnl - n2) Aj2 (4.44)

(Z1 -z 9 — 79

onde

M1 M2
Pik [ L1 ] (4.45)
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Quando se usa esta formulacdo em materiais isotropicos, a equagdo caracteristica 4.25 se
torna biquadrada com duas raizes iguais a ¢ e duas iguais a —1, estes valores fazem que o sistema de
equagdes 4.42 seja singular. Por isso ndo € possivel o uso de materiais isotrépicos para comprar esta
formula¢do com a formulacdo usada em (CZYZ ET AL., 2013). Para fazer a comparagao deverao

ser usado materiais quase-isotrépicos

Ey=FE +e¢e~FE (4.46)
e <107%E, (4.47)
Ey
Gig=—— 4.48
12 2 (]_ + ’012) ( )

Quando o ponto fonte tende ao ponto campo, as solucdes fundamentais para deslocamento
e forcas de superficie sdo singulares, no caso da solucdo fundamental para deslocamentos tem-se
uma singularidade € fraca In (). No caso da solug¢@o fundamental para forcas de superficie tem-se

uma singularidade forte In (1/7).

4.3 Transformacao da Integral de Dominio

O método dos elementos de contorno de reciprocidade dual foi apresentado pela primeira vez
por Nardini and Brebbia (1983) para andlise de vibragdes livres em problemas bidimensionais com

materiais anisotropicos.
O vetor de forgas de corpo p; da equagdo 4.17, pode ser aproximado sobre o dominio usando

um conjunto de coeficientes desconhecidos a* e uma classe de fun¢des denotadas por f™ (z), a

aproximagdo de p; € dada por
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pi=>_ aol'f"(x) (4.49)

A integral sobre o dominio da equagdo 4.17 pode ser expressa como

M
/ piUdQ =" af" / Ugp f™dS2 (4.50)
Q 1 Q

Analogamente, solucdes particulares u;, podem ser encontradas satisfazendo a equacdo de

equilibrio

Chrnrstyyons = (4.51)

A relacdo reciproca entre a solucdo fundamental e a solucdo particular pode ser escrita da

forma

ay + /F Tyt dl = — /Q fUdSQ) + /F Uit dl (4.52)

Substituindo a equacao 4.52 na equacgdo 4.50, tem-se

M
/ pilUdQ =" a! {—ag; + / Upit™dl — / Tkia%dF} (4.53)
Q 1 r r

Substituindo a equacdo 4.53 na equacgdo 4.17, tem-se

M
up, + / Thsu;dl = / UpitidD + > alf {ukmn - / Upit™dl + / Tkia;gdr} (4.54)
I T T T

m=1
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A equacdo 4.54 € a equagdo do método dos elementos de contorno de reciprocidade dual,

onde nio aparecem integrais de dominio.

As solugdes particulares devem satisfazer a equacao de equilibrio, equagao 4.51. O procedi-

mento tradicional em problemas de elasticidade isotropica e problemas de potenciais € adotar uma

fun¢io f7 e encontrar a solugdo particular @/, no caso de elasticidade anisotrépica, torna-se bastante

dificil devido a complexidade da equagdo 4.51. Um procedimento alternativo € proposto por Sch-

clar (1994) que assume solucdes particulares @/ para se encontrar as fungdes f7. Neste trabalho

foram utilizadas as fun¢des adotadas por Albuquerque et al. (2003) para problemas dinamicos de

fratura em materiais anisotropicos.

Adotando-se como solugdo particular

’Ilmk = CT’S(Skm

onde c é uma constante escolhida arbitrariamente, a funcio de aproximacao sera

fim = Ciji {cr (747 j0km + 6j10km) }

As forcas de superficie sdo dadas por

>

mk = OmrsTls

Derivando-se a equagdo 4.55 e usando a equagdo 3.8, tem-se

3 2
Omrs = Crsjk {C% (T,k’émj + T,jdmk)}
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4.4 Equacoes Integrais Singulares

A equacdo 4.54 foi definida para um ponto do interior do dominio. Quando o ponto fonte é
interno, r # 0 onde r é dado por |z — Z'|, a equagdo 4.54 contém integrandos ndo singulares. A
andlise do limite da transi¢do quando o ponto fonte tende ao contorno r — (. Esta operagdo serd
feita como € mostrado em (PORTELA, 1992), colocando o ponto fonte no contorno e diminuindo o
dominio do problema por uma regido semi-circular, com contorno I} e raio e, centrado no ponto
fonte, conforme mostrado na Figura 4.1. Com esta configuracio o contorno € divido em duas partes,

na forma

[ =lim (I — T, +1I7) (4.59)

e—0

Figura 4.1: Ponto fonte localizado no contorno, circundado por uma regido semi-circular.

A equacdo 4.54, pode ser escrita como

M
up+lim [ Tywdl =lim | UptdD+ ) o {u;;; - / Upit™dTl + / Tkiﬂgdl‘} (4.60)
m=1 r r

€0 Jp_p41* €0 Jp_p 4rs B S B

A primeira integral do lado direito da equagdo 4.60 contém um integrando de singularidade

fraca da ordem In (r) e é integrdvel como uma integral imprépria. A integral do lado esquerdo
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tem uma singularidade forte, da ordem 1/r, que pode ser regularizada com o primeiro termo da

expansdo de Taylor em torno do ponto fonte, ou seja

lim | Ty, (2)dD =lim | Ty, [u; (2) — u; (2)]dD + u; (2') im [ TydU + lim [ Tyu; (z) dT
e—0 [T +T% e—0 I e—0 I e—0 r—T.
4.61)

Assumindo que os deslocamentos sdo continuos no ponto fonte, o primeiro termo do lado
direito da equacdo 4.60 € integravel e desaparece no processo de limite. Os segundo termo da
equacdo representa um salto nos deslocamentos dado por A;; (z’) u; (z’), no qual A;; (z') € uma
constante que depende da geometria local e das constantes eldsticas. Finalmente, o terceiro termo
do lado direito da equacdo resulta em uma integral imprépria que € calculada no sentido do valor
principal de Cauchy. Quando e — 0, o ponto fonte tende ao contorno, no limite, a equacao 4.60

pode ser escrita na forma

M
Critly + ][ Thsu;dl = / UpitidD + > ol {ckug; - / Upit™dl + ][ Tkia;@dr} (4.62)
T T T T

m=1

onde f representa integral no sentido do valor principal de Cauchy e o coeficiente c; (z') é dado

por d;; + A;; (z'), no qual ¢;; representa o delta de Kronecker.
4.5 Formulacao dos Elementos de Contorno Discretizada

Para obter a solug@o do problema elasto-dindmico, o contorno € dividido em uma série de ele-
mentos nos quais os deslocamentos e as forcas de superficie sdo escritos em termos de seus valores

nodais. Neste trabalho serdo usados elementos quadréticos (3 nds por elemento) descontinuos.

Nesta formulag@o serd mais conveniente trabalhar com vetores, do que usar notagdo indicial,

desta forma tem-se
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= pt®
i = (4.63)
t = ot®

As varidveis em negrito sdo vetores de dimensdes 2/NV, onde N € o nimero de nds, ul® e
t() representam os valores nodais dos deslocamentos e forcas de superficie, respectivamente, ¢
€ o valor das funcdes de forma, u e t sdo os deslocamentos e as tensdes ao longo do elemento,
finalmente @ e t(®) representam os vetores nodais das solucdes particulares de deslocamento e

forcas de superficie, respectivamente.

Sendo o dominio dividido em /N £ elementos de contorno, substituindo as equagdes 4.63 na

equagdo 4.62, tem-se

NE ~ NE .
cul + > {frj T¢d1“}u3 = {frj U¢dr}tﬂ+
w [ we T ) (4.64)
S a3 {fr, Uc;bdF}ij + 3 {fr‘ T¢dr} Ujm] am
m=1 j=1 ’ j=1 g
sendo que
][ Tedl = H (4.65)
Ly
/ Updl' = G (4.66)
L
tem-se
N N M N
Y O HU =Y GO+ N (HYW™ — GYE™) o™ (4.67)
j=1 j=1 m=1 j=1
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Os M vetores a™ (2 x 1) correspondentes as diferentes fun¢des de aproximagdo f™ po-
dem ser agrupados em um vetor ™ (2M x 1) e relacionado com o vetor de forgas de corpo
p™ (2M x 1) contendo as forcas de corpo para todos os nds do contorno, assim a equacao 4.49

pode ser escrita como

p=Fa (4.68)

onde os elementos da matriz F sdo os valores das fun¢des f™ (z) em todos os nds. Fazendo a

inversio da matriz F', tem-se

o =Ep (4.69)

onde E = F L

Substituindo a equacao 4.69 na equagao 4.67, tem-se

Hu = Gt + [Hfj — GT] Ep (4.70)
sendo
M — [GT _ Hfj} Ep “.71)
A equacgdo 4.69 torna-se
Mp + Hu = Gt 4.72)

A equagdo 4.72 tem o mesmo aspecto das equacdes de equilibrio de elementos finitos, uma
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matriz de massa M, uma matriz de rigidez H e um vetor de forca Gt, onde as matrizes sdo de
tamanho (2N x 2N) e o vetor de tamanho (2N x 1)

4.6 Integracao no Espaco

Neste trabalho foram utilizadas as funcdes de forma quadraticas que permitem o modela-
mento de elementos curvos. Para facilitar a simulacdo do comportamento de materiais cristalinos,
Figura3.2, é conveniente o uso de elementos quadraticos descontinuos, devido a que estes elemen-
tos ndo tem nds nas pontas, evitando assim que um mesmo né seja compartilhado por varios graos

facilitando a constru¢do das matrizes do método.

Os deslocamentos e forgas de superficie sdo representados em um elemento quadratico pa-

drao como

O 0 4P 0 4® o0 @)
u:{ul}:[¢ ¢ ¢ YL pu @73)

t o @ ® 0 4@
t:{l}:[¢ ¢ ¢ Loy =t (474

(3)
\ t2

Vs

onde u

() ¢ tz(") sdo os valores nodais de deslocamentos e forgas de superficie, respectivamente, e

7
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™ sdo as funcdes de forma para elementos quadraticos descontinuos definidas em (KANE, 1994),

pelas seguintes equacgdes

9 2

n_ 2 _ =z
o\ = 8a (a 3) 4.75)
o= (g - a2) (4.76)

9 2

3 _ 7 2
P\ = 8a (a—|— 3) 4.77)

Os pontos de campo z’ sdo mapeados por meio de fungdes de forma de elementos continuos

50 = %a (a—1) (4.78)
P =1—a? (4.79)
4@ = %a (a+1) (4.80)

onde a representa uma coodernada isoparamétrica ao longo do elemento, Figura4.2. Sendo a trans-
formagdo de coordenadas de (x;,75) para a e o elemento isoparamétrico, a geometria pode ser

também representadas pelas funcdes de forma ¢(¥), equagdo 4.81.
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(3) @

(X1,X2) (3) (3

(X1,X2)
(Xi,%2)

(1 (1)

(X1,X2)

)
(X1,X2)

1 2 3
—o—o—o— 2 | —eo—0—e— -
2/3 0 23 (b)

( '_'L'gl) 3
o
¢ (1) 0 (2) 0 ® 9 (2)
X — 1 _ ¢ ¢ ¢ xé) > :¢X(n) (481)
ts 0 oM 0 o2 0 ¢® Ty
e
1
(3)
(T2 )
As integrais de contorno podem ser escritas como
HY = ][ T dl = ][ Tt | J| da (4.82)
r, -1
. . 1 .
GY = / Uy dl = / Uy | J| da (4.83)
r, -1

J

onde |J| representa o médulo do Jacobiano da transformagéo (x;,z2) — a, e é dado por Brebbia
and Dominguez (1992) e Kane (1994)
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dr dr\?  (de\2) "
_dr | (dxy day
-8 (0 (22)) "

onde dz;/da e dxs/da sdo obtidos derivando as fungdes de forma da equagdo 4.81 em relagdo a a.

Integrais da ordem O (Inr) podem ser avaliadas usando a quadratura logaritmica de Gauss,
amplamente explicada em (KANE, 1994). Segundo o método, as singularidades logaritmicas podem

ser integradas por

_ /01 In (é)f (a) da = ﬁ;wif (a) (4.85)

onde N € o numero de pontos de Gauss logaritmico. A coordenada do ponto de integracdo a;
e o fator de peso w; podem ser encontrados na literatura (BREBBIA AND DOMINGUEZ, 1992)
e (KANE, 1994).

Os termos nao singulares das matrizes H e G sdo integrados usando a quadratura de Gauss

padrdao com 10 pontos de integracdo, (KANE, 1994).

1 N
I= /1 f(a)da = szf (a) (4.86)

Os termos singulares da matriz G sdo do tipo Inr sendo integrados usando a quadratura
logaritmica de Gauss com 10 pontos de integracdo. Os termos singulares da matriz H s@o do tipo
1/r e precisam ser calculados no sentido do valor principal de Cauchy. A matriz H no método
dos elementos de contorno de reciprocidade dual € a mesma da formulacao elasto-estética, pode-
se tratar esta singularidade usando as consideracdes de corpos rigidos dadas por Brebbia and
Dominguez (1992), assumindo que os deslocamentos do corpo sejam de um valor unitdrio € que
ndo existam forcas de corpo p; na direcdo de um dos eixos de coordenadas, as forcas de superficie

em qualquer ponto do contorno devem ser zero. A equagdo 4.72 torna-se
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Hv?=0 (4.87)

onde v? é um vetor que para todos os nés que tem deslocamento unitdrio ao longo da direcdo q e
zero na outra direcdo. Para satisfazer a equacao 4.87 tem-se
N
Hy =~ Hy, (i # ) (4.88)

Jj=1

O termo da diagonal de H € igual a soma de todos os outros termos fora da diagonal no grau

de liberdade em consideragao.
4.7 Formulacao por Sub-regioes

O método das sub-regides € utilizado em diferentes aplicagdes, em problemas de mecanica da
fratura foi adotado para evitar os inconvenientes dos nds pertencentes as faces opostas das trincas
que possuirem as mesmas coordenadas, como é mostrado em (ALBUQUERQUE, 2001) e (USECHE
ET AL., 2012). Uma outra aplicacdo na qual o método € usado em problemas que contém multiplos
dominios em (GALVIS ET AL., 2013), também usado em problemas de potencial em (RODRIGUEZ
ET AL., 2013), fazendo a andlise de multiplas inclusdes (fibras) no interior de um outro dominio

(matriz).

Neste trabalho o método das sub-regides € desenvolvido para a formulacdo dos elementos
de contorno de reciprocidade dual em materiais anisotropicos e considerando as forcas de corpo
aplicado a problemas de fratura em estruturas policristalinas, devido a natureza da geometria.
Para a andlise de uma estrutura policristalina, tem-se duas situagdes, quando o grao pertence ao
contorno possui condi¢des de contorno de forgas ou deslocamento conhecidas e quando o grao
estd situado no interior da estrutura e suas condicdes de contorno sdo totalmente desconhecidas,

como € mostrado na Figura 4.3.
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(a)

(b)

Figura 4.3: Tipos de grdo: (a) grdo interior, (b) grao no contorno.

Considerando um corpo dividido em dois dominios €2, e {25, cujos contornos na interface sao

I'; e I'y, respectivamente. Na Figura 4.4 mostra-se um problema simples de duas regides para o

(=

= +

I i
n I,

==

Figura 4.4: Dominio com duas sub-regides

desenvolvimento da formulagao.

Para resolver o problema, tem-se que considerar a compatibilidade dos deslocamentos e o

equilibrio de forgas de superficie na interface I'/, para i = 1,2, tem-se

ul = ul (4.89)
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sendo u! e t! desconhecidos na interface I.

(4.90)

A equagdo matricial da regido 1 pode ser escrita como

w0 [ea]{

A equacgdo matricial da regido 2 é dada por

EROI NI

}+[M1 M{}{E%} 4.91)

}+ M, M| { gz } 4.92)

Existem diferentes tipos de arranjo para juntar as equacdes e formar um sistema matricial

para todo o problema, basicamente as matrizes finais do problema serdo preenchidas por blocos,

um tipo de organizacdo é o apresentado por Katsikadelis (2002), que sugere fazer o arranjo co-

mecando pelos blocos que contém os termos dos segmentos que contém condi¢des de contorno

conhecidas, um outro € o proposto por Kane (1994) que deve-se fazer na ordem ascendente das

interfaces segundo a numeragao das regides, pode-se ter variagdes da forma em como os blocos sao
organizados como € mostrado em (RIGBY AND ALIABADI, 1995) e (CROTTY, 1982) que apresen-

tam diferengas devido ao solver proposto em cada um desses trabalhos. Neste trabalho foi usado

o arranjo proposto por Kane (1994) e o mostrado em (ALBUQUERQUE, 2001) que contempla as

matrizes adicionais da formulacao considerando as forcas de corpo.

As equacdes 4.91 e 4.92 podem ser escritas em um mesmo sistema
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up tl P1
HoH 0 0] Jull _[GiGfo o]l [MMf o o]]p

Us t2 | %)

(4.93)
U

Aplicando a equagdo de compatibilidade dos deslocamentos 4.89 e de equilibrio de forgas de

superficie 4.90, tem-se o seguinte sistema

t
H, H! 0 "o [ealo A v o 7))
0 HIH “ | o0 Glag St o MM P1 (454)
2 12 2 W2 2 2
Us t2 P2

Sendo os deslocamentos e for¢as de superficie desconhecidos na interface, o sistema € escrito

como
u;
P1
H, H! G! I G t M, M!
THIGI 0 uf | _ [ G 0 L, MaMp0 pl b (4.95)
0 Hi Gi H, t! 0 Gy to 0 M M,
P2
uz

Aplicando as condi¢Oes de contorno no sistema 4.95, tem-se

X1
0 H] G} A, ¢! 0 B, || t 0 M} M, El ‘
2
X2
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4.8 Formulacao no Dominio do Tempo

O método dos elementos de contorno de reciprocidade dual serd aplicado para obter o
a resposta dos deslocamentos e as forcas de superficie no dominio do tempo. A integracio
no dominio do tempo serd realizada usando o esquema proposto por Houbolt (1950), usado
em (DOMINGUEZ, 1993). O método de Houbolt € utilizado na integragdo direta no dominio do
tempo junto com o método dos elementos de contorno de reciprocidade dual. Resultados sdo apre-
sentados na se¢do posterior comparando com os resultados obtidos em (ALBUQUERQUE, 2001)

e (DOMINGUEZ, 1993), com materiais quase-isotropicos € anisotropico.

As forgas de corpo presentes em um corpo de dominio €2 e contorno I' sdo devido ao campo

de aceleragdo.

pi = pi; 4.97)

A equagdo matricial 4.72 escrita para um instante de tempo 7 + A7 e dada por

pMﬁT—i-AT + HuT+AT = GtT—i—AT (498)

O periodo de tempo 7" é dividido em NV intervalos iguais A7 (7' = NAT). Assumindo que a
solugdo da equagdo 4.72 é conhecida para cada passo de tempo, ou seja 0,A7,2A7,..., T a solugdo
no instante 7 + A7 € encontrada de acordo com a aproximagao de (HOUBOLT, 1950). A aceleragio

em 7 + A7 é aproximada pela expressdo de diferencas finitas

.. 1
UriAr = A_T2 (2uT+AT - 5117— + 4uT—AT - uT—QAT) (499)

A velocidade é calculada em (CARRER AND MANSUR, 1999) como
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1
i ar = o (i ar — 180, 4 9, ar — 2ur2ar) (4.100)

O método de Houbolt tem a caracteristica de possuir um alto amortecimento nimero que
torna os resultados obtidos pelo método dos elementos de contorno de reciprocidade dual mais su-
aves que os obtidos por outras formulagdes aplicadas a elasto-dindmica, (CHIRINO ET AL., 1994).
Para reduzir o passo de tempo e obter uma maior precisao dos resultados € necessdrio usar pontos
internos, ou melhorar a malha, conforme é mostrado em (ALBUQUERQUE, 2001). Neste trabalho
devido a escala e ao grande nimero de graus de liberdade, ndo serdo incluidos na formulagdo os

pontos internos, a discretizacio ocorrerd sobre o contorno.

Substituindo a equacgdo 4.100 na equagdo 4.99, tem-se

2 1
{FPM + H:| U4 Ar = GtT+AT + EPM (5uT - 4uT—AT + uT—QAT) (4101)

Sendo u,, u,_a- € u,_sa, conhecidos, o sistema de equacdes 4.101 pode ser resolvido
usando as condi¢des de contorno em 7 + A7. Passando todas as varidveis desconhecidas para o

lado esquerdo, a equacdo 4.101 pode ser escrita como

AXT+AT = FT-‘,—AT (4.102)

onde X, A, € 0 vetor de varidveis desconhecidas, F,, A, € o vetor de varidveis conhecidas, calcu-
ladas a partir dos valores de u dos passos de tempo anteriores € com as condi¢des de contorno no
tempo 7 + A7. Sendo o sistema 4.102 resolvido, o vetor u,, A, é conhecido, entdo a solucdo pode

ser encontrada para o proximo passo de tempo.
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5 Modelagem Multiescala de Zonas Coesivas

Neste capitulo € apresentada a abordagem multiescala utilizada para simular a fratura in-
tergranular em materiais policristalinos, a MMZC utilizando elementos de contorno. A andlise
multiescala € feita com diferentes aproximagdes incorporando zonas coesivas no problema fisico.
O estudo dos cristais e estruturas atdmicas nas interfaces e as técnicas de homogeneizagdo da
macromecanica sdo aplicadas para produzir a unido entre o potencial atdmico nas interfaces e o
comportamento da mesoescala. O potencial interfacial é deduzido para modelar as propriedades
efetivas nas interfaces, a técnica de homogeneizacdo de Hill-Mandel e a regra de Cauchy-Born sdao
empregadas para obter o gradiente de deformacdo efetivo nas zonas coesivas, (L1 ET AL., 2010).
O método pode proporcionar um meio eficaz para descrever as propriedades heterogéneas do ma-
terial em uma escala pequena, tendo em conta o efeito das ndo homogéneidades no contorno dos
graos, interfaces bimateriais e inclusoes, (QIAN AND LI, 2011). O esquema do método € ilustrado

na Figura 5.1

Mesoescala (MEC)

Zona coesiva
Homogeneizacao
Hill-Maldel

1ty tytytyltylylytyletetetytyy®,
teRytyhybytydydybydobodododod b
(gtgbelaloteleloghelybebebeleied,
tpbebybybybydys Aobob b b odod b
(Aghylghylel debed dobelgbelyghed,
lgbybybybybyliybebybybyhybylyhyhyl
(Aghylebelolety tetplybehybelahed,
I Sl snd Sl ol 2ol Sl Sul |3l 3ol Sul Sl sl Sel. ol sl

Separagéo T*°=0 Deformagao
Escala atbmica

Regra de Cauchy-Born
Potencial de Lennard-Jones

Figura 5.1: Modelagem Multiescala de Zonas Coesivas.
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5.1 Aproximacao do Potencial nas Interfaces

Considera-se uma zona coesiva compativel nas interfaces, de espessura e volume finito. Além
disso € assumido que as altas deformagdes ndo uniformes sdo confinadas na zona coesiva, e que
fora da zona coesiva a deformacdo € linear. Este postulado foi apresentado em (LTI ET AL., 2010) na
formulagdo da Modelagem Multiescala de Zonas Coesivas utilizando o MEF, baseado no ampla-
mente aceitado modelo do Taylor para sélidos policristalinos (TAYLOR, 1938) e modelos similares
que foram adotados, (PEIERLS, 1940).

A modelagem do processo de dano do material é proposta em (L1 ET AL., 2012) tratando
as interfaces como um arranjo de cristais C'olloidal C'rystal. A justificativa é que pode existir a
presenca de vazios dentro da zona coesiva, e incluir algumas caracteristicas como os defeitos pela

nucleacgdo e as flutuacdes térmicas.

A modelagem do arranjo de cristais na interface € referido ao seguinte procedimento: as inte-
racdes interatdmicas no interior da zona coesiva podem ser tratadas como forcas de Van der Waals,
ja que sao assumidas interagdes mais fracas nas zonas coesivas do que o meio granular, o potencial
interfacial € obtido para o campo de altas deformac¢des nao homogéneas na zona coesiva, (ZENG
AND L1, 2010).

Neste trabalho o potencial atdmico no meio granular é dado pelo potencial de Lennard-
Jones (GRIEBEL ET AL., 2010), dado por

oo [(5) - (5) ] o1
r r

onde « € expresso por

1 n \ nom
. (”_) (5.2)
n—m\mm

J

Sendo m < n, este potencial é parametrizado por £/ e o'/. O valor de *’ descreve a
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profundidade do potencial e assim a intensidade de forca de repulsao e atra¢do. O incremento da
profundidade do potencial e leva a materiais com enlaces muito fortes. O valor de ¢ parametriza
o comprimento entre duas particulas no qual o potencial é zero. Para obter um comportamento
como as forcas de Van der Waals, o potencial adota m = 6 e n = 12, assim o potencial e a for¢ca
calculada decrescem rapidamente, finalmente a expressdo do potencial do meio granular é dado
pela equagdo 5.3.

LI\ 12 LJ\ 6
e [() ()
T T

A Figura 5.2 mostra o potencial de Lennard-Jones com ¢/ = 1 e o/ = 1, também as zonas

de repulsio e atracio que dependem do comprimento de equilibrio 7y = 2'/95%/ sio definidas.

0.5F
0.5

Equilibrio

s (V)
g (J)

Repulsdo

Atragao

1 I

0.5 1 15
r (mm)

Ny

25 1. I I I I )
0.5 1 1.5 2 25 3

Figura 5.2: Potencial de Lennard-Jones.

Para obter o potencial interfacial, o meio granular tem que ser visto como rigido quase sem
deformacdo, entdo os dois elementos correspondentes ao meio granular adjacentes a zona coesiva

compativel podem ser vistos como dois corpos rigidos do espaco médio, Figura 5.3.

O potencial interfacial ¢;,; € obtido pela integracdo sobre o espago médio, Figura 5.3,
analisando a intera¢do entre uma molécula e uma superficie plana, (ISRAELACHVILI, 1991). A

interacao molecular entre um dtomo e uma superficie plana de um sélido é mostrada na Figura 5.4.
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>y >y

Espago médig X

Espacgo médio, Espago médio

Figura 5.3: Modelagem do potencial interfacial na zona coesiva.

Para moléculas dentro de um anel circular de secdo transversal dxdy e raio z, o volume do anel

é 2mxdxdz, e o nimero de moléculas no anel é 2w Sxdxdz, onde (5 € a densidade atdmica do sélido.

\/
N

Figura 5.4: Modelo do potencial entre um atdmo e uma superficie plana.

A interacao de um dtomo a uma distincia r da superficie € dada por

T=00

Gint = T / Z:Oziz pgrdz (5.4)
z=D x

=0
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Sendo o comprimento de equilibrio é ry = 2'/55"/ pode-se reescrever a equagio 5.3, como,

e (@) ()]

Substituindo a equagdo 5.5 na equacdo 5.4, tem-se

Gint = mPe™ /Z::COZZ /;:0 [(%) . 2(%)6] xdx (5.6)

onde segundo a Figura 5.4, r = (2% + :1:2)1/ ? reescrevendo a equacgdo 5.6

oo r—co 12 6
o LJ = To . To
ow= et [ [ <_()) 2(_(22”2)1/2) iz (5

Integrando a equacdo 5.7, obtém-se a expressao para determinar o potencial interfacial apre-
sentado em (SAUER AND LI, 2007).

G = Ty} [% () - %(@)1 (5.8)

O potencial interfacial ¢;,; é apresentado por Zeng and Li (2010), Zeng and Li (2012) e Li
et al. (2012) como

o= [ (%) - 3(2)] 59

O uso do potencial interfacial para construir o potencial intermolecular dentro das zonas

coesivas, ¢ uma aproximacao dos métodos de dindmica molecular. A aproximacao do potencial in-
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terfacial pode capturar o mecanismo de falha local na escala atdmica. Considerando dois elementos

de contorno quadraticos descontinuos formando a zona coesiva mostrada na Figura 5.5.

T
&5
ey

X
|

Figura 5.5: Modelo da zona coesiva.

A modelagem da zona coesiva € constitutivamente consistente com o meio granular onde
comparacoes do potencial é a for¢a entre &tomos na zona coesiva € no meio granular sdo feitas
e mostradas na Figura 5.6, onde os parametros sdo definidos como ¢/ = 1 e 0!/ = 1, pode-se
concluir que a forca de atracao entre 4&tomos no interior da zona coesiva ocorre em um comprimento

de separa¢do menor do que a separa¢do requerida no meio granular.

Para demonstrar porque a Modelagem Multiescala de Zonas Coesivas funciona, pode-se mo-
delar o sistema entre a zona coesiva e o meio granular da Figura 5.5, como um sistema unidimen-
sional de trés molas conectadas em série; a forca de tensdo deve ser igual devido a condi¢do de
equilibrio da conex@o em série. Portanto, assim como a for¢a de tracdo aumenta, os deslocamen-
tos no meio granular € na zona coesiva aumentardo também até alcancar o maximo valor da forca
na zona coesiva. Depois da zona coesiva alcangar o seu méaximo valor, A forca ird diminuindo
ao tempo que os deslocamentos dentro da zona coesiva aumentam, o que eventualmente levard a

separagdo da superficie, (L1 ET AL., 2010).
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Figura 5.6: Comparagdo de potencial x deslocamento e forca x deslocamento entre a zona coesiva
e o meio granular.

5.2 Gradiente de Deformacao Efetivo na Zona Coesiva

Na representacdo do campo local de deformacdo ndao uniforme causado pela presenca de
defeitos, o primeiro passo € a modelagem da zona fraca coesiva na interface descrito na secao
anterior, mostrado na Figura 5.7. Para quantificar o campo altamente nao uniforme de deformacao
na zona coesiva, assume-se que a deformacio ndo uniforme tem um cariter multiescala, (ZENG

AND LI, 2012), ou seja o campo de deslocamento dentro da zona coesiva pode ser escrito como

Deformacéo
uniforme

Deformagéo

»] né&o uniforme I-I\’ Deformagéo

uniforme

u=0

[l

u=ad+u

Deformacéo
uniforme

Figura 5.7: Caréter multiescala da deformacdo nao uniforme na zona coesiva.

A representagdo do carater multiecala das escala é mostrada na Figura 5.8.
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Mesoescala (MEC) ,“

[ Snd S 3l ol 2l 5

u=u+u (5.10)

onde 1 representam o campo de deslocamentos e X € o vetor das posi¢des na configuracao defor-
mada em uma escala grossa; enquanto que u’ é o campo de deslocamento de flutuacéo e x’ é o
vetor das posi¢des flutuantes em uma escala fina. Sendo entio X = X + e x’ = u’ onde X é o

vetor das posi¢des na configuracio de referéncia, pode-se ter

/!

x=X4+u=X+u)+u=%x+u=%x+% (5.11)

A espessura da zona coesiva R depende da malha e serd discutida no capitulo 7, a mesoescala

€ milimétrica e a escala da zona coesiva € cosiderada micrométrica.

Considerando que no interior da zona coesiva a deformacéo € nao uniforme, € possivel separar
a deformacdo total em duas diferentes escalas, o gradiente de deformacao na escala grossa mudard
lentamente em comparacao com o campo de deformagdo na escala fina o que permite aplicar a regra
de Cauchy-Born na escala grossa. No micro dominio a posi¢do deformada dos pontos do material
como € mostrado na Figura 5.9 é uma superposicdo dos campos de deformacdo na escala grossa e

fina € escrita por Yvonnet and He’ (2007) como
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Posicéo inicial

X
= Deformacéo
aplicada
Posicéo final
x=FX+u
Figura 5.9: Posi¢do deformada de um ponto interior na zona coesiva.
x=FX+u (5.12)

onde F. € o tensor constante homogeneizado de deformacao que pode ser determinado pelos dados
ao longo do contorno das zonas coesivas ou a resposta dos pontos da mesoescala, tem-se que o

gradiente € expresso como

_ 1 ox
FC= — [ —dO 5.13
00 ] 9X 619

Qo

A equacdo 5.13 mostra o gradiente de deformacdo homogeneizado F. a partir da taxa da
varia¢do da configuragdo deformada x com a a posicao inicial X, substituindo a equacdo 5.11 na

equacgdo 5.13, tem-se
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_ 1 ox od
Fom [ (& Q 14
[ (ax * ax) d -19)

]

Aplicando o teorema da divergéncia

0x  Ou 1
|Qo|/(8X aX) @ —m/X@@Nde/u ®Nds  (5.15)

890 dQO

onde N € o vetor normal do contorno da zona coesiva e o simbolo ® é a representacdo do produto
diade.

Os dominios da integrac¢do sdo mostrados na Figura 5.10, sendo €2 o dominio na macroescala,
0y o dominio na mesoescala e 9€2y o contorno na mesoescala, no casso deste trabalho o dominio
dessa mesoescala € o mesmo dominio da zona coesiva. Pela condi¢do mostrada na Figura 5.7, o
contorno das zonas coesivas ¢ o mesmo que o contorno do meio granular, no contorno de cada
zona coesiva o campo de deslocamento de flutuagdo u’ desaparece, devido a que no meio granular
a deformacdo foi assumida uniforme, entdo tem-se que u’ = 0,¥yX € €, sendo X os pontos
da mesoescala, assumido para este trabalho, entdo a equacdo 5.16 mostra como o gradiente de
deformacdo pode ser calculado com os dados da escala grossa X ou seja os valores de deslocamento

ao longo do contorno das zonas coesivas x = X,VX € 0€).

— 1
F° = /X@Nds (5.16)
Q0]
8%

A condi¢do para o campo de deslocamento da escala fina foi imposta por Yvonnet and He’
(2007), Miehe et al. (1999) e Li and Wang (2008), € expressa como

/ u' @ NdS =0 (5.17)
20
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a0,

Figura 5.10: Dominios na macroescala e microescala.

Sendo N € vetor normal saindo do contorno €2,. Segundo a equagdo 5.17, tem-se que x =
x,VX € 0. Com o campo de deslocamento pelo MEC é possivel determinar o gradiente de

deformacio F¢, no caso de deformacio plana tem-se

T = F6O X+ FS X (5.18)
Ty = F5 X1 + F5, X, (5.19)
Ty = X3 (5.20)

onde Ffj sdo constantes.
Considerando o caso de deformacao plana, a determina¢do do gradiente de deformacao efe-

tivo F¢ € proposta como o cdlculo da deformacgdo das duas linhas diagonais da zona coesiva como

€ mostrado na Figura 5.11.
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(i, y1)
(X}+1,Y‘|+1) + (X},YT)
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X, Y) (XYY

(Xf+1,YT+1

(X1, Yi41) ~
(x.y1)

Figura 5.11: Gradiente de deformacdo efetivo na zona coesiva.

As linhas diagonais sdo modeladas pelas equacdes 5.21 e 5.22
X;r+1 —x; =F° (X;r+1 - XI_) (5.:21)
x] — x4 =F (X = X7,,) (5.22)
Expandindo e simplificando a equacao 5.21, tem-se
iy — oy = Fy (X - X0) + F (Y =Y (5.23)
v —yr = Fo (X0 = X0) + F (V5 —Y7) (5.24)
Para a equacdo 5.21,tem-se

af —ap, =Fo (X — X)) + FL (Y =Y) (5.25)

yi =y = Fo (X = X70) + Fs (Y = Y7) (5.26)
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Solucionando o sistema entre as equacdes 5.23 e 5.25 e o segundo sistema as equagdes 5.24
e 5.26, pode-se finalmente encontrar as componentes do gradiente de deformacao efetiva na zona

coesiva dado pela equacdo 5.27.

Fr -d 0 b 0 Tl — 2y
Fy bc—ad | 0 —d 0 b A
F262 0 c 0 —a y;r —Yri1

ondea = X/, —X;,b=Y", =Y, c=X—X},, ed =Y —Y,. O gradiente de deformagao
efetivo s6 depende das coordenadas de referéncia X e das coordenadas dos nds deslocados x.
Este gradiente foi obtido de forma similar ao encontrado em (ZENG AND LI, 2012) e (HE AND
L1, 2012).

A técnica de homogeneizagao de Hill-Mandel, (HILL, 1971) e (L1 AND WANG, 2008), € uti-
lizada em uma versao multiescala na equacao 5.13 para demonstrar que o gradiente de deformacao

médio na zona coesiva € exatamente o mesmo F¢, como é mostrado na equacgdo 5.16, ou seja

<F>q, =F° (5.28)

onde <> indica que a propriedade é homogeneizada e F° pode ser usado como o gradiente de
deformacdo da escala grossa. A modelagem das zonas coesivas foi proposta compativel com o meio
granular que contém o campo de deformag¢des uniforme, entdo o campo de deformacgdo da escala
grossa das zonas coesivas pode ser representada como fungdo das coordenadas da configuracdo de

referéncia e a configuracdo deformada, assim tem-se

_ _ ox
F=<F>q, =F" 1= — 5.29
Qo X |, (5.29)
onde o simbolo := expressa que F° define-se como outro nome para g—;—z o
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5.3 Regra de Cauchy-Born no Campo Efetivo

A regra de Cauchy-Born (ERICKSEN, 1983), € aplicada na formulagdo da MMZC para re-
duzir o custo e complexidade computacional no cédlculo da energia do potencial atdmico. A regra
assume que se a deformacdo no meio granular é uniforme, entdo o gradiente de deformacdo F é
constante. Se o gradiente de deformacao € um tensor constante, entdo € possivel mapear um vetor
deformado r; de uma célula unitdria ou estrutura atdmica de lattice, a qual € descrita na configura-

¢ao de referencia pelo vetor R;, a equagdo 5.30 descreve este processo.

r; = FR, (5.30)

onde 7+ = 1,2,...,n. € n. € o nimero de ligacdes na célula unitdria a qual neste trabalho estd na

escala picométrica utilizando os dados dos raios atdmicos segundo o material.

Aplicando a regra de Cauchy-Born pode-se determinar a deformacdo que terdo as ligagcdes

atdmicas, Figura 5.12.

Figura 5.12: Regra de Cauchy-Born.

Os dois tipos de estrutura ou célula atdmica usadas sdo a hc e cfc, Figura 5.13.

O vetor r; € a distancia entre o &tomo do centro e um dos atomos nos vertices da célula unita-
ria. Considerando sé a interacdo atdmica entre 0os &tomos mais proximos e assumindo uma distancia
atomica de equilibrio a na Figura 5.13, os seis vetores que representam as ligagdes atdmicas no caso

da estrutura hc sdo os seguintes
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R, R,
(@) (b)

R; =a(1,0)
Ry = a(cos (7/3),sin (7/3))
R; = a(cos (27m/3) ,sin (27/3)) (531)
R, =a(-1,0)
R; = a(cos (—27/3) ,sin (—27/3))
Rs = a(cos (—n/3),sin (—7/3))
Para uma estrutura cfc, tem-se
R, = a(cos (m/4),sin (7/4))
Ry = a(cos (37/4) ,sin (37/4)) (5.32)
Rs = a(cos (—3m/4) ,sin (—37/4))
R, = a(cos(—m/4),sin (—7/4))

O comprimento dos vetores deformados sdo fungdes do gradiente de deformacdo, ou seja,
ri = = [F-Ri| = (F).

Pelo postulado assumido neste trabalho, a regra de Cauchy-Born ndo pode ser aplicada para

calcular o tensor de tensdao no interior da zona coesiva, devido que a deformacao € altamente nao
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uniforme. Considerando um ponto arbitrario no interior da zona coesiva, tem-se que as coordenadas
da configuragdo deformada sdo representadas pela equacdo 5.12, entdo o primeiro tensor de Piola

Kirchhoff nesse ponto € avaliado por

o*u’
02X

_aw_aw+ o'W (o Lo
 OF  OFc  OF<OFc ~ \ 90X

) (5.33)

onde o simbolo : representa o produto escalar entre tensores € W € a densidade de energia de

deformacio, o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff médio da zona coesiva pode ser aproximado por

2 /
oW  PW ( 1 du dQ) oW 5.3

— 1
P=— | Pl —=—+ —=——= — = —
10| / oFc " gF<0Fc \ || Jo, 90X o
Qo

Devido a condic¢ao da equacdo 5.17.

Pela condi¢ao de Hill-Mandel tem-se

_ 1 _ 1 oou’
PC:5FC:—/P:5FdQ: —/PdQ 5FC+—/( ) dQ 5.35
Gy | | o

Qo

sendo F = F, + ‘g‘)‘(, assim

P¢:.0F =P :F°+ — / PN -ou'dS — —/ V P -ou'dQ) (5.36)
|Qo|€m |2

Finalmente na equacgdo 5.36 o termo (Vx - P) é igual a zero, entdo tem-se
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_ _ _ 1

PC¢:0F° =P :0F°+ m / (PN) - su’'ds (5.37)

0 8%

Seu’ = 0,VX € 09, tem-se

P¢: 0F° =P : §F¢ (5.38)

_ ow
P=Pc="_ 5.39
O (5.39)

Finalmente estdo descritas as propriedades efetivas homogeneizadas partindo das proprieda-

des de um ponto no interior das zonas coesivas, Figura 5.14.

Posicéo inicial
X

Deformagéo

F aplicada

Posicao final

X
[~ Propriedades efetivas
Homogeneizadas

F,P

Figura 5.14: Propriedades homogeneizadas na zona coesiva.

Pelo uso das técnicas de homogeneizacdo e o emprego das identidades de Green, pode-se
observar que na formulagdo presente neste trabalho as tensdes e deformagdes presentes na escala

fina flutuante ndo serdo utilizadas nesta andlise, ja que as integrais que contém os termos u’ desa-
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parecerao, o método é baseado no tensor de Piola-Kirchhoff calculado desde a interacdo atomica

das células unitarias deformadas.

O procedimento anterior foi desenvolvido em (L1 AND WANG, 2008), agora é demonstrado
que pode-se aplicar a regra de Cauchy-Born para encontrar o tensor de tensdo efetivo na zona coe-
siva, entdo a deformagao média das estruturas atdbmicas na zona coesiva, Figura 5.13, serd calculada

com a equacao 5.40.

r,=F°-R;i=12..n. (5.40)

A Figura 5.15 ilustra o processo da deformacdo homogeneizada na zona coesiva similar a

deformacio anteriormetne definida no meio granular

Figura 5.15: Comportamento homogeneizado na zona coesiva.

O primeiro tensor médio de Piola-Kirchhoff em cada zona coesiva € dado em (ZENG AND
L1, 2010) e (L1 AND WANG, 2008) como

=i
||

1 & Oin rZ ® R;
TC - Z ! (5.41)
i=1

sendo €2 o volume da zona coesiva.
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5.4 Lei Coesiva do Material

Depois do célculo do tensor de tensdo no interior da zona coesiva, as forcas de tracdo coe-
sivas ao longo do contorno da zona coesiva ou ao longo das superficies de cada um dos graos sdo
determinadas com os mesmos elementos de contorno adjacentes com os vetores normais opostos,

usando o teorema de Cauchy da mesma forma que foi utilizado em (MIEHE, 2003) e (ZENG AND
L1, 2012), mostrado na equagao 5.42.

T =P°(F°)-N (5.42)

onde N € o vetor normal dos elementos de contorno adjacentes e opostos. Conhecendo as forgas
coesivas ao longo da interface facilmente pode-se encontrar uma lei coesiva para o material na
mesoescala, na Figura 5.16 mostra-se a variagdo das forcas coesiva normal e tangencial em fung¢ao

do deslocamento de abertura (normal) e do deslocamento horizontal (tangencial) respectivamente.

04r
03}
—_
—_~ Z
£ oz} =
— ©
(U - —
01} o
s -
1<)
o
c 0 &
S, 8
0.1
B ©
L &
-0.2 o
L
-03
-04
Y ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ -6 : : : : : : : ]
0005 001 0015 002 0025 003 0035 004 0045 -0.02 0015 -0.01 -0.005 0 0005 001 0.015 002

Separagéo normal (mm) Separagéao tangencial (mm)

(a) (b)

Figura 5.16: Lei coesiva: (a) Forca normal x separacdo normal (Modo I) e (b) Forca tangencial x
separacao tangencial (Modo II).

A vantagem da MMZC € que facilmente sdo achadas as forgas coesivas para a falha em
modo I e modo II com a informacao da resposta do MEC, as curvas apresentadas na Figura 5.16
devem ser construidas para cada material dependendo dos pardmetros do potencial 0%/ e £/ e

mostram semelhanca com as curvas das leis coesivas convencionais utilizadas nos métodos coesivos
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convencionais.

O comportamento das forcas coesivas mostradas é dependente da resposta na interface onde
elas sdo geradas, no exemplo ilustrativo da Figura 5.16 cada uma das curvas € obtida a partir de
uma resposta com deslocamentos totalmente em abertura (Modo I) e com deslocamentos totalmente
cisalhantes (Modo II), quer dizer que em uma simulagcdo a forma das curvas vai variar segundo a
interface onde ela vai ser gerada, no capitulo 7 sdo apresentadas leis coesivas para dois materiais
onde em cada um deles a forga coesiva tangencial resultou ser muito mais elevada do que a normal

nessa interface em particular onde foram achadas.

A variagdo da forga tagencial € devido aos deslocamentos aplicados na zona coesiva mostra-
dos na Figura 5.17, onde observa-se que € aplicado desde um valor minimo negativo no sistema
de coordenadas local até o maximo positivo, a variagdo da for¢ca normal € mais simples ja que s6 é

aplicado um deslocamento positivo de abertura, Figura 5.17.

X &
— & 0— )
i .
I > [ ® ®
. e ° X

Tangencial Normal

Figura 5.17: Deslocamentos aplicados para ilustrar as leis coesivas, (Modo I) e (Modo 1I).
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6 Implementacao Computacional

Neste capitulo sdo apresentadas as implementacdes desenvolvidas na geragcdo da estrutura
policristalina artificial, a malha utilizando elementos de contorno quadraticos descontinuos, a in-
clusdo das zonas coesivas na estrutura e também sao mostrados os fluxogramas dos cédigos do
MECRD e da MMZC.

6.1 Gerador da estrutura policristalina artificial

Neste trabalho o gerador da malha € baseado no amplamente usado na literatura na mode-
lagem de materiais policristalinos, o diagrama de Voronoi (OKABE ET AL., 2000), é um conjunto
de pontos distribuidos de forma aleatéria em um espago continuo, todas as possiveis posicoes do
espaco sdo associadas com membros fechados para cada um dos pontos. O resultado é um espaco
particionado em um conjunto de poligonos cada um com forma aleatéria. Considerando os pontos
no plano P = {py,ps,...,pn} C R? delimitados por um espago €2 determinado e criados por um ge-
rador de pontos aleatérios de uma distribuicao uniforme, n representa um ndmero finito de pontos
no espago, onde 2 < n < oo e x' # x’ parai # j,1,j € I, sendo I,, = {1,...,n} um conjunto de

ndmeros inteiros. O diagrama de Voronoi no espago €2 e dado pela seguinte expressao

VNQ={Vy) NV, NQ,.. V) NQ} (6.1)

onde V/,,, denota cada poligono convexo que represanta um grao, Figura 6.1. Cada poligono contem
exatamente um ponto gerado p;, cada ponto de um determinado poligono esta mais préximo do seu

ponto de geracdo do que qualquer outro ponto, portanto

Vipy = {|Ix = x'|| < [|x —=7||} (6.2)

onde x e x’ sdo o ponto de geragio e o ponto que pertence ao poligono p;, respectivamente, e x’ é

o ponto que pertence a um outro poligono p;.
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Figura 6.1: Diagrama de Voronoi plano

Tipos diferentes de gerador da estrutura para materiais policristalinos sdo apresentados
em (SFANTOS AND ALIABADI, 2007a), o gerador quasi-random e o gerador pseudo-random, sao
comparados pelos autores concluindo que o gerador quasi-random proporciona uma melhor mor-
fologia granular do material nas simulac¢des. Na Figura 6.3 mostra-se o gerador da malha similar ao
descrito em (SFANTOS AND ALIABADI, 2007a), desenvolvido neste trabalho no software Matlab.

A estrutura é gerada tem 4rea de 1 mm?.

O algoritmo gera uma malha de pontos quadriculada como € mostrado na Figura 6.2, em uma
iterac@o o gerador identifica o ponto de Voronoi mais préximo a cada ponto da malha quadriculada,
assim como mostrado na Figura 6.2 na zona fechada de contorno verde, para determinar a posicao
do novo ponto de Voronoi deve-se calcular a média das coordenadas em x e y dos pontos da malha
quadriculada no interior do contorno verde, o resultado serdo as coordenadas do novo ponto de
voronoi e fazendo isso para cada um dos grao finalmente o ultimo passo da iteragdo é gerar de novo

o diagrama de Voronoi, mais detalhe na Figura 6.2.

Sendo definido um numero de iteracdes a estrutura € mais uniforme conforme as iteracoes
aumentam, a Figura 6.3 apresenta o caso de uma malha de 121 grios para 25 iteracdes, se 0 nu-
mero de iteracdes for muito elevado a estrutura final permanecerda constante apés de um nimero
limite de iteracOes quase como uma malha hexagonal. Em uma anélise multiescala considerando a
macroescala, em cada ponto do corpo na macroescala a mesoescala geralda a partir do diagrama de

Voronoi sera sempre diferente para cada ponto, a geracao da estrutura policristalina é aleatéria em
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LOCAGAO DO NOVO PONTO anterior

Média das coordenadas _
dos pontos da
malha quadricualada
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!
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ole [ Ponto de
. DADOS DE ENTRADA Voronoi
P e SN S N Numero de iteragdes :
NG e : Iteragéo inicial i=1

lteracéo i

Pontos mais préximo aos
P Pseudo-radom

pontos de Voronoi

|

Voronoi, step i Voronoi, step i lteracao i+1
Quasi-random

i=Numero iteragoes

Sim

Incluir
zonas coesivas

Malha de pontos «———
quadricualada

Figura 6.2: Fluxograma do algoritmo do gerador da estrutura policristalina artificial
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conclusdo neste trabalho a falha ndo serd periddica.

Voronoi, step 1 Voronoi, step 25

Figura 6.3: Microestrutura artificial: (a) pseudo-random e (b) quasi-random.

6.2 Zonas coesivas e modelagem da escala atomica

A andlise multiescala exige incluir as zonas coesivas nas interfaces entre os graos, entdo as
zonas coesivas serdo modeladas como regides adicionais, A Figura 6.4 observa-se as modificacdes
feitas na estrutura para os dois tipos de graos j4 definidos, de contorno e interiores. A modificacio é
feita com o propésito de reproduzir o problema fisico tratado em trabalhos anteriores desenvolvidos

com elementos finitos.

Gréos do contorno

Zona coesiva

Gréos do interior

Figura 6.4: Modificacdo da microestrutura artificial para incluir as zonas coesivas.

As zonas coesivas sdo construidas como zonas de volume finito de espessura Rjy. Tem-se
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que SSE no caso de elementos de contorno € a distancia entre dois noés, neste trabalho considera-se
Ry << Sy, Figura 6.5. Quando o valor de R, for muito pequeno devido a que os nés da zona coesiva
estariam uns acima dos outros gerando singularidades no método numeérico e nos calculos. Neste
trabalho segundo os testes realizados define-se que Ry = 107! ‘S(ﬂ. Um limite maximo de R,

definido entre 4 ou 5 vezes o tamanho da estrutura cristalina € definido em (L1 AND WANG, 2008).

So
N
: ° ° ® :
R,
: ° ° ® :

Figura 6.5: Tamanho da zona coesiva.

A malha do problema fisico discretizado con elementos de contorno quadraticos descontinuos
incluindo as zonas coesivas € mostrado na Figura 6.6, na resposta das simulagdes ndo é considerada

a a deformacdo no ponto central das intersec¢des entre interfaces.

Figura 6.6: Malha do problema.

A lei coesiva desacoplada (Modo I) e (Modo I) é definida para cada material usando o es-

quema mostrado na Figura 6.7, sendo preciso trabalhar no sistema de coordenadas locais (z’,y’)
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para obter a mesma curva nas configuracdes presentes na estrutura.

Figura 6.7: Configuracdes para determinar a lei coesiva do material.

onde Ry, = 0.005, Sy = 0.05 e o angulo de rotacdo de 45, assim de modo ilustrativo é obtida a lei

coesiva em cada material.

O numero de elementos quadraticos descontinuos para cada segmento dos graos € proporcio-
nal ao comprimento do segmento, assim seguindo o procedimento usado por Sfantos and Aliabadi
(2007a), o comprimento de um segmento do grio L/ é comparado com a média dos comprimentos

da estrutura completa LY, tem-se

N (6.3)

Lf
onde N/ é o niimero inteiro mais préximo ao nimero real da parte direita da equacio 6.3, 7/ é um
parametro de entrada inteiro. O ndmero de elementos para cada grao dependera exclusivamente do
tamanho da interface ou segmento do grio, neste trabalho definiu-se n/ = 8, gerando uma discre-
tizagdo fina que permite melhorar o modelamento das zonas coesivas com o tamanho especificado

na secao 7.2.

A andlise da escala atomica € feita apos de ser conhecida a deformacdo das zonas coesivas,
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na Figura 6.8 mostra-se como € considerada a deformacdo da célula unitdria no interior da zona
coesiva, simplesmente con o valor do gradiente de deformacdo F¢ aplicado a célula unitdria de
referéncia até que as forcas atdmicas sejam zero, trabalhando no sistema de coordenadas local

(x,y) no primeiro né como é mostrado na Figura 6.8 sdo utilizadas duas células unitérias para cada

_,//////,.—

zona coesiva.

Deformacao
aplicada
Fc

Figura 6.8: Andlise da escala atomica.

6.3 Cddigo computacional multiescala

O codigo computacional geral desenvolvido, € ilustrado pelo fluxograma da Figura 6.9, esta
divido béasicamente em dados de entrada, gerador da malha (pré-processamento), a resposta do
campo de deslocamentos na mesoescala pelo MECRD, a anélise das zonas coesivas (mesoescala
para escala atdmica), atualizacdo da malha e as matrizes pertinentes, incrementos no carregamento

e no tempo de simulagdo e finalmente o pds-processamento.

Assim, o programa multiescala comega pela entrada dos dados na mesoescala, parte forte
do rendimento do programa encontra-se na aplicacio do MECRD pelo tamanho final do sistema
matricial ap6s de aplicar a formula¢ido por multi-regides. Em cada uma das interfaces o programa

faz a andlise da escala atdmica para saber quando a zona coesiva deve ser eliminada da malha e

79



assim obter a propagacdo da trinca.

O modelo na mesoescala é considerado linear, o programa encontra a resposta do campo
dos deslocamentos a partir da malha de referéncia, quer dizer que ndo se atualizam as posi¢cdes da
malha de um passo de tempo para outro sempre serd feito a partir da malha inicial, as atualizacdes

da malha que sdo requeridas sdo somente quando uma zona coesiva € eliminada.

- -Propriedades do material
- -NUmero de time steps (nts) .
| Dados de entrada | —— -Time steps (At)
. -Forca inicial (1)

Escala atémica | Gerador da malhal| -Incremento da forga (A1)
...................................................................................................... lteracao (i)

-Gradiente de deformacéao (F°) Solugao Ljo campo|
. |-Tensor de Piola Kirchhoff (P) /| de deslocamentos
-Forga coesiva normal e tangencial (T™)|- via MECRD

{Analise das zonas coesivas|

NAO [-Eliminar a zona coesiva
-Atualizar a malha
-Atualizar as matrizes do MECRD|

:-Mapa das cores do campo de deslocamentos
Lels coeswas de cada interface

{P6s-Processamento

FIM

Figura 6.9: Fluxograma do programa computacional.
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7 Resultados Numéricos

Neste capitulo apresenta-se a validacio do MECRD considerando as for¢as de corpo traba-
lhando no dominio do tempo, comparando os resultados com um problema cléssico da literatura.
Este método foi aqui aplicado para a modelagem da falha intergranular em materiais policristalinos.
A geracdo da malha € mostrada junto com as modificacOes pertinentes feitas para a adaptacdo da
andlise multiescala. Duas simulag¢des da fratura dindmica intergranular sdo desenvolvidas usando a
MMZC, cada simulagdo com material e estrutura cristalina diferente mostrando o caracter aleatério

da propagacdo para ambos casos de acordo com a lei coesiva para cada material.

7.1 Validacao do Método dos Elementos de Contorno de Reciprocidade Dual

A validacdo do MECRD e a formulacao por sub-regides no dominio do tempo € baseada no
problema tratado em (ALBUQUERQUE, 2001), que foi também analisado por Dominguez (1993).
Usando as mesmas dimensdes da geometria mas sem pontos internos, € feita uma adaptagdo com

sub-regides. Diferentes resultados sdo mostrados para os casos quase-isotrépico e anisotropico.

7.1.1 Tira infinita sob tracao uniforme

Uma tira de comprimento infinito, Figura 7.1, carregada em um instante 79 = 0 s por uma
tensao de tragdo oy = 1 Pa tipo degrau, Figura 7.2. Devido a simetria, pode ser modelada conforme
o mostrado na Figura 7.1. Um estado plano de tensdo € assumido. As propriedades sdo as seguintes:
O médulo de elasticidade rigidez G, = 4x10% Pa, coeficiente de Poisson v = 0,3333 e densidade
p = 1Kg/m?, finalmente para os médulos de elasticidade tem-se 3 casos, material quase-isotrépico
E; = 10.68x10* Pae E, = 10.69x10* Pa, material anisotrépico R = EyJE; = 05e R =
Ey/Ey = 2.

Comparagdes desses 3 casos sao feitas com o problema resolvido
em (ALBUQUERQUE, 2001), que usa um dominio com 12 elementos de contorno continuos
quadrdticos e 24 nés internos com um passo de tempo de A7 = 6,9x10~%, na Figura 7.3, mostra-se

o modelo de Albuquerque (2001) e a adaptacdo com sub-regides deste trabalho.
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Figura 7.1: Tira infinita sob tra¢do uniforme
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Figura 7.2: Carregamento tipo degrau
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Figura 7.3: Discretizacdo para parte da tira de comprimento infinito: (a) (ALBUQUERQUE, 2001),
(b)Sub-regides
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Como proposta para validacao do modelo, a Figura 7.4 mostra o resultado para o caso quase-
isotrépico e Figura 7.5 para os casos anisotropicos, onde pode-se observar a precisao dos resultados

do deslocamento vertical do né central da borda livre da tira.

70 :
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Figura 7.4: Deslocamento vertical no topo da tira do problema quase-isotrépico
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Figura 7.5: Deslocamento vertical no topo da tira para diferentes razdes entre os médulos de elas-
ticidade

Nas Figuras 7.4 e 7.5, pode-se concluir que ainda sem utilizar pontos internos na formulacao
deste trabalho, os nés no interior do dominio, Figura 7.3 (b), devido as regides melhoram a precisao

dos resultados.
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7.2 Simulacoes de Fratura Fragil Intergranular

A MMZC serd aplicada para simular a propagacdo de trincas na mesoescala, neste trabalho
a analise € feita entre a mesoescala e a escala atdmica, a macroescala nio serd considerada. Sdo
apresentadas quatro simulagdes, a primeira e a segunda para um material hc, o zinco, a terceira e a
quarta para um material cfc o cobre, ou seja cada um dos materiais com dois tamanhos de estrutura.
Por facilidade nas simulagdes, o material das zonas coesivas € 0 mesmo material anisotropico onde
as propriedades do material sdo definidas pela média do angulo de rotacdo entre os dois graos

adjacentes nas interfaces, Figura 7.6.

Figura 7.6: Rotagdo das propriedades do material entre os graos e a zona coesiva.

Com o proposito de implementar a formulagdo apresentada, os testes deste trabalho € usada
uma estrutura granular de dimensdes (I mm x 1 mm) com uma pré-trinca no lado esquerdo da

estrutura suportando um carregamento de tracao uniaxial no eixo Y, Figura 7.7.

O passo de tempo escolhido é At = 4us e o carregamento imposto € tipo rampa mostrado na
Figura 7.8, onde o valor da inclina¢do € 10 MN, assim para cada passo de tempo At corresponde
um delta de forca de tragdo AF' = 40 N.

Sao geradas duas estruturas policristalinas uma de 50 grdos e a outra de 75 grios, cada uma
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Figura 7.7: Condi¢des de contorno.
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Figura 7.8: Carregamento aplicado na simulagdo.
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com 25 iteragdes no gerador da malha para melhorar a homogeneidade geométrica da estrutura. A
estrutura de 50 graos possui 372 zonas coesivas, 2011 elementos quadréticos descontinuos, 6033

noés e o tamanho do sistema € de 12066, a segunda de 75 € especificada para cada material.

Nas 4 simulacdes sdo mostrados os mapas das cores mostrando o resultado do campo de
deslocamento na estrutura, onde onde a maior intensidade € representada pela cor vermelha e a

menos pela cor azul.

7.2.1 Falha intergranular em zinco

O zinco ¢ um material cristalino hc, pelo fato de ser hexagonal na simulagcdo deve-se ter em
conta a variacao das orientacdes cristalinas de grao para grao. Os materiais com estrutura cristalina
hc possuem 5 constantes eldsticas independentes do tensor de flexibilidade, C';; = 165 GPa, C}5 =
31.1 GPa, Ci3 = 50 GPa, (33 = 61.8 GPa e Cyy = 39.6 GPa, definidas em (TROMANS, 2011)

onde sdo apresentadas as constantes eldsticas para 24 metais hc.

Os parametros do potencial de Lennard-Jones ¢/ e o/’ sdo definidos em (FURLAN AND
PENNA, 2009).

ol = 3.296A

eld = 0.25104kJ /mol = 4.1686181289 x 10722]

A lei coesiva determinada para o zinco é mostrada na Figura 7.9 e dada separadamente para
os modos de fratura I e II. O comportamento das curvas pode ser comparado com as curvas dadas
em (LI ET AL., 2012).

Os resultados da propagacdo da trinca intergranular para o zinco, mostrando o campo de des-
locamentos em escala micro em uma estrutura policristalina de 50 graos sao dados da Figura 7.10

até a Figura 7.13. A simulagdo teve 42 iteragdes, ou seja um tempo de 0.168 ms.

A estrutura policristalina de 75 grdos, tem 579 zonas coesivas, 3997 elementos quadréticos

descontinuos, 11991 nés e o tamanho do sistema € de 23982. A simulagado teve 42 iteracdes, ou
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Figura 7.9: Lei coesiva para o zinco.

x107*

Figura 7.10: Resultado: 50 graos (zinco), forca = 40 N, tempo = 4 us
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Figura 7.11: Resultado: 50 graos (zinco), for¢ca = 1040 N e tempo = 0.104 ms.

Figura 7.12: Resultado: 50 graos (zinco), for¢ca = 1440 N e tempo = 0.144 ms.
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Figura 7.13: Resultado: 50 graos (zinco), for¢ca = 1680 N e tempo = 0.168 ms.

seja um tempo de 0.168 ms, o campo de deslocamento em escala micro € mostrado da Figura 7.14

até a Figura 7.19.

Figura 7.14: Resultado: 75 graos (zinco), forca = 40 N e tempo = 4 us.
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Figura 7.15: Resultado: 75 grios (zinco), for¢a = 1120 N e tempo = 0.112 ms.
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Figura 7.16: Resultado: 75 grios (zinco), for¢ca = 1240 N e tempo = 0.124 ms.
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Figura 7.17: Resultado: 75 graos (zinco), for¢ca = 1360 N e tempo = 0.136 ms.

Figura 7.18: Resultado: 75 grios (zinco), forca = 1480 N e for¢ca = 1480 N e tempo = 0.148 ms.
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Figura 7.19: Resultado: 75 graos (zinco), for¢ca = 1680 N e tempo = 0.168 ms.

7.2.2 Falha intergranular em cobre

O cobre é um material cristalino cfc, neste caso ndo € preciso ter variagdo dos planos cris-
talinos de grao para grao devido a simetria da estrutura. Os materiais com este tipo de estrutura
possuem 3 constantes elasticas independentes do tensor de flexibilidade, C'; = 176.20, C5 = 125
eCyy = 81.71, definidas em (AVINC AND DIMITROV, 1999) onde também sdo apresentadas as

constantes de 9 materiais cfc e 8 ccc.

Os parametros do potencial de Lennard-Jones ¢/’ e 0!/ sdo definidos em (GRIEBEL
ET AL., 2010).

ol =3.61A
el =1.2382 x 1072eV = 1.9838150228 x 10722]
A lei coesiva determinada para o cobre € mostrada na Figura 7.20 e dada separadamente para

os modos de fratura I e II. O comportamento das curvas pode ser comparado com as curvas dadas
em (LI ET AL., 2012).
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Figura 7.20: Lei coesiva para o cobre.

Os resultados da propagacdo da trinca intergranular para o cobre, mostrando o campo de
deslocamentos em escala micromicrométrica em uma estrutura policristalina de 50 graos sdo dados

da Figura 7.21 até a Figura 7.26. A simulacdo teve 100 iteragdes, ou seja um tempo de 0.4 ms.

Figura 7.21: Resultado: 50 graos (cobre), forca =40 N e tempo =4 ps.

A estrutura policristalina de 75 grdos, tem 591 zonas coesivas, 4067 elementos quadréticos
descontinuos, 12201 nés e o tamanho do sistema € de 24402. A simulagdo teve 73 iteracdes, ou

seja um tempo de 0.292 ms, o campo de deslocamento em escala micromicrométrica € mostrado
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Figura 7.22: Resultado: 50 graos (cobre), forca =3120 N e tempo = 0.312 ms.
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Figura 7.23: Resultado: 50 graos (cobre), forca = 3320 N e tempo = 0.332 ms.
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Figura 7.24: Resultado: 50 grdos (cobre), for¢a = 3600 N e tempo = 0.360 ms.
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Figura 7.25: Resultado: 50 graos (cobre), forca = 3760 N e tempo = 0.376 ms.
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Figura 7.26: Resultado: 50 graos (cobre), forca = 4000 N e tempo = 0.4 ms.

da Figura 7.27 até a Figura 7.31.

Figura 7.27: Resultado: 75 graos (cobre), forca =40 N e tempo =4 us.

97



0.05

-0.04

r 10.03

F 40.02

0.01

0

Figura 7.28: Resultado: 75 graos (cobre), forca = 1800 N e tempo = 0.18 ms.
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Figura 7.29: Resultado: 75 graos (cobre), forca = 2480 N e tempo = 0.248 ms.
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Figura 7.30: Resultado: 75 graos (cobre), forca = 2680 N e tempo = 0.268 ms.

Figura 7.31: Resultado: 75 graos (cobre), forca = 2920 N e tempo = 0.292 ms.
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8 Disposicoes Finais

8.1 Conclusoes

Neste trabalho realizou-se uma andlise multiescala em materiais policristalinos, baseado na
formulacao dindmica do Método dos Elementos de Contorno para obter a solu¢do do campo de
deslocamentos na mesoescala, para depois avaliar o critério de falha na escala atdmica que € usado
para determinar quando ocorre a separagdo do material que gera a propagacdo da trinca intergranu-

lar em diferentes pontos das interfaces da estrutura policristalina.

A resposta dos deslocamentos do MEC na mesoescala foi validada com um problema elasto-
dindmico da literatura. A lei coesiva desacoplada para (Modo I) e (Modo II) de fratura foi terminada
em uma zona coesiva especifica e as curvas foram comparadas com as curvas apresentadas em

trabalhos anteriores.

O programa desenvolvido, parte da solu¢ao do problema dinamico na mesoescala, de acordo
com a teoria o campo de deslocamentos na mesoescala é assumido uniforme nos graos e altamente
nao uniforme no interior das zonas coesivas colocadas nas interfaces. As propriedades efetivas da
zona coesiva, o gradiente de deformacao e o tensor de tensdo, sdo determinados a partir da resposta
do campo de deslocamento na mesoescala. Estas propriedades efetivas sdo utilizadas na escala
atdmica para determinar quando as ligacdes atdmicas estdo se separando segundo a lei coesiva do
material modelada a partir dos dados da escala atdbmica. Quando a forca coesiva tende a zero, tem-
se separacao do material e a propagacgao da trinca, quando este criterio € atigido o programa elimina

a zona coesiva e a malha € atualizada.

Usando o modelo multiescala apresentado pode-se predizer a propagagdo da trinca intergra-
nular considerando os fendmenos fisicos da escala atdmica, grande diferenca com o método coesivo
convencional que precisa das propriedades coesivas do material. As técnicas de homogeneizacao
utilizadas permitiram diminuir o tempo computacional da simulagdo se for comparada com simu-

lacdes de dinamica molecular.

Os resultados obtidos mostram que a propagagdo da trinca € distribuida na peca devido ao

carater aleatério na modelagem do material o que estd de acordo com a teoria sendo que na mesoes-
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cala o material € mais heterogéneo. A lei constitutiva da formulagao do MEC deve ser modificada
para incluir os efeitos progressivos das for¢as coesivas na resposta do material para cada passo de

tempo, ou seja acoplar o método multiescala com o MEC.

8.2 Sugestoes para Trabalhos Futuros

o Modelar a estrutura policristalina 3D usando o (MEC) para materiais anisotrépicos.

o Formulacdo da Modelagem Multiescala de Zonas Coesivas 3D acoplada ao MEC.

o Modelar a falha transgranular e intergranular em materiais policristalinos 3D.

o Incluir a formulagdo da anélise de contato.

o Utilizar a modelagem atomica colloidal para incluir na formulagdo defeitos e ndo homoge-

neidades das estruturas atdbmicas na zona coesiva.

o Utilizar outros métodos computacionais como dindmica molecular para validar a formulacdo
3D.

o Acrescentar a macroescala utilizando algumas técnicas de homogeneizacao.
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