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Resumo

A técnica de reparo de trincas, que consiste na aplicagio de uma lamina de material colada
sobre a regido trincada de um componente, vem sendo bastante utilizada em aplicagGes
aeronauticas para conter a propagagio de trincas e prolongar a vida 1til de componentes
trincados.

Neste trabalho, o método dos elementos de contorno é utilizado para anélise de problemas
de reparos de trincas no contexto bidimensional. Esse tipo de problema requer a utilizagdo de
técnicas que permitam a considerago de forgas de corpo, uma vez que as forgas exercidas pelo
reparo sobre a placa séo forgas aplicadas no interior do dominio da placa.

O método dos elementos de contorno de dupla reciprocidade juntamente com o método da
compatibilidade de deslocamentos sdo utilizados para a modelagem dessas forgas de corpo
trocadas entre a placa e o reparo.

Os resultados numéricos obtidos pelo método dos elementos de contorno para a descrigdo
do acoplamento entre a placa e o reparo sdo comparados com solugdo analitica existente para

problemas de acoplamento com geometrias simples, para comprovar a eficiéncia desse método na
analise de reparos de trincas.

Palavras-chaves:

Reparos de trincas, método dos elementos de contorno de dupla reciprocidade, método da
compatibilidade de deslocamentos

III



Abstract

The bonded patch repair technique, which is the application of a layer attached on a cracked
region of a structure, has been used in many aeronautical applications to reduce crack
propagation and increase cracked structures life.

In this work, the boundary element method is used to analyse patch repairs in a two
dimensional approach. This sort of problem requires the use of techniques which allow the
domain forces consideration, once forces of interaction between the plate and the patch repair
must be considered as domain forces.

The dual reciprocity boundary element method and the displacement compatibility method
are used to model these forces between plate and patch repair.

Numerical results obtained considering compatibility between plate and patch repair are
compared with analytical solutions in order to check the efficience of this method in the analysis
of patch repairs.

Key-words:

Crack patch repair, dual reciprocity boundary element method, displacement compatibility
method.
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Capitulo 1

Introducao

A presenga de trincas em componentes mecanicos ou estruturais reduz a resisténcia
mecdnica e a resisténcia a fadiga desses componentes, uma vez que ocorre um expressivo
aumento nas tensOes e deformag¢3es do material nas proximidades da ponta das trincas.

A preocupagdo com o estudo de estruturas trincadas, aumentou consideravelmente
com o desenvolvimento das industrias aerondutica, aeroespacial, automotiva, e naval,. nas
quais existe a necessidade da realizagio de projetos bastante otimizados, com baixo peso e
alta resisténcia. A incerteza existente devido & presenga de trincas implica na necessidade
de utilizagdo de altos fatores de seguranga, resultando num projeto com maior peso e maior
custo.

A fabricagdo de componentes que ndo apresentem defeitos, como vazios ou
microtrincas, € inviavel. Além dos defeitos formados nos processos de fabricagdo, a propria
matéria-prima das indistrias j& apresenta iniimeros defeitos. Depois que os componentes
mecénicos sdo colocados em funcionamento, esses defeitos podem crescer e se propagar
pela estrutura do componente, comprometendo sua utilizago.

Com novos métodos de anélise e novas tecnologias, ainda no projeto do componente
tornou-se possivel prever qual o tamanho maximo admissivel para um defeito do tipo
trinca, dada a geometria do componente e as cargas aplicadas, ou entdo definir a geometria
do componente dadas as cargas aplicadas e o tamanho de uma trinca. Esse tipo de estudo,
que considera o comportamento de estruturas trincadas é realizado pela Mecanica da

Fratura, que terd alguns aspectos apresentados no capitulo 2 desse trabalho.



Com a determinagdo do tamanho critico de uma trinca, pode-se obter o tempo que.a
trinca levaria para chegar ao tamanho critico. Uma vez determinado esse tempo no projeto
da estrutura, define-se a freqiéncia de inspegdes periddicas que devem ser realizadas na
estrutura em funcionamento, a fim de ndo haver o risco da trinca crescer e atingir um
tamanho critico antes que uma inspeg&o tenha sido feita.

InspegOes periddicas utilizando técnicas ndo-destrutivas, como o ultra-som,
possibilitam a detec¢éo, medigdo do tamanho e da taxa de crescimento de trincas ao longo
da historia de utilizagdo de um componente. Quando o tamanho da trinca se aproxima do
tamanho critico calculado, é dito que a vida 1til do componente mecénico estd chegando ao
fim, e existem, basicamente, duas alternativas para evitar a ocorréncia de uma falha
estrutural. A primeira alternativa consiste na troca desse componente por um novo, isento
de trincas com proporgdes similares. A outra alternativa ¢ o reparo desse componente
condenado, a fim de prolongar a sua vida util através da eliminag&o da ponta da trinca, que
¢ o grande concentrador de tensdes e da diminuigdo da abertura da trinca.

Deve-se ressaltar que embora muitos estudos estejam sendo feitos sobre o reparo de
trincas sem a prévia eliminagdo da ponta da trinca, o procedimento adotado pela inddstria
aeronautica atualmente consiste na eliminagio da ponta da trinca, através de uma furag&o.
Apds essa furagdo eliminando a ponta da trinca, o reparo ¢ aplicado sobre esse furo que
contém em sua periferia o que restou da trinca. Assim, a inddstria aeronautica segue uma
regra que € a ndo convivéncia com trincas que ja tenham sido detectadas.

A utilizagdo de reparos de estruturas ou componentes trincados é uma alternativa que
apresenta custo muito mais baixo que a simples reposi¢do, uma vez que nio ha gasto
imediato com um componente novo e o tempo de parada para a aplicagdo de um reparo é
geralmente menor que o tempo de parada para uma substituicdo. Esta técnica vem sendo
largamente utilizada em aplica¢Bes aeronauticas.

O surgimento de trincas em estruturas aeronauticas é relacionado em geral com trés
fatores, que sdo:

e o defeito de fabricagio;

¢ asolicitagdo em servigo;

e apresenga de um meio COITOSivVO.



Um defeito de fabricagio pode trazer como resultado componentes ou estruturas que
apresentam propriedades piores que aquelas requeridas no projeto, além de poder
apresentar defeitos como vazios ou inclusGes que sdo nucleadores potenciais de trincas.

A solicitagdo em servigo ndo deve ultrapassar a solicitagdo prevista no projeto do
componente estrutural para que ndo existam falhas inesperadas. Em aeronaves, essa
solicitagdo € caracterizada por cargas ciclicas, que induzem o processo de fadiga em seus
componentes.

A presenga de um meio corrosivo ocasiona uma diminui¢io nas propriedades de
tenacidade a fratura do material, acelerando o crescimento de trinca. Esse mecanismo de
fratura € conhecido como fratura assistida pelo meio.

Existem casos em que apenas um fator citado acima apresenta uma influéncia
consideravel sobre o comportamento da fratura. Em outros casos, dois ou trés desses fatores
podem estar agindo em conjunto, de uma forma sinergética.

As regiGes mais propensas a apresentarem iniciagio e posterior propagagio de
trincas, em estruturas aeronauticas, sdo as proximidades de concentradores de tensio como,
por exemplo, furos para pinos ou rebites de fixagdo. Essa propensio é devida a
concentragdo de tensGes em regides bem definidas ao redor de furos em estruturas
solicitadas. Outro fator que aumenta a probabilidade de falha nessas regides é a corrosio
galvénica entre o material da estrutura e o material do pino ou rebite.

O papel mais importante do reparo aeronautico em estruturas trincadas é realizar um
desvio no carregamento, absorvendo uma apreciavel quantidade da energia que era
suportada pela estrutura e, consequentemente, diminuindo o fator de intensidade de tensdes
nas vizinhangas da ponta da trinca.

Quando o componente a ser reparado apresenta uma trinca passante (geralmente
estruturas finas, como chapas) e existe facil acesso aos dois lados da estrutura, podem ser
usados dois reparos, um de cada lado do componente (“double-patching”). Esse tipo de
reparo também serve como um vedante da trinca contra agentes corrosivos do meio.

O projeto da aplicagéo de reparos deve considerar que os mesmos ndo podem falhar e
nem apresentar descolamento parcial da estrutura reparada (falha do material adesivo).

Existem basicamente dois tipos de reparos aeronduticos, os reparos rebitados e os

reparos colados, que podem ser vistos, esquematicamente, na figura 1.1.
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Figura 1.1. (a) Reparos rebitados e (b) reparos colados.

Os reparos rebitados geralmente sio feitos com o uso de placas de aluminio ou do
mesmo material que compde a estrutura reparada, enquanto os reparos colados admitem o
uso de materiais mais vantajosos como os materiais compositos.

A area de transferéncia de carga nos reparos colados é bem maior que nos reparos
rebitados, realizando uma melhor absorg¢do da energia da estrutura trincada, como também
pode ser visto na figura 1.1. Além disso, nos reparos rebitados pode surgir uma
concentragdo adicional de tensdo ao redor dos furos para rebites, resultando em uma
redugdo da vida em fadiga.

A espessura da placa metalica nos reparos rebitados pode causar alguns problemas
aerodindmicos, esses problemas sio bem menores com o uso da placa de material
composito colada que apresenta uma espessura bem menor. No caso de reparo em ambos os
lados do componente, o reparo colado apresenta uma vedagio muito mais eficiente contra
agentes corrosivos em relagio aos reparos rebitados.

Dessa forma, os reparos colados mostram grande vantagem em comparagdo aos

rebitados. Assim, o desenvolvimento tecnolégico atual de reparos aeronauticos esta for-



temente voltado para o reparo do tipo colado e, por esse motivo, este trabalho apresentara
estudos envolvendo apenas os reparos do tipo colado.

Deve-se ressaltar que a tecnologia de reparos seria em vao se ndo existisse a inspegdo
ndo-destrutiva para detecgdio de defeitos e trincas ou regides potenciais de falha em
aeronaves. Essas inspegBes sdo feitas periodicamente, sejam aeronaves comerciais ou
militares, para que possiveis defeitos possam ser detectados e reparados antes que crescam
de maneira a causar uma falha estrutural.

A anlise de estruturas trincadas através da mecinica da fratura envolve a aplicacdo
de meétodos numéricos, uma vez que solugSes analiticas existem apenas para problemas
com geometria e carregamento muito simples, que nfo correspondem & realidade dos
projetos de engenharia.

Os dois métodos numéricos mais utilizados na atualidade sfo o método dos elementos
finitos e o método dos elementos de contorno. Uma diferenca basica entre esses métodos, é
que enquanto o metodo dos elementos finitos requer a discretizagio e integragio numérica
em todo o dominio em estudo, o método dos elementos de contorno requer apenas a
discretizagdo e integragdo no contorno da estrutura ou componente em estudo.

O método numérico utilizado neste trabalho é o método dos elementos de contorno,
cuja formulagdo bidimensional sera apresentada no capitulo 3. No contexto bidimensional,
as forgas de interagdo entre placa e reparo devem ser consideradas como forgas de CcOrpo,
uma vez que atuam sobre o dominio. O capitulo 4 apresentara o método dos elementos de
contorno de dupla reciprocidade, necessario para consideragio dessas forcas de corpo na
placa, geradas pela presenca do reparo. Esse enfoque é necessario pois o método dos
elementos de contorno simples ndo possibilita a consideragio de forgas aplicadas
diretamente no interior do dominio em estudo.

O capitulo 5 apresenta a formulagdo para um elemento de contorno especial, que
modela, de forma representativa, o comportamento de trincas e que pode ser utilizado no
estudo do reparo de trincas.

O capitulo 6 apresenta o equacionamento necessario para analise do comportamento

de uma placa com um reparo colado.



Revisao Bibliografica

O comportamento de estruturas trincadas com a aplicagdo de reparos colados tem
sido estudado por varios pesquisadores. Em geral, a placa, o reparo e o adesivo sio
considerados com pequena espessura, de forma que o sistema como um todo no apresenta
flexdo fora do plano, e assim, a teoria da elasticidade bidimensional pode ser utilizada para
estudar este problema.

- Ratawani (1979), e Erdogan e Arin (1972) estudaram um reparo infinito, colado em
uma placa infinita contendo uma trinca reta. Eles usaram solugdes analiticas existentes para
a deformacdo da placa trincada e do reparo, e impuseram compatibilidade de deslocamento
entre a placa e o reparo.

Dowrick, Cartwright € Rooke (1990) estudaram o efeito de um reparo sobre uma
placa infinita contendo uma trinca reta e com carregamento uniaxial. O reparo foi
representado por uma série de tiras acopladas de maneira discreta com a placa, de forma
perpendicular a trinca. Eles realizaram uma série de estudos paramétricos para avaliar a
influéncia do tamanho do reparo, da flexibilidade do acoplamento e da espessura da Idmina
do reparo no fator de intensidade de tens3o.

Young, Cartwright e Rooke (1984) utilizaram o mesmo modelo para estudar a
influéncia do chanframento dos cantos do reparo sobre as forgas de acoplamento.

Mitchell, Wooley e Chwiruth (1975) utilizaram o método dos elementos finitos para
estudar o reforco pela aplicagdo de reparos. Eles adotaram elementos constantes
bidimensionais € assumiram que a placa e o reparo eram acoplados entre si através dos
pontos nodais. Compatibilidade de deslocamentos foi imposta nesses pontos. Foi
considerada também, a presenca de uma trinca reta na placa. No entanto, nenhuma
consideragdo foi feita em relagdo a singularidade de tensdes na ponta da trinca e os fatores
de intensidade de tensdo ndo foram considerados.

De forma similar, Jones e Callinan (1977, 1979 e 1981) usaram o método dos
elementos de contorno para a anélise de placa metalicas reparadas com uma camada de
material composito. Eles propuseram uma matriz de rigidez para o par adesivo-camada de
composito que foi utilizada em conjunto com elementos finitos padrio para a placa, exceto

na ponta da trinca, onde elementos especiais foram adotados. Eles realizaram estudos



paramétricos, investigando a influéncia da flexibilidade do adesivo e da rigidez do reparo
nos fatores de intensidade de tens3o.

Tarn e Shek (1991) modelaram o reparo pelo método dos elementos finitos. No
entanto, usaram o método dos elementos de contorno para modelar a placa trincada. As
tensdes de cisalhamento no adesivo foram modeladas como forgas de corpo agindo sobre a
placa.

Young, Cartwright e Rooke (1987) e Young, Rooke e Cartwright (1988) usaram o
método dos elementos de contorno tanto para a placa trincada como para o reparo. Eles
modelaram a tens@o de cisalhamento no adesivo como forgas de corpo agindo sobre a placa
e sobre o reparo. A presenca da trinca foi considerada através do uso de uma funcio de
Green para dominios com trinca. Essa estratégia evita a discretizagio da trinca mas tem o
uso restrito para problemas com trincas retas.

Nos trabalho de Young, Rooke e Cartwright (1992) e nos trabalhos ja citados de Tam
e Shek (1991) e Young, Cartwright € Rooke (1987) o reparo e a regido colada da placa
foram discretizados em células internas. A discretizacdo do dominio foi utilizada para
modelar as forgas de corpo trocadas entre a placa e o reparo, na regido de acoplamento.

Salgado (1997) utilizou o método duplo de elementos de contorno para modelar a
placa trincada, enquanto utilizou o método dos elementos de contorno padrdo para modelar
o reparo. As forgas de corpo trocadas entre a placa e o reparo foram consideradas através
do método dos elementos de contorno de dupla reciprocidade, que evita a discretizagdo do
dominio em células internas.

Este trabalho tem como objetivo estudar o problema da placa com reparo colado,
utilizando o método dos elementos de contorno de dupla reciprocidade associado ao

método da compatibilidade de deslocamentos para modelar as forgas de corpo trocadas

entre placa e reparo.



Capitulo 2

Mecianica da Fratura Eldstica Linear

2.1 Introducio

A presenga de trincas em componentes estruturais ndo pode ser evitada, uma vez que
ja na matéria-prima da industria sio encontrados iniimeros defeitos, tais como vazios e
microtrincas. Além disso, os processos de fabricagio também s3o responsaveis pelo
surgimento de mais trincas nos componentes, uma vez que o material é sujeito a grandes
solicitagBes mecinicas e gradientes térmicos para adquirirem suas formas de produto final.
E por fim, durante a vida Gtil do componente, pode haver surgimento e crescimento de
trincas, devido as cargas que o componente suporta durante seu funcionamento.

A utilizagdo de fatores de seguranca é uma primeira tentativa de evitar falhas
provocadas pela presenga de trincas. No entanto, uma necessidade dos projetos atuais é
apresentar 0s menores custos possiveis, para que o produto possa ser competitivo. Além
disso, as industrias de transportes, como as industrias automotiva, aeroespacial e naval,
t€m a constante preocupagdo em minimizar o peso de seus componentes.

As redugGes no custo, ou no peso, implicam na redugio de material utilizado no
componente, e requerem que os projetistas trabalhem com fatores de seguranga reduzidos.
Essa exigéncia implica em um conhecimento melhor da influéncia das trincas sobre as
estruturas ou componentes, ou seja, € necessario o uso de técnicas para determinagio da
tolerancia dos componentes s trincas.

Com o objetivo de se resolver tais problemas, vem sendo desenvolvida, ha varias
décadas, a Mecénica da Fratura, que é a tecnologia responsavel pela descrigdo do

comportamento de componentes trincados, submetidos a solicitacdes mecanicas.



A forma e o tamanho de trincas presentes em um componente mecanico podem ser
determinados com precisdo através de ensaios ndo destrutivos, tais como, ultra-som e
liquidos penetrantes. Entdo, torna-se interessante saber qual o tamanho maximo admissivel
da trinca no componente analisado para que o mesmo ndo apresente falha por fratura
durante o funcionamento. Além disso, é importante determinar a taxa com que a trinca se
propaga.

Uma vez determinado esse tamanho critico da trinca, e também a taxa de propagacio,
podem ser programadas inspegdes com técnicas ndo destrutivas de forma a se realizar pelo
menos uma inspegéo antes que a trinca tenha tempo para atingir um tamanho critico.

No item 2.2 desse capitulo sera apresentada a abordagem de campo de tensdes
desenvolvida por Irwin (1957), introduzindo o conceito de fator de intensidade de tensdo.
Essa abordagem ¢ largamente utilizada na atualidade, e serd considerada no capitulo 5
desse trabalho no desenvolvimento de elementos de contorno para aplicagdes em Mecinica
da Fratura.

No item 2.3 serdo apresentados os modos de fratura existentes em um componente
mecénico trincado, assim como a correlagio entre esses modos de fratura e componentes do
fator de intensidade de tenséo.

A descrigdo matematica do campo de tensGes e de deslocamentos ao redor da ponta

de uma trinca sera apresentada no item 2.4.
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2.2 A abordagem de campo de Irwin

Irwin (1957) estudou o problema do campo de tensdes ao redor da ponta de uma
trinca, usando a teoria da elasticidade linear. Modificando métodos analiticos

desenvolvidos por Westgaard (1939), publicou solugdes para essa distribui¢io de tensdes.

Figura 2.1. Sistema de coordenada para estudo da distribuigdo de tensdes.

Considerando uma placa de tamanho e forma arbitrérios, carregada arbitrariamente no
plano da placa e contendo uma trinca de um tamanho qualquer, como mostrado na figura
2.1, o campo de tensGes ao redor da ponta da trinca pode sempre ser expresso por uma

expansdo da forma:

K
o, (\r,0)=—=-f,(r,68) + outros termos i=1,2;j=1,2 2.1
) (.6)=—"1,(r.6) ( i=1,2) 2.1)

Nessa equagdo, o, € o tensor de tensdes em um elemento de material posicionado a

distancia r da ponta da trinca e a um angulo @ a partir do plano da trinca, e Ji sdo fungdes
trigonométricas conhecidas.

A medida que a distancia 7 se aproxima de zero, o primeiro termo torna-se dominante
e a contribui¢do dos outros termos da série pode ser desprezada. A constante K no primeiro

termo da série ¢ conhecida como fator de intensidade de tensio (FIT).
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Uma conseqiiéncia importante da equagdo (2.1) € que essa descri¢do da distribuigdo
de tensBes ao redor da ponta de uma trinca é similar para qualquer estrutura e depende
apenas dos pardmetros » e 6. A diferenca entre os campos de tensSes em diferentes trincas
depende do fator de intensidade de tensdo.

Assim, o fator de intensidade de tens@io serve como um fator de escala para definir a
magnitude das tensdes ao redor da ponta de uma trinca. Esse fator é fungdo do tamanho da
trinca, do tipo de carregamento e da configuragdo geométrica da estrutura ou componente
mecanico trincado.

A hipétese fundamental da Mecanica da Fratura Elastica Linear, conhecida como
principio da similitude, considera que o comportamento da trinca ¢ determinado
estritamente pelos fatores de intensidade de tens@o.

O valor de X ¢ utilizado na engenharia para caracterizar a resisténcia a fratura de um
componente trincado. Um critério de falha por fratura baseado no fator de intensidade de

tensdo pode ser escrito como:

K<K 2.2)

c

sendo K. um valor critico chamado “tenacidade a fratura”, que apenas pode ser
determinado através de ensaios da mecénica da fratura, uma vez que € uma propriedade do
material associada a geometria (espessura) e forma de carregamento.

Segundo esse critério, enquanto o valor do fator de intensidade de tensdo for menor
que K., ndo ocorre propagagao instavel da trinca da trinca.

No caso de X = K, ocorre propagacdo instavel da trinca, isto €, o material falha por

fratura com uma trinca que se propaga em altissima velocidade.

Vale a pena ressaltar que a Mecanica da Fratura Elastica Linear (MFEL) deve ser
utilizada para materiais que apresentam fratura fragil, resultando em propagacg@o instavel da
trinca.

No caso de estruturas aeronauticas, que geralmente apresentam espessuras finas, a
utilizagdo da mecanica da fratura elastica linear representa uma abordagem conservadora,

um vez que a estrutura se encontra em estado plano de tensd3o (espessura fina) e a
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tenacidade a fratura nesse caso é maior que a tenacidade a fratura e estado plano de

deformac@o (K.).

2.3 Modos de Fratura

Os modos de fratura em uma estrutura trincada sfo caracterizados pelo deslocamento
relativo das faces da trinca. Os trés modos de fratura existentes sdo apresentados na figura
2.2

Figura 2.2 Modos de fratura

O modo I € o modo de abertura, no qual as superficies da trinca se afastam uma em
relagio a outra. O modo II € o modo de escorregamento, no qual as superficies escorregam
uma sobre a outra no plano da placa. J4 o modo III, chamado de modo de rasgamento,
consiste na movimentagdo das faces da trinca, uma oposta & outra, para fora do plano da
placa.

Os modos I e II s&o muito mais comuns em problemas de engenharia que o modo IIL

O fator de intensidade de tensdo definido na equagdo (2.1), pode ser decomposto em
componentes que sdo relacionados aos trés modos de fratura. A notagio para um fator de

intensidade de tensdo geralmente inclui um sub-indice que denota o modo de fratura

13



associado. Como exemplo, K; é o fator de intensidade de tensdo associado ao modo I de

fratura.

2.4 Campo de tensoes ao redor da ponta da trinca

Como comentado no item 2.2, para valores de » proximos de zero, apenas o primeiro
termo da expansdo em série da equagdio (2.1) precisa ser considerado. Assim, o
comportamento da trinca pode ser descrito somente pelo fator de intensidade de tensdo, e as

tensdes proximas a ponta da trinca podem ser escritas como:

o, = X, -cos 9(1 seng sen — 6) K sen0(2+cos§—~cosé’—9) (2.3)
~ 27 2 «/2 2 2
K
G, = 2 -sen—g—cosg-cosié’-i- = -cos2(1~sen2-sen§—9 2.4)
27 2 2 2 27 2 2 2
K
0, =—= -cos-q(l+sen—9—-sen—'g—e)—k—]f—’i—-cosgsen—q-cos—’g—e (2.5)
~ 27 2 ~ 27 2 2
e os deslocamentos associados #; sdo dados por:
u, = E{- (Lj cosg-(l-—zv«i»senz —6—)+—I§£- (—Lj sen2(2—2v+cosz -61) (2.6)
G \\2x 2 2 G 27 2 2

r 6 ) K r 6 6
=1 = 2= dv—cos® |+ N - 2
u, (szsenz[ vV —cos 2j+ (Zﬂ)cosz(Zv 1+ sen 2} 2.7

Nessas equagdes, G=E/(2(1+v)) é o modulo de elasticidade transversal, £ é o

moédulo de elasticidade longitudinal e v € o coeficiente de Poisson.
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Na descrigdo matematica dada para o campo de tensdes pelas equagdes (2.3), (2.4) e
(2.5), verifica-se que para r = 0, isto ¢, exatamente na ponta da trinca, as tensdes
apresentam uma singularidade, assumindo valores infinitos. Esse comportamento, que
obviamente ndo ocorre na realidade, existe devido 4 hipotese da Mecéanica da Fratura
Elastica Linear de que a ponta da trinca é aguda, tendo seu raio tendendo a zero. Na
realidade, mesmo os materiais mais frageis apresentam um pequeno arredondamento na
ponta da trinca, limitando o valor das tensdes.

Mesmo com essa diferenga, as equagdes de campo de tensdes e de deslocamentos
podem ser utilizadas para uma determinagio precisa dos fatores de intensidade de tensdo e,
por conseqiiéncia, do comportamento da trinca.

O desenvolvimento matematico para obtengdo dessas equacdes, a partir da teoria da

elasticidade linear, pode ser encontrado em Kaninnem e Popelar (1985).
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Capitulo 3

Método dos Elementos de Contorno

3.1 Introducio

O método dos elementos de contorno vem sendo desenvolvido ha varias décadas e
apresentando-se como uma poderosa ferramenta de analise computacional em varias
disciplinas de engenharia.

Este capitulo apresenta a formulagio basica do método dos elementos de contorno
para problemas de elasticidade linear estitica em meios isotropicos, assim como a
implementag@o computacional desse método realizada neste trabalho.

No item 3.2 € apresentada a equagdo integral basica para aplicagdo do método dos
elementos de contorno. Essa equagio é obtida a partir das equacGes basicas da teoria da
elasticidade, do teorema de Betti e da utilizagio de soluges fundamentais para problemas
de elasticidade.

No item 3.3 sdo apresentadas algumas caracteristicas do elemento de contorno
quadratico continuo, que sera utilizado nesse trabalho.

O item 3.4 apresenta aspectos da implementagdo computacional do método dos
elementos de contorno com a utilizagdo do programa MatLab®, assim como alguns

resultados obtidos.
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3.2 Formulacio basica do método dos Elementos de Contorno

Neste item, a formulaggo basica do método dos elementos de contorno ¢ apresentada,

de forma sucinta, tendo como referéncia Kane (1993) e Brebbia e Dominguez (1989).

3.2.1 Equacdes basicas da elasticidade

O objetivo da elasticidade linear € encontrar trés componentes de deslocamentos, seis
componentes de deformagdo e seis componentes de tensio, dado um corpo especifico,
forcas de superficie e deslocamentos da superficie. Assim, as 15 incognitas (trés
deslocamentos, seis deformacdes e seis tensdes) sdo descritas por 15 equagdes, sendo seis
equagdes da relagdo deformagdo-deslocamento (3.1), seis equagdes da relagdo tensdo-
deformagio (3.2) e trés equagdes de equilibrio (3.3). Essas equagdes basicas da teoria da

elasticidade linear para meios isotropicos sdo dadas por:

1
€; :E'(ui,j +uj,i) GB.D
o, =Ab;ey +2u-e, (3.2)
oy, T =0 (3.3)

onde e; € o tensor de deformagdes, u; € o vetor de deslocamentos e o; € o tensor de

tensdes. A formulagfo necessaria e a dedugio matematica para obtengdo dessas equagdes

pode ser encontrada em Timoshenko (1970).
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3.2.2 Solucdes fundamentais para elasticidade bidimensional

A formulagdo de equagGes integrais de contorno para elasticidade linear a ser
apresentada requer o conhecimento de solugdes para problemas especiais de elasticidade.
Nesses problemas as propriedades do material consideradas sdo as mesmas do componente
que se quer analisar, mas correspondente a um dominio infinito carregado com uma carga
pontual unitaria. Essas solugdes sdo chamada de solugdo fundamental da elastostatica, ou
solugdo de Kelvin, e consistem em solugdes para deslocamento e para forgas de superficie.

As solugdes fundamentais para deslocamentos e forgas de superficie sdo apresentadas

nas equagdes (3.4) e (3.5).

" 1 1

uij = m[(3—4V)ln;§g +r’i7‘:j} (34)
. 1 or

tij = —m{a[(]—ZV)gy +2r,,.r‘k ]+ (]—2V) (nil’lj —nr, )} (35)

A dedugdo dessas solugdes podem ser encontradas em Kane (1993) e Brebbia e
Dominguez (1989).
3.2.3 O teorema de Betti e a identidade de Somigliana

O objetivo do método dos elementos de contorno ¢ a solugdo de uma equacio integral
de contorno. A identidade de Somigliana ¢ um método de formulagdo de equagdes integrais

de contorno obtida a partir do teorema de Betti para problemas de elasticidade (Kane,
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1993). O teorema de Betti declara que o trabalho que um conjunto de forgas de superficie
e forgas de corpo, em equilibrio, aplicadas em um sistema, exerce nos deslocamentos de um
segundo sistema %;, é igual ao trabalho que as forgas de superficie # e forgas de corpo
deste segundo sistema exerce nos deslocamentos %; do primeiro. O simbolo (*) denota o
segundo sistema . A dedug@o do teorema de Betti pode ser vista em Kane (1993).

A representagdo matematica do Teorema de Betti, ou teorema da reciprocidade, é

dada por:

(1),,(2) (1),,(2) — (2),,(1) (2),,(1)
[tu@dr + [ fOufar = { sPudr + | £ ulPdr (3.6)

A identidade de Somigliana, como ja foi comentado, é um método de formulag¢do de
equagles integrais de contorno obtida a partir do teorema de Betti para problemas de

elasticidade dada por:
[tupdl +[ fudl =[ qudr+[ 6,(x—djudl 3.7)

O primeiro sistema serd tomado como aquele a ser resolvido e o segundo sera aquele
associado a solugdo fundamental, isto é um meio infinito sujeito & uma carga pontual
unitaria. A utilizag@io das solugdes fundamentais possibilita o desaparecimento da integral

de dominio, resultando na equagio (3.8).
[tupdr+ [ fupdl = o dl+cyu, (d) (3.8)

onde c; € 1 para pontos internos ao dominio, 0 para pontos externos, % para pontos sobre
um contorno suave ¢ uma funggo de dngulos para contornos ndo suaves.

A equagdo (3.8) apenas apresenta solug@o analitica para problemas com geometrias e
cargas muito simples. Para se resolver problemas mais complicados, que representam

estruturas reais, € necessario utilizar um método numérico. Com esse prop6sito, o contorno
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do problema ¢ dividido em n elementos de contorno e a equagdo (3.8) pode ser escrita de

forma discretizada, por enquanto desconsiderando as forgas de corpo, como:
c,u, (d )+ZI [ty ar, =§_‘; [t upar, (3.9)
J= J=

A equagdo (3.9) € aplicada em cada um dos nds do elemento de tal forma que a

equacdo integral de contorno € transformada em um sistema linear de equagdes algébricas:
Hu =Gt (3.10)

onde as matrizes H e G contém as integrais das solugdes fundamentais de forcas de
superficie #; e de deslocamentos uy, € os vetores t e u contém todas as forgas de superficies
e deslocamentos conhecidos ou ndo. Através de algumas manipulagSes algébricas podemos

isolar as incognitas em um vetor f de forma que o sistema (3.10) possa ser representado por
Ax=f 3.11)

onde uma solug@o tnica pode ser obtida.

3.3 Elemento de contorno quadratico continuo

O tipo de elemento de contorno utilizado nesse trabalho ¢ o elemento quadratico
continuo, que € o elemento mais indicado para problemas de elasticidade. Os vetores de
forgas de superficie e deslocamentos nodais, t e u, respectivamente, para um elemento
quadratico continuo podem ser dados por

¢ 0 ¢ 0 ¢ 0|
“= o 0 o 0 ¢3} o0 (3.12)

21



“
~,
vl

S
N e

< (3.13)

“¢10¢20¢30
lo ¢ 0 ¢ 0 ¢

.y . g, b
Nw e Ny N

’

4

O elemento de contorno quadratico continuo, mostrado na figura 4.2, tem todos os
valores associados a ele, simbolizados por v. Esses valores incluem coordenadas

geométricas x;, as seis componentes dos deslocamentos nodais u; e as seis componentes das
forgas de superficies ;.

X2

v = valores nodais de u ou ¢

né3 7]
(xpx}) l

xax3)

(xnx4) ; | |

Xy

(a) (b)

Figura 3.1. Elemento de contorno quadratico isoparamétrico.

A variagdo da resposta entre os nos é descrita usando-se fungbes de interpolagdes
polinomiais simples, dadas por

4= 566-1) G.14)
¢, =1-&7 (3.15)
2 =§§(§+1) (3.16)

onde & € a coordenada homogénea ao longo do elemento (figura 3.1).

A avaliagdo das integrais ao longo da equagdo de contorno (3.9) requer o uso de um
jacobiano dado por

/)= \/(%g]

assim,

+(ax2J oL (3.17)
0¢ )| a¢
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or,=JE)og (.18)

A integragdo sobre os elementos para geragio das matrizes H e G requer a utilizagio
das fungdes de forma dadas pelas equagBes (3.14), (3.15) e (3.16), das solugdes
fundamentais dadas por (3.4) e (3.5) e do Jacobiano dado por (3.17).

3.4 Implementa¢cio Computacional do Método dos Elementos de
Contorno

A implementagdo computacional do método dos elementos de contorno nesse
trabalho foi realizada através do programa MatLab®. O programa de elementos de contorno
desenvolvido, chamado Elast_qua (Analise de Elasticidade com elementos quadraticos) é
constituido de etapas basicas como:

- defini¢8o de dados do problema a ser analisado, como geometria, propriedades do
material, condi¢gdes de contorno e discretizagio;

- visualizagdo de caracteristicas do problema que serd analisado, como geometria,
malha de elementos de contorno, forgas aplicadas e restricdes de deslocamento;

- construgdo das matrizes H e G de influéncia de elementos de contorno;

- montagem do sitema linear de equacSes A-x=»b através da aplicagio das
condi¢Ges de contorno;

- resolug@o do sistema linear, obtendo-se o vetor de solugdes;

- visualizagdo dos resultados obtidos, através de geometrias deformadas e mapas de
cores para grandezas como deslocamentos e tensdes;

O conjunto de fungbes implementadas € mostrado no fluxograma da figura 3.2

Todas as fungBes apresentadas nesse fluxograma encontram-se no apéndice A desse
trabalho. Na sequiéncia ¢é feita uma descri¢io dessas fungdes, que constituem o programa
Flast_qua.
dad_elg#.m — ¢é o arquivo de dados para definigdo de um problema de elasticidade
bidimensional. A geometria ¢ definida pela matriz PONTOS, que contém as coordenadas
de todos os pontos basicos, e pela matriz LINHA, que define as linhas da geometria a partir
dos pontos ja definidos. A discretizagdo ¢ definida na matriz DISCRE, que contém o

numero de elementos em cada linha. As condig¢des de contorno de deslocamento prescrito
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sdo definidas pela matriz DESLOC enquanto as condi¢cSes de contorno de forgas de
superficie sdo definidas pela matriz TRAC. As propriedades do material utilizado para a

analise sdo definidas pelas variaveis E, para o modulo de elasticidade e ni, para o

coeficiente de Poisson.

dad_elg#

v

formata_dad_q

h 4
mosfra_geo_q

v

mostra_cdc_q

testa_ponto l

aceita_dist \ - Y v
\ gera_p_in gh_nsing g_sing

I

calc_HeG >

sol_fund_el2D sf nsing

jac_e_norm f _forma

aplica_cdc_g

v

gauss_eli

reord DeT

tens_princ

A4
v pin_des_q

map_cor l

mostra_def

v v

pin_tens q g Integra_DeS Calcula_DeS

*

calc_tens_cont

mosira_nos

mostra_elem

calc_tens_cont_q

entra_pi

Figura 3.2. Fluxograma do programa Elast_qua.
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formata_dad_q — essa fungfo é responsavel pela transcricdo dos dados de entrada dos
problema em um conjunto de dados que pode ser utilizado de forma mais eficiente durante
a analise. Assim, o conjunto de dados inicial, que tem forma amigavel para um usuario é
transformado num conjunto de dados que pode ser lido de forma mais rapida pelo
programa. Essa fung@o cria as matrizes NOS (coordenadas nodais), ELEM (conectividade

dos elementos) e CDC (condi¢Ses de contorno por elemento).

mostra_geo_q — essa fungio mostra geometria do problema e a malha de elementos de

contorno, através de fungdes graficas do MatLab®.

mostra_cdc_q — essa funcdo mostra as condi¢Ges de contorno do problema, utilizando o
simbolo de seta para forgas de superficie aplicadas e o simbolo de tridngulo para

deslocamentos restritos.

gera_p_in — essa fun¢do gera de forma automatica um conjunto de pontos internos ao
dominio do problema em estudo. De inicio, é criada uma rede regular de pontos sobre a
geometria, e depois cada ponto criado € testado por um algoritmo que verifica se o ponto €
interno ou externo ao dominio. Caso o ponto seja interno, este é adicionado em uma matriz
chamada PONTOS_INT, que contém as coordenadas dos pontos internos. O algoritmo de
verificagdo € baseado na contagem do numero de interse¢Ses entre o contorno do problema
€ um semi-reta que tem origem em um pontos interno e é tracada na dirego vertical. Caso

o numero de interseg3es seja impar, o ponto € interno, caso contrario, ¢ externo.

Calcula_HeG - essa ¢ a fungfo mais importante do programa Elast_qua, uma vez que ¢
responsavel pela construgdo das matrizes de influéncia H ¢ G, que descrevem o
comportamento do problema em estudo. E utilizada a técnica RISP (Reusable Intrinsic
Sample Point) que consiste na construgio das matrizes H e G por colunas, isto ¢, um
elemento ¢ fixado e todos os pontos fontes sdo percorridos. Essa técnica permite uma
analise mais rapida do problema, quando comparada com a técnica padrio que fixa um

ponto fonte e percorre os elementos, uma vez que nio ¢ necessario recalcular o valor do
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Jacobiano, dos pontos campo e do vetor normal ao elemento em cada iteragdo. A integragdo

¢ feita numericamente utilizando-se 10 pontos de Gauss

Essa fung8o faz chamada das fung¢Ges f_forma_gq, Jac_e_norm, gh_nsing e g_sing.

f forma_q — ¢ a fungdo responsavel pelo calculo das 3 fungbes de forma para o elemento
de contorno quadrético continuo. Tem como entrada o valor da variavel intrinseca do

elemento e como saida, as trés fun¢Ses de forma para essa coordenada intrinseca.

Jac_e_norm — calcula, para uma coordenada intrinseca dada como entrada, o Jacobiano do

elemento e o vetor normal, ambos avaliados sobre o ponto campo correspondente a

coordenada intrinseca.

gh_nsing — é a fungo responsavel pelo calculo das integrais h e g, correspondentes ao
produto entre fungdes de forma, Jacobianos e solugdes fundamentais, quando ndo existe
singularidade, isto €, quando o ponto fonte ndo se encontra sobre o elemento sobre o qual a

integra¢@o esta sendo feita. A integrag@o € realizada com 10 pontos de Gauss. Essa funcéo

faz chamada da fung@o sol_fund2D.

g sing — ¢ a fungdo responsavel pelo célculo da integral singular, que ocorre quando o
ponto fonte da solugdo fundamental coincide com um dos nés do elemento em que est4
sendo feita a integragdo. A integragdo ¢é feita através da divisdo da solugdo fundamental e
uma parte ndo singular, que pode ser calculada pelo método de Gauss padrio, e em outra
parte, com singular logaritmica, que pode ser calculada pelo método de Gauss logaritmico.

Essa fungdo faz chamada das fungdo sf nsing, responsavel pela parte nio singular da

solugio fundamental.

sol_fund2D — dados um ponto fonte e um ponto campo, essa fungio retorna o valor das
solugdes fundamentais de deslocamento e de forcas de superficie para o caso de

elasticidade bidimensional.
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aplica_cdc — essa func@o faz a aplicacdo das condigBes de contorno do problema através da
permutagdo de colunas entre as matrizes H e G. Como saida, essa fungdo apresenta a matriz

A e o vetor b do sistema linear que representa o comportamento do problema em estudo.

gauss_eli — essa fungdo resolve o sistema linear através do método da eliminagdo de Gauss,

que consiste na transformag¢do da matriz A em uma matriz triangular superior.

reord_DeT — a solugdo obtida ¢ reordenada em um vetor com os deslocamento nodais e

outro com as forgas de superficie em cada elemento.

pin_des_q — essa fungdo calcula os deslocamentos em cada ponto interno do problema,
aplicando a equagdo (3.9), ja apresentada nesse capitulo. Os pontos fontes sdo aplicados
sobre os pontos internos e ¢ realizada a integragdo por todos os elementos do contorno,
resultado em matrizes H e G para os pontos internos. Essa matrizes sio multiplicadas pelos
vetores de deslocamento e forgas de superficie ja calculados, obtendo os deslocamentos dos

pontos internos.

mostra_def — essa fungdo apresenta a geometria deformada obtida pela analise de
elementos de contorno. Os deslocamentos nodais, multiplicados por um fator de ampliagio,
sdo somados as coordenadas nodais iniciais do problema, resultando na posi¢io nodal final

a ser visualizada.

pin_tens_gq — fungdo para calculo do tensor de tensdes em cada ponto interno do problema.
Para esse calculo ¢ utilizado como referéncia Dominguez (1989) que apresenta a
formulag@o para tensdo em pontos internos, baseando-se na derivagdo da equagdo para

deslocamentos em pontos internos e na equagdo constitutiva do material elastico linear.

calc_tens_cont - fungdo para calculo das tensdes em nds do contorno com base em Kane
(1993). As forgas de superficie calculadas em cada né sio decompostas em um sistema de
coordenadas tangente ao contorno do problema, resultando em duas componentes do tensor

de tensdes, que sdo a tensdo normal a superficie e a tensdo de cisalhamento. A outra

27



componente, a tensdo tangente ao contorno ¢ calculada a partir da derivada dos
deslocamentos tangenciais nodais do elemento, que resulta na deformacfo tangencial
dentro do elemento, € da equacdio constitutiva para o material em estudo. Depois de obtidas

as tensdes nesse sistema tangente, é feita uma transformaco para o sistema inicial.

map_cor — essa rotina constr6i o mapa de cor para grandezas como componentes dos
deslocamentos ou componentes do tensor de tensdes. Também pode ser visualizado o mapa

de cor para deslocamento total da estrutura, tensdes principais e tensdo de Von Mises.

Para validagdo da analise, foi considerado o modelo de uma placa quadrada,
tracionada em uma dire¢do. Esse problema tem solucfio analitica, possibilitando a
comparagdo entre essa solugdo e a solugdio numérica obtida, para varios refinamentos de
malha.

O modelo considerado pode ser visto na figura 3.3, consistindo em uma placa
quadrada com tragdo unidirecional de 100 Pa. O lado da placa mede 1 m e as propriedades
do material sdo E = 1000 ¢ v = 0. Foi definido um ponto internos no centro da placa para

verifica¢do da precisdo do calculo do deslocamento em pontos internos.

08|
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Figura 3.3. Modelo de placa quadrada com tragdo uniaxial
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A geometria deformada obtida apos a analise € apresentada na figura 3.4, onde a

geometria original aparece em cor azul e a geometria deformada em cor vermelha.

pEt
Bl

- 04)

ke
Lé
T

SO2r

=]

cab)
b
©
[a]
1)

04 08 08 1 12

Figura 3.4. Geometria deformada para o problema de placa quadrada.

Verifica-se que ndo existe contra¢do da placa, uma vez que o coeficiente de Poisson é
nulo. A solugdo analitica para barras tracionadas com for¢a concentrada na extremidade
pode ser utilizada para determinar o erro da solu¢dio numérica. A solucfio analitica do
deslocamento, para esse caso ¢ d = 0,1 m.

A figura 3.5 apresenta em forma de grafico o erro obtido em funcdo da malha
utilizada. E verificado o deslocamento do né que se encontra na metade da parte superior da

placa e também o deslocamento do ponto interno.
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Figura 3.5. Erro em funcfio da discretizagio utilizada.

Verifica-se que ocorre uma redugfo de erro dos resultados a medida que € utilizado
um maior nimero de pontos internos, comprovando assim, a convergéncia dos resultados
com o refinamento da malha utilizada. O pequeno valor do erro € relacionado com o tipo de
problema analisado. O deslocamento ao longo da placa tem uma variacdo linear, enquanto
estio sendo utilizados elementos quadraticos. Assim, mesmo com um elemento de contorno
em cada lado da geometria, obtém-se um 6tima precisdo.

O mapa de cor para deslocamentos na diregfo y pode ser visualizado na figura 3.6.

~ Deslocaments em v

Figura 3.6.Mapa de cor dos deslocamento em v.
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O programa Elast_qua permite a criagdo rapida de novos modelos, uma vez que o
arquivos de dados € bastante amigadvel. Nas figuras 3.7 e 3.8 s3o mostrados exemplos de

modelos que podem ser analisados.
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Figura 3.7. Modelo de viga com furo retangular.
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Figura 3.8. Modelo de placa em L.

Dessa forma, o programa Elast_qua apresenta-se como uma boa ferramenta para andlise de

elasticidade bidimensional pelo método dos elementos de contorno. Esse programa foi
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utilizado como base para a criagio do programa responsavel pela analise de reparos de

trincas desenvolvido nesse trabalho.
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Capitulo 4

Método dos Elementos de Contorno de Dupla

Reciprocidade

4.1 Introducio

A solugdo da equagdo integral de contorno (3.8), apresentada no capitulo anterior,

implica no calculo da integral de dominio Lu,’;bkd.(z, na qual bx representa a forga de

corpo que age sobre o componente analisado.

A forma mais comum de calcular essas integrais de dominio, bastante utilizada
quando se iniciou o uso dos elementos de contorno para problemas com carga no dominio,
€ discretizar a regido em um conjunto de células internas e usar um método de integraggo,
como o método de Gauss, para realizar a integragio dentro de cada célula. No entanto, a
discretizagdo e integragdo em células internas faz com que o método dos elementos de
contorno perca seu atrativo principal, que é a solugdo de problemas da mecénica do
continuo através da discretizagdo e integragdo apenas no contorno do problema.

Neste capitulo, o Método dos Elementos de Contorno de Dupla Reciprocidade
(MECDR) sera apresentado como uma alternativa para a solugdo de problemas cuja
formulag@o envolva integrais de dominio, tal como a analise elastica de corpos sob a agdo
de forgas de corpo.

O MECDR foi introduzido por Brebbia e Nardini (1982) para problemas
elastodindmicos e tem sido usado por varios autores para resolver uma grande variedade de

problemas da mecénica do continuo.
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O item 4.1 apresenta, de forma sucinta, a formulagdo do Método da Dupla
Reciprocidade, baseando-se em Partridge, Brebbia e Wrobel (1992) e em Dominguez
(1993).

No item 4.2, a implementagdo computacional desse método ¢ discutida e alguns

resultados obtidos neste trabalho sdo apresentados.

4.2 Formula¢io do Método da Dupla Reciprocidade

O método da dupla reciprocidade pode ser utilizado em problemas de elasticidade
estatica para transformar integrais de dominio, resultantes da consideragio de forcas de

corpo, em integrais de contorno equivalentes.
Assumindo a presenga de forgas de corpo, a equagdo integral de contorno a ser

resolvida tem a forma da equac@o (3.8). A seguinte aproximagdo pode ser proposta para a
forga de corpo b (k = 1, 2):

N+L

b=3 flal (4.1)

Nessa equagdo, os termos a,ﬁj ’ sio um conjunto de coeficientes a serem

determinados (inicialmente desconhecidos) e os termos f’ sdo fungdes de aproximagio,

que dependem apenas da geometria do problema.

Uma solugio particular #/J’ pode ser encontrada para satisfazer a equagdo de Navier

como em Kane (1992):

o G . .
G-iyyp ""1'?_“2“‘/"”1{:,1»: =0, f’ (4.2)

34



O numero de solugdes #(}’ utilizado deve ser igual ao nimero total de nos do

problema. Se existirem N nés do contorno e L n6s do dominio (nos internos), como pode

ser visto na figura (4.1), existirdio (N+L) valores de ;.

Nos do Contorno

™)

L
L ]

No6s Internos (L)
°

L ]
L ]

Figura 4.1. Nés do contorno e internos

Substituindo as equagdes (4.1) e (4.2) na equagdio (3.8) e aplicando o principio da

reciprocidade para a integral de dominio resultante, obtém-se:
> : N+L I3
= [t~ [+ S + [ caar [ aiisar) |
Crll, L A L 2l ; c,kumk+J'rtlkumkd1“ L”zﬂmdr (4.3)

sendo 7/, as forgas de superficie correspondentes as solugdes particulares de deslocamento

Note que, ap6s a aplicagdo desse procedimento, a equagio (4.3) nio apresenta mais
nenhuma integral de dominio. Esse é o procedimento que d4 nome o nome ao Método da
Dupla Reciprocidade, pois o principio de reciprocidade foi aplicado em ambos os lados da

equacdo (4.3), a fim de se levar todas as integrais para o contorno. A equagio (4.3) pode

ser escrita de forma matricial, ao invés de forma indicial, resultando em:
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c¢'w' = [w'tdl - | Ig'udF+A§(c"ﬁ"f +[radr- Lu‘f’d]“) 4.4)
j=1

Apos a discretizagio e aproximacdo das variacdes de u, @, t e ¢ sobre cada elemento
de contorno, usando valores nodais e 0 mesmo conjunto de fungSes de forma das equagdes
(3.14), (3.15) e (3.16) a equagio (4.4) torna-se:

o N - N N+L o N - ) N .. )
Cut + 3 By =3 Gty = Z(am -7 e ,j]-a’ “.5)
k=1 k=1

j=1

Deve-se notar que uma vez que & e f sio fungdes conhecidas, que dependem apenas
da geometria dos elementos e dos nds internos, ndo ha necessidade de aproximar suas
variagdes dentro de cada elemento usando fungdes de interpolagio local e valores nodais,
como ¢ feito para # e f. No entanto, a utilizagio dessa aproximagdo implica em que as
mesmas matrizes H e G possam ser usadas em ambos os lados da equaggo.

Esse procedimento introduz uma aproximagio no calculo dos termos do lado direito
da equagdo (4.5). No entanto, como comentado por Partridge, Brebbia e Wrobel (1992),
pode ser mostrado que o erro € pequeno e a eficiéncia do método aumenta

consideravelmente.

Finalmente, aplicando a equagdo (4.5) para todos os ndés do contorno, o seguinte

sistema de equagdes € obtido:

H-u-G-t=(H-U-G-T)a (4.6)
ou, substituindo a= F'b

H-u-G-t=(H-U-G-T)}F~ b 4.7)

A equagio (4.7) ¢ a base para a aplica¢do do método do elementos de contorno de

dupla reciprocidade e envolve apenas discretizagdo e integragiio no contorno.
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4.2.1 Nos internos

Os noés internos ndo fazem parte de nenhum elemento, e apenas suas coordenadas sio
necessarias como dado de entrada. A forma de obter a solugdio em nds internos sera

discutida em préximos itens.

A defini¢do de nos internos geralmente ndo € uma condigdo necessaria para obter a
solu¢do no contorno. No entanto, a solugdo sera mais precisa se uma determinada
quantidade de nds internos for utilizada. A importincia de nds internos na precisdo da

soluggo por elementos de contorno sera discutida no item 4.3.

4.2.2 O vetor alfa (o)

O vetor a foi considerado na equagdo (4.3) como

N+L

b= fla] .8)

Tomando o valor de b em (N+L) pontos diferentes, um conjunto de equagdes do tipo

(4.8) pode ser obtido. Expressando essas equagdes em forma matricial, tem-se

b=Fa 4.9

na qual cada coluna de F consiste num vetor f; que contém os valores da funggo f nos (N+L)

pontos de colocagdo do método da dupla reciprocidade.

Como b € uma funcio conhecida da posigdo, a equagdo (4.9) pode ser multiplicada

por F' para a obtengdo direta do vetor a.

a=F'b (4.10)
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Dessa forma, o lado direito da equagdo (4.7) é um vetor d [2(N+L),1] de valores

conhecidos
Hu-Gt=d (4.11)

com

d=(HU-GT)a (4.12)

O vetor d, que introduz a influéncia das forgas de corpo (carga no dominio) é obtido

pela multiplicagdo de matrizes e vetores conhecidos.

Aplicando as condigdes de contorno, através da permutagio de colunas entre as

matrizes H e G, chega-se ao sistema de equagdes lineares na forma
Ax=y (4.13)
no qual x contém N valores de incognitas do contorno, que podem ser deslocamentos # ou

forgas de superficie £.

4.2.3 Func¢io de aproximacao f

A fung8o de aproximagdo f e as solugdo particulares # e 7 usadas no método da dupla
reciprocidade (MDR) néo sio limitadas pela formulagfo. A tnica restrigdo é que a matriz F
da equagio (4.9) ndo seja singular.

No intuito de definir essas fungdes, € de costume propor uma expressdo para f e entdo

calcular @ e 7 usando a equagdo (4.2).
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Existem varias propostas para o tipo de fungfo f, tais como as séries trigonométricas,
os elementos do tridngulo de Pascal e a distdncia 7 utilizada na definicdo da solugdo
fundamental.

Nesse trabalho, sera utilizada a fung8o do tipo 7, que foi primeiramente adotada por
Nardini e Brebbia (1982) e depois pela maioria dos pesquisadores desse método por ser a

alternativa mais simples e mais precisa. Essa fungio é baseada na série:

f=ltrtr’ . ¢ (4.19)

Em principio, qualquer combinagio dos termos dessa série pode ser escolhida. Na
aplicagdo do MDR nesse trabalho, a fungio A7) adotada sera f = 1 - 7, adotada por

Dominguez (1993) e apresentando resultados precisos.

4.2.4 A funciof=1-r

A presenca da constante unitaria garante que os elementos da diagonal de F nio
sejam nulos, resultando numa matriz nio singular. Com a matriz F calculada, a equagdo
(4.15) pode ser resolvida pelo método da elimina¢do de Gauss para a determinagio do vetor
a. A construgdo da matriz F (N+L x N+L), nesse caso, consiste em calcular a distancia r
entre todos 0s nos, internos e de contorno, do problema e adicionar a constante 1 a esses
valores de distdncia. A diagonal principal de F tera todos elementos iguais a 1, pois a

distdncia de um no até ele mesmo é nula.

A figura 4.2 mostra, de forma esquematica, as distdncias a serem calculadas

considerando um no fixo e percorrendo todos os outros.
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j fixo

Figura 4.2. Representagdo das distdncias entre um n6 fixo e todos os nés do problema.

Para o caso de f=1 -, as fungdes 4 e £ sdo dadas por:

. 1 1-2v r 2 9-10v 3
= + rir gy, —————S,_r 4.15
=G {5—41/ 30-(1-1/)} 90 (1-v) F } “-13)

; ={lf‘;v.(3A-r+4B-r2 +3D-r%)r, 5, +2-(4-7 +B-r?) 7,5, + @.16)

+(A-r-!—B-r’2 +3D-72)’(r,k5m' +r,jé’kn)+28-r2r’kr’nr,j]}- ;i

1-2 1 -
d b= ;D= —-1—01—-9-— , G 0o mobdulo de elasticidade transversal e
5-4y 30-(1-v) 90-(1-v)

sendo: A=

v o coeficiente de Poisson.
Como j& havia sido comentado a solugdo @ é obtida a partir da equagio (4.2) e a

solugdio # ¢ obtida através da derivagio da solugdo 4.
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4.2.5 Obtencao de resultados em nos internos

Apds a solugdo da equagio (4.13), pode-se calcular o valor do deslocamento em cada
nd interno a partir da equagdo (4.5), através da multiplicagdo de matrizes e vetores
conhecidos.

Para o ponto fonte da solugdo fundamental colocado no dominio, o valor de ¢ é igual

a 1, e a equag@o (4.5) torna-se:

=_iii. i NZL( c'a¥ + ifiu i 2,{') / (4.17)

k=1 k=1 j=1

Nesse ponto, o desenvolvimento matematico do método dos elementos de contorno
de dupla reciprocidade para consideragdo de forgas de corpo esta concluido. Na sequéncia

serdo discutidos detalhes da implementagdo computacional desse método.

43 Implementagdo computacional do método da dupla

reciprocidade

O método da dupla reciprocidade foi implementado através da inclusdo de algumas
fungBes ao programa Elast qua, apresentado no capitulo 3, resultando no programa
Elast_qua_DRM. Inicialmente esse programa considera a analise de corpos rotativos, isto
€, a forga de corpo considerada € aquela provocada pela aceleragdo centrifuga.

A figura 4.3 apresenta o fluxograma do programa Elast_qua_DRM:
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Figura 4.3. Fluxograma do programa Elast_qua_DRM.
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As fungSes que permitem a aplicagdo do método da dupla reciprocidade sdo:

A funcdo calc_alfa € responsavel pelo calculo do vetor a. Inicialmente s3o calculadas
as forcas de corpo em cada ponto de aplicagdo do método da dupla reciprocidade. As forgas
de corpo b; e b, sdo relativas a aceleragdo centrifuga em um ponto de coordenada x,, v,

devida a rotagdo em torno de um ponto Xy, yy, € sdo dadas por:

(p X —X
A TP M 417
bg yp —yO

sendo p a densidade do material e @ a velocidade angular. Apds o calculo da forgas de
corpo € construida a matriz das fungdes de aproximagdo F, utilizando a fungdo do tipo
f=1-r. Uma vez calculados o vetor b e a matriz F, o vetor a é determinado pelo método
de eliminacdo de Gauss, baseado na equacdo (4.10).

A funcdo calc_UcPe realiza a montagem das matrizes das solugdes particulares de
deslocamento e forgas de superficie. Essa funcgio faz a chamada das fungSes calc_uchap e
calc_pchap, que sdo responsaveis pelo calculo das solugdes particulares dadas pelas
equagdes (4.15) e (4.16).

A fungdo calc_d calcula o vetor d , que considera o efeito das forgas de corpo,
considerando a equagdo (4.12). Esse vetor deve ser somado ao vetor das condigdes de
contorno b, antes da solugdo do sistema de equagdes para obten¢do da solugdo no contorno.

O problema de uma placa circular em rotagdo ao redor de seu centro foi modelado
para verificag@o da precisdo do método implementado. Esse problema tem solugdo analitica

para o deslocamento radial #, dada por Timoshenko (1970), como:

_ L
E

ur

[-1—:[;1 (pa)zr3)J (4.18)

sendo, £ o moédulo de elasticidade, v o coeficiente de Poisson, p a densidade, @ a

velocidade angular e 7 o raio da placa circular.
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Uma vez que o problema é simétrico, pode-se modelar apenas um quarto da placa.

como visto na figura 4.4, que traz o modelo discretizado e a apresentag@o da solugdo de

deslocamentos através da geometria deformada.
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Figura 4.4. (a) modelo de um quarto de placa rotativa, (b) geometria deformada.

Utilizou-se o modulo de elasticidade £ = 10.000 MPa, o coeficiente de Poisson

v=0,3 e a densidade do material o = 8.000 kg/rn3 . O raio da placa circular ¢ de 3 me a

velocidade de rotagdo @ = 20 rad/s. Com esses dados, a solugdo analitica para o

deslocamento radial, segundo a equagéo (4.18), é de u, = 0,58 m.

Para verificacdo da convergéncia do método e da importdncia do uso de pontos

internos, foram realizadas varias analises, considerando discretizag¢Ges diferentes.

O primeiro estudo considerou o modelo sem nos internos. O ntimero de elementos de

contorno foi variado de um até 13 elementos em cada lado do quarto de circunferéncia. A

tabela 4.1 apresenta os erros percentuais no célculo do deslocamento radial para cada malha

utilizada:
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Tabela 4.1. Erro percentual em fun¢io do nimero de elementos utilizado

Numero de Elementos

Erro Percentual

-17,568

-14,146

-11,102

-10,275

-9,986

-9,864

-9,805

-8,777

W] 0 ~y O] ] B} WO D] -

-9,761

-
[eo]

-8,750

ey
.

-8,745

=y
N

-9,741

-
W

-8,739

Os resultados dessa tabela podem ser visualizados no grafico da figura 4.5.

Erro percentual x discretizacio

-6,0
-8.0
-10,0
-12,0
-14,0
-16,0

Erro percentual

-20,0

18,0 +---F---- R S A NI S

T Y T T T T T
| : i I ) ' :
H i i i 1 i +
s (it Sl Rl fls Rt S il Jeheilt Sl
i £ t 1 i i i i
[P S LU SN ISR NS B R IR
H H H i H H H i
1 H i i i H i i
B - L FApRREN [V NUGS STASG Sy S U IR U G WA A S S S
1 i 1 ] i H i 1
t i, s s i 1 H :
R e i e B I o e geam
i H H i H H tl
g = R dh s 2w
t ¥ H i H ] H H
H i H H 1 1 i b
i Tl e S Bl Bt Al Sl vt
i 1 1 ¥ H ¥ H i
et (VDU SO R OIS I SR S
i 1 1 1 i b H H
i i H H ] i i i
e e e e D e d e d e e A e o M
H H H i ¥ H i t
i H i H i H 1
+ B R e I R i
1 1 H & 1 H b 1
t i ¥ i ! i b i

Niamero de elementos

Figura 4.5. Erro percentual em funcio do niimero de elementos em cada linha.
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Esse resultado mostra que, sem o uso de nds internos, o menor erro que pode ser
obtido, para essa solugdo, é de 10%, que ¢ considerado um erro muito grande para
aplicagBes de métodos numéricos.

O segundo estudo realizado considerou a malha com quatro elementos em cada lado
da placa e o numero de noés internos foi variado, de forma a construir a tabela 4.2 e 0

grafico da figura 4.6, que consideram o erro percentual para cada conjunto de nés internos.

Tabela 4.2. Erro percentual em fungio do numero de nds internos

Numero de nds internos | Erro Percentual
0 -10,275
1 -8,070
3 -5,430
8 -3,759
13 -2,795
19 -2,186
28 -1,805
37 -1,546
47 -1,364
60 -1,227
73 -1,127
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Erro percentual x discretizacdo
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Figura 4.6. Erro percentual em fungfo do nliimero de nds internos.

Com o uso de nés internos, foi possivel obter erros bastante pequenos, da ordem de
1%, que poderiam ser ainda mais reduzido com a utilizagdo de um niimero maior de nés
internos.

O terceiro e ultimo estudo considerou as duas variag8es da discretizagdo, isto &, para
varias malhas de elementos de contorno, foi feita a variagdo do niimero de nés internos,

permitindo a construgdo do grafico da figura 4.6, para o erro percentual do deslocamento

radial da placa.
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Figura 4.7 Erro percentual em fungéo do niimero de elementos e do niimero de nds internos.

Verifica-se que € necessério o uso de nds internos, pois, mesmo com o uso de uma
malha muito refinada, ndo € possivel obter um resultado preciso sem eles. Por outro lado,
com uma malha muito grosseira também nfo se obtém resultados precisos, mesmo com o
uso de um grande niimero de nds internos.

Assim, a melhor discretizacdo a ser realizada implica no uso de uma malha
representativa do modelo e de uma quantidade de nds internos que possa considerar, de
forma adequada, as forgas de corpo. Essa discretizacfo ¢ relacionada com os resultados da
regifio de cor azul escuro no grafico da figura 4.7, na qual os erros so baixos.

Esses estudos fornecem dados para uma analise representativa da placa trincada com

reparo colado, a ser realizada no capitulo 6 desse trabalho.
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Capitulo S

Elemento de Contorno para Mecinica da Fratura

5.1 Introducio

A aplicag@o de um método numérico, no caso deste trabalho, o método dos elementos
de contorno, na anélise de problemas com trincas, requer a utilizagio de técnicas
apropriadas que considerem a presenga da trinca e os efeitos que essa trinca pode causar ao
seu redor.

A abordagem de campo desenvolvida por Irwin (1958), e ja discutida no capitulo 2,
mostra que o campo de deslocamentos de um material proximo a ponta de uma trinca tem o
comportamento proporcional a 7, sendo 7 a distincia percorrida a partir da ponta da
trinca, como ja foi apresentado nas equagdes (2.16), e (2.17).

A fim de obter uma boa aproximagio para o campo de deslocamentos préximo a

ponta de uma trinca, sem necessidade de um grande nimero de elementos de contorno,

seria muito interessante utilizar elementos com fungSes de forma proporcionais a /r para
interpolar esses deslocamentos. A utilizagdo dessa nova fungdo de forma possibilitaria o
uso de um numero menor de elementos do que seria necessario usando fungdes de forma
quadraticas padrdo. Blandford (1981) propds o uso de um elemento de contorno chamado
de "elemento de contorno com n6 a um quarto” ou “quarter point boundary element”.
Esse novo elemento € baseado no elemento de contorno quadratico padrio e seu

nome € devido a caracteristica de o n6 central ser posicionado a um quarto do comprimento




do elemento. Essa simples mudanga na posi¢do do né central faz com que a fungio de

forma passe a ter o comportamento apropriado, isto €, proporcional a Jr . Essa técnica ja
vinha sendo utilizada com o método dos elementos finitos, em trabalhos como os de
Henshell e Shaw (1975), e Barsoum (1976).

Também, pode-se verificar nas equagdes (2.13), (2.14) e (2.15), que a distribuigio de

tensbes nas proximidades da ponta de uma trinca tem o comportamento proporcional a
J1/r , fazendo com que o valor tedrico das tensdes tenha uma singularidade quando 7 tende

a zero, isto €, exatamente quando se chega na ponta da trinca.

Esse comportamento singular das tensGes pode ser considerado através da
implementagiio de um outro tipo especial de elemento de contorno que leva em conta a
singularidade de forgas de superficie. Esse novo elemento, baseado no elemento de
contorno com né a um quarto, ¢ chamado de elemento de contorno com né a um quarto
com singularidade de forgas de superficie, ou “traction singular quarter point boundary
element”.

No item 5.2, € apresentado o desenvolvimento matematico para o elemento de
contorno com nd a um quarto padrdo (isoparamétrico), demonstrando a transformacio da
fun¢do de forma quadratica para fungdo proporcional a Jr quando se desloca o no6 central
a um quarto do comprimento do elemento.

No item 5.3, € apresentado o desenvolvimento matematico para o elemento de
contorno com noé a um quarto com singularidade de forgas de superficie, o qual requer uma
pequena alteragdo nas fungdes de forma originais.

Esses equacionamentos sdo baseados em Blandford (1981), Martinez ¢ Dominguez
(1984) e Aliabadi (1991).

No item 5.4, dois métodos utilizados para o calculo dos fatores de intensidade de
tensdo, K e Ky sdo apresentados.

O item 5.5 considera a implementagio computacional dos dois tipos de elemento de
contorno com no a um quarto apresentados.

Alguns resultados numéricos sdo mostrados no item 5.6, possibilitando algumas

comparagdes entre os dois tipos de elemento utilizados.
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5.2 Elemento de contorno com né a um quarto isoparamétrico

O elemento de contorno com nd a um quarto ¢ baseado no elemento quadratico

isoparamétrico continuo, e assim, tem a interpolagdo de variaveis dada por:
vi(a)=¢"(a) v +¢*(a)-v(* + ¢ (a)- v (.1

Como ja foi citado no capitulo 3, v(a) representa o valor interpolado para
deslocamentos, forgas de superficie ou coordenadas geométricas ao longo do elemento (-1
2)

<a<1),iéadiregéo / ou 2, vf’ ), ",-( e vf3 ) s80 os valores nodais de deslocamento, forgas

de superficie ou geometria na diregio i, e ¢/, ¢* e ¢/* sio as fungdes de forma
quadraticas ja apresentadas nas equagdes (3.14), (3.15) e (3.16).
O caso particular de um elemento quadritico, de geometria reta, com o né central

colocado a um quarto do seu comprimento é mostrado na figura 5.1. Para esse caso, pode-

se encontrar uma relagdo simples entre a coordenada intrinseca a e a variavel 7, com o uso

da equagdo 5.1:

1 2 3
® . 4 ®
<————>l
) £/4
V4

Figura 5.1 Elemento de contorno quadratico padrio e com né a um quarto.
r(a)=¢"(a)-r” +¢7(a)r + 4 (a)-r (5.2)

Os valores nodais da distancia 7 sobre o elemento sio:
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(5.3)

ri =0 )
(5.4)

r@ =44
re) =y (5.5)

Substituindo os valores nodais de 7 das equagSes (5.3), (5.4) e (5.5) e as trés fungdes

de forma ¢, ¢* e ¢**, na equagio (5.2), tem-se:

ra)=2-(a-1)0+(1-a?) £+ % (a+ 1)-¢ (5.6)
2 4 2
Que depois de simplificada, resulta em:
r (1 +a’ )
r._ 5.7
£ 4 G.7)
Escrevendo a como fungéo de 7/¢ obtém-se:
r
a==%2- 7 1 (5.8)

Mas pode-se descartar uma das solugdes, sendo que a transformagdo a[-1,1] — {0,/ ]

é satisfeita somente se:

a=2-\/§~—1 | (5.9

Substituindo (5.9) nas fungdes de forma ¢,, ¢, e ¢, tem-se:
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¢,(r)=2-%—3-\/§+1 (5.10)

¥ s
¢2(")=~4'-l;+4-\/-;; (5.11)

7

¢5(r)=2~2-- v (5.12)

A substitui¢do dessas fungdes de forma, escritas como fungdes da variavel », na

equagdo (5.1), escrita para interpolag@o dos deslocamentos, e o reagrupamento dos termos

que multiplicam /£ e./r/{ , resultam na seguinte equagao:
u(r)=ul" +(-3u'" + 4u> —u{”)-\ngw” —4u? +2uf”)-% (5.13)

Pode-se mostrar que o termo que multiplica r/¢ ¢ nulo, através da substituicdo dos
valores de u{", u{* e u{*) na equagio (5.13) pelos valores teoricos de u(r=0),
u,(r=~£/4) e u,(r=1), dados pelas equagdes (2.16) e (2.17).

Dessa forma, conclui-se que com o posicionamento do né central a um quarto do

comprimento do elemento, o comportamento proporcional a ~/» dos deslocamentos

proximos a ponta da trinca € reproduzido pelo elemento de contorno.

5.3 Elemento de contorno com né a um quarto e singularidade

nas forc¢as de superficie

O elemento de contorno com nd a um quarto, desenvolvido no item anterior,

representa de maneira correta os deslocamentos proximos a4 ponta da trinca, mas nio
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considera corretamente as tensdes, que nas proximidades da ponta da trinca, tém o
comportamento proporcional a +///7 , como visto nas equagdes (2.13), (2.14) e (2.15).

Com a intengdo de criar um elemento que considere essa singularidade das tensGes,

pode-se utilizar a equag8o (5.1) para interpolagéo das forgas de superficie sobre o elemento:

t(a)=¢"(a) 1" +¢(a)1{* +¢(a)-1* (5.14)

Multiplicando o lado direito dessa equagio por ./¢/7 , obtém-se:

t(a)=¢"(a) 1" '\/Z+¢(”(a)-ff2’ -@w‘“ma‘” -\/g (5.15)
¥

A equagdo (5.15) pode ser escrita como:

t(a)=§"(a) 0V +§7(a)- 11 + ) (a) 7" (5.16)

. o[, . . ~
Sendo que, 7/ =¢///. /= é uma nova fungio de forma que leva em consideragio a
r

-1/2

singularidade de » ™/~

Reescrevendo a equagdo (5.15), com as fungBes de forma, escritas em fungio da

variavel 7, dadas pelas equagdes (5.10), (5.11) e (5.12), obtém-se:

t(a)= 2.1_3.\/Z+1 .fi(l).‘/g_*. _4,£+4,\/Z .t-i(z)'x/z_l_
¢ 14 r £ £ r
(5.17)
+ 2--’--\/2 .;w.\[ff
L L) r

Realizando os produtos necessarios e reagrupando os termos que multiplicam Jir e

Jr/t, tem-se:
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@)= 0Lt ) e - i), i (5.18)

Essa equagdo mostra que o elemento de contorno com né a um quarto com
singularidade de forgas de superficie descreve de maneira adequada as tensdes proximas a

ponta de uma trinca.

A presenga do termo W na equagdo (5.18) ndo representa problemas, pois para
pequenos valores de 7, o termo JZ/? ¢ muito maior que o termo W , € assim, este
ultimo pode ser desprezado.

Pode-se encontrar a relagio entre as forcas de superficie #{//, calculadas pelo
elemento com nd a um quarto, e as 7’/, calculadas pelo elemento de contorno com né a
um quarto com singularidade nas forgas de superficie, através de:

(1) 1)

f(j)_. i

Y = 4 \/Z (5.19)
r

Aplicando essa equagdo para os nosj =1, 2 e 3, tém-se:

1 1 1

7 :g}ﬁi 3y T =#{" (5.20)
2.7 _ Tl f. 1=
¢ Ve ) \r £
r={
N 1% 1% 1
L "5(2)" 7 = T, = P (5.21)
¥ ¥
Ry s Ny [y N P R 1-.|—
(ool ] e
r=£/4

55



(1) (1
A k = lim ¢V \/é (5.22)

! ¢(U r—>0
2.1-3. .’l.{_] . £
£ £ r

Essas relagdes serdo utilizadas no célculo dos fatores de intensidade de tensdo (K; e
K7, no préximo item.

Considerando que o Jacobiano da transformagio da coordenada intrinseca a para a
variavel 7 ¢ J(a)=+/I-r , obtido através da derivagio da equagdo da equacdo (5.9) em
relagdo a r), € importante notar que na integragdo do produto de fungdes de forma, solucdes
fundamentais e Jacobiano para o elemento com n6 a um quarto com singularidade nas

forgas de superficie, o Jacobiano +//-7

cancela a singularidade de \/Z/_; nas fungGes de forma. Assim, nfio é necessario nenhum
tipo de tratamento especial para a integragio sobre esse elemento.

Para que a relagdo entre a coordenada intrinseca a e a varidvel 7, apresentada na
equagdo (5.9), possa ser utilizada, a geometria do elemento deve ser reta.

No caso de elementos curvos, o posicionamento do né a um quarto do elemento ndo

mais resulta no comportamento desejado de Jr para interpolagdo dos deslocamentos,

sendo necessaria a utilizagio de fungGes de forma especiais, conforme mostrado por Smith
(1988)

5.4 Calculo dos Fatores de Intensidade de Tenséo

Os fatores de intensidade de tensdo (K e Kj;) podem ser calculados de varias formas
quando sdo utilizados os elementos de contorno com n6 a um quarto.

As formas de obtengdo desses fatores consistem na comparagio entre as solucdes de
elementos de contorno e as expressdes tedricas para deslocamentos e tensdes, dadas pelas
equagdes de (2.3) a (2.7).

Nesse trabalho serdo apresentados dois métodos para a obtencdo dos fatores de
intensidade de tensdo. Esses métodos s3o: formula dos deslocamentos de dois pontos, para

o elemento com n6 a um quarto isoparamétrico, e a formula das forgas de superficie, para o
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elemento com n6 a um quarto singular. Como discutido em Martinez e Dominguez (1984) e
Aliabadi (1991), esses dois métodos sdo os que apresentam maior precisio, cada um para o
tipo de elemento considerado.

Uma vez que esse trabalho considera analises de problemas simétricos de fratura, o
método para célculo dos fatores de intensidade de tensdo serdio apresentados de forma
simplificada, considerando condigdes de simetria. Para problemas que podem ser
modelados com simetria, o fator de intensidade de tensdo em modo I7 é nulo. Assim, o fator

de intensidade de tensdo que sera considerado ¢ o de modo J ou modo de abertura, K.
5.4.1 Formula dos deslocamentos em dois pontos

Considerando a equagio tedrica (2.7), para deslocamentos proximos a ponta da trinca,

com r —0, i =2 (componente do deslocamento em x;) e & = /80° (pontos sobre a trinca),

tem-se:
K, ’r
=— |- 2-\I-V) ; parar —0 5.23
u, G \ 2z (4-v) ; parar (5.23)

A figura 5.2 mostra um elemento de contorno com né6 a um quarto, alinhado com o

eixo x;, € com o nd 1 representando a ponta da trinca.

X5, Uy

Figura 5.2. Geometria do elemento para calculo do K.

A equagdo (5.13) pode ser reescrita para interpolar o deslocamento u, sobre o
elemento, considerando u{" =0, e o termo que multiplica /¢ também nulo, como

comentado no item 5.2, obtendo-se:
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= (4uf? -uf”)- \/5; (5.24)

O coeficiente que multiplica 7 na equagdo (5.24) pode ser igualado com o termo

que multiplica Jr em (5.23), para se obter:

(4uf? —u?) \[ \/_— 2-(1-v) (5.25)

Rearranjando essa equag#o para isolar X, tem-se:

G 27
K& = g . ’__... 4u? —y° 5.26
! 2-(]-V) b4 ( ? 2) ( )

Assim, a equagdo (5.26) permite o célculo do valor do fator de intensidade de tensdo

K, baseado nos deslocamentos dos nés do elemento de contorno com n6 a um quarto.

5.4.2 Formula de forcas de superficie

Esse método para calculo de Kj, foi proposto por Martinez ¢ Dominguez (1984) e é
baseado no valor nodal das for¢as de superficie na ponta da trinca, podendo somente ser
aplicado com o uso do elemento com n6 a um quarto singular.

Usando as equagdes (2.3), (2.4) e (2.5), pode-se escrever a distribuicio de tensio &

frente da ponta da trinca para = 0°, como:

\%—’;— (5.27)

0,70, =

para as tensdes normais e
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Ky

01, =0y :;/”2;‘7!;‘-

(5.28)

para as tensdes de cisalhamento.
Como mostrado na equagio (5.22), a for¢a de superficie no n6 da ponta da trinca

pode ser escrita como:

£ = lim " \[Z (5.29)
r—»0 13

Com a utilizag8o da relagdo de Cauchy, (¢, = o,n,), escreve-se:

it =lim(o,n, +0',2n2)-\/—;; (5.30)
r—>0

i =lim(o,n, +0'22n2)-\/% (5.31)
r—0

Nessas equag0es, 7; so as componentes do vetor normal a trinca.
Substituindo os valores das tensdes o;;, 022, € 012 pelos valores tedricos dados pelas

equagdes (5.27) e (5.28), obtém-se:

- 1
11(1) = W «(K;n, +K,n,) (5.32)
7Y =———1——-(Kun1 +K,n,) (5.33)

N 27l

Sendo o sistema de coordenadas fixo & ponta da trinca, com a trinca paralela ao eixo
x, as componentes do vetor normal sdo n; = 0 e n, = 1, e os fatores de intensidade de tensdo

sdo obtidos por:
K, ="\ 2nt (5.34)
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K, =tV 2xt (5.35)

Assim, o valor dos fatores de intensidade de tensdo K; e K;; sdo proporcionais as
componentes 7{'/ e 7{"/da forga de superficie no n6 da ponta da trinca. A constante de
proporcionalidade, como visto nas equages (5.34) e (5.35) é a raiz do comprimento do
elemento com né a um quarto multiplicado por o

Como ja discutido, para problemas simétricos, o valor de Kj; é nulo, e entio somente
interessa o valor de K.

E importante lembrar que o elemento com ponto a um quarto singular, que esta a
frente da trinca, deve estar alinhado com o elemento sobre a trinca para que possam valer as

equagdes (5.27) e (5.28) com 6 =0°.

5.5 Implementag¢io computacional dos elementos com né a um

quarto

O programa Elast_qua, apresentado no capitulo 3, foi utilizado para a implementagio
dos dois tipos de elementos com nd a um quarto, apresentados nos itens 5.2 ¢ 5.3.

Como ja discutido, a implementagdo do elemento com né a um quarto isoparamétrico
ndo requer alteragGes no programa de elementos de contorno. A tnica alteracio necessaria
¢ a mudanga das coordenadas dos nés centrais dos elementos adjacentes a ponta da trinca.

Essa alteracdio foi introduzida por uma nova fungdo, chamada cria_qtp.m (cria
“quarter point”), na qual deve ser informado o nimero do ponto da geometria que contém
a ponta da trinca.

Com essa informagdo, a fungdo identifica os nés que devem ter suas posicBes
alteradas, de forma automatica, e realiza essa altera¢do, criando os elementos com nd a um
quarto. A alteragdo da posi¢do desses nos é realizada com o uso das fungdes de forma, uma
vez que o nd deve se deslocar sobre o elemento.

Apos o fim da anélise, a fungdo cale_KI2p.m calcula o fator de intensidade de tensio

K}, através da formula do deslocamento de dois pontos, apresentada no item 5.4.1.
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As fungBes cria_qtp.m e cale KI2p.m sdo apresentadas no apéndice C desse
trabalho.

J4 o elemento com n6 a um quarto com singularidade de forgas de superficie requer
algumas alteragdes no programa de elementos de contorno, que neste trabalho, também
foram implementadas no programa Elast_qua.

A mesma fun¢do cria_qtp.m deve ser utilizada para o posicionamento correto dos
nos centrais dos elementos adjacentes a ponta da trinca.

A alteragiio adicional deve ser realizada na fungdo calc_HeG.m, que calcula as
matrizes H e G e ja foi apresentada no capitulo 3.

Como discutido no item 5.3, para o elemento com nd a um quarto singular, existe um
cancelamento da singularidade ./¢/r das fungdes de forma pelo Jacobiano /-7, durante o

processo de integragdo. Dessa forma ndo € necessario alterar as funcdes de forma padréo
utilizadas no programa Elast_qua, sendo necessario apenas substituir o valor do Jacobiano,
pelo resultado da simplificagio da singularidade, isto ¢, o comprimento do elemento ().

Assim, as alteragdes realizadas foram:

- Identificar se o elemento tem o nd a um quarto;

- Caso afirmativo, alterar o valor do Jacobiano para /;

- Utilizar esse valor do Jacobiano para as integra¢des dos componentes da matriz

G.

As integrag¢des dos componentes da matriz A ndo devem utilizar esse novo Jacobiano,
pois a matriz A multiplica os deslocamentos nodais, e deslocamentos sdo interpolados pelo
elemento com ponto a um quarto isoparameétrico.

Para o calculo de K, foi implementada a fungdo cale Klifs.m, que utiliza a formula
das forcas de superficie, apresentada no item 5.4.2. Essa func8o também ¢ apresentada no

apéndice C.
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5.6 Resultados numéricos obtidos com os elementos com né a

um guarto

Para verifica¢do da validade dos elementos com n6 a um quarto implementados, foi
considerado o problema de uma placa finita com uma trinca central, submetida a tragfo em
uma direcdo. A placa tem comprimento /2a e largura 4a, sendo o valor g a metade do
comprimento da trinca, as propriedades do material utilizado sfio E = 5250 MPae v = 0,3,
e o carregamento ¢ feito com ¢ = 1 MPa.

Esse problema pode ser representado por um modelo simétrico, como mostrado na

figura 5.3.

ettt - FE

o o]

(D

¢
e

[ 4

et L
-

Figura 5.3. Placa com trinca central e modelo simétrico.

A malha apresentada na figura 5.3 foi utilizada por Martinez e Dominguez (1981)

para o estudo da precisdo dos elementos com n6 a um quarto. Essa mesma malha, com nove

62



elementos, sera considerada nesse trabalho e os resultado obtidos serfio comparados com
aqueles obtidos pelos mesmos autores.

Um fator que tem grande influéncia sobre a precisdo do célculo de X, quando se
utiliza o elemento com né a um quarto, ¢ a relago entre o tamanho desse elemento (£) e o
tamanho da trinca (a). Dessa forma, o principal estudo de precisdo do elemento com no a
um quarto é a verificacdo do erro percentual de K; em fungfo da relacdo //a. Como
referéncia, para as comparacdes realizadas, foi utilizado o valor de K; = 2,8298, com 1%
de erro sugerido por Bowie (1964).

A figura 5.4 mostra o grafico obtido para os dois tipos de elemento com nd a um

quarto (isoparamétrico e com singularidade de forgas de superficie).

Efeito de I/a na precisdo de KI

——Ermo (%)
(isoparamétrico)

—o—Erro (%)
(singular)

Erro de KI (%’

0 061 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Relacdo l/a

Figura 5.4. Erro percentual de K; em funcgdo de 4 /a.

A curva para o elemento isoparamétrico apresenta grande coeréncia com aquela
apresentada por Martinez e Dominguez (1981), o que valida a implementa¢do desse

elemento.

Existe uma faixa 6tima para uso desse tipo de elemento em 0,5 < //a < 0,6, na qual o

erro percentual estd abaixo de 1,5%.
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A curva para o elemento com ponto a um quarto singular apresentou um
comportamento um pouco diferente daquela dada por Martinez e Dominguez (1981), como
pode ser visto na figura 5.5, que traz as curvas de erro de K; em fungfo de //a para o

elemento singular implementado nesse trabalho e para o mesmo elemento implementado

por Martinez e Dominguez (1981).

Efeito de I/a na precisdo de KI

v Erro (%)
{(Martinez)

—o—Ero (%)
(trabalho atual)

Erro de KI (%’

Relacdo I/a

Figura 5.5. Comparacdo de resultados entre trabalho atual e de referéncia.

Enquanto Martinez e Dominguez (1981) apresentavam uma faixa 6tima para //a
entre 0,1 e 0,8, onde o erro percentual é menor que 1,5%, o trabalho atual apresenta uma
faixa para //a entre 0,2 e 1,0, com erro percentual menor que 1%.

As razdes para a diferenca apresentada entre essas curvas, nfo foram claramente
determinadas, uma vez que os autores do trabalho de referéncia nfo apresentam detalhes
sobre a implementagdo dos elementos singulares. No entanto, Smith (1988), que fez o
mesmo tipo de grafico para estudo semelhante, utilizando uma integragdo com 6 pontos de
Gauss e precisdo numérica de 8 casas decimais, obteve curvas muito parecidas com as de
Martinez ¢ Dominguez (1981). Dessa forma, uma possivel razio para a diferenca
apresentada pode estar no método de integracdo e na precisdo numeérica, uma vez que o

programa do trabalho atual utilizou uma integra¢do com 10 pontos de Gauss e precisdo
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numérica de 18 casas decimais. Outra razfo poderia ser um tratamento diferente da
singularidade presente nas fungdes de forma, com relacdio ao que foi considerado nesse
trabalho.

Uma outra consideragfo a ser feita sobre as curvas apresentadas na figura 5.4, € o tipo
de discretizacdo utilizada, na qual o nimero de elementos € constante. Dessa forma, para
relagdes //a pequenas, os elementos vizinhos aos elementos de contorno com né a um
quarto so grandes, e essa diferenca de tamanhos pode gerar problemas na precisdio da
integracdo desses elementos.

A figura 5.6 apresenta a influéncia do tamanho dos elementos vizinhos ao elemento

com né a um quarto sobre a precisdo do calculo de K. Foi fixada uma relago //ade 0,2 ¢

a malha no restante da trinca foi refinada.

Relacdo entre refinamento vizinho e erro de KI para
o "traction-singular quarter point"

Erro de KI (%’

o]
o
(3
(9%}
S
%]
=%

N. de elementos vizinhos

Figura 5.6. Erro de K; em fun¢do da discretizagio vizinha.

O gréfico da figura 5.6 mostra que a relagdo de tamanho entre o elemento com né a
um quarto e os elementos vizinhos tem uma grande influéncia na precisdo de K;. Assim
além de usar um tamanho de elemento com n6 a um quarto que ofereca pequeno erro em
K;, também ¢ importante utilizar elementos vizinhos com tamanhos proporcionais a esse
elemento.

Finalmente, depois de discutida a validade dos elementos com né a um quarto

implementados, deve-se observar, através da figura 5.4, que o elemento com né a um
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quarto singular apresenta resultados bem mais precisos para o célculo de K, que o elemento
de n6 a um quarto isoparamétrico.

Assim, no caso de andlises de trincas pelo método dos elementos de contorno é
importante a utilizagdo do elemento de contorno com né a um quarto com singularidade de
forgas de superficie, que embora implique em um trabalho adicional de implementagdo,

garante resultados mais precisos.
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Capitulo 6

Analise de placas trincadas com reparo colado

6.1 Formulacio para placa com reparo colado

A figura 6.1 mostra, de forma esquematica, uma placa com um reparo colado. O
contorno da placa ¢ denominado 7 enquanto o contorno do reparo é denominado /. Entre

a placa e o reparo, existe uma camada de adesivo.

bt - T

Reparo

\

Vo

Figura 6.1. Placa com reparo colado por meio de adesivo.

Quando a placa se deforma sob a a¢o de forgas aplicadas ao seu contorno, forgas de

interagdo, ou acoplamento, surgem entre a placa e o reparo. Considerando que a estrutura
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permanece plana apos a deformagfio, a teoria da elasticidade bidimensional pode ser
utilizada para o estudo desse problema. Nesse caso, as forgas de acoplamento entre a placa
€ o reparo, que ocorrem através do adesivo, podem ser tratadas como forgas de corpo
desconhecidas (par agdo-reacdo). Os deslocamentos entre a placa e o reparo devem ser
compativeis com as deformagdes de cisalhamento da camada de adesivo que os acopla.
Considerando a configuragdo da figura 6.1, a equacdio integral de contorno para o

deslocamento de um ponto fonte x’ na placa é dada por:

c,.j(x')~uj(x')=Lu;(x',x)-tj(x)df—Lt;(x',x)-uj(x)df

J . (6.1)
—Z.jnku,,j(x ,x)-b,(x)de2,

sendo J; a representagdo das forcas de acoplamento trocadas entre placa e reparo na regiio
do reparo, {2z, e h a espessura da placa. De forma similar, o deslocamento de um ponto x’

no reparo € dado por:

’ ’ =R ’ * ’
c,?(x)-uf(x)z‘frkuij (x,x)-tf(x)d]"R—!rktﬁR(x,x)-uf(x)dFR

] ., (6.2)
+E—-ngu,.j.(x ,x)-b,(x)de2,

Na equagdo (6.2), u f e tf sdo deslocamentos e forgas de superficie no reparo, Az é a

espessura do reparo e ¢ é um coeficiente que depende da posigdo que o ponto fonte se
encontra em relagdo ao contorno do reparo 7z

Os deslocamentos dos pontos x' (x’ € £2) na placa e no reparo devem apresentar
compatibilidade com as deforma¢Bes de cisalhamento no adesivo. Considerando a
deformag@o de cisalhamento uniforme ao longo da espessura do adesivo, conforme Salgado

(1997) e desprezando a deformagio de cisalhamento na placa e no reparo, a diferenga Au;
entre os deslocamentos # de um ponto x' (x' € (%) da placa e u* de um ponto

correspondente no reparo, pode ser escrita como:
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k(<) =l ()= ()= 21, () (63)

sendo /4 a espessura da camada de adesivo, G4 o modulo de elasticidade transversal
(resisténcia ao cisalhamento) do material adesivo, 7 € a tensdo de cisalhamento no adesivo,
que ¢ igual ao valor as for¢as de acoplamento b;. Assim, a equagdo de compatibilidade pode

ser escrita em fung3o das forgas de corpo b;, como:

(2=l (¥) = b () 64)

4

O modelo definido para a determinagdo das tensGes de cisalhamento no adesivo
considera n3o considera deformagdes de cisalhamento na placa nem no reparo,
apresentando deformagBes de cisalhamento apenas o adesivo. Segundo Salgado (1997),
esse ¢ o modelo mais adequado para representag@o do sistema placa-adesivo-reparo real.

Dessa forma, a forga de acoplamento é proporcional a diferenga de deslocamentos de

pontos correspondentes (mesma posigao inicial) da placa e do reparo.

6.2 Transformacao das integrais de dominio para integrais de

contorno

As equagGes (6.1) e (6.2) apresentadas no item anterior implicam no calculo de
integrais de dominio. O método da dupla reciprocidade, apresentado no capitulo 4 sera
utilizado para transformar essa integrais de dominio em integrais de contorno.

As forgas de acoplamento s&o forgas inicialmente desconhecidas agindo na regido de
acoplamento 2z Essas forgas, que podem ser consideradas, no contexto bidimensional,
como forgas de corpo, podem ser aproximadas como uma soma de coeficientes

desconhecidos ¢ multiplicados por fungdes de aproximagio f%(x"x), como:
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bj(x)ziaf-fd(xd,x) (6.5)

Os pontos x? sdo os pontos utilizados para a aproximagdo pelo método da dupla
reciprocidade e sao chamados de pontos de colocagdo do método da dupla reciprocidade. A
fungio de aproximagdo utilizada nesse trabalho é f?(x?,x)=1-r, sendo r a distdncia
entre o ponto de colocagio x” e 0 ponto campo x.

Substituindo as forgas de corpo na equagdo (6.1) pelo lado direito da equagdo (6.5) e
usando o teorema da reciprocidade, a equag@io de deslocamento para um ponto fonte x’ na

placa pode ser reescrita como:

c(x')-u,(x')= L_u;(x',x )-t,(x)dl"~ Lt;(x',x )-u,(x)dll

] c ’ e ’ * 1 d E ’ Ad (66)
— E ak-[cg(x)'u,q.(x)+.fr t(x',x) -t (x)dl -L uﬁ(x,x)'t,q(x)dlj?]
d=1 R R

sendo 7, e I, solugdes particulares de deslocamento e forca de superficie, que

correspondem & fun¢do f¢ =/—r, como comentado no capitulo 4.

Apos a discretizagdo e aproximacdo das variagdes de u, ¢, # e 7 sobre cada elemento,
usando valores nodais e 0 mesmo conjunto de fungSes de forma das equagdo (3.14), (3.15)
e (3.16) e aplicando essa equagdo para todos os nos do contorno, a equagio (6.6) pode ser

escrita da seguinte forma matricial:
Hu-G-t=H,, - U-G,,-T)-a (6.7)

sendo H e G as matrizes de influéncia de elementos de contorno, u o vetor de

deslocamentos dos nés da placa e ¢ o vetor de forgas de superficie nos nés da placa. As
matrizes Ue T consideram as solugBes particulares de deslocamento e de forca de

superficie. O vetor @ representa o conjunto de coeficientes a determinar, que sio

relacionados as forgas de acoplamento pela equagdo (6.5).
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Deve-se notar que, embora as matrizes Hpr € Gpr sejam calculadas utilizando os
mesmos pontos fonte utilizados para o calculo de H e G, os pontos campo para integragdo
dos elementos de Hpr ¢ Gpr estdo sobre os elementos do reparo, fazendo com que essas
matrizes sejam totalmente diferentes de H e G. Essas matrizes apenas sdo iguais em

problemas em que a forga de corpo age sobre todo o dominio em estudo.

De forma anéloga aquela feita para a equaggo (6.6), o deslocamento de um ponto x’

no reparo pode ser reescrito como:

cF(x') uf(x')+ LR £ (x',x)-uR(x)dl} - Lxu; (x',x)-1%(x)dl}, =

1 Z ' A 4 * ' A * i Z
L5, -[c,.j(x JB(x )+ [, 1% %)@ (x)dr —jrxuﬁ(x,x)-t,;(x)dFR]

hR d=1

(6.8)

A representagdo matricial da equagdo (6.8), apds discretizagdo e aproximag@o das

variagdes de u”, £, @i e £ sobre cada elemento, e aplicagio dessa equagio para cada no do

reparo, pode ser escrita como:
H, u* -G, -t*=H, - U-G,-1)-a (6.9)

Na equagio (6.9), u® é o vetor de deslocamentos dos nés do reparo e £% ¢ o vetor de
forgas de superficie em no6s do reparo. As matrizes de influéncia Hg e Gr sio iguais dos

dois lados da equagdo, uma vez que as forgas de corpo agem por todo o dominio do reparo.
As equagses (6.6) e (6.7) sdo escritas em termos dos coeficientes af do método da
dupla reciprocidade, ao invés das forgas de interagdo bf. Os coeficientes af ndo tém

significado fisico, mas sdo relacionados com as forgas de interagdo pela equagdo (6.5)
A equacio de compatibilidade (6.4) pode também ser escrita em fungdo dos

coeficientes @, como:
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D
uj(x')—uf(x')zg—ﬁ’—-Zaf-f’”(xd,x) (6.10)

As equagBes (6.6), (6.8) e (6.10) constituem a base para a analise de problemas de
placas trincadas com reparos colados através do método dos elementos de contorno de

dupla reciprocidade.
6.3 Sistema de equacdes para a placa com o reparo colado

Para o estudo da montagem do sistema de equagdes para analise da placa com reparo
colado, sera considerado o problema da figura 6.2 que, por simplicidade, apresenta uma
malha de elementos constantes.

A placa e o reparo sio apresentados acoplados, & esquerda, e desacoplados a direita.

O indice * significa n6 do reparo.

4 4

™ .

8 8 8%
.

1e 5%7 o3 le Se 0907 3 5"%7R

°

6 6 6R

.- .

2 2

Figura 6.2. Modelo de placa com reparo discretizado por elementos constantes.

Os nos 1, 2, 3 e 4 pertencem ao contorno /" da placa, enquanto os nés 5,6, 7, 8¢ 9
sdo nos internos a placa. Os nos 5%, 6%, 7R e 8% pertencem ao contorno do reparo, e 0 n6 9%
€ um no interno ao reparo.

A equagdo (6.7) pode ser escrita considerando os nds do contorno da placa,

resultando em:
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ternos da placa, utilizando a mesma equagio (6.7), pode-se escrever:
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E equag@o (6.9) para o ponto interno ao reparo fica:
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A equagdo de compatibilidade de deslocamentos em fungo dos termos do método da

dupla reciprocidade (6.10) pode ser reescrita de forma matricial, como:
{u-—uR}=————-F-a (6.15)

Nessa equagdo, { u-ug } é o vetor de diferenca entre os deslocamentos de nos
correspondentes entre a placa e o reparo. Isolando o vetor g, e aplicando a equagio para os

pontos de colocagdo do método da dupla reciprocidade, obtém-se:

-1~ r N

(a;] [ s Jss Js7 Jss S u; —u;
& G, Jos Jes Joo S S Ug —ug
<a7P:"}Z' Jos Jio Jrr S Sr| U, —ul (6.16)
& Jos Jos Sor Sss S Uy —uj
s | Sos  Jos Sor Sos Joo (#y —u] |

Deve-se verificar que nas equagdes (6.11), (6.12), (6.13) e (6.14) est4 presente o vetor
@, que implica em um conjunto de incognitas a mais, além dos deslocamentos u ou ™ e ¢
ou £®. O vetor a pode ser substituido nessas quatro equagdes pelo lado direito da equacio
(6.16), resultando em um sistema determinado, com incognitas apenas em u ou uX e £ ou 2°.

Em aplicagbes de elementos de contorno, é comum calcular, primeiramente, a
solugdo no contorno. Em seguida, com essas solugbes, é calculada a solugdo em pontos
internos ao dominio. No entanto, no estudo de problemas de placas acopladas com reparos,

€ necessaria a solugdo simultinea dos nés do contorno e do dominio, uma vez que a solugéo
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no contorno depende de uma condiggo aplicada no dominio, a qual, por sua vez, também
depende do resultado no contorno.

O sistema de equagdes para consideragdo dos pontos internos e do contorno da placa
¢ apresentado, esquematicamente, na figura 6.3. Esse sistema € construido a partir das
equagdes (6.11) e (6.12).

Npx Np 0 Nyl Npx Np 0 Np
pr Ly — NPX La -
Lex Np I Le Lex Np 0 0
Lex Le - Lex Ly -
Hp u Gp t
—
Nex N 0 Ngx (Ng+L NexN 0 Ngx (Ng+Lg N
pX Nr Nex L rX (Nr+Lr) _ pX Nr Nox L rX (NrtLg) +R
Lz
I 0
N
Lpx Ng Lex Lo Lrx (N R+LR) Lex Ng LexLe Lgx (NR+LR)
- Hpry Up Gpry T - a
P

Figura 6.3. Representagdo do sistema de equagdes para a placa.
O sistema de equagdes para os nos do contorno e do dominio do reparo pode ser

montado a partir das equagdes (6.13) e (6.14). A representagio esquematica desse sistema ¢

apresentada na figura 6.4.
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Hpry

Figura 6.4. Representagdo do sistema de equagdes para o reparo.

A montagem dos sistemas das figuras 6.3. e 6.4. em um tnico sistema para

representagdo do comportamento de placa e reparo acoplados, é mostrado de forma
esquematica na figura 6.5.
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Figura 6.5. Representagdo do sistema de equagdes da placa acoplada com o reparo.

A 1ltima etapa para construgdo do sistema que descreve o comportamento da placa
com o reparo acoplado consiste na substituicdo do vetor « pelo lado direito da equagio
(6.16). ApoOs essa substituicdo, obtém-se um sistema totalmente determinado, com

incognitas em u e £.
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6.4 Implementag:ﬁo computacional para andlise da placa com o

reparo colado

O programa Elast qua_DRM, apresentado no capitulo 4, foi utilizado para

implementagdo do acoplamento entre o reparo e a placa, resultando no programa

Elast_Patch. O conjunto de fungSes utilizadas é bastante similar aquele apresentado no

fluxograma da figura 4.3., sendo que as diferencas basicas entre as duas implementagdes

consistem na retirada da fungfio calc_alfa, uma vez que as forgas de corpo ndo so

conhecidas, o que impede que o vetor a seja obtido logo de inicio. Além disso, houve a

inclusdo das seguintes fungdes:

calc_HeG_sist: Essa fungdo € responsavel pela montagem das matrizes H, G,
Hpra € Gpry apresentadas no sistema esquematico da figura 6.5. Essa fungio faz
uso de outras duas fungdes chamadas calc_HeGpi e calc_HeGcont, dependendo
da localizagdo dos pontos fonte em relagdo aos elementos de integrago.

calc_UcPc: Essa fungio foi alterada para admitir a solugio particular de
deslocamento e de forca de superficie para o material da placa e, na seqiiéncia,

para o material do reparo, podendo construir as matrizes de soluges particulares

UeT.E importante verificar que as solugBes particulares para placas sdo
diferentes daquelas para o reparo, pois essas solugdes dependem das propriedades
do material.

calc_F: Essa fungdo ¢ responsavel pelo calculo do termo conhecido no lado
direito do sistema de equagdes da figura 6.5. Esse termo, chamado F, é definido

pelo produto F = (H ,, -U — G oy, -f)-%-F“’.
A

aloca_FemH: O termo conhecido F multiplica os deslocamentos da placa e do
reparo. A fungio aloca_FemH ¢ responsavel pela movimentagio de colunas da

matriz F para a matriz H, de forma a considerar todos os deslocamentos do lado

esquerdo da equagdo e permitir sua solugfo.

78



6.5 Resultados obtidos para placa intacta

O problema analisado considera o modelo de uma placa quadrada com lados medindo
200 mm e sujeita a tensOes biaxiais de tragdo no valor de 1 GPa, apresentando um reparo
circular de raio igual a 30 mm colado em seu centro. A placa e o reparo apresentam
espessuras de 1,5 mm, enquanto a espessura do material adesivo entre eles ¢ de 0,15 mm. O
modulo de elasticidade da placa ¢ de £=70 GPa e coeficiente de Poisson v=0.3. O
material do reparo foi considerado igual ao da placa, enquanto o material da camada
adesiva apresenta um médulo de elasticidade transversal G = 0.6 GPa.

O modelo para esse problema, visualizado na interface do programa Elast_Patch, ¢

apresentado na figura 6.6.
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o 065 0 015 02

Figura 6.6. Modelo de placa quadrada com reparo circular colado.

A malha utilizada para a andlise desse modelo, mostrado na figura 6.6., consiste em
vinte e quatro elementos de contorno quadréticos, no contorno da placa, ¢ outros vinte e

quatro elementos de contorno quadraticos no contorno do reparo. Virias analises foram
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realizadas utilizando diferentes quantidades de nos internos ao reparo, uniformemente
distribuidos.
Os resultados de deslocamentos podem ser visualizados na geometria deformada,

apresentada na figura 6.7.

0.2

015}

01

J05r

o 065 01 015 02

Figura 6.7. Geometria deformada da placa intacta com reparo colado.

A tensfio de cisalhamento no adesivo foi calculada a partir dos resultados de
deslocamento obtidos na anélise, utilizando a equagfio (6.3). Esses resultados numéricos
foram comparados coma solucdo analitica oferecida para esse problema por Young (1987).
As figuras 6.8., 6.9. e 6.10. mostram graficos com essa comparagfo para 37, 69 e 121 nés

internos ao reparo.
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Figura 6.8. Comparagdo entre resultados numéricos e solugfo analitica para 37 nds internos.
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Figura 6.9. Comparacéo entre resultados numéricos e solugdo analitica para 69 nos internos

81



0.25
7
5:’
0.2 /”
/
0.15 £
/
o ;'i
s !
0.1 /
: /
/
.4{?
A
;/‘(‘
0.05 %4
,/}f/
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
y/r

Figura 6.10. Comparacéo entre resultados numéricos e solu¢do analitica para 121 nos

internos.

Verifica-se que, para a obteng@o de uma menor margem de erro na solu¢io numérica,

¢ necessdria a utilizagdo de um consideravel nimero de nds internos, como ja havia sido

comentado no capitulo 4.
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Capitulo 7

Conclusoes

Como pode ser visto, o programa MatLab® apresentou-se como uma ferramenta
bastante adequada para o desenvolvimento e implementagio dos métodos numeéricos
apresentados nesse trabalho. As facilidades oferecidas podem ser resumidas na presenca de
fungdes pre-programadas, que facilitam operagGes matriciais e a visualizagdo grafica de
resultados. No entanto, por apresentar programacdo interpretada, sua velocidade de
processamento mostrou-se expressivamente menor que a de outras linguagens, tais como o
Pascal® ou C™°.

O programa Elast_qua mostrou-se eficiente na analise de problemas de elasticidade
plana, apresentando um codigo claro, adequadamente comentado, facilitando a
compreensdo do funcionamento. Também possibilita uma entrada de dados amigével,
sendo que a alteragcdo de caracteristicas de um problema, como a geometria ou a malha de
elementos, pode ser feita de maneira bastante rapida. Além disso, o programa oferece
ferramentas eficientes para visualizagdo de resultados tais como a geometria deformada e
mapas de cor para varias grandezas fisicas.

O método de elementos de contorno de dupla reciprocidade foi apresentado como
uma alternativa interessante para o tratamento de forcas de corpo. O programa
Elast_qua_DRM mostrou-se eficiente na analise de problemas bidimensionais sujeitos a
forgas de corpo como o efeito de rotagdo. Foi mostrado que, embora esse método descarte a

necessidade de discretizagio e integragdo no dominio, € necessaria a utilizagio de uma
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determinada quantidade de nos internos ao dominio, a fim de representar de forma
adequada as forgas de corpo.

O elemento de contorno com né a um quarto foi apresentado como uma maneira de
melhor representar o comportamento do material nas proximidade da ponta de uma trinca.
A implementa¢do do elemento de contorno com né a um quarto isoparamétrico e do
elemento de contorno com né a um quarto com singularidade de forgas de superficie
possibilitou a verificagfio da eficiéncia desses elementos, assim como a comparagdo entre a
precisdo oferecida por cada um. Isso permitiu concluir que o elemento de contorno com né
a um quarto e singularidade de forgas de superficie € mais preciso e, por isso, foi utilizado
nas aplicagGes numeéricas desse trabalho.

O método dos elementos de contorno de dupla reciprocidade aliado & técnica de
compatibilidade de deslocamentos, mostrou-se adequado para a representagio do
comportamento de placas com reparo colado. Resultados numéricos obtidos foram

comparados com solug3es analiticas existentes, possibilitando a conclusio de que a analise

foi efetiva, mostrando reduzidos valores de erro.
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Capitulo 8

Trabalhos Futuros

Alguns trabalhos que podem ser desenvolvidos a partir desse trabalho de mestrado

sdo:

- implementag@o do método duplo dos elementos de contorno para consideragdo de
problemas com trinca que sejam n3o simétricos;

- consideragdo do reparo constituido de material anisotropico;

- formulagdo de elementos de contorno para cascas aplicada a analises de
problemas de cascas trincadas com reparos colados;

- analise de problemas de trincas tridimensionais, utilizando a formulag3o
tridimensional de elementos de contorno para descrever a estrutura trincada e a
formulagdo de casca de elementos de contorno para descrever o reparo colado;

- acoplamento entre os métodos de elementos finitos e elementos de contorno, para
considerar um corpo tridimensional trincado através do método dos elementos de
contorno e o reparo através do método dos elementos finitos, de forma a
descrever o comportamento da estrutura completa.

Além disso, um trabalho interessante compreende a implementagio dos coddigos

gerados nesse trabalho em uma linguagem que ofereca maior velocidade de processamento,

como o C™*®,
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Apéndice A

FungBes implementadas para aplicagdo do método dos elementos de contorno.

Elast_qua.m
% Programa para andlise eléstica bidimensional através do método
% dos Elementos de Contorno (utilizando elementos gquadréticos).
%

% Autor: Frederico Lourengo

% Data de criag¢do janeiro de 2000

% Revisdo 0.0

clear;
global ni GEL % Definigdo das constantes eldticas como varidveis globais

$ Leitura de dados de geometria, discretizagdo, condigdes de contorno,
% tipo de problema e propriedades do material
dad_elq_1

% Reformatagdo dos dados para utilizacgdo do programa
formata_dad_g

% Visualizagdo da geometria, da malha e das condigdes de contorno
nostra_geo_g
mostra_cdc_g

% Geragdo dos pontos internos
fprintf{'\nSituagso da anélise: \n\n');
fprintf{'l. Gerando pontos internos \n'j};
gera_p_iné;

% Célculo das matrizes H e G
fprintf({'2. Construindo as matrizes H e G \n')
[H,G] = calc_HeG_g{ELEM,NOS);

% Aplicagdo das condigdes de contorno e geragdo do sistema Ax=b

fprintf('3. Permutando colunas de H e G {aplicagdo das condigles de contorno) \n');
[A,b] = aplica_cdc_q(H,G,CDC,ELEM,no_ini);

% Resolve o sistema de equacdes
forintf{'4. Resolvendo o sistema de equagdes \n');
x = gauss_eli(A,b);

% Reordenacdoc dos vetores de deslocamento e de tragdo
{desl,trac,De,T] = reord_det_g(x,CDC,ELEM};

% Célculo dos deslocamentos em pontos internos
fprintf('5. Calculandc deslocamentos em pontos internos \n');
[Di] = pin_des_g(PONTOS_INT,ELEM,NOS,desl,trac);

% Apresentacgdo da estrutura deformada
mostra_def

% Célculo das tensdes em pontos internos

fprintf('6. Calculando as tensdes em pontos internos '});
{tens_int] = pin_tens_g(PONTOS_INT,ELEM,NOS,De,trac);
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% Célculo das tensdes em ndés do contorno
fprintf{'\n7. Calculando as tensdes em ndés do contorno \n'});
calc_tens_contg

fprintf{'\nFim da Andlise \n\n');

formata dad g

% Rotina para formatagdo dos dados de entrada a serem
% utilizados na rotina de célculo das matrizes H e G
% {(elementos quadréticos).

%

% Autor: Frederico Lourengo

% Data de cria¢doc dezembro de 1999
% Revis&o 0.0
%
$
%

Matriz NOS=[n. global do né, X_No,y_no]
Matriz ELEM=[n. no elemento, nd inicial, né intermediirio, né final]

cont_no = 0; % Contader do n. de nés

cont_el [oF % Contador do n. de elementos

num_lin = length{LINHA(:,1)); % Nimero de linhas no contorno
noi = 1;

no_ini(noi) = 1; % N& inicial do lo contorno

p_ini = LINHA(1,2);

i

for t = 1 : num lin % Percorre todas as linhas

% Coordenadas do ponto inicial e final de cada linha
% (x1l,yll,x21,y2l)

pl = LINHA(t,2);

pZ2 = LINHA(t,3):

%11 = PONTO(pl,2);

yll = PONTO(pl,3);

x21 PONTO(p2,2);

y2l = PONTO(p2,3):;

% Variag¢@o da linha em x e y
delta_x = x21 - x1l;

delta y = y21 -~ yll;

it

% 1. Geracgdo das matrizes NOS e ELEM
num el lin = DISCRE(t,2): % N. de elementos a linha t

for i = 0 : num el lin-l
x_1 = %11 + delta_x/num_el lin*i; % x inicial do elemento
i = yll + delta_y/num el lin¥*i; % y inicial

x;ﬁ = x11 + delta_x/num_el lin*{i+.5); % x médio do elemento
y_m = yll + delta_y/num el lin*(i+.5); % y médio

% Atribuig¢do das coordenadas a matriz dos nés
cont_no = cont_no + 1;

NOS (cont_no,:)=[cont_no,x_i,y_il;
cont_no = cont_no + 1;
NOS (cont_no, :)=[cont_no,x_m,y_m];
end;
for 1 = 1 : num el lin
cont_el = cont_el + 1;
ELEM{cont_el,:})=[cont_el,cont_el*2-1,cont_el*2,cont_el*2+1];
end;
if p2 == p_ini
ELEM(cont_el,4) = no_ini{noi};

if t < num_lin
noi = noi + 1;

no_ini(nol) = cont_el*2+1;
p_ini = LINHA(t+1,2);
end;

end;



end;

% 2. Transformagdo das constantes elésticas para o caso de
% estado plano de tenséo

if tipo_prob == 2 % (estado plano de tensio)
ni = ni/(1+ni);
E = (1-ni"2)*E;

end;

GEL = E/{(2%{1+ni));
$ 3. Geragdo da matriz das condig¢des de contorno (CDC)

% Pré-definindo todas as superficies livres de tragio
for e = 1 : cont_el

CDCle,:) = [¢,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0]1;
end;

% Inicio da geragdo da matriz CDC
cont_el2 = O;
for 1 =1 : num_lin % Percorre as linhas
n_el lin = DISCRE(1,2); % N. de elementos na linha
el_ini = cont_elZ + 1;
el _fin = cont_el2 + n_el lin;
if size{DESLOC} > 0
for de = 1 : length{DESLOC(:,1})) $ Percorre as cdc de deslocamento
if (DESLOC(de,l) == 1)
cdc_de = DESLOC(de,2);
dire = DESLOC(de,3};

for el = el_ini : el fin % Percorre os elementos da linha 1
for noloc =1 : 3
CDC(el,2*dire+4* (noloc~1)) = 0;
CDCl{el, 2*dire+l+4* (noloc=1)) = cdc de;
end; -
end;
end;
end;
end;
for tr = 1 : length{TRAC({:,1)) % Percorre as cdc de tragio
if (TRAC({tr,1l} == 1)
cdec_tr = TRAC(tr,2);%/n_el_lin; % Tragdo total na linha
dire = TRAC{tr,3): % dividida pelo n. de elementos
for el = el_ini : el fin

for nolec = 1 : 3
ChC{el,2*dire+4* (noloc~1)) =
CDC(el,2*dire+l+4* (noloc-1})

end;

end;
end;
end;
cont_el2 = cont_elZ + n_el lin;
end;

1;
= cdc_tr;

o

Nesse ponto j& estd3o calculados:

NO - Matriz com as coordenadas dos ndés

XY IF - Matriz com os pontos iniciais e finais dos elementos
CDC - Matriz com as condig¢gdes de contorno em cada elemento

o0 o oP

mostra geo

% Programa de visualizagdoc de problemas de

% elementos de contorno para anédlise elastostatica
% utilizando elementos quadréticos

%

% Autor: Frederico Lourengo

% Data de criagdo dezembro de 1999

% Revisdo 0.0

figure

axes{'DataAspectRatio’, [1,1,11):
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hold on

% Definig8@o da maior linha do problema
max_dl = 0;
for lin = 1 : length{LINHA{(:,1}))
pl = LINHA(lin,2};
p2 = LINHA(lin,3};
xpl = PONTO(pl,2); ypl = PONTO(pl,3);
xp2 = PONTO(p2,2); yp2 = PONTO(p2,3);
dl = sqrt( (xpl-xp2)"2+(ypl-yp2)"2);
if dl > max_dl
max_dl = di;
end;
end;

fat = .0l*max_dl; % Fator utilizado na construc¢do da linha
% de divisdo entre dois elementos

$ Criacgi@o de dois pontos extremos da geometria com afastamento,
% que definem a area do grafico

emin = min(PONTO(:,2))~.1*max_dl;

dmax max (PONTO(:,2))+.1%*max_dl;

imin = min{PONTO(:,3})~.1%*max_dl;

smax = max{PONTO(:,3))+.1l*max_dl;

plot(emin,imin, 'w'}); % Ponto inferior esquerdo

plot (dmax,smax, 'w'); % Ponto superior direito

% Geracdc dos pontos extremos do contorno

for i = 1 : length(PONTO(:,1))

plot (PONTO(i,2),PONTO(i,3), 'blackx', 'markersize',8); % Faz um x preto ("black")
end;

$% Pontos sobre elemento
ponti = -1 : .2 : 1;

% Calculo das fungdes de forma
forp=1: 11

FF{p,1:3) = £_forma_g(ponti(p)); % Matriz 10x3
end;

for el = 1 : cont_el

% Numeragdo dos trés nés do elemento i
nol = ELEM(el,2);
no2 = ELEM(el,3):
no3 = ELEM(el,4):;

% Coordenadas dos trés nods (x1,y1,%x2,y2,x3,vy3)
x1 = NOS{(nol,2}):; yi1 = NOS(nol,3);
x2 = NOS{no2,2)}: v2 NOS(no2,3);
%3 = NOS(no3,2); y3 NOS {no3,3):;

[

% Calculo dos pontos campo sobre o elemento

x_el = [x1;x2;x3];

y_el = [yl;y2:;y3]:

XC = FF*x_el; % Vetor 10xl de x dos pontos campo
YC = FF*y el; % Vetor 10xl de y dos pontos campo

% Geragdo do gréfico do elemento el
plot (XC,YC, 'color', 'blue’)

plot(x_el,y_el,'b.', 'markersize',6); % Desenha os nés do elemento

end;

% Neste ponto estéd mostrada a geometria e a malha
$ de elementos de contorno.

mostra cde g
% Programa para visualizagidc das condigdes de contorne em problemas
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elastostéticos 2-D com elementos quadréticos

%
%
% Autor: Frederico Lourengo
% Data de criagédo dezembro de 1999

% Revisdo 0.1

% Maximo valor de tracgdo aplicada {(em mddulo}
maxt = max{abs{TRAC(:,2})}:

el ini = 1;

fat = B5%fat;

for el = 1 : length(CDC(:,1)); % Percorre os elementos
for noloc = 1 : 3 % Percorre os nés locais
noi = ELEM{el,l+noloc):;
X_no = NOS (noi,2);
y_noc = NOS(noi,3);

$ Geracgio dos simbolos de condigdo de contorno

$if (CDC(el,2)== 0) % cdc de deslocamento em X
if (CDClel,4*noloc-2)== 0) % cdc de deslocamento em X
xcl = ¥_no - fat;
yel = y_no - 0.5*fat;
yc2 = y no + 0.5*fat;
line([x_no xcl xel x_nol,[y_no ycl yc2 y nol,'color','green');
%elseif CDC(el,3) ~= O
elseif CDC(el,4*noloc-1) ~= 0
fattl = CDC{el,4*noloc~1)/maxt;
xcl = x_no + fattl*fat;
line{[x_no xcll,[y no y nol},'color','red');
xc2 = xcl + sign{fattl)*0.5*fat;
yc3 y_no + 0.25*fat;
yc4d = y_no - 0.25*fat;
line([xcl xc2 xcl xcl],[ye3 y_no ycd yec3],'color','red');

]

end;

2if {CDClel, 4 )==0) $ cdc de deslocamento em x

if (CDC(el,4*nolocg)==0) % cdc de deslocamento em y
xcl = x_no - 0.5%f{at;

yecl = y no - fat;

xc2 = x_no + O0.5*fat;

line{[x_no xcl xec2 x_nol,ly_no ycl yel y_nol,'color','green');
$elseif CDC(el,5) ~= O
elseif CDC(el,4*noloc+l) ~= 0

fatt2 = CDClel,4*noloc+l)/maxt;

ycl = y_no + fatt2*fat;

line([x_no x_nol,[y_no ycl],'color','red');

yc2 = ycl + sign{fatt2}*0.5*fat;

xc3 = x no + 0.25%fat;

xc4 = x_no - 0.25*fat;

line([xc3 x_no xcéd xc3},[{ycl yc2 ycl yell, 'color’,'red');

end;
end;
end;
fat = fat/5;
drawnow % Faz os graficos pendentes

% Neste ponte, as condigdes de contorno jé estio representadas
% graficamente

gera p_in

% Programa para criag¢do de pontos internos a uma geometria
% genérica formada por retas

%

% Autor: Frederico Lourengo

% Data de criagdo setembro de 1993

% Revisdo 0.0



% Definicd@o da &rea méxima para criagdo de pontos internos
xmin = min{PONTOC({:,2)
xmax = max {PONTC(:,2

N N e

1)
ymin = min(PONTO(:,3))
ymax = max (PONTO(:,3));
1x = xmax - xmin; % Largura do retangulo que contém a geometria
ly = ymax - ymin; % Altura do reté@ngulo gue contém a geometria
d min = 0.03*max_dl; % Distincia minima dos pontos internos ao contorno
ngx = 27 % N. de pontos na horizontal
npy = 2; % N. de pontos na vertical

PONTOS_INT =[];

$ Atribuic8o dos pontos finais e iniciais das linhas aos
% vetores x11, x12, yll e yl2

for £ = 1 : num lin $ Percorre todas as linhas

x11(t) = PONTO{LINHA(t,2),2);
x1l2(t) = PONTO(LINHA(t, 3), HH
yll{t) = PONTO({LINHA(t,2),3);
yl2{t) = PONTO(LINHA(t,3),3);
end;
npi = 0; % Inicializagd3o no n. de pontos internos

for i = 1 : npy
% Criagdo do candidato a ponto interno (xpi,ypi)
ypi = ymin + (ly/npy)*i; % y dentro do retédngulo
for j = 1 : npx
xpi = xmin + {lx/npx}*j; % x dentro do retangulo

% Inicio dos testes para validagio do ponto internc

% 1. Verificando se o ponto estd dentro da geometria
[xpi,ponto] = testa_ponto(xpi,ypi,x11,yll,x12,v12,1x);

% 2. Verificando se o ponto estd muito préximo do contorno

if ponto == 'interno’

aceita = aceita_dist(xpi,ypi,xll,yll,xl2,y12,d_min);
else

aceita = 'ndo';
end;

% Armazenando os dados do ponto interno
if aceita == 'sim' % O ponto estd dentro da geometria e
npi = npi + 1; % e respeita a distédncia ao contorno
PONTOS_INT(npi,:) = [npi,xpi,ypil:
plot{xpi,ypi,'."','coler’', [0 .5 0], 'markersize’,4);
end;
end;
end;
drawnow % Realiza as operagdes grificas pendentes

% Nesse ponto estdo calculados os pontos internos

calc HeG

$ Fungd@o para célculo das matrizes de influéncia H e G de elementos

$ de contorno para andlise elistica linear 2-D. O elemento de contorno
% considerado é o elemento quadritico continuo.

% Os par&metros de entrada sdo as matrizes de conectividade ELEM e a

% matriz das coordenadas nodais NOS
%
%
%
%

Autor: Frederico Lourengo
Data de criagldoc janelro de 2000
Revis&o 0.0

function [H,G] = calc_HeG_q(ELEM,NOS);

n_el = length(ELEM(:,1)); % Numero total de elementos
n_nos = length{NOS({:,1)); % Nuimero total de nés

% Inicializagdo das matrizes H e G
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H
G

i

zeros (2*n_nos,2*n_nos);
zeros (2*n_nos,é*n_el);

% Definig¢do dos pontos e pesos de Gauss padrdo (10 pontos)
pontG = [~0.97390652851717
-0.86506336668898
~0.67940956829302
~0.43339539412925
~0.14887433898163
0.14887433898163
0.43339539412925
0.67940956829902
0.86506336668898
0.9739%0652851717];

pesoG = [ 0.06667134430868

0.14945134915058
0.21908636251598
0.26926671931000
.29552422471475
.29552422471475
.26926671931000
.21908636251598
.14945134815058

0.06667134430868]:;

QO COO

$ Definig¢do dos pontos e pesos de Gauss logaritmico {10 pontos)
pontGl = [0.90425%944e-2
0.53871054e~1
0.13531134
0.24705169
.38021171
.52379159
.66577472
.794190189
.88816102
.96884798];

OO OO0 O

pesoGl = [0.12095474
0.18636310
0.19566066
0.17357723
.13569597
.93647084e-1
.55787938e~1
.27159893e~1
.95151992e-2
.16381586e-2];

(=]

[oNeReNe Nl

$ Cédlculo das fungdes de forma para os pontos de Gauss padrio
for pg = 1 : 10

FF(pg,1:3) = f_forma_g(pontG(pg)); % Matriz 10x3
end;

$ Célculo das funcgdes de forma para os pontos de Gauss logaritmico
% Fung¢do de forma para o ponto fonte no lo né do elemento
for pg = 1 : 10
neta = pontGl{pg);
a = 2*neta-1l;
FFll(pg,1:3) = f_forma_g(a);
end;

% Funcgdo de forma para o ponto fonte ne 2o nd do elemento
for pg = 1 : 10

neta = pontGl(pg):

FFRl2p(pg,1:3) = £ forma_g(neta);
end;

% Fungdo de forma para o ponto fonte no 30 né do elemento

FF13 = zeros(10,3);
FF13(:,1) = FF11{:,3);
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FF13(:,2)
FF13(:,3)

FFll(:,2);
FF11(:,1);

it

H

% Construgdo das matrizes H e G por colunas (método RISP{Reuseable Intrinsic
% Sample Points))
for i =1 : n_ el % Percorre os elementos

% Numeragdo dos trés ndés do elemento i
nol = ELEM(i,2);
no2 = ELEM(i,3);
no3 = ELEM{i,4);

% Coordenadas dos trés nds (xl,vyl,x2,v2,x3,y3)
xl = NOS(nol,2); y1 = NOS{(nol,3);
x2 = NOS{noZ,2}); vy2 NOS (no2,3):
%3 = NOS(no3,2); y3 NOS (no3,3);

fl

]

% Célculo dos pontos campo sobre ¢ elemento para integragdo regular
x_el = [x1:;x2;%3];

y el = [yl:y2;y3]:

XC = FF*x_el; % Vetor 10xl de x dos pontos campo

YC = FE*y_el; % Vetor 10x1 de y dos pontos campo

% Célculo do Jacobiano e do vetor normal em cada ponto campo
for pg = 1 : 10

{fac,normal] = Jac~e_Norm(pontG(pg),xl,yl,xZ,yZ,xB,y3);
J{pg) = jac;
N{pg,:} = normal;

end;

% Célculo do Jacoblano da transformagiode dS para dneta utilizado
%3 na integra¢do singular

for pg= 1 ¢ 10
neta = pontGl{pg):;

% Para o ponto fonte no lo né
a = 2*neta-1;
Jill{pg} = jac_e_norm(a,xl,yl,x2,y2,x3,y3);

% Para o ponto fonte no 20 né
J12pipg) = jac~e_no:m(neta,xl,yl,xZ,yZ,x3,y3);
Ji2n(pg) = jac_e_norm{-neta,xl,yl,x2,y2,x3,v3);

% Para o ponto fonte no 30 nd

a = l-2%*neta;

J13(pg) = jac_e normla,xl,yl,x2,y2,x3,y3);
end;

% Variag¢do dos pontos fontes
for 3 = 1 : n_nos % Percorre os pontos fontes

% Coordenadas (xf,yf) dos pontos fontes
xf = NOS(j,2): yf = NOS(j,3);

% Calculo das submatrizes h_el e g_el

if ((§ ~= nol) & {j ~= no2) & {j ~= no3)) % O nd J n@c pertence ao elemento i
$ Integracdo ndo singular
[h_el,g el] = gh_nsing_q(xf,yf,XC,YC,FF,J,N,pesoG);

else % O né j pertence ao elemento i

switch J
case nol
no_pf = 1;
case no2
no_pf = 2;
case nol
no_pf = 3;



end;
[g_el]l =

g_sing_q(xf,yf,XC,YC,FF,FFll,FFlZp,FF13,J,Jll,JlZp,JlZn,Jl3,no_pf,pontG,pesoG,pesoGl,xl,yl,x

2,y2,%x3,y3});
[h_el] = gh_nsing_q(xf,yf,XC,YC,FF,J,N,pescG);

end;

% Armazenamento de h_el e g_el nas colunas Hcol e Geol

Heol (2*3-1:2%j,:) = h_el;
Geol(2*j-1:2*%F,:) = g_el;
end;

% Montagem das matrizes H e G
for no = 1 : 3
ind = 2*¥ELEM(i,no+l)~1 : Z*ELEM(i,no+l);
H(:,ind}) = H(:,ind) + Hcol(:,2*no~l:2*no);
end;
G(:,6*i=5:6%1) = G(:,6*i~5:6%1) + Gcol;

end;

% Célculo dos termos da diagonal de H através da consideragdo de corpo rigido

for m= 1 : n_nos
H{2*m~1:2*m, 2*m=1:2%m) = zeros(2,2);
for n =1 n_nos
ifn~=m
H{2*m=1:2*m,2%m~1:2%m} = H{2*m~1:2*m,2*m=1:2*m) =~ H{2*m-1:2*m,2*n-1:2*n);
end;
end;
end;
gh_nsing

% Fungdo para cidlculo das submatrizes h_el(2x6) e g_el (2x6)
% que relacionam um né (xf,yf) com um elemento de contorno
% que ndo contém esse nd (integracgdo ndo singular).

$ A integragdo é feita numericamente com o uso de 10 pontos
% de Gauss.

%

% Autor: Frederico Lourengo

%
%

Data de criagdo dezembro de 1999
Revisdo 0.0

function [h_el,g_ell = gh_nsing_q(x£f,y£f,XC,YC,FF,J,N, PesoG);
% Inicilalizagdo da submatrizes

h el = zeros{2,6);

g_el = zeros(2,6);

% Integragio numérica sobre o elemento

for pg = 1 : 10 % Percorre os pontos de Gauss

% Cilculo das solugdes fundamentais para deslocamento e tragio
[u_est,p_est] = sol_ fund_el2d(xf,yf,XC(pg),¥YC(pg) ,N{pg,1),N{pg,2));

$ Montagem da matriz das fungdes de forma
ff = [FF{pg,1) 0 FF(pg,2) 0 FF(pg,3) 0;
0 FE(pg,1) & FF{pg,2) 0 FE(pg,3)];

% Iteracgdo de soma da integragéo dos componentes h_el e g_el
g_el = g_el + u_est*fI*J(pg)*PesoG(pg);
h_el = h_el + p_est*ff*J(pg)*PesoG(pg):

end;

% Neste ponto estdo calculadas as submatrizes h_el e g _el.
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% Nesse ponto est@o calculadas as matrizes H e G

g sing

%‘Fungéo para calculo da submatriz de influéncia g_el que relaciona um né (xf,vyf)
% com um elemento de contorno que o contém. A integragfo singular é resolvida

% através da separagdo da solugio fundamental em uma parte singular e outra parte
% ndo singular. A parte singular é integrada numericamente utilizando-se Gauss

% padrdo, enquanto a parte singular é integrada com a reqgra de Gauss logaritmico.
%

% Autor: Frederico Lourengo

% Data de criagdo janeiro de 2000

% Revisdo 0.0

function [g_el] =
g_sing_q(xf,yf,XC,YC,FF,FFll,FFlZp,FFlB,J,Jll,lep,JlZn,JlB,no_pf,pontG,pesoG,pesoGl,xl,yl,x
2,¥2,%3,y3):

global ni GEL

g_el_ns = zeros(2,6);
g_el s = zeros(Z,6):

for pg =1 : 10
% Calculo da parte ndo singular da solucdo fundamental de deslocamento
[u_est_ns] = sf_nsing(xf,yf,XC(pg),YC(pg),xl,yl,xZ,yZ,xB,y3,pontG(pg),no_pf);

% Montagem da matriz das fungdes de forma regulares
fl = FF(pg,1):
f2 FF(pg,2);
£3 FE(pg,3);
£f [f1 0 f2 O £3 ©0;
0 f1 0 £2 0 £3];

i

f

% Iteragdo de soma da integrag¢sio n#o singular
g_el ns = g el ns + u_est_ns*ff*J{pg)*pesoGipg);

% Calculo da parte singular da integracio

% Montagem da matriz das funcgdes de forma e do Jacobiano

if no_pf == 1; % ponto fonte no lo né
f11 = FFll(pg,1);
f21 = FFll(pg,2):

£31 = FFll(pg,3):
ff = [£f11 0 £21 O £31 0;
0 £11 0 £21 0 £31]:

% Modulo do Jacobiano da trafo de a para eta
Jeta_a = 2;

% Iteracgdo de soma da integrag¢io singular para o ponto fonte no lo né
gel s=gel s+ ff*Jll(pg)*pesoGl(pg)*Jeta_a;

elseif no_pf == % Ponto fonte no 20 né
£11 = FFlZ2pipg.1l):
f£21 = FFl2p(pg,2);
£31 = FFl2plpg,3):

fflp = [£11 0 £21 0 £31 O;

0 £11 0 £21 0 £31]1;
[£31 0 £21 © f11 ©O;

0 £31 0 f21 0 f£11];

£fln

#

% Médulo dos Jacobianos da trafo de a para eta
Jeta_ap = 1;
Jeta_an = 1;

% Iteragdc de soma da integragdo singular para o ponto fonte no 20 né
g el s =g el s + (fflp*JlZp(pg)*Jeta_ap + ffln*JlZn(pg)*Jeta_an)*pesoGl(pg);
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else ) % Ponto fonte no 30 nd
£11 = FF13(pg,1);
£21 FF13{pg,2);
£31 FF13({pg,3);
£ff = [f11 0 £21 O £31 O;
0 £11 0 £21 0 £31};

i

]

% Médulo do Jacoblano da trafo de a para eta
Jeta_a = 2;

$ Iteracdo de soma da integracgdo singular para o ponto fonte no 30 nd
g el s = g_el_s + f£f*J13(pg)*pesoGl (pg)*Jeta_a;:

end; $if
end; $for pg

% Célculo final de g_ el

g el s = ((3-4*ni)*g_el_s)/(8*pi*GEL*(l-ni));

g el = g_el_ns + g el _s;

% Nesse ponto estéd calculada a submatriz g_el para os dados de entrada.
£ forma q

$ Fungdo para o célculo das fungdes de forma do elemento

% de contorno quadrético continuo.

$ a &€ a variadvel intrinseca sobre o elemento: -1 <= a <= +1
%

% Autor: Frederico Lourengo

% Data de criacgdo dezembro de 1399

%

Revisdc 0.0

function [h] = f_forma_qgl(a);

hl 0.5%a* {a-1);
h2 1-a~2;

h3 = 0.5%a*{a+l):
h = [h1,h2,h3];

% Neste ponto estdo calculadas as funcdes de forma para
% a variédvel a dada.

sol_fund el2D
% Func¢do para cédlculo das solugdes fundamentais de deslocamento
% e tracdo no caso de elasticidade 2-D.

%

% Autor: Frederico Lourengo

% Data de criac¢do outubro de 19989

% Revisdo 0.0

function [u_est,p_est] = sol fund_el2D(xf,yf,xcampo,ycampo,nl,n2};

global ni GEL

$ Célculo da disténcia do ponto fonte (xf,yf) ao ponto campo
rl = xcampo - xf;

r2 = ycampo - yI;

r = sqrt(rl"2+x2°2);

$ Céalculo do vetor unitério na direglo da fonte ao campo
rdl = rl/r;
rd2 = r2/r;

% Calculo de fatores comuns que se repetem nas solugdes
prodl = 4*pi*(l-ni);

prod2 = (3-4*ni)*log{l/r);

prod3 = rdl*nl + rd2*n2;
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% Solugdo fundamental de deslocamento

ull = (prod2 + rdl"2)/{(2*prodl*GEL);
u22 = {(prod2 + rd272)/(2*prodl*GEL};
ulz = (rdl*rd2)/(2*prodl*GEL);

% Solugdc fundamental de tragio
pll = ~(prod3*((1-2*ni)+2%rd1"2))/(prodli*r);

p22 = =(prod3* ({1~-2*ni)+2*rd2~2))/(prodl*r);
pl2 = -((prod3*2*rdl*rd2)—(l~2*ni)*(rdl*n2-rd2*nl))/(prodl*r);
p2l = ~((prodB*Z*rdl*rdZ)'(l—Z*ni)*(rdZ*nl—rdl*nZ))/(prodl*r);

% Atribuigdc de uil] e pij as variidveis de saida u_est e p_est
u_est = [ull ul2
ul2 u22];

p_est = [pll pl2
P21 p22]:

% Nesse ponto estdo calculadas as s.f. para os dados de entrada
aplica_cde

% Fungdo para aplicacgdo das condig¢des de contorno através da permutagdc de colunas

% entre as matrizes H e G e a geragdo do sistema linear [Al{x}={b}
%

$ Autor: Frederico Lourengo

% Data de criag8o fevereiro de 2000

% Revisdo 0.0

function [A,b] = aplica_cdc_q(H,G,CDC,ELEM,no_ini);
global GEL:

n_el = length({(CDC{(:,1));

% Célculo dos elementos iniciais e finais de cada contorno

n_contornos = length(no_ini);
for ¢ = 1 : n_contornos % Percorre os contornos
el ini{c) = (no_ini{c)=-1}/2+1;
if ¢ < n_contornos
el _fin{c) = (po_ini(c+l)~1)/2;
else
el fin(c) = n_el;
end;
end;

% Reordenagio das colunas de H e G para aplicacdo das condigbes de contorno
for ¢ = 1 : n_contornos % Percorre os c contornos

= el ini(c);

el £ = el fin(c);

o

b

o
[

for el = el i : el f % Percorre os elementos do contorno ¢
for no =1 : 3 % Percorre os nds do elemento
for gdl = 1 : 2 Percorre os dois graus de liberdade x e y

%
if CDC(el,4* (no-1)42%gdl) == 0 % Cdc de deslocamento prescrita
3)

if (el ~= el _f | no ~=
indic = 6*(el-1)+2*(no~-1)+gdl;
if (el == el i | no == | no == | CDC{el-1,4* (no~1l)+2%gdl) == 1)
troca = G(:,indic);
G(:,indic) = -H(2*(ELEM(el,no+l)~-1)+gdl};
H(:,Z*(ELEM(el,no+l)—l)+gdl) = -~troca*GEL;
else

H(:,2*(ELEM(el,no+l)—l)+gdl) = H(:,2*(ELEM(el,no+1l)~1)+gdl) -
G(:,indic)*GEL;

G(:,indic) = zeros{4*n_el,1});

end;

else % Terceiro nd do Gltimo elemento
if CDC(el_i,2*gdl) == % Deslocamento prescrito no lo elemento

H{:,2%{el_i-1)+gdl) = H{:,2* (el _i-1)+gdl) - G(:,6*el f-2+gdl}*GEL;
G(:,6*el_f—2+gdl) = zZeros{d4*n el,l);

else -
troca = H({:,2%(el_i-1)+gdl);
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indic = 6*(el-1)+2* (no~1)+gdl;
H{:,2*(el_i-1l)+gdl) = -G{:,indic)*GEL;
G(:,indic) = =-troca;
end;
end;
end;
end;
end;
end;
end;

% Geracdo do sistema [A].{x} = {b}
A = H;
for el =1 : n_e
for no =1 : 3
for gdl = 1 : 2
cde_val(6* (el-1)+2* (no-1)+gdl,1) = CDC(el,2*gdl+l);
end;
end;
end;

1

b = G*cdc_val; % vetor {b}
% Retorna a matriz [A] e o vetor {(b}
gauss_eli

% Fungdo para solugdo de sistemas lineares através do método
% da Elimina¢do de Gauss com estratégia de pivoteamento

%

% Autor: Frederico Lourengo

% Data de criacdo abril de 1999
% Revisio 0.0

%

function [b] = gauss_eli(a,b);

$ la Etapa: Triangularizacgdo da matriz dos coeficientes

n = sizef{a,1); % Atribuicdo do n. de linhas da matriz a

for k = 1 : n-1

maior = a{k,k); % Termo da diagonal é considerado ¢ maior
linha = k; % Linha do termo da diagonal
for 1 = k+l : n $ Inicio da procura do maior termo da coluna k
if (abs{a(i,k))> abs{maior))
maior = ali,k});
linha = 1i; % Linha do maior termo
end;
end; % Fim da procura
if linha ~= k % Condigdo da necessidade da troca de linhas
g = zeros(l,n-k+l); % Vetor auxiliar na troca de linhas da matriz a
bs = b(k); % Inicio da troca de linhas do vetor b (bs=auxiliar)
b{k) = b{linha);
b{linha) = bs; % Fim da troca de linhas do vetor
for r =5k : n $ Iniclo da troca de linhas da matriz
s(r) = alk,r);
alk,r}) = a(linha,r):
a{linha,r) = si{r}:
end; % Fim da troca de linhas da matriz
end;

for i = k+1l : n

m= al{i,k)/alk,k); % Calculo do multiplicador m
for j = k+l1l : n
a(i,j) = a(i,j) - m*a(k,j); % Cé&lculo dos novos elementos na linha i
end;
b(i) = b(i}) - m*b(k}; % Céalculo dos novos elementos do
end; % vetor de termos independentes
end;

% 2a Etapa: Substituicg3o inversa
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b(n) = b(n)/a(n,n); % Calculo do Ultimo elemento de x (gravado em b)
n-1 3

for k = -1 : 1; % Percorre a matriz a de baixo para cima
soma = 0;
for j = k+1 : n
soma = soma + alk,j)*b(j); % Realiza a soma dos coeficientes
end; % Multiplicados pelos x (vetor b) j& determinados
b{k) = (b(k}-soma)/alk,k); % Calcula os componentes de x (grava em b)
end;

% Retorna em b o vetor de solucgdo

reord DeT

% Fungfo para reordenacio dos resultados e das condig¢des de contorno em
$ resposta de deslocamento e trac¢io nodal.

% Os vetores x e a matriz CDC s&o reordenados nas matrizes desl e trac

%
% Autor: Frederico Lourencgo

% Data de criacgédo fevereiro de 2000
% Revis&o 0.0

function [desl,trac,De,T] = reord_det ¢ (x,CDC,ELEM);
global GEL;

n_el = length(CDC(:,1));
n_nos = length(x)/2;

% Geraglo do vetor das condigdes de contorno
for el = 1 : n_el
for no =1 : 3
for gdl =1 : 2
cdc_val (6* (el-1})+2* (no~1)+gdl,1) = CDC{el,2*gdl+1l);
end;
end;
end;

% Reordenagdo de x e cdc_val em desl e trac

for el = 1 : n_el % Percorre os elementos
for no = 1 : 3 % Percorre os nés do elemento
for gdl = 1 : 2 % Percorre os dois graus de liberdade x e y
if CDClel, 4* (no~1)+2%gdl) == % Cdc de deslocamento prescrita
indic = 6% (el-1)+2* (no-1)+gdl;
if (el == 1 | no == 2 | no == 3 | CDC{el~-1,4* (no~1)+2%gdl) == 1)

troca = cde_val{indic);
cde_val (indic) = % {(2* (ELEM(el,no+l)~1)+gdl)*GEL;

x(Z*(ELEM(el,no+l)-1)+gdl) = troca;

else
%x(2* (ELEM{el,no+1)~-1)+gdl) = cdc_val{indic};
cde_val (indic)= cde_val {indic~2);

end;

end;
end;
end;

end;

% Atribuicdo dos valores aos vetores desl e trac e &s matrizes D e T
desl = x;
trac = cdc_val;

for no = 1 : n_nos
De{no,l) = no;
De(no,2) = x(2%¥(no=-1)+1);
De{no,3) = x{2*no};
end;
for el = 1 ¢ n_el
T({el,l) = el:

for no = 1 : 3
for gdl = 1 : 2
Tlel,2%(no~1)+gdi+l) = cdec_val{6*(el-1)+2* (no-1)+gdl);
end;
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end;
end;

%Retorna as atrizes desl e trac.

pin _des g

$ Fungdo para célculo dos deslocamentos em pontos internos.
%

% Autor: Frederico Lourengo

% Data de criagdo fevereiro de 2000

% Revisdo 0.0

function [Di] = pin_des_g(PONTOS_INT,ELEM,NCS,desl,trac);

n_el = length(ELEM{:,1)); % NUmero total de elementos
n_nos = length(NOS(:,1))}; % Nimero total de nds
n_pi = length (PONTOS_INT(:,1)); % Nlmero de pontos internos

% Inicializagdoc das matrizes Hi e Gi
Hi = zeros(2*n_pi,2%n_nos]);
Gi = zeros{2*n_pi,6*n_el);

% Defini¢do dos pontos e pesos de Gauss padrdo (10 pontos)
pontG = [~0.87390852851717
~-0.86506336668898
~0.679840956829902
-0.43338539412925
-0.14887433898163
0.14887433898163
0.43339539412925
0.67940956829802
0.86506336668898
0.97390652851717];

pesoG = [ 0.06667134430868

0.14945134815058
0.21908636251598
0.26926671931000
0.29552422471475
0.29552422471475
0.26926671931000
0.21908636251598
0.14945134915058

0.06667134430868];

% Calculo das fungbes de forma para os pontos de Gauss padréo
for pg = 1 : 10

FF{pg,1:3) = f_forma_g(pontG(pg)); % Matriz 10x3
end;

% Construcgdo das matrizes H e G por colunas (método RISP{Reuseable Intrinsic
% Sample Points))
for i =1 : n_el % Percorre os elementos

% Numeragio dos trés ndés do elemento i
nol = ELEM(i,2);
no2 = ELEM(i,3):;
nol = ELEM(1i,4);

$ Coordenadas dos trés nds (x1,vy1,x2,y2,x3,y3)
x1 = NOS{nol,2}; yl = NOS(nol,3);
X2 NOS(no2,2):; y2 NOS (no2,3);
%3 NOS{(no3,2); y3 NOS (no3,3);

it
it

i
i

% Calculo dos pontos campoe sobre o elemento para integragdo regular
x_el = [x1;x2;x3];

y el = [yl;y2;y3];

XC = FF*x_el; % Vetor 10x1 de x dos pontos campo

YC = FF*y el; % Vetor 10x1 de y dos pontos campo
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% Célculo do Jacobiano e do vetor normal em cada ponto campo
for pg =1 : 10

[jac,normal] = Jac_e_Norm(pontG(pg),xl,yl,x2,v2,%x3,y3);
Jipg) = jac;
N{pg,:) = normal;

end;

% Variacdo dos pontos fontes (pontos internos)
for 3 = 1 : n_pi % Percorre os pontos fontes

% Coordenadas (xf,yf) dos pontos fontes
xf = PONTOS_INT(j,2); yf = PONTOS_INT(j,3):

% Célculo das submatrizes h el e g_el

% Integragdo ndo singular
[h_el,g_el]l = gh_nsing g{xf,vyE,XC,YC,FF,J,N,pesoG);

% Armazenamento de h_el e g_el nas colunas Hcol e Geol

Hcol (2%3-1:2%j,:) = h_el;
Gecol(2*%3~1:2*3,:) = g_el;
end;

% Montagem das matrizes H e G

for no = 1 : 3
ind = Z*ELEM(i,no+1)=1 : Z¥*ELEM(i,no+1);

Hi(:,ind) = Hi(:,ind) + Hecol(:,2%no-1:2*no);
end;
Gi(:,6*1-5:6%1) = Gi(:,6*1i~5:6%1) + Gcol;
end;

% Célculo dos deslocamentos nos pontos internos
di = Gi*trac - Hi*desl;

forp i=11:npi
Di(p_i,1) = p_i;
Di{p_i,2) = di(2*p_i~-1);
Di{p_1,3) = di(2*p_1i);
end;

% Nesse ponto estdo calculados os deslocamentos nos pontos internos

pin_tens g

% Fungd@o para célculo das tensdes em pontos internos utilizando elementos quadraticos
%

% Autor: Frederico Lourengo

% Data de criacdo fevereiro de 2000

% Revisdo 0.0

function [tens_int] = pin_tens_elc(PONTOS_INT,ELEM,NOS,De,tra);
npi = length(PONTOS_INT(:,1)); $ N. de pontos internos

nel = length(ELEM(:,1)); % N. de elementos
npc = npi/10;

oo

for i = 1 : npi Percorre os pontos internos
% Coordenadas do ponto fonte (ponto internc i)
x_f = PONTOS_INT(i,2);
y_£ = PONTOS_INT(i,3);
% Plota um . para mostrar o andamento da anilise
if 1 > npe

fprintf('.");

npc = npc + npi/l10;
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end;

$ Inicializagdo dos componentes da tensdo
sigx = 0;

sigy = 0:
sigxy = O;
for 3 = 1 : nel % Percorre os elementos

% Numero global dos nds do elemento j
nol = ELEM(3,2);
no2 ELEM(j,3):
no3 = ELEM{Jj,4);

[

% Coordenadas dos nés

xcl = NOS(nol,2); ycl NOS(nol,3);
ez NOS (no2,2); yc2 NOS(no2,3);
xc3 NOS({no3,2); yc3 = NOS(no3,3);

o

W

i

% Deslocamentos e tragdes nos nds do elemento j

de = [De(nol,2);De(nol,3);De(no2,2);De(nc2,3);De(no3,2);De(no3,3)]:

tr

R

tra(6*(j-1)+1:6%3);

% Célculo da integral sobre um elemento

[sx,sy,sxy]l = integra_DeS(x_f,y f,xcl,ycl,xc2,yc2,xc3,yc3,de,tr);

sigx = sigx + 8x;
sigy = sigy + sy’
sigxy = sigxy + sxy;

end;
tens_int(i,:) = [i,sigx,sigy,sigxyl;
end;

% Neste ponto estdo calculadas as tensles nos pontos
% internos

mostra def
% Rotina para apresentagdo da geometria deformada

% Célculo do valor de ampliagdo do deslocamento
max_des = max(abs(desl));
amplia = .08*max_dl/max_des;

% Mostra a geometria original
mostra_geo_g

% Pontos sobre elemento para visualizag¢io do deslocamento
ponti = -1 : .2 : 1;

% Calculo das funcdes de forma
for p =1 : 11

FF{p,1:3) = £_forma_g{ponti(p)); % Matriz 10x3
end;

for el = 1 : cont_el

% Numerag¢do dos trés nds do elemento i
nol = ELEM(el,Z);
no2 ELEM(el,3):
no3 = ELEM(el,4);

it

% Coordenadas dos trés nés (x1,yl,x2,y2,x3,v3)
x1l = NCS8{nol,2); yl = NOS(nol,3}:
x2 NCS(noZ,2); y2 NOS({no2,3);
%3 NCS{no3,2); y3 NOS(ne3,3):

]
]

il
#l

% Deslocamentos dos trés néds {(dxl,dyl,dx2,dy2,dx3,dy3)
dxl = De{nocl,2); dyl = De(nol,3);
dx2 De(noz,2); dy2 = De(no2,3);
dx3 De(no3,2); dy3 = De(no3,3);

i
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% Célculo dos pontos campo sobre o elemento deformado
x_el = [xl+dxl*amplia;x2+dx2*amplia;x3+dx3*amplial;
y_el = [yl+dyl*amplia;y2+dy2*amplia;y3+dy3*amplial;
XC = FF*x_el; % Vetor 10xl de x dos pontos campo
YC = FF*y_el: % Vetor 10x1 de y dos pontos campo

% Geragdc do gréfico do elemento el
plot (XC,YC, 'color', 'red')
plot(x_el,y _el,'r.', 'markersize',6); % Desenha os nés do elemento

% Posigdo final dos pontos internos

pfpi = PONTCS_INT(:,2:3)+Di{:,2:3)*amplia;

plot (PONTOS_INT(:,2),PONTOS INT(:,3),'b."', 'markersize',4); % Desenha os nés do elemento
plot{pfpif{:,1l),pfpi(:,2),'r."', 'markersize’,4); % Desenha os nés do elemento

end;

cale tens cont g

% Rotina para célculo dos componentes do tensor de tensdes em
% ndés do contorno

%

% Autor: Frederico Lourengo

% Data de criagdo fevereiro de 2000

% Revis&o 0.0

$ Inicializacgdo da matriz para os pontos internos

for no_g = 1 : cont_no
tens_cont{no_g,:) = [no_¢,0,0,0,0];
end;

cont = zeros(cont_no,1l);
for el = 1 : cont_el % Percorre todos os elementos do contorno

% Numeracg&o dos trés nés do elemento el
nol = ELEM(el,2);
no2 = ELEM(el,3);
no3 = ELEM(el,4);

% Coordenadas dos trés nés (x1,v1,x2,¥2,%3,vy3)
x1 = NOS({nol,2); yl = NOS(nol,3):;
x2 NOS({no2,2); y2 = NOS(no2,3);
x3 NOS(no3,2); y3 = NOS(no3,3);

"

for no = 1 : 3 % Percorre os nés
% Célculo do vetor normal
[fac,n] = Jac_e_No:m{no—Z,xl,yl,xZ,yZ,x3,y3);

% Matriz de transformagio de coordenadas (de global para local)
1i3 = [ n(1) n(2):
-n(2) n(l)];

% Calculo das tragdes no sistema local {tangente ao contorno)
tr _loc = lij*[trac(6*(el~l)+2*no—l);trac(G*(el—l)+2*no)];

% Atribuigdo das tragdes no sistema local aos componentes sll e sl2 do
% tensor de tensbes

sll = tr_loc(l);

512 = tr_loc(2);

% Deslocamentos nodais no sistema global
uncl = De(ELEM({el,2),2:3);
uno2 De (ELEM{el,3),2:3);
uno3 De(ELEM{el,4),2:3);

it

[

% Deslocamentos nodais no sitema local
vl = lij*unol'; v2 = lij*uno2'; v3 = lij*uno3';

% Calculo das derivadas das funcgdes de forma e né
a = no - 2;
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dhl = a - .5;
dh2 -2*%a;
dh3 = a + .5;

il

% Célculo da derivada do deslocamentc em relacdo a a
dv2da = dhl*v1(2) + dh2*v2(2) + dh3*v3(2);

% Célculo do componente tangencial de tens&o (s22 - tensdc de membrana)
e22 = dv2da/jac;
if tipo_prob ==
s22 = E*e22 + ni*sll:;
else
s22 = (E*e22 + ni*{l+4ni)*sll}/{1-ni"2);
end;

% Célculo dos componentes do tensor de tensdes no sistema de coordenadas
% global
% Matriz de transformagdo de coordenadas (de local para global)
191 = [n{1) =-n(2):
n{2) ni{l)]l;

% Produto do tensor na base local pela matriz de transformacic
s = [s1ll sl1l2
s12 s22]:;

sigma = 1ji'*s*1lji;

% Alocagdo na matriz tens_cont
no_g = ELEM(el,no+l);

tens_cont(noﬂg,Z:S) = tens_cont{no_g,2:5)+{sigma(l,1),sigma(2,2),sigma{l,2),1};
end;
end;
for no_g = 1 : cont_no
tens_cont(no_g,2:4) = tens_cont(no_g,2:4)/tens_cont{nc_g,5);
end;

% Neste ponto estio calculados os componentes do tensor de tensio para
% os nds do contorno

map_cor

% Fungdo para geragdo do mapa de cores em problemas
% elastostaticos

%

% Autor: Frederico Lourencgo

% Data de criacgdo outubro de 1999

% Revisédo 0.0

$function [op] = map_cor(NOS, PONTO, PONTOS_ INT,LINHA, op,opno,oppi)
n_nos = length(NOS(:,1)); % N. de nés
[(n_pi,lixc] = size(PONTOS_INT); % Nimero de pontos internos
mostra_geo_g
% Construgdo do vetor val com a varidvel a ser visualizada
op = 'sy'; % Grandeza a ser mostrada no mapa de cor
switch op
case 'dx'

val no = De(:,2);

val pi = Di{:,2);
case 'dy'

val no = De(:,3);
val_pi = Di(:,3);

case 'ds’
for i = 1 ¢ n _nos
val no(i,l) = sqrt(De(i,2)"2+De(i,3)"2);
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end;

for i =1 : n pi
val_pi(i,1) = sqrt(Di(i,2)"2+Di{i,3)"2);
end;
case 'sx'

val pl = tens_int(:,2);
val _no = tens_cont{:,2);

case 'sy'
val _pi = tens_int(:,3);
val_no = tens_cont(:,3);

case 'sxy'
val_no tens_cont(:,4);
val_pi = tens_int(:,4);

]

case 'sl’
[tpl,tpn] = tens_princ(tens_cont,tens_int,n_nos,n_pi);
val no = tpn{:,2);
val_pi = tpil(:,2);

case 's2'
[tpi,tpn] = tens_princ(tens_cont,tens_int,n_nos,n~pi);
val_no = tpn{:,1});
val _ pi = tpi(:,1);

case ‘vm'
[tpi,tpn] = tens_princ(tens_cont,tens_int,n~nos,n_pi);
for 1 = 1 : n_nos
sl = tpn{i,2);
s2 = tpn(i,1l);
val_no{i,1) = sqrt{0.5% ((sl-s2)"2+51"2+s2"2});
end;
for i =1 : n_pi
sl = tpi(i,2)
s2 = tpi(i,l)
val pi{i,1) = sqrt(0.5% ({s1~52)"2+s1"2+52°2));
end;

;
;

otherwise
error('Erro no pardmetro op');
end

% Construgdo dos vetores com as coordenadas dos nds e pontos
% internos e do valor de interesse em cada posicio

xi{l:n_nos,l) = NOS(:,2);%+ amplia*De(l:n_nos,2);

yi{l:n_nos,1) = NOS(:,3);%+ amplia*De(l:n_nos, 3);
xi(n_nos+l:n_nos+n_pi,l) = PONTOS_INT(:,2);%+ amplia*Di(l:n_pi,2);
yi(n_nos+l:n~nos+n~pi,l) = PONTOS_INT(:,3);%+ amplia*Di(l:n_pi,B);
ci{l:in_nos,1l) = val no;

cif{n_nos+l:in nos+n pi,l} = val_pi;

% Chamada da funcgéo de triangularizacdo (geragdo de malha
% na dominio para mostrar ¢ mapa de cores)
tri = delaunay{xi,yi);

% Célculo do pontos iniciais e finais de cada linha
n_linhas = length(LINHA(:,1));
for t = 1 : n_linhas % Percorre todas as linhas
x11(t) = PONTO(LINHA(t,2},2);
x12(t) = PONTO(LINHA(t,3),2);
yll{t) = PONTO(LINHA(t,2),3);

12(t) = PONTO(LINHA(t,3),3);
end;
xmin = min({PONTO{:,2));
xmax = max (PONTO({:,2));
1x = xmax - xmin; % Largura do retangulo gue contém a geometria
Dtot{l:n_nos,:}) = De;
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Dtot (n_nos+l:n_nos+n_pi,:} = Di;

% Geracgdo de cada triangulo da malha com interpolagdo bilinear

% dos resultados obtidos
for t = 1 : length{tri) % Percorre todos os tridngulos da malha
x = [xi(tri(t,L1)):xi(tri{t,2));xi(tri(t,3))];:

y
c

AL )
[yi(tri{t,1));yiltri(t,2))ryi(tri{t,3))]:
= [ci(tri{t,l))scl

(tri{t,2)):ci{tri({t,3))];

% Verificando se o tridngulo pertence ao dominio
xm = (X(1)+x(2)+x(3))}/3;

i

(y{l)+y(2)+y(3)

)/ 3:

ym
[xm,ponto] = testa_ponto(xm,ym,x11,yll,x12,y12,1x);

if ponto == 'interno'
% Aplicacg8c dos deslocamentos nos tri&ngulos
xsl = amplia*Dtot(tri(t,1),2);

xs2 = amplia*Dtot

tri{t,2),2);

xs3 = amplia*Dtot(tri(t,3),2);

ys2 = amplia*Dtot(tri(t,2),3);

(
(
ysl = amplia*Dtot(tri(t,1),3):
(
{

ys3 = amplia*Dtot(tril{t,3),3);

x = [xi(tri(t,i))+xsl;xi(tri(t,2))+xs82;xi(tri{t,3))+xs3];
y = [yi(tri{t,1))+ysl;yi{tri(t,2))+ys2;yi(tri(t,3))+ys3];
c = [cif{tri(t,l));ciltri(t,2))sciltri(t,3))];

patch{x,y,c)
end;

end;

hold on
view(0, 20)
colorbar

case 'dx'

% Cria a barra de cores

$ Apresentagdo do titulo do mapa de cores
switch op

title('Deslocamento em x');

case 'dy’

title('Deslocamento em y');

case ‘ds'

title{'Deslocamento total');

case 'sx'
title({'Tenséo

case 'sy'
title{'Tenséo

case 'sxy'
title('Tensio

case 'sl'
title('Tensdo
case 's2'

title{'Tensio
case 'vm'

title('Tenséo
otherwise

em x'});

em y');

de cisalhamento (sxy)'):
principal maior');
principal menor');

de Von Mises');

error('Erroc no parametro op'j);

end

shading interp

% Mostrando a geometria deformada

% Pontos sobre elemento para visualizagdo do deslocamento
ponti = -1 : .2

1;

% Calculo das funcgdes de forma
forp=1: 11

FF(p,1:3) = £_forma_qg(ponti{p)); % Matriz 10x3

end;

for el = 1 : cont_el
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% Numeragido dos trés nds do elemento i
nol = ELEM(el,2};
no2 = ELEM(el,3);
no3 ELEM(el, 4}:

% Coordenadas dos trés nés (x1,yl,x2,y2,x3,vy3)
xl = NOS(nol,2); yl = NOS(nol,3);
x2 NGCS({noz,2}: y2 NOCS(no2,3);
%3 NOS(no3,2); y3 = NOS(no3,3);

]
it

% Deslocamentos dos trés nés (dxl,dyl,dx2,dy2,dx3,dy3)
dxl = De{nol,Z); dyl = De(nol,3);

dx2 = De(no2,2); dyZ = De(no2,3);

dx3 = De(no3,2); dy3 = De(no3,3);

% Cé&lculo dos pontos campo sobre o elemento deformado
x el = {xl+dxl*amplia;x2+dx2*amplia;x3+dx3*amplia];
y_el = [yl+dyl*amplia;yZ+dyZ*amplia;y3+dy3*amplial;
XC = FF*x_el; % Vetor 10xl de x dos pontos campo
YC = FF*y el; % Vetor 10xl de y dos pontos campo

% Geragdo do gréafico do elemento el
plot (XC,YC, 'color', 'black")
plot{x_el,y_el,'black.', 'markersize',6); % Desenha os nés do elemento

$ Posigdc final dos pontos internos

pfpil = PONTOS_INT(:,2:3)+Di(:,2:3)%*amplia;

plot {PONTOS_INT(:,2),PONTOS_INT(:,3),'b.', 'markersize’,4); % Desenha os ndés do elemento
plot (pfpi(:,1),pfpi(:,2), 'black.’, 'markersize',4); % Desenha os nds do elemento

end;

hold off
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Apéndice B

Fungdes utilizadas para implementagio do método dos elementos de contorno de dupla
reciprocidade.

calcula_alfa.m

% Func¢do para o cédlculo do vetor alfa para aplicacio do método da
% dupla reciprocidade de elementos de contorno em problemas de elasticidade
% com forgas de corpo.

% £ utilizada a funcdo de aproximacgdo f = 1 + r.

% A fungdo retorna também a matriz NOS_CeD que traz as cooredena-
% das de todos os nés do contornc e dos pontos internos, que pas-
% sam a ser chamados de nés internos.

%

%

%

%

Autor: Frederico Lourengo
Data de criagdo marcgo de 2000

Revisdo 0.0

function [alfa,NOS_CeD,F,b] = calc_alfa_el (NOS, PONTOS_INT,w, ro,xo,yo);

n_nos = length(NOS(:,1)); % Numero de nés
[n_pi,lixo] = size(PONTOS_INT); % NiUmero de pontos internos
n_t = n_nos + n_pi; % Nimero de nés (Contorno e Dominio)

% Geragdo da matriz NOS_CeD com as coordenadas de todos os nés
NOS_CeD = NOS;

if n pi >0

NOS _CeD(n_nos+l:n_t,:) PONTOS_INT;

NOS_CeD{(n_nos+l:n_t,1) = [n_nos+l:n _t}';

end;

i

% Inicializagdo da matriz de fungdes de interpolagio
F = zeros{2*n_t,2%n_t});

$ Célculo da matriz [F] com £ =1 + r
for i =1 : n_t

% Coordenadas do lo né

xi = NOS_CeD(i,2);

yi = NO5_CeD(i,3);

% Carga no ponto 1

b(2*i-1,1) = —-ro*w"2*(xi~xo); % Forga de corpo devido a aceleracgdo centripeta.
b{2*i,1) = -ro*w"2*(yi-yo); % Forga de corpo devido & acelerac@o centripeta.;
for g =1 : n t

% Coordenadas do 20 né

xj = NOS_CeD{(j,2);

yj = NOS_CeD(3,3):

% Calculo da disténcia entre os nés

r = sqrt({xi-xj) "2+ (yi=-yj)1~2);

% Célculo da fungdo f = 1 + r gque é atribuida & [F]

F{2*i=1,2%3-1) = 1 ~ r; F{2*j=1,2*%i-1} = 1 - r;
F{2*i,2*j) = 1 - r; F(2%9,2%1) = 1 = r;
end;

end;

%$alfa = Gauss_eli{F,b);

alfa = inv(F)*b;

$ Retorna o vetor alfa e a matriz NOS_CeD
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calc_UcPc.m

% Fungd@o para o cadlculo das matrizes [0] (Uchap) e [~P] (Pchap) para aplicagio
% do método dos elementos de contorno de dupla reciprocidade para problemas
%
%

elédsticos com forgas de corpo

As solugdes particulares admitem uma funcdo de aproxima¢do f = 1 + r

op

Autor: Frederico Lourencgo
% Data de criag¢do margo de 2000
% Revisdo 0.0

function [Uchap,Pchap] = calc_UcPc_el (ELEM,NOS_CeD);

n_el = length(ELEM(:,1}); % Nimero de elementos
n_nos = 2*n_el; % Numero de nés do contorno
n_t = length(NOS_CeD(:,1)); % Nimero de nés (Contorno e Dominio)

% Inicializando as matrizes Uchap e Pchap
Uchap = zeros(Z*n_nos,Z*n_t):
Pchap = zeros(6*n~el,2*n_t);

$ Calculo da matriz [U] (Uchap)
for j = 1 : n_nos % Percorre os nds do contorno
% Coordenadas do lo nd
X3 NOS_CeD(j,2);
yj = NOS_CeD(3,3);:
for k =1 : n t % Percorre todos os nés
% Coordenadas do Zo né
xk = NOS_CeD(k,2);
yk = NOS_CeD(k,3);
% Célculo dos componentes da matriz [0]
[uc] = calc_uchap2(xj,yj,xk,yk);
% Alocagdo de uc (2x2) em Uchap
Uchap(2*j~1:2%9,2%k-1:2%k) = uc;
end;
end;

i

% Cédlculo da matriz ["P] (Pchap)

for el = 1 : n_el % Percorre os elementos
% Numeragdo dos trés nds do elemento
no{l) = ELEM{el,2);
no(2) = ELEM(el,3);
no(3) = ELEM(el,4);

% Coordenadas dos trés nés

x{1l) = NOS CeD(no(l},2) ; y{1)
x(2) = NOS_CeD(no(2),2) ; y(2)
%{3) = NOS_CeD(no(3),2) ; v(3)

[

NOS_CeD{no(1),3)
NOS_CeD(no(2),3)
NOS_CeD(no(3),3)

e we N

% Calculo do vetor normal em cada nd do elemento
forn=1: 3

[Jac,normal] = Jac_e_Norm(n—Z,x(l),y(l),x(Z),y(2),x(3),y(3));
N{n,:} = normal;
end;
for i =1 : 3 % Percorre os trés nés do elemento
for 3 =1 :n_t % Percorre todos os nés de contorno e dominio
xj = NOS_CeD(3j,2);
yj = NOS_CeD(j,3):
$ Célculo da solugdo particular de tracgdo
[pc] = calec_pchap2(xj,yi, x{1),y(i),N(i,1),N(i,2));
% Aloca¢do de pc na matriz Pchap
?chap(G*(el—l)+2*i—l:6*(el~l)+2*i,2*j—l:2*j) = pc;
end;
end;
end;

% Neste pontos estd@o calculadas as matrizes das solugbes particulares

% Uchap e Pchap
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calc_uchap2.m

$ Fung¢io para o calculo da solugdoc particular de deslocamento Omk (2x2)

% Autor: Frederico Lourengo
% Data de criagdo margo de 2000
% Revisdo 0.0

function {[uc] = calc_uchap(xj,yj,xk,yk):

global ni GEL

$ Célculo dos componentes em X e y da disté&ncia entre os pontos j e k

ri = (xk - xj};
r2 (vk - vi}):

% Célculo da disténcla r e de suas derivadas em relagdo a x e y
r = sqrt(rl"2+r2"2j);

if r ~=0
rdl = rl/r;
rdz = r2/r;
else
rdl = 0;
rd2 = 0;
end;

% Constantes gue se repetem na solugdo particular @

cl = (1-2*ni)/ ((5-4*ni)*GEL);
c2 = 1/(30*GEL*{1~ni)}));
c3 = 3-10*ni/3;

% Célculo da solugdo particular G (2x2
ucll = ¢l*rdl"2*r"™2 + c2* (rdl"2-c3)*r"3;
uc22 = cl*rd27°2*%r"2 + c2* (rd2"2-c3)*r"3;
ucl2 cl*rdl*rd2*r"2 + c2%rdl*rd2*r"3;

uc = [ucll ucl2
ucl2 uc22l;

% Retorna a solugdo particular O

calc_pchap2.m
$ Fungfo para o célcule da solucdo particular de tracio "pmk (2x2)

% Autor: Frederico Lourenco
% Data de criacgdo margo de 2000
% Revisdo 0.0

function [pc] = calc_pchap(xj,yj,xn,yn,nl,n2);

global ni GEL

% Cé&lculo dos compcnentes em X e y da disténcia entre os pontos § e n

rl = (xn - x3);
r2 = {(yn - yjl;

% Calculo da disténcia r e de suas derivadas em relagdoc a x e y
r = sqrt(rl™z2+r2n2);

if £ ~= 0
rdl = rl/r:
rd2 = r2/r;
else
rdl = 0;
rd2 = 0;
end;
% Constantes que se repetem na solugdo particular O
cC = 1;
A = (1-2*ni)*C/{(5-4*ni);

115



it

1/(30*(1-ni));
(10*ni-9)/(90*{1-ni)};
2*ni/ (1=-2*ni};

dn = rdl*nl+rd2*n2;

I

[

B
D
F
dr

% Célculo da solugdo particular 4 (2x2)
£1 = 3*R*p+d*Brr 243%D¥rn2;

£2 = 2% (A¥r+B*r"2);

£3 = A*r+B*r 2+43%D¥r"2;

pcil = F*fl*rdl*nl + f2*rdl*nl + £3* (rdl*nl+drdn) + 2% (B*r"2*rdl~2*drdn);
pc22 = F*¥fl*rd2*n2 + £2*rd2*n2 + £3*% {rd2*n2+drdn) + 2% (B¥r"2%*rd2°2%drdn);
pclz = F*£1l*rd2*nl + £2*rd2*nl + £3*{rdl*n2) + 2% (B*r~2*rdl*rd2*drdn);
pc2l = F*fl¥rdl*n2 + £2*rdl*n2 + £3%(rd2*nl) + 2% (B*r"2*rd2*rdl*drdn);

pc = [pcll pcl2;
pc2l pe221;

% Retorna a solugao particular "p
calcula_d
% Fungdo para o célculo do vetor {d} para aplicac¢dc do método

% da dupla reciprocidade de elementos de contorno.
% d = ([H].[0]-[G).["P]}.alfa

Data de criagdo margo de 2000
Revisdo 0.0

%

% Autor: Frederico Lourencgo

%

%

function [d] = calcula_d(H,Uchap,G,Pchap,alfa);
d = {H*Uchap-G*Pchap)*alfa;

% Retorna o vetor {d}
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Apéndice C

Fungdes para consideragéo do elemento de contorno com né a um quarto.

central_crack.m (arquivo de dados)

% Arquivo de dados para anédlise elastostatica pelo
% método dos elementos de contorno {(elemento gquadréitico)

oe

% Autor: Frederico Lourengo

% Data de criac¢do outubro de 1999
% Revisdo 0.0
%

$ Matriz para definicdo de pontos da geometria

PONTO = [1 -1.8 0
2 0 0
3 1.8 0
4 1.8 1.8
5 1.8 10.8
6 -1.8 10.8
7 ~-1.8 1.81;

% Matriz para definig¢8o de linhas

~1 &5 (U W
~ o U W
RN

1

P

% Matriz para definicdo da malha

DISCRE = [1 1
2 1

3 1

4 1

5 1

6 1
711

% Definicgdo das condigdes de contorno

% Deslocamento
% DESLCC = [linha, valor , diregido(x=l,y=2)]

DESLOC = [2 0 2
6 o] 1
7 o] 11:;

% Tragdc em cada linha
% TRAC = [linha, valor, diregdo(x=1l,y=2)]

TRAC = [5 1 2];

% Propriedades do material
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% Module de elasticidade (médulc de Young)
E = 5250.0; % [Pal

% Coeficiente de Poisson

ni = 0.2;

% Tipo de problema (tipo_prob)
% 1. estado plano de deformacdo
% 2. estado plano de tensio

tipo_prob = 2;

cria_ec_qtp.m
% Rotina para alteracgdo da posicio dos nds dos elementos
% adjacentes & ponta da trinca

% Numero do ponto da ponta da trinca
n_p pta = 3;

% Célculo do n. do ndé gue estd na ponta da trinca
n_lin = length(LINHA(:,1));
for nl = 1 : n_lin

if LINHA(nl,3) == n_p pta
lcrack = nl;
end;
end;

% Contador do numerc de elementos até a ponta da trinca
n_elct = 0;

for nl = 1 : lcrack
n_elct = n_elct + DISCRE(nl,2);
end;

if CDC{n_elct,2) == 0 | CDC(n_elct,4) == 0
n_elcrack = n_elct+l;
n_elfcrack = n_elct ;
else
n_elcrack = n_elct;
n_elfcrack = n_elct+l;
end;

% Célculo da nova posig@o dos pontos intermediarios
% Fungdo de forma para a = 0.75

ff_075p = f_forma_qg(0.5);

% Fungloc de forma para a = -0.75

f£_075n = £_forma_qg(-0.5);

if n_elcrack < n_elfcrack
ell = n_elcrack;
el2 = n_elfcrack;
else
ell = n_elfcrack;
el2 = n_elcrack;
end;

% Nova posic¢8o do nd do elemento ell

% Numeragdo dos trés nds do elemento i
nol = ELEM(ell,2);

no2 ELEM{ell,3);

no3 ELEM{ell, 4}

]

% Coordenadas dos trés nés (x1,y1,x2,y2,x3,vy3)
x1 = NOS{nol,2): yi NOS(nocl,3);
x2 NCS{no2,2); y2 NOS (neo2, 3):
%3 NOS (no3,2); v3 NOS(no3,3);

it
It

118



x_ell = [x1;x2;x3];
y_ell = [yl;y2;y3]:
xcl = f£f 075p*x_ell; % Vetor 10xl1 de x dos pontos campo
ycl = ff 075p*y_ell: % Vetor 10xl de y dos pontos campo

% Nova posigdo do nd do elemento el2

% Numeragdo dos trés ndés do elemento i
nol = ELEM{el2,2);

no2 = ELEM{elZ,3)
no3 ELEM(el2,4)

’
’

#

% Coordenadas dos trés ndés (xl,yl,x2,y2,x3,vy3)
%1 = NOS{(nol,2}); vl NOS{nol,3):;

x2 NOS(no2,2); y2 NOS (no2, 3)
%3 NOS(no3,2); v3 NOS {no3, 3}

it

;
;

x elz = [x1;x2;%3]:
vy el2 = [yl;y2:y3];
xc2 = f££_075n*x_el?2; % Vetor 10x1l de x dos pontos campo
yc2z = £f 075n*y_el2; $ Vetor 10x1 de y dos pontos campo

% Neste ponto estdo criados os elementos de né a 1/4

nol = 2*ell;
ne2 = 2*el2;
NOS(nol,2) = xcl;
NOS{nol,3) = yci;
NOS(no2,2) = xc2;
NOS({noZz,3) = yc2;

calc KI.m
Cédlculo do fator de intensidade de tensdo em modo I através
% do COD {Crack Opening Displacement} - Deslocamento de abertura da trinca

% Tamanho da trinca e do elemento
ltrinca = 1.8;

%1 _elem = abs{NOS(5,2)~NOS(3,2)};
noi = ELEM(n_elcrack,2);

nof = ELEM(n_elcrack,4};

1 _elem = sqrt({(NOS(nof,2)-NOS(noi,2))"2+{NOS(nof,3)-NOS(noi,3))"2);
% Tensdo remota aplicada

sigr = 1;

% Fator de geometria

Fab = 1.006;

%a = ltrinca/2;

$b = 1.8;

g$Fab = (1-0.025%(a/b)"2+0.06* (a/b)"4)*sqrt(sec({pi*a)/(2%b)));

% Recuperac¢do dos valores para estado plano de tensao
$ni = .2;

$E = 5250;

$GEL = E/(2*(l+ni});

% Deslocamentos nos nés b e ¢ do elemento sobre a trinca
nob = ELEM(n_elcrack,3};

noc = ELEM(n_elcrack,2);

vb = De(nob,3);

ve = De{noc,3};

% Cé&lculo do KI

KI = GEL/{2*({l-ni))*sqrt{2*pi/l elem)* (4*vb-vc);

$KI_teor = sigr*sqrt(pi*ltrinca)*Fab;
KI_teor = 2.8298;

% Calculo do erro entre KI calculado e KI da referéncia
erro = (~KI_teor+KI)/KI_teor*100;
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resposta = [KI_teor:KI;erro]
% Relagd@o entre os elementos da trinca e o guarter point

rel = ((1.8-1_elem)/DISCRE(1,2))/1_elem

cale_KI ts.m
$ caélculo do fator de intensidade de tensido Kl

ft

noi
nof

ELEM({n_elcrack,2);
ELEM(n_elcrack,4);

]

1 _elem = sqrt({(NOS(nof,2)~-NOS(noi,2))"2+(NOS(nof,3)-NOS(noi,3)})"2);
Kl = abs(T(n_elfcrack,3))*sqrt(2*pi*l elem)

% Calculo do erro de Kl com relacido ao Kl da referéncia
Kl1_teor = 2.8298;

% Calculo do erro entre KI calculado e KI da referéncia
erro = (-Kl_teor+Kl)/Kl_teor*100;

result = [Kl_teor;Kl;erro]

rel = ((1.8-1_elem)/DISCRE(1,2))/1_elem
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