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Resumo

Alves, Diogo Stuani, Investigacdo do Efeito Térmico no Comportamento Dindmico de Mancais
Hidrodindmicos, Campinas: Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de

Campinas, 2011. 144 p. Dissertacdo (Mestrado).

Os mancais lubrificados hidrodinamicamente estdo presentes em muitas aplicacoes
modernas, especialmente em maquinas rotativas que necessitam de operagdes mais precisas.
Nestes casos, a lubrificacdo € essencial para a maquina, pois, diminui o atrito entre as pegas
internas e previne o contato metal-metal, além de agir como elemento de vinculo dindmico para
as pistas do mancal. Devido ao cisalhamento do lubrificante durante a operacdo, tem-se o
aquecimento do fluido e com isso uma modificacdo nas condi¢des de lubrificacdo, ja que a
viscosidade, parametro que caracteriza as particularidades do escoamento, diminui com o
aumento da temperatura. A diminui¢do da viscosidade causa diminui¢do do atrito viscoso, o que
acarreta em diminuicdo da capacidade de carga, gerando efeitos negativos nos coeficientes
equivalentes e sendo possivel, em alguns casos, a observacdo de contato direto entre as partes
metélicas. Sendo assim, o estudo do atrito e das condi¢gdes de lubrificacdo durante a operacdo de
maquinas € de extrema importincia em problemas como manuten¢do, durabilidade e
confiabilidade de maquinas. Utilizando o método das diferencas finitas, é possivel resolver
simultaneamente as equacdes de Reynolds e da energia, que sdo responsaveis pelas distribuicoes
de pressdo e temperatura, respectivamente. Com isso, € possivel analisar as diferencas de pressao,
disposi¢do do eixo no interior do mancal e coeficientes equivalentes de rigidez e amortecimento,
de um modelo em que se usa viscosidade variante com a temperatura (termohidrodinamico) e de
um modelo que ndo apresenta esse fendmeno (isotérmico). Finalmente, utilizando um software de
dindmica de rotores, foi obtida a resposta dindmica de um sistema mancal-rotor para turbo-

compressores.

Palavras Chave: Mancais Hidrodinamicos; Lubrificacdo Termohidrodindmica; Método das

Diferencas Finitas; Coeficiente de Rigidez; Coeficiente de Amortecimento.
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Abstract

ALVES. Diogo Stuani, [Investigation of the Thermal Effect in Dynamic Behavior of
Hydrodynamic Bearings, Campinas: Faculdade de Engenharia Mecénica, Universidade Estadual

de Campinas, 2011. 144 p. Dissertacdo (Mestrado).

The hydrodynamic lubricated bearings are present in modern applications, especially in
rotational machines that need precisely operations. In those cases, the lubrication is essential for
the machine, because it reduces the wear between the internal parts and prevents the metallic
contact, and also, acts like an element of dynamic link for the bearing. Due to the lubricant shear,
the fluid heats up and modifications on the lubrication conditions occurs, since the viscosity,
parameter that characterize the flow, decreases with the increase of the temperature. The decrease
of viscosity causes a decrease in the viscous friction, which entails in a decrease of the load
sustaining capacity, negative effects in the equivalent coefficients and possible observation of
metallic contact. So, the study of friction and lubrication conditions during the machine operation
is extremely important on maintenance, durability and reliability of machines. Using the finite
difference method it is possible to solve, simultaneously, the Reynolds and the energy equations
that are responsible for the pressure and temperature distribution, respectively. Therewith, it is
possible to analyze the differences in pressure, shaft position in the bearing and equivalent
stiffness and damping coefficients, for a model that uses changes in viscosity with the
temperature (thermohydrodynamic) and for a model that does not take it in account (isothermal).
Finally, using a rotordynamic software (ROTORTEST), the dynamic response of a turbocharger

bearing-rotor system was obtained and analyzed.

Key Words: Hydrodynamic Bearings; Thermohydrodynamic Lubrication; Finite Difference

Method; Stiffness Coefficient; Damping Coefficient.
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1. Introducao

Desde a pré-historia, se tem conhecimento das dificuldades enfrentas pelos seres humanos
para realizar tarefas simples, como, transporte de objetos, coleta de alimentos e ripidas
locomocgdes. Assim, a partir da utilizagdo de toras de madeiras como método de transportar
blocos de pedras, nas constru¢cdes das piramides no Egito antigo, a engenhosidade humana
comecou a aflorar, e elementos que apresentavam movimentos de rotacdo em relacdo a uma parte
estdtica, tais como roldanas e eixos, comecaram a surgir. Porém, devido a baixa complexidade
dessas atividades, poucas melhoras eram realizadas nesses equipamentos.

Com o passar do tempo, esses elementos foram perdendo sua funcionalidade, ja que era
preciso desempenhos melhores, sendo, uma das causas dessa limitacdo, o grande atrito existente
em sua operagdo. Portanto, uma onda de esforcos foi designada para reduzir a perda de eficiéncia
mecanica devido ao contato direto entre as superficies em movimento, que geralmente ocorre
com liberacao de calor, causada pelo atrito. Em um desses esforcos, o pintor italiano, e também
inventor, Leonardo da Vince, a servico do Duque de Mildo, foi incumbido de estudar o problema
do atrito e criou o precursor dos mancais de esferas rolantes.

No entanto, os esfor¢os ndo cessaram e muitos estudos foram realizados no intuito de se
introduzir fluidos entre as partes com movimento relativo. Esse fato ja era observado com os
primeiros mancais, que eram feitos de uma madeira bem oleosa (Lignum Vitae), nativa da India,
e eram utilizadas em aplicacdes em que existia abundancia de dgua, como rodas e bombas
d’agua, além do fato de serem lubrificadas com gorduras animais. Apesar de experimentalmente
observar a redu¢do do atrito a partir da introducdo de um fluido nesses elementos, pouco sabia-se
sobre a teoria que estava por tras disso, entdo, no século XX, surgiu a Tribologia.

A Tribologia, que € a ciéncia focada no estudo sobre atrito, € relativamente nova, sendo que
havia pouco conhecimento cientifico sobre o assunto at€ o ano de 1886, quando Osborne
Reynolds publicou seu famoso artigo sobre lubrificagdo hidrodindmica. A equacdo de Reynolds
se transformou na base da teoria moderna sobre o assunto. Lubrificacdo € a aplicacdo de um filme
fino de alguma substancia, geralmente um fluido lubrificante, para separar as duas superficies em
contato, € tem como principio diminuir o atrito entre as partes sélidas, além de reduzir

consideravelmente a temperatura dos acoplamentos, atuar inibindo a corrosdo e como



amortecedor para choques ou variagoes bruscas de carga. Interacdes de superficie, em uma
interface triboldgicas sdo altamente complexas, e sua compreensdo exige conhecimentos de
vérias disciplinas, incluindo a fisica, quimica, matemdtica aplicada, mecanica dos sélidos,
mecanica dos fluidos, termodindmica, transferéncia de calor, ciéncia dos materiais, reologia,
lubrificagdo, projeto de maquinas, desempenho e confiabilidade.

Com o desenvolvimento dos estudos tribologicos, pode-se obter melhoras no desempenho
de diversos componentes, sendo que um dos mais influenciados foram os mancais. Um mancal é
um elemento de miquina que, normalmente, € usado para separar pecas rigidas, em movimento
relativo, evitando o contato entre elas. Se o mancal for do tipo hidrodinamico, entdo, ele possuira
um fluido lubrificante inserido entre as pecas rigidas, no qual, a finalidade é de substituir o atrito
seco entre as partes pelo atrito viscoso, diminuindo assim, a temperatura de funcionamento, o
atrito e o desgaste das superficies. Os mancais hidrodindmicos sdo usados para suportar eixos e
para sustentar carregamentos radiais com o minimo de perda de carga e atrito. Dentre as
aplicagdes de mancais hidrodindmicos, tem-se os motores de combustdo interna, turbo-
compressores, turbo-geradores, entre outros. Estes podem ser representados por superficies
curvas, sendo a mais comum a cilindrica, alojando o eixo em seu interior. O lubrificante € suprido
em algum ponto conveniente do mancal através de rasgos ou furos.

Mancais sao dependentes do movimento do eixo para gerar pressoes no filme de fluido que
suportem a carga aplicada. Fisicamente, isso ocorre devido a velocidade ndo nula entre o eixo € o
mancal. No entanto, o eixo, normalmente, ndo gira concéntrico com o mancal. O deslocamento
do centro do eixo relativo ao centro do mancal, conhecido como excentricidade, permite que a
rotacdo do eixo mova as particulas de fluido de uma regido de maior volume para uma de menor
volume, gerando assim, um gradiente de pressdes. A posicdo de excentricidade do eixo, assim
como a folga do mancal, € influenciada pela carga que esta sendo suportada. A excentricidade é
auto-ajustada até que a carga seja balanceada pela pressdo gerada no filme de fluido convergente.

A lubrificacdo de mancais tem sido representada ao longo to tempo por duas propriedades
basicas, amortecimento e rigidez. Para a obtencdo dos coeficientes que representam essas
propriedades € necessdrio a obtencdo das forcas hidrodindmicas, que possuem ndo linearidades
quanto a variagdo da posicao do rotor no interior do mancal. No entanto, por a vibracdo do eixo
ao redor do ponto de equilibrio possuir pequenas amplitudes, é possivel utilizar métodos,

geralmente expansdo em séries, que linearizam essas expressoes, € assim, € possivel computar



tais propriedades teoricamente. A selecdo correta desses coeficientes pode ter como conseqii€éncia
a diminui¢cdo das forcas dindmicas transmitidas através dos mancais para a estrutura fixa da
maquina, prolongando, assim, a vida ttil dos equipamentos mecanicos.

A viscosidade de um liquido € devida, praticamente na totalidade, por forcas interatdmicas.
Devido ao cisalhamento do lubrificante durante a operacdo, tem-se o aquecimento do fluido e,
conseqiientemente, uma expansdo do liquido, assim, as moléculas se separam e as forcas
intermoleculares decrescem, resultando em decaimento da viscosidade. Com a reducdo da
viscosidade, tem-se perdas importantes nas caracteristicas do mancal, como reducdo da
capacidade de sustentacdo do mancal, que deve buscar novo ponto de equilibrio, mais préximo a
parede do mancal, podendo causar contato metalico entre eixo € mancal, caso a espessura de
filme ndao mais seja suficiente para garantir a separagdo completa entre as superficies.

Portanto, como o desempenho de mancais € fortemente dependente da lubrificacdo viscosa,
e como a viscosidade de lubrificantes comuns € fun¢cdo da temperatura, os resultados da teoria
classica, que consideram a viscosidade e a distribuicdo de temperaturas constantes ao longo do
mancal, podem ndo ser acurados na predicao do comportamento dinaimico de maquinas rotativas.
Desta maneira, as consideragdes térmicas possuem um papel importante na andlise e projeto de
mancais, uma vez que o estudo do atrito e das condi¢des de lubrificacdo, durante a operacao de
mdiquinas, € de extrema importdncia em problemas como manutencdo, durabilidade e
confiabilidade de maquinas.

Sendo assim, a proposta desse trabalho € analisar a influéncia da temperatura no
comportamento de mancais hidrodindmicos. Uma vez tendo as caracteristicas do fluido
lubrificante, e resolvendo simultaneamente a equagdo da energia e a equacdo de Reynolds
modificada, pode-se determinar a distribuicdo de temperatura no filme de 6leo. Com isso,
viabiliza-se a predicdo das temperaturas de operacdo e sua influéncia nos demais pardmetros de
interesse do mancal, e sua repercussdo na resposta dindmica do sistema.

O modelo numérico foi implementado em um algoritmo na linguagem Fortran, sendo que
as equagoes diferenciais foram resolvidas através do método das diferencas finitas, uma vez que
esse método € simples e possui uma boa precisao para o problema.

O trabalho apresenta a analise de um mancal cilindrico com realimentacdo de 6leo em
condi¢cOes de operacdo semelhantes ao utilizado na bancada de teste do Laboratério de Méaquinas

Rotativas (LAMAR). A andlise leva em conta as mudangas causadas pelo efeito térmico na



distribuicdo de pressdo, no lugar geométrico do eixo e nos coeficientes de rigidez e
amortecimento. Também serd analisado um caso de mancal utilizado em turbo-compressores
automotivos, pois esses possuem velocidade de rotacdo muito alta e, portanto, altas temperaturas.

Primeiramente, o trabalho apresentard uma revisdo bibliografica no qual foram reunidos
textos que mostram a evolugdo do estudo em mancais hidrodinamicos desde sua descoberta com
Osborne Reynolds até os tempos modernos.

Segue-se entdo para o Capitulo 3 no qual um panorama geral sobre a descri¢cdo do problema
serd dada, além de ser mostrada a modelagem matemadtica e as principais equagdes utilizadas na
resolucdo do problema, como a Equacdo de Reynolds e a Equacdo da Energia, assim como suas
deducoes.

O Capitulo 4 apresenta a modelagem computacional, no qual serd desenvolvido o método
das diferencas finitas e a transformacdo de coordenadas do modelo fisico para o numérico da
Equacdo da Energia.

De posse de todas as ferramentas necessarias para solucionar o problema, o Capitulo 5
apresenta os resultados obtidos na simulagdo numérica e a discussdo sobre tais resultados.

Por fim no Capitulo 6 tém-se as conclusdes e os desdobramentos do trabalho.



2. Revisao Bibliografica

Durante a segunda metade do século XVIII, ocorria, na Inglaterra, o fim da transicdo entre
feudalismo e capitalismo, culminado pela Revolucdo Industrial. Durante esse periodo, houve a
troca das ferramentas pela maquinas, da energia humana pela energia motriz € do modo de
producdo doméstico pelo fabril. Essa transformagdo foi possivel devido a alguns fatores, como,
por exemplo, o liberalismo econdmico, a acumulacdo de capital e a uma série de invengdes, nos
quais existiam inimeros elementos de maquina. Um desses elementos, que perdura até os tempos
modernos, € o mancal, sendo que esse ¢ um elemento que faz a interface entre superficies que
possuem movimento relativo entre si, podendo ser esse movimento tanto de rotacdo quanto de
translacdo (NORTON, 2004).

Porém, o grande problema encontrado nos mancais era o atrito, que acarretava em aumento
da temperatura de trabalho dos mancais e em perda de efici€ncia nas maquinas. Para se resolver
tal fato, um dos meios propostos foi a introducao de lubrificacio entre as partes mdvel e estatica.
Sendo assim, trés homens, independentemente uns dos outros, descobriram e formularam o
mecanismo da lubrificagcdo hidrodindmica colocando-a como um dos ramos da engenharia.
Foram eles Petrov, Tower e Reynolds.

Segundo Pinkus (1987), esse processo comecou com o russo Nicolai Petrov, cujo principal
interesse era na drea sobre atrito. Ele postulou, em 1883, que a principal propriedade de um
fluido, para o atrito, ndo era a densidade e sim a viscosidade, e que a natureza do atrito em um
mancal ndo era resultado do contato entre duas superficies, mas sim do cisalhamento viscoso do
fluido na interface. Ou seja, Petrov propds a natureza hidrodinamica do atrito em mancais. No
entanto, Petrov falhou em expandir sua visdo da natureza do atrito para a da capacidade de carga
em mancais. Esse fundamento foi descoberto por Beauchamp Tower.

Muitas publicagdes sobre atrito foram publicas apds Petrov. Nesse sentido, Tower conduziu
uma série de experimentos sobre atrito em mancais ferrovidrios. Essa famosa série de
experimentos, que ocorreram em 1883 e 1884, foi responsdvel pela descoberta da presenca da
pressao hidrodindmica no filme de lubrificante (PINKUS, 1987).

O mancal utilizado por Tower possuia um furo no centro do mancal na parte superior, para

entrada de 6leo. No entanto, quando o eixo comecgou a rodar, Tower observou que o 6leo era
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bombeado para fora do mancal. Para acabar com esse vazamento, uma rolha foi inserida no
orificio, porém, ela foi ejetada do furo. Assim, foi percebido que o filme de lubrificante, que
separava o eixo do alojamento, possuia altas pressOes. Dessa maneira, nasceu o conceito de
lubrificacdo hidrodindmica.

Ambos, Petrov e Tower, obtiveram seus conceitos através de resultados experimentais,
mas, era preciso dar as comprovagdes uma solida base tedrica. Esse feito foi atingido por
Osborne Reynolds quase que simultaneamente com os outros dois pesquisadores, no entanto,
Reynolds desenvolveu sua teoria sem o conhecimento dos experimentos de Tower (PINKUS,
1987). A equacgdo diferencial de Reynolds prevé as bases matematica e fisica da ciéncia
tribolégica de uma maneira tdo abrangente, que essa equagdo se manteve uma ferramenta
essencial até os dias atuais. O novo conceito que emergiu dessa formulacdo, é que a acdo
hidrodindmica necessita de uma cunha geométrica de secdo convergente para a formacdo das
pressoes.

A equagcdo de Reynolds € uma equacdo diferencial parcial ndo homogénea, com
coeficientes varidveis e de dificil solucdo analitica, no qual muitos esfor¢os foram direcionados
para sua solucdo. Uma tentativa para a solucido dessa equacdo consiste em considerar o mancal
como infinitamente longo, sendo que essa consideracio foi feita pelo préprio Reynolds, porém
sem sucesso na solu¢do (PINKUS, 1987). Assim, em 1904, Sommerfeld utilizou a simplifica¢do
para mancais infinitamente longos e, diferentemente de Reynolds, obteve a expressdo analitica
explicita para a distribuicdo de pressdo, carregamento, lugar geométrico do eixo e coeficiente de
atrito.

No entanto, a solu¢do para mancais infinitamente longos apresentavam problemas como
distribuicdo de pressdo anti-simétrica e com isso aumento da capacidade de carga do mancal e
angulo de equilibrio sempre igual a 90°. Entdo, para se tentar sanar esses problemas, investigou-
se a solucdo para um mancal infinitamente curto. Desde 1929, essa idéia ja era considerada,
porém, ela s6 ganhou projecio em 1952 quando Ocvirk forneceu uma solucdo completa e
detalhada para o problema de mancais curtos. Segundo Pinkus (1987), essa solucdo era mais
simples, compacta e elegante que a solu¢do para mancais longos.

Com os avangos cientificos produzidos, sobretudo devido as guerras mundiais, foram
criados os computadores, e tal fato ajudou muito no estudo de mancais hidrodindmicos finitos,

sendo que Pinkus (1956) foi o primeiro a utilizar os computadores para resolver a equacdo de



Reynolds completa, com as condi¢des de contorno adequadas. Ele obteve a solucdo ndo s6 para
mancais circulares, mas também para mancais elipticos (PINKUS, 1956) e trilobados (PINKUS,
1958).

Com o passar do tempo, a idéia, introduzida por Pinkus, de aplicar métodos numéricos na
andlise de mancais hidrodinadmicos passou a ser expandida, o que permitiu avaliar outros efeitos
de interesse nos mancais, além da distribuicdo de pressdo e forcas hidrodinamicas. Diante disso,
comecaram a ser estudados os efeitos térmicos nos mancais, através de andlises
termohidrodinamicas (THD).

Cope (1949) foi um dos primeiros a considerar a variacdo de temperatura no lubrificante
através da resolucdo da equagdo da energia, alterando, assim, sua viscosidade. Sua consideracao
foi muito simplificada, considerando temperatura constate na direcdo radial e ausé€ncia de
conducdo através do filme de 6leo e nas partes solidas.

A partir do trabalho de Cope, um dos trabalhos com grande destaque foi o de Hunter e
Zienkiewicz (1960). Naquele trabalho, os efeitos da variacdo de temperatura na espessura do
filme de 6leo, que garantem as variacOes de viscosidade, foram estudados para o caso cldssico de
um segmento inclinado infinitamente longo. A solu¢do numérica para mancais tipicos foi obtida
para diferentes condicdes de contorno térmicas (adiabdtico e isotérmico) e uma comparagcao com
os resultados da andlise classica foi feita. Dessa andlise se concluiu que a troca de calor através
da direcdo radial podia ser desprezada, assim, nenhuma variacdo de viscosidade ocorreria nessa
direcdo. Porém, através de trabalhos mais recentes, descobriu-se que essa conclusdo estava
equivocada.

Nos anos anteriores o estudo da lubrificacdo ficou debilitado, uma vez que varios novos
mecanismos de geracdo de pressdo, associados com a variacdo das propriedades do fluido no
filme, foram sugeridos, o que resultou em muitas simplificagdes para a equacdo de Reynolds,
sendo que cada simplificagdo era utilizada somente para uma determinada aplicacdo. Por esse
motivo, a equacdo de Reynolds comecou a ser encontrada em diversas formas, aplicada cada uma
a um determinado caso. Sendo assim, Dowson (1962) deduziu uma equacdo de Reynolds geral
que permitia a variacdo de quantidades relevantes, como viscosidade e densidade, tanto através
do filme de 6leo como ao longo do mesmo. Essa equacdo era derivada das equagdes

fundamentais da hidrodindmica com o minimo de hipéteses restritivas.



Esse mesmo Dowson, agora na companhia de March (1966), desenvolveu uma anélise
termohidrodindmica baseada em andlises experimentais. A andlise considerava uma solugdo
compativel das equacdes de Reynolds, energia e da condugdo térmica nos sélidos, para condi¢des
bi-dimensionais. Os resultados mostraram que a solucio estava de acordo com os experimentos.
A equacdo de Reynolds e da energia levavam em conta a variacdo das propriedades do
lubrificante nas coordenadas circunferencial e radial. Além disso, foi comprovado
experimentalmente que o eixo, devido ao seu movimento de rotacdo, podia ter sua temperatura
considerada constante por toda extensdo do mancal e que os gradientes axiais de temperatura na
parede do mancal sdo despreziveis.

Devido ao fato de a solucdo simultanea da Equacdo de Reynolds e da equacdo da energia
demandar um tempo computacional considerdvel, McCallion, Yousif e Lloyd (1970),
investigaram a precisdo das magnitudes dos pardmetros de operacdo avaliados a partir de um
método simplificado que desacopla essas duas equagdes no filme lubrificante, negligenciando
todos os termos de pressdo da equacdo da energia. O mancal estudado era de comprimento finito
sob acdo de um carregamento constante e os efeitos térmicos eram para dois modelos: o
isotérmico e o adiabdtico. O resultado encontrado foi comparado com resultados experimentais e,
segundo os autores, a simplificacdo foi eficiente e razoavelmente precisa para prever o
comportamento do mancal.

Em 1979, Mitsui (1979) e Yamada fizeram uma investigacido sobre o efeito da influéncia
das caracteristicas térmicas do lubrificante e das condicdes de operacdo do mancal no
comportamento do mesmo. Para tal, utilizaram uma equacdo da energia que basicamente levava
em conta o termo difusivo na direcdo radial do fluido e o termo convectivo na direcio
circunferencial, além da dissipacdo viscosa. Também existia troca de calor entre o fluido e o
mancal. Descobriram que as tanto as caracteristicas térmicas do lubrificante quando a velocidade
de rotacdo do eixo, possuem grande influéncia nas distribuicdes de temperatura e pressao € na
capacidade de sustentacdo do mancal.

Alguns anos mais tarde, Mitsui (1982) continuou esse estudo e publicou um artigo
mostrando a influéncia de modificagcdes geométricas no comportamento do mancal e os
resultados mostraram que a miaxima temperatura e sua localizagdo variam com a mudanga da
folga radial. Também, nesse mesmo ano, dando seqiiéncia a suas andlises, Mitsui (1982) deu

énfase a analise dinamica em mancais radiais, obtendo os coeficientes equivalentes de rigidez e



amortecimento, considerando a variacdo da viscosidade no filme de 6leo e as comparou com
dados experimentais, tendo uma boa aproximagao.

Esses coeficientes visam a melhora do cédlculo da velocidade critica do rotor pois insere a
flexibilidade do filme de 6leo. Contudo, esses coeficientes sao obtidos, usualmente através de
andlises experimentais. Sendo assim, Lund (1987) fez uma revisio de como se calcular
teoricamente esses coeficientes.

Era necessdrio, no entanto, melhorar o modelo tornando-o mais complexo. Nesse intuito,
Ferron, Frene e Boncompain (1983) estudaram o problema da temperatura em um mancal de
comprimento finito, cujas andlises realizadas levaram em conta a transferéncia de calor entre o
filme de 6leo, a parede do mancal e o eixo, considerando a cavitacdo e a recirculacdo do
lubrificante. A distribuicdo de pressdo e o campo de temperatura foram obtidos através da
solu¢do numérica da equacdo de Reynolds e da equagdo da energia pelo método das diferencas
finitas. Os resultados obtidos através das simulacdes computacionais foram comparados aos
resultados experimentais, apresentando uma boa concordancia.

As andlises termohidrodindmicas em mancais forneciam resultados significativos, que
intensificaram ainda mais a importancia de estudar a distribuicdo da temperatura em mancais
hidrodindmicos. Os métodos aplicados nessas andlises sdo robustos e eficientes, entretanto,
exigem um tempo computacional considerdvel por basearem na solucdo numérica completa da
equacdo de energia na forma tridimensional, acoplada com a equacdo de transferéncia de calor.
Dentro desse contexto, e visando acelerar a obtencdo de resultados, Lund e Hansen (1984),
propuseram um novo método para analisar as condi¢Oes de temperatura em mancais. A diferenca
basica do método proposto € a aproximacdo do perfil de temperatura, através da espessura de
filme, por um polindmio de quarta ordem, enquanto a variagdo da temperatura circunferencial é
expressa em termos da expansdo em séries de Fourier. Essas consideracOes simplificaram a
solu¢do da equacdo de energia, juntamente com a equacdo de transferéncia de calor, o que
possibilitou a obtencdo da solu¢do na forma fechada, resultando, assim, em um método mais
réapido em termos de tempo computacional.

Apesar da desvantagem do alto “custo” computacional, houve uma tendéncia em realizar os
estudos e as andlises em lubrificacdo termohidrodindmica através da solu¢do numérica da
equacdo de energia, acoplada a equacdo de transferéncia de calor, na forma tridimensional. Essa

tendéncia ocorreu basicamente devido a dois motivos: a precisao dos resultados obtidos através



desse método e por acreditar-se que, no futuro, com o desenvolvimento de novos computadores e
o aprimoramento dos métodos computacionais, o problema do tempo computacional seria
minimizado. Desta forma, Boncompain, Fillon e Frene (1986) realizaram novas andlises
termohidrodindmicas em mancais, aprimorando a forma de resolu¢do e adicionando novos
efeitos, como o escoamento reverso na entrada do lubrificante e a recirculagdo do fluxo de calor
ao longo da zona inativa (regido cujo gradiente de pressdao € nulo). Os métodos de diferencas
finitas e Gauss-Seidel foram aplicados para solucionar as equagdes diferenciais envolvidas nesse
trabalho. Para resolucdo, inicialmente, determinam-se as viscosidades do fluido em cada ponto, a
partir de um campo de temperatura inicial. Em seguida, calcula-se a distribui¢do de pressdo e a
velocidade do fluido em todos os pontos. Finalmente, sdo solucionadas, simultaneamente, a
equacdo de energia e a de transferéncia de calor, obtendo-se um novo campo de temperatura.
Esse processo de solucdo iterativo € realizado sucessivamente até atingir uma diferenca pontual
inferior a 0,1 %.

Além do problema do custo computacional, existiam outros. A mistura de lubrificante
quente e frio na reposicio de 6leo do mancal continuava sendo um problema critico na
determina¢do do desempenho do mancal. Com isso, Heshmat e Pinkus (1986) apresentaram uma
investigacdo conceitual e experimental dos mecanismos de mistura na entrada de 6leo em termos
de fluxos e temperaturas mais relevantes. Além das equacdes tedricas para a temperatura de
mistura, os resultados obtidos em uma série de experimentos visaram a medicao da temperatura
de mistura como uma fun¢do dos parametros do mancal. Também, equacdes empiricas, baseadas
nas correlagdes experimentais para a determinacdo da temperatura de mistura, foram
apresentadas para mancais radiais e axiais.

Rajalingham e Prabhu (1987) também investigaram a influéncia da temperatura em
mancais hidrodinamicos. Entretanto, Rajalingham e Prabhu enfatizaram a importancia dos efeitos
térmicos nas caracteristicas do mancal, ressaltando os erros envolvidos na estimagdo da
temperatura efetiva do filme lubrificante, através da teoria de mancal isoviscoso. As andlises
mostraram que, para um dado carregamento e velocidade, a dependéncia da viscosidade a
temperatura aumenta a razdo de excentricidade e a taxa de escoamento, sendo que, em contra
partida, reduz o angulo de atitude e o atrito viscoso no mancal.

No inicio da década de 90, Han e Paranjpe (1990) realizaram uma andlise

termohidrodindmica para avaliar o desempenho de mancais hidrodindmicos. Entretanto,
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diferentemente dos trabalhos anteriores, foi utilizado o método dos volumes finitos para a
resolucdo das equacdes envolvidas no problema. Segundo Han e Paranjpe, o método dos volumes
finitos, além de facilitar a implementacao das equagdes, permite obter resultados mais precisos e
estaveis, por ser baseado na equagdo da continuidade. De acordo com os resultados obtidos,
pode-se verificar que a pressdo de alimentacdo e a configuracdo da ranhura de alimentagdo
influenciam a distribui¢cdo de temperatura no mancal, afetando consideravelmente a capacidade
de carga e a perda de pressdo. Além disso, observou-se que a escolha das condicdes de contorno
de temperatura influencia fortemente a solu¢do, por isso deve-se tomar um cuidado especial nessa
estimacao, especificando valores realisticos. Por fim, Han e Paranjpe afirmam a importancia em
realizar a andlise termohidrodindmica utilizando o método dos volumes finitos, destacando a
facilidade em averiguar diversos casos, incluindo efeitos de fluxo reverso, cavitacdo e
recirculacao.

Fitzgerald e Neal (1992) investigaram a distribui¢do de temperatura e transferéncia de calor
em mancais hidrodindmicos, considerando como parametros de andlise a folga radial, a largura
do mancal e o carregamento aplicado. O objetivo deste trabalho foi avaliar a influéncia destes
parametros na distribuicdo de temperatura e na transferéncia de calor. Por esse motivo, foi
realizada uma série de testes experimentais em mancais hidrodinamicos, o que permitiu obter um
banco de resultados sobre o comportamento térmico em mancais.

Neste periodo, apesar do grande conhecimento em relacdo as condicdes
termohidrodindmicas em mancais sob regime permanente, o0 comportamento termohidrodinamico
em mancais em regime transiente ainda era incerto. Devido a necessidade em conhecer as
distribuicdes térmicas nos mancais, antes de atingir a condi¢do de equilibrio, Paranjpe e Han
(1995) analisaram as condi¢Oes termohidrodindmicas em mancais durante o regime transiente.
Essa analise sob regime transiente foi realizada considerando um carregamento dinidmico no
mancal (carregamento senoidal). Desta forma, diferentemente das andlises anteriores, para cada
instante de tempo, obtém-se um novo balanco de for¢a que resultard uma nova excentricidade,
assim, depois de conhecida a posicio do eixo no mancal, realiza-se a avaliacio
termohidrodindmica no mesmo. Os resultados obtidos nesse trabalho permitiram concluir que o
mancal atua como um reservatério de calor, absorvendo e liberando uma grande fracao do calor

total gerado (acima de 40%), sendo que apenas uma pequena fracdo (10%) do calor total gerado é
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transmitida as bordas. Além disso, pode-se verificar, também, que a temperatura no filme de 6leo
varia consideravelmente no tempo.

Com o passar do tempo, os modelos matematicos comecaram a ficar mais complexos e
reais, € com isso também surgiu a necessidade de se inserir realmente os elementos de vinculo no
comportamento das maquinas rotativas. Nesse sentido, foram desenvolvidos muitos trabalhos de
andlise, especialmente de vibracdes e estabilidade em rotores. Num desses trabalhos, Morton
(2008) faz uma revisdo das investigacOes sobre vibragdes sincronas instiveis em maquinas
rotativas. Esse comportamento era causado devido a modificagdes térmicas pela diferenca de
temperatura através do eixo nas regioes dos mancais e selos. Seguindo pela mesma linha de
raciocinio, Daniel, Alves e Cavalca (2010) estudaram o comportamento de um rotor Laval com
fundac@o rigida e suportada por mancais cilindricos. O rotor foi discretizado a partir do método
dos elementos finitos e 0 mancal possuia comportamento termohidrodindmico. Pdde-se observar
que, devido ao aumento de temperatura causado pelo cisalhamento viscoso, houve uma mudanga
na freqiiéncia natural do sistema. No entanto, essa mudanca sé é expressiva em maquinas com
altas velocidades de rotacgdo.

Sendo assim, o presente trabalho tem como objetivo analisar a influencia do aquecimento
do filme de lubrificante, devido ao cisalhamento viscoso, no comportamento de um mancal radial
cilindrico e o seu conseqiiente impacto nos coeficientes dindmicos equivalentes do filme de
lubrificante. Para isso serd analisada, para o modelo termohidrodindmico, a distribuicdo de
pressdo e temperatura no filme, os coeficientes dinamicos equivalentes de rigidez e
amortecimento assim como a resposta ao desbalanceamento para um rotor suportado por mancais
hidrodindmicos. Esses resultados serdo comparados com os resultados obtidos a partir do modelo

hidrodinamico cléassico.
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3. Modelagem Matematica

A distribuicdo de temperaturas no interior do filme de 6leo de um mancal depende de
muitos fatores, dentre os quais se destacam a viscosidade do fluido, a distribuicdo de pressoes
presente, as eventuais trocas de calor do 6leo com as partes sélidas e a mistura do 6leo presente
no mancal com o 6leo de reposicdo. Assim, deve-se escolher cuidadosamente e criteriosamente as
hipéteses do modelo matemdtico a ser adotado na determinacdo tedrica dos valores de
temperatura do mancal. Levando isso em consideracdo, neste capitulo, serdo apresentados o
modelo matematico do mancal em estudo e suas respectivas hipdteses para a determinacdo da

distribuicdo de temperatura no filme de dleo.

3.1. Descricao do Problema

Os mancais radiais sdo usados para suportar eixos e para sustentar carga radial com o
minimo de perda de carga e atrito. Sao dependentes do movimento do eixo para gerar pressdes no
filme de fluido que suportem a carga aplicada. A geometria mais comum para um mancal radial é
mostrada na Figura 3.1. O eixo, normalmente, ndo gira concéntrico com o mancal. O
deslocamento do centro do eixo relativo ao centro do mancal é conhecido como excentricidade. A
posicdo de excentricidade do eixo, assim como a folga do mancal, sdo influenciadas pela carga
que esta sendo suportada. A excentricidade € auto-ajustada até que a carga seja balanceada pela
pressdo gerada no filme de fluido convergente. A pressdo gerada e a capacidade de suportar
cargas, geralmente dependem da excentricidade do eixo, da velocidade angular, do efeito de
viscosidade do lubrificante, e das dimensdes do mancal e sua folga. Essa pressdo € representada

matematicamente pela equaciao de Reynolds.
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Figura 3.2: Distribuicao de pressao (NORTON, 2004).

A forma isoviscosa da equacdo de Reynolds é comumente usada como base para  analise

de desempenho de mancais. Como o desempenho de tais elementos de maquina € fortemente
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dependente da lubrificacdo viscosa, e como a viscosidade de lubrificantes comuns é funcdo da
temperatura, os resultados da teoria cldssica podem ser utilizados somente em casos em que o
aumento da temperatura do lubrificante seja desprezivel. Assim, é necessdria a obtencdo do

campo de temperatura, que € obtido a partir da equacdo da energia, para a determinacdo da

viscosidade real do sistema.
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Indimeras férmulas empiricas t€ém sido propostas para se obter a viscosidade a partir da
temperatura e, geralmente, eram descritas em cartas de viscosidade como a da Figura 3.3. Mas,
atualmente, com o advento de aparelhos reoldgicos, € possivel obter equagdes precisas.

Com essa anélise € possivel obter a posicao de equilibrio do eixo no interior do mancal, que
acontece quando a forgca vertical no mancal € igual ao carregamento imposto e as forcas
horizontais se anulam. A partir da posi¢cdo de equilibrio tem-se a andlise dos coeficientes
equivalentes de rigidez e amortecimento do mancal, que sdo obtidos a partir de pequenos
deslocamentos impostos ao eixo em torno da posicao de equilibrio deste no interior do mancal.

Pode-se, entdo, utilizar esses dados na obten¢do do comportamento da maquina rotativa.

3.2. Viscosidade

A friccdo, entre duas superficies que se encontram completamente separadas, se dd somente
pelo atrito interno do liquido que as separam, e recebe o nome de viscosidade. Newton, em 1687,

descobriu que a viscosidade absoluta de um liquido pode ser definida como:

(3.1,

v |8

no qual 7 é a tensdo de cisalhamento, s € a taxa de deformacdo por cisalhamento, e u

viscosidade absoluta.
Os fluidos que possuem tensdo de cisalhamento diretamente proporcional a taxa de
deformacio sao denominados de fluidos Newtonianos e, a relagdo entre estes, de viscosidade.
Portanto, viscosidade pode ser definida como a resisténcia a deformacio dos fluidos em
movimento, sendo que ela ndo se manifesta se o fluido se encontrar em repouso (HAMROCK,
1994). A acdo da viscosidade representa uma forma de atrito interno, exercendo-se entre
particulas adjacentes que se deslocam a diferentes velocidades. A viscosidade € uma propriedade

termodinamica (dependente da temperatura e da pressao).
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Observando a equacdo (3.1) e a Figura 3.4, pode-se entender melhor o conceito de
viscosidade. Na figura abaixo, temos o plano superior movendo-se com velocidade constante u e

o plano inferior estaciondrio.

oooooooc'
SO0

- Plano Estacionario

Figura 3.4: Ilustracdo fisica do postulado de Newton (HAMROCK, 1994).

As moléculas de fluido podem ser visualizadas como esferas que rolam através dos planos.
Como o fluido ird molhar e aderir as superficies, as esferas inferiores ndo se moverdo, enquanto
que as esferas superiores se moverdo com velocidade igual ao do plano superior. As esferas
intermedidrias se moverdo com uma velocidade diretamente proporcional entre os dois planos.
Esse tipo de movimento entre camadas paralelas € conhecido como escoamento viscoso.

Entdo, Newton definiu:

s = taxa de deformacao por cisalhamento =

> =

u
hl h2
no qual: u, € a velocidade do n-ésimo plano e s, € a distincia entre o n-€simo plano e o plano

inferior.
Newton corretamente deduziu que a for¢a necessaria para manter constante a velocidade u
do plano superior € proporcional a drea A e ao gradiente de velocidade ou taxa de deformacao

cisalhante (s ). Assim:

u

onde f € a forca para se manter constante a velocidade e A a drea.
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Rearranjando a equacdo (3.2) temos:

f
=é (3.3),

no qual % ¢ a tensdo de cisalhamento e % a taxa de deformacdo por cisalhamento.

Alguns outros aspectos importantes sobre a viscosidade sdo:

1. A resisténcia viscosa do fluido aumenta com a taxa de deformagdo. A forca
requerida quando o fluxo € rapido € maior que a for¢a quando o fluxo € lento.

2. A viscosidade diminui com o aumento da temperatura. A maior energia térmica
permite que as moléculas se desprendam, ou seja, menores forcas externas sdo necessarias pra
romper as ligacoes.

3. A viscosidade de um liquido geralmente aumenta com o aumento da pressdo. A
viscosidade deve aumentar em vdérias ordens de magnitude. Isto implica que quanto mais se tenta
“apertar” o lubrificante, maior serd a viscosidade e maior serd sua resisténcia a extrusdo. No
entanto, essa variacdo € bem menor que o decréscimo da viscosidade devido ao aumento da

temperatura.

3.3 Equacoes de Conservacao

As relacOes bdsicas para uma andlise de transporte convectivo podem ser baseadas na
complexidade do problema a ser resolvido. Tais relagdes podem ser divididas em duas categorias:
principios de conservacdo e equacdes de taxa.

Os principios de conservacgdo sdo fundamentais para qualquer estudo de fendmenos fisicos.
Quantidades fisicas conservativas sdo: massa, energia, espécie de massa (na auséncia de reagdes
quimicas), e carga elétrica.

E necessdrio ser capaz de predizer a taxa na qual a quantidade pode ser difundida

relativamente ao meio que atravessa. As equacdes que descrevem tal comportamento sao
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chamadas de equacdes de taxa, ou de relagdes fenomenoldgicas, devido a uma pertencer ao

fendmeno da condugdo de calor, uma ao fendmeno da conducio elétrica e assim por diante.

3.3.1. Conservacao de Massa

O principio da conservagdo de massa € aplicado, primeiramente, a0 volume de controle
mostrado na Figura 3.5. Esse principio diz que a massa de um sistema de identidade fixa (sistema
sempre composto das mesmas particulas de massa) € constante. O sistema serd contido pela linha
pontilhada. Conforme o fluido escoa e distorce o sistema, a linha pontilhada também se move e
distorce de maneira a manter em seu interior as mesmas particulas de fluido. A linha cheia denota
um volume de controle arbitrario, no qual o sistema inicialmente era contido. No tempo ¢ o
sistema ocupava as regides 1 e 3; no tempo posterior 7+ Az, ocupa as regides 1 e 2. E
pressuposto que o tempo At seja suficientemente pequeno para que a regido 1 ocupe uma parte

do volume de controle. Assim:

m, (t)+my(t) = m,(t+ At)+m, (t + Ar),

no qual m, (r) é a massa da regido n no instante 7 e m, (t + Ar) é a massa da regido n no instante

t+Ar.

Rearranjando:

m, (t + At)—m, (t) = m, (t) —m, (¢ + At)
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a
Vrsistivo < ~ ™ Limite do sistema em
s = t+ At

4 /
Vhudo = Vame + Visitivo rd
Vires /
|
2 L
|
/
Vﬂulﬂn J’
e
Visistivo Y 4
s

Volume de Controle -

Vo limite do sistema em t

Figura 3.5: Volume de controle geral no qual ha escoamento de fluido (BURMEISTER, 1983).
Dividindo por A¢ temos:

m, (t +At)—m,(t) _m (t) my(e+Ar)

3.4).
At At At (34)

No limite quando Ar — 0, a regido 1 coincide com o volume de controle. No entanto, é
permitido interpretar as partes da equacao (3.4). A parte esquerda da equagdo representa a taxa na
qual a massa € mantida no volume de controle. O primeiro termo do lado direito representa a taxa
no qual a massa entra no volume de controle, desde que a massa m, (), inicialmente ocupando a
regido 3, seja substituida se o fluido for continuo. O segundo termo do lado direito representa a
taxa no qual a massa deixa o volume de controle, desde que a massa m, (t+ Ar) na regido 2
estivesse inicialmente dentro do volume de controle. O principio de conservacdo de massa para o

volume de controle pode ser entdo escrito como:

2 M armazenado = 2 Mentra — 2 M sai (35),

no qual a notacdo pontual significa taxa com relagdo ao tempo.
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Essa equacdo pode ser reformulada na forma integral como:
a - -
E[[Vp-dV]z—Lp-(Vm-dAj (3.6),

desde que a massa, em qualquer volume infinitesimal dV , seja p-dV , onde p € a densidade do

fluido, e a taxa liquida na qual o fluxo de massa, através de uma 4rea infinitesimal dA, seja

p-(VolﬂMdo—Volma)-cosﬁ-dA ou p-Vuu-dA, onde V,, € o vetor velocidade relativa,

assumindo que a normal da superficie aponta para fora do volume de controle.
Utilizando o teorema do divergente, que relaciona integral de volume com integral de

superficie de acordo com:
[x-aa=] V(Xj-dv,
A \4

no qual V(X j € o divergente do vetor X . Pode-se manipular a equacdo (3.6) para uma forma

- -
mais conveniente. Reconhecendo que X = p -V ., temos:

2{j p-av)s jvdiv(p-‘_/)mj-dv ~0 3.

A equagdo (3.7) é aplicada a um volume de controle que pode ser distorcido. Quando o
volume possui formato fixo (caso de maior interesse particular) a derivada no tempo pode ser

incluida no integral:

.[V{aa—f+div(p-‘7mﬂ-dV=0 (3.8).
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Focando a atencdo para um volume de controle infinitesimal (sobre o qual ndo ha alteracdo

significativa das propriedades), a equacdo (3.8) pode ser aproximada por:

aa—f+div(p-‘_/>mj ) (3.9).

e pode ser chamada de uma forma de lei-de-conservagao.

- - -

Se o volume de controle for considerado imével, V. =0 € entdo V. =V puidgo.

Denotando V ,; por somente V' temos (BURMEISTER, 1983):

aa—f+div(p-‘_/>j 0 (3.10).

A equacgdo (3.10) é chamada de Equacdo da Continuidade e consiste no principio de

conservagdo de massa mais util para volume de controle infinitesimal.

Considerando ‘7 =u- 7+v : ;')+ w-z e o operador div :i- i+—- j+—- k,aequacdo da
ox dy oz
continuidade pode ser escrita como:
dp 0 d d
—+—(p-u)+—p-v)+—(p-w)=0 3.11).
R L) ay(/o )+ (o) (3.11)
ap

No estado estacionario 8_ =0, e para densidade constante temos:
t

ou Jdv  ow

—+—+—=0 3.12).
8x+8y+az G-12)
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3.3.2. Conservacao da Quantidade de Movimento

O movimento de uma particula de fluido deve ser influenciado por forcas externas agindo
sobre a massa, um fato que pode ser levado em conta pelo uso da segunda lei de Newton. A

segunda lei de Newton para um sistema de coordenadas inercial e de identidade fixa é:
F =i(m-vj (3.13).
dt

A quantidade de movimento do sistema m -V muda com o tempo devido a acdo de forcas
externas. No entanto, a varia¢do na quantidade de movimento € armazenada no sistema e pode ser

dito que:

L]
[
F = Qarmazenado ’

- -
onde Q ¢ a taxa de quantidade de movimento no tempo, e F age como um termo gerador da

quantidade de movimento.

Como € impraticdvel identificar permanentemente um sistema de identidade fixa em um
fluido em movimento, a segunda lei de Newton na forma da equagdo (3.13) ndo é diretamente
aplicavel. Portanto, deve-se encontrar uma forma apropriada para o volume de controle através
do qual escoa fluido nas superficies. Para esse fim, um sistema de identidade fixa € definido e
seguido por um curto periodo de tempo Ar. Referindo-se a Figura 3.5, € visto que a quantidade

de movimento inicial do sistema é:

— —

m,-Vi(t)+m, -Vs(t),

e a final:
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— -

m, - Vi(t+At)+m, -Vo(t+ Ar).
- - :
onde V,(r) é o vetor velocidade da massa n no instante ¢ e V,.(t+Ar) é o vetor velocidade da
massa n no instante 7+ At. A variagdo na quantidade de movimento é:

— — — —

Am-V =m,-Vi(t+At)—m, -X71(t)+m2 Valt+Ar)—m, -Vs(t).

Dividindo por At e substituindo na equagao (3.13):

—

m, -‘71(t+At)—m1 -\71(t)+ my-Va(t+Ar) m, -‘73(t)
At At At

5
F = (3.14).

No limite quando Ar — 0, a regido 1, da Figura 3.5, coincide com o volume de controle.
Os termos da equacdo acima podem ser interpretados da mesma maneira que na equacgdo da

continuidade, ja que esses termos tém forma idéntica. Assim, a equagdo (3.14) pode ser escrito

COmo:

F+ Qem‘ra - Q sai Q armazenado (3 15)

5
no qual Q designa o vetor quantidade de movimento.

A equacdo (3.15) é a forma geral mais conveniente da segunda lei de Newton. Deve ser
lembrado que essa é uma equacdo vetorial, havendo 3 componentes.

Pode-se novamente escrever a equacao anterior na forma integral como:

- - - - a -
F—jAV-p-Vre/-dA=§Dvp-v-clV} (3.16).
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O segundo termo do lado esquerdo € o fluxo liquido de quantidade de movimento, que é

quantidade de movimento por unidade de massaxtaxa de massa escoada. O vetor identidade
.[A y-(x-dAj = j{y-div(x)+(x° Vj-y]dv permite que uma integral de superficie seja

expressa como integral sobre o volume envolto pela superficie. Assim, a equagdo (3.16) se torna:
I_;:ijp-‘_/)-dv [ |Vedis| p-Vea |+ pViaoV |V |-av 3.17)
at v v re re . .

Se o volume de controle for de formato fixo:

;:j i p‘_; +‘_/>le p"_;rel + p"_;rel.v ‘_/) dV
V| ot

Se o volume de controle for de tamanho infinitesimal, de forma que ndo haja nenhuma

variacdo de propriedades em sua extensdo, a relacdo € aproximada por:

;‘ a - - - - -
- = V +Vd 'Vre + 'Vre V V
av  or (p j W(p 'j (p a j

que é uma forma de lei-de-conservacdo. Essa equacao pode ser rearranjada como:

—

F =lop . ( = v (= >
_:V _+d 'Vre + |+ Vre V V .
v {at W(p 'H P ( a j

Devido a equagdo da continuidade o primeiro termo do lado direito € igual a zero, entdo, a

segunda lei de Newton aplicada a um volume de controle infinitesimal de formato fixo é:
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Lep %_Y{?m,-vj-? (3.18).

A notacdo em derivada total nos dd uma forma mais compacta:

F_ DV
_,.2v 3.19).
v " b G-19

O significado da derivada total pode ser visto a seguir: considere somente a componente x

de velocidade, u .
u=f(x,y,z1)
A mudanca em u que ocorre no tempo dr é:

Duza—u-dt+a—u-dx+a—u-dy+a—u-dz
ot ox dy oz

No limite quando dt — 0, dx/dt =u, dy/dt =v e dz/dt =w. Assim, dividindo a equagdo

anterior por dt, a derivada total para a componente u pode ser escrita como:

Du Ju du ou ou
st — Ut — VA — W
Dt ot ox dy oz

Analogamente, para as componentes v € u da velocidade:

Dv oJv ov v v
=t Ut — vt — W
Dt ot Ox dy oz
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Dw du ow ow ow
st Ut — v — W

Dt o ox dy 0z

Fazendo algumas manipulagdes matematicas, podemos chegar a um modelo alternativo da

derivada total:

D( ) a( ) ‘7re1°V( )

. S S A

Dt ot

5
onde V , € o vetor velocidade relativa.

—

- -
No caso em que o volume de controle € estaciondrio, V.. =0, entdo Vi =V puido.

Eliminando o subindice, V representa a velocidade do fluido e a equacdo (4.18) passa a ser

(BURMEISTER, 1983):
F_, aa_VJr(‘?.vj.x? (3.20).

- -

Em coordenadas retangulares no qual F=F -i+F -j+F -k e V=u-i+v-j+w-k

tem-se:

R (ou, ,ou,  du O (3.21a);
dx-dy-dz P ot ox dy oz T
1?, v ov v ov
v (v ow ov oy 3.21b);
dx-dy-dz P (at—i_u ax+v 8y+w azj ( :
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I*:: (aw ow ow 8wj
= —tu-—+v-—=+w:

o ox 9y oz

T — ). 3.21c¢).
dx-dy-dz P ( )

o Tzs

——— Tx.\“

Figura 3.6: Forgas de superficie e de campo agindo em um volume de controle estaciondrio com

coordenadas retangulares (BURMEISTER, 1983).

As forcas externas agindo sobre um volume de controle influenciam fortemente o
movimento do fluido. Essas forcas também agem na superficie do volume de controle e sio
chamadas forcas de superficie, ou ainda, agem em toda massa distribuida no volume controle e
sdo chamadas forcas de corpo. A Figura 3.6, mostra um volume de controle sobre a acdo de
forgas de superficie (tensdes 7, ) e sobre a forga de campo denotada por B . Assim, a componente

x da forga vale:

—
Fx - (TUXJFAZX’Y»Z»%M B Z-U)(7%’y’z’tmm ) . Ay . AZ * [Tyx)(’erAy’z’t - f j | Ax | AZ '
2

med > YT Dl
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+ (szx,y,erAz,tmm - szx,y,z—%,tmm j “Ax- Ay + B”’y,z’tmm “Ax-Ay-Az.

Dividindo por Ax-Ay-Az e tomando o limite tendendo a zero de todas as quantidades

diferenciais, obtém-se:

F or. 0T, Ot
X B 4 xx 4 Xy + X2 322 ,
dv Y ox dy 0z (3:22)

0
Du o7, 97, 07, (3.23a).

De forma similar:

Dv _ o ar,, 97, 97, (3.23b)
Dv_p  C 0T | 0T 23b);
Dt 7 ox dy 0z
ot
Dw _ B. + I7, L0007, (3.23¢).

z

Observa-se que tensdo em soOlidos € relacionada com deformagdo, enquanto tensdo em

liquidos € relacionada com velocidade (taxa na qual ocorre deslocamento).

Para alguns fluidos, existe uma relacdo linear entre tensdo e velocidade, tais fluidos sdo

chamados de fluidos newtonianos. Para um fluido newtoniano, tais relaces podem ser escritas

matematicamente como:

Xy

aI/t av
=u- = 3.24a);
( dy 8x} " (3.24)
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Ty =H (Q + a—WJ =17, (3.24b);

dz dy
ow Jdu
U | —+—|= 3.24¢);
TU:_pw-[z-a—”—z-vﬂ (3.24d):
ox 3
r. =—p+y-(2-@—3-vx7j (3.24¢);
- dy 3
fz,=—p+u-[2-a—w—3-v?j (3.241).
' 0z 3

A tensdo normal a superficie 7, € composta da soma da pressdo hidrostatica p e a tensdo

T +T,v,v +7,

viscosa, onde p =— 3

Assim, introduzindo as relagdes (3.24) nas equagdes (3.23) de movimento que seguem da

segunda lei de Newton, obtém-se:

Du ogp 0 ou 2 _= 0 ou ov 0 ow du
Rty S AU [N [N Wity v [+ 2| g | 22+ 2 | 2222
P Dt " 8x+8 {,u [ ox 3 j}_ay{u (ay-'_axﬂ—i_az{ﬂ [ax-'_azﬂ

(3.25a);

Dy dgp 0 ou ov 0 v 2 _= 0 ov  ow
g LY LT Ly 2 vv ||+ 2| 4 | &2
P Dt 8y+8x{u (ay—i_axﬂ—i_ay{u ( dy 3 H—i_az{ﬂ (8Z+ ayﬂ

(3.25b);
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Dw dgp 0 ow du 0 ov  dw 0 ow 2 _=
g L T L N ) s S g 2 2 vV
P o T afai”(aﬁazj}ay{” (afayﬂﬁy{”[ 3z 3 H

As equagdes (3.25) também sdo conhecidas como equacdes de Navier-Stokes. Quando a

viscosidade € constante e expandindo as derivadas temos:

Du op 0 [auj o(du) 0 [8uj 0 [8uj ) [avj 0 [awj 28V‘_/>
p——=B ——+pui—|—|+—| = |+ =] — ||+ = = |+ =] = |+ =—| = ||-=
Dt ox ox\dx) dyldy) dz\oz ox\dx ) dy\ldx) oz\ ox 3 ox

. ) (2
O segundo colchete dentro da chave é reconhecido por ser simplesmente a—(VVj se a
X

ordem de diferenciacdo € trocada em cada termo. Entdo, a equacao de movimento na direcdo x é:

Du B a_p o’'u d*u d%u IBV\_;

== =B, ——+u- bt =
P Dt " ox # ox*> 9y’ 9z 3 ox

(3.26).

As equacdes de movimento para as outras duas direcdes sdo da mesma forma. No caso

geral, com viscosidade constante, a equagdo pode ser expressa como (BURMEISTER, 1983):

—

p-ﬂ=E—Vp+ﬂ- V2;+1-V(V;j :
Dt 3

Se a densidade também for constante, a equagcdo (3.10) da continuidade mostra que

5
VV =0. Entdo, as equacdes de movimento sdo:

Du op ’u d’u du
p-—=B8 ——+y-(ax2 +8y2 + % (3.27a);
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2 2 2
p g Wy [0V, O O (3.27b);
Dt 7 9y ox” dy° 0z
Dw ap ’w  9*w 9w
- - F . + + 3.27c¢).
P Dt o0z # (axz dy>  9z° (
Essas equagdes podem ser descritas por uma equacao vetorial da forma:
p-%:B—Vp+,u-V2V (3.28).
t

3.3.3. Conservacao da Energia

O principio da conservacdo de energia € muito familiar na forma aplicada a um sistema de
identidade fixa. Também se sabe que a primeira lei da termodindmica é expressa em termos

matematicos por:

Qem‘m = AE + ani (329)’

no qual, Q

entra

¢ o calor transferido para o sistema a partir da vizinhanca, W _, € o trabalho

realizado pelo sistema na vizinhanga, e AE € a variacdo na energia interna do sistema. Deve ser
lembrado que a massa do sistema pode armazenar energia internamente, entdo, a energia interna

é:

E=E

cinética + E[mtencial + Etensdosup erficial + Eeletmmagnética + térmica *

Para o desenvolvimento desta secdo, as possiveis contribuicdes das tensdes superficiais,

eletromagnéticas, e outras formas, sdo tomadas como inalteradas pelo processo fisico, sendo
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desprezados. Também a energia potencial devido a localizacdo do corpo em um campo de forca é

considerada ser resultado do trabalho feito pela forca de campo. Com essas premissas:

E=E

cinética + térmica *

Para direcionar o principio da conservagio da energia na forma necessdria para a aplicacao
em um volume de controle no qual escoa fluido, a equagdo (3.29) € aplicada no sistema da Figura
3.5 por um curto periodo de tempo Az . Durante esse intervalo de tempo a variagdo na energia

interna no sistema é:
AE = [E, (t + At)+ E, (t + At)| - [E, (£) + E, (1))

onde E, (r) é a energia interna da regido n no instante ¢ e E, (t + Ar) a energia interna da regido

n no instante ¢+ Ar. Inserindo esse resultado na equacgdo (3.29) e dividindo por Az temos:

sai

At At At At At

Qem‘ra _W i El(t+At)_El(t)+E2(t+At) E3(t)

No limite quando Ar — 0 os termos no lado direito da equagdo acima, podem ser
interpretados como a taxa de energia interna entrando e saindo, respectivamente, como dito
anteriormente. Entdo o principio de conservacio de energia para um volume de controle pode ser

eXpresso por:

Qem‘ra - W sai = Earmazenada - Eem‘ra + Esai (330)

Pode-se escrever essa equagdo na forma integral como:

Q=W =%[Jve-p-dV]+jAe-[p-?m-de,
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no qual, e representa a energia interna por unidade de massa. O teorema do divergente permite

que uma integral de 4rea seja transformada em uma integral de volume, gerando:

Qemm_v;/mi = %[[Ve P dV]+ .[vv(e : p-‘_/)reljdV .

Para um volume de controle com formato fixo, a ordem de integracao e diferenciacdo pode

ser invertida. Assim:

L] d N
=] [ 2 o5 e ar.

Para um volume de controle infinitesimal, essa relacao se torna:

L]
Qem‘m _ W sai

3.31),
dv dv (331

i(e-,o)+V(e-,o-X7mj=
dt

que é uma forma de lei-de-conservacdo. A equagdo (3.31) pode ser rearranjada:

e d—p+V(p-\7rezj +p- £+V(\7,610Vej _ Lo _WW'.
dt dt av  dv

z

O primeiro termo entre colchetes € igual a zero devido a equag¢do da continuidade, € o

) De . ~
segundo termo entre colchetes pode ser escrito como D Assim, a equacdo (3.31) se torna:
t

De _ Qem‘m Wsai

3.32).
P Dt dv dv (332
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Os dois termos do lado direito devem ser avaliados. O termo Q serd tratado primeiro.

entra
Calor entra no volume de controle por difusdo relativa ao escoamento total e devido ao
movimento randomico das moléculas. Também é possivel que algumas energias que entrem no
volume de controle nas formas quimica, atdmica, ou eletromagnética, sejam convertidas em

energia térmica, agindo como fonte interna de calor distribuido. Entdo:

S gdA+ [ aav (3.32a),

no qual, ¢ € o fluxo difusivo de calor e ¢'''é a taxa na qual a energia térmica é liberada por

unidade de volume. Usando mais uma vez o teorema do divergente, tem-se:

Vv

Q.. = | {q”'—V@]dV (3.32b).

Para um volume de controle infinitesimal:

S ala)
entra _ 111_\7 3.32¢).
=g q ( )

Inserindo o resultado da expressdo (3.32a) na equacdo (3.32), tem-se a equacdo da energia

para um volume de controle infinitesimal e rigido, que ¢ (BURMEISTER, 1983):

De - W?ai
b v/ —_g'"=—— 3.33).
Y Dr (qj q e (3.33)

Expandindo para coordenadas retangulares:

de de de de dq. 99, g - W sai
S22, %0 % o Ty 0| e W 3.34),
P (at”‘ 8x+v 8y+w azj-{ ox i dy i 0z 7 dx-dy-dz (534
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A equacgdo (3.33) é a equacdo da conservacdo da energia mais geral e independente de
qualquer sistema de coordenadas, ela representa:
Fluxo de energia total = conveccdo total + difusdo relativa ao movimento total.

Sabe-se que:

- W sai = _Wem‘m

que € o trabalho realizado pelo meio na massa dentro do volume de controle. A taxa de trabalho é
o produto escalar da forca exercida pelo meio e da velocidade da particula exercendo a forca.

Desde que a particula exercendo a forca esteja tocando o volume de controle, sua velocidade sera

a velocidade do fluido na superficie do volume de controle. A Figura 3.7 mostra ‘i/em‘m em umas
das superficies do volume de controle. Termos similares aparecem nas outras faces. A forca de
campo ¢ mostrada realizando trabalho. Isso € permissivel no dominio fisico, apesar de significar
que a energia potencial devido a posi¢cdo no campo de for¢a ndo pode ser também considerada
parte da energia interna da massa no volume de controle. Coletando os termos, dividindo-os por

Ax- Ay - Az, e tomando o limite tendendo a zero das quantidades diferenciais, temos:

Wi 9 2% ) (e SRLCIN R TLCI MR TR .
dV - a_X' (Txx I/t)+ ay (Tyx I/t)+ aZ (sz I/t)+ B x u+ aX (Txy V)+ ay (Tyy V)+ aZ (sz V)+ B,\' v+
d d d
+a(rﬂ W)+_ay (.. w)+—aZ (z.-w)+B. -w (3.35)

- ‘i/ sai a T a Tyx a T a Txv a T\'\' a Tzv
=u-|——+——+—=—>+B_ |+v- —+——+—+B |+
ox dy oz ! ox dy 0z ’

. J ou ou ou ov v ov
-+ B, +T”8_+T —+
x

. T 4T, —+T, —+T, —+
Y ay x aZ Y ax yy ay 2y aZ
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s taw

(Ax Ay Az
B ”{i-\'. V. i 1,

Ayiz
—)-—Txx”/:r. +Axj2, ¥, 2, by,
AyAsz
TeaWx Bxi2, ¥,z 1,

/ﬁy.ﬁ.z —_——

T Ty xM T Axf2,. 9,2 t,, I

_ Ayisz &
T-“Jv'v/:r.— ﬂ.t',l'%,‘y, . .-i'.z/
L/ /
L |
= Ax =

Figura 3.7: Trabalho realizado pela superficie e forcas de campo em um volume de controle

estaciondrio com coordenadas retangulares (BURMEISTER, 1983).

De outra maneira:

—W sui _M.p.&+v.p.&+w.p.ﬂ+f a—u+T a—u+T a—u-l-’l' Q‘l‘f a—v+T a_v+
dV Dl‘ Dt Dt xx ax X ay x aZ Xy ax Yy ay 2y aZ
i, Mg MW W (3.36).

7 —
Xz ax vz ay z az

S A ~ . D (E._ .
Os primeiros trés termos da equagdo (3.36) constituem p-—-| —*“““ | como pode ser
Dt \ massa

visto somando-os:

2 2 2 2 2 2 2
D[V D(u*+vi+w?) p (Du’ Dv' Dw Du  Dv_ _ Dw
Dt 2 Dt 2 Dt Dt Dt Dt Dt Dt
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Introduzindo a expressdo precedente para —% na equacdo (3.33) e fazendo a energia

interna por unidade de massa devido a temperatura ser [ =e—E

VI

massa) =e — > encontra-se:

(por unidade de

cinética

pZ+V

(*j . ou ou ou ov ov ov ow ow ow
Dt A

— 4T, —+ T, —+T, —
K * dy 0z

AT — AT — AT, —F T — T, —+
ox dy “oz Yox Yoy Yoz © ox

(3.37)

E importante notar que tanto a energia cinética quanto a energia potencial foram
consideradas e foi mostrado estarem fora da equacdo da “energia”. Como se encontra, a equagcao

(3.37) € aplicado a todos os fluidos e s6lidos, mas ndo € uma verdadeira equagdo da energia
(BURMEISTER, 1983).

Tensdes superficiais 7

; raramente sdo especificadas diretamente, entdo € necessario

relaciond-las com velocidades, que sdo especificadas mais comumente. Para um fluido
newtoniano, as equagdes (3.24) geram as relagdes necessdrias para um volume de controle de

coordenadas retangulares. Introduzindo-as na equacao (3.37) temos:

.Z+V(_>j— "M__py. a_u+a_v+a_w + u- 2[a_uj2_za_uvx_/> + a_u+ﬁ a_u +
P Dt 7)1 P ox dy 0z # ox 3 ox dy ox| dy
[aw au} ou |du OJv| dv Y 2w - dv ow | dv [aw au} ow
tUS =+ | ==+ 2| =] == VVI i+l —+— | —+|—+— | —
ox 0z | dz |dy Ox| ox dy 3 dy dz dy | dz |odx dz| oz

v ow | ow ow) 2 ow _-
Y A AT Iy I A A VvV ;.
+ U ﬂafay} ayJ{ [azj 3 0 }

onde p € a pressdo. Essa equagdo pode ser escrita em uma forma geral mais compacta como:
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DI - =
p-E+V(qj—q'”=—p-VV+,u-CI> (3.38).

Aqui, @ € definido em coordenadas cartesianas como:

2 2 2 N2 2 2 2

db=2. [a_uj + @ +[a_wj _%(VVJ + a_u+a_v + Q_Fa_w +[a_w+a_uj
ox dy oz 3 dy Ox dz dy ox 0z

(3.39).

e é chamada de funcdo de dissipagdo, e representa a conversdo irreversivel de formas de energia

mecanica em energia térmica. Os termos ao quadrado mostram a irreversibilidade desde que

5
& >0 e sempre agem como fonte de energia térmica. Em contraste p-VV representa o trabalho

reversivel no meio pela expansido da massa dentro do volume de controle.

A equacgdo da “energia” na forma da equacdo (3.38) apresenta formas de energia térmica no
lado esquerdo e formas de energia mecanica no lado direito. Apesar de correta, ¢ mais
conveniente apresentar somente formas térmicas de energia. Isso pode ser satisfeito introduzindo
entalpia por unidade de massa ( H ) como forma de substituir a energia interna por unidade de
massa (/). Como sabe-se a entalpia representa a medida de energia que estd disponivel na forma

de calor, assim, por defini¢ao:

H=1+2.
P
Entao:
DI DH |, Dp ., Dp
Rt _ Nt RTINS Nadudl 3.40).
Dt Dt Dt pep Dt ( )
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A equacdo da continuidade (3.10) mostra que o ultimo termo dessa relacdo € igual a

—p-p~ -divV . Incorporando esta relacio na equacdo (3.40) e substituindo o resultado na

equacgdo (3.38) é possivel obter:

DH . (- Dp
0._+dlv - '”:—+ @ 341 .
Dt (qj 1 Dt 7 ( )

Como para um fluido é comum passar por um processo proximo de pressdo constante,

D
entiao 2P 0.
Dt

Para uma substincia pura na auséncia de movimento, tensdo superficial e efeitos
eletromagnéticos, existem apenas duas propriedades independentes, H = H(p,T), onde T é a

temperatura de equilibrio termodinamico, por exemplo. Entao:

:a_H .DT +8_H -Dp (3.42).

T p=const p T=const

DH

Da termodinamica, com s = entropia , que € uma grandeza associada ao grau de desordem,

que mede a parte de energia que ndo pode ser transformada em trabalho, tem-se:

pH =T Ds+ 22

que pode ser rearranjada como:

1 (3.43).
Dp Dp p

Essa ultima relacdo deve ser aplicada para um processo infinitesimal no equilibrio
termodinamico. Sendo que equilibrio termodindmico implica em temperatura constante, a

equagdo (3.43) gera:
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oH .9 L (3.44).
ap T=const

ap T=const p

P
A energia livre de Gibb, dada por G =1+——T -, serd aplicada na obten¢do das relagdes

de Maxwell. Sua variacao é dada por:
dG =+ p-dp™)-T ds|+p™ -dp—s-dT.
O termo em colchetes € nulo de acordo com a primeira lei da termodindmica. Entdo:

dG=p~' -dp—s-dT.

A comparagdo da equagdo anterior com a regra da cadeia dG:(aa—GJ-dp+[g—gj-dT
P
mostra que:
a_G — p_l e a_G =—5
ap oT '
Tomando a segunda derivada:
oG __ s op . G _ %
oTdp OT p=const opoT  dp,_.,..
Assim, a relagdo de Maxwell é:
é = p_z a_p .
ap T=const aT p=const

A relacdo, quando substituida na equagdo (3.44) gera:
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a_H =T. _2_8_19 +l:p-1. 1+T.p-1.a_p (3.45).
ap T=const aT p=const p aT p=const

Lembrando que calor especifico a pressdao constante € definido como:

oH
Cp=— 3.46),
p aT p=const ( )
e o coeficiente de expansao térmica € definido como:
4 op
1
=—p - 3.47).
ﬁ p aT p=const ( )
Inserindo as equagdes (3.45) a (3.47) na equagdo (3.42), tem-se:

DH=Cp-DT+p™-(1-3-T)-Dp (3.48).

A equacdo da energia, substituindo a equagdo (3.48) na equacdo (3.41), tem a forma

(BURMEISTER, 1983):

p-Cp-E:—V(qj+q'”+,6-T-&+y-d> (3.49).
Dt Dt

A relagdo de fluxo de calor condutivo para temperatura ¢ completado pela lei de Fourier

N
q =—k-VT ,onde k € a constante de condutividade térmica. A equagdo da energia é entdo:

0-Cp 2L vk v g BT PPk (3.50).
Dt Dt
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Para densidade constante, =0. Assim, para o caso de condutividade térmica constante e

a auséncia de geracdo de calor (¢ =0), a equacio (3.50) se torna, em coordenadas cartesianas,

para um volume de controle estaciondrio:

(BT oT  oT BTJ (BZT 9T d°T

C— — | = - 3.50a).
o e TV ey T o ax2+ay2+az2j+” (-0

3.4. Equacao de Reynolds

A equacdo de Reynolds € a base da teoria moderna da lubrificacdo hidrodinamica. Essa
equagdo € obtida pelo uso conjunto das equacdes de conservacdo de quantidade de movimento e
da conservagdo da massa para um fluido viscoso. Ao ser aplicada no estudo do filme de 6leo de
mancais, a solucdo desta equacdo fornece a distribuicdo de pressdo no 6leo. Este campo de
pressdo € a informacdo necessdria para a resolu¢do da maioria dos problemas basicos na andlise
de mancais hidrodinamicos.

Osborne Reynolds publicou essa equacdo pela primeira vez em seu artigo em 1886,
trabalho este que continha, além da equacgdo diferencial bésica de lubrificagdo com filme de 6leo,
comparacdes entre suas previsdes tedricas e os resultados experimentais obtidos por Tower em
1883.

Como dito, a derivagdo de uma equacao diferencial que governa a distribuicdo de pressdao
num mancal hidrodinadmico, é baseada nas equacdes de quantidade de movimento e na equagdo
da continuidade. Nas formas mais gerais, as equacdes de conservacdo da quantidade de
movimento para um fluido Newtoniano podem ser expressas em coordenadas cartesianas como

as equagoes (3.25) e repetidas aqui:
Du op 0 ou 2 _> 0 ou ov 0 ow du
S Xy Tyl 222 vV oyl =422 gy 222
P Dt P 8x+8x{u [ ox 3 j}_ay{u (8y+axﬂ+az{u [ax-'_azﬂ
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Dy dgp 0 du ov 0 v 2 _= 0 ov  ow
R AU O AN VRN (i A | IV IR I B A vV | |+2| 4 | &2
P Dt P 8y+8x_'u (ay—i_axﬂ—i_ay{u ( dy 3 J +az{ﬂ (az—i_ayﬂ

Dw dp o] (ow du 0 v dw o[ ow 2 _=
RS SR O [P aiauricdty | BTN Yo (R apiiaia ) DIRCEN IVON I, e Pty vV
P o TP T T [aﬁazj}ay{” (az+ayﬂ+ay_”[ 2z 3 H

Nesse caso as forcas de campo podem ser escritas em fungdo de suas aceleracdes,

pois f =m-a e m=p-V.Assim, X, Y e Z sdo as componentes de aceleracdo nas direcdes x,

y € z, respectivamente, e:
B -dx-dy-dz=X-p-dx-dy-dz.

E a equacgdo da conservagdo da massa, que € a equacdo da continuidade dada pela equagdo

(3.11).

dp 0 d d
i (p- “(p- “(o-w)=0
> +ax(p u)+ 5 (p-v)+ . (o w)

Segundo Dowson (1962), para se obter a equacdo de Reynolds € preciso adotar-se hipoteses
simplificadoras para as equagdes de quantidade de movimento. Assim, a primeira hipdtese a ser
adotada € que o raio da curvatura dos s6lidos no contorno do filme lubrificante € muito grande se
comparado com a espessura do filme. Essa hipotese, que foi adotada por Reynolds em trabalhos
passados, permite que qualquer efeito devido a curvatura do filme de 6leo seja desprezado. O
filme de 6leo pode, entdo, ser aberto em uma das superficies, representada pelo plano y=0. A
outra condi¢do de contorno serd separada do plano anterior por uma distancia & que pode ser
uma funcdo de x, z e t. A geometria e o sistema de coordenadas sdo mostrados na Figura 3.8.
Sufixos 1 e 2 serdo usados para denotar as condi¢des nas superficies y=0 e y=h,
respectivamente.

A préxima hipdtese € de que os termos de inércia e de forcas de corpo na equacdo da

conservacgdo da quantidade de movimento sdo pequenas se comparadas com os termos de pressao
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e viscosidade. Essa suposicdo, que implica no equilibrio entre a pressdo e as forcas viscosas em

um fluido, € sensata para a maioria das situagdes encontradas em mancais.
Quando essas simplificacOes sdo inseridas nas equagdes de Navier-Stokes, tem-se para a

equagio em Xx:

ogp 0 ou 2 2 0 ou dv 0 ow du
B _O) 0.0 2 VAV NP P UL | I I i) 3.51).
ox ax{” ( j}ay{” (8y+8xﬂ+az{u (ax+azﬂ G20

=Y

Figura 3.8: Sistema de coordenadas (DOWSON, 1962).

Expressoes similares sdo obtidas para as componentes y e z. A ordem de magnitude dos

termos viscosos nas equacdes de quantidade de movimento pode ser investigada, definindo os

seguintes termos adimensionais:

=
Il
<
Il
> <
N
Il
N e

ID - t
t —_ 3.52 Py



no qual os valores bdsicos U, X, p,, etc., foram selecionados de forma que os termos u , X,

P, etc., sejam menores ou iguais a unidade. Com essas definicdes, a primeira equagdo de

movimento pode ser escrita como:
rn 2120 5
U, - 4, U 0% 3 ox
0
ox

3 sl S s 5)
BDEBEREE]

F ) B )22

Normalmente, X e Z tem magnitudes similares e ambos sdo vdrias ordens maior que /.
Além disso, para mancais abrangidos por essas especificacOes gerais, o valor de U ird ultrapassar
2 2
X , ) . X X\ (W
o de W e de V, e conseqiilentemente (7) serd muito maior que [?j , [?j[?j

X
[gj[gj e unidade. Assim, o segundo termo do lado direito da equagdo (3.53) surge como

efeito viscoso predominante, e, portanto, mantendo somente o esse termo, a andlise fica limitada
a mancais cujo comprimento é comparavel a espessura do filme de 6leo.

A hipétese basica envolvida nesse estagio €, devido a geometria do filme lubrificante, que

. . ou ow ,
os gradientes de velocidade — e 5 sdo grandes se comparados com todos os outros gradientes
y y

de velocidade. As diferencias do produto da viscosidade e essas primeiras derivadas com respeito

a y, entdo, dominam os termos viscosos. Assim, as equacdes de movimento nas direcdes x € z

podem ser reduzidas a:

dgp 0 ou
—_—=— 3.54),
ox ay('u ayJ 554
dp _ 9 ow

3.55).
PR ay(“ ayJ 59
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Uma andlise similar de ordem de grandeza, através dos paradmetros adimensionais, mostra

que mais de um termo viscoso deve ser mantido na equacdo de movimento na direcdo y. Dessa

maneira, a equagao se torna:

w2 o[, (v a2 8[, (v _aw)[, 2], ()], 2], (2] 556
dy 3 dy # dy Ox 3 dy # dy 0z 0z dy ox dy o

Comparando os termos do lado direito das equagdes (3.55), (3.56) e (3.57) tem-se que o

. ~ . . . h . ~
gradiente de pressdo através do filme é 7 vezes a ordem de grandeza do gradiente de pressdo ao

longo do filme. Uma vez que h<<L, a variagdo de pressdo através do filme lubrificante é

despresivel. Integrando a equacdo (3.57) € obtida a seguinte equagdo para a pressao:
p = alx,y,2)+ Alx, y) (3.57),

no qual:

2 v du v ow 0 ow 0 ou
S5 G G e Gl e

e A ¢ a constante de integragdo.

Integrando novamente com respeito a y e considerando os limites de integracio y =0 a

y=h tem-se:

Lo _
A, y)= [ pdy = [alx,y,lly=p - (3.59),

onde a barra sobre o simbolo indica o valor médio da funcao através do filme. Entdo, substituindo

a equacdo (3.59) na (3.57), a expressdo para p se torna:
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p=p+alxy.z)-a(xz) (3.60).

Diferenciando agora (3.60) em ralagdo a x e substituindo em (3.54) obtém-se:

dop d ou d _
—=—|u—|-—la-ao
ox ay('u ayJ ax( )
Quando a expressdes completas de @ e a sao introduzidas na equacdo acima, pode ser

2
. ... [h o ~
visto que o segundo termo do lado direito é (Z vezes o primeiro termo. Entdo, com o mesmo

grau de aproximac¢do que foi utilizado para as equacdes (3.54) e (3.55) tem-se (DOWSON, 1962):

op 0 ou
Xy == 3.61),
ox ay('u ayJ (5.61)
op 0 ow
e A P 3.62),
2 ay(“ ayJ (62

no qual a pressdao média através do filme de 6leo p € substituida por p .

Os gradientes dos componentes # € w da velocidade através do filme lubrificante pode ser

encontrado integrando-se as equagdes (3.61) e (3.62):

ou_y op, Clrz) (3.63),
dy M ox U

ow _ _8_13+C2(x,z)

=== 3.64),
dy u oz U God

onde C, e C, sdo constantes de integracdo. Integrando novamente e introduzindo as condigdes

de contorno,
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as seguintes expressoes sdo obtidas para as componentes da velocidade:

ap vy U, -U, ap dy
u=U, +— [ Zdy+ - - 3.69),
ox Ioﬂ Y ( F, e '[ (369
W:WIJFa_p.I"’lder M_y.a_p e (3.66).

0z M u F, 0z ) 9 u

no qual:
_ hdy _rhy =
Fo_o;’ Fl_.[ozdy_yFo

As velocidades citadas nas condi¢des de contorno sdo, normalmente, interpretadas como as
velocidades superficiais das partes sélidas. Isso implica que ndo existe escorregamento entre o

lubrificante e os sélidos no contato.
Retornando agora a equacdo da continuidade, e, integrando-a em relacdo a y entre o

intervalo de 0 a h tem-se:

Joh[aa_fjd J[aa (o u)} dy+[p-vl; +J[ (p- w}dy 0 (3.67).

Essa equacdo pode ser expandida de acordo com uma regra geral do calculo integral que

diz que:

" " oh, oh,
Jhl {%[f(x, y,z)]}dy zi[jm [f(x,y,z)]dyj—f(x,hz,z)-§+ f(x,hl,z).g (3.68),
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e iSso gera:

foh[aa—fjdy+§[f(ﬂu)dy}+aa—z[j:(p-w)dy}—(p-U)z -g—];—(p-W)z -g—lz+[p-v]g =0

As integrais de (p-u) e (p-w) podem ser obtidas através de integracio por partes:

|
_i(
0z

As expressdes para u e w, e suas derivadas, podem agora ser introduzidas na equagao

acima a partir das equacoes (4.63), (4.64), (4.65) e (4.66). Assim (DOWSON, 1962),

h Ju op
.[0 {P')"ng)"u'g}d)’J‘F

h 0 %)
[ oy 24y w-2Llay |+[o-v]; =0
0 dy dy

i[(F2 +G1)-a—p}+i[(F2 +G1)-a—p}:h-[a(p'm2 + a(p'W)2}+

ox ox| 0z 0z ox 0z
_i (UZ_UI) (F3+G2) U -G _i (WZ_WI)'(F3+G2)+W.G +
ox F, S F, b
K
+|, [a—fjdy +(p-v), +(p-v), (3.69),
Onde:

hd
Fozo;y
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0O u
h ap y dy
G2 .[0|: g(jo luji|
o)
G, = hy'ﬁdy

A equagdo (3.69) representa a forma geral da equacgdo bésica da lubrificacao de filmes finos
e foi obtida por Dowson em 1962. Isso permite a variagdo das propriedades do fluido nas

coordenadas circunferencial e radial do lubrificante. Pode ser notado que essa equacgdo € escrita

ap

em termos de dois grupos de fun¢do, F e G . Todas as fungdes G contem o termo 3 e
y

sabendo que a densidade é praticamente constante através do filme na grande maioria das
condicdes de lubrificagcdo, estas podem sem desprezadas. No entanto, sdo mantidas na equacao
(3.69) para generalizar o caso. A relagdo funcional entre p, ¢ e y deve ser conhecida antes de
as integrais serem computadas. Quando a variacdo de p e u ao longo de y for desprezivel, as
integrais podem ser avaliadas analiticamente, gerando a conhecida forma da equacdo de
Reynolds. Em outros casos, as integrais devem avaliadas numericamente e, em vérias situacoes, a
variacdo das propriedades do fluido através do filme pode ser um fator dominante na geragdo de
pressdao. Em tais casos, a solu¢do da equacdo geral (3.69), que combina a equacdo da conservagao
da massa e da conservacdo do momento, deve ser resolvida simultaneamente com a equagdo da
energia. Antes de obter as simplificacdes para equacgdo (3.69), um resumo das hipéteses adotadas

para sua obtencao serd apresentada abaixo:

51



1. O raio de curvatura do mancal € muito maior que a espessura do filme.

2. O lubrificante € um fluido Newtoniano.

3. Termos de inércia e de forca de corpo sdo pequenos se comparados com os termos
viscosos e de pressdo nas equagdes de movimento.

4. Devido a geometria do filme de dleo as derivadas de u e w com respeito a y sdo

elevadas se comparadas com os outros gradientes de velocidade.

5. Nao existe escorregamento entre o fluido e as partes sélidas.
3.4.1. Simplificacoes da Equacao de Reynolds

Para diversos casos, a forma basica da equacdo da lubrificagdo hidrodindmica encontrada

nas andlises de mancais pode ser encontrada a partir da equacio generalizada de Reynolds.

(1) g—i = 3—5 = aa—lzo =0 (Incompressivel).

Em muitos casos, o gradiente de densidade através por todo o filme € desprezivel. Com

a_p =0 todas as fungdes G tornam-se nulas. Sendo assim, a equacio (3.69) se torna:
y

2y, ], 3 %) ;{% v, -Ul)}ﬂ?(wz _Wl)}+ [+t s o)

0

Expandindo o termo da integral, segundo a regra expressa pela expressao (3.68), a equacao

acima se torna (DOWSON, 1962):
0 d 0 d d| F d0|F
_[Fz_p} [Fz p}: { : (UZ_Ul)j| { : (WZ_Wl)j|+

ox ox +a—z 0z ox FO oz FO
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oh

o ¢h
+—| pdy—p-
atjopy P ot

+(p-v),+(p-v), (3.70).

(i1) aa—’l: = g—’;‘ = aa—’l; = aa—i = 3—5 = aa—/z =0 (Isoviscoso e incompressivel).

Com a simplificacdo de lubrificante isoviscoso e incompressivel a equacdo (3.69) ¢é

reduzida para a forma desenvolvida por Reynolds em seu trabalho cldssico. Para valores

constantes das propriedades do fluido tem-se:

o(., dp) 9(,, aﬁj {8U2 awz} 9
w2+ = uh!|l=2+"2_6.u—n(U.-U
ax[ 8xj+az[ 2% L v ol R A w L CERY

X

0 n(0p
=6 peo e Wy =Wl 12 (W, = W)+ | [gjdy
Se for considerado apenas movimento tangencial entre as superficies e ndo for considerado

movimento normal, a velocidade do fluido na superficie inferior na direcdo y serd nula, ou seja,
V, =0, enquanto a velocidade do fluido préximo a superficie superior na dire¢do y serd

dependente da variagdo da espessura do filme de fluido em relacdo aos eixos x e z, ou seja,

oh oh

V,=U,—+W, 8_ . Também, assume-se que a velocidade de fluido, no contato com os sélidos,
X Z

na direcdo z € nula, visto que o movimento € puramente por escorregamento. Assim,

W, =W, =0. Portanto, as condi¢des de contorno utilizadas por Reynolds foram:

y=0, U, =0, W, =0, V, =0
y:h’ U2:U’ W2:0, VZ—UZa_h Wza_h
ox 0z
5 3a,—9j 8[3aﬁj [ 8hj 3 o oh
i 2 2w Ploe v 2| -2 pdy-p- 22 3.71).
ax[ Fwe) AP LR L DS U e WU R -71)
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Além disso, a densidade e a espessura do filme de 6leo ndo variam no tempo assim

(DOWSON, 1962):

d(, 5 dp) O, ; aﬁj [ ahj
8x[ axj-l_az[ 0z # ox (372)

A equagdo acima € a Equacdo de Reynolds obtida em 1866.

Agora, utilizando as condi¢des de contorno de Reynolds na equacao do caso (i) tem-se:

d op| o ap} J | F, oh oh
ZIF,-£ F,- 22| = U |+=[ pd ZipU-=.
ax[ g ax}_az[ > oz ax{ J.py P ot e ox

Se a densidade for constante entao:

9 [F,ap} 9 [F,ap}zU,i poFi|_oh (3.73),
ox ox | oz oz ox

onde:
h'y F,
F,'= ——|dy.
2 '[O,Ll (y Fojy

Essa equagdo de Reynolds leva em consideragdo a mudanca da viscosidade tanto através

como ao longo do lubrificante, e, portanto, serd a equagdo utilizada nesse trabalho.
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3.5. Conceito de Coeficientes Dinamicos para Mancais

Hidrodinamicos

Basicamente, procura-se modelar os mancais hidrodinamicos através de seu filme de 6leo,
considerando o carregamento devido ao peso do rotor e as caracteristicas geométricas do mancal,
que definem a expressdo para a espessura do filme de lubrificante responsdvel, por sua vez, pelo
campo de pressoes e forcas hidrodindmicas de sustentacdo geradas.

O lubrificante serd discretizado num modelo mola-amortecedor, conforme mostrado na
Figura 3.9, e caracterizado por coeficientes equivalentes de rigidez e amortecimento K e B,
respectivamente.

A caracterizacdo dos mancais hidrodindmicos através do seu filme de lubrificante, tem
como objetivo, avaliar as forcas transmitidas por esses componentes em maquinas rotativas.
Essas forcas podem ser causadas pelo peso do rotor, por um desbalanceamento rotativo presente
no mesmo, ou ainda, por alguma forca de excitacdo externa ao sistema. Essa caracterizacdo €
feita para se conhecer o comportamento do sistema rotativo em questdo, que nesse trabalho, se
trata de um rotor suportado por mancais hidrodinadmicos, assim como seus modos vibracionais
(suas freqiiéncias naturais), prevenindo entdo, quebras na miquina ou acidentes graves, causados

pelo excesso de vibragdes a uma dada velocidade de rotacao.
Mancal

Filme
de Oleo

Figura 3.9: Modelo Massa-Mola- Amortecedor para o Filme Fluido.
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A equivaléncia entre o filme de 6leo e conjuntos de molas e amortecedores equivalentes faz
uso de equacgOes linearizadas simples, cujas respostas obtidas coincidem, em um ndmero

expressivo de casos, com sistemas reais estudados.

Centro do
Manecal

Curva de equilibrio
estitico (Locus)

Carregamento
Estitico JF

e T

Figura 3.10: Sistema de Coordenadas (LUND, 1987).

Em um sistema de coordenadas x—y com origem no centro do mancal, e o eixo x sendo a

direcdo em que a carga estética estd sendo aplicada, Figura 3.10, as forcas de reacdo originadas

do filme de 6leo lubrificante sdo dadas por:

F . L2 e cosé R-d0-d 174
F, =Ll P g R0 G719,

no qual p € a pressdo gerada no interior do filme de 6leo, R € o raio do mancal, L € o
comprimento axial do mancal, z € a coordenada axial e & € a coordenada circunferencial

angular originada no sentido anti-hordrio do eixo x. A extensdo do filme de dleo vai de 6, até

6, , no qual ambos os angulo podem ser fungdes de z .
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Como ja dito, a equacgdo diferencial que governa a distribuicdo de pressdo no filme

lubrificante, € a equacdo de Reynolds, deduzida anteriormente, aqui repetida por comodidade:

K PN | PR
ox ox | oz 0z 0x

no qual ¢ denota o tempo, x e z as coordenadas cartesianas, U a velocidade do rotor e 4 a

espessura do filme de 6leo (LUND, 1987):

h=Cr+x-cos@+y-senf (3.75),

onde, Cr € a folga radial, e x—y sdo as coordenada do centro do mancal.

Pode-se notar que as forcas de reacdo sao funcdes das coordenadas x e y, e da velocidade
instantanea do centro do eixo, x e y (“ponto” indica a derivada no tempo). Portanto, para
pequenas amplitudes de deslocamentos, Ax e Ay, medidos a partir da posicdo de equilibrio

estatico (x, € y,), uma expansdo em série de Taylor de primeira ordem gera:
F.=F,+K, -Ax+K_ -Ay+B, -Ax+B, -Ay (3.76a);
F, =F,+K, -Ax+K -Ay+B -Ac+B, -Ay (3.76b),

no qual os coeficientes sdo as derivadas parciais avaliadas na posi¢cdo de equilibrio:

OF oF
K, === B, =|>= (3.77).
' ( dy Jo ' ( a9y Jo

Os termos K e K  assim como B, e B  sdo chamados de coeficientes diretos de

XX

rigidez e amortecimento respectivamente, enquanto que os termos K

e K, assimcomo B, e

B, sdo chamados de coeficientes acoplados ou cruzados.
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Como (x,, y,) € a posi¢do de equilibrio, entdo F,, =0 enquanto F, € igual a carga

estatica W, aplicada na direcdo do eixo x para baixo.
Segundo Lund (1987), um método que possui pouca imprecisdo numérica, para o cilculo

dos coeficientes equivalentes, ¢ o método no qual se emprega uma solucdo oriunda de pequenas

perturbacdes, como pode ser visto na Figura 3.11. Assim, a equacgdo (3.75) pode ser escrita como:

h=hy+Ah (3.78),
no qual:
hy =Cr+x,-cos@+y, -sen@ (3.79);
Ah = Ax-cos@+ Ay - sen@ (3.80);
a—h:A)'c-cos9+A)'7-sen¢9 (3.81).

ot

A perturbacdo na espessura do filme de 6leo da origem a uma perturbacdo similar na

pressao:

pP=Dp,+Ap (3.82),

onde:

Ap=p, -Ax+p, -Ay+p.-Ai+p - Ay (3.83).

Combinando as equacdes (3.74), (3.76), (3.82) e (3.83), encontra-se (LUND, 1987):

K. z o cos@
P =-[2 ) Do g RO (3.84).
yx 2
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Linha dos
Linha dos

centros |

centros | |

i ¥

fivs
Posicdo de FY ; ¥
equilibrio by
X ¥ ¥ L

a) Pequena perturbacdo na posicdo b) Pequena perturbacao na velocidade

Figura 3.11: Perturbacdo em Torno da Posi¢do de Equilibrio (PEDREIRA, 2006).

3.6. Temperatura de Mistura.

Da termodinamica e da transferéncia de calor, quando um fluido entra em contato com
outro com uma temperatura diferente ocorre uma troca de calor que possui um papel proeminente
no desempenho de muitos dispositivos de interesse pratico, dentre os quais estdo inseridos os
mancais. Essa troca de calor acarreta em uma nova temperatura, conhecida como temperatura de
mistura, atuando como condi¢do de contorno pra a equacao da energia.

A maioria dos mancais hidrodindmicos tem o lubrificante suprido através de um orificio e
uma ranhura, dispostos na geometria mostrada na Figura 3.12. Oleo é bombeado através desse
orificio de alimentacdo normal ao eixo do rotor, de onde se espalha axialmente ao longo de uma
ranhura axial que se estende até quase o fim do mancal. Nas duas extremidades sdo, usualmente,
localizados pequenos chanfros que permitem que um pouco de lubrificante na ranhura escape
para fora do mancal, sendo o propdsito disso remover quaisquer detritos presentes no 6leo. O

lubrificante contido na ranhura, que é composto do fluxo de fornecimento Q, e do fluxo Q,,

constituem a piscina cujo eixo extrai o fluxo necessdrio (, para repor o 6leo do mancal, ou

lubrificar o préximo segmento.
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Figura 3.12: Geometria de uma ranhura axial (HESHMAT, 1986).

A esséncia do problema é retratada esquematicamente no Figura 3.13. Oleo quente a uma

temperatura 7, emerge de um segmento anterior e mistura com o 6leo frio, admitido na entrada
de 6leo a uma temperatura 7,. Essa mistura determina, entdo, a temperatura 7, que serd a

temperatura de entrada do segmento posterior, que claramente é maior que a temperatura de

entrada 7.

Portanto, haverd uma mistura significante entre os fluxos frio e quente, e a temperatura de
entrada do mancal, 7;, seria uma fun¢@o das porg¢des relativas as correntes quente e fria entrando
no mancal. Essa mistura relativa como uma fun¢do das condi¢des operacionais do mancal, e a
temperatura 7; resultante dessa mistura, € apresentada nessa se¢ao.

Para se calcular a temperatura de mistura, foram propostas algumas maneiras, ao longo dos
anos, que podem ser vistas na literatura. No entanto a maioria desses métodos pecava por possuir
um parametro de troca de calor que era de obtencdo experimental, sendo que para cada caso era
necessdario um valor diferente para tal, o que conduzia a resultados tedricos com moderado
sucesso, uma vez que esses métodos tinham grandes possibilidades de nao serem concordantes
com os resultados experimentais. Assim, foi desenvolvido a teoria da mistura em ranhuras, que
apresentava a vantagem de ndo possuir nenhum coeficiente experimental e também gerava
resultados tedricos muito proximos dos experimentais. Essa teoria nada mais € que a criagdo de

um volume de controle nas extremidades da ranhura para a realizacdo de um balango de energia.
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lee——  Ranhura

et g

To Frio

T2 Quente T

—————- |}
Figura 3.13: Mecanismo de entrada de 6leo (HESHMAT, 1986).

Esse balanco de energia, como serd observado a seguir, serd definido como uma média das
temperaturas, ponderadas pelas respectivas vazdes do fluido.

Figura 3.14: Volume de controle sobre o fluido da regido de mistura — balanco de energia

(NICOLETTI, 1999).

Assim, aplicando o balanco de energia sobre o volume de controle da Figura 3.14, que
respeita a conservagdo da energia, encontra-se:
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4, =4, +4, (3.85),

sendo, ¢, a energia interna do fluido de reposi¢do do mancal, ¢, a energia interna do fluido

recirculante do mancal, e que ambas adentram o volume de controle, € ¢, € a energia interna do

fluido proveniente da mistura dos fluidos anteriores e que sai do volume de controle e entra
novamente no mancal.
As energias internas do fluido que atravessam as fronteiras do volume de controle podem

ser expandidas:
g=m-c-AT=p-Q-c-(T-T,) (3.86),

no qual, p € a densidade do fluido, ¢ € o calor especifico do fluido incompressivel, T € a
temperatura, Q € a vazao volumétrica do fluido e 7}, € uma temperatura de referéncia.

Inserindo, agora, a equacao (3.86) na equacdo (3.85), obtém-se:
pc QAL -T;)= p-c QT ~Ty)+ p-c-Q, (T, - T (3.87).
Sabe-se através de um balan¢o de massa, que:
1, =ity +1it, = p-Q, = p- (0, +0,) (3.88).

Assim, substituindo a equacao (3.88) e fazendo a suposicdo que a densidade e a capacidade

térmica do fluido sdo constantes, € possivel rearranjar a equagdo (3.87) da seguinte forma:

T :TO'Q0+T2'Q2
1
O, +0,

(3.89),

no qual Q = .[AvdA.
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Como se pode perceber, a temperatura de mistura é simplesmente uma média ponderada
das temperaturas de recirculagdo do mancal (quente) e da temperatura de reposi¢do do mancal
(frio) por suas vazdes.

Sabe-se que, na realidade, devido a problemas de cavitacdo e outros fatores, nem todo o
fluido presente no mancal entra em contato com o fluido de reposicdo, fazendo com que devesse
existir um fator de mistura na equacdo (3.89) que representasse a porcentagem do fluxo quente
que trocaria calor com o fluido frio (HESHMAT, 1986). No entanto, no presente trabalho, ndo
serd adotada essa medida. Uma vez que se foi utilizada a hipdtese de que o eixo estd sempre
imerso em lubrificante, serd suposto que todo o fluido que entra no mancal pela realimentagcdo
entrard em contato com todo o fluido presente no interior do mancal e desta forma eles trocarao
calor de acordo com a expressao (3.89).

Uma vez que foi considerado que todo o fluido entra em contato, € preciso calcular a vazao.

Segundo Nicoletti (1999), se a vazdo for calculada como mostrada anteriormente (Q = .[AvdA),

serd obtido uma unica temperatura 7, média para toda entrada do novo segmento, ja que uma

integral gera um valor médio. No entanto, ndo € plausivel fisicamente supor que a essa
temperatura seja uma constante para toda entrada, ja que existe um gradiente de temperaturas no
filme lubrificante. Assim, como serdo utilizados métodos numéricos para a resolucio do
problema, e com isso o dominio de estudo deverd necessariamente ser discretizado em uma
malha com n pontos, € possivel utilizar um volume de controle em torno de cada ponto da malha
e calcular a vazdo em torno dessa drea infinitesimal e assim sanar o problema de uma tnica
temperatura de saida, uma vez que para cada ponto serd especificado uma temperatura
correspondente, gerando assim uma temperatura de saida para cada ponto da malha de
discretizacgao.

Portanto, os parametros utilizados por Nicoletti (1999) e necessérios para a andlise em um

determinado ponto de discretizacao, sdo da forma:

Ti,j,k = T(xi,j,k s YijkoZijk )
Hijw =H\X ;5 Yi ik Zijk

hi = h(xi,j,k ) ’
) &)
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no qual os indices i, j e k indicam o ponto de discretizagdo e (xi,j,k,yi,j,k,zi,j,k) sdo as

coordenadas desse ponto como mostrado na Figura 3.15.

1Y

i+l kL Lk i+ kL
_____________ +
{ da ’ Ak
E |

gk ik | ikt
; i .
IR S N A¥igx

A% 5k AZik
i. j:-l, k-]. i. i:-l, k i. j"l,HI

Figura 3.15: Malha de discretizacdo para o plano (y,z) (NICOLETTI, 1999).

A expressdo do perfil de velocidade na direcdo circunferencial x € dada pela equagdo

(3.65). Utilizando essa equagdo para um determinado ponto da malha de discretizagdo:

v [ @ (3.90).
ik Foi,j,k /l

Vi jk Fi‘ Yijok
U= J’ s ldy— 1i,j.k J’ ﬂ a_p
o u F, O x| ox

0i,j.k

Substituindo essa equagdo na equagdo da vazio e integrando-se para uma drea infinitesimal

da como ¢ indicado na Figura 3.15 € possivel obter:

1 1
*‘(Zi,j,k+zi,j,k+1) 7'(Yi,j,k+)/i,j+1,k)
Q,.,j,k = J.A”’?f’de = Qi,,-,k = J'lz 2 )ui’j,kdydz (3.91).

1
E'(Zi,j,k +Zi k-1 ) E'(Yi,j,k +Yij-1.k

no qual a vazdo passa pela drea formada pelo plano (y,z) na saida do segmento.
Uma vez que foi encontrada a vazdo que passa por cada ponto da malha, é possivel aplicar

a equacdo (3.89) para o mesmo dominio de interesse (NICOLETTI, 1999), gerando:
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T, =T _ TS,j,k 'Qs,j,k +T 'QOS,j,k

= (3.92)
o QS,j,k +QOS,j,k

no qual o sub-indice E refere-se a entrada do segmento posterior ao volume de controle (limite
direito) e o sub-indice § refere-se a saida do segmento anterior ao volume de controle (limite
esquerdo).

Tanto a temperatura do fluido de reposi¢do, 7,, como a vazdo de reposi¢do, Q,, sdo

parametros operacionais do mancal. No caso da vazdo de reposicdo, ela deve ser igual ao

vazamento lateral de 6leo, cuja a expressao é:

3
ny . h _[a_pj dx (3.93),
R 12/1 aZ %

no qual x, e x, sdo as posigoes Inicial e final do segmento, respectivamente. Porém, a vazao de
reposicao € a vazao total inserida no mancal para repor a lubrificagdo hidrodinamica, enquanto a
vazdo @, ;, € a vazdo de 6leo que passa apenas na drea em torno do ponto de discretizagdo que
estd sendo analisado no momento. Portanto, é necessario se obter uma aproximagao para a vazao
de reposicdo que seja possivel somar os fluxos em cada ponto da malha. Assim, é preciso

encontrar uma expressao para Q. ., que leve em conta a relagéo entre as dreas total do limite do
volume de controle (A) e a drea infinitesimal da, ;, ao redor do ponto de discretizagdgo. Com
isso € possivel obter tal expressao, que € da forma:

_ A)’z, ik Az

0,,, =it g, = 0 L0 (3.94)
0i,j.k — A 0 0i,j.k — h -L 0 . >
S

no qual & representa a espessura do filme de lubrificante na saida do segmento anterior ao

volume de controle.
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3.7. Resolucao do Problema Termohidrodinamico

A solucgdo tedrica de problemas reais requer a determinacdo do campo de pressdo, assim
como a determinacdo da variacdo da temperatura no filme de lubrificante. Para isso,
primeiramente, assume-se o campo de temperatura constante no sistema, assim como o de

viscosidade, e resolve-se a equacdo de Reynolds dada pela equagdo (3.74):

0 op| o Bp} 0 F, | oh
A A IR RO A A P T 3.73).
ax[ g ax}_az[ > oz ax{ F,| ot 373)

Essa equacgdo determina o campo de pressdao hidrodindmica atuante, e a partir da integracao
dessa pressdo encontram-se as forcas hidrodindmicas.

Em seguida, inclui-se a teoria termohidrodindmica, ou seja, o estudo das caracteristicas do
mancal considerando a variagdo da temperatura. Inicialmente, determina-se o campo de
velocidade do fluido, u, v e w, e suas derivadas, que serdo utilizadas posteriormente na equagao
da energia. As velocidades u e w ja foram deduzidas e sdo dadas pelas equagdes (3.65) e (3.66)

na forma:

817 yy U ) -U T = 817 y dy
=U. + . < dvy + —v.—|. - 365,
u AW '[O,U Y ( F, y I .[0 1 ( )
P ¢y W,-W, _ dop) pdy
=W +—-| =dy+| —————-y-— |- | = 3.66).
w lazfoﬂy(Fo Y, foﬂ (3.66)

Para encontrar a velocidade v basta substituir as velocidades anteriores na equacio da

continuidade (equagdo (3.12)). Com isso obtém-se:

b= _J'Oh[au i aWjdy i ah (395)

k) x
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A seguir, resolve-se a equagdo da energia para o fluido. A equagdo da energia dada pela
equacao (3.50) pode ser simplificada. Primeiramente, como a densidade do fluido € considerada
constante, o termo S ¢é nulo. Também sdo considerados constantes o calor especifico Cp e a
condutividade térmica k. Qualquer conducdo de calor através da coordenada axial ndo foi
considerada, isso porque tal conducdo € considerada pequena em comparagdo as demais, sendo a

conducio através do filme a maior. Assim, a equacao da energia ¢ dada pela seguinte expressao:

oT oT d’T 9°T
oplu 2l 2 k. P 3.96);
p-&p (u 8x+v ayj (ax2+ay2J+,U (590
2 2
q>=[a_”j +[3_WJ (3.97).
dy dy

no qual esses gradientes de velocidade sdo muito maiores que os outros, por isso eles
predominam no cisalhamento viscoso.

Conhecido o campo de temperatura, determina-se o campo de viscosidade no sistema, a
qual serd utilizada na equacdo de Reynolds. Como relacdo para a viscosidade, em funcdo da
temperatura e também da pressdo, foi utilizada a equacdo descrita por Roelands (LARSSON,

2000):

w(p,T)= 11, (T)- exp{{ln[,uo (7)]+9.67}- [—1+ (1+5.1x10™° - p)Z(T)J} (3.98),

no qual u, (T') é a viscosidade dindmica a pressdo atmosférica, que pode ser obtida como a

seguir:
T
log[log(, )+ 4.2]=-5, - log[l + Ej +1og(G,) (3.99),

e Z(T) é definido como:
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Z(T)=D, +C, -10g[1+%j (3.100).

Os parametros S, G,, D, e C, sdo constantes que caracterizam o lubrificante, e alguns

de seus valores podem ser observados na figura abaixo.

Tabela 3.1: Constantes para as propriedades de lubrificantes (LARSSON, 2000).

Lubricant R (ra - s

Maphthenic mineral 1.60 313 1.01 0881
Paraffinic mineral 1.31 476 0.229 0.541
Maphthenic —paraffinic VG32 1.58 3.98 0.014 0.727
Maphthenic —paraffinic VG6H 1.68 449 0.010 0.692
Maphthenic —paraffinic VG150 1.50 4.96 0.443 0.711
PAC A 1.37 4.62 0275 0.447
PAD B 1.25 4.57 0.071 0. 300
Polyglveol 1.06 4349 0,556 0,592

Essa seqiiéncia € repetida até que se alcance o regime permanente, que se dd quando a
diferenca entre a viscosidade em um ponto entre duas passagens consecutivas seja menor que o
erro estipulado.

Uma vez encontrado o ponto de equilibrio do mancal para uma determinada carga e rotacao
com o método acima, utiliza-se o método de pequenas perturbacdes, descrito anteriormente, para

calcular os coeficientes de rigidez e amortecimento do mancal, no qual:

ny :(anJ va :(aFXJ .
: dy ), : %Y ),

No entanto, essa solu¢do € complexa para se obter analiticamente, por isso, € necessdria a

introducdo de métodos numéricos. Um dos métodos mais utilizados € o das diferencas finitas, que

serd visto a seguir.
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4. Modelagem Computacional

O modelo matematico descrito na secdo precedente € descrito por equagdes diferenciais
parciais. No entanto, como essas equacgdes apresentam ndo linearidades em suas formulacdes, a
obtencdo de uma solucdo analitica se torna muito dificil. Assim, € necessdrio um método
numérico que contorne esse problema, sendo o Método das Diferengas Finitas um dos métodos
numéricos que sao largamente utilizados na literatura.

O método das diferencas finitas € uma das vérias técnicas utilizadas para a diferenciacdo de
uma fungdo discreta, isto €, um conjunto discreto de valores da varidvel dependente em pontos
conhecidos da varidvel independente.

Pelo método das diferencas finitas, um sistema de equacdes diferenciais parciais €
transformado em um sistema de equacOes algébricas, onde o nimero de equacdes depende da
malha utilizada na andlise. Sendo assim, o primeiro passo para a obtencdo das equagdes

aproximadas € promover a discretizacdo do dominio de interesse, ou seja, dividi-lo em células

elementares.

4.1. Expansio em Série de Taylor

Seja ¢(x) uma funcdo definida no intervalo a < x<b, e suponha que o intervalo [a,b]
contém 0  conjuntox, =da,x,..,X,....xy,,b. A  representacio discreta  @(x) ¢
[¢i ] = [¢(a),¢()c1 ),...,¢(xl. ),...,¢(b)] onde o valor de ¢(xl.) se representa por ¢@,. O valor de x,,, —x,,
representa o espacamento da malha e, para uma malha uniforme, x, =a+i-Ax com

b—a

i=0,..,N+1 e Ax=
N +1

. A Figura 4.1 representa uma malha computacional para um

problema unidimensional e a Figura 4.2 uma malha estruturada cartesiana ortogonal para um

69



problema bidimensional. Qualquer ponto (xl., yi) fica representado na malha por (i,j) e os

vizinhos, relativamente a esse ponto, vém representados por (i +1, j+1).

W P E
o - L - A —————8
L] 1 i-1 i ixl . N N+l

Figura 4.1: Malha computacional unidimensional (THOMAS, 1995).

i+
; §=1d Jul [+l
aY '
! Qil=1

et X -

Figura 4.2: Malha computacional bidimensional (THOMAS, 1995).

A formulacdo por diferencas finitas pode ser obtida através do desenvolvimento em série de

o

Taylor. Por exemplo, para aproximar e no ponto (xl., yi) por uma diferenca, discreta para um
X
valor finito Ax, expande-se em série de Taylor:

i (Ax)" 9"¢(x..y,)

x + Ax, y '
m=0 . ax

(4.1),

que para as equagdes a direita e a esquerda do ponto (xl., y i) sdo:
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B 20 °¢| Ax* 99| AX’ ‘
¢(xi+Ax,yi)—¢(xi,yi)+g|i-Ax+axz I (4.2);

B 20 0°¢| Ax* 99| AX’
¢(‘xi_Ax’yi)_¢(xi’yi)_g|i’m+axz i 2' _ax3 i 3' +... (43)

Se for pretendido obter no ponto (i, j) a primeira derivada através de diferencas 2 jusante,

ou progressiva tem-se, pela equacdo (4.2):

+ e(m,ﬁj (4.4),

%| _ ¢i+1,j _¢i,j
ox '’ ox?

Ax

ou através de diferencas a montante ou regressiva, pela equacgdo (4.3):

909, P, =0, 9°¢
_— = B 4.5).
ax|l +e{Ax, axzj 4.5)

Para obter uma formulagcdo por diferengas centrais, subtrai-se a equacdo (4.3) da equagao

(4.2) e trunca-se a série resultando em:

a¢ ¢i+1j _¢i—1j 2 a3¢
- =— Ax,—— 4.6).
ax|’ 2-Ax e ox* (4.6)

ox"

Logo ha um erro induzido pelo truncamento da série e expresso pela fungao e{Ax", ¢J.

Se mais termos da série de Taylor fossem considerados, seria necessdrio aproximar

39 %9

—,——=,...,€IC,... 0 que levaria a considerar mais pontos e mais séries de Taylor.
ox’ ox’
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Nota-se, que diferencas a jusante ou montante sdo aproximag¢des de primeira ordem, pois,

"¢
ox"

pelas equacdes (4.4) e (4.5) vemos que e{Ax", J para n=1¢e m=2 €& proporcional a Ax,

que € a aproximagdo exata para ¢ =a+b - x, ou seja, a aproximacao € linear. Da analise do erro
de truncamento para diferencas centrais, vemos que n=2 e m=23 € a solugdo exata para

d=a+b-x+c-x*, ou seja, uma aproximacdo parabélica. Assim, pode-se designar a ordem do

"¢

m b

operador Ax", por ordem n, ou da derivada por ordem m—1.
2

Analogamente, € possivel obter a aproximagdo da segunda derivada —- somando-se os

X

fatores das equacoes (4.2) e (4.3), obtendo:

0’9 P t9n,-29, o'¢
5= L A;jz ’+e{Ax2, MJ 4.7,

que € de segunda ordem de precisd@o no operador Ax e de quarta ordem na derivada. Para ilustrar

o uso da expansdo em série de Taylor para expressdes com derivadas parciais cruzadas,

2

considerar-se-a . As expansdes em série de Taylor para as duas varidveis x e y sdo:

X - Jy

2 2 2 2
+Ax-%+A -%+A)C -a¢+Ay _8¢+

Ax, v+ Ay) = (x,
#x+Ax, y+Ay) = ¢(x, y) TN T T e T

Ax-Ay 9%

g el )] @)

+2

2 2 2
0’9 A 9%

0 0
¢i+1,j+1 :¢i,j +AX—¢+Ay—¢+AxAy

ox dy ox-dy 2! ox’
2 2

LA 00 ) ()] (4.9);
21 9y

72



Expressoes andlogas podem ser obtidas para ¢,_, ; ; @.,, ;5 9., ;., gerando:

82¢ _ ¢i+1,j+1 - ¢i+1,j—1 - ¢i—1,j+1 + ¢i—1,j—1
0x - dy 4-Ax- Ay

rel(ar), (ay)] (4.10).

4.2. Resolucao da Equacao de Reynolds por Diferencas Finitas

Desde a dedugdo da equacdo diferencial de Reynolds para lubrificagcdo hidrodindmica,
muitas pesquisas foram realizadas para solucionar a equacao diferencial parcial e nio homogénea
para mancais radiais. No entanto, as solu¢des analiticas se limitavam a casos especiais como a
solugdo para mancais infinitamente longos e a Solucdo de Sommerfeld, que estavam em
desacordo com os fatos conhecidos e a observacdo experimental. Sendo assim, como o
aperfeicoamento da computacdo, métodos numéricos foram melhores desenvolvidos, facilitando

a resolucdo desse tipo de equagdes.

4.2.1. O Caso Dinamico

z

A equacdo de Reynolds para o caso dinamico, € aquela descrita pela equacdo (3.74) e

repetida aqui por comodidade:

0 op| 9 Bp} 0 F, | oh
Bl I 8 e < Pl [ 8 e < (SR Sl I Al B Pt
ax[ ? 8x}+az[ > oz re ax{ F,| ot

Para se utilizar o método numérico das diferencas finitas na equagcdao de Reynolds tem como
procedimento padrdo, primeiro, reduzir o nimero de varidveis em grupos adimensionais. Tais

grupos sao da forma:

73



x=2 (4.11a);
.
P (4.11b);
.
h=l o1t e.coso (4.11c);
C
= (4.11d);
Hy
t=t-@ (4.11e);
D= P 4.119),
r€
— h-C g1
Fy=—[ —dn (4.11g),
My P
2 2
F=C [ Ly (4.11h),
Hy 0
— hP.C? o F, .
F,'= -jo@(n—rljdn (@.110),
M, y 0

onde x € a coordenada circunferencial, z a coordenada axial, r o raio do mancal, i a espessura
do filme de 6leo, C a folga radial do mancal, & arazdo de excentricidade, g a viscosidade, K,
viscosidade média, p a pressdo, « velocidade angular do eixo e 77 é a coordenada radial

adimensional, que serd melhor explicada mais a frente. Substituindo o conjunto de equagdes
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(4.11) na equacdo de Reynolds, e fazendo algumas manipulacdes matemadticas, chegamos a

equacgdo de Reynolds adimensional:

ILPT AX

aAZ

P Y

I

Figura 4.3: Malha computacional bidimensional (PINKUS, 1956).

P Y
\/

Tomando como referencia a malha da Figura 4.3 e adotando a nomenclatura nela descrita,

podemos discretizar as derivadas parciais da equagdo acima utilizando as diferencgas finitas:

a_ﬁ:pR_pL
ox  2-Ax
a_ﬁ:pT_pB
oz 2-Az
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7 +p, =2
0P _ PetpPL=2 Py (4.15);

ox’ Ax®
7 +p,—2:

Agora substituindo as expressoes (4.13) a (4.16) na equagdo (4.12) e isolando o elemento

central p, temos:

2-Az 02 A 2-Ax % > ox
Py = T .33 73 +
1. 2 }zl B il
Ax Az
h® OF, F,-h’ 1 (- 0 — oh) F,-h’
— . 16— AR 2243402 F 2 2
{ 2ac 0z A | 2 Ax X ) Al |
+ — — +
F,-h® F,-h’
12| 22—+ 2
Ax Az
@. 1_5 —-h i.afl_ 171 .8170 _al
ox F, F, ox F’ ox | of
+ === (4.17),

na qual as derivadas que ndo foram transformadas através das diferencas finitas podem ser

. . . oh . o
resolvidas através de diferengas centrais e ? =Ax-cos@+Ay-sinf.
t

A equacdo anterior tem a forma:

Py =CytC prtCy prtcy-pptcy-pp,

76



no qual ¢, ¢, c¢,, ¢; e ¢, sdo constantes. Dessa forma em uma malha de N pontos teremos N

equagoes algébricas que podem ser resolvidas por qualquer método de resolugcdo de sistemas
lineares.

Com os valores de pressdo adquiridos € possivel avaliar as forcas resultantes no filme de
lubrificante. Para isso, basta integrar numericamente essa pressdo, obtendo as forcas vertical e

horizontal respectivamente:

F = Zn:pN -cos @), - (Ax)-(Az) (4.18);
F = ipN -cos 8, - (Ax) - (Az) (4.19).

4.2.2. O Caso Estatico

A equacdo de Reynolds, para o caso de carregamento estdtico, ou seja, no qual ndo ha

variacdo da carga ou da rotacdo em fungdo do tempo, é dada por:

o ,.0p| 0 ,ap} o0, _Fk
ax[ ? 8x}+az[ e “ ax{ (420

O método de resolug@o para o caso estitico € muito semelhante ao caso dinadmico, sendo
que a diferenca reside na auséncia do termo referente a velocidade ou variacdo temporal da
. oh . ~ . - ~
espessura de filme —. Sendo assim, a equacdo de diferencas finitas para essa equacdo de
t

Reynolds é:
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2.-Az 07 Ax | ok Cox
Pv = = 73 T 13 +
12[ in’ +F2A;2’ j

(4.21).

Na qual as forcas de sustentac@o sdo obtidas através do mesmo procedimento.

4.3. Resolucao da Equacao da Energia por Diferencas Finitas

Como a equagdo de Reynolds, a equacdo da energia tem a forma diferencial e, portanto, é
de dificil resolucdo, sendo necessdrio recorrer a métodos numéricos como o das diferencas
finitas.

Uma dificuldade maior ocorre nesse caso, ja que a malha utilizada no problema térmico ndo
¢ uniforme devido ao problema da variacdo da espessura do filme de fluido ao longo do
comprimento circunferéncial.

Para resolver essa questdo, é recomendado recorrer & uma transformagdo de coordenadas,
que tem como principio transformar uma malha nio uniforme em uma malha uniforme e, assim,
passd-la para o plano computacional, servindo também como um método admensionalizador para
a coordenada que possui a ndo uniformidade. A figura abaixo exemplifica o caso em questdo.

Como proposto por Maliska (2004), serd considerado, primeiramente, o caso em que todos

os elementos sdo formados pelas linhas do sistema de coordenadas curvilineas generalizadas
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(Figura 4.5a), com respeito ao respectivo plano transformado, ou computacional (Figura 4.5b).
Nota-se que o elemento 1234 faz parte de um sistema global de coordenadas e esta definido pelas

linhas £ =3 e £ =4 e pelas linhas 7 =2 ¢ 17 =3.

h

i \\\\\\\

HATLARNAN
THA
LLLVA

2) ' (®)

~

Figura 4.4: a) Plano Fisico. b) Plano computacional (MALISKA, 2004).

5
Elemento
4 Elemento
| 1234
3 1T
¥ Am
2 3 A -
y
1
2 3 4 5 &
I‘-—\E-w»[
X
(@) ®

Figura 4.5: Sistema de coordenadas curvilineas generalizadas (MALISKA, 2004).

Em trés dimensdes, as superficies dos volumes de controle sdo chamadas de superficies

coordenadas. A Figura 4.6 mostra um sistema de coordenadas curvilineas (&,7,¥) referidas ao

sistema cartesiano (x, y,z) com o ponto A sobre o eixo coordenado &. As coordenadas ndo
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uniformes de um ponto sdo relacionadas ao sistema cartesiano pelas equacdes de transformacado

do tipo:
& =¢(x,y,2) (4.21);
n=n(x,y.z) (4.22);
y=nxy,2) (4.23).
¥
Ul
dL)
b .,
g £
B
- I

()

SN

Y

Figura 4.6: Sistema de coordenadas curvilineas (£,77,7) (MALISKA, 2004).

Os diferenciais em cada eixo coordenado no dominio transformado sdo dados por:

d§=%~dx+£~dy+£~dz (4.24);
ox dy 0z

an =T 4x 4+ 9. 4y + 9. 4, (4.25);
ox oy 0z
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9y 97 9y
4 ox * dy v oz :
ou na forma matricial como:
96 98 9
“ | 5 sl
dn|=|—"F — —|-|d
7 ox dy 0z Y
dj/ 8_7 % % dz
| ox dy 9z |

ou, ainda:

{dT }: [A] {dF}

(4.26),

(4.27),

(4.28),

no qual d, e d, sdo os diferenciais no dominio transformado e fisico, respectivamente. Por sua

vez, os diferencias no plano fisico sdo dados por:

de=2% g+ 2 ap e Xy
= Aoty Aty
d —a—y-d§+a—y-d +a—y-d7/

Cl4 an dy

0z 0z 0z

g Aot g, Ay,

Na forma matricial:
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o ax o]
dx 35 %ﬂ 37 dé
o5 01 dy
o o oz | L
[0& on Iy
ou:
{dF}:[B]'{dT}
Assim, pode-se perceber que [A] = [B]_1 . Entdo:
(v 0e 0z oy} (9 9z 0 o
on dy dIn 9y on dy dIn 9y

[B]_IIJ a)’_%_%_ay a_x%_%%
o dy 9E oy o0& dy 95 dy
9 3% 2z dy) _(dx 3 2 ox
| \o& on 3¢ an 9§ dn ¢ In
no qual:

x (dy dz _9dz 9y
dn dy dn dy

€ 0 jacobiano da transformacao.

Comparando [A] com [B],

dn\dé dy 9§ dy
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dx(ax dz 0z axJ
——————— +

o) |

dx
dy

|

dn dy dn dy

ox dy

dg dn 95 I

elemento por elemento das matrizes tem-se:

o& dn d¢ Iny

dx dy dy ox
\ag oy 3¢ oy

.

(4.32),

(4.33).
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o
ox
an
ox

ox

o |

0z
an
0z

0z

dz 0z Ox

dz dy ox
an ay) \on oy on oy

96 _ ;[ 9 _0dz dy
ox on dy dn Iy
96 __;[9x 0z 0z ox
dy an dy 01 dy
95 _;[9x 9y 9y ox
oz on Jdy dn Jy
o __, (9 9z _0dz 9y
ox o dy d& 9y
an_, (o o % ox
dy o& dy d& 9y
o __;[9x 9y 9y ox
oz o dy d& Iy
9y _ (9 9z _9dz dy
ox o dn d& In

W _ J.(ﬂﬁ_%.ﬂ
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ax 3y _dy ar)|
dn dy dn 9y

._(a_y.%_%.ayJ (a_xﬁ_a_z_a_xj _(ﬂ.a_y_a_y.a_XJ

(4.34a);

(4.34b);

(4.34¢);

(4.34d);

(4.34e);

(4.341);

(4.34¢);

(4.34h);



?:J.(ﬂ.al_ﬂ.axj (4.34i).
<

Conforme comentado, a equagdo governante serd transformada com o intuito de obté-la, no
plano computacional, mantendo a sua forma conservativa, ou divergente. Seja a seguinte equagao

de conservacao escrita na forma vetorial (MALISKA, 2004):
< 4VeF=¢§ (4.35),

ou na forma:

9Q (OE OF JG_

S 4.36),
ot " ot ot " ot ( )
em que:
F=E-i+F-j+G-k (4.37);
E=pu-p-1°.92 (4.39);
ox
Fepv.g-1°.29 (4.40);
dy
G=p-w-¢—r¢-a—¢ (4.41),
0z
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em que ¢ € um escalar genérico que representa as propriedades conservadoras como massa,

quantidade de movimento, energia, entre outros, € r’ representa o coeficiente de transporte. As
componentes E, F e G representam as componentes cartesianas do fluxo advectivo mais o
difusivo da propriedade genérica ¢ .

A transformacdo de coordenadas necessdria para a solu¢do de problemas tridimensionais e

transientes é dada por:

§=¢x y,z.1) (4.42a);
n=1n(xy,z1) (4.42b);
y=rxy,2.1) (4.42¢);

7 =1(t) (4.42d),

no qual o jacobiano e as expressdes da transformacdo sdo obtidas como anteriormente,

adicionados das seguintes relagdes que envolvem a coordenada tempo:

95 _0¢ Ox d¢ dy 95 dz

= 4.43);
ot Ox ot dy ot Jz ot (+43)

on _dn dx on dy dn &z

= (4.44);
ot odx Jdt dy ot Jz ot

dy _dy dx Oy dy Oy Iz (4.45).
ot dx ot dy Jdr Jz ot

A idéia é transformar a equacio (4.36) para o sistema (&,77,7). Usando a regra da cadeia, as

derivadas das componentes do fluxo resultam em:
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O _dE 35 OE om OF dy OE b .
N o ox dn Jdx Jdy Odx OT Ox

OF _OF 3£ OF dn OF dy OF 9t

or og of on of oy oJf ot (4.47);
Jy oF oy an dy 87 ay d7 dy
G _9G 3¢ 3G 9y 3G dy 3G 9t (4.48);
aZ ag oz 877 dz dy 0dz 0T 0z
90 _9Q 3¢ 90 9y, 0Q 3y 90 9T (4.49),

ot d& dt dpp Jdt Jdy ot Idr Of

no qual, o ultimo termo das equacdes (4.46) a (4.48) € igual a zero, uma vez que 7 ndo € fungdo

ot
dex, y,z,e —=1.

ot

Introduzindo as equacdes (4.46) a (4.49) na equacgdo de conservacdo (4.35) temos:

9Q d¢ 90 dn 9Q dy dQ OE dg JE dn OE dy OJF dg OJF In
O or o or 9y or dr oF dax o ax 9y ox 9E dy on 9y

oy dy d& dz dIn oz 87 az

Dividindo agora por J, aparecerdo termos do tipo g—?[; E;_gtj 3:; (; 35} g—g[%},

etc. Para que as métricas e o jacobiano fiquem dentro do sinal da derivada, procurando assim uma

forma conservativa para as equacoes, fazem-se vdrias manipulagcdes algébricas somando-se e

subtraindo-se  termos do  tipo E%[;%j, F%(%gfj G%[§?§j

8[1 o¢

—- j etc, que recuperam a derivada do produto. A equacdo resulta, entdo, na forma
t

conservatlva, COomo:
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O 9E A A on _ dnp . dn . opy
-2 2 E4+ 2. F+2.G ~, L E+ PTG
g[gj+i R T A N A S A
alJ ) o& J on J
oy 0y . oy . 9y o& o7 oy
7. L E+ L F+L.G 95 g9 7
alar @ Froy e ol o | ala | ala | @ [1
+— -0 | = FE |+ & |+—| E|+—| = ||+
oy J o&| J on| J oy| J ot\ J
Y () ()] | (%) () (¥
— . i i +i i +i i _F. i a_y +i a_y +i a_y +
o J on| J ay| J o&| J on| J oy| J
9% I Iy
_g.| 9|9z +i 9z +i 9z |5 4.51)

| J on| J ay| J J

Utilizando as expressoes de transformacdo € possivel observar que os quatro tltimos termos
entre colchetes, no lado esquerdo da equag@o acima, sdo iguais a zero, encontrando-se a equagdo

transformada na forma:

1[2}1 Qo EJdg F o5 Gog) d(Qdn Eon F onp G on),
ot\J) d&\J ot J ox J dy J 9dz) on\J ot J ox J 9y J oz
oy\J ot J ox J dy J odz) J

Definindo:
Q:% (4.53a);
EZQ%_FE%_FE%_FQE (4.53b);

J ot J ox J o9y J 0oz

87



FoQ.0n Edn F on G on s

J ot J ox J dy J oz
é:g %+£a_7+£ﬂ+g% (4.53d);

J ot J ox J oy J oz

4 S
S=— 4.53e),
7 (4.53e)
encontra-se a equagdo na forma conservativa como (MALISKA, 2004):

90 OF OF 3G _¢ (4.54).

ot 8§ on  dy

Substituindo na equacao (4.52) as expressOes das componentes E, F e G, encontra-se

3 (p-g 0, % a
_(T}af[ (az §+V'ay aJ”’}

ot
i l a_ﬂ+u.a_ﬂ+v.a_ﬂ aﬂ p ¢ +— a 87/ +u- a7/+v.a_7+w.a_7 p¢ =
a7 o e oy ez 87/ o ax ay oz

ox ax dy ay dz 0z on

d|(dy dp Jy d¢ dy d¢\ I’ | §
9 |(9r 3¢ 0y 99 Oy ap) I*| S 4.55).
ayKax ax "oy ay oz az) T 2

96 9 96 99 9¢ 99 +i on 99 dn 9¢ on 09| I |,
85 J_ ox dx dy dy 0z 9dz) J

Nomeando algumas expressdes e usando a regra da cadeia para expandir as derivadas da

fun¢do ¢ em x, y, e z, tem-se:
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2[00 Lot Ll Ll 20

no qual:

8, e, a0
}rayﬂe a§+f an" oy

ax+%5;+w 0z

g ot %j

ESES)

2 2 2
b:[a—ﬂJ + 91 _{8_77}
ox dy dz

&)

dz%.a_ﬂ.p

ox OJx

2 2
+ 97 + [8—7/}
dy 0z

9§ on 95 on

dy dy dz 0z

89

dg) I’
87J J}
S

+7 (4.56),

(4.57a);
(4.57b);
(4.57¢);
(4.574d);
(4.57e);
(4.57f);

(4.57g);

(4.57h);



_9n 9y, 9n dy 9n 9y (4.57i).

Agora, para uma situacdo na qual ndo hd variacdo no tempo a equacdo, se torna:

J 9 W, 99, 09| T
g0 T gl T el ol afﬁ o on " '87}7}

9, ¢ 99\ I7 ) 9,00, 09, 9 T"| S
+— {(d 8§ -+f 87} J'}+ {( 3 _f + 87} J:]+J (4.58),

no qual:

~ 1 o¢ o0& o&

U= . 2 — 2 4.59 )
T; (u ax+v ay+w azj ( a)

~ 1 an an on

V=—. L R L 4.59b);
] (u ax+v ay+w azj ( )

~ 1 oy oy oy

W=—. =L L L 4.59¢);
T; (u aX+v ay+w azj ( c)

Utilizando as equacdes métricas de transformacdo, dadas pelas equacdes (4.34), nas

equacoes (4.57) e (4.59):

g:Hu ;. (a_y k% a_yJ N J.(ﬂ.%_%.ﬂw ,,(a_x.a_y_a_y.axﬂ

Ol [ 02 0z oy | fox dz dz o) (ox dy Oy ox) 4 gn
on dy dn Iy on dy dn Iy on dy dn Iy
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~ 1 dy dz dz dy ox dz 0Jz Ox ox dy dy ox
V=—.-uJ | = 2-"2. J | = =-=.= Jo| = 2L -2
J { (a(: oy of ayJ” (a(: oy 3¢ ayJ " (a(: oy o¢ ayﬂ
V{_u(a_y.z_z.ayjﬂ(a_x.z_a_z.a_xj W.(a_x.a_y_a_y.ﬂﬂ (4.60b);
o0& dy d¢ Iy o dy d¢E Iy o0& dy d¢ Iy

S e o), (o 0y ¥ o
dg dn  d¢ I dg dn  dg In

2 2 2
(9 9z _9z oy | . |_, [9x dz_dz ox)| |, (dx dy 9y ox
dn dy dn Ay dn dy dn 9y dn dy dn 9y

(4.60d);

[ (v aa v [ L[, (o 9 _az ax\| [ (ax dy oy ax)|
g { / (af T ayﬂ {" (af T ayﬂ { / (af oy a¢ ayﬂ
(4.60e);

[ (v 0 o o[ L[, (o 8 0z ax\[ [, (ox ay_ay ax)|
g {" (af oy aE anﬂ { / (af oy aE anﬂ {J (af oy aE anﬂ
(4.601);

A:_Jz.(a_y.%_ka_yj,(a_y,a_z_a_z,a_yj th(ax o axMax 2 axj

an Ay on dy)\a& ay & oy on 9y on oy) \o& oy of ay)"
dx dy dy Ox)(odx dy dy ox
_yr =222 2 = 22 4.60g);
(an 3y ayJ (af 3y ac ayJ (4:609)
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g2 .(Q.%_%.a_yj.(ﬂ.%_a_z.a_q”z .(B_X.%_%.%j.(a_x,a_z_a_z. axj+

dn dy dn dy) \9& dn d& In dn dy dn dy)\d& dn 9& In
+J%. %ﬂ_@_y% . %ﬂ_ﬂa_x (4.60h);
dn dy dn dy)\d& dn d& In

4:_12.(ﬂ.a_z_%.a_yj.(a_y.%_%.a_yj J? (a_xg_a_zg)(a_x.a_z_a_zaxj

o dy d& dy ) \d& dan dE Ian o dy d& dy ) \d& dn dE I i
J?*. %Q_a_y% . a_xﬂ_a_ya_x (4.60i).
o dy d¢ dy)\d& dn 05 In

Rearranjando a equacgao (4.58) tem-se :

J 0, 3 (5 5 09 9 ( & ~ 09 _
ag( )¢+pl/a§ o7 OfV)¢+prV~55+5;@-W)¢+p-w*5;—

O[( 0, 20 3 20 . 30, 0
a(:H et ayJ J} H PR zaerw}

i 8_¢ % 8_¢ 9. i 4.61):
+87K8 a(f+/1 an+;( 87} r J}+J (4.61);

[0 @ (o) (s 3, o % _ 1 [(3a 39
5 {aggo 0+ 2 p0)+ 2o W)}p 0284972472 {[ag o

;.00 08 39 9 0e 9p 0 ¢J.,+( ggw 9, a@ o

of* 9& o op® df dy 9y

+(a_A_a_¢+ O°¢ OB 09 , 09 04 0 , 3° J’”( 5/”

L LA Ny L L ]
on 92 N akan Ton an P an Tan oy T anay

+A- a¢} ai+(%%+gﬂ+a_ﬂ’a¢+ﬂa—z¢+a_1%+z ¢J J+

dy) an | dy d& -9y dy In on-dy dy 9y a9y’
o9 a¢ 9¢) dJ| S
A il G 4.61a),
+( 8§+ +y- 87} 87}+J ( a)

na qual o primeiro termo dessa expressao, pela equacdo da continuidade, € nulo.
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Agora derivando os termos a, [, ¥, A, €, A e J, e utilizando a transformagio
y=hx)-n, x=¢& e 7=y, obtém-se:

U=u-h (4.62a);
V=v-u ”'3_2 (4.62b);
W=w-h (4.62c¢);
azhzza—“:z.h.@ (4.62d);
af df . ’
B=n* dan 24.13%:2.77. dn 2 (4.62¢);
" dé on dé o
2= =% g (4.621);
Iy
s l(afae s
—_|p.| &
A= (h ﬁ}:/a"f dg dg (4.62¢):
df a_(,
on d&
% _y
£=0= g‘f (4.62h);
%€ _ )
dy
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A1=0= - (4.62i);

(4.62));

Substituindo o conjunto de expressdes (4.62) na equacgdo (4.61a) tem-se:

29 om) a¢ ., [1 oh ap . 30
pruhgg TP\ Janpw 3y 7 A Y

(Y, | B0, oh % | 1 oh (. 3 , 3 3
L Kaéj o 352} an "o g an} T (h Y anj+
h o d& 8§ 8§ on & 87] 8§ on’
A

; (h asz}JrJ (4.63),

Fazendo algumas manipulacdes algébricas chega-se a:

Puh%ﬂo (v uﬂ—J %+pwh~%:l""’{h«az¢+ Zg(ﬁj s } 8¢)

o& dé oy I dg
Lodn 9 1| L (an) | 9% 39| S
d§ 89’:377 P { (dé:j +1} 8772+h 872}+J (4.64)
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Os termos genéricos sao dados por ¢=T, r? :i, S :ﬁ-cb, onde o termo @ € a
c

p p

2 2
dissipagdo viscosa dada por & = [a_uJ + [a_wJ .
dy dy

Fazendo a transformacdo dos termos de velocidade obtém-se:

ou 85 ou 87] Ju 87 ou Jau

— 4.65a);
dy oy 9 oy am oy oy " om (4.659)

ow 85 ow 87] ow 87 ou ow

— =J — 4.65b);
dy dy 85 dy 87] dy 87/ on ( )

Substituindo as expressoes (4.65) na equagdo da dissipagdo viscosa:

d=J. KauJ J{a—W” (4.66).
on on

Assim como na equacao de Reynolds, para a resoluciao da equagdo da energia, tem-se como

procedimento padrdo, primeiro adimensionalizar a equacdo. Para isso foram utilizados os grupos

adimensionais a seguir:

ot (4.67a);
.
Z_Z (4.67b);
.
- h
h:E:1+€-cos0 (4.67¢);
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U= M (4.67d);

Ho
R =" Lay (4.67e)
Ho
2 2
R (4679,
My o
- u — (7 F, mdn) op 1 mdn
= =6h" || =df—=| — | —=+="| — 4.67g);
“ r- ('[O,L_ln F'[O,L_lJaf—i_Fo 7] ( g)
- v | oh COu -+ C (dui ow
= = —_— e — h — | —+—1||d 4.67h);
e j‘([fl o r o7 r (afayﬂ 7 (467h)
- W — (7 F, dn) op _
=6 n| [ Lapg-r [P 4.67i).
W r-@ ('[OIL_I 77 F() .[() ,L_lj 877 ( l)

Inserindo esse grupo de fungdes na equacdo (4.64), assim como substituindo os termos

genéricos e rearranjando-os:

2 2 —
+[£j 2.9 T}+T 25 (4.68),

onde,



6:(8—7‘J {a—wJ (4.69),
on on

2
e: Pe*:%; Tf:'uo_'w.[ij '
pc, @C p-c, \C

Simplificando essa expressdo para um problema bidimensional tem-se a equagao:

Finalmente, podemos aplicar a discretizacdo pelo método das diferencas finitas. Porém,
segundo Patankar (1980) no caso da equag@o da energia ndo serd possivel utilizar a aproximagao
por diferencas centrais, uma vez que tal aproximacdo, para os termos convectivos, gera
problemas de convergéncia da solu¢do numérica oriunda de métodos iterativos ponto a ponto,
que serdo descritos na subsecdo seguinte. O problema de convergéncia, em questdo, sdo
oscilagdes numéricas que acarretam em respostas nao realistas.

Calculando-se o niimero de Peclet do escoamento no interior do mancal, percebeu-se que
esse nimero era alto (=20000), e, como o nimero de Peclet diz respeito a razdo entre o
escoamento convectivo e o escoamento difusivo, tem-se que o escoamento € predominantemente
convectivo, ou seja, os termos convectivos sd0 muito maiores que os temos difusivos. Assim,

tomando como exemplo um caso ideal, no qual os termos difusivos sdo zero, utilizando

diferencas centrais o coeficiente que multiplicaria o termo 7, seria igual a zero e ndo seria

possivel resolver a equacdo. No caso em questdo, os termos difusivos ndo sdao zero, mas sao bem

pequenos, gerando dificuldades na resolucdo (imprecisdes numéricas), pois, a matriz dos
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coeficientes apresenta fraca preponderincia diagonal. Esse fato € contornado utilizando as
diferengas a montante.

Porem, as diferencas a montante sdo menos precisas que as diferencgas centrais, j4 que o
erro de truncamento da expansdo por série de Fourier ¢ da ordem de (sz) para as diferencas
centrais ¢ da ordem de (Ax) para as diferencas a montante. Mas é possivel corrigir essa

imprecisdo aumentando o nimero de pontos da malha computacional. A aproximacdo por
diferencas a montante é dada pela equacao (4.5).

Porém, é importante notar que, para o caso em questdo, a equagdo (4.5) deve ser uma
aproximacdo a montante do escoamento. Assim, € necessario saber o sentido do escoamento para
cada ponto da malha computacional. No nosso caso bidimensional, todos os escoamentos
envolvidos na equacio da energia possuem apenas uma dire¢do, ja que nao é considerado refluxo
no mancal, e, portanto, pode-se utilizar a equacao (4.5) em sua forma normal.

Utilizando diferencas a montante para as derivadas de primeira ordem e diferencas centrais

para as derivadas de segunda ordem, obtemos que as derivadas parciais valem:

aT TN _TL
ol _ 4.70a);
Tt (4.70a)
of _Ty-T, (4.70b);
an  2-Ay |
T _Tp+T, -2'T, (4.70c);
9&? Ax? |
T T, +T,-2-T, (4,70d);
8772 Ayz 9 9
0°T _ 1 _ Ty — Ty _TLT T (4.70e).
o@n 2-Ax | 2:4y  2:Ay

Introduzindo essas expressoes na equacao de energia adimensionalizada, tem-se:

98



C,-T,+C, Ty +Cy T, +C, T, +C, -(Tpy Ty T,y +T,5)+C, @7

T =
N C7
no qual:
pe (€Y o (dn)
h? r, d&
C = e (4.72a);
N 2
Pe - C
= {2)
re
C, = = (4.72b);
pe' |(c) , (dn pe' (c |-  an dh 1 (r _ _  an
TZ — — 1 Tz - * h ) - +i — YV —
h r, & h r, dé d& h \C d&
C,= > +
Ay Ay
(4.72¢);
« 2
Pe - C
Ez‘hz‘(J _
l"e u
¢, = v e (4.72d);
pe' (CJZ —an
— 2 = ikl
_ 7, dg .
C,=- (4.72e);
4-Ax- Ay
C, =T, .%.5 (4.72f);
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4.72g).

Novamente, para uma malha de n pontos, teremos n equagdes algébricas dessa forma, que
podem ser resolvidas por qualquer método de resolug@o de sistemas de equagdes lineares. Para o
campo de velocidade, que se encontra na dissipagcdo viscosa, usa-se como método de resolugdo as

diferencas centrais para derivadas de primeira ordem, que € descrita pela equacgdo (4.6).

4.4. Solucao do Sistema Linear de Equacoes

ApOs ter sido apresentado o método das diferencas finitas para a aproximacgdo de equacdes
diferenciais parciais, deve-se descrever algum método para a solucdo do sistema de equagdes
algébricas lineares, originado da aplica¢do do método numérico.

Os métodos de solucdo de sistemas lineares podem ser divididos em duas classificagdes:
diretos e iterativos.

Os métodos diretos s@o todos aqueles que trabalham com a matriz completa e necessitam,
de uma forma ou de outra, de processos equivalentes a inversdao da matriz completa. Por serem
diretos, esses métodos ndo necessitam, logicamente, de uma estimativa inicial das varidveis para
obter a solugao.

Entre os métodos diretos, de acordo com Maliska (2004), se destacam a eliminacdo de
Gauss e a decomposi¢cdo LU. A eliminacdo de Gauss € adequada para matrizes cheias e nao-

estruturadas. Esse método tem a tarefa de reduzir a matriz A dos coeficientes, dada por:

a;; a4y a,
a a a
21 ) 2
A= ",
anl anZ ann
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em uma matriz diagonal superior U :

a,; ap a,
0 a a
) 2
U = . ! 5
0 0 a

tal que a solugdo possa ser determinada por um processo de substituicdes sucessivas. As

operagdes para zerar a diagonal inferior da matriz sdo feitas, tomando-se a segunda linha como

- D a . .
exemplo, multiplicando-se a primeira linha por —2- ¢ subtraindo-se o resultado da segunda linha,
ap

e assim sucessivamente para as outras linhas. Vale ressaltar que a operacdo descrita
anteriormente, que substitul o termo a,, por zero, também altera o termo independente daquela
linha. Obtida a matriz U , a determinacdo da primeira incognita € feita utilizando-se a ultima
linha da matriz e o correspondente termo do vetor independente. Esse processo é conhecido na
literatura como back substituition, pois, em um processo de trds para frente, em substitui¢des
sucessivas, vai-se determinando o valor de todas as incognitas.

O método de eliminacdo de Gauss, quando aplicado a matrizes cheias, acumula erros em
funcdo das sucessivas operacdes. Uma forma de minimizar esse problema € a pivotacdo, cuja a
tarefa é deixar na diagonal os elementos de mais valor.

A decomposi¢do LU é uma variacdo do método de eliminagcdo de Gauss, no qual, em
principio, a matriz U € obtida com o mesmo algoritmo realizado no método de eliminacdo de
Gauss. O atraente no processo € a constru¢do de L, cujos elementos sdo os fatores

multiplicativos usados no processo de obtencdo da matriz U . O sistema linear:
[A] [x]=[L]-lv]-[x]=[B] (4.73),
pode entdo ser resolvido, definindo-se:

v]-[x]=[D] (4.74),
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[L]-[D]=[B] (4.75).

Resolvendo-se o sistema linear (4.75) obtém-se D e com D em (4.74) determina-se X , a
incoégnita desejada.

Como dito anteriormente, os métodos acima sdo utilizados quando se possui uma matriz
cheia e ndo-estruturada. No entanto, as matrizes obtidas com a aplicacdo de métodos numéricos
sdo bastante esparsas, e, por serem também de grande tamanho, as operacdes realizadas no
processo de inversdo trabalham, fundamentalmente, com os elementos zeros da matriz. O esfor¢co
computacional €, portanto, muito grande e essa classe de métodos ndo € utilizada nos problemas
de mancais hidrodindmicos. Além disso, por se estar tratando de equagdes diferenciais ndo-
lineares, a matriz de coeficientes do sistema linear algébrico deve ser atualizada ao longo do
processo, e, portanto, ndo tem sentido resolver diretamente um sistema linear cujos coeficientes
ndo sdo corretos. Assim, deve-se usar métodos iterativos para a solu¢do do sistema linear.

Os métodos iterativos sdo aqueles que requerem uma estimativa inicial para dar
prosseguimento ao processo de solucdo. Entre esses métodos existem o método de Jacobi, o de
Gauss-Seidel e o das Sobre-relaxagdes Sucessivas.

O método de Jacobi pertence a classe dos métodos ponto a ponto, que resolve o sistema
linear visitando equagdo por equacgdo, iterativamente, usando os valores das varidveis do nivel
iterativo anterior . O método de Gauss-Seidel € essencialmente igual ao anterior, com a diferenca
de fazer uso, durante um mesmo ciclo iterativo, de valores das varidveis j4 calculadas nesse ciclo.
Isso acelera a convergéncia em relagdo ao método de Jacobi. O método das Sobre-relaxacdes
Sucessivas, procura acelerar, ainda mais, o processo de convergéncia dos métodos anteriores.
Isso € feito aplicando-se uma sobre-relaxagdo nos valores obtidos com o método de Gauss-Seidel.
O ciclo iterativo tem a seguinte estrutura (MALISKA, 2004):

XM=y x B (1-w)- X (4.76).

GS
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Na equagio (4.76), o termo X & *' s Fepresenta o valor calculado com o método de Gauss-

Seidel e w, o coeficiente de relaxacdo. O coeficiente de relaxagdo serve para avangar mais
rapidamente a solu¢ido, quando o processo estd lento, ou “segurar” a varidvel, quando a mesma
estd avancando em demasia e pode causar divergéncia. Segundo Patankar (1980), ndo existem
regras para se escolher o melhor valor para w, uma vez que, o valor 6timo, depende de vdrios
fatores, como, por exemplo, a natureza do problema, o nimero de pontos utilizados na malha e o

procedimento iterativo utilizado. Valores menores do que 1 sub-relaxam a solugdo.
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5. Simulacoes e Resultados

Esse capitulo expde os principais resultados, obtidos a partir da simulacdo numérica para o
modelo de lubrificacdo termohidrodinamica. O algoritmo utilizado foi desenvolvido em Fortran.
Foram realizadas simulacOes, para trés diferentes velocidades, uma considerada baixa, uma
intermedidria e uma alta, para o mancal cilindrico utilizado na bancada de teste presente no
Laboratorio de Mdquinas Rotativas (LAMAR). Também, para essa mesma andlise, foi utilizado
um mancal aplicado em turbo-compressores automotivos. Nessas solugdes, sdo observadas as
caracteristicas da distribuicdo de temperatura e pressdo, sendo que esta ultima serd comparada
com o caso hidrodinadmico isotérmico. Também, serd observado o 16cus do eixo para esses casos.
Ap6s a validacdo do algoritmo em questdo, serd analisado o comportamento dos coeficientes
equivalentes de rigidez e amortecimento para ambos 0s mancais, € para os mancais de turbo-
compressores serd estudado o comportamento dindmico do conjunto rotor-mancal. Esse estudo
serd realizado a partir do software ROTORTEST (TUCKMANTEL, 2010).

Para melhor entendimento dos resultados, a Figura 3.1 sera repetida nessa secao.

Figura 5.1: Esquema do mancal radial utilizado na simulagdo (KHONSARI, 1996).
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Para completar a simulacdo numérica, algumas aproximacdes para as condicdes de
contorno do eixo e¢ do mancal foram realizadas. Em 1966, Dowson et al. (1966) demonstrou
experimentalmente que o eixo possui uma pequena flutuacdo de temperatura devido ao seu
movimento de rotagdo. Esse estudo permite utilizar uma aproximagao isotérmica para o €ixo sem
que haja perdas expressivas de informacdo. De acordo com Cameron (1951), a maior parte do
calor presente no fluido de trabalho é transferida através do eixo, e Fitzgerald er al. (1992)
concluiu que a condugdo através do mancal pode ser desprezada sem sérios problemas de
superestimacdo na predicdo da temperatura de operacdo do mancal. Entdo, uma condi¢dao
adiabdtica foi adotada para o mancal. Na direcdo circunferencial foi utilizada a condicdo de
circularidade para a temperatura.

Para as condi¢des de contorno da pressdao foram utilizadas as condi¢des de contorno de
Reynolds que expressam:

p=0,se p<0 ouseja, onde ocorre a cavitacao.

p = P, onde ocorre realimentagdo de lubrificante.

a_p =0, em x =0°=360°. Condi¢cdo de circularidade.

ox

Uma vez que € dificil determinar precisamente a viscosidade média no filme de
lubrificante, a temperatura do lubrificante de reposicao é adotada para se calcular a viscosidade
do lubrificante na anédlise isotérmica.

Sendo assim, para o primeiro caso, temos as seguintes condi¢des de operacdo do mancal

mostradas na tabela (5.1):

Tabela 5.1: Condi¢oes de Operagao.

Diametro do Mancal D =30 mm
Largura do Mancal L =20 mm
Folga Radial C=90 pym
Forca de Reacdo Aplicada no Mancal W=15N
Densidade do Lubrificante p= 860 Kg/m3
Condutividade Térmica do Lubrificante k=0.131 W/m.°C
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Condutividade Térmica do Eixo k, =50 W/m.°C

Viscosidade de Referéncia #; =0.08018 Pa.s
Temperatura de Referéncia Ti=23°C
Temperatura do Eixo Te =26 °C

Com esses dados pode-se obter o conjunto de resultados abaixo:

Tabela 5.2: Resultados Numéricos.

Modelo THD Modelo HD
Velocidade de Rotacdo (RPM) € ¢ (graus) € ¢ (graus)
600 0.318 68.66 0.259 72.61
2500 0.102 83.79 0.069 85.32
5000 0.063 87.64 0.035 88.23
e Para 600 RPM:
Distribuicao de Presséo - HD Distribuicdo de Pressao - THD
x 10" (/‘/’//:/::,i:\\:\\\\ x 10* /(/‘/’//:/::,i«: \\\\\
T e I AR ey IS WS RN
sL--"1T T /ESS:S??;Z‘SSA‘\ l\\x}\\? sL--"1" -7 |zeimeant ‘\\\} )
S et m 4
g f’T/,/l/ \T\\L\\‘\\\g g3 | |
1L - 4\ 4‘\\\ ~ \1: - : : : 1 4\
0 L 1‘ 0
0.01 ~ 0.01
400
Comprimento Axial (m) 00t o Teta (Graus) Comprimento Axial (m) oo Teta (Graus)
(a) (b)
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x 107 Distribuigao de temperatura
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Figura 5.1: (a) Distribui¢do de pressdao para o modelo HD. (b) Distribuicdo de pressdo para o

modelo THD. (c) Distribui¢do de temperatura para o plano axial central.

e Para 2500 RPM:

Distribuigao de Presséo - HD Distribui¢do de Presséo - THD
PN e T~
x 10* -7 ‘ ~. x 10* - : i~
- L - X1826 ~ e - - - [z .
5. -7 ! -7 Y:-0.0001449 S 5. - I Y:0.0001449 <.
L U | Z a678ev008| ™ ~ L i~ L I Z:4753e4004 T~ _ l\ i~ o
4 - | [ o 4~ I o e ~_ 7
| I ! N 4 | I ! N
| I :\ | | I :\ |
A ‘ — A ‘
T - gol -1 T
4 | ~ 8 4 | ~
| ! 22 | !
| ! ° | !
T " - T "
‘ I 1 ‘ I
0
0.01
Comprimento Axial (m) 001 0 Teta (Graus) Comprimento Axial (m) 001 0 Teta (Graus)

(a) (b)
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Figura 5.2: (a) Distribui¢@o de pressao para o modelo HD. (b) Distribuicdo de pressdo para o

modelo THD. (c) Distribui¢do de temperatura para o plano axial central.

e Para 5000 RPM:

Distribuigao de Presséo - HD Distribui¢éo de Press&o - THD
x10° ”\//( : : s x10° ”\/(/ : ><1B2‘s N
- _ X 1826 [ ~ o - _ X182, | ~
-7 I =" 7 Yiooootaas to | - -7 | _ -7 Y:00001449 | N
5 [ | 2 ae62es004 1 <! i~ o 5 | - | Z:4822e:004 | T~ | N

4= | | < ~ | = 4+ | ~ ~ |

| I ! ~ | | ! N

| | ! | | ] | ‘

T | l | T | i ]

| | | | [

4 ! 4 i |

| | 3

| | ‘

T T ‘

| | N
|
L

Comprimento Axial (m) 001 0 Teta (Graus) Comprimento Axial (m) 001 o Teta (Graus)

(a) (b)
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x 107 Distribui¢&o de temperatura
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Figura 5.3: (a) Distribui¢do de pressdo para o modelo HD. (b) Distribui¢ao de pressdo para o

modelo THD. (c) Distribui¢do de temperatura para o plano axial central.

Considerando os graficos apresentados juntamente com as tabelas do resultado numérico,
podemos notar que o aumento da velocidade de rotacdo estd diretamente relacionado a um
aumento da capacidade de sustentacdo no mancal. Também € observado que, como esperado, em
baixas velocidades, a excentricidade do mancal € elevada e vai diminuindo gradativamente
conforme aumenta-se a rotacdo do eixo. Esse fendmeno € justificado pelo fato de que o eixo
tende a centrar-se com o mancal em altas rotagdes. No que se refere ao angulo de equilibrio,
tem-se um aumento do mesmo a medida que a velocidade aumenta. Isso ocorre porque em baixas
excentricidades (alta rotacdo) a distribui¢do € mais homogénea.

Como foi visto, a resisténcia viscosa do fluido aumenta com a taxa de deformacao, isto é, a
forca requerida para um fluxo rdpido € maior que a para um fluxo lento, e também que, a
viscosidade diminui com o aumento da temperatura, pois maiores energias térmicas permitem as
moléculas se quebrarem, ou seja, menores forcas externas sdo necessarias para separar as ligacoes
moleculares. Dessa maneira, observando os resultados obtidos para o0 modelo THD e HD, pode-
se notar facilmente que a razdo de excentricidade adimensional é maior e o angulo de atitude é
menor no modelo THD para compensar a baixa viscosidade, resultando na mesma forca de
sustentacdo, ou seja, 0 eixo encontra um novo equilibrio esttico para gerar as mesmas forcas. De
acordo com as Tabela 5.2, é possivel verificar que essa tendéncia € mais significativa em

elevadas velocidades de rotagdo.
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O ¢6leo aquece quando o eixo comeca a girar dentro do mancal. Nessa situagdo, particulas
de fluido, que estdo em contato com o eixo, possuem a mesma velocidade tangencial, enquanto
que as particulas de fluido que estdo em contato com o mancal, estdo estdticas. Sendo assim,
existe deslocamento relativo entre os planos atdmicos, ou seja, cisalhamento do lubrificante, que
rompe as ligagdes quimicas e libera energia na forma de calor. Portanto, em velocidades maiores,
o cisalhamento do fluido € maior e, conseqiientemente, a energia liberada também ¢ maior,
resultando em uma maior geracdo de calor. Pode ser verificado, também, que as maiores
temperaturas se encontram na parede do mancal e as menores, proximas a entrada do dleo de
reposicao. Isso ocorre devido a condicdo de contorno imposta ao problema, que considera que o
mancal é modelado como adiabatico, e também ao fato de ocorrer mistura de 6leo frio com 6leo
previamente aquecido, oriundo da recirculacdo do mesmo no mancal.

Alem disso, pode-se perceber que a maior temperatura se encontra proxima da onde a
espessura do filme é minima. Isso ocorre porque o cisalhamento € inversamente proporcional a
variacdo da espessura do filme. Conseqiientemente, para a mesma variacdo de velocidade, a
reducdo da espessura do filme resulta em um aumento do cisalhamento nessa regido.

Os proximos mancais estudados sdo aplicados em turbo-compressores de automoveis,
sendo assim, possuem altas temperaturas, pequenas dimensoes e altas rotacdes. As Tabelas 5.3 e

5.5 mostram as condi¢des de operagdo dos mancais para diferentes carregamentos.

Tabela 5.3: Condi¢oes de Operagao.

Diametro do Mancal D =8.62 mm
Comprimento do Mancal L =5 mm
Folga Radial C=70 pm
Carregamento W =0.7472 KN
Densidade do Lubrificante p= 860 Kg/m3
Condutividade Térmica do Lubrificante k=0.13 W/m.°C
Condutividade Térmica do Eixo ks =50 W/m.°C
Viscosidade de Referéncia ni=0.04541 Pa.s
Temperatura de Referéncia Ti=60 °C
Temperatura do Eixo Te =120 °C
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Pressure (Pa)

Assim:

Tabela 5.4: Resultados Numéricos.

Modelo THD Modelo HD
Velocidade de Rotacdo (RPM) € ¢ (graus) € ¢ (graus)
2400 0.852 32.83 0.501 55.76
35000 0.316 56.38 0.058 86.06
70000 0.233 70.96 0.029 88.04
¢ Para 2400 RPM
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Figura 5.4: (a) Distribui¢cdo de pressdao para o modelo HD. (b) Distribuicdo de pressdo para o
modelo THD. (c) Distribui¢do de temperatura para o plano axial central.
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Figura 5.5: (a) Distribui¢do de pressao para o modelo HD. (b) Distribui¢cdo de pressao para

o modelo THD. (c) Distribuicao de temperatura para o plano axial cantral.
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Distribui¢ao de temperatura
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Figura 5.6: (a) Distribui¢cdo de pressdo para o modelo HD. (b) Distribui¢ao de pressdo para o

modelo THD. (c) Distribui¢do de temperatura para o plano axial central.

Tabela 5.5: Condi¢bes de Operagao.

Diametro do Mancal D =8.62 mm
Comprimento do Mancal L =5 mm
Folga Radial C=70 pm
Carregamento W =0.9714 KN
Densidade do Lubrificante p= 860 Kg/m3
Condutividade Térmica do Lubrificante k=0.13 W/m.°C
Condutividade Térmica do Eixo ks =50 W/m.°C
Viscosidade de Referéncia ni=0.04541 Pa.s
Temperatura de Referéncia Ti=60 °C
Temperatura do Eixo Te =120 °C

Assim:
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Tabela 5.6: Resultados Numéricos.

Modelo THD

Modelo HD

Velocidade de Rotacdo (RPM)

€

¢ (graus)

€ ¢ (graus)

2400

0.877

30.40

0.560 51.63

35000

0.357

53.55

0.075 84.91

70000

0.272

67.68

0.038 87.43
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Figura 5.7: (a) Distribui¢cdo de pressdao para o modelo HD. (b) Distribuicdo de pressio para o

modelo THD. (c) Distribui¢do de temperatura para o plano axial central.

e Para 35000 RPM:

Pressure Distribution - HD Distribuigao de Press&o - THD
(,/’7\\\ -7 S
4 /,/" | [N 4 /,/" By [N
x 10 - ‘ e~ N x 10 - R ~.
5. -~ 1 -7 T xes N : NS 6 - | -7 X193 \\\: R
- | vias2e005 T~ S Lo o7 Y:as2e005 e~ o
. 47 | L — 7 7. 4.249¢+004 N ~ 51 -1 _--"1 Z:508404004 ~ S 0
| | | | -
g | | ; 4 1 | | |
© it —_
ST | £ - b
S 4 I - 8 3 | I ! !
82 | | ! 2 4 | ~ T
3 | o I I
& | | - x 2 |
, 4 ; T " ~ |
I ! 1 | I
L =L 1
0 0

Axial Lenght (m) 0 Theta (degrees) Comprimento Axial (m) 0

Teta (Graus)

(a) (b)

116



x 10 Distribui¢ao de temperatura

120
110
€ 100
[}
£
i
8 90
[
>
2
8
=3 80
w
70

0 50 100 150 200 250 300 350 400
Teta (Graus)

©

Figura 5.8: (a) Distribui¢do de pressdao para o modelo HD. (b) Distribuicdo de pressdo para o

modelo THD. (c) Distribui¢do de temperatura para o plano axial central.

e Para 70000 RPM:
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Figura 5.9: (a) Distribui¢do de pressdo para o modelo HD. (b) Distribui¢ao de pressdo para o

modelo THD. (c) Distribui¢do de temperatura para o plano axial central.

Esse mancal trabalha em altas temperaturas, como se pode notar pelas condi¢des de
operacdo do mesmo. Nas figuras que mostram a distribuicdo de temperatura para 2400 RPM,
nota-se que a temperatura € homogénea fora da regido onde se tem entrada de lubrificante, isso
ocorre devido a temperatura do eixo ser muito alta. A troca de calor do fluido com o eixo acaba
sendo maior que o aumento de temperatura devido ao cisalhamento do fluido, devido a baixa
viscosidade do fluido para altas temperaturas. Conforme o eixo se centraliza no mancal, e a
distancia deste para o mancal aumenta, nota-se um gradiente de temperatura no mancal devido ao
6leo de reposicdo. Também, por esse motivo, as maiores temperaturas se encontram nas
proximidades do eixo.

Agora serdo apresentados os lugares geométricos (l6cus) do eixo para os casos estudados.
A Figura (5.10) mostra o l6cus para a configuracdo de mancal da bancada de testes dentro de uma
faixa de rotagdes de 60 a 6000 RPM, a Figura 5.11 mostra o 16cus para a configuragdo de mancal
de turbo-compressor com carregamento de 0.7472N dentro de uma faixa de rotacdes de 60 a
100000 RPM, a Figura 5.12 mostra o l6cus para a configuracdo de mancal de torbo-compressor

com carregamento de 0.9714N também para a faixa de rotacdes de 60 a 100000 RPM.
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Locus THD

270

Teta (degrees)

Figura 5.10: Locus para os modelos HD e THD: Mancal da bancada de testes.

Locus THD

270

Teta (degrees)

Figura 5.11: Locus para os modelos HD e THD: Mancal de turbo-compressor com carregamento

de 0.7472N .
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Locus THD

270
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Figura 5.12: Locus para os modelos HD e THD: Mancal de turbo-compressor com carregamento

de 0.9714N .

A variacdo da excentricidade e do angulo de atitude ocorre com a variagdo da velocidade de
rotacdo do eixo. Em todos os casos, e, em ambos os modelos, h4 um aumento do angulo de
atitude e uma diminui¢do da excentricidade adimensional com o aumento da velocidade. Esse € o
resultado da tendéncia do eixo em centrar-se com o mancal em altas rotagdes. No entanto, € claro
que no THD a excentricidade € maior e o angulo de atitude é menor que no modelo HD, devido
as menores forcas de sustentacdo para maiores temperaturas. Isso significa que o efeito de
centralizacdo do eixo pode ser corrigido no modelo THD.

Em baixas rota¢Oes € importante verificar se espessura minima de filme, 4, =C- (1-¢),¢
igual ou superior a 4 Ra, (Ra, € arugosidade média entre as superficies do eixo e do mancal) de

forma a garantir que o modelo hidrodindmico € atendido pela separacdo completa das superficies.
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5.1. Validacao dos Resultados.

E importante saber, no entanto, se o modelo em questio gera resultados que sejam
confidveis. Para isso, utilizam-se resultados conhecidos na literatura para se calibrar o modelo.
Assim, foi utilizado o trabalho publicado por Khonsari et. al. em 1996, o qual utiliza dados

experimentais e tedricos € os compara. A primeira comparacao se dard em forma de tabela, onde

as condi¢des de operagdo do mancal sdo:

Tabela 5.6: Condi¢oes de Operacgao.

Diametro do Mancal D =101.6 mm
Largura do Mancal L =76.2 mm
Folga Radial C=63.5um
Forca de Reacdo Aplicada no Mancal W=11000 N
Densidade do Lubrificante p= 860 Kg/m3
Coeficiente de Viscosidade f=0.0414 1/°C
Condutividade Térmica do Lubrificante |k =0.131 W/m.°C
Condutividade Térmica do Eixo ks =50 W/m.°C
Viscosidade de Referéncia ni=0.03 Pa.s
Temperatura de Referéncia Ti=36.8 °C
Temperatura do Eixo Te =47.5°C
Pressdo de Realimentagdo Ps =280 KPa

Vale ressaltar que, nesse caso, a viscosidade possui uma féormula diferente da utilizada

nesse trabalho. A expressao utilizada por Khonsari (1996) para viscosidade é:

= p,-expl=B-(T-T)]
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Para realizar as simulacOes apresentadas a seguir, e para efeito de comparagao, foi utilizada
a mesma equacgdo para a viscosidade.

Dessa forma, os resultados encontrados por Khonsari (1996) foram:

Tabela 5.7: Dados obtidos por Khonsari (1996).

Isothermal
Experimental THD ISOADE  selution at
Parameter [units] data solution  solution 50.81°C
€ 0.574 (.588 0.586
Load, W [N] 11000 11000 11000 11000
Pra [MPa] 3.25 J.62 3.06 72
Trax [°C] 51.5 51.61 53.69
Tmax location, 236 239 —
Binax [°]
Torin [°C] 47.5
Attitude angle, 57 53.10 52. 10 51.31
¢ i

Enquanto que os encontrados pelo algoritmo que foi desenvolvido nesse trabalho:

Tabela 5.8: Dados obtidos nesse trabalho.

Parametros [unidade] Solugdo ISOADI Solugdo Isotérmica a 50.81 °C
Excentricidade 0.585 0.582
Carga [N] 11000 11000
P [MPa] 3.53 3.62
T.. [°C] 52.87 | e
Localizagdo T, [°] 235 | e
Angulo de Atitude [°] 52.37 51.31

E possivel observar que na tabela obtida por Khonsari (1996) (Tabela 5.7), existe uma
coluna “THD SOLUTION” (SOLUCAO THD), que ndo foi simulada nesse trabalho, uma vez
que a solu¢do THD indicada na tabela utiliza condi¢cdes de contorno, com troca de calor entre o

fluido e a parede do mancal.

122



Assim, conforme apresentado nas Tabelas 5.7 e 5.8, os resultados estdo bem préximos,
sendo que pequenas diferencas ocorrem devido a diferengas nos métodos numéricos utilizados,
assim como no tamanho da malha utilizada.

Também, da mesma maneira que Khonsari (1996) foram obtidas curvas isotérmicas para o
plano axial central do mancal descrito pela Tabela 5.6, exceto, a temperatura do eixo, que aqui

tem valor de 53.7°C.
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Figura 5.13: Isotérmicas: (a) Obtidas na literatura (KHONSARI, 1996). (b) Obtidas nesse
trabalho.

Também, foram obtidas as curvas isotérmicas para o mancal descrito pela Tabela 5.9:

Tabela 5.9: Condi¢oes de Operagao.

Diametro do Mancal D =100.0 mm
Largura do Mancal L =70.0 mm
Forca de Reacdo Aplicada no Mancal W =3920N
Densidade do Lubrificante p= 860 Kg/m3
Coeficiente de Viscosidade B=0.029 1/°C
Condutividade Térmica do Lubrificante |k =0.131 W/m.°C
Condutividade Térmica do Eixo ks =50 W/m.°C
Viscosidade de Referéncia ni=0.0192 Pa.s
Temperatura de Referéncia Ti=40.0 °C
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Os resultados obtidos por Khonsari (1996) e nesse trabalho sdo dados, respectivamente,

Temperatura do Eixo

Te =51°C

Pressdao de Realimentagdo

Ps =98 KPa

pelas Figuras (5.14) e (5.15).

Pode-se perceber na Figura (5.13) que as curvas para o modelo descrito como ISOADI
(eixo isotérmico e mancal adiabatico) apresentam o mesmo padrdo e a temperatura maxima
atingida por ambas sdo equivalentes. Observa-se também, que as curvas obtidas nas Figuras
(5.14) e (5.15) apresentam semelhangas com as curvas obtidas por Khonsari (1996), no entanto as
da Figura (5.15) se assemelham mais aos resultados experimentais obtidos por ele, no entanto
como as condigdes de contorno sdo de eixo isotérmico e mancal adiabatico, as temperaturas sao

maiores que as obtidas no modelo experimental, mas, mesmo assim, sdo compativeis com as

temperaturas obtidas nas curvas da Figura (5.14b).
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Figura 5.14: Isotérmicas obtidas na literatura: (a) Experimentais. (b) Tedricas. (KHONSARI,
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Figura 5.15: Isotérmicas tedricas obtidas nesse trabalho.

5.2. Analise dos Coeficientes de Rigidez e Amortecimento e Resposta

ao Desbalanceamento de um Turbo-Compressor.

Essa secdo se dedica a andlise dos coeficientes equivalentes obtidos nesse trabalho e
também a analise da reposta ao desbalanceamento de um tubo-compressor . Sendo assim, as
figuras a seguir representam os coeficientes dinamicos de rigidez e amortecimento equivalentes
do mancal. As Figuras (5.16) e (5.17) dizem respeito ao mancal dado pela Tabela (5.1). As
Figuras (5.18) e (5.19) sdo os coeficientes obtidos a partir do mancal da Tabela (5.3). Finalmente

as Figuras (5.20) e (5.21) sdo sobre o mancal da Tabela (5.5).
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Figura 5.16: Coeficientes de rigidez para o mancal da bancada: (a) Coeficientes diretos. (b)
Coeficientes cruzados.
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Figura 5.17: Coeficientes de amortecimento para o mancal da bancada: (a) Coeficientes diretos.
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(b) Coeficientes cruzados.
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Figura 5.18: Coeficientes de rigidez do mancal de turbo-compressor (0.7472 N): (a) Coeficientes

diretos. (b) Coeficientes cruzados.
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Coeficientes Cruzados de Amortecimento

Coeficientes Cruzados de Amortecimento
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Figura 5.19: Coeficientes de amortecimento do mancal de turbo-compressor (0.7472 N):

(a) Coeficientes diretos. (b) Coeficientes diretos com aproximacao. (c) Coeficientes cruzados. (d)

Coeficientes cruzados com aproximagao.
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Figura 5.20: Coeficientes de rigidez do mancal de tubo-compressor (0.9714 N): (a) Coeficientes

diretos. (b) Coeficientes cruzados.
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Figura 5.19: Coeficientes de amortecimento do mancal de turbo-compressor (0.9714 N):
(a) Coeficientes diretos. (b) Coeficientes diretos com aproximacao. (c) Coeficientes cruzados. (d)

Coeficientes cruzados com aproximagao.

Com os gréificos mostrados, pode-se perceber que tanto os coeficientes de rigidez quanto de
amortecimento para todos os casos analisados apresentam o mesmo padrdo. No entanto, é visivel
que o modelo HD e THD possuem curvas diferentes, pois a cada velocidade de rotacdo o eixo
possui uma posi¢do de equilibrio diferente. Tanto os coeficientes diretos quanto cruzados de
rigidez, para o modelo THD, apresentam valores maiores que os coeficientes do modelo HD

devido ao aumento da temperatura. Nota-se também, que para rotacoes elevadas (a partir de 80
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Hz), os coeficientes cruzados de rigidez para o modelo THD passam a ser menores que os
coeficientes cruzados de rigidez para o modelo HD.

Assim pode-se estabelecer uma andlise de cunho qualitativo sobre a estabilidade do mancal,
uma vez que quanto maior for o modulo da diferenca entre os coeficientes cruzados e diretos,
mais estdvel serd o mancal. Portanto, percebe-se claramente que a andlise THD mostra mancais
menos estdveis que a andlise HD, o que resulta em projetos mais conservativos quanto aos
critérios de falha.

Sobre os coeficientes de amortecimento, nota-se que ambos os modelos apresentam a
mesma caracteristica: os coeficientes diretos no modelo THD apresentam o mesmo
comportamento dos coeficientes cruzados de rigidez, ou seja, sdo maiores e para rotacdes
elevadas s@o menores que no modelo HD. Sobre os coeficientes cruzados, como dito
anteriormente, por eles derivarem de um operador auto-adjunto, possuem o mesmo valor. Com
isso, a matriz de amortecimento, serd simétrica e com direcdes principais, ou seja, apresenta uma
base ortonormal formada pelos autovetores. No entanto esse fato ndo pode ser observado na
matriz de rigidez, por isso os coeficientes de rigidez cruzados sdo diferentes, e assim a matriz de
rigidez serd nao-conservativa. Comparando os modelos THD e HD, € notdvel que os coeficientes
cruzados THD possuem valores menores que os coeficientes HD.

No entanto, sabe-se que um turbo-compressor nio é apenas composto de mancais, e sim de
um conjunto de turbina, compressor e eixo, como € mostrado na Figura (5.20). Sendo assim, é
importante considerar o comportamento de todo esse sistema. Para isso, o eixo, modelado a partir
do método dos elementos finitos, € representado matematicamente por matrizes de massa, rigidez
e amortecimento. O rotor € composto de 19 elementos de viga de sec¢do circular. As massas dos
elementos girantes, associados ao eixo, sdo introduzidas no modelo através de massas
concentradas aplicadas a determinados nds, enquanto que os desbalanceamentos rotativos devido
a localizagdo das massas concentradas da turbina e do compressor sdo localizados nos ndés 5 e 19
respectivamente. Os mancais hidrodinamicos sdo inseridos nos nds 10 e 15. O sistema discreto
pode ser observado na Figura (5.21). Porém, nesse trabalho nédo foi desenvolvido o algoritmo que
resolve esse problema, mas foi utilizado um software desenvolvido no Laboratério de Maquinas
Rotativas, no qual se modela o rotor utilizando os modelos de viga de Timoshenko. Os valores

dos coeficientes de rigidez e amortecimento calculados pelo algoritmo aqui desenvolvido sdo
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inseridos neste programa, que gera as respostas em freqiiéncia para os nés do rotor. Para maiores

informacgdes sobre o conteddo do software, consultar Tuckmantel (2010).

mancal?

Nz

turbina

Figura 5.20: Esquema de um turbo-compressor.
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Figura 5.21: Rotor discretizado utilizado na simulagdo.

Assim, um conjunto de graficos de amplitude e fase de vibragdes pode ser gerado:
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Figura 5.22: Resposta ao desbalanceamento no mancal 1 (né 10): Amplitude. a) Modelo HD. b)

Modelo THD.
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Figura 5.23: Resposta ao desbalanceamento no mancal 1 (n6 10): Fase. a) Modelo HD. b)

Modelo THD
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Figura 5.24: Resposta ao desbalanceamento no mancal 2 (né 15): Amplitude. a) Modelo HD. b)

Modelo THD.

Fase THD: N6 15

Fase HD: Node 15
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Figura 5.25: Resposta ao desbalanceamento no mancal 2 (n6 15): Fase. a) Modelo HD. b)

Modelo THD

As Figuras (5.22) e (5.23) dizem respeito ao nd 10, que corresponde ao n6 do mancal 1

descrito na tabela (5.3), cujo carregamento € de 0.7492N, enquanto que as Figuras (5.24) e (5.25)

, onde € localizado o mancal 2 descrito na tabela (5.5), 0.9714N.

z

, NO €SS€

correspondem ao nd 15

A resposta ao desbalanceamento foi obtida para uma faixa de rotagdes de 0 a 1667 Hz. Porém,
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nos graficos aqui apresentados, a faixa de rotagdes vai de 0 a 400 Hz, pois apds essa velocidade
de rotacdo, o sistema ndo apresenta variacOes expressivas em sua resposta dindmica. Assim,
analisando as figuras em questdo, pode-se perceber que existem algumas velocidades criticas,
onde a vibragcdo é maior, que se encontram numa faixa inicial de velocidades. Pode-se perceber,
também, que, no modelo THD, o pico de vibracdo se encontra em uma freqiiéncia diferente do
encontrado no modelo HD, ou seja, no modelo THD temos um deslocamento da velocidade
critica para a direita (primeiro pico de vibracdo localizado em 38.67 Hz no modelo HD e 40.89
Hz no modelo THD, e o segundo pico de vibracdo localizado em 64.22 no modelo HD e 66.44
Hz no modelo THD) devido ao aumento da rigidez no modelo THD. Também ¢é facil notar que,
devido a diminuicao da viscosidade, a amplitude de vibracdo tende a aumentar no modelo THD,
uma vez que o amortecimento do mancal diminui. As Figuras (5.26) e (5.27) mostram modos
operacionais do rotor para os modelos HD e THD, para duas freqiiéncias diferentes, 39 Hz e 65
Hz. Nota-se que as amplitudes no modelo THD s3o maiores que no modelo HD devido a baixa
viscosidade do 6leo. No entanto, para ambos os modelos, os modos operacionais sdo de corpo

rigido, o que € plausivel uma vez que o rotor em questao € muito curto.

Deformada

ST

Disténcia [m
(ml Disténcia [m]

Figura 5.26: Deformada dos nds a 39 Hz: a) Modelo HD. b) Modelo THD.
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Figura 5.27: Deformada dos nds a 65 Hz: a) Modelo HD. b) Modelo THD.
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6. Conclusoes e Desdobramentos do Trabalho

6.1. Conclusoes

Neste trabalho, o método das diferencas finitas foi proposto para resolver o modelo
termohidrodinamico de lubrificacdo para mancais radiais. O modelo utilizado, assim como o
algoritmo implementado, contemplaram, com eficiéncia satisfatdria, o objetivo principal do
trabalho, a influéncia do efeito térmico no comportamento dindmico do mancal e da andlise
dindmica de uma maquina rotativa. A possibilidade de observar uma ampla gama de parametros
envolvidos provou que, com as bases implementadas destes modelos, aplicagdes mais complexas
podem ser analisadas.

No caso termohidrodindmico, observa-se que, devido ao aumento da temperatura, houve
uma mudanca nas propriedades do lubrificante, deixando este menos viscoso. Com isso, 0 €ixo
tende a aumentar sua razdo de excentricidade e diminuir o angulo de atitude, gerando um novo
equilibrio capaz de gerar um novo campo de pressio para suportar a mesma carga.
Conseqiientemente, a tendéncia de centralizacdo do eixo ainda € presente, no entanto, fica
debilitada, uma vez que quanto maior a velocidade maior serd a temperatura € menor a
viscosidade. Quanto a andlise dos coeficientes, devido ao fato de a viscosidade ser menor, os
coeficientes equivalentes sofrem alteragdes, sendo os coeficientes equivalentes de rigidez maiores
e os coeficientes equivalentes de amortecimento menores que os do modelo hidrodindmico,
ocasionando um limite de estabilidade menor no modelo termohidrodindmico, gerando assim,
projetos mais conservativos.

Sobre a resposta em freqii€éncia do sistema rotor-mancais, a influéncia térmica causa uma
mudanca expressiva na localizacdo do pico maximo de vibragdo, além de se obter valores

maiores para esse pico.
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De forma geral, conclui-se que o modelo numérico proposto é consistente, € certamente
trard contribuicdes para pesquisas relacionadas ao comportamento termohidrodindmico em

mancais.

6.2. Desdobramento do Trabalho

Primeiramente, as condi¢des de contorno do problema poderiam ser alteradas para verificar
outras condicdes de operacdo. A aplicacdo de condicdo adiabdtica para a parede do mancal,
apesar de vélida, € uma condi¢do simplificada, portanto a troca de calor com o mancal pode ser
acrescida na formulagdo da equacdo da energia. Também, apesar de ndo haver intensa troca de
calor na direcdo axial, essa pode ser incluida, para que um estudo mais detalhado seja efetivado.
Ou seja, a implementacgdo da solucao tridimensional do modelo.

Sabe-se também que, quando existem carregamentos muito elevados ou rotagdes baixas, o
eixo gira em contato com o mancal. Para essas situagcdes, € interessante analisar a deformacao
ocasionada no alojamento. Um modelo de andlise utilizada nessas situacdes € o modelo
elastohidrodindmico. Assim, é interessante combinar os modelos elastohidrodindmico e
termohidrodindmico  para  analisar o mancal a partir de uma perspectiva
termoelastohidrodinamica.

Por fim, os resultados obtidos poderdo ser comparados entre si, possibilitando novas

conclusoes.

138



7. Referéncias Bibliograficas

[1] BONCOMPAIN., R.; FILLON., M.; FRENE., J. Analysis of Thermal Effects in
Hydrodynamic Bearings, Journal of Tribology, v.108, pp.219-224, 1986.

[2] BURMEISTER,, L. C., “Convective Heat Transfer”, John Wiley & Sons, New York, EUA,
1983.

[3] CAMERON, A., 1951, Heat Transfer in Journal Bearings: A Preliminary Investigation,
Proceedings of the 1951 general Discussion on Heat Transfer, Instn. Mech. Engrs., pp. 194-197.

[4] COPE, W.F., A Hydrodynamic Theory of Film Lubrication, Proc. Roy. Soc., Series A, v.197,
1949, pp.201-217.

[5] DANIEL, G. B., ALVES, D. S., CAVALCA, K. L., CRUZ, R. F., Temperature Influence on
the Equivalent Coefficients Estimation for Journal Bearings, ASME 2010.

[6] DOWSON, D. A Generalized Reynolds Equation for Fluid-film Lubrication, Int. Journal of
Mechanical Science, v.4, pp.159-170, 1962.

[7] DOWSON, D., MARCH, C. A Thermohydrodynamic Analysis of Journal Bearings, Proc. of
IMechE, v.181, n.3, pp.117-26, 1966

[8] FITZGERALD., M. K.; NEAL., P. B. Temperature Distributions and Heat Transfer in Journal
Bearings, Transactions of the ASME, v.114, pp.122-130, 1992.

[9] FERRON., J.; FRENE., J.; BONCOMPAIN., R. A Study of the Thermohydrodynamic
Performance of a Plain Journal Bearing Comparison Between Theory and Experiments,
Transactions of the ASME, v.105, pp.422-428, 1983.

[10] HAN., T.; PARANJPE., R. S. A Finite Volume Analysis of the Thermohydrodynamic
Performance of Finite Journal Bearing, Journal of Tribology, v.112, pp.557-566, 1990.

139



[11] HAMROCK, B. J.; SCHIMID, S. R., JACOBSON, B. O., “Fundamentals of Machine
Elements”, McGraw Hill, pnd ed., New York, EUA, 2005.

[12] HESHMAT, H., PINKUS, O., Mixing Inlet Temperatures in Hydrodynamic Bearings,
Journal of Tribology, v.108, pp.231-248, 1986.

[13] HUNTER, W. B., ZIENKIEWICZ, O. C., Effect of Temperature Variations Across the
Lubricant Films in the Theory of Hydrodynamic Lubrication, Journal Mech. Eng. Sci., v.2,
pp-52-58, 1960.

[14] KHONSARI, M. M., JANG, J. Y., FILLON, M. On the Generalization of
Thermohydrodynamic Analyses for Journal Bearings, Journal of Tribology, v.118, pp.571-578,
1996.

[15] LARSSON, R., LARSSON, P. O., ERIKSSON, E., SJOBERG, M., HOGLUND, E.,
Lubricant Properties for Input to Hydrodynamic and Elastohydrodynamic Lubrication Analyses,
Proc. Instn. Mech. Engrs., v. 214, Part J, pp. 17-27, 2000.

[16] LUND., J. W.; HANSEN., P. K. An Approximate Analysis of the Temperature Conditions
in a Journal Bearing. Part I: Theory, Transactions of the ASME, v.106, pp.228-236, 1984.

[17] LUND., J. W., Review of the Concept of Dynamic Coefficients for Fluid Film Journal
Bearings, Journal of Tribology, v.109, pp.37-41, 1987.

[18] MALISKA, C. R., “Transferéncia de Calor e Mecdnica dos Fluidos Computacional”, LTC,
2* Edi¢do, Rio de Janeiro, Brasil, 2004.

[19] MCCALLION, H., YOUSIF, F., LLOYD, T., The Analysis of Thermal Effects in a Full
Journal Bearing, Journal of Lubrication Technology, pp.578-587, 1970.

[20] MITSUL, J., YAMADA, T., A Study of the Lubricant Film Characteristics of Journal
Bearings (Part 1, A Thermohydrodynamic Analysis with Particular Reference to the Viscosity
Variation within Lubricant Film), Bulletin of the JSME, v.22, n.172, pp.1491-1498, 1979.

[21] MITSUL, J., A Study of the Lubricant Film Characteristics of Journal Bearings (Part 2,
Effects of Various Design Parameter on Thermal Characteristics of Journal Bearings), Bulletin of
the JSSME, v.25, n.210, pp.1982-2017, 1982.

140



[22] MITSUIL, J., A Study of the Lubricant Film Characteristics of Journal Bearings (Part 3,
Effects of the Film Viscosity Variation on the Dynamic Characteristics of Journal Bearings),
Bulletin of the JSME, v.25, n.210, pp.2018-2029, 1982.

[23] MORTON, P. G., Unstable Shaft Vibrations Arising from Thermal Effects due to Oil
Shearing Between Stationary and Rotating Elements, IMechE, pp.383-391, 2008.

[24] NICOLETTI, R., “Efeitos Térmicos em Mancais Segmentados Hibridos — Teoria e
Experimento”, Campinas, SP: Faculdade de Engenharia Mecanica, UNICAMP, 1999, 162p.
Dissertacdo de Mestrado.

[25] NORTON, R. L., “Machine Design: An Integrated Approach” (in Portuguese), Bookman,
2" ed., Porto Alegre, Brazil, 2004.

[26] PARANIJPE, R. S.; HAN., T. A Transient Thermohydrodynamic Analysis Including Mass
Conserving Cavitation for Dynamically Loaded Journal Bearing, Journal of Tribology, v.117,
pp-369-378, 1995.

[27] PEDREIRA, J. A., “Dindmica de mdquinas rotativas em mancais hidrodinamicos”, Rio de
Janeiro, RJ: Faculdade de Engenharia Mecanica, PUC-RIO, 2006, 110p. Dissertacio de
Mestrado.

[28] PATANKAR, S. V., “Numerical Heat Transfer and Fluid Flow”, Hemisphere Publishing
Corporation, 1* ed., 1980.

[29] PINKUS, O. Analysis of Eliptical Bearings, Transactions of ASME, v.78, pp.965-973, 1956.

[30] PINKUS., O. Solution of Reynolds Equation for Finite Journal Bearings, Transactions of
ASME, v.80, pp.858-864, 1958.

[31] PINKUS., O. The Reynolds Centennial: A Brief History of the Theory of Hydrodynamic
Lubrication, Transactions of the ASME, v.109, pp.2-20, 1987

[32] RAJALINGHAM, C., PRABHU, B. S., The Influence of Variation of Viscosity with
Temperature on the Steady State Characteristics of Journal Bearings — Simplified Analysis,
Tribology International, v.20, n.5, pp.261-266, 1987.

141



[33] SANTOS, M. F., “Efeitos Térmicos em Mancais Segmentados”, Campinas, SP: Faculdade
de Engenharia Mecanica, UNICAMP, 1997, 79p. Dissertacdo de Mestrado.

[34] THOMAS, J.W., “Numerical Partial Differential Equations — Finite Difference Methods”,
Springer Science+Business Media Inc., New York, 1995.

[35] TUCKMANTEL, F. W. S., “Integracdo do Sistema Rotor - Mancais Hidrodindmicos —
Estrutura de Suporte para Resolucio Numérica.”, Campinas, SP: Faculdade de Engenharia
Mecanica, UNICAMP, 2010, 159p. Dissertacdo de Mestrado.

142



ANEXO A - Algoritmo

No presente trabalho, foi implementado um algoritmo computacional, na linguagem
Fortran, para o calculo da pressdo hidrodindmica, da temperatura de operacdo, do ponto de
equilibrio e dos coeficientes equivalentes de rigidez e amortecimento, em mancais radiais. O

fluxograma € dado na Figura Al:
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Figura Al: Fluxograma do programa computacional.
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Para a solugdo, foi utilizada uma malha computacional quadrangular uniforme composta de
70 pontos em cada direcdo, ou seja, 70 pontos nas direcdes circunferencial (x), 70 pontos na

direcdo radial (y) e 70 pontos na dire¢do axial (z ). Em uma malha com quantidade maior de

pontos, ndo foi obtido resultados significativamente diferentes dos obtidos com a malha utilizada
nesse trabalho, no entanto, o tempo computacional aumentava em demasia. Assim, a malha
utilizada aliou uma boa precisdo com um tempo computacional razoédvel.

Primeiramente, entra-se com valores para as condic¢des iniciais, tais condi¢des sdo valores
pré-estipulados de temperatura e viscosidade, assim como excentricidade e angulo de equilibrio.
Com isso, resolve-se a equacao de Reynolds, que € obtida quando a diferenca entre duas pressoes

consecutivas, para um mesmo ponto for menor que um erro pré-determinado, que no caso do

presente trabalho foi de 10°Pa. A solucdo das equacdes diferenciais parciais, que sdo
necessdarias para a resolugdo do problema, foi encontrada utilizando-se o método das diferencas
finitas, e para a solucdo do sistema linear de equagdes, resultante da aplicacio do método das
diferencas finitas, foi utilizado o método das Sobre-relaxagdes Sucessivas.

Depois de obtida as pressoes, calculam-se as velocidades circunferéncial, radial e axial, e
em seguida a temperatura, essa ultima tem um processo de convergéncia que se encerra quando o
erro é 107° °C. Posteriormente calcula-se a viscosidade. Se o erro de 10°Pa - s ndo for atingido
pela viscosidade, entdo os passos anteriores sdo repetidos até que tal valor seja encontrado.

Convergida a viscosidade, calcula-se as forcas hidrodindmicas, e é verificado se a posi¢ao
de equilibrio € atingida. A posicdo de equilibrio do sistema € encontrada através do método de

Newton-Raphson, também conhecido como método das tangentes, no qual o ponto de parada é

um erro de 107 para a razdo de excentricidade e para o angulo de equilibrio. Finalmente, sdo
calculados os coeficientes equivalentes de rigidez e amortecimento a partir do método das

pequenas perturbacdes.
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