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RESUMO

Nesta dissertagcao de mestrado estuda-se a solu¢ao numérica da equacio da onda
escalar em duas dimensoes, usando a chamada representacdo integral de Volterra. O
Método dos Elementos de Contorno € empregado na obtencao da solugio transiente,
incluindo-se neste trabalho condi¢des iniciais de deslocamento e velocidade no dominio.
Virios kernels, oriundos da integragdo analitica no tempo, sdo analisados. Uma
discussio sobre a regularizaciio de integrais hipersingulares, através da integra¢ao-por-
partes ou da “parte finita de Hadamard”, é também efetuada no presente texto.
Exemplos sdo apresentados e os resultados da andlise numérica sdo discutidos.



ABSTRACT

This Master of Science dissertation focus on the numerical solution of the 2D
scalar wave equation, making use of the so called Volterra’s integral representation. The
Boundary Element Method is applied to obtain a transient solution. The formulation
presented includes the initial conditions of displacement and velocity throughout the
domain. Several kernel expressions, obtained when analytical time integration is carried
out, are analysed. The use of two techniques, Hadamard’s finite part concept and
integration-by-parts, to regularize hypersingular integrals is also investigated in this
work. Numerical examples are presented and analysed in the text.
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INTRODUCAO

Os problemas de propagagio de ondas escalares sdo encontrados em vdrias
disciplinas da  engenharia. A propagacdo de ondas acusticas, em fluidos,
eletromagnéticas, etc. € governada pela equagdo da onda escalar.

Com o avan¢o tecnolégico e o consequente aparecimento de problemas com
maior grau de complexidade, métodos numéricos tornam-se cada vez mais necessarios
para a modelagem de fendmenos fisicos. Fendomenos estes como os govenados pela
equacdo da onda escalar.

O método numérico mais utilizado atualmente para problemas de engenharia €,
sem divida, o Método dos Elementos Finitos (MEF). Este se aplica eficientemente a
problemas de propagagdo de ondas, especialmente em dominios limitados. Para
problemas realistas, com geometrias complexas ou mesmo para andlises tridimensionais
os custos destes trabalhos pelo MEF podem ser bastante altos, especialmente a fase de
preparagdo de dados. Um método alternativo € fornecido pelo Método dos Elementos de
Contorno (MEC). Embora o iltimo ndo seja a solugdo numérica definitiva, ele, em
algumas situagdes, apresenta vantagens sobre o MEF. O MEC somente requer a
discretizagdo do contorno da regiao em questdo e satisfaz automaticamente a condigao
de radiacio de Sommerfeld. Tal condi¢do torna o MEC especialmente 1til na andlise de
dominios ilimitados, ideais para o caso escalar acustico (por exemplo).

Diversas alternativas tém sido empregadas para se analisar propagagao de ondas
com o MEC. Quando o fendmeno ¢ transiente e é governado pela equagao da onda
escalar a equacio integral de Kirchoff [13] € o ponto de partida para a andlise numérica
no dominio do tempo.

Kirchoff [13] em 1883 foi o primeiro a formular a equagao integral para
problemas de onda escalar em termos de potenciais desconhecidos. Entretanto,
as solucoes de tais problemas iniciaram-se somente no inicio dos anos 60 com o
trabalho pioneiro de Friedman e Shaw [14]. Estes resolveram um caso particular de
dispersdo de ondas acisticas transientes 2-D considerando-as como ondas cilindricas
3-D, com um eixo de comprimento arbitririo € usando um esquema de avango no
tempo.Para problemas bidimensionais (caso escalar ou/e elastodindmico), os trabalhos
de Cole et al. em 1978 [16] e Niwa et al. [17] em 1980 sao provavelmente 0s
primeiros (contemplando uma formulagao geral de elementos de contorno). Niwa et al.
derivaram as equagdes integro-diferenciais bidimensionais de contorno diretamente
da forma tridimensional da identidade integral de Love. Cole et al. implementaram um
algoritmo para problemas transientes escalares no MEC usando elementos constantes. O
algoritmo provou-se instdvel, sendo entretanto uma importante contribuigdo para a
formulacdo 2-D do MEC no dominio do tempo. Para o caso elastodinamico o trabalho
de Cole restrigiu-se ao caso anti-plano. Groenenbonn [34] aplicou em 1981 a
formulagio do MEC para a propagagio transiente de ondas escalares 3-D.Em 1982,
Mansur apresentou a formulagdo geral do MEC no dominio do tempo para ondas
escalares e para a elastodindmica [2],[3] e [5]. Qualquer discretizagdo de espago e



tempo pode ser utilizada na formulagdo de Mansur. Antes (198;‘5) adicion(.)uw a
formulagdo de Mansur, para problemas da elastodinimica plana transiente, copdlgoes
iniciais arbitrdrias. Seguindo o trabalho de Mansur, outros autores contribuiram
para  a implementagdo numérica da técnica de avango no tempo assim como no
desenvolvimento de solugdes numéricas. Dentre eles destacam-se.no periodo de 1985 a
1994, autores como Antes € Estorff [9], Israil e Banerjee [8], Gallego e Dominguez [7],
Demirel e Wang [10], Wang ¢ Takemiya [18], Mansur e Carrer [23]. Israil e Banerjee
obtiveram em 1990 o que chamaram de “uma nova formulagdo transiente para o MEC”.
Tal formulagdo é completamente inconsistente, embora as férmulas finais sejam
idénticas aquelas obtidas por Mansur. Mais recentemente (1993), Mansur e Carrer
apresentaram o conceito da “parte finita” de uma integral aplicado aos kernels do
problema escalar transiente.

Comparado ao dominio da freqiiéncia, o nimero de publicagoes do Método dos
Elementos de Contorno (MEC) no dominio do tempo é bem menor.Uma das razoes
para a escassez de artigos deve-se a formulagdo mais elaborada que a pesquisa no
dominio do tempo exige. Contudo, a formulagdo no dominio do tempo é a melhor
aproximagdo para resolver alguns problemas de engenharia como por exemplo
geometrias que se modificam ao longo do tempo e comportamentos nao-lineares.

O objetivo desta dissertagio ¢ a formulagdo ¢ implementagdo do MEC para
tratamento de problemas escalares transientes bidimensionais. Problemas estes que
descrevem situagdes relevantes em engenharia. Um exemplo da potencialidade do
assunto aqui tratado é o estudo de barreiras sonoras [35] para o controle do ruido
provocado por fontes méveis, tais como automdveis ou avides proXimos a zonas
residenciais.

A dissertagio encontra-se dividida em seis capitulos. O primeiro capitulo trata da
chamada “solucdo fundamental”que governa a equagao escalar da onda, bem como a
descri¢do de suas principais propriedades. O segundo capitulo trata da formulagao do
MEC para problemas transientes, bi e tridimensionais. Ele se inicia pela aplicagdo do
método dos residuos ponderados ao operador em questao, passa pelas formulagoes 2-D
e 3-D, discute a derivada da solugao fundamental ¢ finaliza com uma discussdo sobre a
integracdo de dominio. O terceiro capitulo descreve a implementagao numérica,
incluindo as integragdes de espago, tempo ¢ das singularidades existentes, a obten¢ao de
valores internos no dominio e um fluxograma computacional. O quarto capitulo
descreve o tratamento das integrais que resultam das condigdes iniciais distribuidas ao
longo do dominio. A regularizagio das integrais singulares via integragao por partes ou
via o conceito da “parte finita de Hadamard™ pode ser encontrada no quinto capitulo. Os
resultados numéricos estio concentrados no sexto e dltimo capitulo. A implementagao
efetuada incluiu problemas com condigdes iniciais prescritas nos contornos, ¢ também
no dominio, tanto em termos de deslocamentos como de velocidades iniciais. Os
exemplos utilizados procuraram explorar as diversas possibilidades da formulagdo
escalar transiente do MEC.



Capitulo I - Func¢io de Green para a Equacao da Onda Escalar

I.1 - A equacdo da onda e as propriedades da funcao de Green

A equacao da onda escalar pode ser escrita em termos de um potencial u como :

=-Y (1.1)

Onde c € a velocidade de propagagio da onda, t € o tempo, Y€ uma fun¢io que descreve
a distribuicao da intensidade da fonte e a sua dependéncia no tempo em cada ponto do
dominio.

Além da equag@o (1.1) devem-se conhecer as condi¢oes de contorno e iniciais
para se obter uma solucdo tunica de (I.1). A condi¢io na superficie do contorno pode
ser ou de Dirichlet ou Neumann ou uma combinagdo linear de ambas. As
condi¢des na dimensio do tempo devem ser de Cauchy, i.e. especificagio de u e du/dt
em t =0 em todos os pontos do dominio.

Para efeito de andlise considerar-se-a neste texto a seguintes defini¢des. 2 € o
dominio para o qual se deseja a solugao de (1.1).  possui um contorno I" do tipo de
Kellogg [5]. A normal unitdria externa a ' é um vetor n. As condig¢Oes iniciais
u(x,t) e du(x,t)/otemt= 0 sdo especificadas em todos os pontos x interiores ao
dominio Q. Além disso u(x.,t) e du(x,t)/dn satisfazem condi¢des de contorno
prescritas (u=1u) em I'; e (du/dn=du/dn) em I';respectivamente (I'=T, +T,).
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Figura 1.1 Defini¢des para a equagdo da onda



A funcgdo de Green para o problema acima descrito € a solugdo da equagiio (1.1) para
um dominio ilimitado ¢ uma fonte concentrada particular, i. e.

¥ =4rd(x —E)S(t — 1) (1.2)

Onde 3 € a fungio delta de Dirac.

A equagdo (1.1) pode ser agora escrita como :

2 *

C 19
V' -— arl'lz = —4md(x ~§)8(t 1) (1.3)

Note-se que esta fun¢io de Green foi chamada de u’(x,t|§,’t) para indicar o seu
cardter ilimitado. Portanto u '€ o efeito de uma fonte representada por um impulso em
t =T localizadaem x =¢ . x e § sdo geralmente referidos na literatura como pontos
de observagdo (ou campo) e fonte respectivamente.

Em [1] demonstra-se que u satisfaz a forma homogénea das condicdes de
contorno (e.g. u=0em I';) satisfeitas por u no contorno. Para as condic¢des iniciais é
plausivel assumir-se que u e du /dt devam ser zero para t<7T. A (ltima
afirmagao significa que se um impulso ocorre em T nenhum efeito deste deve ser sentido
em um tempo anterior. Para prosseguir-se o estudo da fungdo de Green, faz-se
necessdario a definicio de suas propriedades.

I.1.1 - Translagao no Tempo

A fungao de Green nao se altera ao transladar-se o tempo da mesma medida
para a fonte e o observador. Ou seja :

u ot TR =0 (D) (14)

[.1.2 - Relag@o de Causalidade

u(x.tE,1)=0 (1.5)

Sempre que c(t—1) < ‘x —E_]. Ou seja nenhum efeito ocorre em t < T.



I.1.3 - Relacdo de Reciprocidade

O Principio da reciprocidade afirma que a mudanga de fonte e observador ndo
altera o valor da func@o de Green. O potencial em um ponto (x,y) causado pela carga
em (&) iguala-se a0 potencial em (1) causado pela mesma carga em (x,y).Assim
u*(x‘[j,): u*(ax).

A condig¢do de causalidade definida anteriormente implica que a generalizagio
da relagdo de reciprocidade, u'(x‘?’;) = u*(&jx), ao incluir-se o tempo ndo ¢€
ED=u"E1
zero. A fim de se obter a relagdo de reciprocidade € necessdrio reverter-se a direcio
do fluxo do tempo. Desta forma a relacdo de reciprocidade fica :

u”(x,t x,t). De fato, se t>7To termo a direita da igualdade anterior é

£1) =u E-1x.-1) (1.6)

u*(x,t

A fim de se interpretar (1.6) € conveniente colocar-se T = 0. Desta forma
£0)=u"(£0/x,~t) . Vé-se que o efeito, em x em um tempo t apés um impulso

u (x,t
iniciado em &, iguala-se ao efeito , em & em um tempo 0, de um impulso iniciado em x
em um tempo -t. Onde -t significa um tempo anterior.

Para provar-se (1.6) escrevem-se as equagdes satisfeitas por ambas as fung¢des
de Green:

P u’(x,
£- 2D ansx-g5-1 a7

Vi (x,t

. | Blu'(x,—tlx,,mt,)
Viu© (x,~t|x, ,~t,) —— -
( | 1 i) Cz C}‘.Q

= —4md(x — x,)d(t - t,) (1.8)

Multiplicando-se (1.7) por u*(x,—t|x,,—ti)e (1.8) por u*(x,tlt’;,‘l:), subtraindo-se e
integrando-se sobre a regido em investigacdo e sobre o tempo t de —cca t' (onde t'
>1T et' >t )tem-se:

] dt_l- dﬂ{ u‘(x,t|§,t)V2u*(x,—t‘x,,—t])—u‘(x,——t‘x,,—t,)Vzu‘(x,t1§,T)+

—ae

azu*(x,—tlxl,""tl) i . | azu*(x,tét) }_
o’ — v rtiET) T o -

+Clzu*{x,t|f;,1:)
- 4‘!‘{{ u*(E_,,—‘r‘x, ,—t,)—u*(xl,tl|§.‘r) }
(1.9)

O lado esquerdo da equagao acima pode ser transformado pelo uso do teorema de
Green e pela identidade :



au‘(x,—t|x] ~t,) du’(x,fg1) 1

| . ?

gt ' (x, 1) = —u’ (x,—t]x, ~t,) 5 J= o
. ’u” (x~tlx, ~t,) o u" (x.tfE, 1) l

=u (x.t‘&,t) aﬁl : —1 (x.—tlx,,—ti)at—zh

Obtem-se para o lado esquerdo :

I dt_[ df‘{ u‘(x,tkc‘,,T)Vu*(x,~t|x,_.—t,)—u*(x,—tlx,,—t,)Vu“(x,t|§,1:}+

au“(x,—t|x] —t,)
ot

Et) lt=t
ot

L F. -
+Z.2— dQL u (x,tE,1) =il (Xs_t|f|s_tt)

[ =—oo

(1.11)

A primeira destas integrais desaparece pois ambas as fungdes de Green satisfazem as
mesmas condi¢des de contorno homogéneas em I'. A segunda também desaparece
como ver-se-d4 agora. No limite inferior ambas u*(x,—ooiE,,‘r) e sua derivada no tempo
desaparecem em virtude da condicdo de causalidade. No tempo t =
u’(x,—t'|x,,~t,) e sua derivada no tempo desaparecem, uma vez que -t' € anterior a -(;.
Portanto o lado esquerdo de (1.9) € zero demonstrando o teorema da reciprocidade.

Com a propriedade da reciprocidade podem-se obter relagdes interessantes.
Demonstrar-se-4 que € possivel expressar-se a solu¢do (incluindo as condigdes
iniciais) do problema ndo homogéneo para a equagdo escalar da onda em termos de
conhecidas ndo homogeneidades na fun¢do de Green. Para tanto usar-se-d duas
equacdoes :

1 9%u
2 - — »
Vg Z 372 4nq (&, 1) (1.12)
)
2 3
Vzu*(x,de;-r)—-cl—ng;t'@=—4n5(x~§)8(t—«c) (1.13)



A equacdo (1.12) tem a mesma interpretagdo de (l.1). q representa uma
func¢@o que descreve a intensidade da fonte. Além disso a equacdo é fungéo agora de &
e 1. J4 a equagdo (1.13) advém de (1.7) através do uso da relacdo de reciprocidade' .
Esta permite que a variavel no tempo seja T no lugar de t. Tendo-se as duas equagses
multiplica-se a primeira por u' e a segunda por u efetuando-se entdo uma
subtragdo. Integra-se sobre o dominio de interesse e sobre T de 0 até t* . O simbolo t*
representa t+¢€, onde € € arbitrariamente pequeno. Este limite ¢ aplicado a fim de se

evitar o término da integragiio exatamente no pico da fungdo delta de Dirac. Obtém-se
entao :

b P A l|_ agl]* ‘aﬁu —l
,{!drjdﬂ{uVu—uVquCzL BTZUAH Yo J_
; (1.14)
1
=4n{ u(x,t)—,[ dtj dQq(&,tu’ }
0
Aplicando-se o teorema de Green, tem-se :
d =t"
JdTJ gL~ (Ll Vu-uVu’ )+—j dQ{ —u—u—u +
0 Jt Jt=0 (1.15)

+4rclj d’cj dQq(& t)u” = 4mu(x,t)

0
Onde dI"=dI", du/on=Vu-fie du'/on=Vu i

O integrando na primeira integral em (1.15) € especificado pelas condigdes de
contorno. Na segunda integral, o integrando desaparece quando T=t"devido ao
principio da causalidade que rege u” e sua derivada. O limite remanescente (i.e
1=0) envolve somente condi¢des iniciais. Assim :

4fcu(x,t)=4nj d’EJ qu(é,t)u’(x,tl&,-r)Jr
4]

P
+J d*c; dl-(u" Vu—uVu')- (1.16)
0

l ou’ ou . |
jdﬂ\_[ a‘l.' Jtzu(@ :ua @J

' De acordo com [1]



Onde u(E) e du(€) / dt sao os valores iniciais do potencial e sua derivada.

A equagdo (1.16) fornece a solugdo completa do problema ndo homogéneo
incluindo a satisfacdo das condi¢des iniciais. A primeira integral em (1.16)
representa o efeito das fontes; a segunda o efeito das condi¢cdes de contorno nos
contornos espaciais. O tltimo termo envolve as condi¢des iniciais.

1.2 - A forma da funcdo de Green

A obten¢do da expressio de u'se faz pela andlise do grau relativo das
singularidades nas fun¢des V?u'e d*u” /9t” na equagio :

2k

., 19
Vi - a; = —4m(x (11 (1.17)

Em [1] encontra-se que a solu¢do da equagdo de Poisson,

Vi =—-4and(x-&) (1.18)

com condigiio homogénea de Dirichlet (u'=0em ') é uma funcdo que vai ao infinito
como u” = 1/|x—§ para x perto do ponto & (fonte).
Pode-se assumir (de forma ndo rigorosa) que V?u' é mais singular que
d’u” /dt’, uma vez que a primeira envolve a segunda derivada de uma distribuicio
Delta de Dirac tridimensional, 8(X—X')=08(x—x")d(y—y")d(z—z'). Sendo assim
negligenciar-se-a a derivada no tempo nesta anélise” .
Integram-se ambos os lados da equacdo (1.17) sobre uma pequena esfera de raio €
com centro em & Define-se ainda R =x-¢& . Faz-se entdo o limite com &€ — 0
(i.e. R = 0) e assume-se que o integrando V>u’ predomina. Assim obtem-se :

lim))] V2u'(R)dv = -4nmJJJ 8(x —E)8(t — 1)dV = —418(t — 1) (1.19)

E—=0D

Onde as coordenadas para integracao sobre o volume esférico sio R, 9, ¢ e o elemento
de volume dV = R*dR sendddd¢.Valeu-se ainda da propriedade do Delta de Dirac
para o termo direito da igualdade. Lembrando-se do teorema de Gauss :

* Uma discussdo com uma justificativa matemdtica rigorosa pode ser encontrada em [1]



J)] v2u'®R)dv =4 [ gradu’(R) |- dA (1.20)

Assim :

5* [gradu'(R) ]-dﬁ-»—4rc8(t—1') quando €& —0 (1.21)

Uma vez que u~ depende espacialmente s6 de R, a coordenada radial da pequena esfera,

o grad(u") é em todo lugar na diregdo radial paralelo a dA . Além disso sua magnitude
¢ a mesma em qualquer lugar na superficie. Portanto, a integral de superficie € igual,
no limite, a du‘/dR. em R =¢, vezes a drea da esfera, 4me’. Chega-se portanto a :

[ (du”/dR),., ]4ne?) —» —4nd(t—1) quando & —0 (1.22)

Ou, da mesma forma :

(d/dR)u’(R) - —-8(t—1)/R* quando R —0 (1.23)

Portanto finalmente obtem-se u (R) = 8(t—1)/R, ou :

u'(x.t£,1) > 8(t-1)/R quando R=[x-§—0 (1.24)

Procura-se agora encontrar uma solucdo da equagdo homogénea de (1.17) que
satisfaca (1.24). Fica claro que a u encontrada em (1.24) satisfaz :

I d’u
Viu' -
! c? ot?

=0 (1.25)

para R e t - T diferentes de zero.



Sabe-se até aqui que quando R = 0 a condi¢do (1.24)deve ser empregada. Uma
vez que se estd trabalhando com fontes pontuais num meio infinito , u” é uma fungio
de R ao invés de ser de x ou & separadamente. Portanto :

1 9fpadu7) 137w
R?OR| . oR J ¢* o =~ %
(1.26)
’('R) 1 d'(u R _,
JR*> ¢ ot
A solugdo para esta equagdo € do tipo :
. h|(R/e)=(t—=1)|+k|(R/c) +(t—1)
- hlw; [+ K[®R/e) ] -

R

Onde h e k sdo quaisquer fungdes. Comparando-se com a condigdo (1.24) vé-se que
duas possibilidades (ou qualquer combinagdo linear) ocorrem, 5{ (R/c)—(t—1) ]:’R
ou 8[ (R/c)+(t—71) ] /R. A segunda destas deve ser eliminada pois pela causalidade

o efeito de um impulso num tempo T deve ser sentido a uma distdncia R num tempo
t > 1. Portanto :

. (RIo)~(t—-1)]
u = 4

Rt—1t>0 (1.28)
R

Onde (1.28) representa uma casca esférica ao redor da fonte, expandindo-se com
uma velocidade radial c.
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1.3 - A funcao de Green para o caso bidimensional

Se uma distribui¢do de fonte ¢ independente de z num sistema de coordenadas
cartesianas  (x,y,z) tem-se um  problema bidimensional; ou seja, u” depende
somente de x e y. A "fonte pontual bidimensional" para tal problema é uma fonte
linha, uma fonte uniforme estendendo-se de z, = —cs a z, = +e0 a0 longo de uma linha
paralela ao eixo z passando através de (xo,yo0). A fungiio de Green para problemas
bidimensionais pode ser encontrada integrando-se a fonte pontual tridimensional da
equacdo (1.28) no intervalo de z, = —co a z, = +oo.

‘]' §[(R/c) - (t—1)]

u*(x,t|§,'c) = R

dz, (1.29)

Define-se :
p=z,—-2, R’=p’+r® e dp/oR=R/p (1.30)
Onde r € o vetor raio no plano xy. usado para o caso bidimensional no lugar de R

(caso tridimensional).

Desta forma a expressao (1.29) pode ser reescrita como :

6[(-R/C)"—(I-T)]d . *]‘ [(R/e) - (t—1)] .

u*(x’t[é’T)zT R =2 RZ i’ =
- = -

(1.31)
2

e — TS[(R/C)—(I—T)]dR
O {T=T) =1 o

Note-se que R foi substituido por c(t - T) em (1.31). Isto advém de uma propriedade do
Delta de Dirac. A integral restante em (1.31) merece uma interpretacao mais detalhada.
Ao se operar com o Delta de Dirac € valida a igualdade :

S[(R/c)—(t—1)] =cd[R—c(t—1)] (1.32)



Assim a integral em (1.31) pode ser escrita como :

]8[(R!c)—(t—t)]dR: cj c(t—1)-R]dR (1.33)

0 =

Esta € uma fungdo particular do Delta de Dirac chamada de fun¢@o Degrau Unitaria ou
Heaviside. E definida de modo que :

] Tﬁ[ RIGR {05&c(t~‘t)—r<0 »
H[c(t—T)—r = c(t—1)— ~ 150 60 (1.34)

—c

Desta forma a fun¢do de Green para a equacio escalar bidimensional da onda € :

2c

oGty =— —— Hfo{t—1)=1] (1.35)
‘\fC (t—T)—1

A . ;
u / |
/|
/// |
_
I
B
0 T=t-rt/c T

Figura 1.2 Solucio fundamental bidimensional u’



Pode-se notar, pela equacdo (1.35 ), uma marcante diferenga entre os casos
bidimensional e tridimensional. Em trés dimensdes , o efeito de um impulso, apds
passado um tempo t—T, estard concentrado em uma esfera de raio R =c(t—1) cujo
centro € a fonte pontual (em &). Isto € uma caracteristica da fungdo
5[(Rfc)—(t - 'c)] que ocorre em (1.28). Em duas dimensdes, o efeito em um tempo
t— 7 devido a uma fonte impulsiva é difundido sobre uma regido inteira r < c(t—71).
A explicagdo para tal diferenga pode ser facilmente vista examinando-se a fonte
linha em trés dimensdes. Os efeitos, apés um tempo t—7T decorrido, de cada fonte
pontual que constitui a fonte linha sdo encontrados numa regido diferente do plano xy.
Portanto infere-se que uma fonte linha impulsiva ndao emite uma onda na forma de
uma casca cilindrica com a perturbacdo presente somente na superficie da onda,
r=c(t—1). O que existe, pelo contririo, € uma "esteira" que segue atrds desta
superficie de onda. Este efeito esteira é caracteristico de problemas bidimensionais e
ndo € encontrado em  problemas uni ou tridimensionais. Uma outra
representagdo do efeito "esteira" pode ser visto na figura (1.3).

+ oo
Zz
/_..—"“ﬂ—‘ﬁ_‘h"“—x‘__
S
// . \\
Jr,lr"’ (r /’-'_._-_H-H' \

plano XY

Figura 1.3 Vista de um plano XZ obtido pela secgdo de uma fonte
tridimensional

Nota-se na figura 1.3 que a fonte, depois de ter atingido o observador em x, continua
ainda perturbando o eixo de integragdo Z.



Capitulo II - Formulac¢iao do MEC para Problemas Transientes Governados pela
Equacio Escalar da Onda

I1.1 - Método dos Residuos Ponderados aplicado a Equacao da Onda

No capitulo I apresentou-se a expressao da equacdo escalar da onda como :

azu(x T)

2 —
Vot 3

=-Y(x,7) (2.1)

Para o caso de uma fonte concentrada particular estabeleceu-se a fungédo
de Green como solugdo de (2.1). Como jd visto, a propriedade da reciprocidade permite
escrever:

2u”(x, t’é 1)

S =4 - 0(t-T) 2.2)

Vi’ (x, tf&,r)

Serd conveniente na andlise a seguir uma notagao diferente para os pontos fonte
e campo quando estes estiverem no contorno. Assim, os pontos fonte e campo, quando
localizados em T', serdo denotados por Z e X respectivamente.

Aplica-se agora o Método dos Residuos Ponderados a expressao (2.1), ou seja :

('! ‘_[[ A u—izg—r-" Ju deT—I J (%—%}fd[‘d’c _[ J u—u)——dFdI

0 T

(2.3)

Onde a fungdo de Green u'é usada como fungdo ponderadora e as varidveis
conhecidas nos contornos I'y e I'; , ver capitulo 1,sa0 acompanhandas do simbolo “-
“([11] fornece uma descricdo detalhada do método dos residuos ponderados).
Integrando-se o Laplaceano ( V?u ) por partes duas vezes com relagdo ao espago e
integrando-se a derivada (alu/i}tzj duas vezes em relagdo ao tempo chega-se a :
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t |_ * t 2 e
I L u‘gu—n—u%u; ]dl"d‘c+_[ j { Vzu*—c—lz?_:); }udﬁd'c-i-j J. u ydQdt +
0 r 0 Q 0 0
1] au u , |
+CZE[\_ —a?u—-a—ru Jo dQ=0
(2.4)

Levando-se em consideragdo a equagio (2.2) e que devido a propriedade da

causalidade :

du  |t7

th ;
— i =0 pois u (x,t’é,t*):f]

=0 e '§u

A equagdo (2.4) pode ser escrita como :

4:

0 Jdrdr I I AmS(x - E)S(t—‘r)udet+J [ atyitae +
0 0

il
]J:|_ u g—u—
]

(3 (3 |5 o

=

(2.5)

Onde o sub-indice "0" indica o valor da func¢io no instante inicial T=0
As propriedades do Delta de Dirac podem ser aplicadas ao segundo termo da

equacdo (2.5) a fim de se obter a expressdo integral final :

ol P ou’
4mu(E, 1) :f J L u (X,L|§,t)%(x.'r)—u(X,T'}g(X,[P’;,T) I(X)dt -
0 Tr

"—i [% x,t|§) ]ua(x)—( %(x) lu;(x,dé) }dQ(x)+_t[;[ u'{x,tlﬁ,'r)y(x,'c)dg(x}d-r
(2.6)



I1.2 - A Formulacdo Tridimensional

Como visto no capitulo anterior a solugdo fundamental para a equacio da onda
no caso tridimensional € :

Of(r/c)—(t— :
o e = [(rC)r( 9]

=?5[r—c(tht)] 2.7)

Onde r=r(x,§)=‘i—a € definido na figura 2.1. Substituindo-se (2.7) em (2.6) o

primeiro termo do lado direito de (2.6) torna-se, levando em conta a propriedade do
Delta Dirac :

. A
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figura 2.1 Definigio do vetor &-x (ref [5] )
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A derivada da soluc¢ao fundamental pode ser obtida de
ou’ (X, T i
(X1 ar au” )

on "~ on or

As derivadas indicadas na equacdo (2.9) referem-se a pontos do contorno X. Usando-se
(2.7) a expressdo (2.9) pode ser escrita como



(2.10)

Levando-se em consideragdo (2.10) o segundo termo 2 direita de (2.6) pode ser escrito

J I ?;—udl"d'r Iarj[ —r—126(1~t[)+c—lr?%[5(r—tr')] }Jd‘tdl“:

0 r 0

_J‘ar( 1 sl 1{ (X, T) } }r (2.11)
3 cr N

Jt

Onde utilizou-se na expressdo acima as propriedades do Delta de Dirac

,r d(x—a)f(x)dx=f(a) e jp 8™ (x—a)f(x)dx = (- f™ (a) (2.12)

A integral envolvendo a densidade de fonte em (2.6) pode ser transformada em

I j u ydQdt = _[ j}'(x T)O(T—t,)dtdQ = J v(x,t,)dQ (2.13)

0 Q 2" 0

As propriedades do Delta de Dirac também podem ser aplicadas aos termos que
envolvem condig¢des iniciais [5] na equacdo (2.6). A equacdo integral final tem a
seguinte forma [ 5].

I ou(X,t,)
uGn) = Jr@x) S dP(X) +
Ir(§X) | 1T x| }1
.[ an(X) [ 2 (& X) u(X,t, (E_,,X)L o Jtzl, I'x)+ (2.14)

+N, +ﬂ(tMO)+L Y(x,t,)dA(x)

1
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Onde M e Ny sdo respectivamente o valor médio de ug e du,/dt sobre uma superficie
esférica com centro em € e com raio varidvel ct. Deve-se notar que quando t, <0 os
termos a direita da equag@o (2.14) ndo contribuem para u(g,t). Esta equagio é conhecida
como a representagdo integral de Kirchhoff.

Tal representacdo pode ser utilizada para calcular-se u para pontos internos do
dominio em termos de u, du/dn e du/dt, no contorno I', e em termos de densidade de
fonte e condigdes iniciais. Entretanto, em um problema bem colocado u € du/dn ndo
sdo conhecidos inteiramente em I'. Assim, o resultado de (2.14) apenas nao representa a
solugdo completa do problema de valor inicial com condi¢des de contorno descrito no
item I.1. Uma equacao integral de contorno ,na qual as incégnitas no contorno podem
ser encontradas, obtem-se de (2.14) escrevendo-se esta para o contorno I'. A equagdo
integral obtida, ao contrdrio da representacdo de Kirchhoff, tem integrais de contorno de
funcdes singulares que devem ser computadas no sentido do valor principal de Cauchy.

Quando o contorno I" € suave, o dominio £ pode ser aumentado de um pequeno
hemisfério de raio €, cujo centro € o ponto fonte Z (ver figura 2.2). O raio € € levado a
zero tornando-se = um ponto do contorno I'. Feito isto obtem-se a expressao
especializada de (2.14) para um ponto em I'.

figura 2.2 Dominio aumentado de um hemisfério de raio € cujo centro € o ponto = no contorno (ref [5])

Ha trés tipos de integrais de contorno em (2.14) segundo [5]. O primeiro €

1 (1du(X,t) { 19u(X.t,) 3 } { 1 du(X.t,) 3 }
— | = f ke _]
4. r  dn ~& = 41 lel—I>T01 rj on +4n ' T‘.[ on

(2.15)

A primeira parte simplesmente torna-se uma integral em todo o contorno no
sentido do valor principal de Cauchy quando € — 0. A segunda parte

) Lir=o (2.16)
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O segundo tipo de integral sobre o hemisfério resulta

_ | 1 E _
in —u(H,t—r;"c)4nlti_r’rg,!€—2dl":*2—u(:,t) (2.17)

€ o terceiro tipo

1, 1 aux.t) | o
4KEI—I>EE£LL ot J dF_ZEL ot

=1, T=t,

[ uEt) |
L ’t)J im] —dr=0  (2.18)
€0 £C

Portanto, para pontos no contorno ( E = §; ), (2.14) transforma-se em

cu(g, t)—— 1 au(x’t’)drx
LK) An et
(@ X | 1 [ duxn) | |
4n1 Bn(X) \ rz(é,x;”{x’t* aG Xl w |, frOT @M

HN, + —~I ST, )0

Ou ainda, na forma primitiva (i.e. sem realizar as integragdes no tempo)

du’ 1
,z)—u(x,:)-én—{x.t\ai,-c) [reode-

4me,u(€,t) =I.[ .[ {

1 ou’ 9 . 1
_CT;JI [ %(x,t‘ﬁi} luo(x)—[ a—:(x) J{Jun{x,tlﬁi) JdQ(xH (2.20)

o e
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Onde as integrais sdo calculadas no sentido do valor principal de Cauchy e ¢; = %2
quando I" € suave em “1”". Quando “i”” € um ponto num contorno nao suave a integral em
(2.17) fornece um valor diferente. Em tal caso c; é o valor 1/4w vezes o dngulo sélido
interno definido por I em “1”

E importante notar-se que a andlise no dominio do tempo da onda escalar
tridimensional ndo requer integracdo no tempo ( equagdo (2.19) ). Tal fato ndo ocorre
para o caso bidimensional, como serd visto a seguir.



I1.3 - A Formulacdo Bidimensional

A representagdo integral para um ponto interno, obtido por residuos ponderados,
dada pela equacdo (2.6) € também vdlida para o caso bidimensional. Usa-se entretanto
uma outra solu¢ao fundamental .Como visto no capitulo anterior, a fungdo de Green
para aequacdo escalar da onda bidimensional € :

2¢

ux T = ——H[c(t—1)-1] (2.21)
Jer(t-1)2 —r?

Esta fun¢do leva a diferentes kernels nas integrais em fun¢ao do tempo.O mesmo
raciocinio usado no caso 3-D pode ser usado para avaliar as integrais quando o ponto de
de colocagdo (fonte) € levado ao contorno. Assumindo-se que o contorno € suave em “i”
0 dominio é aumentado de semicirculo de raio € como mostrado na figura 2.3.

| B9 \ N
—“““\{:X)\

\<]"
figura 2.3 Contorno para o caso 2-D, aumentado de um
pequeno semicirculo

O raio € € levado a zero. Mas, diversamente do caso 3-D, o célculo das integrais
ao longo de T e sobre I'; requer uma andlise mais extensa. Por este motivo, € muito mais
simples [5] derivar-se a representacdo integral para os pontos no contorno seguindo-se
um procedimento diferente.

O procedimento para o caso bidimensional € fazer-se todas as varidveis
independentes de uma coordenada, e.g. x3 . Neste caso, o dominio em estudo pode ser
considerado como um cilindro cujo eixo tem um comprimento infinito ¢ € paralelo a
direcio x3. O dominio bidimensional Q e o seu contorno I' sdo definidos pela
interseccio do cilindro com o plano x;X;. A representagdo integral para pontos internos
ou no contorno do caso tridimensional pode ser expressa, como visto, por

t*

1 Bu du .
4nc|u(§,,t)=_o[ I[ u’ B_n_u— Jdl"d'r— ﬁ Uo—| 30 cuﬂ Jd§2+

+T_[u “ydQdt
[IR¥]

(2.22)
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Superficie T, e

figura 2.4 Contorno aumentado de um dominio esférico. (ref [5] )

Para o caso particular de um cilindro, as integrais do lado direito podem ser
operadas da seguinte forma

Iu;Da—ndrdr—J J a—”[ qu_’;[,dx.% Jdrmdr—J J —uwdr dt (2.23)
-

onl ° g

Onde u,, representa a solugdo fundamental bidimensional (2.21) obtida da integragio
da solu¢do tridimensional, como visto no capitulo anterior.

As mesmas operagdes podem ser feitas no resto das integrais na equagio (2.22)
para se obter uma representagdo integral no contorno para o caso 2-D, onde Q e I’
representam agora o dominio e contorno bidimensional. As integrais sdo calculadas no
sentido do valor principal de Cauchy. Assim, o termo c¢; para duas dimensdes pode ser
obtido da integragdo da solugdo fundamental tridimensional como em (2.17), sobre uma
superficie esférica I'e usada para aumentar o cilindro infinito no ponto “1”

Portanto, no caso bidimensional os pontos onde o contorno € suave ¢; também ¢
2 e para pontos nao suaves (figura 2.4) este pode ser computado usando (2.17) o que

1341

resulta ¢, = ot/ 21, com o representando o dngulo interno em i

11.3.1 - A Expressio do Kernel da Derivada de u_

Considerando-se o segundo termo do contorno no lado direito da equagdo
(2.22) escreve-se :

9 P i
H= 1‘ ,r[ ung(X)dT =,! :[ » u?del—(X) (2.24)

i Ju’
d



Substituindo-se (2.21) em (2.24) tem-se :

a L
H:j‘a_;{ IU(XJ) o Hlc(t-1) - r]d’r+Iu(X T) ¢ %
:

\/[cz(t—t}z—r ] Jei (t—1)% - r?

d .
*—H[c(t—1)-r]dt }dl“( X)
or |
(2.25)

A expressdo (2.25) representa um problema pois esta contém uma derivada da fun¢éo
Heaviside (que € a distribui¢@o Delta de Dirac) tornando o kernel acima hipersingular. O
capitulo 5 dedica-se exclusivamente a regularizagdo desta expressdao. Em tal capitulo
(ver item V.3.I) demonstra-se que uma integragdo por partes na varidvel T fornece a
expressao regularizada de (2.25) :

” ou’ “ af ZC[c(t— )—r] 20u/dt) |

u——dldt =

or on or J[C (t— -\/C (t— } —T

(2.26)
Hlct —r]dl’

*H[c(t—1)—r]dldt - J = JT

11.3.2 - O Termo da Integral de Dominio

Estuda-se agora o terceiro termo na equagdo (2.22) :

] ( % Juodﬂ (2.27)

para o qual necessita-se da seguinte propriedade da funcio de Heaviside :

J J ) ;
EH[C(t—T)—r]:CgH[C(t—‘c)—r] (2.28)

Tomando-se em consideracdo a expressdo (2.21) pode-se escrever :



J( g J undQ=J u(,—i‘t—H[ct—r]dQ+J u,
0

AN el ko

(2.29)

Pode-se agora investigar o segundo termo no lado direito da expressdo (2.29) o qual
por simplicidade serd chamado de I,. Considerando-se o sistema de coordenadas
polares (figura 2.5) com a origem no ponto § da fonte, pode-se escrever :

2g r=r(0) 2
T 26" J
2 (Hlct - r])drd® (2.30)

I; = il
2 0 [ 2.2
0 =0 eit> —1? or

Onde r,-(6) = ¢ - X|, d€2=rdrd6 e X é um ponto do contorno I" (ver figura 2.5).

| fjdr—ndl"
\4'
T N

/

h{rliiﬁ____
\ / /
N

Figura 2.5 Sistema polar de coordenadas. (ref [5])

Integrando-se por partes a expressao (2.30) em relacdo a r obtem-se (no intervalo de
integracdo 8, =0e 0, =2m) :
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i |' 2 r;(ﬂ) r=r(8)
I, :j\_ 1‘ul)c—j:’—2H[ct—r] do— j | dfl_ -

1
——— |[Hlct—r]drd0=
— ¥ 0 N 0 Joi -2 J Lot = rlds
6. )

2 2 2
tLC H[ct - 1, @)]r, (86— | 1=t
8,

= —H[ct—r]dQ~
c? — 17 (0) o T4t =

Ju 2¢? 2¢?
L H[ct—r]dﬂ—j L

- u,——————=Hlct-1]dQ
2 O Vct?-r? Q 1f[c[ —r]

(2.31)

A primeira integral na segunda linha de (2.31) pode ser transformada aplicando-se a
seguinte formula :

o

B 9
[t @] @do=] feryr. Lar=] ()@ -mar=] 1) dCdr @32
8, r or r r dn

Onde v ¢é igual a 5(/‘ 5( | Assim pode-se escrever :

]

2c
0),0] ————=H 0 0)do = dI’
Jutn o0 e e ol o [ S bl

(2.33)

2

Onde dI' = dOr... Levando-se em consideracdo as equagdes (2.29), (2.31) e (2.33)
pode-se escrever :

ou’ { 2c? (r—ct) 2¢? ] du, 2c? }
T~ dQ = + + *
;[[ o l“o j L \/[C relt? -1 J ar e —r?

d 2¢?
*H[ct—r]dQ+_[ . =

ST i
0 .
ran fcztz_rz

Hlct—r]dl

(2.34)
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Os tltimos termos nas equagdes (2.26) ¢ (2.34) cancelam-se um ao outro na férmula
(2.22) para se chegar a formulagdo integral final (conhecida como representacio de
Volterra regularizada no caso 2-D) :

du 2c { 2c[c(t—1)—1]

dr
4mc.u(g, ,t) = ”an Wﬂ[c(t—ﬂ r]dl‘d’r+{,! \/[C i - ]3 +

2(0u/d - 23 (r—ct
(du/or) }H[c(t—r)—r]dfd'w I{[au} 26 +u, 207 —ct)

+
\/C (t-1)° -r° 1 vc ’* —r1? J[Czﬁ_r?]‘
oy 26T 2 }H[ t ]meI —H[c(t - 7) - rldod
u L~ Hlc(t—1)—
r \/cztz—r2 nr\)cztzﬂ“? onY\{c (t—1)" - : i

(2.35)

Quando a densidade de fonte y for representada por uma fun¢do Delta de Dirac, ou seja,
¥(r,t) = f(1)d(r —r,) o dltimo termo em (2.35) € escrito como :

Ij f(t)

2c
0 JE (t—1)? ~1?

Hlc(t—1)-r,] dt (2.36)

Dois tipos distintos de singularidades ocorrem nos integrandos de (2.35).
A primeira ocorre nas integrais de dominio quando r = 0 ou nas integrais de contorno
quando r e c(t - T) sdo simultaneamente nulos. O segundo tipo de singularidade ocorre
para pontos localizados no fronte de onda representado pela funcdo de Green, ou seja,
nas integrais de contorno quando r = c¢(t - T) ou nas integrais de dominio quando r = ct.
Entetanto, como sera visto a seguir, a integragdo numérica de (2.35) ndo apresenta uma
notéria dificuldade.
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Capitulo III - Implementacdo do MEC para Problemas Escalares Bidimensionais

I1.1 - Formulacdo

No capitulo anterior obteve-se a equagdo integral para a propagagdo da onda
escalar bidimensional como :

4mcu(,,t) = [”u’qdl“d‘c - Hi[Bu +u’ %}JFd*c - CL:IUGVudQ"'

or (Iran : (9]
t (3.1)
1 % Louy g i
+—_‘- —Boll; i, — Al 4l I‘yu dQdt
CQ Br r (119}
Onde
LB B s X He-v-1] (3.2)
q =—7— q==—; u X, 1= =H|c(t—1) —1]; :
on on (-1’ -r’
" R . ; 2c[c(t e r]
iy :|u L:o; B =B(XEE1)= 1' H[c(t—‘c)—r]; (3:3)
\/[(:"’(t—’r)2 =k
B, = By (X, ;8 = B (X.;,0) (3.4)
e v indica a velocidade dada por
. (3.5
V= :
% (3.9)

A Equagdo (3.1) € uma representacdo exata do problema transiente uma vez
que nenhuma aproximag¢do foi introduzida ainda. Entretanto, para a solucao de
problemas préticos, aproximagdes convenientes sdo necessdrias para ambas as
variacoes espacial e temporal das varidveis de campo. As fungbes em relagio ao
tempo sdo explicitas e simples o suficiente para uma integragdo no tempo
analitica. Contudo, técnicas numéricas sdo necessdrias para a integracdo espacial.



A fim de se implementar um esquema numérico para (3.1) é necessario
considerar-se um conjunto de pontos discretos (nés) X;, j=1,.....,J no contorno T.
Também o tempo € dividido em N intervalos iguais At. u(X,1), v(X,1) e q(X,T) podem
ser aproximados [5] usando-se um conjunto de fungdes interpoladoras tal que

1 N
uX. =2, X, 0", (Xu"
=1 m=l
1] N a m g,
\-’{X,T)=2 2 0 (TJT]_](X)U_’I“ (3.6)

san=X. 0" (v, (X)q"

Fl m=l

Onde m e j referem-se ao tempo e espago respectivamente. Onde u" e q}' representam

0 potencial e o fluxo, respectivamente, do né j num tempo t,, = mAt. As fungdes n;(X) e
vi(X) sdo fungdes de interpolagdo no espago. As fungdes ¢"(t) e 8™(t) sdo funcdes de
interpolagdo em cada passo de tempo.

GG ”

Se a equacao (3.1) for escrita para todo nd “i”” e para o passo de tempo n, e u,v e
q forem substituidos pelas suas aproximagdes dadas em (3.6), o seguinte sistema
algébrico de equagdes surge

i A M n J

ui 2, Hy u” Z GImq™ +F" +8" (3.7

m=l =1 m=]

onde

/\ nm ] - laq}m (1)
= Ia (X) (X)IL (DB (X,t,; \._,1,‘t)+c = U Xt k) Jdtdl"()(}
(3.8)

1 ' , |
Gj" =grf_vjix)lj[9“‘(r)u (X,t,:&, Ddtdl(X) (3.9)
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E’ =i{ I ju (X,t,:& v, (x)dQ(Xx) +— ju (x,t ,é)ﬁdﬂ(x)+
4w | ¢ (g x

B, (x,t,;& )u, (x)dQ(x) }

+1
& r(é,x)

I ¢ i
st=— ] [ w8, vvx ndQoode
4n et T}

L '} i 99

A equacgao (3.7) para um ponto “i”’ e o passo de tempo “n

wr+ i [ J Q"™ndr Ju" = Al U™v,dl Jq" +F" +8]

m=1 =l m=i =l r

nm __ L [ m ¥ 5
U= ]'[e (Du’ (X,t,:€,Dd

Tm-1

7¢“‘(t)

LT o X[
Y _"4nJ. an(X)I_

tm—1

o™ (1B (X,t,;&,7) u (X,t,;€,1) Jd'c

Chamando-se

A nm
H; quando 1i#j) ou n#m
H: "=
i A nm

Hi, +¢c, quando i=)] e n=m

a equagdo (3.7) para um ponto “i” e o passo de tempo “n”pode ser escrita como

i Jz Hnll’luljﬂ i JZ Gnl'll _+_F‘]|'l +S:’I

m=] J:i m=1 =
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pode ser escrita como

(3.10)

(3.11)

(3:12)

(3:13)

(3.14)

£3.13)

(3.16)



O sistema de equagdes para todos os nds do contorno pode ser expresso na forma
matricial seguinte

i Hnlnum — i Gnmqm +BI1 (3‘1?)

m=1 m=]

Onde H™ e G™ sdo matrizes cujos elementos sdo obtidos pela integracdo, sobre os
elementos de contorno ao longo do intervalo de tempo m, quando um ponto fonte é
aplicado a um né de colocagao com um diferenca de tempo n - m. B" representa o vetor
que contém as integragdes de dominio.

O sistema de equagdes (3.17) € resolvido passo a passo. Uma vez que u™ e q™
sao conhecidos para m = 1,2.....N — 1, a solugio para o passo de tempo n é obtida de

n=1
Hnnun :GI11IqII+Z [ Gnmqm.Hnmum ]+B“ (3]8)
m=]

As colunas de H™ e G™ sdo reorganizadas de acordo com as condicdes de
contorno. Colocando-se todas as incognitas para o passo de tempo n ao lado esquerdo, o
sistema de equagoes se torna

A'X" =F" (3.19)

Onde o vetor conhecido F" contém: B", o peniltimo termo de (3.18)
( correspondente aos passos anteriores) € o produto de uma matriz reordenada com as
condi¢cdes conhecidas para o passo de tempo n.

Um aspecto importante estd ligado as matrizes dependentes do tempo. As
matrizes globais H™ e G™ formam um sistema com uma estrutura triangular inferior
(figura 3.1). Isto se deve a propriedade da causalidade. Além disso, se o intervalo de
tempo At se mantiver constante na discretizagdo do tempo, as matrizes localizadas
numa mesma diagonal sdo idénticas enquanto que aquelas pertencentes a uma mesma
linha horizontal sdao diferentes. Assim somente a primeira linha vertical deve ser
calculada e armazenada. A justificativa para esta igualdade das matrizes encontra-se na
propriedade de translagdo do tempo da fungdo de Green (capitulo 1), ou seja :

u’ (1t 1) =u" (1, t+ AE, T+ At) (3.20)

Assim, por exemplo :
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Hz,l - H2+|,1+1 = Hz-n+1,1+|+[ (3_2 [)

m=1 m=2 m=3 . m =N
n=1| [H"]
n=2| [H*] [H?] 0
n=3| [H"] [H?] [H"]
n=N [HN'] . : : [HNN]

Figura 3.1 Esbog¢o da estrutura matricial. Ref [10]

Se o tipo da condi¢do de contorno (potencial ou fluxo) em cada né do contorno
ndo mudar com o tempo mas somente o valor da varidvel, as matrizes H™ = H'' = H*
..e G™=G'" =G .. tém de ser ordenadas apenas uma vez. Assim a matriz A" = A
serd sempre a mesma, tendo de ser invertida apenas uma vez. O vetor de incégnitas ¢
computado para cada passo de tempo como

X"=A"F" (3.22)

Na Implementacao numérica de problemas transientes para o Método dos
Elementos de Contorno ha dois esquemas de avango no tempo, conhecidos como
procedimento [ e procedimento 1I.O procedimento I, o mais tradicional, trata cada
passo de tempo como um novo problema. Mais precisamente, no final de cada passo
de tempo os valores de u sdo computados em um nimero suficiente de pontos internos
para usa-los como valores pseudo-iniciais para o proximo passo de tempo. No
procedimento II, no entanto, o processo de integragdo no tempo sempre comeca do
tempo inicial. Portanto, apesar do niimero maior de passos intermedidrios com o
progresso do tempo, os valores de u ndo precisam ser computados em pontos
internos. O procedimento II é geralmente preferido a fim de se evitar as integrais de
dominio, sendo este o utilizado até agora neste texto.

Nesta implementagdo as varidveis do contorno u(X,1) e du(X,1)/dn = q serio
aproximadas por elementos constantes e lineares em relagdo ao espago, onde assumir-
se-a 1M;(X) = vi(X). Quanto a discretizagdo em relagdo ao tempo aplicar-se-do
formulagdes constantes e lineares para ¢™(t) e 6™(1) .
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111.2 - Avaliacao das integrais no tempo

Virias integrais devem ser avaliadas para se obter os termos das matrizes H e G.
Usando-se interpolagdes lineares e constantes nas varidveis em relagio ao tempo obtem-
S€ 0S seguintes casos :

® Interpolagdo constante para a derivada do potencial

6" (1) = {1 quando t, , <T<t,

. (3.23)
0 caso contrario
Bm(t)
Fr
I |
v | ! >
lm-I L T
Figura 3.2 Interpolagio constante para q
[ %
cHlc(t, —T)—r
U™ = T et ] (3.24)

-

Im-1 27[-[(32(];“ _ T)Z _ rh]lfz

Na equagdo (3.24) estd se integrando o efeito em X quando t = t, de uma
perturbagdo aplicada em &; entre ty, | e t,. Trés situa¢des diversas podem ocorrer :

Situagd@o 1: r<c(ty-ty)
Toda a perturbagdo produzida entre t;,; e t,, chegou em X.
Definindo-se :

c(t,—t. ) c(t, —t;)
an: (n - m—1 %11: nr m (325)

- [j“ (:H[c(tn -1)— r] . | ; ag++as—1
— = —|n——
tet 21r[c2(tn—’r}3 —rr"]”2 2n a, ++/a; —1

(3.26)
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Situac@o 2 : c(ty~ty) < r <c(ty-tn)

O efeito de parte da perturbagdo chegou em X, mas parte da perturbacio
produzida por 7 tal que r > c(t, - T) ndo chegou ainda em X.

T=t,-r/c < _ _
U™ — J’ CH[L(tn T) F] dt iln[anh/aﬁ—l] (3.27)

iy 21t[cz(tn—‘t}z—rz]”2 o

A o frente de onda
|
|
: -
lm_ | I'm T
t, -rfc
Figura 3.3 Ilustragio do caso 2
Situac@o 3 : c(ty-tm.y) < r
O efeito da perturbagio nao chegou ainda em X.
U™ =0 (3.28)

e Interpolagao linear para a derivada do potencial

A interpolagdo no tempo para g € assumida como linear. Portanto, o fluxo para o
tempo t = mAt para qualquer nd j contribui para as integraisde t,_at _edet _at_.,.
A fungdo 8" (1) € (escrita aqui com dois intervalos At para isolar-se a contribui¢ao em
tll'l )

(t—t,)/At quando t,,<T<t,
0™ (1) =3(t,,,; —T)/At quando t,<t<t,,, (3.29)

0 caso contrario
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0"(1)

/N

£ | %
tm-I tm \tm+1
= A

Figura 3.4 Interpolagio linear para q

nm ln : CH[C(tn - t) - r]
U == Bm(T) 3 - 12
£ i 2n[c‘(tn —T)" — r"]

dt

Definindo-se a, =c(t, —t,,,)/r quatro situagdes podem ocorrer

Sima§&0 I ol ik C(tn - "j"+j)

i
y™ :ﬁ{ [tn _t.n_|)]n:'+\[a0_ _—[J%T—F] L

+£[\/af ~1—qfai—1]

Situacdo 2 : c(t, ~typsy) S ¥ <c(ly-ty)

U""’=%m{ (t, —t,)In ;i‘/r [\/;_m*'(t““]
Ve |

Situagd@o 3 : c(ty-ty) < r <c(ly-tp.r)

TR TRt e ) s ey

Situagdo 4 : c(ty-tyy) < r

L] nm - O
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(3.30)

n————
a,+1,‘a5—l

{3:31)

)ln[a1 +\/£1]2T1]+

(5.52)

(3:33)

(3.34)



o Interpolagdo constante para o potencial

o™ (1) = [ quando t,_ ,<t<t,
0 caso contrdrio
&"(T)
T_ ]
1 |
+ | i R
lm-l (m T

Figura 3.5 Interpolagio constante para u

g L FREE o e 10" .o, |
Q =~ .rI, n(X) ch (1)B (X,tn,E_”,r)+C P u (X,t,;6,1) Jd'c
Onde

aq)aT[T) - 8(1_ [m—l ) _6(t - tm)

Situagao 1: r<c(t,-t,)

Qnm o

ar !{Jaé—l Jai-1 i ! }

—_—— o + —_—
on2mr | a,+1 a, +1 \/aé—l Jaf_]

Situacao 2 : c(t, - ty,) < r <c(ty-tyg)

)

on2mr | a,+1 aZ—1

QHITI -—

Situagdo 3 : c(ty-tyy) < r

Qnm — 0

34

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)



o Interpolacao linear para o potencial

(t—t,)/At quando t, <T<t,

0" (1) =1(t,, —T)/At quando t <T<t, (3.41)
0 caso contrario

0"(1)

trn- 1 Ivm ) [m+l

= ¥ a

Figura 3.6 Interpolagdo linear para u

Levando em conta (3.41) a integral no tempo (3.36) torna-se

P'rad =t ) 11 o el - 11 L]
= —— — R ——y dt-— | — ™—B ———u" {1
Q 4n Tiﬂ At c At J 4m [Ia[ At c At
(3.42)
Quatro situagdes podem ocorrer em (3.42) :
Situacdo 1: r <c(ty - tysr)
o1 : )
n o — al—1-24a? —1+4a2—1 3.43)
Q" =g - 2E T as
Situac@o 2 : c(ty=tmsy) S 1 <C(ty-ty)
or 1
T s —1-24al -1 3.44
Q Jn 2ncAt[ Jao Ja, J (3:54)
Situagdo 3 : c(ty - ty) < r <c(ty-ty.a)
or | —
i -1 3.45
=" Qm:At( R, el
Situacao 4 : c(ty-tm-1) < 1
Q™ =0 (3.46)

35



I11.3 - Avaliacdo das integrais no espaco

A fim de realizar numericamente as integragdes sobre I', este deve ser
substituido por um contorno aproximado como um somatério de elementos I, como
indicado em (3.8) e (3.9). Duas aproximagdes serdo utilizadas neste trabalho :

aproximagao constante e linear.

Na aproximagdo constante o contorno ¢ dividido em e; elementos de

comprimento l; com um né no centro do elemento e normal n; (figura (3.7))

\ e
/.”—/,_J =
P

v

Figura 3.7 Posi¢ido dos nés para aproximagio constante do contorno

Para a aproximagao constante as fungdes de interpolagio do espago 1;(X) e v;(X)

tornam-se
I quando Xe€ e,

0 caso contrario

n,(X) =v,(X) :{

(3.47)

Para o caso linear de dois elementos e, € e, com um né em comum j, as fungdes
de interpolagdo 1;(X) e v;(X) podem ser expressas pelo uso da coordenada adimensional

€. (ver figura 3.8 )
€, +1/2; Xee,

m,®=v,® =J—(¢q -D/2, Xee,

0 caso contrario

Th(ap]':\"i(ip)
; T .
/\ [J j-1
j+1 @ .
\ ﬂu &=l &=0 §=-1
/ NiE)=vi(€y) !
e S .
& J+| = /J ]
B Eel &R0 G

Figura 3.8 Interpolagdo linear no espago para u e q no contorno

(3.48)



I11.4 - Avaliacao das integrais singulares

As integrais expressas por (3.8) e (3.9) apresentam singularidades somente
quando t, = t,, € r = 0 (ponto de colocagdo pertence ao elemento de integracdo). Estas
singularidades sdo do mesmo tipo do problema estatico. Todas as integrais no espaco
quando t, # t,, ou r # 0 podem ser realizadas por procedimentos numéricos comuns. Mas
quando t, = ty e r — 0 usa-se uma integra¢do analitica ou férmulas especiais de
integracao. Para o caso de elementos (na aproximagao espacial) constantes e lineares as
integragoes analiticas sdo simples como serd visto a seguir

1141- H

Os coeficiente H sao func¢des da derivada da solugdo fundamental como ja visto.
. #* E
A derivada de u , chamada de q* ,pode ser expressa por :

q =Vu - (3.49)
Assim de forma genérica :
b, =] | vu' - dE0de (3.50)
0 r

Mas, no caso de j = i, dI" é préprio vetor dr. Assim, para o caso dos elementos
constante e linear, o vetor normal n; € perpendicular a dr. Portanto o produto escalar
entre n e dr € nulo, o que justifica :

AN

Hi =0 (3.51)

Para interpolagdes de ordem superior as consideragdes acima ndo podem ser usadas pela
perda de ortogonalidade entre nj e I'. Devem-se usar outras estratégias [6].

1114.2 - G"
Os coeficientes G" contém integrais com uma singularidade do tipo In r. Para se

obter uma melhor precisio, estes coeficientes sdo calculados fazendo-se uma integracao
analitica no espago.
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* interpolacdo constante no tempo e no espaco para ¢

G[" ¢ obtida da Situagdo 2 (equagio : ¢(t, - tn) < r < c(l, - t,..1) fazendo-se
m=n

nn [ f : -| £
! =E! ettt /e lett, =t )T =1 et~ /- tlare
(3.52)
onde t, = n At.

No caso do elemento constante, r coincide com I'. Faz-se entdo uma integracio
sobre o elemento constante j.

Figura 3.9 Integracio analitica no elemento |

Onde d; representa o tamanho do elemento constante com o né localizado no
centro. § representa a coordenada adimensional, de modo que

PR (3.53)

Realizando-se a substituicdo de coordenadas e integrando-se (3.52) chega-se a :

B 1+1-[ d,/2can |’
In +2¢cAt aresen(d, / (2cAD)] ppara d; < (2cA0)

G™ =121 d, / (2cAt)
cAt/2 para di > (2cAt)
(3.54)
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* interpolagdo constante no tempo e linear no espaco para q

G € obtida considerando-se as duas fungdes ponderadoras usadas na
aproximacao linear no espaco.

(1- (1+9 ‘
gerando :
1
!gir;“ = EEJ ¢l Ir{c(tn - tn-l )/r+ J[C{tn - I‘1'|—I )/r]z _l:ldr(f) (356)
r‘J
L[ d; 1ey1-[ d;7ccan |
—3 —Lin + cAt :u‘csen[di f(cAt)]+
2 2 dj / (cAt) :
c2At? 2 )
Bl =y + >q. (\/l—[ d,; / (cAt) ] —]} }para d; < (cAt) (3.57)
i \
| m ciAt?
*2-;{ CNE_ 2dl- } paradj>(cAt}
e de maneira semelhante para ¢».
2
1 [ d, .l+\/l—[ d, /(cAt) ] szz( 2 ]} )
——3 —— - I1—|d /(cAt)| —1 ara d <(cAt)
w_l2nl 2 " d, /(cAt) 2d, k\/ 4, ] para ¢;
2gn =
1] c’At’
E{ 24 } para d > (cAt)
(3.58)
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* interpolagao linear no tempo e no espaco para q

In g arcsen[d il (CAI)] +

%
_]_{ iii 1+JI-[dll(cAt)] cAt
2 2 d, /(cAt) 2

o [ c*At? c’At’
e :J+g[ T4, IJl—[ d, /(cAt) ]2]— g [parad, < (cAD)

l T c’At’
=% GAL——== parad; > (cAt)

(3.39)

2
1 [ d, 1+4/1=] d /(cAt) 2 A2 2
_{ ?Jln \/ [ j ] __[[ c At +2d, I\/l—[dif(cm) | J+

21 djf*(CAt'} 6 dJ
285 T 6d, parad; < (cAt)

I { AL } i e

= >

= 6dj parad, CAL)

(3.60)

I11.5 - Pontos Internos

O potencial u para qualquer ponto interno € facilmente obtido para o tempo
tn» = n At. Uma vez conhecidos os valores de u e q para t = At, 2At , ..., nAt ., a
representacao integral para o ponto interno € escrita com a mesma discretiza¢ao para as
integrais no contorno ( sendo agorac¢; = 1)

J
i=2 2 [ G"gr—H"u" [+E" +S (3.61)

Os coeficientes G;}'“ , H:‘i’“ e otermo E" +S! sdo calculados numericamente para

cada ponto interno distinto. Como no caso do contorno as matrizes no tempo dos pontos
internos também formam uma estrutura triangular inferior, usando-se assim a mesma
analise ja discutida.
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II1.6 - O Programa FLUBEM

Neste item apresenta-se um fluxograma de um programa ilustrativo do
MEC no dominio do tempo. O fluxograma, aqui reproduzido, foi elaborado por
Antes [9] para o programa denominado FLUBEM.

Inicio
I

Entrada de dados do sistema
Nés do contorno, Condigdes de contorno u, g
Pontos internos
Subrotina : IMPUTPC

1. Passo de tempo m = |
l p

Montagem das Matrizes G e H""

[u® ] fq"ﬂ

" g 2" o]

Rearranjo das condi¢des de contorno

[
6] -o" ]|

Subrotina : GHMATPC

Inversio C'"" — [g”]_l

Subrotina :INVER
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Solugdo do 1° Passo de tempo

x“"—[u=} [cH]” -mh-2")

Subrotina : MULT

m=m+ |

passo de tempo

ruim}_] [(—](ﬂl}]

H(m} l \J:G{mj A .
— ﬁf_rn,l — Lq(l'nJJ

Rearranjo resultando em C'™ ,B'™

Montagem das Matrizes do m-ésimo

Subrotina : GHMATPC

uw] 6 [
REER P

Resultado do m-ésimo passo de tempo

q(rn+l—ug-l m
u

Cfu) |_
tm+|—u}J L

—(m+l-p)
q 1
u

{m+l—p) J

i

Subrotina : SUBMULT

M = Mypax

I
sim
[

Pontos internos

I
sim

42

fim




[m=0]

m=m+I |

Montagem das matrizes para os pontos internos
c=im) = {m)
H".G
~{(m) ={m)

Rearranjo resultandoem C ,B

Subrotina : INTERPC

11
qm =) { B .qewhag™ glew }

p=l

Subrotina : INTERPC .SUBMULT
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Onde os valores conhecidos sao acompanhados de uma barra em cima ou embaixo.



Capitulo IV - Integraciio de Dominio

Como demonstrado no capitulo 2, a formulagio do MEC para o problema
transiente (sem fonte interna) governado pela equagio da onda escalar é :

4me u(g,, t)—_f i =t H[c(t—r}—r]dl"d'c+
nran \C (t )% -
'” ar{ 2¢[c(t—1) - r] 2(du/dt)
—) u(x,1) = —
\/[cl(t—r)z—rzl' Vel t-1)? -r

}H[c(t—r)—r]drdw

4.1)
IJ‘J( j 2¢* [r—ct) au 2¢ .
velt? - f c22 — ryc’t? —r? r\!czt2 —rZJ
+ H[ct — r]dQ
Ou de uma forma mais concisa
I g 3 a 1 i
4rl:c‘u(?;i,t}:”u qdl"dt-i-_” [B u+u —le"d’c+ _[u(,vonnL
or oron Q ,
4.2)
| L u
j[ oun"‘uo 80+UoTn Q
Onde
u(x, GE )= H[C(t —T)— r] (4.3)
J2t-n?-r2
u; =u" i (4.4)
i F 2c[c(t*'c)— }
B =B (x,t&,1)= =H[c(t-1)-1], (4.5)
\/[c (t— ’c) - ]
By =By (x.t:5) = B"(x,6:§,,0) (4.6)
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¢ vindica a velocidade dada por

V== (4.7)

Como visto no capitulo 3, o vetor(para cada né i e tempo t,) que contém os termos de
dominio € escrito como :

E'=

I * ( [
dO(x) 4= | p ot 220 t
e’ Q Vo(RMEKX) I (‘g & ik R HE,X)

By, ug(x)dQ(x)  (4.8)

®0 * *1 &
Com u, =uy(x,t,;§) e By =B (x,t,:E)

Onde o terceiro termo a direita de (4.8) € a soma do primeiro e terceiro termos
do integrando da quarta integral a direita da igualdade expressa pela equacao (4.2).

O procedimento ilustrado a seguir foi implementado por Mansur [5].

A fim de realizarem-se as integracdes indicadas em (4.8) o dominio Q é dividido
em “L” subdominios triangulares, O, (células).( como indicado na figura 4.1a).

_f';#\ 2
— I
BT |
T
\ - -~
\. s N T~ ./ |
‘\ \ S~ ,
N/ =
e iad
figura 4.1a Discretizacido do dominio £2 figura 4.1b Areas para a defini¢io das
em células triangulares coordenadas triangulares

Assim, a expressdo (4.8) pode ser escrita :

M Y| I piz E '
F' =) = Jug v Q00 + = Jug! =000 +t, J B ugdQ(0 (4.9)

0, 0|
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A posicdo de um ponto “x”, dentro de uma célula, pode ser convenientemente
definida por coordenadas trian gu]dres [5],1e.

A, A, Ay
B =" My =707 “-3:? M+, tU, =1 (4.10)

A A
Onde A, A, e A sio respectivamente as dreas dos tridngulos O}, O} e O! mostradas
nafigurad.1b. A=A, +A, +A, éadreadacélula O,.
Quando u, e v, sdo interpolados linearmente dentro de cada célula a seguinte
expressdo pode ser escrita :

3 3
Uy :Z Upo My Vo=2 Vool (4.11)
a=1 o=l

Onde u,, e v,, sdo respectivamente o deslocamento inicial e a velocidade inicial em
um né o da célula O,. du,, / dr pode ser calculado de (4.11), originando

J 3 d
(u“ Z g, —2 ”*‘ (4.12)

Coordenadas triangulares podem ser relacionadas a coordenadas retangulares da
seguinte forma

Al 1
u&——+—(b xt+a,y) (4.13)
A
Onde
a, = x¥ —xP
ba:yﬁ_yv
2A2 :xlsy'!’_x'fyﬁ (4]4)

1
A= E(blaZ - bzal)

Na expressao (4.14) oo =1,2,3 para f=2,3,1 e y=3,1,2.
Considerando-se um sistema de coordenadas (r,0) com origem no ponto fonte &,
(ver figura 4.2) a expressao (4.13) torna-se

u,=C,+D,®)r (4.15)
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Onde

Al
C 0 o =
« = D, A (b, cosB+a, sen0) (4.16)
2

figura 4.2 Coordenadas polares com origem no ponto fonte & (ref [5])

figura 4.3 Dominios usados para a integracdo sobre uma célula (ref [5])

Levando-se em conta as formulas (4.11), (4.12) e (4.15), u,, v, € du, / dr podem
Ser eXpressos como

u, =2, u,[C, +D, O]

a=|

3

VO = E VOu [Cu ot Drx (B}r]

=1

(4.17)

du,

3
= > u,D,®)

o=l
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A integragdo sobre uma célula pode agora ser feita usando-se coordenadas
polares. Um procedimento conveniente € obter-se a integragio da célula através da soma
e subtragdo de 3 integrais sobre os dominios E,, E; e E; tal como indicado na figura 4.3.

Usando-se as relagdes (4.17), a primeira integral ao lado direito da expressio
(4.9) pode ser escrita como

&) g1
u(, v, dQ= i Voo I J Ug: [Cy + Dy (O)r]rdrdd (4.18)
o= t=1 g

u

Na expressdo (4.18), t=1,2,3 para u=2,31 ¢ v=312

(8 ndo r'(®<c(t —0
:(9)={r'() quando 1 (8) < c(t, —0) o)

ct quando 1, (8) > c(t, —0)

n

Onde o raio de varredura r; (8)( ver figura 4.4), quando a frente de onda for maior que
este, € expresso por

figura 4.4 Definigoes para a integracio da célula (ref[5])

" 0

A =t
(0 = = 4.20)
(8 b, cosB+a, send (420,

A expressdo (4.18) é integrada analiticamente em relacdo a “r”. Posteriormente
faz-se uma mudanca de coordenadas, como indicado em (4.21), resultando numa
quadratura gaussiana unidimensional usada para integrar (4.18) numericamente em
relacdo a 0.

_56 La).l ' 4.21
_2(9\' eu)+2(8\'+eu) (4.21)
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Apos a integragdo analitica em relagdo a r e a explicitagdo da integragdo gaussiana em
func@o de & chega-se a

Iu;:quﬂ i va ,r { 2C &t [ 1—1’]—(%56’)} }+

3.2

[ '®) ¢ ® Y 119 -6
+02;\" (b, cosB(&) +a, senﬁ(E_,){ arcsen(géf)J—géf) ]_[gr(ﬁJ} J ———4E

ct, J 2
(4.22)
3 3 + 2

.[ o %L”ﬂﬂ=2 um): A" (b, cosO(&) +a, senB(&)) *
0, =1 =1

(4.23)
| g®) 71&.—9“
*L 1- l—[ o J J > d§
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, i [ JT]—[gKQJQJA 1
[EEfean-Y & ¥ j o = L+

=~ +1

o o o=1 =1y t, [ _]_(glr(@]_i_(g:(g)j_‘_[gi(‘:)J
_ ct, ct, ct,
)
| ct, .
| (L) (0] (8]
ct ct ct

n n n

+i (b, cosB(&) +a, senO(E)

(4.24)

A expressio (4.24) apresenta singularidades quando g,(§) =ct,. Mas, estas
singularidades sdo removiveis, ie. tém um limite definido. Chamando-se de
k=g, (©/ct,

£

]leTll T PR =0 (4.25)
I‘ '(l_kz)a ‘ it M _E 426
i) Tek—k2 —k TR T k) J*z (4.26)

Vé-se, portanto, que (4.24) tem definicdo para g (§) =ct, .

Juntando-se as expressoes (4.22), (4.23) e (4.24) chega-se a :
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im;g i 2Cct{l— s [gc(:;k] ]4-;5*

L)
B =2 o

r ch % J - )
* (b, cosB(E, ) +a, senﬂ(ék){ arcscn[gl(ték)]—g‘(t&") 1_(%&)] } 9, 29u W+
’ n c n ; n
"'li‘)l : i 02[”(b cosB(E, ) +a (S )r 1— /1 —-—gi‘@k) | 8"_e“W
C u=1 © =1 k=l A a COSTk 561 k)i_ a ct, J 2 2
o LT
+th vme Z 2tCu| +1 |+
o=1 =1 k=l L e [g (&) ] [g 5¢) ] [g 6] J
t|'|
r \j '
+—(b cosB(E, ) +a, qenﬁ(ékll (9; > +
8115k g, (&
=} [ J ( =)
g-«;)Ml {gi@k] ] .
ct, ct, ‘ 1 | lo, -6,
+arcta . ) > =1 J 5 W,
("
[_H{ ct JI ] 4.27)

Onde as integragdes da varidvel § de -1 a | foram substituidas por um somatério
discreto com “N” pontos (& ) € “N” pesos (Wy) de Gauss.
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Capitulo V - Regularizacio dos Kernels da Equacao da Onda Escalar

V.1 - Introducdo

O desenvolvimento do Método dos Elementos de Contorno (MEC) tem gerado,
ao longo das ultimas décadas, uma crescente necessidade de se avaliar integrais
improprias e singulares. Tais integrais tornam-se, muitas vezes, obstaculos ao
desenvolvimento do MEC. Sendo assim, a avaliagdo destas singularidades € vital para
realizar-se uma analise eficiente e precisa com o MEC.

Um fato bem estabelecido [26] € o reconhecimento da existéncia de trés tipos
basicos de integrais singulares no MEC, gerando por sua vez kernels singulares. Estas
sao : singularidade fraca, singularidade no sentido do Valor Principal de Cauchy (VPC)
e integrais hipersingulares.

As Equacdes integrais de contorno com kernels hipersingulares aparecem sempre
que o gradiente (ou a derivada normal, e.g.) de uma equagdo integral de contorno
classica € aplicado. De fato, tais equagdes envolvem a derivada de kernels ja fortemente
singulares. A avaliacdo das Equagdes Integrais de Contorno Hipersingulares (EICH) €
um campo fértil para pesquisa, fato este facilmente comprovavel pelo grande nimero de
artigos dedicados a avaliacdo das EICH. Dentre as vdrias técnicas desenvolvidas
destacam-se duas : a integracao-por-partes e a parte finita de uma integral singular.

A integragdo-por-partes tem sido uma técnica de regularizacao amplamente usada
(e.g Sladek e Sladek (1984), Bonnet (1986,1989), Polch et al. (1987), Nishimura e
Kobayashi (1989)). As integrais de contorno sdo regularizadas fazendo-se um “shift”
do operador diferencial , baixando-se assim a ordem da singularidade. Assim como a
integrag@o por partes as aplicagdes dos teoremas de Gauss e Stokes, para outros casos,
levam a mesma formulagao.

Ja, o conceito da parte finita de uma integral e suas propriedades foram
introduzidos por Hadamard [19] no inicio do século. Tal conceito constituiu-se numa
adequada formula¢do matematica para a manipulacdo de integrais singulares. A partir
dos anos 70, com o trabalho pioneiro de Kutt [25] , a parte finita tornou-se uma técnica
amplamente utilizada na avalia¢do de integrais singulares. Kutt desenvolveu um método
de quadratura gaussiana para avaliar a parte finita de uma Integral singular
desconsiderando a parte divergente. Cada problema fisico recomenda uma andlise desta
parte divergente a fim de conseguir-se a sua eliminagao.

A bibliografia envolvendo estudos na aplicacdo numérica da parte finita €
extensa. Como exemplo, podem-se citar os trabalhos de Ioakimidis & Pita [27] , Lee &
Advani [28], Hildenbrand & Kuhn [29] e Guiggiani et al. [30] dentre vérios autores.

Este capitulo propde-se a comparar as duas técnicas de avaliagdo de integrais
hipersingulares para o caso da Equagdo da Onda Escalar. Para tanto, ilustra-se
brevemente o conceito da “parte finita” e em seguida demonstram-se os resultados
obtidos por Mansur [23] na regularizagdo dos kernels do problema da onda escalar
transiente bidimensional.
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V.2 - A “Parte Finita” de uma Integral Singular

V.2.1 Definigao

Assuma-se que uma fungdo f(t) seja localmente integravel exceto na vizinhanca
do ponto t=a e que tenda a “=“ quando “t” tende a “a”. Assuma-se, ainda, que ¢(t) é
continua no intervalo utilizado.

Desta forma a integral,

]f(r)q;(:)dt b>a, €0 (5.1)

a+eE

¢ uma integral geralmente divergente quando € — 0.

Assuma-se, ainda, que é possivel subtrair-se desta fun¢do f(t) uma combinagdo
linear finita de poténcias negativas de € e positivas de log € tal que a fungado
remanescente de € se aproxime de um limite finito independente do método pelo qual
este € obtido. Este limite € definido como a “parte finita” de uma integral.

Considere-se o exemplo da integral geralmente divergente :

T(t —a)* *o(t)dt  a<b (5.2)

a

Onde ¢(t) € continua no intervalo de integragdo, k € um inteiro positivo, e -1<0<0. Para
extrair-se a parte finita da integral, expande-se ¢(t) usando-se a formula de Taylor com
residuo.

(Dii}(a) ¢{k—1'l(a)

$(1) =9(a) + 7~ (t—ayh4” (- )+ (t—a) y(t) (5.3)
y(t) € continua para todo “t” e € dada por :
I¢“‘3('r)(t— T dt
w(t) == (54)

(k—D!Yt—a)"

Widder [22] demonstra a validade da expressao (5.3)



A substitui¢ao de (5.3) em

lim T(t—a)a_kq)(t)dt (5.5)
fornece
IiT[I(£)+H(S)] (5.6)
Onde
k-1 (Vi o—k+1+v
o 0" (a)
HE= év!(a—k+l+v) (3.1
e
k-1 ¢(\-’} (d)(b-’ a.)(71‘A—1v:+l~1-\-'
- —a)” : 5
H(e) i(t a) q,«(t)dwg,“ RN (5.8)

Quando € — 0+, I(g) diverge em geral, enquanto que H(€) sempre converge. A parte
finita da integral geralmente divergente (5.2) € definida como l‘ing H(e). Representa-se a

parte finita como :

PFT(I = a)“'ktb(t)dt; Iirgl H(e)=H(0) a<b 3.9

i

A expansdo da funcio ¢(t), através da série de Taylor, € realizada até a poténcia
“k” antes que se obtenha uma integral ordindria (t — a)* no integrando de (5.2).

Rigorosamente, a parte finita de Hadamard define uma distribuicdo singular,
como por exemplo o delta de Dirac. Assim, a parte finita € uma fun¢do generalizada,
com um ferramental matematico mais amplo do que as fungdes tradicionais. No
proximo item definem-se alguns conceitos da teoria das distribuicdes.
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V.2.2 A Parte Finita como uma distribuicdo singular

A compreensdo da parte finita como uma fungdo generalizada é importante visto
que operagdes realizadas nesta (e.g. derivagdo) sao condicionadas a regras de
manipulagdo proprias de fungdes generalizadas.

O Espaco D

Chamado de espago das fungdes teste, € formado pelas fungdes complexas (t)
que sdo infinitamente continuas e zero fora de algum intervalo especificado. Onde a
defini¢do infinitamente continua aplica-se as fungdes ¢(t) que tém derivadas de todas as
ordens continuas, em todos os pontos de um certo intervalo.

Funcional

Um funcional ¢ uma regra que atribui um certo niimero para todo membro de um
certo conjunto de fungdes. Neste texto, o conjunto de funcdes serd aquele formado pelo
espaco D. Denotando o funcional pelo simbolo f , designa-se o nimero que f atribui a

uma funcao teste ¢ por <f, ¢>.

Distribui¢ao

Distribui¢des sdo funcionais no espago 2 que possuem duas propriedades
essenciais. A primeira € a de linearidade e a segunda é a de continuidade. Um
funcional f em 2 € dito continuo se, para qualquer seqiiéncia de fungdes teste
{9,(0)},-, que converge em D para ¢(t), a seqiiéncia de nimeros {< f.¢ >}, convergir
para o nimero < f,0 > no sentido ordindrio. Se f for linear a defini¢do de continuidade
pode ser simplificada. Neste caso, f serd continua se a seqiiéncia numérica
{< f.9, >}, convergir para zero sempre que a seqiiéncia {¢,},_, convergir em D para
zero.

Portanto, estabelece-se a seguinte defini¢do para uma distribui¢do definida sobre
o espacgo euclidiano real unidimensional R :

Um funcional linear continuo no espago D é uma distribui¢do.

Uma maneira de gerar-se distribui¢des € a seguinte. Assume-se que f(t) seja uma
funcdo localmente integravel. Correspondendo a f(t) pode-se definir a distribuicao f
através da integral convergente

< £,0 >=< f(1),0(t) > if:f(t Yo(U)dt (5.10)

Pode-se mostrar [20] que (5.10) € um funcional linear.
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Distribui¢des que podem ser geradas usando-se (5.10) com fungdes localmente
integraveis sdo chamadas de distribuicées regulares. J4 as distribui¢es que ndo podem
ser obtidas de fungdes localmente integriveis, com o uso de (5.10), sdo chamadas de
distribuigoes singulares. A funcao generalizada delta de Dirac e a parte finita de
Hadamard sio exemplos de distribui¢des singulares.

V.2.3 A Interpretagdo da Parte Finita

O seguinte exemplo fornece uma visdao mais clara do conceito da parte finita.
Dada a integral divergente

T——dt (5.11)

Seguindo-se a técnica sugerida por Hadamard [19] extrai-se a parte finita da integral
acima como ilustrado em V.2.1 . Primeiramente desenvolve-se a série de Taylor com os
dois primeiros termos para ¢(t) em torno de zero (ponto singular):

o(t) = 0(0) + ty(t) (5.12)

Como o(t) pertence a D esta ¢ infinitamente continua. W(t), o residuo, pode ser
assumido como continuo inclusive em t=0 (Widder [22]). Se b € um nimero real grande
o suficiente para que ¢(t) = O para t > b, (5.11) pode ser escrita como uma distribuic¢do
na forma :

1,( [ 1
< Lt(t),qJ(t) = [LT]‘ ¢—(ttldt= Iim ¢(O)Iogb—¢(0)loge+Tw(t)dtJ (5.13)

Onde o simbolo 1, (t) representa o funcional avaliado no eixo positivo. Se ¢(0) # 0, o

segundo termo de (5.13) diverge quando € — 0+, enquanto que o terceiro termo
permanece finito pois y(t) € continuo em t = 0. O préximo passo é apenas
desconsiderar-se a parte divergente e o resultado € a parte finita de Hadamard.

PF]lq)([t iTq}(t)dt +(0)log b (5.14)
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Assim, a parte finita define uma distribui¢do singular. Esta distribui¢io ¢
denotada por

1, t(t)

Psf (5.15)

E significa que (5.15) atribui o valor (5.14) para cada ¢ em 2 . E costume designar-se
(5.15) como uma pseudofuncdo com a notagio Psf. Esta pseudofung¢do pode ser

1) =0 0
reescrita ,sabendo-se que _Tlp(t)dt = T%t e que ]‘%t:(b({))[log b~ loge]
0 0 £
,da seguinte forma :

1 (t ;
< Psf +t“) ,¢(t)>iPFT @dtinr&{j @dwcp(mmge ] (5.16)

0

Para se obter o comportamento desta pseudofun¢do contréi-se uma aproximagdo
de Psf 1 .(t)/t de uma forma heuristica (Zemanian [20]) . E fato que esta
pseudofuncdo € a derivada distribucional da distribui¢io regular 1 ,(t)log t. Portanto, se
se construir uma aproximacgao continua para 1 (t)log t e entdo plotar-se a derivada,
espera-se obter uma aproximagao para a Psf 1 (t)/t

A aproximacao heuristica € indicada na figura 5.1.
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figura 5.1 (b)

Na parte @ da figura a linha sélida A representa a aproximagdo continua da
funcdo 1,(t)log t, a qual € indicada pela linha tracejada. A curva A substitui a
descontinuidade em 1 _(t)logt por uma transi¢do continua que deixa o eixo ¢ em
t = 1T ¢ junta-se a curval (t)log t em ¢ = €. As derivadas correspondentes sdo

indicadas na parte b da figura. Note-se que a aproximagdo B para a pseudofuncio
Pst 1,(t)/t segue a fungdo exceto préxima da origem, onde B possui um pulso
negativo abrupto.

A presenca deste pulso negativo pode ser relacionada & expressio (5.16) da
seguinte forma. A drea total abaixo da curva B sobre o intervalo T < t < g é a
quantidade negativa log €, uma vez que este € o incremento total na curva A para este
intervalo. Aplica-se agora B como uma distribuig@o regular para algumas fungdes teste
¢(t) em D. Se € e T t€m magnitudes excessivamente pequenas, entdo, sobre T< t < g,
®(t) € essencialmente constante de valor ¢(0). Portanto, a por¢do de transi¢do da curva B
fornecerd aproximadamente o niimero

0(0)loge (5.17)

para < B, >. Isto corresponde ao segundo termo da dltima parte de (5.16). O primeiro
termo,

T @dt (5.18)

¢ produzido pela por¢do da curva B a direita de t = €. Assumindo-se que ¢(t) € positiva
para todo t e que ¢(0) > 0, vé-se que (5.17) aproxima-se de - oo, enquanto que (5.18)
aproxima-se de + e quando € — 0. Entretanto, (5.17) e (5.18) divergem de tal forma
que a soma algébrica das duas permanece finita.
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V.2.4 A Parte Finita e a Regularizacdo da Integral Hipersingular

Para se obter a parte finita no caso do exemplo anterior usou-se a série de Taylor
com residuo. Assim, se se levar em conta que

—6(0
OO =) +ty(t) e jw(t)dt:]%t (5.19)

0 0

Pode-se escrever

j‘¢(ttJdt:j¢(t0)dt . jwdt (5.20)
4]

- t

0 0

4

t
}M[ — —lin(}qJ(O) loge + Iing{ j@dt +0(0)loge } (5.21)

o I

Como [21]] observa, a soma e a subtragdo do termo ¢(0) faz com que a segunda parcela
em (5.20) conduza a uma regularizagdo da integral. Esta segunda parcela, chamada de
parte finita, corresponde a uma integral avaliada no sentido do valor principal de
Cauchy. Como visto, no exemplo heuristico anterior, duas partes divergem, mas quando
somadas conduzem a um valor finito. J4 a primeira parcela em (5.20) conduz a um
termo divergente. Assim, mesmo as integrais que ndo podem ser avaliadas diretamente
no sentido do valor principal de Cauchy ainda podem ser “regularizadas” (i.e. fornecer
uma parte finita}' :

Dado o exemplo numérico :

e—0

1 T1
PF]‘;dt = ]im{];dt + logs} = ling{log x—loge+ ioge} =logx
0 E—

Vé-se que a parte finita regulariza a integral no ponto singular removendo-se,
neste exemplo, o infinitésimo de ordem logaritmica.

' Uma discussdo abrangente ¢ fornecida em [21]
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V.3 - Regularizacdo - “Parte Finita” X Integracdo-por-Partes

V.3.1 Introdugéo

Mansur [2] em 1982 aplicou o MEC, em andlise bi-dimensional, 4 equacio da
onda escalar transiente (EOET). Tal trabalho, realizado com a representagdo integral de
Volterra, originou kernels hipersingulares na integragio analitica no tempo. Como serd
mostrado a seguir, Mansur regularizou tais kernels realizando uma integragio por partes
no tempo.

Entretanto, no inicio do século, Hadamard [19] foi o primeiro a dedicar-se ao
céilculo das integrais no tempo de kernels singulares. Estes aparecem na equagio
integral para a EOET. Hadamard, evitando o uso de varidveis complexas, resolveu tais
kernels. Este ndo apenas resolveu o problema como generalizou os procedimentos
requeridos para a avaliagdo destas integrais no tempo. Esta generaliza¢do deu origem a
um novo conceito matematico : a parte finita de uma integral.

Apesar do trabalho de Hadamard, a pesquisa realizada na dltima década do MEC
aplicado a EOET ndo seguiu suas idéias. Aplicou-se, entretanto, a regularizagdo feita
por Mansur como acima citado. Foi somente em 1993 que Mansur [23] voltou-se ao
uso da parte finita como alternativa a sua regulariza¢do até entdo utilizada. O uso da
parte finita ndo altera, como demonstrar-se-d, os kernels obtidos em 1983 por Mansur.
Contudo, o conceito matematico da parte finita torna o desenvolvimento dos nicleos
mais claros. Tal clareza torna-se importante na obten¢do de outros resultados (e.g. a
derivada espacial na andlise transiente do MEC). Os estudos para o caso elastodindmico
estdo ainda em processo de obteng¢do, o que revela a atualidade do assunto aqui
abordado.

V.3.2 Equacdo Integral

A equagdo integral de contorno correspondendo & equagio da onda escalar, como
Ja visto em capitulos anteriores, pode ser escrita como

4me.u(g,,t) = “u*(X,t;E_\i ,T)q(X,T)dI'(X)dT - “q*(X,t;Q uX,TdI(X)dt +1
or or
(5.22)

Onde
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2c

Hlc(t—1)-r 5.23
Jel(t=1)° —r? | ] 52

u (XtE )=

2cr

q (X,tE, T)‘—{ =H[c(t-1) -]+ s
\/[c (t—1)° -

\/c?(t—’c)2 —r?

(5.24)
*EH[c(t—‘r)—r] }
on
e I, representa as integrais de dominio.
A avaliagado numeérica da primeira integral no lado direito de (5.22) ndo apresenta

dificuldades. Contudo, o mesmo no ocorre com a segunda integral. Levando-se em
conta a equacdo (5.24), esta segunda integral pode ser escrita como

2c

H=I%{ [ o — Hfe(t-1) - r]d'l:+Iu(X 7) x
ront oo \/cz(t 1) —r’

\/c (t—-1)°-r’
J
*gﬂH[c(t— 1) —rldt (dI(X)
r
(3.23)
As 1ntegrais no tempo indicadas na equagao (5.25) conduzem a singularidades, o que as
torna sem significado (Hadamard [19]). Entretanto, H existe uma vez que representa a
contribui¢ao do potencial u(X,t) (X € I') para u(§,t). Hd duas possibilidades para
contornar-se o problema gerado por (5.25) : usar-se uma regulariza¢do no kernel (via
integragdo-por-partes) ou avaliar o mesmo com o conceito da parte finita de Hadamard.

V.3.3 Regularizacdo da Expressio do Kernel da Derivada de u”

De acordo com Mansur [ 2] , a seguinte expressao :
J _
aH[c(t —1)—r1]=-8[-r—c(t—1)] = -§ct - (ct — )] (5.26)

pode ser usada para escrever
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a T I
e Jai{ fu('x,r) e = H[c(t-1)~ rdt+ ,ru(x 7) .
pORL g \/[Cz(t—’r)z—r \{c (t-1)*-r’

d
TE H[c(t S l‘]d‘E }dr(X)

como :
o,
H= _[—h dr (5.27)
~ on
com
T 2 2
h'= j’ u(X,1) e [c(t— )—r]dT u(X,1) |

0 \/[c (t—’c)‘—rz] \,/Cz(t—“t)z—r2 ICT:C‘_‘"

(5.28)

pois

IU(X 1) S[C'c—(ct—r)]d(c’r):u(X,T) \/cz(t~'l:)2 _ 2et=ct-r

(5.29)

2
\/c (t— B =

Vé-se por (5.28) que h' ndo faz sentido, tem-se uma integral divergente no primeiro
termo (o limite superior € a posi¢@o da frente de onda t=t—r/c) e o segundo tende
ao infinito. Uma solugdo para tal problema é, como indicou [6], fazer-se uma integrag¢io
por partes no segundo termo de (5.25). Desta forma o operador de derivacao atuando na
funcdo Heaviside € transferido para u(x,D)u (x,t;,7). Denominando-se,
primeiramente:

lzj-a—r{ Iu(X T) = e H[c(t ) —r|dt }dF(X) (5.30)
an J(l (t T)h 2 or
e levando-se em conta que
d _ 10
§H[c(t—‘r)—r]—CaTH[c(t—'r)ﬂr] (5.31)
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pode-se escrever

far{ Tu(x 1) : 0 Hlc(t—1)—r]d }dr(X) (5.32)
=|— ] —Hfc(t—1)—r|dT
ron g Ve (t-1)? —r? Ot (

O qual pode ser integrado por partes com relagdo a T.

J'a j* 2 du(X,1)
u(X,1) Hlc(t—1) - r|dtdl’
Jc (t—1)* - r? Jt
I J* X Se? (b= X, 0H] 2u(X,0)
u( T)\/ ” _T) > u(X,T)H|c(t—1)— r]d‘l:dr— ETT Hlct — 1]

(5.33)

Onde Hlc(t—t")—r]=0.
Assim h' pode ser reescrito como :

ZC[c{t—T)—r] ™ 2(du/adt)
[¢*(t-1)% - boel-ni-

}H[c(t -T)— r]d‘c

0

h' =—T{ u(X,1)
J

2u
o 7 Hlet-d
ctr—r

(5.34)

Ao substituir-se (5.34) na equagdo (5.27) obtem-se a versido regularizada da equagio
(5.25). Desta forma (5.25) pode ser integrada analiticamente ou numericamente no
tempo.
A equagdo (5.34) foi obtida assumindo-se que du(X,T)/ 9T € continua no tempo.
Entretanto, quando du(X,t) / 9t € continua por partes a equagdo (5.34) ainda é valida.
Tomando-se como exemplo a figura 5.2 e que
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u(er)

m tm+l t T

=

figura 5.2 du(X,1)/d1 continua por partes

" 2cfe(t—1 2(du/d
H u(X,1) Lo ) =} 2( = ;) : }H[c(t—t)—r]d'r:
0 J[Cz(t-_'t)z _r?]' Jc (=& =y 35,
. 2ug N
u(X,1) = ——=——==Hlct-1]
\,/cz(t—'c)‘—r2 T=tn  afe?td—r?
pois
faf(n)
== ff -t (5.36)
pode-se escrever (5.34) como
t o 2 =
bl = .TU(X,T) 2cr _ - “]“{ S cle(t—1)—1] :
0 J[Cz(t _ 1}2 2 ] t \/[C-Q(t “‘L’)z _ rz].. 5

2(du/ 9dt)

¥ 2 2 2
Jer -1 —r

Hlc(t—1) - r]dt —u(X,1)
} \/cz(t—'l:)z—r2 T=1ty

V.3.4 O Conceito da Parte Finita de Hadamard

Como Hadamard indicou [19], apesar da equagdo (5.28) ndo ter sentido , o
seguinte limite tem

| } { ]’ 2cr
h'= lim u(X,1) = dt—u(X,1)
ot/ \/[Cz(t—’[)z o ],3]

2
- - } (5.38)
\/c‘(t —1)% -r2
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Quando u(X,1) possuir uma primeira derivada temporal continua por partes
(ver fig 5.2) a equagdo (5.38) escreve-se

| J‘ 2cr
h' = Ju(X,1) - dt
0 \/[cz(t—t)z—rz]'
(5.39)
; j 2cr 2
+ lim u(X,1) = dt—u(X, 1) = —
R \/[02(1—1)2 -1 ] Vel (t-1)? - r?
Concisamente as equacdes (5.38) ou (5.39) podem ser escritas
| jl—r!c 2cr

h' = PF s u(X,1) ‘ dt (5.40)

Onde PF simboliza a parte finita de uma integral. E importante notar-se que a nio
presenga da fun¢do Heaviside ndo significa que esta foi desprezada. Tal fungdo estd
implicitamente considerada no conceito de Hadamard de regularizar integrais por meio
da expansdo de séries de Taylor.

V.3.5 Os Kernels integrados no tempo

Até o momento obtiveram-se varias equagdes, (5.34),( 5.37), (5.38) a (5.40), para
expressar-se 0 kernel h'. Tais expressdes devem conduzir aos mesmos resultados
quando realizar-se a integragdo no tempo e forgar-se a continuidade de u(x,1).

A equagdo (5.34), na forma em que foi escrita, apresenta os efeitos especiais da
frente de onda afetando todos os intervalos de tempo. Embora as equagdes (5.34) e
(5.39) parecam diferentes, as duas conduzem a resultados idénticos como serd visto a
seguir.

Para obterem-se expressdoes do kernel h', integrado analiticamente, considera-se
uma aproximacao linear no tempo para u(x,t) . Assim

u(X,7) =9, (DHu™(X) + ¢ (H)u™" (X) (5.41)

Onde as funcdes de forma ¢;e ¢r. ilustradas na fig. 5.3, sdo dadas por :
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t t t t

m m+1 m m+1
figura 5.3 fungdes de interpolagio linear

T Tt

t|n+]_' o
¢ = At ¢ Yp= At

com t, <T<t,,, (5.42)

Utilizar-se-4 aqui duas formas de se obter o kernel h'. Estas sdo :

Regularizacao via integracao-por-partes

Yrat ) e
hi=—T{¢,(r) cle(t-1)-1] . 2(30, /91) }81:

_ = (5.43)
Im \/[02([—'[)2—['2]} \/Cz(t—'t)h-rz
‘] 2¢c[c(t-1)-r 2(00 / 9T)
hp==J | ¢r(D) [ ] =+ = be —— (o1 (5.44)
Je-v2-r2]  el-n2-r
Parte Finita de Hadamard
1 Ll 2CF ,
h, = PF,[ d,(1) = dt (5.45)
m J[Cz(t—’t)z_’rz].
i th, 2cr .
h=PH . Op(T) dt (5.46)

\/[cz(t —)® — rz]j

A fim de simplificar-se os resultados a seguir, adota-se [23] a notacgdo :
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t. =a; tw =b; t,=t-r/c; A, =,/c(t-a)-r; A, =\c(t—a)+r;
A;=4c(t—b)-r; A,=4c(t-b)+r; A,=c(t—a); A, =c(t—Db);
A, =AA,-1%;

As expressdes finais para os kernels integrados no tempo dependem da posicio
da frente de onda. Hd trés casos a considerar:

Casol( b=t, a<t, <b)

Corresponde ao caso ilustrado na figura 5.4. (Um esbogo das deducoes
encontra-se no item V.4)

frente de cndo

figura 5.4

Regularizacao via integracao-por-partes

; 2A,
h At = (5.47)
CA,
1 2AIA2
h At =— (5.48)
cr

Parte Finita de Hadamard

2A,  2A
h:m=—'—2— (5.49)
CA, AA,
| 2A A, ,
hpAt=— (5.50)
cr



Caso2( b<t, a<t <b)

Corresponde ao caso ilustrado na figura 5.5.

frente de cndo

figura 5.5

Regularizacdo via integracao-por-partes

2A (A )’
i b, Ll 5.
! cA,r @30
| 2AIA2
hLAt =~ (5.52)
Ccr
Parte Finita de Hadamard
2A (A, 2At
h!At = —1——2—_ 5.53
' cA,r A, (3.33)
| 2A A,
h At = ———= (5.54)
Ccr

Caso3(b<t, )

Corresponde ao caso ilustrado na figura 5.6. Neste caso as integrais
representadas por (5.45) € (5.46) podem ser consideradas ordindrias, calculadas no
sentido de Riemann.
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frente de cndo

g b lt t T
r
figura 5.6

Regularizacio via integracao-por-partes

biAc 2[ A, 1+ 2At —_—
: crLAIAZ : “J A A, '
| [ 1 24t _
hFAt=—[ -A, zj_ (5.56)
crl AA, iy
Parte Finita de Hadamard
hlm—ir i A.A ] 5.57
1 _C]‘LAIAz 3 4J ( ] )
h'At——r A; A A 1 (5.58)
F - LA3A4 1 EJ -

Os kernels obtidos pelas duas técnicas, por exemplo (5.47) e (5.49), sio
aparemente diferentes. Esta falsa impressdo ocorre quando as expressdes sao
consideradas para apenas um intervalo de tempo. Quando se for¢ca a continuidade de
u(x,T), 1.e. jungdo dos intervalos de tempo, os coeficientes h' tornam-se idénticos para
as duas técnicas acima utilizadas. O exemplo a seguir demonstra esta igualdade.
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Montando-se a equagdo (5.22), usando-se para h' (5.34) e (5.39) para a
integragdo-por-partes e a parte finita respectivamente, tem-se (onde h) € h! sdo
expressos por (5.43) a (5.46) ) :

primeiro passo de tempo (t=t, e t, =b)

De acordo com o caso 1.

Regularizagdo via integragdo-por-partes

l
4nc,u(,,t) = Hu (X, 68, 1)q(X,1)dtdl(X) -

ro
| [24, - [2A,A, x [ 24 L J——
. I_cA2 a:Ou( I_ cr a=0u( : LA,A2 a:OU( : on (B+la
(5.59)
Regularizagao via parte-finita
t
4mcu(;,t) = JJU“(X,t;Ei D)X, 1)dtdI(X) -
ro (5.60)
] 24, oAt 0x [2aGA, - ﬁdrrxwl
rI.CAz A A, a=0" % L or Ja=0" on “

Comparando-se (5.59) e (5.60) vé-se que o tltimo termo de (5.34) aparece naturalmente
na formulagdo da parte finita. Supondo-se, agora, um segundo passo de tempo tal que :

segundo passo de tempo (t =t,)

De acordo com os casos 1 e 3.(supondo uma transi¢do sem o caso 2, a fim de
simplificar-se o exemplo)
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Regularizagdo via integragao-por-partes

t
dnc;u(,,t) = _[ju*(X,t;ﬁl,‘t)q(X,ﬂdeI“(X)—

o
[, oAt b=t [2f A
= 2At |b=
- - A5A WKy S
J{ Lcr[A A, J AA, a0 lcr[A3A4 Aifs |- AA4 =g
[2A [2A A [ 2A¢

- | X | 1 X | 2 2
ol }+[CA2 a=[1u( }_\_ cr a=t|u (X)iA,A F(X)HQ

(5.61)

Regularizagio via parte-finita

4nc,u(§;,t) = I fu*(x, t:&,1)q(X,1)dtdl(X) -
ro

_Hf_z_ A, b=t b
r [CI' A1Az— ¥ a=OU( )=

|
+FzA,_ 24t L [2A A,  x }idr'){) [
LCA2 A A, a=t|u( ’_\_ a:t,u (X) on (R)+tla

Mas

{ 2At ]a:tl :{ 2At ]b .

Logo (5.61) e (5.62) sdo idénticas.

V.3.6 Conclusao

Como demonstrado no exemplo acima, as duas metodologias utilizadas na
regularizacdo dos kernels h' fornecem o mesmo resultado. Segundo Mansur e Carrer
[24], a técnica da parte finita conduz a kernels mais simples (e.g. obtengdo das derivadas
espaciais). Entretanto, ao se manipular a parte finita deve-se ater as regras de
manipulag¢do que regem as fungdes generalizadas. A ndo observagdo de tais regras pode
conduzir a kernels sem significado matemético, pondo em risco todo o trabalho
executado.

Neste trabalho os kernels foram obtidos fazendo-se uma integra¢do analitica no
tempo. Caso se optasse por uma integragdo numérica, as equacdes (5.34) e (5.39)
possuiriam tratamentos numéricos distintos. A primeira poderia ser integrada
numericamente, usando-se regras de quadratura (e.g. Gauss), pois € regular . J4 a
segunda requereria, para o ultimo intervalo de tempo, regras especiais de quadratura
( Kutt [25]).
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V.4 - Obtencao dos kernels “h”

Demonstram-se neste ftem esbogos das deducdes dos kernels h. Tais esbogos
ajudam na compreensdo do mecanismo de regularizacio das integrais hipersingulares
.e.g. parte finita.

V.4.1 Integragdo-por-partes

Iniciando-se com o caso 3 da regularizacdo de h via integracio por partes

hiz—Tl{ b =T 2¢fct-T)—1] 1 2

L = }E}I (5.64)
(ml e \/[cz(t—”c)z—r:]3 At\jcz(t_r)zhrh

Apds um trabalho analitico, chega-se a :

N __{ 2e(t-t,)  [et-1)-1] ]t,},+,+gf [c(t—1) 1] ]tm+| }(5 2
[ cr L \/t;l‘z(t—"l')z—l‘2 Un C‘- \/C'\i(t—’t)z—l‘2 tm
O que resulta em :
[ A 1 2at
hijAt=— ———A,A, |+ 5.66)
I ‘-AIAZ ! 4J AIAE ( )
De maneira semelhante chega-se a:
2[ A 1 2at
1 7
= -AA, |- 5.67
bt crLA3A4 ‘ 2J A A, 67

O caso 1 pode ser obtido de (5.65) fazendo-se t,,, =t e o limite superior igual a t-r/c
( pois integra-se somente até a frente de onda). Assim
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(5.68)

[e(t—1)~1] ]t—“’C }

Lavpn
hjAt = { CL JCZ([_T)Z—rZ t

m

2 i [ct-t)-r] 1T [c(t—t )—1] ]} 2A
hjA :-—{ I » m _ 24, _
S| Jetia i Inl e ] A 5

Onde o primeiro termo em (5.69) € nulo ao aplicar-se o limite.De forma semelhante

2A A,

hpAt = ———2 (5.70)
Cr

Para o caso 2 utiliza-se novamente (5.65)

hjAt = lim
cr

”‘_’"”i \j{:z(t—‘c)z—r2 . \/cz(t—tm)z—r2

_2c(t—tm+,){ _ [ [c(t.—“c)—r] 171 [c(t—tm}*r] —|})_

(5.71)

2 [ fea-v-r] 1T [ett=t,)-1] 1}:2A.(A4)2

_?{ T_l)illz‘:"r"‘- :JCE(I—T)Z—I'Z J \‘ \jcz(t_tm)z_r2

CA,r

Onde os dois termos em (5.71) subtidos a limites tendem a zero.De forma semelhante

2A /A,

cr

hpAt =— (5.72)

V.4.2 Parte finita

Comeca-se novamente com o caso 3. Para o caso 3 a integral é ordinaria,
podendo portanto ser calculada no sentido de Riemann. Assim

hll.rﬁl =pF_[Em+l Lt =T 2cr 1' B :-[tm-i-l tluz_‘r 2cr 3 dt =
m At J[Cz(t'—'T)z_fz]. m t J[CZ(t_T)Q__rQJ
2| A, A.A (5.73)
crLA,A:2 3 4J '
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De forma semelhante

hlm—ir A AA-I (5.74)
F _crLA3A4 ] ?‘J '

Considerando-se, agora, o caso 2. Neste caso tem-se uma integral hipersingular avaliada
com o conceito da parte finita.

et Bigst =% 2er A Looai T 2cr
h}At:AcPFL‘ foned —dt=_lim { I 1 —dt
m At \/[C?_(I_T)z_rz]- T=1-r/c £ { J[CZ(I—T}'—'—IJ].
B Ce1 — 7T 2 }At
At \{cz(t—l‘)z—r2
(5.75)
Sabe-se, primeiramente, que
jr Cir =% 2cr I_tm“ = ZELE="T) ]T
Ji=| ————= +
tm At \/[Cz(t_ﬂz_rz]-‘ [ At r\/cz(t—’C)z —1? Jlm
' (5.76)
| 1 2r T
+
[CN J -2 =12 Jtm
Logo (5.75) pode ser escrita :
_ | | 1
HAE i Eoe i =it 2c(t—1) +I 2r Lo =% 2 |
= m N - - - 3
] ot-rrq 1 r1/<:2(t—'|:)2 —r? ¢ \/cz(t—‘c)2 —r? I r\/cz(t—’c)‘ —r? |
fasig—t 2¢(t—t) 1 2r -I
- e T3
! r“/cz(twtm)z—r2 C\/c‘(t—tm) -r J
(5.77)
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Onde na equagdo acima o termo levado ao limite se anula. Assim

C2A(A))? 2

h) At E 5.78
! cA,r A, (2.78)
Procedendo de maneira semelhante chega-se a :
2A A, :
hpAt = - —1—2 (5.79)
cr
O caso 1 € bastante semelhante ao 2. Basta levar em conta que t=t,,,, o que
anula o primeiro termo da igualdade a direita em (5.76). Assim, chega-se a :
2
h; At . . (5.80)
2AA, _
hLAt=-——1-2 (5.81)
cr
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Capitulo VI - Resultados Numéricos

No capitulo 3 chegou-se a equagdo integral para a propagacdo da onda escalar
bidimensional (3.1) com os termos de dominio e contorno explicitados.

A escolha da discretizagdo do dominio (capitulo 4), quando da resolucio de um
problema, € simples pois ug e v sdo fungdes conhecidas. Entretanto, a discretizacao do
contorno e o intervalo de tempo At dependem do problema em consideragdo. Por este
motivo, em muitos problemas, andlises numéricas devem ser conduzidas nas quais a
discretizagdo do contorno e o intervalo de tempo sdo sucessivamente refinados. Ao se
estudar a propagacdo de ondas deve-se atentar para a escolha do intervalo de tempo e a
discretizagdo do contorno a fim de se evitar a violagdo da propriedade da causalidade.
Assim, para nés longes uns dos outros a onda ndo deve se propagar entre estes num
intervalo de tempo. Hd também certas precaucdes que devem ser levadas em conta
quando se escolhe o parametro 3 que relaciona o tamanho do elemento com o passo de
tempo, dado por

f= %A—[ (6.1)

]

Em elementos finitos ou em diferencas finitas pardmetros similares sdo
importantes para se obter uma andlise vilida de cada problema. Embora para elementos
finitos e diferencas finitas existam regras para a escolha de parimetros como [, em
elementos de contorno o estudo conclusivo deste parimetro ainda é um campo de
pesquisa a ser aprofundado [5].

VI.1 - Exemplo 1

Os resultados obtidos usando-se 0 MEC ou BEM (Boundary Element Method)
foram comparados com resultados analiticos de uma barra unidimensional submetida a
uma forga tipo Heaviside. A solucdo pelo MEC considerou um dominio retangular com
lados de comprimento L e b (b=L/2) como mostrado na figura 6.1. Os deslocamentos u
foram assumidos zero em x=L e suas derivadas normais ¢ também foram consideradas
nulas para y=0 e y=b para todo o tempo ‘t’. Em x=0 e t=0 um carregamento Eq foi
repentinamente aplicado e mantido durante toda a analise (£ médulo de Young). Devido
a topologia e condigdes de contorno [5] o problema € na verdade unidimensional e sua
solugdo analitica pode ser achada por exemplo em [31]. E relaciona a taxa de
deformag@o (neste exemplo unidimensional € = du/dn =du/dx) a for¢a P aplicada a
barra.
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¥ b=L/2

‘_J P E Hit- 0y Al hi2) BiL/2,0)
: C(3L/4,0) L. hi2)
E(Li%.h/2) FILI2 W2}
q=0 GI3LA 2}
o
—>
—»
bl — A e e F ® G
a
— ¥ B C
—
8
q=0
5 {

figura 6.1. Condigdes de contorno e definigdes geométricas para barra unidimensional submetida a uma
fungdo de forga tipo Heaviside

Quatro diferentes combinagdes de fungdes de interpolagdo foram usadas nesta
andlise, dadas na tabela abaixo.

Combinacdo Fungdo de interpolagio

NiX) e vi(X) ¢"() 8™ (1)
1 Constante Linear Constante
2 Linear Linear Constante
3 Linear Constante Constante
4 Linear Linear Linear

Tabela 6.1. Combinacgio das fungdes de interpolagio

O contorno foi discretizado em 24 elementos constantes e lineares como
mostrado na figura 6.2

4 oo e
. 1
® i
® ‘
oo 9o 9o 9o o ¢ o o Lo teototoleoteoilel
N(X) e v(X) lineares N X) e vi{X) constantes

figura 6. 2. Discretizagio do contorno para barra unidimensional
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Para o caso dos elementos lineares ndo se utilizou aqui o conceito de né duplo.
Tal conceito € necessdrio quando se tem como incognitas dois fluxos diferentes num
mesmo no (caso dos cantos, pois estes definem duas normais). Os exemplos analisados
nao tornaram necessdria a aplicacdo do né duplo. Entretanto, de Mesquita e Daros [32]
fornecem um estudo detalhado do tratamento de tal conceito.

A literatura disponivel sobre resultados numéricos [3].[8] indica que as
combinagGes 1 e 2 sdo as mais apropriadas para este exemplo. Tal indicagio baseia-se
na afirmagao de que a combinagao 4 (mais especificamente a interpolagao linear de g no
tempo) € ineficiente para a modelagem de ¢ para o caso de um salto abrupto ( e.g.
condigdo de contorno do fluxo ¢ dada como um degrau). J4 a interpolagio temporal 3
foi utilizada para o caso correspondente elastodindmico [6], obtendo-se piores
resultados em relagdo a interpolagdo temporal, presentes em 1 e 2.

VI.1.1 - Combinagdo 1 X Combinagéao 2

As combinagdes | e 2 foram usadas com B = 0.6 fornecendo bons resultados
para o deslocamento u, figuras 6.3 ,6.4, 6.5 e 6.6. Por outro lado, as derivadas normais
dos deslocamentos g, mostradas nas figuras 6.7 e 6.8, sd3o muito mais sensiveis ao grau
das fungdes de interpolagao (e.g. no espago), como esperado.

DESLOCAMENTO NOS PONTOS A, B E C DO CONTORNO, 24 ELEMENTOS CONSTANTES

f < BEM A
7 L=4 4+  EEmM-.B
| Beta=0.6 O mEM-c
& ——— Ao A
T = Agalitics B
5 —  Anilitien ©

Eu/P

ct

figura 6. 3. Deslocamentos nos pontos de contorno A,B e C para a barra unidimensional submetida a uma
for¢a tipo Heaviside. (Combinagdo I).
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DESLOCAMENTO NOS PONTOS A, B E C DO CONTORNO, 24 ELEMENTOS LINEARES

8 | I T
<r  BEM-A
74h L=4 - DEM . B
Beta =0.6 O wem-c
6 L
——  Analiticn Al
Analitico B
5 Analitica ©

Eu/P

ct

figura 6. 4. Deslocamentos nos pontos de contorno A,B e C para a barra unidimensional submetida a uma
forca tipo Heaviside.(Combinacdo 2)

DESLOCAMENTO NOS PONTOS E, F e G, 24 ELEMENTOS CONSTANTES

7 f— T T T I '.“.-li T
L=t 4 {»> BEM-E
6+ j
| Beta=06 R
: . [l BEM-G
4 ! 1 P 5 Anall'ln:oE‘;
+ ""T'H:;._F Analitico F
e: H P,_\ Analinco G
i ° ;
‘h. |
2 " Iﬁpmmmmqa* i
o
|
R i SR o % X S ]
-1 ] | | | | l

ct

figura 6. 5. Deslocamentos nos pontos internos E.F ¢ G para a barra unidimensional submetida a uma
forca tipo Heaviside. (Combinacao I)

&80



DESLOCAMENTOC NOS PONTOS E, F e G, 24 ELEMENTOS LINEARES

-', ’_ T T
L=4 (¢ BEM - E
61 4
Beta=06 ¢ T  BEM-F
St ] BEM-G
4 L — Analitico E|
Analitico F|
e: Analitico G
3 3 .
[84]
2 J
1
0

0 5 10 15 20 25 30 35
ct

figura 6. 6. Deslocamentos nos pontos internos E,F ¢ G para a barra unidimensional submetida a uma
forca tipo Heaviside. (Combinagao 2)

DERIVADA NORMAL DO DESLOCAMENTO NO PONTO D, 24 ELEMENTOS CONSTANTES

_ I I T I I i
20 —&— BEM-D
T Analitco [
<
1.5 i
L=4 |
& 1.0 Beta=06
)
05 r y
00 """" RCE7
0.5 | | I | I |
0 by 10 15 20 25 30 35

ct

figura 6.7. Derivada normal do deslocamento no ponto de contorno D para a barra unidimensional
submetida a uma forga tipo Heaviside. (Combinagdo 1)
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DERIVADA NORMAL DO DESLOCAMENTO NO PONTO D, 24 ELEMENTOS LINEARES
T I I ' ]

2.0 —&— BEM-D
¢ —— Analitico Dy
4 i
1.5 |'I || i
|
| L=4
| |
& 1.0 Beta=06
0.5+ & |
0.0 em&maean e M_
05! | | | | |- | - |
0 5 10 15 20 25 30 35

ct

figura 6.8. Derivada normal do deslocamento no ponto de contorno D para a barra unidimensional
submetida a uma for¢a tipo Heaviside. (Combinagdo 2)

Os grificos anteriores comprovam os melhores resultados fornecidos pela
combinagdo 2. Vé-se pelas figuras 6.3 a 6.6 que, apesar do pequeno ruido presente em
6.6, 0 MEC e a solugéo analitica apresentam boa concordéncia.

Deve-se tomar cuidado na escolha de 3 a fim de se evitar ruido numérico, o qual
apesar de ndo ser critico para os deslocamentos, pode ser excessivo para as derivadas
(forcas de superficie) [5]. A fim de se estudar o efeito do parametro varidvel B no nivel
de ruido 3 outros valores de [ sdo investigados : 0.4, 0.5 e 0.8. Os resultados para q no
ponto D sao plotados nas figuras 6.9-6.11. Percebe-se um nivel excessivo de ruido para
B < 0.6. O valor B = 0.6 foi considerado o 6timo para este problema.
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DERIVADA NORMAL DO DESLOCAMENTO NO PONTO D, 24 ELEMENTOS LINEARES

T | | | ]
| %o —&— BEM-D
2.0 _ Analitico D]
[
L5 T L=4
Beta=0.4
& 10t
B J
m
| |
25 30 35

figura 6.9. Derivada normal do deslocamento no ponto de contorno D para a barra unidimensional
submetida a uma forca tipo Heaviside. (Combinagéo 2)

DERIVADA NORMAL DO DESLOCAMENTO NO PONTO D, 24 ELEMENTOS LINEARES

—&— BEM-D
20 ——  Analftico I
1.5 l L=4
Beta=0.5
S 10t
m
05+ 1
0.0 oonsonsonsd -~ - - - - - K ﬁ --------
T Mwiﬂ'i -
05 | | | | | o
0 5 10 15 20 25 30 35

Cct

figura 6.10. Derivada normal do deslocamento no ponto de contorno D para a barra unidimensional
submetida a uma forca tipo Heaviside. (Combinagédo 2)
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DERIVADA NORMAL DO DESLOCAMENTO NO PONTO D, 24 ELEMENTOS LINEARES

I ] [ I I I —|
—&— BEM-D
20 , ' Analitico D)
| 3 [@ ?
| . ' 1
1.5 ] |] L=4
| Beta =08
& 10f 1
[a]
0.5 | | |
[
0 0 _____ ’MWQW =1 /ﬁ ______ o W %_.

ct

figura 6.11. Derivada normal do deslocamento no ponto de contorno D para a barra unidimensional
submetida a uma forga tipo Heaviside. (Combinacdo 2)

VI.1.2 - Analise de erros das combinacées 1 e 2

Os gréficos a seguir permitem uma comparacdo do nivel de erro obtido na
utilizagdo das combinagdes 1 ou 2 para o deslocamento no ponto A e a derivada no
ponto D. Como pardmetro de erro utilizou-se um erro relativo, normalizado com o

maximo valor tedrico de cada curva.
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S
LS

ERRO RELATIVO NORMALIZADO DO DESLOCAMENTO NO PONTO A,
24 ELEMENTOS CONSTANTES

S0 . . T T

45 -

A —A L=4
40 - Tperro = |—2—BB 100

100 Beta=0.6
35 - -
30 - g

25+

20 |- -

figura 6.12. Erro porcentual do deslocamento em A para a barra unidimensional submetida a uma forca

% erro

tipo Heaviside. (Combinagao I)

ERRO RELATIVO NORMALIZADO DO DESLOCAMENTO NO PONTO A,
24 ELEMENTOS LINEARES

50 T T 1 T T T

40 - L=4

Beta =06
5 1

30 -

0 5 10 15 20 25 30 35
ct

figura 6.13. Erro porcentual do deslocamento em A para a barra unidimensional submetida a uma forga

tipo Heaviside. (Combinacéo 2)
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ERRO RELATIVO NORMALIZADO DO DESLOCAMENTO NO PONTO A,

6

n

24 ELEMENTOS CONSTANTES

L=4

ERRO RELATIVO NORMALIZADO DO DESLOCAMENTO NO PONTO A,

fi

24 ELEMENTOS LINEARES

Beta = 0.6

% eIIO

Y

ct

figura 6.14. “Zoom” do Erro porcentual do deslocamento em A

ERRO RELATIVO NORMALIZADO DA DERIVADA DO DESLOCAMENTO
NC PONTO D, 24 ELEMENTOS CONSTANTES

50

45

Senn

= Diey ~ DpEM

e,

s

% 10

%% erro

40 +

5
30 |- ‘ l

25

20 F T

-

i

figura 6.15. Erro porcentual da derivada do deslocamento em D para a barra unidimensional submetida a
uma forga tipo Heaviside. (Combinagdo I)
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% erro

ERRO RELATIVO NORMALIZADO DA DERIVADA DO DESLOCAMENTO
NO PONTO D, 24 ELEMENTOS LINEARES

50

45

Semo =

Dlal

]

Dieo ~ DBEM

miax

x 100

L=4

40 -
Beta=0.6
B

30 - |

25 | T ‘ -

ct
figura 6.16. Erro porcentual da derivada do deslocamento em D para a barra unidimensional submetida a
uma forga tipo Heaviside. (Combinagdo 2)

ERRO RELATIVO NORMALIZADO DA DERIVADA DO DESLOCAMENTO
NO PONTO D, 24 ELEMENTOS LINEARES

60 T T T T T T
40 | -
4l [V |
l f
of k. 4l : _
| At d
0 5 10 15 20 25 30 a5

ct
figura 6.17. Erro porcentual da derivada do deslocamento em D para a barra unidimensional submetida a
uma forga tipo Heaviside. (Combinacdo 2)
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Como pode-se notar através das figuras 6.12, 6.13, 6.15 e 6.16, os erros relativos
percentuais dos deslocamentos sdo bem menores comparados aos erros das derivadas.
As dltimas, como era de se esperar, apresentam um alto valor de erro nos saltos
descontinuos.De maneira geral, o erro com a combinagio 2 é menor ao da combinagio
I, especialmente no caso da derivada (fora das regides dos saltos descontinuos). A
figura 6.17 revela, ainda, a alta sensibilidade da derivada do deslocamento em relagio a
escolha do parimetro J3.

VI.1.3 - Combinagoes 3 ¢ 4

Os graficos a seguir analisam o mesmo exemplo para as duas ultimas
combinagoes.

DESLOCAMENTO NOS PONTOS A, B E C DO CONTORNO, 24 ELEMENTOS LINEARES
INTERPOLAGCCOES DE u E g CONSTANTES NO TEMPO
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figura 6. 18. Deslocamentos nos pontos de contorno A,B e C para a barra unidimensional submetida a
uma forga tipo Heaviside.(Combinacdo 3)

88



DERIVADA NORMAL DO DESLOCAMENTO NO PONTO D, 24 ELEMENTOS LINEARES
INTERPOLACOES DE u E g CONSTANTES NO TEMPO
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figura 6.19. Derivada normal do deslocamento no ponto de contorno D para a barra unidimensional
submetida a uma forga tipo Heaviside. (Combinacao 3)
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DESLOCAMENTO NOS PONTOS A, B E C DO CONTORNO, 24 ELEMENTOS LINEARES
INTERPOLAGOES DE u E g CONSTANTES NO TEMPO
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figura 6. 20. Deslocamentos nos pontos de contorno A,B ¢ C para a barra unidimensional submetida a
uma forca tipo Heaviside.(Combinagdo 3)
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DERIVADA NORMAL DC DESLOCAMENTO NO PONTO D, 24 ELEMENTOS LINEARES
INTERPOLACOES DE u E q CONSTANTES NO TEMPO
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figura 6.21. Derivada normal do dislocamento no ponto de contorno D para a barra unidimensional
submetida a uma forga tipo Heaviside. (Combinacdo 3)

As figuras 6.18 a 6.21 revelam a imprecisdo da combinagdo 3 em relagio aos
resultados obtidos com as combinagdes anteriores. Mesmo tentando-se um refinamento
no passo de tempo (através de B menor), para a interpolagdo constante de # no tempo
aproximar-se da linear, o ruido atinge altos niveis ja no primeiro ciclo.

Passando-se agora ao estudo da dltima combinagdo com as seguintes figuras :

DESLOCAMENTO NOS PONTOS A, B E C DO CONTORNO, 24 ELEMENTOS LINEARES
INTERPOLACOES DE u E g LINEARES NO TEMPO

8 T ."". - | < BEM-A
7k L=4 -+ DEM - 1 |
Beta = 0.5 [0 wem c
6 Analitico Al
Aralies B
5 Amlitics €

Eu/P

ct
figura 6. 22. Deslocamentos nos pontos de contorno A,B e C para a barra unidimensional submetida a
uma forga tipo Heaviside.(Combinacdo 4)
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DERIVADA NORMAL DO DESLOCAMENTO NO PONTO D, 24 ELEMENTOS LINEARES

INTERPOLAGOES DE u E q LINEARES NO TEMPO
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figura 6.23. Derivada normal do dislocamento no ponto de contorno D para a barra unidimensional
submetida a uma forga tipo Heaviside. (Combinacao 4)

DESLOCAMENTO NOS PONTOS A, B E C DO CONTORNO, 24 ELEMENTOS LINEARES
INTERPOLACOES DE u E g LINEARES NO TEMPO
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figura 6. 24. Deslocamentos nos pontos de contorno A,B e C para a barra unidimensional submetida a
uma forc¢a tipo Heaviside.(Combinagio 4)
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DERIVADA NORMAL DO DESLOCAMENTO NO PONTO D, 24 ELEMENTOS LINEARES

INTERPOLAGOES DE u E q LINEARES NO TEMPO
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figura 6.25. Derivada normal do dislocamento no ponto de contorno D para a barra unidimensional
submetida a uma forga tipo Heaviside. (Combinagdo 4)

Percebe-se através das figuras 6.22 a 6.25 que para o exemplo 1 os
deslocamentos sdo satisfatoriamente aproximados enquanto que as derivadas
apresentam um alto nivel de ruido. A interpolagdo linear de ¢ nao é adequada para
carregamentos abruptos, e.g. a forca tipo Heaviside. Tal interpolagdo, forcando a
continuidade de q no tempo, ndo consegue reproduzir os saltos abruptos das derivadas.
Como indicam Mansur [5] e Banerjee [8] a combinacdo 4 produz melhores resultados
quando substitui-se o degrau (Heaviside) por uma rampa suave e por outros tipos de
excitagao.

VI.1.4 - Estudo da malha

O pardmetro adimensional B relaciona o tamanho do elemento que compde a

malha com o passo de tempo. A fim de se manter 3 constante, o refinamento da malha
implica um refinamento do passo de tempo. Estuda-se agora a conseqii€éncia deste
refinamento nos resultados até agora obtidos.
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DESLOCAMENTO NOS PONTOS A, B E C DO CONTORNO, 48 ELEMENTOS LINEARES

8 | T I I
| < BEM-A
71 L=4 +  BEM-B
Beta=06 O memec
6 ) E— Mhll'uu-:\
Analitico B
5 Amaliticn ]
4 i
&
=
B3

0 5 10 15 20 25 30 35
ct
figura 6. 26. Deslocamentos nos pontos de contorno A,B e C para a barra unidimensional submetida a
uma for¢a tipo Heaviside.(Combinagdo 2)

ERRO RELATIVO NORMALIZADO DC DESLOCAMENTO NO PONTO A,
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figura 6.27. Erro porcentual do deslocamento em A para a barra unidimensional submetida a uma forca
tipo Heaviside. (Combinagdo 2)

Comparando-se a segunda parte da figura 6.14 e a figura 6.27 percebe-se uma
redugdo significativa no nivel de erro. Resultado este que indica a convergéncia para a
soluc@o analitica ao refinar-se a malha e o passo de tempo.
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DERIVADA NORMAL DO DESLOCAMENTO NO PONTO D, 48 ELEMENTOS LINEARES
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figura 6.28. Derivada normal do deslocamento no ponto de contorno D para a barra unidimensional
submetida a uma forga tipo Heaviside. (Combinacéo 2)

As trés figuras anteriores demonstram a boa aproximagio obtida com o
refinamento da malha e do tempo, respeitando-se o valor B=0.6. Realizou-se um
refinamento méaximo, neste exemplo 1, de até 48 elementos lineares. Os resultados com
B=0.6 mostraram-se estdveis e sempre convergentes com a solucio analitica.

Um estudo detalhado do pardmetro B 6timo para as diversas malhas possiveis
(e.g. com elementos de tamanhos diferentes) nio foi realizado neste trabalho.
Entretanto, Dominguez [6] apresenta estudos do exemplo aqui tratado para o caso da
formulacdo  elastodindmica. Nestes estudos encontram-se diversas disposicdes de
malhas e os respectivos parametros P utilizados em cada caso.

VI.1.5 - Derivada do deslocamento para pontos internos

Neste trabalho ndo foi desenvolvida a expressio para a derivada do
deslocamento em pontos internos. Contudo, como demonstrar-se-d a seguir, a derivada
numeérica apresenta bons resultados (compardveis aqueles obtidos por Mansur [24]
através do conceito da parte finita).

O procedimento € bastante simples no caso da barra unidimensional, consistindo
em aproximar-se du/dx por Au/Ax. Na figura abaixo utilizaram-se dois pontos
equidistantes do ponto central da barra F. Com Ax igual a distancia entre ambos.
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DERIVADA NUMERICA DO DESLOCAMENTO NA DIREGAO "X" PARA O PONTO F
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figura 6.29. Derivada espacial do deslocamento no ponto F para a barra unidimensional submetida a uma
forca tipo Heaviside, 24 elementos lineares.(Combinagao 2)

VI.1.6 - Precisao da solu¢ao numérica para tempos longos

Neste item procura-se investigar a precisdo da solugio obtida pelo BEM, com a
combinagdo 2, para um elevado nimero de passos de tempo.

DESLOCAMENTO NO PONTO A DO CONTORNO, 24 ELEMENTOS LINEARES
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figura 6. 30. Deslocamentos nos ponto de contorno A para a barra unidimensional submetida a uma forca
tipo Heaviside. Tempos longos (Combinagdo 2)

Como pode-se verificar, através da figura 6.30, a combinagdo 2 distancia-se da
solu¢do analitica a medida que se aumenta o nimero de passos de tempo. Segundo
Dominguez [6], o amortecimento numérico deve-se 2 mé performance dos kernels Q"™
,srepresentados no capitulo 3 pelas equagdes (3.41) a (3.43). Tais kernels apresentam
erros numéricos para um grande nimero de passos de tempo. De uma forma ou de outra
qualquer método numérico deteriora a medida que se marcha no tempo. Loeffler e
Mansur [36] fornecem uma interessante discussdo para este exemplo usando o método
da reciprocidade dual . Em tal trabalho utilizam-se esquemas de integragio no tempo,
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classicos para 0 MEF. Esquemas como o de Houbolt ou Newmark também resultam em
amortecimento numérico. O esquema de Houbolt, por exemplo, apresenta um
amortecimento numérico bem maior ao obtido pela solu¢io fundamental dependente do
tempo, aqui implementada.

VI.2 - Exemplo 2

O segundo exemplo ¢ o de uma barra unidimensional com condi¢des prescritas
de deslocamento e velocidade inicial. Para este problema a geometria e o contorno sio
idénticos ao exemplo anterior possuindo, além do primeiro, as condi¢des iniciais sobre o
dominio £, (figura 6.31) descritas por

P(L
o, (%, ¥) :E[Z—XJ

(5.2)
(Xy)=—
Vil X, =
o\ X, ¥ E
¥
| i 0)
=g (
q=10
>
—b
b —le ] He
9y
| ]
+ — ]
— 14— q=0
4

Figura 6.31. Condigoes de contorno e definigbes geométricas para a barra com condigdo inicial prescrita

Figura 6.32. Discretizacdo do dominio e contorno para a barra unidimensional com condigdes iniciais
prescritas
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A solugdo anilitica para este problema ¢ a mesma do exemplo anterior mas com
o0 tempo t defasado de L/4c [5], i.e.

L
"X,)=ul x,t——
w(X.0) “[X 40]

L (5.3)
q’(X,t)=q[x,l——)
4c

Onde u’ e q’ referem-se ao problema estudado no exemplo anterior.

24 elementos lineares foram utilizados para discretizar-se o contorno ¢ g foi
subdividido em 4 células triangulares como mostrado na figura 6.32. Os passos de
tempo foram usados tal que = 0.6

DESLOCAMENTO NOS PONTOS A, | e H, 24 ELEMENTOS LINEARES - CONDICOES INICIAIS

9 | | I I I I 5
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figura 6.33. Deslocamentos no ponto de contorno A e nos pontos internos I{(3L/16,b/2) e H(3L/4,b/2)
para a barra unidimensional com condi¢@es iniciais prescritas. (Combinacéao 2)
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DERIVADA NORMAL DO DESLOCAMENTO NO PONTO D, 24 ELEMENTOS LINEARES
CONDIGGES INICIAIS
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figura 6.34. Derivada normal do deslocamento no ponto D(L,b/2) para a barra unidimensional com

condigOes iniciais prescritas. (Combinagdo 2)

As figuras 6.33 e 6.34 demonstram a boa aproximagao obtida com a combinagio
2 e p=0.6. Os estudos numéricos realizados indicaram que um maior nimero de células
nao trouxe melhores resultados para este exemplo.
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VI.3 - Exemplo 3

Neste exemplo estuda-se o movimento transversal de uma membrana quadrada
com velocidade inicial vy = ¢ prescrita sobre o dominio €y ;mostrado na figura 6.35, ¢
deslocamento zero prescrito sobre todo o contorno.

O dominio foi discretizado em 32 elementos e Q foi dividido em 4 células como
mostrado na figura 6.36. Resultados analiticos e obtidos pelo MEC [5] para os
deslocamentos no ponto (L/2, L/2) e a derivada normal dos deslocamentos em (L,L/2)
foram comparados.

Os valores de u e q para B = 0.2 sdo plotados nas figuras 6.37 e 6.38
respectivamente. Aparentemente, ao contrario da barra, B < 0.6 nio introduz ruido nos
resultados numéricos.

T Y
u=0

Figura 6.35 Definigoes geométricas e condighes iniciais e de contorno para andlise da membrana

Figura 6.36. Membrana discretizada em 32 elementos lineares e quatro células
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MEMBRANA QUADRADA, DESLOCAMENTO NO PONTO A 32 ELEMENTOS LINEARES
0.% T S | T T T T T T
BEM - A @
o.al o Analitico == |

o
W
T

figura 6.37. Deslocamento no ponto A(L/2,L/2). 32 elementos lincares

MEMBRANA QUADRADA, DERIVADA NORMAL HO PONTO B, 32 ELEMENTOS LINEARES
0.6 T T T T T T T T
BEM - B ¢
Analitico .

figura 6.38. Derivada normal do deslocamento no ponto B(L,L/2). 32 elementos lincares

A fim de se obter uma visualizagdo do fendomeno transiente o exemplo 3 foi animado
usando-se o software Mathematicag. Para tanto usaram-se os resultados dos 32 nos do
contorno mais 49 pontos internos. O passo de tempo foi de 0.1 resultando em f = 0.2.
As figuras a seguir mostram varios intantes do deslocamento se propagando na placa
com condigdo inicial de velocidade prescrita em € (vo = 1). Os pontos de animagao
foram dispostos dividindo a membrana em 8 X 8 quadrados.
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figura 6.39. Animagio do exemplo 3

VI.4 - Exemplo 4

Estuda-se o exemplo anterior para o caso da membrana quadrada com condigao
inicial de deslocamento e contorno fixo. O dominio inteiro é discretizado usando-se 64
células e é dado como condi¢do inicial um dos modos préprio da membrana. Tais
modos tém solugdes analiticas bem conhecidas, encontradas por exemplo em [33].

Como esperado a solugdo transiente reproduz o movimento da membrana
oscilando no modo préprio. As figuras a seguir mostram os vdrios instante da
membrana oscilando no modo proprio.
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t=1.0

figura 6.40. Animagao do modo numérico 2,2. =0.6
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A fim de se comparar a precisdo do modo numérico com o analitico escolheu-se

0 ponto (x=1,y=1) da placa. Plotou-se a solugdo analitica ¢ numérica do dltimo para
diversos instantes de tempo.

figura 6.41. Ponto x=1,y=1 da membrana submetida ao modo préprio 2,2.t =0,

MODOS TEORICO E NUMERICO PARA MEMBRANA QUADRADA NO PONTO (X=1,Y=1)
1.00 32 ELEMENTOS LINEARES
. T T

/‘\I T T AL ¥ T T
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figura 6.42. Modos teérico e numérico para membrana quadrada no ponto x=1, y=1



ERRO RELATIVO NORMALIZADO ENTRE 08 MODOS TEORICO E NUMERICO
PARA MEMBRANA QUADRADA NO PONTO (X=1,Y=1) - 32 ELEMENTOS LINEARES
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figura 6.43. Erro porcentual entre os modos tedrico e numérico para membrana quadrada no ponto x=1,
y=1

Pode-se notar pelas figuras anteriores que a frequéncia do modo numérico €
proxima a freqiiéncia natural do modo préprio tedrico. O erro nos primeiros 3 ciclos
(com a configuragdo de 64 células) situou-se entre 0 e 25%,subindo com o avanco do
nimero de passos de tempo. Entretanto, o pardmetro utilizado na figura 6.43 ndo é um
estimador realista do nivel de erro. Tal afirmagdo justifica-se uma vez que o erro
relativo normalizado ndo leva em conta a defasagem da solugdo numérica no tempo.
Assim, uma pequena defasagem da curva numérica na figura 6.42, em relagdo a curva
tedrica, proporciona um elevado nivel de erro. Deve-se portanto, recorrer a um
estimador de erros que leve em conta ndo apenas o erro na amplitude, mas também o
comportamento da solugdo numérica ao longo do tempo.
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Conclusoes e Sugestoes

Fazendo-se um retrospecto dos capitulos anteriores pode-se chegar a algumas
conclusoes.

A formulagdo do MEC 2-D para a equagio da onda escalar revela-se trabalhosa.
Os kernels (ou nucleos) das integrais no tempo exigem um trabalho analitico
considerédvel. Trabalho este que aparece tanto na diversidade de opgdes (i.e. potencial e
sua derivada assumidos constantes e/ou lineares no tempo) como pela manipulagdo da
fungido Heaviside presente nos nicleos. Outra dificuldade no trabalho em questio refere-
se ao kernel gerado pela derivada da solug¢@o fundamental. O tratamento deste nicleo
hipersingular muitas vezes ndo ¢ relatado em trabalhos anteriores, sendo entretanto
essencial para o avango na implementacdo computacional. Como demonstrou-se, as
duas alternativas de regularizagdo do nicleo hipersingular levaram a resultados
idénticos. Entretanto, o conceito da parte finita como uma distribuicdo fornece um
interessante “insight” do ferramental disponivel para o tratamento de singularidades no
MEC.

Quanto aos resultados numéricos, o exemplo | revela o nidmero de
possibilidades da implementacdo transiente em fungdo das interpolacdes possiveis no
espaco e no tempo. Como pdde-se constatar, a condi¢do de carregamento impulsivo
apresentou melhores resultados com a aproximacao constante do fluxo e linear do
potencial no tempo. Em relagdo a aproximagdo no espaco a intepolagdo linear é a
recomenddvel. Tal interpolacdo apresenta melhores resultados com um esforgo
computacional semelhante a interpolacdo constante. A interpolag@o quadratica, uma
alternativa logica a ser seguida, ndo foi realizada neste trabalho. Entretanto, Dominguez
[6] apresenta um codigo do MEC transiente contemplando tal interpolagdo no espago.

A integracdao de dominio, usando-se o esquema adotado por Mansur [5], revela-
se simples na conceituagdo, mas dispendiosa na implementagcdo (especialmente a
varredura de células). Uma alternativa seria o desenvolvimento de pontos e pesos
(bidimensionais) para uma integracdo completamente numérica dos nidcleos singulares,
presentes as integrais de dominio.

O esfor¢co computacional € outra caracteristica da implementagao transiente. A
metodologia adotada exige um grande dispéndio computacional ( em termos de tempo e
memdria) visto que todos os resultados em passos anteriores sdo necessarios, devendo
ser armazenados. A fim de se minorar os esfor¢os computacionais técnicas de
truncamento tém sido propostas, e. g. Demirel e Wang [10]. Tais técnicas proporcionam
uma substancial reducdo no esfor¢o computacional, caracteristico da implementagio
transiente. Outra opg¢do para a reduc@o do esforgo computacional, a ser investigada, € a
utilizac@o de condig¢des pseudo-iniciais com a solugdo estatica do problema.

Como alternativa a utilizacio de uma solu¢@o fundamental dependente do tempo,
outro tratamento tem sido investigado na andlise transiente com o MEC, o Método da
Reciprocidade Dual. Tal método requer esforgos analiticos e computacionals bem
menores do que os aqui apresentados. Entretanto, os resultados sdo apenas razodveis
para o caso de cargas impulsivas [35],[36].

Uma vez consolidados os estudos dos pardmentros que relacionam o tamanho de
malha ao passo de tempo, as perspectivas da pesquisa do MEC transiente sio
animadoras. Tal fato pode ser comprovado em aplicacoes de alto interesse como por
exemplo : o estudo de barreiras sonoras [35] (visando o conforto acistico) e a
possibilidade do estudo de problemas ndo-lineares [5].
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