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ESTUDO COMPARATIVO ENTRE ELEMENTOS FINITOS ISOPARAMETRICOS DAS
FAMILIAS SERENDIPITY E LAGRANGEANA PARA ANALISE DINAMICA DE
PLACAS E CASCAS.

RESUMO

Em 1970, Ahmad apresentou uma formulagao, para analise de placas e cascas, baseada
na degeneragdo de um elemento tridimensional, através da redugdo de sua dimensio na
dire¢ao da espessura. O campo de deslocamento era, entdo, interpolado a partir das fungdes de
forma da familia Serendipity e, para a obtengdo das caracteristicas do elemento, utilizava-se
integragdo numerica consistente. Os resultados obtidos por esse elemento foram excelentes
para situagées de placas e cascas moderadamente grossas, atendendo, portanto, a teoria de
Mindlin-Reissner; contudo, com a redugdo da espessura, o elemento tornava-se,
excessivamente, rigido e os resultados ndo tendiam, como era de se esperar, aqueles da teoria
classica de Kirchhoff para placas e cascas finas. O objetivo deste trabalho é o estudo
comparativo, na analise dinamica de placas e cascas, entre o desempenho, utilizando-se
integragao numérica consistente, do elemento finito isoparamétrico, quadrilateral, quadratico,
da familia Serendipity e do elemento finito isoparamétrico, quadrilateral, quadratico, da
familia Lagrangeana, obtidos, ambos, a partir da formulagio de Ahmad. pretende-se
estabelecer, dentre os dois elementos, qual ¢ o mais adequado para iniciar o desenvolvimento
de um elemento finito subparamétrico do tipo hierarquico, baseado no conceito da
aproximagdo p, visando retirar a caracteristica de rigidez excessiva do elemento de Ahmad,

para situagoes de placas e cascas finas.



COMPARATIVE STUDY OF ISOPARAMETRIC FINITE ELEMENTS OF THE
SERENDIPITY AND LAGRANGEAN FAMILIES IN THE DYNAMIC ANALYSIS OF
PLATES AND SHELLS.

ABSTRACT

In 1970, Ahmad presented a formulation for the analysis of plates and shells, based on
the degeneration of three-dimensional solid element, by reducing its dimension in the
thickness direction. The displacement field was then interpolated through the shape functions
of Serendipity family and, in order to achieve the element characteristics, consistent numerical
integration was used. The obtained results were excellent for moderately thick plates and
shells applications, being in accordance with the Mindlin-Reissner’s theory; however, with the
reduction of the thickness, the element became excessively rigid and the results did not tend to
those of the Kirchhoff’s theory for thin plates and shells. The purpose of this work is the
comparative study in the dynamic analysis of plates and shells concerning the performance,
considering consistent numerical integration, of the isoparametric, quadrilateral, quadratic
finite element of Serendipity family and of the isoparametric, quadrilateral, quadratic finite
element of Lagrangean family, achieved, both, from the 4hmad’s formulation; one intends to
establish, between both elements, which is the most adequate to start the development of a
subparametric hierarchical element, based on the p approximation concept, objectifying to
remove the characteristic of excessive rigidity of the Ahmad’s element for the situations of

thin plates and shells.
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Capctalo 1

INTRODUCAO

O Método dos Elementos Finitos tem sido uma das técnicas numéricas mais utilizadas
para a solu¢do de problemas de engenharia. O sucesso do método ¢ baseado em grande parte
no processo basico usado: formulagdo do problema, discretizagdo da estrutura analisada e
solugdo efetiva das equagdes resultantes. Esses passos basicos sdo os mesmos qualquer que
seja o problema considerado e, com o uso do computador digital, fornecem uma aproximagéo
para os problemas de engenharia. O resultado final ¢ um sistema numérico completo
implementado no computador digital.

Embora a andlise de estruturas compostas por placas e cascas pelo Método dos
Elementos Finitos, como mostra a Figura 1.1, Ja se estenda por mais de duas décadas. o
estabelecimento de um modelo para analise estatica e dinamica. que seja confidvel, eficiente e
aplicavel a qualquer situagdo (placas e cascas finas ou placas e cascas moderadamente

grossas), ainda, continua a ser objeto de estudo de muitos autores.
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Figura 1.1 Estrutura de casca discretizada através de eiementos finitos quadrilaterais.

As placas e as cascas sdo componentes estruturais, respectivamente, planos e curvos,
que apresentam sua espessura muito menor que suas outras dimensoes; encontram grande
aplica¢do na industria moderna, especialmente, mecanica, naval, aeronautica, petroquimica,
aeroespacial, nuclear e, também, na construgdo civil. A espessura é medida na dire¢do
perpendicular a sua superficie média e, quando comparada as outras dimensdes, determina seu

comportamento. Assim, pode-se estabelecer a seguinte classificagio [1]:

(a) Se a relagdo entre a espessura, ¢ e uma dimensio caracteristica, a, de sua superficie média é
menor do que //20 (#/a < 0,05), tem-se o caso de placa e casca finas [2], que se caracterizam

por seguir as hipoteses de Kirchhoff [3]:

® Um elemento reto da placa ou casca, normal a sua superficie média, apos a
deformagao, permanece perpendicular aquela superficie e mantém seu comprimento
inicial; esta hipotese ¢ equivalente a desconsiderar as tensdes de cisalhamento
atuantes na direao da espessura, bem como, a deformagido especifica na diregao

perpendicular a superficie média.

(3]
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(b) Se a relagdo entre a espessura, ¢ € uma dimensdo caracteristica, a, da superficie média ¢
maior ou igual a //20 (t/a > 0,05), as tensdes de cisalhamento na direcio da espessura
tornam-se importantes ¢ ndo podem mais ser desprezadas: neste caso, se um elemento reto da
placa ou casca € normal a sua superficie média, apos a deformagio, ele permanece reto,
mantém seu comprimento inicial, porém, ndo ¢ mais perpendicular aquela superficie. Esta é a
hipotese basica de Mindlin-Reissner [4], que caracteriza placa ou casca moderadamente

grossas.

Em 1970, Ahmad [5] apresentou uma formulagdo baseada na degeneragao de um
elemento sdlido tridimensional, através da redugio de sua dimensio na diregdo da espessura
(Figura 1.2); nesta formulagao, considera-se que as normais a superficie média permanecem
retas, apos a deformagdo, sem, contudo, continuarem normais a ela; este fato, possibilita que

sejam levadas em conta as tensdes de cisalhamento na dire¢io da espessura.

(a) ' (b)

Figura 1.2 (a) Elemento solido tridimensional; (b) elemento de casca, obtido a partir da

degeneracdo do elemento solido tridimensional.

A geometria do elemento ¢ descrita pelas coordenadas dos nds, i, situados na
superficie média e por vetores nodais v, (Figura 1.2), que definem os pontos, que estdo fora
desta superficie. Em cada no, consideram-se cinco graus de liberdade, sendo trés
deslocamentos globais (¥,,v,,w,) e duas rota¢des locais (o, e B,) do vetor v, em torno de dois
outros vetores: v, € v,,, normais a ele (Figura 1.2).

A matriz de rigidez do elemento ¢ obtida da maneira usual, a partir da integragao

numeérica da expressao:
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(K] = J-_][_[I]Jing]f[D] [B]J|dEen g (1.1)

através da utilizagdo de 2 pontos de integragdo na diregdo C (diregdo ao longo da espessura) e,
para o caso de elemento quadratico, (3x3) pontos de integracdo na superficie média (§ e n);
caracterizando, assim, uma integragdo numérica consistente, uma vez que este € o numero de
pontos necessario para integrar exatamente aquela expressio [6]. As fungdes de forma
utilizadas para a obten¢do da matriz [B] da equacio anterior sdo aquelas da familia
Serendipity, que. para o caso de elemento quadratico, consideram oito nés na superficie média
(Figura 1.3).

Os resultados obtidos por este elemento foram excelentes para situagdes de placas e
cascas moderadamente grossas, atendendo, portanto, & teoria de Mindlin-Reissner. Entretanto.
com a redugdo da espessura, os resultados ndo tendiam, como era de se esperar, aqueles da
teoria classica de Kirchhoff para placas e cascas finas.

A partir de entdo, um grande numero de autores tem estudado este elemento e feito
suas propostas para melhorar seu comportamento. Com a introdugio da Técnica de Integragdo
Reduzida, proposta em [7] (elemento de Zienkiewicz), conseguiu-se uma melhora consideravel
no desempenho do elemento para as aplicagdes de placas e cascas finas. Neste caso. para a
obtencdo da matriz de rigidez (Equagdo. 1.1), ao invés de (3x3), utilizam-se (2x2) pontos de
integragdo na superficie média, caracterizando, desta forma, o que se convencionou chamar de
integragao reduzida. A integragdo totalmente reduzida mostrou resultados notaveis [7] para as
situagdes de placas e cascas finas. Para o elemento de Zienkiewicz, consideram-se. também, as
fung¢des de forma da familia Serendipity com 8 nos na superficie média, conforme mostra a

Figura 1.3.

Figura 1.3 Elemento de casca, quadrilateral, quadratico, da familia Serendipity.

O objetivo deste trabalho € o estudo comparativo, na analise dindmica de placas e

cascas, entre os desempenhos do elemento finito isoparamétrico, quadrilateral, quadratico, da
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familia Serendipity e do elemento isoparamétrico, quadrilateral, quadrético, da familia
Lagrangeana, obtido, também, da degeneracdo do elemento sélido tridimensional (formulagio

de Ahmad), mas que considera 9 nos na superficie média, como mostra a Figura 1.4.

Figura 1.4 Elemento de casca, quadrilateral, quadratico, da familia Lagrangeana.

Comparam-se os desempenhos destes elementos, considerando-se diversas relagdes,
t/a, entre a espessura, / e a dimensio caracteristica, a, da superficie média, abordando,
portanto, desde aplicagdes de placas e cascas finas até placas e cascas moderadamente
grossas; comparam-se, também, os desempenhos destes elementos, considerando-se malha de
discretizagdo regular e distorcida. Pretende-se » com este trabalho, estabelecer qual dentre os
dois elementos (da familia Serendipity ou da familia Lagrangeana) ¢ o mais adequado para
iniciar o desenvolvimento de um elemento finito subparamétrico, quadrilateral, do tipo
hierdrquico, para a analise dindmica de placas e cascas; a finalidade deste elemento
hierdrquico sera, entdo, o de retirar a caracteristica de rigidez excessiva do elemento
apresentado por Ahmad, para situagdes de placas e cascas finas. Pretende-se, portanto.,
futuramente, obter um novo elemento, que, mesmo considerando integragdo consistente,
refine a solugdo obtida a partir do elemento de Ahmad, através de uma formulagdo do tipo
hierdrquica, baseada no conceito da aproximagao p (o nimero e a distribuicdo de elementos
sobre a malha discretizada permanecem fixos e o numero ¢ o grau das funcdes de
interpolagdo, que deverdo complementar a expansdo polinomial anterior de maneira a obter
polinémios completos de ordem p, sdo aumentados progressivamente; consegue-se, assim,
refinar a solugdo sem que haja a necessidade de alterar a malha de discretizagdo). A natureza
hierarquica da formulagdo a ser proposta, futuramente, apresenta a vantagem de que as
matrizes produzidas nos estagios anteriores aquele da aproximagdo pretendida reocorrem e

nao precisam ser recalculadas, evidenciando, assim, um ganho de carater computacional.
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Capctale

CAMPO DE DESLOCAMENTO DO
ELEMENTO DE CASCA

2.1 Introducao

Considere-se, como mostra a Figura 2.1, um elemento de casca, onde as secgdes ao
longo da espessura sdo geradas por linhas retas. Na superficie média do elemento,
considerem-se os nos i, de 1 a 8 para o elemento da familia Serendipity e de 1 a 9 para o
elemento da familia Lagrangeana, dispostos de acordo com a representagao da Figura 2.1.
Considere-se, ainda, o sistema de referéncia local, constituido das coordenadas curvilineas € e
n na superficie média e da coordenada linear { na diregio da espessura do elemento
(Figura 2.1). Estas coordenadas devem variar entre —1 e 1 , de tal forma que E=t1l e n=+I

definam as faces laterais e { = +1, as faces externas do elemento.
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(2) (b)

Figura 2.1 Elemento de casca, sua superficie média e os nés i associados a ela: (a) elemento

da familia Serendipity, (b) elemento da familia Lagrangeana.

2.2 Determinagao dos pontos situados sobre a superficie média

De acordo com a Figura 2.2, quando se associa ao elemento de casca um sistema
cartesiano de referéncia (X, Y, Z), denominado global, a posicdo de qualquer ponto O da
superficie média do elemento sera dada pelo vetor 7 ¢ a posi¢do de um no i, genérico, da
superficie média, serd dada pelo vetor 7 (Figura 2.2), que tem as componentes x,, y, € z

segundo os eixos X, Y, e Z, respectivamente. Assim,

x,-
7 =J b7 l (2.1)
J
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Figura 2.2 Vetor 7, que define a posigdo de qualquer ponto O da superficie média do

elemento de casca.

O vetor 7, que define a posigdo de qualquer ponto O da superficie média, pode, entdo,
ser interpolado a partir dos vetores nodais r, e das fun¢des de forma N,(En) associadas a

cada um dos nos da superficie média [8] e [9]:

FEM= D NEN. 22)
=1

onde, para o elemento da familia Serendipity, » ¢ igual a 8 e as funcdes de forma, dadas
por [10]:

NEW=7(+E)I+M)EE +m,-D paraosnési=1234  (23)
N;@ﬂ)=‘%(1-§2)(l+nn,-) paraosnosi=Se 7 (2.4)
N EW =3 (1+EE)(1-1%) paraosnési=6e 8 2.5)
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€, para o elemento da familia Lagrangeana, n é igual a 9 e as fungdes de forma, dadas por

[10]:

N, (Em) =4lém,-én(l+ci§,-)(l+nni) paraos nési=1,2,3,4 (2.6)
N, &) =7, (1-8)(1+nn,) para osnés i =5 e 7 2.7)
M(é,n)=%é,-(l+§§,)(1—n2) paraosnési=6e 8 (2.8)

N, EM) =(1-&)(1-7%) paraoné i =9 (2.9)

sendo que &; e ), sdo as coordenadas curvilineas correspondentes a cada no .

Os graficos das fungdes de forma, para cada no da superficie média, sdo apresentados

no Apéndice B.

2.3 Determinagio dos pontos situados fora da superficie média

De acordo com a Figura 2.3, se ¢, é a espessura da casca no né i, qualquer ponto P, ao

longo desta espessura, sera dado pelo vetor m;, obtido da seguinte maneira:
I b -
Q) =65, (2.10)

onde V;; € um versor, normal & superficie média no né i, cujas componentes segundo o sistema
de referéncia global sdo calculadas no Apéndice A a partir das Equagdes (A.15), (A.16),
(A.17), (A.38), (A.39) e (A.40).
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Figura 2.3 Espessura ¢, da casca no n6 i e os vetores m, e m, que definem, respectivamente,

os pontos P e Q, fora da superficie média.

Desta forma, o vetor m (Figura 2.3), que define a posi¢do de qualquer ponto Q, fora
da superficie média, pode, entdo, ser interpolado a partir dos vetores m; e das fungdes de

forma N, (&) de cada né da superficie média. Portanto,

AENC) = DN, (&1)- 7, 2.11)
i=1
ou ainda, tendo-se em conta a Equagao (2.10),

3 t:' —
AENC) =C LN G157, (2.12)
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2.3 Determinagio do campo de deslocamento do elemento de casca

No ponto O, genérico, da superficie média do elemento de casca, considere-se a
defini¢do de um sistema cartesiano, local, de referéncia, constituido dos eixos x',y’ e z’, cujos
versores sdo, respectivamente, vy, ¥, e v;, conforme mostra a F igura 2.4. Quando se considera
0 né i, genérico, da superficie média, o sistema local de referéncia (x',)',z"), a ele associado,
sera definido pelos versores 7, 7,, e ¥,,, conforme mostra a Figura 2.4. Os versores Vi, V,, ¥,
€ ¥, sdo tangentes a superficie média e os versores v, e ¥, normais i ela. As componentes

destes versores, segundo o sistema de referéncia global, sdo determinadas no Apéndice A.

- X

Figura 2.4 Sistemas, locais, de referéncia (x’, y’, z'), associados ao ponto O e ao nod i e seus

respectivos versores.

Se, em fungdo de sua solicita¢do, o elemento de casca é deformado, o né i, genérico,

de sua superficie média, vai apresentar um deslocamento 5, (Figura 2.5), cujas componentes

nas dire¢des X, Y e Z do sistema de referéncia global sdo, respectivamente: U, v, ew,

11
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A=

Figura 2.5 Deslocamento S,, apresentado pelo n6 i, genérico, da superficie média do

elemento de casca.

De acordo com o modelo cinemético de Mindlin-Reissner, que possibilita considerar,
também, as tensdes de cisalhamento ao longo da espessura, se um elemento reto da casca ¢
normal a sua superficie média, apés a deformagdo, ele permanece reto, mantém seu
comprimento inicial (g, =0), porém, ndo é mais normal a superficie média. Assim, o estado
de deformagdo especifica do elemento de casca, com relagdo ao sistema de referéncia local

(x',)',2'), devera conter as seguintes componentes: €xa€ ¥ ey Yy € Y e

12
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X

Figura 2.6 Deslocamento 5‘. apresentado pelo ponto P.

Em fun¢do do exposto, quando se considera o vetor m; (Figura 2.3), normal a
superficie média e que define o ponto P fora desta superficie, apos a deformagio, ele devera
continuar reto, nao mais perpendicular aquela superficie e manter seu comprimento inicial.
Portanto, no caso mais geral de solicitagdo, devera apresentar duas rotagdes (Figura 2.6): o, e
B:» em torno dos eixos y' e x’, respectivamente. O ponto P assume, entio, a posi¢ao P',
apresentando, conseqiientemente, um deslocamento A,, que, de acordo com a Figura 2.6 e
admitindo-se a hipotese de deslocamentos e deformagdes pequenos, sera dado por:

‘5; =90, + ma; vy —m; “Vy (2.13)

onde v, e v, sdo os versores tangentes a superficie média no no i, dados, respectivamente,
pelas Equagdes (A.29) e (A.30) do Apéndice A: m, € o modulo do vetor 7 que, de acordo

com a Equagdo (2.10), ¢ dado por:
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!
m =G> (2.14)

Substituindo-se este valor na Equagao (2.13), tem-se que:

{
A:‘(C)=6f+g'ftvlf'0':'_(;'2_!*2;"B;‘ (2.15)

Esta expressdo possibilita determinar o deslocamento apresentado por qualquer ponto P ao

longo da espessura ¢, no no i. Pode-se, agora, interpolar o deslocamento de qualquer ponto Q

(Figura 2.3) do elemento de casca a partir dos deslocamentos A_i,. e das fungoes de forma

N!(&n) de cada no6 da superficie média [10]:

AEND = D NIEN-A,(©) (2.16)

=l
onde n ¢ o numero de nos da superficie média. Se o elemento ¢ do tipo isoparamétrico [11],
as fungdes de forma sdo iguais aquelas utilizadas para interpolar a geometria e dadas através

das Equagdes (2.3), (2.4) e (2.5), para o elemento da familia Serendipity e (2.6), (2.7), (2.8) ¢

(2.9), para o elemento da familia Lagrangeana. Portanto,
N!(En) = N,(En) (2.17)

e a Equagdo (2.16) pode ser reescrita como:

AENG = D N, EN- A, (2.18)

i=l

Substituindo-se 3,. pelo seu valor, dado a partir da Equagao (2.15), tem-se que:

14
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AENL) = ZN En S, +. Zr\ EN) 27, -0,

(2.19)

1"

L DN EN) T, B,

=l

Se u,v e w sio, respectivamente, as componentes do deslocamento A nas dire¢des X, Ye Z
do sistema de referéncia global, u, v, e w,, as componentes do deslocamento &, v|y;, v2; € v 3
(Apéndice A), as componentes do versor Vi, € V21, Va2 € Vo3, (Apéndice A), as componentes do

VErsor v,,, a equagdo anterior pode ser reescrita da seguinte forma:

u(;nyg) " 1 v!l:
v(&n,0) Z’V Emv, 1+ ZN Emn- 2 Vig [+ O
w(&n,C) = J ViziJ
(2.20)
n p J"'Zli
LY N EM v B,
= l"'zjf
ou ainda,
i i t
uENLD = DN, EM, +Le DN, ET) vy o
i=1 =1
(2.21)
n ff-
*Q‘ZN;(éﬂ)'j'vzn B
i=1
n f,-
v(En.Q) = ZN; Enyv, +¢- 2\ G5V, -
=1 =1
2.22)

!
= SN;(én)'jr'"’zz; By
i=1
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n n t
WEND = D N,EMW, +C D N,Em-Lovy -
i=1 =1
(2.23)
n ‘f‘
_C‘vaf(an)'f"’zsi B
i=1

A expansao polinomial, obtida a partir das funcdes de forma quadraticas da familia
Serendipity, ¢ mostrada na Figura 2.7 e a expansio polinomial, obtida a partir das fungdes de
forma quadréticas da familia Lagrangeana, na Figura 2.8.

1 S ) (-

& w+ 1°grau
& & n' - 2°gmu
gn &n’

Figura 2.7 Termos da expansio polinomial, obtida a partir das fungdes de forma da familia
Serendipity.

| cte

& n - 1*grau
g &n n’ - 2%°grau
&n &n’

£

Figura 2.8 Termos da expansio polinomial, obtida a partir das fungdes de forma da familia
Lagrangeana.

As Equagdes (2.21), (2.22) e (2.23) podem ser escritas na forma que se apresenta a
seguir:

n

Ju(én,C)l
vENG) (= Z[N; En.0)]{a;} (2.24)
wgn,0))
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onde [N‘ (E,r],f;)] ¢ uma matriz (3x5), constituida das fungdes de forma N.(&n) e dos

parametros (espessura ¢, e componentes dos versores Vi, e V) referentes ao no i:

,r NED 0 0 NEWEv, ~ON.EmLv,, ]
[NEnG]=| o NEn o0 EN,EMTvy,  ~CN, (Em) Evy, J (2.25)
0 0 NGEn ONVEWIv, —NEML, |

e {a, } € uma matriz coluna (5x1), constituida dos deslocamentos e rotagdes relativos ao no i:

{a,}=3wi¢ (2.26)

Desta maneira, a Equagdo (2.24) pode ser apresentada na seguinte forma matricial;

u(&n,C)
e r=[[MEng)] [MEno] - [NER)]
w(&n,8)

j
{az} (2.27)

v, &m0 {{;}

Verifica-se, portanto, que a cada no i da superficie média do elemento de casca estao
associados cinco graus de liberdade: trés translacdes (4;,v; ¢ w;) e duas rotagdes (o, e f,). De

uma maneira compacta, a Equagao anterior pode, ainda, ser dada por:

{u} =[N]-{a} (2.28)

17
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onde {u} ¢ uma matriz coluna (3x1), constituida dos deslocamentos u(&n,0),v(EN,C) e
w(En,8), [N] é uma matriz (3x40), para o elemento da familia Serendipity e (3x45), para o
elemento da familia Lagrangeana, constituida das fungdes de forma N,&mn) e {a} é uma

matriz coluna (40x1), para o elemento da familia Serendipity e (45x1), para o elemento da
familia Lagrangeana, constituida dos deslocamentos nodais. A matriz [N], que relaciona o

campo de deslocamento com os deslocamentos nodais, é dada, entio, por:

(VEnOl=[M@Eno] MEng] - VEno] - Venol] @29
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Capitute 3

ESTADO DE DEFORMACAO ESPECIFICA

3.1 Introducio

De acordo com a Figura 3.1, a posi¢do de qualquer ponto Q do elemento serd dada

pelo vetor R, que ¢ determinado pela soma de dois outros vetores: o vetor 7 . que define a
posi¢do de qualquer ponto O da superficie média e o vetor 7, que define a posi¢do de

qualquer ponto Q, fora desta superficie. Assim.,

R=7F+m (3.1)

Tendo-se em conta as Equagées (2.2) e (2.12). o vetor R pode, entdo. ser dado por:

- & : f
REND = D NEN £ +5- Y N, Es 7, (32)
=]

=l
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Figura 3.1 Vetor R, que define a posi¢do de qualquer ponto Q do elemento de casca.

Se x, y e z sdo as componentes do vetor R, segundo o sistema de referéncia global, a

Equagdo anterior pode ser reescrita da seguinte forma:

x(&n,0) i

Vi

RENG = yEND = DN, Em)- {y, +¢- ZN(F,H) vy

z(En.6) = Z; Viz

ou ainda,
M n !
XENL) = DN G5, +C DN, G vy,
i=l i=l
n n !
yEn,8) = ZN,- En-y; +6- ZN;- (EM) 5 vy
i=1 i=l1

" " I;.
ENG) = D NGz +6 DN EM L vy,
i=1 i=]

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

Estas equagdes fornecem, entdo, as coordenadas x, y e z de qualquer ponto do elemento de

casca.
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O estado de deformagao especifica no ponto Q (Figura 3.1), do elemento de casca,

segundo o sistema de referéncia global (X, Y, Z), no caso geral de solicitagdo, sera dado

por [12]:

xy

Y vz

Xz

ou(x, y,z)
g, et R AR,

X 5x
ov(x,y,z)
g, =———
¥ oy
_ aW(X,}”,Z)
€2 = Oz

Ou(x,y,z) ov(x,y,z)
= s
ay ox

ov(x,y,z) Ow(x,y,2)
= +
0z Oy

B @u(l‘,_}’, Z) £ aw(xays z)
0z Ox

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.1D)

(3.12)

onde u(x,y,z), v(x,y,z) € w(x,y,z) sdo os deslocamentos apresentados pelo ponto Q, com

relagdo aquele sistema de referéncia. Por outro lado, como mostram as Equagdes de (2.21) a

(2.23), os deslocamentos #, v e w sdo fungdes das coordenadas curvilineas € eneda

coordenada linear {, assim como, as coordenadas x, y e z do ponto Q, também o sdo, de

acordo com as Equagdes de (3.4) a (3.6). Portanto, as derivadas dos deslocamentos com

relagao as coordenadas globais, x, y e z, podem ser obtidas a partir de suas derivadas com

relacio as coordenadas cuvilineas e coordenada linear, através da seguinte equagio

matricial [13]:

onde [J] ¢ a matriz Jacobiano da transformagao e é dada por [13]:

[ou ov ow du v ow
I@x ox Ox X X X
| v Qf:[J]—' @ ov Gw
|0y oy dy on on an
La_” o ow ou ov ow
0z 0Oz Oz L& o€ oC ]

21
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(/]

|_6_x oy
g &
- on
o oy
L& &

Oz

X
(674

an
E
& |

(3.14)

Como x, y e z sdo as componentes do vetor R (Figura 3.1), segundo o sistema de referéncia

global e, ainda, uma vez que este vetor ¢ dado pela Equagio (3.1), pode-se escrever que:

Tendo-se, agora, em conta que:

a Equagao anterior torna-se:

ou ainda,

OR

[J]=J

|

[ 6(F +m) | 'ﬁ+@'
& ok &
a(?+r?z)_§+a_ﬁ:
on | |on on
o(r +m) i+@
L o6& | L&g ac ]
om _om or -
& on &
[ oF
F3
oF
[J]=5
om
L &G |

K

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

onde 7, e 7, sd0 os vetores tangentes a superficie média, obtidos através das Equagoes (A.4) e

(A.5) do Apéndice A, e ¥; ¢ um vetor normal aquela superficie, obtido a partir da derivagao

com relagdo a £ da Equagdo (2.12), assim,
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5
2

,Em) = XN, &5 v, (3.19)

Se V3, V3, e Vi sdo as componentes do vetor V3, segundo o sistema de referéncia global,

pode-se escrever que:

V_’.r(én) p Vi (";TU
ASNEI VA HIE XN, G- vs &M (3.20)

Vi; &) - vy, (EM)

Portanto,
VaEn= zf\’r, &n)- % vy, (€M) (3.21)
2

Va@En)= XNf (&) _2L vy, (EM) (3.22)
V33 (&aﬂ) = ZN, (F,Tl) ¥ % Vs (@-Tl) (323)

Tendo sido obtida a matriz Jacobiano da transformagdo, [J], pode-se determinar, agora, sua

inversa, [/]™', através da seguinte Equagdo [13]:

[-ﬂ_'=rj1"-[%f\*7s RN PN (3.24)

onde |J| é o determinante da matriz Jacobiano, obtido como se segue [ L3z
YETRCING (3.25)
Resolvendo-se a Equagdo anterior, tem-se que:
&G =y G- [ G35 Em) =y E Vi (B )]
~h12 &GN [ G5 (EM) — rs GV (EM)] (3.26)

+r3EM) - [y Gy (EM) - GV (EN)]

sendo que as componentes dos vetores 7, e r, sdo dadas através das Equagdes (A.6) e (A.7) do

Apéndice A e as do vetor V4, pelas Equagdes de (3.21) a (3.23).
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3.2 Estado de deformacio especifica com relacio ao sistema de
referéncia local (x',",7")

O estado de deformagdo especifica no ponto Q, segundo o sistema de referéncia local

(x",)’,2"), associado ao ponto O (Figura 3.2), sera dado por:

ou’
E.\." = 51—-: (32?)
v’
£, = (3.28)
¥y
ou’ v’
Yoy = a_y_,+ ) (3.29)
ou’ ow’
Yoo =3+ 50 (330
o’ w’
Yyz =_‘,+ W’ (3.31)
0z dy

sendo #’, v/ e w os deslocamentos a resentados pelo ponto Q, segundo o sistema de
A

referéncia local.

> X

Figura 3.2 Sistema de referéncia local (x’,1’.z’), associado ao ponto O.

Nota-se, portanto, que para a determinacdo deste estado de deformagdo especifica,

necessita-se obter as derivadas dos deslocamentos locais (#, v/ e w') com relacio as
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coordenadas locais (x’,)’,z’); estas derivadas podem ser obtidas a partir das derivadas dos

deslocamentos globais (#, v e w) com relagdo as coordenadas globais (x, y e z ), através da

seguinte operagdo de transformagdo [14]:

[9u” v’ oaw’] [0u ov ow]
ax’ ox ox ox OJx ox
N Y RS R
a_v; a_},r ayr —[BJ " a.v ay av [8] (332)
ou’ v’ ow’ Ju dv Iw
%7 % o7 9z 9z 0z

onde [6] ¢ uma matriz quadrada constituida dos cossenos diretores do sistema de referéncia

local com relagdo ao sistema de referéncia global, assim,

el=[% + ¥ (3.33)

sendo que os versores V,, v, e v, sdo dados, respectivamente, pelas Equagdes (A.18), (A.19)e
(A.12) do Apéndice A.

Substituindo-se na Equagio (3.32) a Equagido (3.13), tem-se que:

o o] v ]
ox” dx" ox’ o o of
du’ v’ Iw’ T -1 | Ou dv OJw
W 9 By =[el" -[J]" - o an & (6] (3.34)
W ow du v ow
| 0z" dz" 97’ ] 1o oL o |

Tendo-se, agora, em conta as Equagdes (3.33) e (3.24), pode-se escrever que:

(5.1
|
O 5 B B sl oo

ou ainda,
B AT B AR) §GaR)]
[er-wr‘:m‘[ﬁ:-@am vy (V3 A R) G;-(ﬁA%)J (3.36)

V(B AVy) Vs (G5AR) V- (F AR)

Uma vez que (7, A f%) e ( Vd_; A1) sdo vetores tangentes a superficie média e ( f AF) € um

vetor normal a ela, segue-se que:
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V(B AV3) =¥y (Vs AR) =¥, - (F AR =V, -(F AR) =0 (3.37)

Portanto,
l {An A, 01
[elf-[J]"‘=m-lAz, Ay OJ
0 0 Ay
onde

A EN) =7 (EN) - (R EN) A V4 (EM))
Ay EM =% EN - B ENAVLED)
A EN) =V EN) - (EN) AR ED))

Ap EN) =5 (N - (V3 (EN) AF(EM)

Ay (EM) =v3(EN) - (R EM) AR EN) = V,(EN) -7 (EN)

(3.38)

(3.39)
(3.40)
(3.41)

(3.42)

(3.43)

Os resultados dos produtos, vetorial e escalar, especificados nas equagdes anteriores, sdo

apresentados no Apéndice C.

Desta forma, a Equagao (3.34) pode ser reescrita como se segue:

-

ou' ov' ow' ou é‘i ow
ox' ox' ox' (4. 4 0]?325& 3
ow v oowy 1 | M2 e v oow
o o o |TW| 42 O lEm N e
@ ov'  ow' LO 0 A33J Ju @ ow
L0z 0z' 0z’ ] L L o & |

]

21 V3|
Viy V3| (3.44)

Yoz Wiy

Resolvendo-se os produtos matriciais indicados na equagao anterior, pode-se obter, entdo, as

derivadas necessarias para a defini¢do do estado de deformagdo especifica do ponto Q, com

relagdo ao sistema de referéncia local, mostradas no Item C.2 do Apéndice C. Substituindo-se

estas equagoes nas Equagdes de (3.27) a (3.31), tem-se que:
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1
51-=m’[‘4|1‘”|1 Ay, Ay Apvy Ay Alzvls]'

Fa_u ov ow ou v owl

X ® & o ; ol
1
Srzm‘[A:I"'zl Ayvyy  Ayvy Apvy Apvy Azz”z;]'

{a_u@@a_u@@z}’
& o & on on on

1
Yy =m'[(z421v|1 +A)vy) (Ayvip + Ayvy) (Ayvis + 4vy3)

(dypviy + A;vyy)  (Aypvip + 4i3vy) (Ayvis + 4jpvy)]-
{a_u » oow o v oowl
& ® & o oom o

1
Yxfz-=“_'[f4|1"'31 Ay Apvy  Apvy Apvy, A12”33}'
/]

ou v awl
% % ]
Yy’z‘=ﬁ'["421v}i Ay Ayvyy Apvy Apvy A22V33J'
du v ow ou v owl| |
g E E a a EJ +m‘[A33"21 Az3vy, Ass'"’za]'
ou v owl’
% % x|

Estas equagdes podem, ainda, ser dadas na seguinte forma matricial:

27
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LE E % a g EJ +m'[A33V|1 Az3vyy Ass"u]'

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)
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€,
£,
’ 1 [Ou v ow u v ow ou ov owl
JlY:r'v =l d 2 e oot = = = = 3.50
reelE ¥ ® m o owm o o ox] 6w
Yy
onde
—dn d, dy d, ds d, 0 0 0 |
dy dy dyy dy dy dyy 0 0 0
[d(én)]= dy dy dy dy dy dy 0 0 0 (3.51)
d4l d42 d-ﬂ d44 d45 d4a dq" d4s dao
—djl dSZ d53 dfd dSS dSb dS? d58 dﬁ‘} -

sendo que os elementos da matriz [d(&,n)] sd0 apresentados no Item C.3 do Apéndice C.
Finalmente, para a determinagdo do estado de deformagdo especifica no ponto Q,

segundo o sistema de referéncia local, basta, agora, obter as derivadas dos deslocamentos

globais #, v e w com relagdo as coordenadas &, n e (. Tendo-se em conta as Equagdes de

(2.21) a (2.23), pode-se escrever que:

WERS) D IMED, S IEN L
& T4 ox 2T
i=1 =1

g
(3.52)
ON,(En) 4
_C'i_a:j—"zl"vﬂi B
i=l1 -
wENS _NONGEND) . NONGEW 4
a‘g _Z 5& v:+l: Z aé" 2 Vigi * Q4
(3.53)
oN,En) ¢
—C‘X 6‘5 3 Vit By
=
ow(En,0) ONGn) . NON(EN) ¢,
T=Z’TM+H-§T.—2—.VW.%
(3.54)
oN;(En) ¢
—C'le 3 5 Vo3 By
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o

wENL) _NONED . NeN,En) ¢
6r] Z{ arl Vt+(; -

i=1

; oN,(En) ¢
.oy 2l

i=1

on on

Ly
o 6!] 2 23

t t
X :Z,’Vi(én)‘.ﬁ_‘vt“ - QL _ZN“(E’H)'T"VHJ .B;

au(&n,0)

wv(ENC) _

£; t
a‘; ZN.I (é'n)-zt_ Vig; - _XNE(QT]).Z_!-VZZJ' : B:‘
i=1 i=1

OW(EN, G d "
el = ZNE(E»H)'Q_'VB:‘ Oy XN-‘ (é’n)'%—'vm B
i=I

(}C =1

As equagdes anteriores podem ser dadas na seguinte forma matricial:

29

SuENG) _ z@‘“ﬁf”’ u+¢- XaN—;;r‘:’ﬂl-f,_—f- "
i=1 =1

/.
_r aq 2 21

an -T-vlzt_.

on "y Vo

D) S MED, o FME L,
i=1 w5

. B},

(335
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(3.57)

(3.58)

(3.59)
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[ Gu(gn,¢)
&
ov(En,C)
&
ow(gEn,C)

o8
ou(gn,C)

on
ov(En,0)

ow(En,()
on

ou(gn,C)
o

ov(En,C)
aac

ow(En, L)
ac

[ (G, En.0)]-4

sendo que [G, (§,1,5)] é uma matriz (9x5), dada por:

(G, ¢En,0)] =

o0 0
g p &4
Lo o
0 G
0 0
0 0
0 0
0 0

cco§'|

aN;

CZ T Vi

aNj

C g "2 Viy

aNj i

G "7 Vi3

NG

g am "2 Vi

C-"\Nt' iy

om “ lv]zt

dN;
Ay -
t
Ni-1:v;

—

i
Ni-1-vy

t
Ni-7-vy

]

"7 Vi3

o TE& 7T Vau

AN;

oNj

oNj

ST Vo

-N..

i

~N.=

i

-N

Substituindo-se a Equagéo (3.61) na Equagio (3.50), segue-se que:
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€., (4,
8', | v,
Yoy [ = m-[d(én)] [G.Eno]-4w
Yx‘z &=l ai
Y_v'z B:‘

(3.61)

(3.62)

(3.63)



Capitulo 3

Estado de Deformagao Especifica

ou ainda,

Bllf Blzf B]Jf Q%BTM
By By By % By
[B:' & T],C)] =| By, By By C%{ By,
By Ba By G % By + % Caai % By + % Cisi

Bs;  Bsy B C% Bgy, + % Cai C % Bss; + % Cssi

u;
vi
(3.64)
ai’
LB,
C%BISI
2
CT:_BESJ'
(1B (3.65)

Os elementos da matriz [B,- (E_,n,C)] sdo apresentados no Item C.4 do Apéndice C ¢ as

expressoes das derivadas das fungdes de forma, no Apéndice B.

A Equagdo (3.64) pode, ainda, ser dada na seguinte forma matricial:

ou, de uma maneira compacta,

31

[8,En.0]]-

o t=[[8En0)] [B,En0)] - [BEnY] -

(3.66)

(3.67)
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onde {e’} é uma matriz coluna (5x1 ), constituida das deformagdes especificas e distor¢des no
ponto Q, segundo o sistema de referéncia local, [B] ¢ uma matriz (5x40), para o elemento da
familia Serendipity e (5x45), para o elemento da familia Lagrangeana, constituida das
derivadas das fun¢des de forma e {a} ¢ uma matriz coluna (40x1), para o elemento da familia
Serendipity e (45x1), para o elemento da familia Lagrangeana, constituida dos deslocamentos
nodais. A matriz [B], que relaciona o estado de deformagdo especifica com os deslocamentos

nodais, ¢ dada, entdo, por:

[BEn0]=[[8,En0] [B.En0] - [BENRY] - [8,En0)]] (3.68)
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Capctale &

FORMULACAO DAS CARACTERISTICAS
DO ELEMENTO DE CASCA

4.1 Introducao

O estado de tensdo no ponto Q, genérico, do elemento de casca, segundo o sistema de
referéncia local (x’,y",z"), associado ao ponto O (Figura 3.2), ¢ o representado na Figura 4.1,

Neste estado de tensdo, de acordo com as hipéteses basicas de Mindlin-Reissner (4],
desconsidera-se a tensdo normal na diregdo perpendicular a superficie média, por ser pequena

comparativamente as outras tensdes. Assim,
c,, =0 (4.1)
Admitindo-se que o material do elemento de casca seja homogéneo, isotropico e de

comportamento elastico e linear [15], o estado de deformagéo especifica no ponto Q, segundo

o sistema de referéncia local (x’, y’,z"), é dado pela Lei de Hooke Generalizada [16]:
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2

A

|

/t/ zl’ ’
2'x ]
.l ] Tyz
| - '
| xz Un o —.y
i Tx'yr yx)
T
A

Figura 4.1 Estado de tensdo no ponto Q, segundo o sistema de referéncia local (x',y',2"),

associado ao ponto O.

Ep =5 (O —V-0,) (4.2)

€, =%'(Gy'y -V Gxx) (43)
2(1+v)

Xy = F 'Tx'y' (44)
2(1+v)

YI'Z' Z_E—_.TX'Z' (4'5)
2(1+wv)

(T e ( E Ty (4.6)

sendo £ 0 Modulo de Elasticidade Longitudinal e v o Coeficiente de Poisson do material. As

equagoes anteriores podem, ainda, ser dadas na seguinte forma matricial:

A
-2
5
b
1]

ou, de uma maneira compacta,

v 0 0 0 ] lo. ]
1 0 0 0 Oy
0 2(1+v) 0 0 |17y % (4.7)
0 0 21+v) 0 T o
0 0 0 2(1+v) Lry,z.J
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£

te't=[¢'] {0’} (4.8)
onde [¢’] ¢ uma matriz quadrada (5x5), simétrica, constituida das constantes elasticas do
material e {0’} ¢ uma matriz coluna (5x1), constituida das tensdes atuantes no ponto Q,

segundo o sistema de referéncia local (x',)’,z"). Resolvendo-se a equagdo anterior para as

tensoes, tem-se que:

ot =[] -t} (4.9)
ou ainda,

ot=[D] {e'} (4.10)

sendo que [D'] é a inversa da matriz [¢’] e é dada por:

(1 v o o o]
v | 0 0 0
[D]=[¢]" lEg {005 o o 4.11)
(1-v%) (1-v)
00 0 - 0
00 o o 52

Tendo-se em conta que a distribuigdo de tensdo de cisalhamento ao longo da espessura do
elemento de casca ndo € uniforme, porém, aproximadamente, parabolica [17], introduz-se um

fator & de valor igual a 6/5 nos termos de [D’], relacionados com as tensdes de cisalhamento

Ty € T,,. Portanto,

1 v 0 0 0
10 0 0
[D'] & = ; o 0 (4.12)
T(-v)’ a-v '
00 0 7 (10
—V)
00 0 0 T

Substituindo-se, agora, a Equagao (3.67) na Equagao (4.10), obtém-se que:
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o't =[D]-[B]-{a} (4.13)

Esta equagdo fornece, entdo, as tensdes atuantes em um ponto genérico do elemento de casca

em fungdo dos deslocamentos nodais.

4.2 Formulagao das caracteristicas do elemento

Considere-se o elemento de casca submetido a forgas de superficie 7, cujas
componentes, com relagdo aos eixos x',y’ e z’do sistema de referéncia local sejam,
respectivamente, ¢,.,q,. € g, e, ainda, a foras de corpo b, cujas componentes, segundo
aquele sistema, sejam b,,,b, ¢ b... Se os deslocamentos u',v' e w, apresentados pelos pontos
do elemento, em consequéncia do carregamento atuante, sofrerem, respectivamente, os
incrementos du’,8v' e dw’', denominados deslocamentos virtuais, o estado de deformagio

especifica nestes pontos, de acordo com as Equagdes de (3.27) a (3.31), vai apresentar os

seguintes incrementos:

S 4.14

€y = (4.14)
.. 4.15

8."" = ay: ( 2 )

iy =, OO 4.16
Yx'y' == ayJ + axr ( ) )
& L 417
¥z oz’  oOx' (4.12)
5 o B 4.18

oy = —— !

Y.VZ az: a},r ( )

denominados deformagdes especificas virtuais. Desta forma, o trabalho virtual, W,
executado pelo carregamento externo (forgas de superficie e forgas de corpo), em

consequéncia dos deslocamentos virtuais, sera dado por [12]:

8W=J-{8u’}r-{q'}-dA+J"{6u’}r Ab'}-av (4.19)

A
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onde {Su*} ¢ uma matriz coluna (3x1), constituida dos deslocamentos virtuais:

JSM’
{Su'} =18

(4.20)
ow’
{q'} ¢ uma matriz coluna (3x1), constituida das componentes das forcas de superficie:
(]
lg'}=14, (4.21)
[qz‘ J
e {b'} € uma matriz coluna (3x1), constituida das componentes das forgas de corpo:
K
b} = wlby. (4.22)

b,

A energia de deformagdo virtual, 3U , armazenada no elemento de casca, como consequéncia

do estado de tensio em seus pontos e do estado de deformagdo especifica virtual,
correspondente, sera dada por [12]:

sU = {ser} (o} av

(4.23)
onde {68'} € uma matriz coluna (5x1), constituida das deformagdes especificas virtuais:
3¢ .
3¢ .
{Be'} =187 ¢ (4.24)
: 6?.:’2'
.
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e {0’} € uma matriz coluna (5x1), constituida das tensdes atuantes nos pontos do elemento,

segundo o sistema de referéncia local:

{o'} = J Toy ( (4.25)

Aplicando-se, agora, o principio dos trabalhos virtuais [12], pode-se escrever que:
W =3dU (4.26)

ou ainda,

[fou)"-lg'}-aa+ [} - torh-av = [ foe) 1oy av (4.27)

A V v
A Equagdo (2.28) fornece os deslocamentos, {«}, dos pontos do elemento de casca,
com relagdo ao sistema de referéncia global; necessita-se, entretanto, dos deslocamentos, {u’}.
com relagao ao sistema de referéncia local. Estes deslocamentos podem ser obtidos através da
seguinte transformagio:

fwi=[0]" -{ut=[6]" -[N]- {a} (4.28)

onde [6], ja foi definido, anteriormente, através da Equagdo (3.33). Da mesma forma, pode-se

escrever que:
{g'}=161" -{g} (4.29)
by=[0]"-{b} (4.30)

sendo que {g} e {b} sdo, respectivamente, as forgas de superficie e as forcas de corpo, de

acordo com o sistema de referéncia global. Assim,
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9x
lat=1q, (4.31)
q.
e
bt
{b}=1b, (4.32)
b,

Tendo-se em conta as Equagoes (4.28) e (3.67), os deslocamentos virtuais, {Su'} e as

deformagdes especificas virtuais, {58'} podem ser dados por [10]:

{ouf=[6]"-[N]-{5a} (4.33)

{8’} = [B]- {5a} (4.34)

onde {Sa} ¢ a matriz coluna, constituida dos deslocamentos virtuais correspondentes aos

deslocamentos nodais.

Substituindo-se, agora, as Equagdes (4.13) e (4.34) na Equagéo (4.27), tem-se que:

[{sa)" [ 0] [elr{q}-dﬂfy{ﬁa}r N1 -[6]-[0)" {b}-aV =

) (4.35)
[{sa)" -18Y -[D1-1B] ta}-av

v

Como [0] é uma matriz quadrada e ortonormal, isto &, suas colunas sio ortonormais, pode-se

escrever que:

[61-[61" =[1] (4.36)

sendo [/] a matriz identidade. Assim, a Equagio (4.35) torna-se:
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!{&z}r [N -{g}- a4 +_[V{6a}r INT" - {b}-av =

4.37
IV{Sa}T -(B]" -[D]-[B]-{a}-av )

p T = ; - "
ou ainda, uma vez que {Sa} e {a} sdo constantes para as integragdes na drea e no volume:

foa) " IV {ghaa + It tsar) - o) J 18T 0ABIY) 0} @39)

Como a equagdo anterior ¢ vélida quaisquer que sejam os deslocamentos virtuais {Sa}, pode-

S€ escrever que:
Jv {qlaa+ [T tosav =(IV[B]T[D'][B]dV]' {a} (4.39)

Nesta equagdo,

![N]T{q}d«‘f =177} (4.40)

¢ uma matriz coluna de ordem (40x1), para o elemento da familia Serendipity e (45x1), para o

elemento da familia Lagrangeana, que corresponde as forgas de superficie,
[ IV tbhar = {7} (4.41)

€ uma matriz coluna de ordem (40x1), para o elemento da familia Serendipity e (45x1), para o

elemento da familia Lagrangeana, que corresponde as forgas de corpo e
[ 8T (D1B1av = [&°] (4.42)

€ uma matriz quadrada, simétrica, de ordem (40x40), para o elemento da familia Serendipity e
(45x45), para o elemento da familia Lagrangeana, denominada matriz de rigidez do elemento

de casca. Desta forma, a Equagao (4.39) pode ser reescrita como se segue:
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(k<] -far={1  }+ {7} (4.43)
A Equagdo (4.43) representa o equilibrio estatico. e aplicando-se o “Principio de
D’Alembert”, pode-se simplificar a obten¢do da equagdo do equilibrio dindmico, com a

inclusdo da forga de inércia como uma parte das forcas de corpo [18] e [19]. A forga de corpo

total, entdo, sera dada por:

{b,}=1b}-p [N)a} (4.44)

onde p ¢ densidade de massa por unidade de volume do elemento e {a@} é uma matriz coluna
(40x1), para o elemento da familia Serendipity e (45x1), para o elemento da familia
Lagrangeana. constituida das aceleracdes nodais: i, v, w,, & e B, (derivada segunda em

relagao ao tempo dos deslocamentos nodais).

Pode-se, entdo, reescrever a Equagio (4.39):
L[N]T{q}dAJ“'[,,[N]r({b}— p [NHaY)av =(JF[BJI'[D’][B]dVJ-{a} (4.45)
ou ainda,
J[N]T{q}ﬂ+_[!N]T{b}dV :{;[p [N]?'[N]dvj- {d}+(_[[B]T[D’][B]dV J {la}  (4.46)
Nesta equagdo,
J: p [INI'[Nlav = m¢] (4.47)

¢ uma matriz (40x40), para o elemento da familia Serendipity e (45x45) para o elemento da
familia Lagrangeana, denominada martriz de massa do elemento. Desta forma a

Equagao (4.46) pode ser reescrita como se apresenta a seguir:
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[Me]-Aate (&) ad= {1 b+ {1 = {r) (4.48)

que € a equagdo que representa o equilibrio dindmico do elemento, onde {a}, {fq? } e {fbe}

dependem do tempo. A matriz coluna {j} representa o vetor de carga do elemento
correspondente as forgas de superficie e de corpo.
4.3 Determinag¢io da matriz de rigidez do elemento de casca

Na Equacdo (4.42), que possibilita determinar a matriz de rigidez do elemento, o

diferencial de volume ¢ dado com relagdo ao sistema de referéncia global. Portanto,

dV = dxdydz (4.49)
Como os termos de [ B] sio fungdes das coordenadas curvilineas € en e da coordenada linear
C. o diferencial de volume deve ser dado segundo este sistema de referéncia; para efetuar esta

transformagdo, sera utilizado um procedimento padrdo, que envolve o determinante, [J(Q,n)’,

da matriz Jacobiano, dado através da Equacdo (3.26). Assim [13],

dv =|JEN)|- d&-dn-dC (4.50)

e a Equacao (4.42) pode ser rescrita como se segue:
L |l
Iy =_[I_[IJ:I[B]T[D’I[B]-[J(E,,n)l-dﬁ-dn'd?; (4.51)

ou ainda, pela substitui¢do da matriz [ B], dada a partir da Equacdo (3.68), tem-se que:
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3 (én,f;)]:
[B,En0)]

x)-J''[

' [D1[|B,EnG)] [ByEnE)] -
L (enoy [PUEGRO] [B:6no)

[8,En0)]" ]
(4.52)

8,En0)] - [Bn(én,C)]]lJ(é,n)|-da_-dn—dg

Esta equagdo, uma vez resolvida, levara a matriz de rigidez do elemento, que sera dada por:

k] K] -~ [K,] - [K]
[K:u] [K_zz] [K:lj] [K:zn]

[K:,-.] [K;.z] [K,] [K:,-,,] (4.53)

6] [Ka] -~ [K] ~ (K]

4.3.1 Determinag¢iao da submatriz [K,j]

De acordo com a Equagéo (4.52), a submatriz [Kij] sera dada pela seguinte expressao:

[&,]-] ,-[I .I. [8.6n0] 08 En0] Vel @ ama  @sy

ou ainda, tendo-se em conta as Equagdes (3.65) e (4.12):
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T B, B, B,,, B,,
B, B, B, B,;,
[Kf;]z.[_ll.[_ll.[_ll By, By, By, By,
L2Biy C1B, LBy, E3B.,+1Ck
_Q%‘Brs, C:T'stl C%Bss, C%Bm +'ri;'C45:
B 1 (1 v 0 o0 o0[8, B,
B, v1o 0 0]||B, By
B, 7 _Evz 100 U2 9 o ||B, By,
L% By, ++C,, 00 0 S 0|8, By,
¢+ By, ++Cy, | 00 0 0 SF||By B,
By LB, 6B,
By, LBy 6585
By, E3By t5By, W& & dn-dg
By, C¥By,++4C,, (4B, +%C,,
By, Q%Bsw +%Cs4; Q%Bss_, +fTC55_;

Resolvendo-se a equagdo anterior, obtém-se que:

%] =

onde

|-kll kl2 k13 k!4 le

LM 1
ki =E-LLL{W'[(BW+"'les)'3n; + (VB + By ) By +

(1-v)
2

1
- Byy; - B31j]+M'(B4u ’ 341,:' + By, - 351_;)} '

|7(&,m)|- dedndC

(4.56)
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"21—5.[.[.[

(Bl')., ‘f‘\"B‘l‘_ll B”_||r ‘i‘(VBrﬂ + 812‘,) Bﬂjj +

-1 (l
(I-v) 1
> "By - By ]+ 2k(1+v) (B Bayj + By - Bsy )} -
|7 ) dendg
ky =E- J. .I. j. { [(By3; +VBy3)- By, + (VB3 + Byy ) By, +
(_1—\’) 1
7 '333;"331;] Ek(l_ (Bysi B4I;+853i"85|j)}'
/& |- dedndc
ky=E- I _[ J. {CZ(I [(Bm +VByyi ) Byy; +(VByy; + Boyi)- By +
(I_V) r:
Ty P ‘le"]+4k(l+v) [C(Basi - Byy; + Bsy, - Bs ;) +

(Cagi - By, + Csgy - Bsy )1} | I (&, m)| - dEdndt

t
{C'J_(l__ [(Bis; +VBys;) - Byy; +(VBys; + Bys;) - By +

(1-v)
T 3155'331;] W [E(Bys; - 34|; + Bss; - Bﬂ;)"'
(Casi - Byy; + Css; - Bsy )]} lJ(E_,,T])I dEdnd(
iy 1
ki =E- o {(_1:\’_2)-[(81” +VBy ) By, + (VB + By ) - By +
(1-v) 1
2 By, - ?2;]+M'(84I;'B42j+851r"BSL‘;')}'
[/(&n)- dedndc
ky =E- J' _[ J. { [(312; +VByy ) By + (VB + By, ) - By +
(l—v) 1
B "By - By 1+ 2k(1+v) (B Byy; + Bsy, “Bs )} -
/(&) dedndg
ky =E- J. J. _l‘] (l “[(By3; +VByy)- By, +(VBy3; + By, ) - By
(1-v) 1
_2_'8331 -B3zf]+m'(‘843i "By + Bsy - Bsy )}

(& )| dednd
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ky =E- _[ _[ _[ {t, [(314; +VByy;) - Byy; +(VByy, + By ) By +

(l—V)
T‘ By, ‘332;} 4k(l [Q(Bw a2t Bs,, ‘Bszj)+

(o). P 654,- B 1} - [J (&) - dedndC

J. J‘ I {CZ(I [(Blsi +VBy5;) - Byy; +(VBy5; + Bys ) By +

{(1-v)

L
7 "By - By ]+ (V) v ‘[C(Bss; - Byy; + Bss; - Bsy ;) +
(Casi * Bag; + Css; + By )1} [ (&) - dndg
ki3=E- ,[ I J. { [(Byy; +VBy) - Biy; + (VB + By, ) Byy; +
(l—v) 1
2 '3315 ‘313j]+ 2k(1+v) '(B4h' ‘343j + Bsu ‘353;)}'
/&) dedndg
ky =E- _|- J. J.x (1 [(812: +VByy ) Biy; +(VBy; + By ) - Byy; +
(l—v) 1
5 “ By, - By, |+ 2k(1+v) “(Byy; - Bazj + Bsy; - Bsy )} -
&) dgdndg
kyy =E- I J- J| ([ [(Bm +VBysy ) Byy; + (VB3 + Byy ) Bys; +
(1-v) 1
3 Bsy, 'BJJj]+2k(1 v)'(B43f'843j+BS3f “Bs3;)} -

|/(&m)|- dedndt,

Wil t
kyy = E'_[ _[ _‘._ {ic 20—V “[(Bygi +VByyi ) Bys; +(VByy; + By ) By, +

t
_4“[ [C( aai * Bazj + Bsy; - Bs3; ) +

(Caai - By, +C54. 53] |J(§ﬂ)| d&dndC

1 t,
ksy = E',[_ _[ ] {G 21-v) [(Bys; +VBys;)* Bi3; +(VBy5; + Bys, ) By, +

[C(B«:ss "By + Bss; - Bs3; ) +
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kg =E- .[ .[ ,[ [(Byy; +VByy ) Byy; +(VByy; + Byy,) - By, +
(I—V) {y
7 “ By By 1+ 2k +v) [C( ati " Buy + Bsy; - By )+ (4.72)
(By); - C44_; H Bsz; ’C54_,' )} -|J(E.m)| - d&dndC
ky =E- J. ,[ ,[ Cor 3¢ 2(1 [(312, +VByy): By +(VByy; + By ) By +
(1-v) t;
5 Bai Byl m [C(Buyi - Bayj + Bsy; By ;) + (4.73)
(Bayi * Cuaaj + Ba; - Csa )1} -|J (& )| - ddndC
=E: _[ I _[ {Q [(Bn; +VBy3;) - Big; + (VB3 + By ) - By +
(1-v) V) L
2 * Bys; - 334;]+W‘ (C(Bys; * Bayj + Bsyi - Bsy ;) + (4.74)
(Byzi - Caaj + Bsyi - Csq )1} '[J(én)l-dﬁdndé
ky =E- J‘ _[ _[ 4(1 [(314; +VByy; ) BM; +(VBy; + By ) - 324,
[ ¢
2 By - 334’]+8k(1 [C (Byy - B 44t Bsy, -354j)+ (4.75)
C(Bus; - Cas; + Bsy; ‘C54J)+(C44; “Cuaaj+ Coq; - Csy )]+
Lt
Sk(Lrwy (6 Bua, + Csay - Bsa )1} (& )| - deinaC
ksy = E - .[ .[ .[ C 4(1 [(Blst +VBys; ) By ; + (VB + By ) By, +
(1-v) i
7 “Bys; - By 1+ Sk(l [C (Bysi - B 44, + Bss; ‘354;)4' (4.76)

C(Bysi - Caaj + Bss; 'C54j)+(c4ss “Cag; +Cosi - Csy ;)] +

! - L
sk(1ev) [6(Cusi * Bua; + Css; - By 1} |G- deand
ks =E- II .[ {Q [(B!n"""Bzu) B1sj+("3n;+321;) st;“"
(l—V) !j
* Byy; - Bss,]"‘m'[qBau "Bys; + By - Bss; )+ (4.77)

2
(B4 'Ca.ﬁ,; + Bs, - Css;)]} ‘|J(§Tl)|'d5.d"1dc
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kys = E- _[ _[ I {CZ(I (Bm*'VBzzj) Bis; + (VB + By, )+ Bys, +
(I-v) L
5 - By, - 335;]"’41((1 [C(Bay; - Bys; + Bsy; - Bss, )+ (4.78)
(Buy - Cus; + Bsyy - Css )1} |[J () - dednd
kys = E- I j I {QZ(I [(313:*"’323;) Bis; + (VB3 + Byy ) Bys; +
(1-v) l;
2 * By, - Bys; ]+ 4k(l [C(Bar Bys; + Bsy - Bss; )+ (4.79)

(By; - Cus; + B,q,- - Cos )1} - [J(E )| dedndc

111 |1 P
k =E-II 22 .[(Byy; +VBy;)- Bis; + (VB4 + Byy;)+ Bys +
cd % —1{€ 4(1-v) [(B1g 24i)* Bisj + (VBig; + Byi) - Bys,

=)
B. -B... .
"By - B3qf]+8k(l (6% (Buy, Bys; + By, - Bss ;) + (4.80)
C(Bay; * Cas; + Bsy; 'CSS;')+(C44{ - Cas; + Csq; - Css )]+
Sk(l [C(Cau; “Bys; + Csy; - Bss )1} 'IJ@’“)' - d&dndC
N U LAY S
kss = E'J‘_ILL e 41—V [(BISI' +VBy5; ) Bys; +(VBs; + Bys;) - By, +
(1-v)
5 * By - Bis; |+ Sk(l [C (Bysi - Bys; + Bss; - Bss;) + (4.81)

C(Bys; - Cysj + Bss; 'Css;')"‘(caﬁ; Cysj + Css; - Css;)]1+

gk(l +1V) . [C_A(Cals.i * 845}' 2 CSS:' " BSSJr )]} . |J(;Tl)‘ . dédndc

Na obten¢do da matriz de rigidez, a integragdo na dire¢do ( sera feita analiticamente,
enquanto que nas outras duas diregdes, £ e 1, a integragdo sera numérica, utilizando-se o

processo da quadratura de Gauss [10]. Portanto, tendo-se em conta que:

-

jlc -dG=0 (4.82)

|
B g D
LC -dC =3
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¢ ainda, considerando-se que &, e m » Sejam as coordenadas curvilineas do ponto de integragio

p. W,, o fator de ponderagdo, associado a este ponto e 2, o nimero total de pontos de

integragdo, as equagdes anteriores tornam-se [10]:

3 2
ky=E- z{(l_—?_)[(glI:(ép’np)"'vgﬂl(&p’np))'Bllf(gp’np)"'
p=I

(VBI 11 (ép;r]p)-f- Bll.: (ép!np)) . B2I_,r' (&panp) +
(1-v)

T ’ B]lf (ép 3np) ’ B] 1y (ép’np )] * (483)

1
k(1+v)

Bﬁl:(ép!np)' Bﬁl}'(ép‘np)]} : ‘J(E.vp:rlp)' ’ H/:u

'[‘84]:(&,')’”;}) : B4I_;(§p!r|p)+

m . 2 §
ky =E- z{m'[( B3, (&, Mm,) +VBy, (€,.m,)) - By, (GpoMp) +
p=1

(vBIZI(ipanp)+ 8221'(;0*“;1)) ’ BZIJ(& snp) +

R
( zv) ' ‘832:(&,0!“;1)' B3lj(ép’np)]+ (484)

1
k(1+v)

By, (€, M) Bsy, (€M)} -| I &M, )|,

'[Baz,@psr]p) ‘ 841;(‘5panp) +

- )
k‘” =B 2 (l o V_Z) _[(813.'(‘:-_3’“,@)+VBZ'3:(§p’np)) ' BII_;'(F:p$np) +
p=l

(VB”‘ (ép9np)+ BE]i(épanp)) ’ BZI;‘ (ipanp) +

(1~v) ’
- P . 'B33r(§p!np)'B3l;(&panp)]+ (485)

;((1 +v) '{Bﬂ-‘iBf{ép’np) ‘ 341;@;;:71,9) +

Bs, (ip’nr‘-’) ' B-‘U(E-‘p UMK 'P(ép‘np )‘ W,

z’f 1Cua, @F’np) ' B4I_r (ép’np) % CSM(&;:-.T'IP) *

p=1

__E
2k(1+V)

41

(4.86)
Bsyy oo, )1 ‘J(éwnp)[ W
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i}

2k(1+v) ’ ;If (Casi (855m,) - Bay; (§,m,) + Cssi 8, My

515

Bsu(ép,ﬂp)]'l‘f(@p,np)| ‘W,

ki = E'Z{(l_—\;)[(& h'(EJp‘np)+V82|f(éplnp))-B]Zj(ép’np)‘i_
p=1

(1-v)
2

1
BJIf(é T]p) B]Z;(é np)]+ [ 4[:(5.1 np

(VB”!(g np +82|1(‘;1 ﬂp)) B?E_;(g T]p)+

Biz, (&) + Bsu(&,.m,) - By, (_ap,np)]} -IJ(a,,,n,,,)| W,

k=B Z{(l {(B12yGpiMp) + VB By, ) By (B ,am, ) +

(L-¥)
=

1
B3‘a(€psnp) BJZ;(& T]p)] [ 42:(“; Tlp

(VBIZI (gp »ﬂp) + 822; (E.;p’rlp)) ’ 822;'(':psnp) +

Balzj(&p‘np)+BSZI(E.Ap’np)'BSZj(E.lp’np)]} ’J(ép’np)l Wp

- 2
kyp =E- Zm{(&m (épsﬂp)‘*'"B:s;(&p‘Tlp)) ‘B, (§,.m,) +
p=1

(1-v)
-

(VBUJ (ép ,ﬂp) + 8231' z-.&psnp)) j 3224; (épsnp Y+
1
By (§,omp) - By, (ép‘np)]"'M'[Btias (&poMp)-

B42j(ép"r]p.)+ 353.-'@;91‘1,9)‘ BSZJ'({;p!T!p)]} ’J(&psnp)’wp

k42 _2k(1 Z [C44r(€ ﬂp) BdZ_;(ﬁp’np)"-CSm(gpsn )

Bsy; (€pm ) [ (E,m,)|- 7,

ke = = (‘f D ACu M, By Gpul,) + Cog (Bm,)-
p=I

Bsy; (&, )1 [JE,.m,)|- 7,
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=E. Z{—[( B, (&, ,np)+VBzu(‘r%paTlp))‘Bu;(&paﬂp)*'

(1-v)
.

(VBI ];'(ép 9np) + BEI:’(ép!np)) ’ BEJj(ép ’np) +

1
!’((1+V) '[Bdlz'(ép!rlp)‘

B43j(ép’r]p) + Bsu(‘gp,ﬂp) . BSJj(ép,np)]} ‘J(épﬂp)l : Wp

By (8,:m,) - B33 (E,,m, )]+

&3 2
n=E: Z{m 1(B12i(8,:M,) + VB (§,.m,)) - By (E,m,) +
p=1

(1-v)

(VBHE (ap)np) + 8221'(&!;)”‘0)) ) BZJ}'(ép!np) + 2

l
B}Z;(é np) B33_;(é r]p)] ['842:(5.1 rlp

B43_;-(‘t:p-’1p) + Bszs(ap,ﬂp) ¥ BS3j(§psrlp)” . |J(§p ‘np)‘ ' Wp

\ 2
k33 = E : Z{ m'[(gmi(ép)np)+v823i(épsnp)) i B]3j(§p!np)+
p=1

(1~-¥)

(VB3 (8,:M,) + Bo3i(E,M,)) - B3 (§,.m,) + 5

1
T [B43:(Epomp) -

843_;'(;9 anp) + BS31 (ép,ﬂp) ! BSB_;’(EJp‘np)]} : |J(E:p1np)‘ ' Wp

By, (E,,m,) - By3; (M, )]+

E Jiid
= 2Ue(1+v) ;t,- 1Caai (5 p) - Baz; (55 M, ) + Csai (M, )
353;(5.,,9’71;,)]'|J(§p'np)l'Wr*

E m
ksy = 2k(1+v) Z": 1Casi(BpoMp) - Bz (8,0mp) + Cssi(§0m) -
Bs3;(&,om,p)] |J(ép’nﬂ)l' W,

E m
ki =m.§ t»’ '[B4|;(E:p’np)'CMj(ép’np)'P 85“(&!”“#‘)-

Csa; &ps,)VE, M) W,
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m

E
2k(1+ Z L {Ba, (gp‘np)'CMJ (§pom,) + Bsyi(Gpom,)-
p=1

24 =

Css, (&, JE, M, W,

m

E .
ki = 2k(1+v) .; t; 1B (§poMp) - Cag ;(Ep5m, ) + Bs3i(5pom,)-

Coa; &, mIE,m,)| W,

ki = E- Z s (B Gn,) + VB G, ) By G, )+
=1

(=)

(VBMi(ap’np)+824i(§p’r|p)). BZ&;(EJp!r]p).'- 2

{ I
314;('5;»1’1;,) 3341@,0,'1‘0)]*%“_ [ M:(ép‘!np

Lot
Buj(ap!np)"' Bs,, (E-’P’np) BS41(E’P’T]‘D)] 43’((]-: v)

[Cﬂf(apﬁnp) : CMJ(E.AP an) * CSM (ép’rlp
Cﬁ‘lj(gp’np)]} 2 |J(gp‘!np)l L Wp

”’ -t
k‘h; = EZ{ 6(1—\}2) '[(B]SE(&‘D’np)+vBZS:(E.Dp'np))‘ B]‘ij(ép‘np)"'
p=1

(I-v)
=

(VBlS[(ép’np) + B25£(ép!np)) : 8241'(;0:7])0) +

.r_
By5;(E,oM,) - Bag;(Ep5M,)]1+ W [Bssi(E,5M,)

Lot
441@ M, )‘*'355;(5 T, BS4J(E-vp np)] 4k(lJ: )'

[C45£(ép1rlp) ’ C44_,f (ap!r[p) + C55f (gPSnp) ’ C54j(§p!np )I} :
‘J(ép’npﬂ W,

m

E
ks = 2k(1+v) Z 4 '[341;‘@;:'”?)'C45;'@p'np)+35h(€p’qp)'

p=l

Cos; &M E, )| 7,

m

E
kys = m ; t; {Byi(§,um,) - Cos;(§,um,) + Bs3:(&,5m,) -

Cosj &) E,um, )| 7,
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m

E
b5 = k) ; 1B (&pomp) - Cas; Bpomp) + Bssy(Bpm, ) (4.105)

IR /IS N

g 4oty
kys = E'Z{ 6(1—2) ‘[(Bl4f(§psnp)+V324f(§pﬂ’lp))'BlSj@pﬂ;)"'
p=I1

)
R

(VB|4,‘(E,.;,J]F) + By, (‘5,,;,,‘1;_,)) " B?.Sj(ép’ﬂp) +

ik
334:(“;;3!]’];; B?Sj(‘tﬂp’np)] W[ 44.-(& T]P (4106)

Lot
45):(&'* np)+354f(é T]p) Bﬁj;(é np)] 4k(l . )

[Casi(Epom,)- Cas; (Epom,p) + Cssi(Epm,) - Css, (&, M)}
IJ(éP‘nP)J W,

Z{ 6(1 \/2) [( 151(§p!np +VB751(& ﬂp)) Bls;(;p:np)+

(I1-v)
2

(VBy5,(5,M,) + By (E,M,)) - Bys;(EpoMp) +

L.
Bys;(S,oM,) - B, (E,m, )]+ W[ By, (S,m,) (4.107)

L -EJ

4k(1+v)
[C45i(§p !np) : C45J'(ép9np) + CSSI' (ép lnp) ’ CSSJ'(;U ’r]p)]

&, |7,

Bys;(E,.M,) + Bssi (§,,m,,) - Bss;(§,,m,)] +
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4.4 Determinagio da matriz de massa do elemento de casca

Na Equagdo (4.47), que possibilita determinar a matriz de massa do elemento, o

diferencial de volume ¢ dado pela Equagio (4.50). Portanto,

[M] =JT,JTIP'[N]T'[N]-li(én)|-dé-dn-df; (4.108)

ou ainda, pela substitui¢ao da matriz [¥], dada a partir da Equagdo (2.29), tem-se que:

[NI (E,I],C)]:
[N, En0)]

[M"]:_[IIJ‘_EI_[IIP. [N,-(E_,,:T],Q)]r '[[NI(‘;”'C)] [VE&ng)] -

[¥,Eno] ]
(4.109)

[¥,En0)] - [N.Enollsen]-dg dn-d

Esta equagao, uma vez resolvida, levara a matriz de massa do elemento, que sera dada por:

—[Mll] [MIZ] [Mu] [Mln]-
[Ma] [Ma] - [Mo)] - o]

[Mm¢] = it [A%Q] [MJ] ] (4.110)
[4,] (] - [M] = [m]]
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4.4.1 Determinacio da submatriz [M;]

De acordo com a Equagdo (4.109), a submatriz [M,j] sera dada pela seguinte

€Xpressao:

[m,] = f ll I 1] ,[ '] p-[N&no] [N, En0)]- &) de-dn-d

ou, ainda, tendo-se em conta a Equagéo (2.25):

N.(En)
0
L 0
[My']=-|._,-[r[?' g-Nf(é,n)-%'V1r=
N,En 0
0 J)VJ,-(F:;T])
0 0

Resolvendo-se a equagao anterior, obtém-se que:

[M. =

onde

0

0

¥

L
C'N,,-(iﬂ)'g'

[,

N;(En)

0

0

2

¢
¢ Nj(érl) :

. [
C' ‘}Vz' (é’]) ) E V12i

[ £ L
___C- Nf(E.vn].E:'vZ]i _C. Nx’(E.Pn)‘E-VZZE

Vi

Vi2;

NiEW G NGy

0
0

N;(En)
t
G N(&m) vy

!
—‘;‘N;(éﬂ)'é““’nd

_g' Nj(éq) .

“Vay;

() el S N

_{; : Nj(én) !

"Vazy

~
L

—C-N,;(En)- 'VZJjJ

|JEm)|- d&- dn-de

0|

| 1 |1
my, =f f ,[p-N;(én)-N_,(Em)'|i(én)|'d§'dn'dé
-1%-1%-1
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Liemento de Casca

mpia=my3=0
11 |1 t.
m4 =_[]L_[lp-N,(én)-N;(én)-@-;’-vl.j &) de- dn-dc

L[
ms =_'[|’[|‘[ N, (En)-N;(En)- C gt |J(E,n)| d&-dn-dg

m2|=0

[ R
M = ”J"N &) N, EN)-[JEN)|- d&-dn-dc

m23=0

Myy *I I _[D N:(En)-N; ;(E&M)- C Vlz; 'J(";Tl)l dg-dn-dC

Mys = _[ ,[ J‘PN(QT'I) N;(En)- C szj']-f(@ﬂ)"dé'dﬂ'dc

S o
m3|=0

mi; =0

[
ms; = f f | f PNEN N, &) [JEn)|- de-dn-dg
1l
My =J:IJ:|[ N:(En)-N,;(En)- C V|3; JJ(E;U)’ d&-dn-dC

t
m:s=—_‘. ,[ IDN(én) N;EM-C-=-vyy, -[JEN)|- d-dn-de
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1|1 |1 f;
my, :LJ._]_[Ip-N, (éﬂ)-Nj(E,n)-g.-z_- Vg 'U(";Tl)|-d€-dn-d(;
1 {1 {1 )
my, :L,[IJ-_]P'N;(QT])-Nf(g,r]).c.%’. s 'U(Qﬂ)"dﬁ-dn-d(;

| | 1 I;
s =f_1f_lf_]pw,-(&,n)- Ny &M Loviy )| e dn-dg

-t

My =flf]flp-(N,-(&,n)- N;&m-g*-—).
Vi vy +Vvig vy v “Viaj)
[ Em)|-d&-dn-dt

10 { ot
*"45=—,[IJ._|_[]P-(N,-(E,J1)‘Nj(én)-f;?‘- =
(Vini Vo + Vi Vg + Vi3 vyg;) -

&) de-dn-dg

[N t

ms = —LLLp-N,@n)-N,,(;n)-c-; Vo V&) - dn-
1 {1 [1 t.

ms, =—f_ .[ f PNEN- N &G~ vy [ JE M) dE-dn- g

[ B !I
Msy :“_[]J._]J-_!P‘N;‘(Eyﬂ)‘N,(@ﬂ)";"z‘"’nf | JEn)|- d&- dn-dg

tt

1 ot
m54:__[I,[ILP'(N;(E;TI)'Nj(é"])'gz‘ 4')‘
("IU Vau t V2 Vo Vi3 0 Vg )

&) dg-dn-dg
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|1 [l t:'{
mss:J:IJ‘_ILD'(N;@H)'N},("‘;ﬂ)'cz' 41)'
(Vay Vo) vy, "Vag; F Va3 Vy3;) ¢ (4.137)
V&N - dn-d

Na obten¢do da matriz de massa. a integragdo na diregdo { serd feita analiticamente,
Equagdo (4.82), enquanto que nas outras duas diregdes, & e M, a integracdo sera numérica,
utilizando-se o processo da quadratura de Gauss [10]; desta forma, considerando-se que ép e
N, sejam as coordenadas curvilineas do ponto de integragdo p, W,, o fator de ponderacio,

associado a este ponto e m, o numero total de pontos de integragdo, as equagdes anteriores

tornam-se:

) :2’9-2(3\'2 (ip,np)-N,(E_,,,,,np)-]J(ép,np)]-wp) (4.138)
P=

M2 =m3=nmig =ms =0 (4.139)

My =2-p- Z,(N,-(&p,np)- N,E,m,) V&, )| w,) (4.140)

M1 = M3 = Mg = Mys =0 (4.141)

My =2-p- 2(5\’,(%,%)-% (ép,np)v‘.f(ép,np)'-w;,] (4.142)
p=

m31 =m3 =myy = mzs =0 (4.143)

Rl

1
Myy = E p-ti-t, Z {N:(Efﬂnr)' N.I (‘gp‘np)'

p=l

[Vlu Yy Vi Vg, Vg, "*'13;]' (4.144)

&, ),
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1 m
Mys :—g-p-f;- 'f’, Z {-M.(ép!np)-Nj(éP’np)'

Msq =

| —

= =

p=l

[Vns Vo T Viai "V H V3 “’23;]'

IJ@P*T-';* )‘ W,

ma) = may =mg3 =0

Lot D INEm,) N6,

p=1
[Vlu Vo V2, Vo T V35 "*’23;]'

&, n,)- 7,

!:' IJ Z {Ni(ép!np)'Nj(ép!np)'

p=l
[Vzu Va1 T VotV tVay “’23;]‘

&, 7,1

ms) =msy=ms3 =0
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Capitale 5

FORMULACAO DAS CARACTERISTICAS
DO SISTEMA

5.1 Introducgiao

Encontradas as equagdes algébricas que descrevem as caracteristicas de cada elemento
do sistema estrutural, o proximo passo é combina-las para formar um conjunto completo de
equagoes, que governe a reunido de todos os elementos. O procedimento de montagem deste
conjunto de equagdes ¢ baseado na necessidade de que o equilibrio dindmico se verifique por
todo o sistema. Como as condig¢des de equilibrio ja foram impostas dentro de cada elemento,
necessita-se, agora, estabelecer as condigdes para que cada né do sistema discretizado esteja
em equilibrio. Para tanto, ¢ estabelecido um esquema de numeragio global, que identifica
cada n6 do sistema discretizado; em seguida ¢ criada a topologia, que especifica quais nos do
sistema pertencem a quais elementos, ou seja, especifica a correspondéncia entre os nos do
sistema discretizado e os n6s dos elementos. Esta topologia, dada como entrada do programa

computacional, serve para definir a conectividade da malha de elementos.
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5.2 Determinacdo das matrizes de rigidez e de massa globais

Para que um no &, genérico, do sistema esteja em equilibrio, as componentes do vetor
de carga { fi } nele atuantes, devem ser iguais a soma das componentes das forgas { Vi f} de

cada elemento, que concorre para o no . Portanto,

fi= Z{f:} (5.1)

e=|

onde 7, € 0 numero total de elementos, que compdem o sistema estrutural discretizado.
Considerando-se a Equagio (4.48) e conhecendo a correspondéncia entre os nés dos

elementos e os nos do sistema, pode-se escrever a seguinte equa¢do matricial:

Vil) ] - [aas] - D]) ()

et -llwe) - ] - (o] i

) L] o sl - el L)
r[Kj}] [K:.i] [K:r;]_ '{a:.} e
k5] - ki - Kz {
(k5] - [k4] - [k2]) L)

onde s ¢ o numero total de nés do sistema discretizado, @}, {a, b, {d,} sio as

aceleragdes nodais, {a, f,--.{a, },.{a,} sdo os deslocamentos nodais, {1 bee A b {0}
as forgas relativas ao elemento e, atuantes em cada né do sistema e
[Mi ][5 ] [m2] e (&5 ]+ [k ). [K5], as submatrizes das matrizes de massa e
rigidez do elemento e, respectivamente, relacionadas com os nés do sistema discretizado.
Resolvendo a Equagdo (5.2) para as forgas nos nds e substituindo o resultado na
Equagdo (5.1) para cada no do sistema discretizado, notando que os deslocamentos e
aceleragdes nodais do sistema dependem apenas dos nos e nio dos elementos, pode-se

escrever de forma compacta que:
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{r}=[M]-{a}+[K]- {a} (5.3)

onde [M] é a matriz de massa global do sistema estrutural discretizado,

Dfuz] - Bus] - S

e=| e=1

[M]= i[Mfr] i[M;}(] i[ME}] (5.4)

DG Dluz] - 2 lms]

[K] a matriz de rigidez global do sistema estrutural discretizado,

;Z[Kl“.] i[xrk] - D]

e=| e=|

CEDICIRD YIRS ¥ (%) 63

e=] e=|

2l - Slal - Sk

L e=1

{ f } o vetor de carga global, {id}e {a}, as aceleragdes e os deslocamentos nodais do sistema
discretizado, respectivamente.

O algoritmo desenvolvido neste trabalho, possibilita que tdo logo seja encontrado um
coeficiente da matriz de rigidez ou da matriz de massa, que sdo as matrizes de interesse na
analise dinamica, ele possa ser colocado, imediatamente, na posi¢do apropriada das

respectivas matrizes.
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5.3 Problema de autovalor generalizado

Encontradas as caracteristicas do sistema estrutural discretizado (matrizes de massa e
de rigidez globais), deve-se, a seguir, resolver o problema dinimico de autovalor
generalizado [6].

A Equagdo (5.3) representa o caso geral de vibragdo forgada para sistemas nio

amortecidos e, se ndo existem forgas atuantes no sistema, tem-se o caso de vibragdo livre:
[M]-{a}+[K]-{a}={0} (5.6)

Admitindo-se movimento harménico, uma solugdo para esta equagio pode ser escrita

como [10]:
{a}={¢} " (5.7)

onde ¢ =cos(wr)+isen(ax), {6} ¢ o vetor de deslocamentos nodais ¢ o a freqiiéncia
angular.

A Equagdo (5.6) pode, entio, ser reescrita na seguinte forma:
([KT-2-[M1)-{o} = {0} (5.8)

onde (K] e [M] sdo as matrizes de rigidez e de massa globais do sistema, respectivamente, e
A o quadrado da freqiiéncia angular. Entretanto. este problema s6 pode ser resolvido apés a
imposi¢do das condig¢des de contorno do sistema estrutural em analise. Este procedimento é
efetuado por ocasido da determinagdo das matrizes de rigidez e de massa globais, onde, para
cada condigdo de contorno (vinculo), sdo eliminados das matrizes de rigidez e massa globais a
linha e a coluna correspondentes. Finalmente, o sistema de equagdes resultante pode, entdo,

ser resolvido através de diversos métodos numéricos.
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5.4 Resolugio do sistema de equacoes

Para a resolugdo do sistema de equagdes do tipo dado pela Equagio (5 .8), utilizou-se,
neste trabalho, o mérodo da iteragao no subespago e, como uma subrotina deste. o método de
Jacobi generalizado. Esses dois métodos, em conjunto, por serem considerados bastante
eficientes, sdo usados extensivamente em varios programas de elementos finitos para calculo
de autovalores e autovetores [6]. Enquanto muitos métodos determinam todos os autovalores
¢ autovetores simultaneamente, 0 que torna excessivo o “custo computacional”, o método da
iteragdo no subespago determina apenas os autovalores e os correspondentes autovetores no
intervalo de freqiiéncia de interesse, o que faz deste método, um dos mais eficientes na analise

de grandes sistemas (matrizes de rigidez e de massa globais de ordem elevada).

5.4.1 Método da iterac¢ido no subespaco

O objetivo basico do método da iteragdo no subespaco ¢é encontrar os p menores

autovalores e seus correspondentes autovetores, satisfazendo
[K]-[®] = [M]-[®] - [A] (5.9)

onde [K]e[M] sio as matrizes (nxn) de rigidez e de massa globais do sistema,

respectivamente, [A] a matriz diagonal (pxp) que contém os autovalores 2, e
[®] = [{q;[ },..._‘ {q:,. } sy ,{¢.P H a matriz (nxp) que contém os autovetores {q;, }

Em adigao a Equagdo (5.9), os autovetores também devem satisfazer as condig¢des de

ortogonalidade [6]:

@' - [K]-[@] = [A]
[ ]_I_ (5.1
(@ -[M]-[®]=[/]
onde [/] é a matriz identidade. E importante notar que a Equagdo (5.9) é uma condigdo
necessaria e suficiente para que os vetores em [®] sejam autovetores, porém as condigdes de

ortogonalidade, Equagdo (5.10), sdo necessdrias, mas nio suficientes.
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A idéia essencial do método da iteragdo no subespago usa o fato de que os autovetores
formam uma base M-ortonormal do subespago p-dimensional dos operadores (K] e [M], ou
simplesmente £.. Na solugdo da iteragdo com p vetores linearmente independentes pode-se,
portanto, considerar uma iteragdo como um subespago. Os vetores da primeira iteragdo varrem
E e as iteragdes continuam até alcangarem a precisio suficiente.

O primeiro passo no método da iteragdo no subespago é selecionar os vetores de
partida da iteragdo, em [X;]. Os vetores de partida devem ser elaborados para excitar aqueles
graus de liberdade com os quais estdo associados uma grande massa e uma pequena rigidez.
Com base nessa observagdo usa-se o seguinte algoritmo para selecionar os vetores de partida
da iteragdo [6]:

* A primeira coluna em [X;] ¢ simplesmente a diagonal de [M], o que garante que todos os
graus de liberdade de massa sdo excitados;

* As outras colunas em [X;] sdo vetores com valor +1 na posi¢do com a menor razio (ki/m;;)
e valor 0 nas demais posigdes.

O seguinte algoritmo, chamado de iteragdo no subespago, procura uma base ortogonal
de vetores em Ey.;, preservando, assim, a estabilidade numérica na iteragdo e calculando os

autovetores quando E;+ convergir para E,. Para k&=1,2,---, a iteragdo de E; até Fi4; sera:
(K] [Xeu]=[M]-[x,] (5.11)
e as projegoes dos operadores [K] e [M] em Eis:
[Keal=[Xea] - [K1[% ] (5.12)

[M&+.]=[Yﬁ+l]T -[M]-[Eq] (5.13)

Resolvendo o problema de autovalor dos operadores projetados

(K] [0 ]=[M, ) [0 ] [A L] (5.14)

encontramos uma melhor aproximagio para os autovetores
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[XM ]: [E“']' [Qm] (5.15)

Entao, quando k —— oo
[Am]_)[f\] _—
[X,..]—lo] P

Na iteragdo do subespago, os autovalores convergem para Ai, A2, w. , Ap, € sd0

armazenados em ordem crescente € os vetores convergem para {;}, {P2}, ... € {$p} € sdo
armazenados na primeira, segunda, .. e p-¢sima coluna de [Xi4], depois de serem
devidamente ordenados, de acordo com o seu correspondente autovalor.

A convergéncia do método possui uma caracteristica importante. Assumindo que na
iteracao os vetores em [Xi ] sio ordenados de tal maneira que o i-ésimo elemento da diagonal
de [As+1] € maior que o (i-1)-ésimo elemento, para i =2, 3, ..., p, entdo a i-ésima coluna de
[Xi+1] converge linearmente para {¢;} e a taxa de convergéncia é (A1/Ap+1) [20]. Portanto,
pode-se conseguir uma taxa de convergéncia mais alta usando q vetores na iteragdo, com
q > p. Porém, usando-se mais vetores aumenta, também, o esfor¢o computacional para cada
iteragdo. Na pratica se utiliza o valor ¢ = minimo (2p , p+8), que tem mostrado ser muito
eficiente [6].

Na iteragdo do subespago ¢ necessario medir a convergéncia para se estabelecer um
critério de parada nas iteragdes. Assumindo que nas iteragdes (k-1) e k, foram calculados os
autovalores aproximados k{,-“ e A‘f‘*'}, i =1, 2, .., p, respectivamente, pode-se definir o

seguinte critério de parada [6]:

|k{-k+” _ k(k)

D < tol (5.17)
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5.4.2 Método de Jacobi generalizado

Esse método de transformagao usado na solugio de problemas de autovalor emprega as
propriedades basicas dos autovetores, Equagio (5.10).

Desde que a matriz [®], de ordem nxn, que diagonaliza [K] e [M] através da
Equagao (5.10), € unica, pode-se, através de iteragdes, obté-la. O esquema basico ¢ reduzir
[K]e [M], na forma diagonal, usando sucessivamente pré e pos-multiplicagdo pelas matrizes
[P,E]T € [Py], respectivamente, onde & = 1, 2, ... . Definindo [Ki] = [K] e [M)] = [M], tem-se

que:

[Kz] [Pl ]T'[K:]'[Pll
[k ]=[21" [k.] (7]

: (5.18)
(k.= (2] [5.] (7]
[m.]=[R ] [m] [~]
[m.]=[~] [s,]-[7]
(5.19)

[M,.]=[~, ]’r-[Mk]-[Pk]

onde as matrizes [P;] sao selecionadas para transformar [K;] e [M,] na forma diagonal. Usa-se

a seguinte matriz [P;] no método de Jacobi generalizado:

1 i-ésima coluna
‘ — J-€sima coluna
[P;,]= Lo i-ésima linha (5.20)
S — Jj-ésima linha
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onde as constantes o e y sdo selecionadas de maneira a reduzir simultaneamente a zero os

elementos (/) em [K]e [M,] Portanto, os valores de o e Y sdo uma fungdo dos elementos

km k(k} k(k}' {k)' {k}emtk}

;i » onde o sobrescrito (k) indica que é considerada a k-ésima

iteragdo. Efetuando as multiplicagdes [7, |- [&,]-[2] e [B.] - [m .J-[~.] e usando a condigao

que k; (k) ¢ “‘} deveriam ser zero, pode-se escrever as seguintes equagoes para o € y:
ok + (1+ ay)kP +yk % =0 (5.21)
am +(1+ay)m +ym® =0 (5.22)

e para obter a solugao para a e y, define-se: .

L kO m m m®
7 (k)
il -k“" L“ Lk_)k‘ffk_) (5.23)

—( (k) k) _ () (k)
BV =5 ml) — mO]

e
—(k)
o= kf.-'
x
<fb) (5.24)
R
X
onde o valor de x é dado por:
—=(k) (k) Y
k = k =)=
x=-2—+sinal(km) = sy R (5.25)

Entdo, apos sucessivas iteragdes, quando k—>o0, as matrizes (K] e [M] convergem,

respectivamente, para a forma diagonal [K;] e [M,]:

[Ke]—!k.]

(5.26)
[‘MJH-I ]__>[Mr]
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e supondo que / indica a Gltima iteragdo, os autovalores e autovetores serio:

B [K:;H]]W
[A]=dia WJ (527)
C)
[@I=(R] []}--[7] dia (5.28)

A convergéncia do método ¢ medida comparando os autovalores da iteragdo atual com

os autovalores da itera¢do anterior, entdo, a altima iteracdo € concluida se.

l[f*‘} _ ;‘L[;-”
TSIO!; i=1,2 ....n (5.29)
onde
(1)
o_Ki
P D
My 5.30
(1+1) (5.30)
A+ _ K.
i - (i+1)
M

5.5 Programa computacional

A partir das equagdes estabelecidas nos capitulos anteriores, considerando os
elementos da familia Serendipity e Lagrangeana, desenvolveu-se um programa computacional
em Linguagem C para a analise dindmica de placas e cascas. O programa, devido a
portabilidade da linguagem utilizada, pode ser executado em qualquer microcomputador PC
com sistema operacional DOS e também, em estagdes de trabalho com sistema operacional
UNIX, desde que, sejam feitos. no programa computacional, alguns pequenos ajustes para
cada equipamento utilizado. O microcomputador utilizado neste trabalho foi um Proceda
5370-CAD com processsador Motorola-MC68020 da Silicon Valley Software.

O programa computacional foi desenvolvido de forma que as rotinas fossem divididas
em subrotinas, manipuladas por um programa principal. Utilizou-se, também. o sistema de

alocacao dindmica de memoria, onde a variavel é alocada, no tamanho necessario e. apos a
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sua utilizagdo, a mesma ¢é desalocada, deixando este espago de memoria RAM livre para
utilizagdo posterior [21]. Todas as matrizes utilizadas foram alocadas como vetores e, para as
matrizes simeétricas, alocou-se apenas o triingulo superior, economizando-se, desta forma,
memoria RAM. As matrizes de massa e de rigidez dos elementos, depois de calculadas, eram
armazenadas em disco para sua utilizagio posterior na montagem das matrizes globais do
sistema e as demais varidveis, armazenadas na memoria RAM para sua utilizagdo com uma
velocidade maior.

O fluxograma, que resume o funcionamento do programa computacional, encontra-se
na Figura 5.1. O primeiro passo realizado pelo programa ¢ a leitura dos dados de entrada do
sistema em analise (coordenadas nodais, espessura, incidéncia nodal, propriedades do material
e condigdes de contorno); com essas informagdes, efetua-se a montagem das matrizes de
massa e de rigidez dos elementos, dentro de um ciclo, que realiza, também, o calculo das
seguintes varidveis para cada elemento:

e calculo das fungdes de forma para os nés e pontos de integracao;

* calculo dos vetores e dos versores nos nos e para os pontos de integragaio;

* calculo do Jacobiano, da matriz [4] e da matriz [d] para cada ponto de integragio;
* calculo da matriz [B] para os pontos de integragao;

Apo6s o célculo das matrizes de massa e de rigidez dos elementos para todos elementos
do sistema, efetua-se a montagem das matrizes de massa e de rigidez globais, levando-se em
conta as condigbes de contorno. Devido a presenga de varios zeros nas matrizes globais, elas
tomam a forma conhecida como “skyline” [22] e podem ser armazenadas de forma compacta.
E conveniente, também, armazenar somente a parte superior ou inferior das matrizes globais,
a partir dos elementos da diagonal, ja que as matrizes sio simétricas. O método utilizado para
montar as matrizes globais [23] calcula a altura das colunas das matrizes a partir da
conectividade dos nos e das condi¢des de contorno do sistema.

Finalmente, implementou-se o método da iteragdo no subespago para a solugdao do
problema de autovalor generalizado dado pela Equagdo (5.8) e, também, o método de Jacobi
generalizado, como uma subrotina do primeiro, para resolver o problema de autovalor dos
operadores projetados. As tolerancias utilizadas no programa computacional para esses dois
metodos iterativos (Itens 5.4.1 € 5.4.2), que tém mostrado muita eficiéncia [6], foram as
seguintes:

e tol=1.0x10"° para o método da iteragao no subespago, na Equacio (5.17);

e tol=1.0x10" para o metodo de Jacobi generalizado, na Equagio ( 5.29).
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ENTRADA DE DADOS

» coordenadas nodais;

¢ incidéncia nodal:
 propriedades dos materiais;
* condi¢des de contorno.

Calculo das fungdes de forma.

Célculo dos vetores e versores.

Calculo do Jacobiano.
matriz [A] e matriz [d].

Célculo da matriz [B].

Calculo das matrizes de massa
LOOP SOBRE e de rigidez dos elementos.
ELEMENTOS

Montagem das matrizes de
massa e de rigidez globais

Solugdo do problema de
autovalor generalizado:
iteragdo no subespaco.

Impressdo dos autovalores e
correspondentes autovetores.

Figura 5.1 Fluxograma do programa computacional para a anélise dindmica de placas e cascas.
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Capitute 6

EXEMPLOS DE APLICACAO

6.1 Introducio

Apresentam-se, a seguir, os resultados obtidos a partir dos elementos isoparamétricos.
quadrilaterais, quadraticos, das familias Serendipity (8 nos) e Lagrangeana (9 ndés) com
integragdo numérica consistente, isto é 3x3 (m=9) pontos de integragdo na superficie média.,
para placas e cascas com diversas configuragdes de condi¢des de contorno e relagdes entre
espessura e dimensdo caracteristica. Procurou-se avaliar, também, as caracteristicas destes
elementos quanto a sensibilidade a distor¢do da malha e a convergéncia com o seu
réﬁnamento_

Faz-se, ainda, além da comparagdo dos resultados obtidos entre estes dois elementos. a
comparagao com os resultados obtidos, experimentalmente. disponiveis na literatura, além do

que, com os resultados de solugdes analiticas. também., disponiveis na literatura.
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6.2 Placas retangulares

Existem. para placas retangulares, 21 casos distintos que envolvem todas as
combinagdes de condigdes de contorno classicas (engastada. simplesmente apoiada ou livre);
serdo apresentados, a seguir, os resultados obtidos para alguns desses casos.

Para facilitar a visualizagio dos resultados foj estabelecida uma simbologia;
considerando-se a placa de dimensdes a e 4 (Figura 6.1), a notagao S-E-S-L identifica uma
placa retangular com os lados y=0, x=b, y=a e x=0 com as condi¢des de contorno

simplesmente apoiada, engastada, simplesmente apoiada e livre, respectivamente.

Figura 6.1 Placa retangular S-E-S-L com convengdo de coordenadas.

As freqii€ncias naturais angulares . obtidas. foram normalizadas com relagdo ao fator

aﬂf p/D (onde a é o lado maior da placa, p. sua densidade de massa por unidade de drea e D,

sua rigidez), de modo a obter um parametro adimensional de freqiiéncia A = a’ p/D. A

rigidez da placa ¢ dada por [1 I:
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(6.1)

onde. ¢ ¢ a espessura da placa, £ o seu moédulo de elasticidade longitudinal e v o seu
coeficiente de Poisson.

Uma solugdo exata para a vibragdo livre de placas retangulares simplesmente apoiadas
foi obtida por Levinson [24] através da teoria da elasticidade tridimensional. Zevinson
comparou seus resultados com os da teoria clissica de placa e da teoria de placa de Mindlin.
através de exemplos numéricos, utilizando uma placa retangular simplesmente apoiada.

Analisando-se os resultados obtidos por Levinson, nota-se que as trés teorias
apresentam praticamente os mesmos resultados para 1/a< 0.05 e a partir deste valor somente
as teorias da elasticidade e de Mindlin apresentam resultados bastante proximos.

Como os exemplos utilizados neste trabalho. abrangem desde placas finas até placas
moderadamente grossas, os resultados obtidos pelos elementos da familia Serendipity e da
tamilia Lagrangeana foram comparados com os obtidos analiticamente através da teoria
classica e a teoria de Mindlin, uma vez que, na literatura, o niimero de exemplos, que abrange
essas duas teorias € maior. Assim, com base nos resultados, obtidos por Levinson [24], de

acordo com a relagdo #/a utilizada neste trabalho, montou-se a Tabela 6.1.

relagdo t/a teoria literatura
0.005 Classica Leissa [25]
0.01 Classica Leissa [25]
0.05 Classica Leissa [25]
0.1 Mindlin Dawe e Roufaeil [26]

Tabela 6.1 Teoria e literatura utilizadas na comparagdo dos resultados obtidos pelos dois
elementos em andlise, para cada relacdo t/a, entre a espessura e a dimensao caracteristica da

placa.
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6.2.1 Malha de discretiza¢io regular

Como a geometria das placas retangulares é bem simples, a malha de discretizagio
mais indicada para a sua modelagem é a malha de discretizagdo regular (Figura 6.2), que
consiste na divisao de seus lados em partes iguais, de maneira que cada elemento tenha a
relagdo entre seus lados proxima a unidade, obtendo-se malhas de NxM elementos com area,

aproximadamente iguais.

Figura 6.2 Malha de discretizagdo regular: 2x2 (linhas principais) e 4x4 (linhas secundarias)

elementos.

6.2.1.1 Placa quadrada S-E-S-L (a/b = 1.0)

Em fun¢do da geometria e para se obter uma curva de convergéncia (Figuras 6.3 a 6.6),
a placa foi modelada com seis malhas de discretizagdo de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 e 7x7
elementos. Foram calculadas as seis primeiras freqiiéncias naturais para os dois elementos em
andlise e esses resultados, comparados com os obtidos analiticamente por Leissa [25] para
t/a=0.005, 1/a=0.01 e t/a=0.05 e os obtidos por Dawe e Roufaeil [26] para t/a=0.1, como
mostram as Tabelas 6.2 a 6.7. Estas Tabelas apresentam, entdo, para cada relagdo #/a e para
cada modo (de 1 a 6) os resultados analiticos, obtidos nas referéncias [25] e [26] e os
resultados, obtidos para os elementos em andlise (SER3x3 e LAG3x3) e seus respectivos

CITOS.
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resultado a/b=1.0 (malha 2 x 2)
t/a modo analitico SER3x3 erro LAG3x3 erro

1 12.6874 493659 289.1% 14.0128 10.4%

2 33.0651 190 8054 477 1% 46,6997 31.2%

0.005 3 417019 335.8047 705 3% 498057 19.4%
4 63.0148 11448263 1716.8% 84.4357 34.0%

5 72.3976 1297.3463 1692.0% 983.9776 1259.1%

6 90.6114 1630.0579 1699.0% 986.3052 OR8.5%

| 12.6874 27.5229 116.9% 14.0008 10.4%

2 33.0651 1033895 212.7% 46,6547 41.1%

0.01 3 41,7019 171.8217 312.0% 495878 18.9%
3 63.0148 575.6340 813.5% 84.0213 33.3%

5 72.3976 6504631 798.5% 4953501 584.2%

6 906114 815.0289 799.5% 499.9716 451.8%

—_— e —

I 12.6874 14.4285 13.7% 13.6734 7.8%

2 33.0651 486714 472% 441374 33.5%

0.05 3 41.7019 S1.1479 2.7% 48 0405 15.2%
4 63.0148 133.2950 111.5% 74.3564 18.0%

5 723976 140.5337 94.1% 118.5282 63.1%

6 90.6114 163.0058 79.9%, 136.7521 50.9%

| 12.3636 13.1736 6.6% 13.0142 5.3%

2 30,6462 37.5737 22.6% 36.3937 18.8%

0.1 3 38.9354 43.3216 11.3% 42 4634 9.1%
4 562317 81.5029 44.9% 62.4554 11.1%

5 62.9714 82.2568 30.6% 79.2346 25.8%

6 79.0108 §4.9900 7.6% 80.4219 1.8%

- 3
Tabela 6.2 Parametro adimensional de freqiiéncia A= wa* \Jp/D para a placa quadrada

S-E-S-L (a/h=1.0) e malha de discretizagdo regular de (2x2) elementos.

resultado a/b=1.0 (malha 3 x 3)
t'a modo analitico SER3x3 erTo LAG3x3 erro
1 12.6874 17.6340 39.0% 13.2567 4.5%
2 33.0651 78 5887 137.7% 37.0845 12.2%
0.005 3 417019 91.3790 119.1% 480823 153%
4 63.0148 161.0477 155.6% 73.1123 16.0%
5 72.3976 3062672 323.0% 100.7955 39.2%
6 90.6114 4077078 350.0% 118.6366 30.9%
[ 12.6874 14.6377 15.4% 13.2461 4.4%
2 33.0651 56.4058 70.6% 36.9991 11.9%
0.01 3 417019 583344 39.9% 47.1487 14.5%
4 63.0148 118.7873 88 5% 72.8647 15.6%
5 72.3976 182.0747 151.5% 1006319 39.0%
6 |  ooeiia__ 212.4413 1345% | 1177674 | 30.0% |
[ 12.6874 13.0515 2.9% 12.9798 2.3%
2 33.0651 35.8490 8 4% 3149793 5.8%
0.05 3 417019 469102 12.5% 46.4070 11.3%
3 63.0148 76.0595 20.7% 67.3016 6.8%
5 72.3976 97.1010 34.1% 95.9955 32.6%
6 S06114 | 1073745 | 185% 127.9432 14.2%
| 12.3636 12.5160 2% 12.5004 1%
2 30.6462 31.9671 34.3% 31.7935 7%
0.1 3 38.9354 41.8701 7.5% 41.7450 7.2%
4 562317 61.0160 8.5% 591122 5.1%
5 62,9714 73.7863 17.2% 73.4520 16.6%
6 79.0108 79,6853 - 0.9% 79.2077 0.2%
Tabela 6.3 Parametro adimensional de freqiiéncia A= ma‘z,/p/ D para a placa quadrada

S-E-S-L (a/b=1.0) e malha de discretizagio regular de (3x3) elementos.
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resultado a/b=10 (malha 4 x 4)
t/a modo analitico SER3x3 | erro | LAG3X3 |  emo

I 12.6874 13.9105 9.6% 13.0037 2.5%
2 33.0651 365547 30.8% 35.1358 6.3%
0.005 3 41.7019 512537 22.9% 46.0520 10.4%
3 630148 127.7956 102.8% 68.2529 8.3%
5 72.3976 135.8761 87.7% 87.5475 20.9%

6 90.6114 160.3295 76.9% 1124307 | 241% |

I 12.6874 13.2692 4.6% 12.9934 2.4% |
2 33.0651 38.3693 16.0% 35.0626 6 0%
0.01 3 417019 47.6568 14.3% 45.9280 10.1%
3 63.0148 100.0066 58.7% 68.0484 8.0%
5 72.3976 101.7855 40.6% 87.0380 20.2%
6 90.6114 116.2958 28.3% 111.8289 23.4%

| —— — —

| 12.6874 12.7706 0.7% 12.7591 0.6%
2 33.0651 33.5953 1.6% 33.4725 1.2%
0.05 3 41.7019 43.4941 4.3% 43.3775 2.0%
3 63.0148 651709 34% 63.7213 1 1%
5 72.3976 77.8214 7.5% 773248 6.8%

L 3 90.6114 ___100.1565 10.5% _ 997761 | 10.1% |
| 12.3636 12.3623 0.0% 12.3598 0.0%
2 30.6462 31.0035 1.2% 30.9770 1%
0.1 3 38,9354 39.8916 2.5% 398674 2.4%
2 56.2317 574573 22% 57.1580 1.6%
5 62.0714 66.0084 5.0% 65.0945 4.8%
6 79.0108 79,1341 0.2% 789314 0.1%

Tabela 6.4 Parametro adimensional de freqiiéncia A= &}az,/p/D para a placa quadrada

S-E-S-L (a/b=1.0) e malha de discretizagio regular de (4x4) elementos.

resultado a/b=1.0 (malha 5 x 5)
t/a modo analitico SER3x3 erro I LAG3x3 I erro

] 12.6874 13.1471 3.6% 12.8880 1.6%
2 33.0651 37.2506 12.7% 343422 3.0%,
0.005 3 41.7019 460035 10.3% 444158 6.5%
) 63.0148 93.0272 47.6% 66.2376 5.1%
5 72.3976 932572 28 8% 81.0118 11.9%
6 906114 108.9074 20.2% 104 8140 15.7%
] 12.6874 12.9483 2.1% 12.8778 1.5%
2 33.0651 35.0392 6.0% 34.2735 3.7%
0.01 3 217019 44.8901 7 6% 44,2989 6.2%
3 63.0148 743134 17.9% 66.0501 48%
5 72 3976 83.8236 15.8% 80.5900 11.3%
I3 90.6114 105.7088 16.7% 1041980 | 15.0%
[ 12.6874 12.6689 -0.1% 12.6661 | -0.2%
2 33.0651 32.9259 0.4% 32.8983 ~0.5%
0.05 3 41.7019 42.1817 1.2% 42.1509 1%
4 63.0148 62.6557 0.6% 62.3311 11%
5 72.3976 73.3554 1.3% 73 2474 1.2%

6 90,6114 938261 3.5% 93,7003 3.4%
= ] 12.3636 12.3079 0.5% 12.3073 0.5%
2 30.6462 30.7006 0.2% 30.6943 0.2%
0.1 3 38.9354 39.2229 0.7% 392165 0.7%
4 56.2317 56.5411 0.6% 56.4774 0.4%
5 620714 64.2265 2.0% 62.0752 0.0%
6 790108 78.9006 0.0% 815272 3.2%

i . A . 2
Tabela 6.5 Parametro adimensional de freqiiéncia A= (oa‘,/p/ D para a placa quadrada

S-E-S-L (a/b=1.0) e malha de discretizagdo regular de (5x5) elementos.
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resultado a/b=10 (malha 6 x 6)
t/a modo analitico SER3x3 ]_erm __[ LAG3x3 erro
———————— — —
F I 12.6874 12.9120 1.8% 12.8254 1.1%
2 33.0651 34.8435 5.4% 33.9318 2.6%
0.005 3 41.7019 44.2325 6.1% 43.5530 4.4%
4 63.0148 74.3438 18.0% 65.2002 3.5%
5 72.3976 81.6571 2.8% 78.0361 7.8%
6 906114 101.9393 12.5% 100.2394 10.6%
| 12.6874 12.8376 1.2% 12.8152 1.0%
2 33.0651 34.0969 3.1% 33.8653 2.4%
0.01 3 41.7019 43 6695 4.7% 43.4407 4.2%
4 63.0148 67.6779 7.4% 65.0214 3.2%
5 72.3976 78.5701 8.5% 77.6557 7.3%
6 90.6114 100.3776 10.8% 99 6583 10%
| — — — —_— — s —_—
1 12.6874 12.6212 -0.5% 12.6203 -0.5%
2 33.0651 32.6359 -1.3% 32.6274 -1.3%
0.05 3 41.7019 41.5866 -0.3% 41.5767 -0.3%
4 63.0148 61.7745 -2.0% 61.6780 -2.1%
] 72.3976 71.5678 -1.1% 71.5362 -1.2%
6 90.6114 90.7999 0.2% 90.7528 0.2%
_ — —— —_— e ————
1 12.3636 12.2835 -0.6% 12.2833 -0.6%
2 30.6462 30.5731 -0.2% 30.5711 -0.2%
0.1 <) 38.9354 38.9472 0.0% 38.9450 0.0%
4 56.2317 56.1992 -0.1% 56.1780 -0.1%
5 62.9714 63.5092 0.9% 63.5008 0.8%
6 79.0108 794141 0.5% 79.1684 0.2%

Tabela 6.6 Parametro adimensional de freqiiéncia A= coaz,/p/D para a placa quadrada
S-E-S-L (a/b=1.0) e malha de discretizagio regular de (6x6) elementos.

I resultado a/b=10 (malha 7x 7)
t'a modo analitico SER3x3 [ _emo | LAG3x3 ! erro
[ 12.6874 128200 | 1.1% | 127877 0.8%
2 33.0651 34,0295 2.9% 33.6003 1.9%
0.005 3 41,7010 43.3590 1.0% 43.0424 32%
2 63.0148 682328 8.3% 64.5913 2.5%
5 723976 77.6764 73% 76.3904 559,
3 906114 98.4520 87% | TS0 7%
] 12.6874 12.7859 0.8% 12.7775 0.7%
2 33.0651 33.7103 2.0% 33.6253 7%
0.01 3 31.7019 43.0281 3.2% 32,9335 3.0%
3 630143 654165 3.8% 64.4180 2.2%
5 72.3976 76.3550 5.5% 76.0344 5.0%
6 90.6114 973431 7.4% 06.9789 7.0%
] 12.6874 12.5955 ~0.7% 12.5952 0.7%
2 33.0651 32.4863 1.8% 32.4832 1.8%
0.05 3 41.7019 41.2819 1.0% 41,2781 1.0%
2 63.0148 61,3683 2.6% 613330 27%
5 723076 70.6951 2.4% 70,6834 2.4%
6 | oe6ii4 892535 | 5% 80.2337 15%
| 12.3636 12.2700 0.7% 12.2708 0.8%
2 30.6462 30.5097 ~0.4% 30.5000 20.4%
0.1 3 38.9354 38.8164 03% 38.8155 -0.3%
3 56.2317 56.0401 0.3% 56.0311 0.4%
5 629714 63.1753 03% 63.1730 0.3%
6 79.0108 793714 0.5% 78.9854 0.0%

Tabela 6.7 Parametro adimensional de freqiéncia A= maz,/p/D para a placa quadrada
S-E-S-L (a/6=1.0) e malha de discretizagio regular de (7x7) elementos.
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As Figuras, a seguir, apresentam, para os dois elementos em analise (SER3x3 e
LAG3x3), os graficos das curvas de convergéncia para a placa quadrada S-E-S-L (a/6=1.0)
para as seis primeiras freqiiéncias naturais e as diversas relagdes #/a entre a espessura e
dimensdo caracteristica; os graficos tém na ordenada o erro comparativamente aos resultados
obtidos nas referéncias [25] e [26] e na abscissa o numero total de elementos correspondentes

a cada malha de discretizagao.
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Figura 6.3 Curvas de convergeéncia, para os dois elementos em analise (SER3x3 e LAG3x3),
para a placa quadrada S-E-S-L (a/b=1.0) com #/a = 0.005 (placa fina), correspondentes as
primeira (a), segunda (b), terceira (c), quarta (d), quinta (e) e sexta (f) frequéncias naturais.
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Figura 6.4 Curvas de convergéncia, para os dois elementos em analise (SER3x3 e LAG3x3),
para a placa quadrada S-E-S-L (a/b=1.0) com t/a
primeira (a), segunda (b), terceira (c), quarta (d), quinta (e) e sexta (f) freqiiéncias naturais.
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Figura 6.5 Curvas de convergéncia, para os dois elementos em analise (SER3x3 ¢ LAG3x3),

para a placa quadrada S-E-S-L (a/6=1.0) com t/a

0.05 (placa moderadamente grossa),

correspondentes as primeira (a), segunda (b), terceira (c), quarta (d), quinta (e) e sexta (H
freqiiéncias naturais.
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Figura 6.6 Curvas de convergéncia, para os dois elementos em analise (SER3x3 e LAG3x3),
para a placa quadrada S-E-S-L (a/6=1.0) com #/a = 0.1 (placa moderadamente grossa),
correspondentes as primeira (a), segunda (b), terceira (c), quarta (d), quinta (e) e sexta (f)
frequiéncias naturais.
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A Figura 6.7 ilustra os seis primeiros modos de vibrar da placa quadrada S-E-S-L, com

/a=0.005 e malha de discretizagdo de (7x7) elementos, obtidos a partir do elemento da

familia Lagrangeana.

Figura 6.7 Primeiro (a), segundo (b), terceiro (c), quarto (d), quinto (e) e sexto (f) modos de
vibrar da placa quadrada S-E-S-L, com #@=0.005 e malha de discretizagdo de 7x7 elementos,
obtidos a partir do elemento da familia Lagrangeana.
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Verifica-se, a partir das Tabelas 6.2 a 6.7 ¢ das Figuras 6.3 a 6.6, que o elemento da
familia Lagrangeana apresenta um melhor desempenho que o elemento da familia Serendipity

para todas as relagdes #/a utilizadas, principalmente, para a situacdo de placa fina (#/a < 0.05).

6.2.1.2 Placa quadrada S-E-S-S (a/b = 1.0)

Em fun¢do da geometria e para se obter uma éurva de convergéncia (Figuras 6.8 a
6.11), a placa foi modelada com seis malhas de discretizagdo de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 ¢ 7x7
elementos. Foram calculadas as seis primeiras freqiiéncias naturais para os dois elementos em
analise e esses resultados, comparados com os obtidos analiticamente por Leissa [25] para
#/a=0.005, #/a=0.01 e #a=0.05 e os obtidos por Dawe e Roufaeil [26] para t/a=0.1, como
mostram as Tabelas 6.8 a 6.13. Estas Tabelas apresentam, entio, para cada relagdo #/a e para
cada modo (de 1 a 6) os resultados analiticos, obtidos nas referéncias [25] e [26] e os
resultados, obtidos para os elementos em analise (SER3x3 e LAG3x3) e seus respectivos

€ITOS.
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resultado a/b= 1.0 (malha 2 x 2)
t/a modo analitico SER3x3 erTo LAG3x3 ermo
| ———————— e —
I 23.6463 287.2956 1115.0% 30.3055 28.2%
2 51,6743 981.0457 1798 5% 60.6153 17.3%
0.005 3 58 6464 1094.0009 1765.4% 916.7982 1463 3%
4 86.1345 2542.7319 2852.0% 918.7980 966.7%
5 100.2698 2542.7373 2435.9% 2490.5247 2383.8%
6 113.2281 2985.7153 2536.9% 2500.5259 2108.4%
] 23.6463 1453223 514.6% 30.2284 27.8%
2 51.6743 492 3890 852.0% 604742 17.0%
0.01 3 58.6464 549.1066 836.3% 460.7741 685.7%
4 86.1345 1271.3661 1376.0% 464 7347 439 5%
5 100.2698 1271.3690 1167.9% 1245.2552 1141.9%
s 1132281 14950903 1220.4% 12502633 1004.2%
I 23.6463 37.7100 59.5% 28.2610 19.5%
2 51.6743 109.2610 111.4% 57.0224 10.3%
0.05 3 58.6464 121.8179 107.7% 105 6799 80.2%
4 86.1345 254.2731 195.2% 120.8822 40.3%
5 100.2698 254.2731 153.6% 249.0383 148 4%
6 113.228] 305.9412 170.2% 2491315 | 1200%
] 22.3759 27.0016 20.7% 25.0698 12.0%
2 47.1033 66,7745 41.8% 513106 8.9%
0.1 3 52.1096 73.7363 41.5% 67.1147 28 8%
2 74.1048 127.1366 71.6% B5.2632 15 1%
5 858021 127 1366 48.2% 1245192 45.1%
6 93.1032 152.9706 64.3% 124.5658 33.8%
Tabela 6.8 Parametro adimensional de freqiiéncia A= wa”/p/D para a placa quadrada

S-E-S-S (a/b=1.0) e malha de discretizagdo regular de (2x2) elementos.

resultado a/b=1.0 {malha 3 x 3)
t/a modo analitico SER3x3 €170 l LAG3x3 | erro

1 23.6463 66.0865 179.5% 25.8653 9.4%

2 51.6743 287 7585 456.9% 58.9087 14.0%

0.005 3 586464 300.7115 412.8% 80.7124 37.6%
4 86.1345 6187673 618.4% 1107788 28.6%

5 100.2698 1026.9355 0924.2% 131.5540 31.2%

6 113.2281 1272.4373 1023.8% 171.4273 51.4%

1 23.6463 39.8238 68 4% 25.8203 92%

2 516743 158.1622 2061% 578752 12.0%

0.01 3 586464 1587168 170.6% 80.3073 36.9%
4 86.1345 323.0050 275.0% 110.5489 28.3%

5 100.2698 5184262 417.0% 1256381 25.3%

6 113.2281 642 2883 467 3% 159.6093 41.0%

I 23.6463 253594 7.2% 247579 4.7%

2 51.6743 61.3881 18.8% 54.8264 6.1%

0.05 3 58.6464 74.0586 26.3% 70.7346 20.6%
4 86.1345 119.0037 38.2% 97.0029 12.6%

5 100.2698 129.5565 292% 1205243 20.2%

6 113.228] 1613451 42.5% 140.7968 24.3%

| 22.3759 23.1916 3.6% 23.0694 31%

2 47.1033 51.0342 8.3% 49.9394 6.0%

0.1 3 52.1096 58.8671 13.0% 58.2641 11.8%
4 74.1048 88.0555 18.8% 80.0712 8.1%

5 858021 95 6437 11.5% 93.8675 94%

6 93.1032 109.4624 17.6% 1079354 15.9%

Tabela 6.9 Parimetro adimensional de freqiiéncia A= wa’\/p/D para a placa quadrada

S-E-S-S (a/b=1.0) e malha de discretizagdo regular de (3x3) elementos.
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resultado
modo analitico

a’b=10 (malha 4 x 4)

t/a SER3x3 | erro | LAG3x3 | erro

[ 23,6463 32.5428 37.6% 24 7881 4.8%

2 51,6743 111.9305 116.6% 56.0211 8.4%

0.005 3 586464 1165572 98.7% 69.4556 18.4%
rl 86.1345 279.9788 225.0% 978714 13.6%

5 100.2698 300.8858 200.1% 121.4278 211%

6 113.2281 413.4458 265.1% 156.0506 37.8%

] 23 6463 ~ 26.938] 13.9% 24.7504 3.7%

2 51.6743 75 6483 36.4% 558753 8.1%

0.01 3 58.6464 816273 319.2% 69.0951 17 8%
3 86.1345 182.1859 T11.5% 97 3889 13.1%

5 100.2698 193.0508 92.5% 118.8197 18.5%

6 113.2281 221.1979 95.4% 1504801 32.9%

P—— —_——— e

1 73.6463 24.0166 1.6% 23.9350 1.2%

2 S1.6743 53.5853 3.7% 52.8010 2.2%

0.05 3 58.6464 62 6959 6.9% 62.2722 6.2%
2 86.1345 93.9315 9.1% 88.1258 2.3%

5 100.2698 110.3033 10.0% 107.9121 7.6%

6 113.2281 132.0536 16.6% 130.8596 15.6%

| 22.3750 22,6600 13% 22.6432 1.2%

2 47.1033 483446 2.6% 48.1897 2.3%

0.1 3 52.1096 543838 4.4% 542950 4.2%
3 74.1048 77.4732 4.5% 76.2506 2.9%

5 858021 02,1190 74% 91,6525 6.8%

6 93.1032 102.8971 10.5% 102.6574 10.3%

Tabela 6.10 Parametro adimensional de freqiéncia A= wa’,/p/D para a placa quadrada

S-E-S-S (a/b=1.0) e malha de discretizagdo regular de (4x4) elementos.

resultado a/b=1.0 (malha 5x 5)
t/a modo analitico SER3x3 | erTo | LAG3x3 _I erTo —
| 23.6463 26,2706 11.1% 24.3470 3.0%
2 51.6743 70 4886 36.4% 54.3442 5.2%
0.005 3 58.6464 74 8375 27 6% 649136 10.7%
4 86,1345 166.7364 93.6% 92 8351 7.8%
5 100.2698 1721428 71.7% 113.7760 13.5%
- 6 R e it i SRl2202 24.7%
B | 23.6463 24 8153 4.9% 24,3124 2.8%
2 51.6743 58.8352 13.9% 54.2104 4.9%
0.01 3 58.6464 67.2090 14.6% 64.6140 10.2%
4 86.1345 1247541 44 8% 92 4424 7.3%
5 100.2698 128.4613 28.1% 113.1410 12.8%
6 113.2281 148.0016 30.7% 139.8534 23.5%
1 23.6463 23.6446 0.0% 23.6262 -0.1%
2 51.6743 51.7875 0.2% 51.6149 -0.1%
0.05 3 58.6464 59 5408 1.5% 59.4530 1.4%
4 86.1345 86.3968 0.3% 85.2295 -1.1%
5 100.2698 102.6678 2.4% 102.1266 1.9%
6 113.2281 | 118.5823 4.7% | 18.3446_ 4.5%
1 223759 | 225084 | 06% | 22.5042 0.6%
2 47.1033 47.6359 1.1% 47.6009 1.1%
0.1 3 52.1096 53.1256 1.9% 53.1058 1.9%
4 74,1048 75.3250 1.6% 75.0702 1.3%
5 85.8021 88.6703 3.3% 88.5658 3.2%
6 93.1032 97.4035 4. 6% 97.3732 4.6%

Tabela 6.11

Parametro adimensional de freqiiéncia A= wa”./p/D para a placa quadrada

S-E-S-8 (a/b=1.0) e malha de discretizagdo regular de (5x5) elementos.
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t/a

0.005

0.05

0.1

resultado a/b=1.0 (malha 6 x 6)
modo analitico SER3x3 | erTo LAG3x3 €T
23.6463 24.7222 4.5% 24,1205 2.0%
51.6743 58.6309 13.5% 53.4806 3.5%
58.6464 65.6495 11.9% 62.7588 7.0%
86.1345 124.0293 44 0% 90.5027 5.1%
100.2698 125.7795 25.4% 109.3320 9.0%
113.2281 139.8002 23.5% 131.2659 15.9%
23 6463 24.2402 2.5% 24.0876 1.9%
51.6743 54.7795 6.0% 53.3538 3.3%
58.6464 63.2196 7.8% 62.4905 6.6%
86.1345 99.5632 15.6% 90.1515 4.7%
100.2698 113.3124 13.0% 108.7427 8.5%
113.2281 132.2067 16.8% 130.0661 14.9%
23.6463 23.4911 -0.7% 23.4855 -0.7%
51.6743 51.1224 -1.1% 51.0709 -1.2%
58 6464 58.2665 -0.6% 58.2410 -0.7%
86.1345 84.3079 -2.1% 83.9848 -2.5%
100.2698 99.5329 -0.7% 99.3704 -0.9%
113.2281 113.1545 -0.1% 113.0855 -0.1%
22.3759 22.4496 03% | 22.4483 0.3%
471033 47.3718 0.6% 47.3612 0.5%
52.1096 52.6445 1.0% 52.6385 1.0%
74.1048 74 6749 0.8% 746018 0.7%
85.8021 87.3072 1.8% 87.2765 1.7%
93.1032 95 3508 2.4% 95.3429 2.4%

=al LT B2 V) N Qm-l:-ww—-llc\u'h_am— o] b |wa o] —

Tabela 6.12 Parametro adimensional de freqiéncia A= wa’,/p/D para a placa quadrada

S-E-S-S (a/b=1.0) e malha de discretizagdo regular de (6x6) elementos.

resultado a/b=1.0 (malha 7 x 7)
t/a modo analitico SER3x3 | ErT0 | LAG3x3 erro
1 23.6463 24.2123 2.4% 23.9880 1.4%
2 51.6743 54.9550 6.3% 52.9756 2.5%
0.005 3 58.6464 62.5840 6.7% 61.5577 5.0%
L 86.1345 101.6571 18.0% 89.2147 3.6%
S 100.2698 112.7976 12.5% 106.7420 6.5%
6 113.2281 128.6200 13.6% 125.7941 11.1%
_ —— — —_——
| 23.6463 24.0125 1.5% 23.9563 1.3%
2 51.6743 53.3849 3.3% 52.8537 2.3%
0.01 3 58.6464 61.5645 5.0% 61.3085 4.5%
4 86.1345 92.1657 7.0% 88.8876 3.2%
5 100.2698 107.8944 7.6% 106.1868 5.9%
L 6 113.2281 125.3989 10.7% 124.7178 10.1%
1 23.6463 23.4159 -1.0% 23.4138 -1.0%
2 51.6743 508114 -1.7% 50.7925 -1.7%
0.05 3 58.6464 57.6492 -1.7% 57.6400 -1.7%
4 86.1345 83.4799 -3.1% 83.3670 -3.2%
S 100.2698 98 0254 -2.2% 07 9644 -2.3%
6 113.2281 110.5796 -2.3% 110.5423 -2.4%
1 22.3759 22.4229 0.2% 22,4224 0.2%
2 47.1033 47.2536 0.3% 47.2496 0.3%
0.1 3 52.1096 52.4267 0.6% 52.4246 0.6%
4 74.1048 74.4123 0.4% 74.3861 0.4%
5 85.8021 86.6842 1.0% 86.6715 1.0%
6 93.1032 94 4296 1.4% 94.4269 |.4%

Tabela 6.13 Parametro adimensional de freqiiéncia A= wa*,/p/D para a placa quadrada

S-E-S-S (a/b=1.0) e malha de discretizagdo regular de (7x7) elementos.
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As Figuras, a seguir, apresentam, para os dois elementos em analise (SER3x3 e
LAG3x3), os graficos das curvas de convergéncia para a placa quadrada S-E-S-S (a/b=1.0)
para as seis primeiras frequiéncias naturais e as diversas relagdes 1z entre a espessura e
dimensdo caracteristica; os graficos tém na ordenada o erro comparativamente aos resultados
obtidos nas referéncias [25] e [26] e na abscissa o numero total de elementos correspondentes

a cada malha de discretizagao.
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Figura 6.8 Curvas de convergéncia, para os dois elementos em analise (SER3x3 e LAG3x3),
para a placa quadrada S-E-S-S (a/6=1.0) com #a = 0.005 (placa fina), correspondentes as
primeira (a), segunda (b), terceira (c), quarta (d), quinta (e) e sexta (f) freqiiéncias naturais.
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Figura 6.9 Curvas de convergéncia, para os dois elementos em analise (SER3x3 e LAG3x3),
para a placa quadrada S-E-S-S (a/h=1.0) com #ua = 0.01 (placa fina), correspondentes as
primeira (a), segunda (b), terceira (c), quarta (d), quinta (e) e sexta (f) frequiéncias naturais.
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Curvas de convergéncia, para os dois elementos em analise (SER3x3 e
LAG3x3), para a placa quadrada S-E-S-S (a/6=1.0) com #/a = 0.05 (placa moderadamente
grossa), correspondentes as primeira (a), segunda (b), terceira (c), quarta (d), quinta (e) e
sexta (f) freqiiéncias naturais.
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Figura 6.11 Curvas de convergéncia, para os dois elementos em analise (SER3x3 e
LAG3x3), para a placa quadrada S-E-S-S (a/6=1.0) com #a = 0.1 (placa moderadamente
grossa), correspondentes as primeira (a), segunda (b), terceira (c), quarta (d), quinta (e) e
sexta (f) freqiiéncias naturais.
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A Figura 6.12 ilustra os seis primeiros modos de vibrar da placa quadrada S-E-S-S,

com #/a=0.005 e malha de discretizagao de ( 7x7) elementos, obtidos a partir do elemento da

familia Lagrangeana.

(e) | (f

Figura 6.12 Primeiro (a), segundo (b), terceiro (c), quarto (d), quinto (e) e sexto (f) modos
de vibrar da placa quadrada S-E-S-S, com #a=0.005 e¢ malha de discretizagdo de 7x7
elementos, obtidos a partir do elemento da familia Lagrangeana.
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Verifica-se, a partir das Tabelas 6.8 a 6.13 e das Figuras 6.8 a 6.11, que o elemento da
familia Lagrangeana apresenta um melhor desempenho que o elemento da familia Serendipity

para todas as relagdes #/a utilizadas, principalmente, para a situagio de placa fina (#/a < 0.05).

6.2.1.3 Placa quadrada E-E-E-E (a6 = 1.0)

Em fungdo da geometria e para se obter uma curva de convergéncia (Figuras 6.13 a
6.16), a placa foi modelada com seis malhas de discretizagdo de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 e 7x7
elementos. Foram calculadas as seis primeiras freqiiéncias naturais para os dois elementos em
analise ¢ esses resultados, comparados com os obtidos analiticamente por Leissa [25] para
t/a=0.005, /a=0.01 e #/a=0.05 e os obtidos por Dawe e Roufaeil [26] para t/a=0.1, como
mostram as Tabelas 6.14 a 6.19. Estas Tabelas apresentam, entdo, para cada relagdo #/a e para
cada modo (de 1 a 6) os resultados analiticos, obtidos nas referéncias [25] e [26] e os
resultados, obtidos para os elementos em andlise (SER3x3 e LAG3x3) e seus respectivos

€ITOS.
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resultado a/h=110 (malha 2 x2)

t/a modo ' analitico SER3x3 | erro LAG3x3 erro
| 35.9920 738.3297 1951.4% 737.3223 1948.6%
2 73.4130 1883 0348 2466.2% 1463.3643 1893.3%
0.005 3 73.4130 1883 9348 2466.2% 1463.3643 1893 3%
4 108.2700 2542.7322 2248 5% 1933.8678 1686.2%
5 131.6400 2542.7380 1831.6% 2490.5142 1791.9%
L 6 132.2400 {@.4] 16 __22]3.5% 2571.4700 1844 5%,
| 35.9920 3701116 928.3°T. 369.5922 926.9%
2 73.4130 9429757 1184.5% 733.4187 899 0%
0.01 3 73.4130 942.9757 1184.5% 733.4187 899.0%
4 108.2700 1271.3661 1074.3% 969.4443 795.4%
5 131.6400 1271.3690 865.8% 12452571 846.0%
_6 132.2400 - 1529.7058 1056.8% 1285.7350 872.3%
| 35.9920 79.6074 121.2% 79.3917 120.6%
2 73.4130 194.4098 164 8% 156.5044 113.2%
0.05 3 73.4130 194 4098 164.8% 156.5044 113.2%
4 108.2700 254.2731 134 9% 207.8218 91.9%
5 131.6400 254.2731 93.2% 249.0384 89.2%
_6 132.2400 305.9412 131.4% | 249.5131 88.7%
| 32,6735 46.4239 42.1% 46.1296 41.2%
2 62.4451 103.5581 65 8% 88.4839 41.7%
0.1 3 62 4451 103.5581 65 8% 88.4839 41.7%
4 87 8719 127.1366 44.7% 117.6789 33.9%
5 103,2321 127.1366 23.2% 124.5192 20.6%
6 104 8865 152.9704 45 8% 124.7566 18.9%

Tabela 6.14 Parametro adimensional de frequéncia A= wa’.,/ p/D para a placa quadrada

E-E-E-E (a/6=1.0) e malha de discretizagio regular de (2x2) elementos.

resultado a/h=1.0 (malha 3 x 3)
t'a modo analitico SER3x3 erro LAG3x3 erro

1 35.9920 307.9138 755.5% 47.8856 33.0%
2 73.4130 1048 6754 1328.5% 971.0023 1222.7%
0.005 3 73.4130 1048 6754 1328.5% 971.0023 1222.7%
4 108.2700 1421.7906 1213.2% 1372.7174 1167 9%
5 131.6400 1742.6550 1223 8% 1577.1250 1098 1%
- 6 132.2400 183 1_.&8 1285.1% 1577.7217 1093.1%
| 35.9920 157.5759 337.8% 47.5877 32.2%
2 73.4130 527.2624 618.2% 489 3605 566.6%
0.01 3 73.4130 527.2624 618.2% 489 3605 566.6%
4 108.2700 715.9395 561.3% 691.1179 538.3%
5 131.6400 877.2186 566.4% 795.4949 504.3%
6 132.2400 921.4426 596.8% 796.6385 502.4%

| —————— —— —
| 35.9920 47 4826 31.9% 41.7110 15.9%
2 73.4130 121.3787 65.3% 116.9316 59.3%
0.05 3 73.4130 121.3787 65.3% 116.9316 59.3%
4 108.2700 169 3848 56.4% 162.9426 50.5%
5 1316400 205.1118 55.8% 193.1175 46.7%
% 6 Iﬂﬂﬂ 212.9571 61.0% 195.4927 47 8%
] 32.6735 359859 10.1% 35.2141 7.8%
2 62.4451 76.0294 2]1.8% 74.8692 19.9%
0.1 3 62.4451 76.0294 21.8% 74.8692 19.9%
4 87.8719 107.1898 22.0% 102.8774 17.1%
5 103.2321 123.8924 20.0% 122.3761 18.5%
6 104 8865 126.0857 20.2% 123.4943 17.7%

Tabela 6.15  Parametro adimensional de freqiéncia A= wa’,/p/D para a placa quadrada

E-E-E-E (a/b=1.0) e malha de discretizagdo regular de (3x3) elementos.
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resultado a/b=1.0 (malha 4 x 4)

t/a modo aﬂco_ _SEEh} _I__crro LAG3x3 erro
1 35,9920 117.6402 226.9% 414418 15.1%
2 73.4130 351.3865 378.6% 100.2746 36.6%
0.005 3 73.4130 351.3865 3178.6% 100.2746 36.6%
4 108.2700 9011738 732.3% 152.6713 41.0%
5 131.6400 1442 4381 995.7% 1415.1094 975.0%
F 6 132.2400 1460.2998 1004.3% 14192153 973.2%
1 35.9920 68.1791 89.4% 41.2533 14.6%
2 734130 192.3818 162.1% 99.2170 35.1%
0.01 3 73.4130 192.3818 162.1% 99.2170 35.1%
4 108.2700 459.3094 324.2% 1504129 38.9%
5 131.6400 728.4667 453.4% 715.3196 443 4%
6 132.2400 737.4244 457 6% ?19.5808_ 444 1%
| 35.9920 38.5726 7.2% 37.6974 4. 7%
2 73.4130 84.6037 15.2% 81.6884 11.3%
0.05 3 73.4130 84.6037 15.2% 81.6884 11.3%
4 108.2700 131.2755 21.2% 117.8893 8.9%
5 131.6400 181.0609 37.5% 179.5286 36.4%
6 132.2400 183.1736 38.5% 180.9274 36.8%
1 32.6735 336105 2.9% 33 4995 2.5%
2 62.4451 66.3321 6.2% 65.9582 5.6%
0.1 3 62.4451 66.3321 6.2% 659582 5.6%
4 87.8719 94.1042 7.1% 92.0034 4.7%
5 103.2321 117.6105 13.9% 117.2169 13.5%
6 104 8865 119.2243 13.7% 118.5949 13.1%

Tabela 6.16 Parametro adimensional de freqiéncia A= maz‘} p/D para a placa quadrada
E-E-E-E (a/h=1.0) e malha de discretizagdo regular de (4x4) elementos.

| resultado ah=10 (malha 5x 5)
t/a modo analitico SER3x3 erro LAG3x3 erro
| — —
1 35.9920 62.5503 73.8% 392018 B.9%
2 73.4130 174.1455 137.2% 87.9015 19.7%
0.005 3 73.4130 174.1455 137.2% 87.9015 19.7%
4 108.2700 375.2649 246.6% 131.1659 21.1%
5 131.6400 378.4735 187.5% 185.6891 41.1%
6 132.2400 461.1196 ZM" _|85 9465_ _40__6% ]
1 35.9920 45 8919 27.5% 39.0453 8.5%
2 73.4130 114.0726 55.4% 87.1371 18.7%
0.01 3 73.4130 114.0726 55.4% 87.1371 18.7%
4 108.2700 242.0210 123.5% 129.7361 19 8%
_ 5 131.6400 242 8462 84.5% 182.8253 38.9%
6 132.2400 251.4594 90.2% 183.1166 318.5%
F 1 35.9920 36.5249 1.5% 36.3334 0.9%
2 73.4130 76.1042 3.7% 754063 2.7%
0.05 3 73.4130 76.1042 3.7% 75.4063 2.7%
4 108.2700 112.6138 4.0% 108.9752 0.7%
5 131.6400 142.2999 8.1% 140.9862 7.1%
6 132.2400 143.1431 2/0 141.8000 7.2% —1
1 32.6735 32.9883 1.0% 32.9640 0.9%
2 62.4451 63.8462 2.2% 63.7572 2.1%
0.1 3 62.4451 63 8462 2.2% 63.7572 2.1%
4 87.8719 80.7069 2.1% 891834 1.5%
5 103.2321 108.4554 5.1% 108.2886 4.9%
6 104 8865 109.5478 4.4% 109.3562 4.3%

Tabela 6.17 Parametro adimensional de frequéncia A= wa’\/p/D para a placa quadrada
E-E-E-E (a/h=1.0) e malha de discretizagio regular de (5x5) elementos.
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resultado a'b=1.0 (malha 6 x 6)
ta__| modo J_ analitico __SER3x3 | ero | LAG3x3 erro
| 35.9920 45.7784 27.2% 38.1216 5.9%
2 73.4130 112.6619 53.5% 82.6012 12.5%
0.005 3 73.4130 112.6619 53.5% 82.6012 12.5%
4 108.2700 233.7449 115.9% 122.5488 13.2%
5 131.6400 238.2466 81.0% 165.0656 25.4%
6 132.2400 2591400 96.0% 165.4772 25.1%
_ — — — —
| 35.9920 40.0302 11.2% 37.9804 5.5%
2 73,4130 90,2704 23.0% 81.9665 11.7%
0.01 3 734130 90.2704 23.0% 81.9665 11.7%
4 108.2700 164.6820 52.1% 121.4135 12.1%
5 131.6400 181.9323 38.2% 162.6305 23.5%
6 _f32.2400_ 182 6663 38.1% 163.0705 23.3%
- I 35.9920 35,7898 -0.6% 35.7336 -0.7%
2 73.4130 73.0811 -0.5% 72.8731 -0.7%
0.05 3 73.4130 73.0811 -0.5% 72.8731 -0.7%
4 108.2700 106.4670 -1.7% 105.3940 -2.7%
5 131.6400 132.2405 0.5% 131.8049 0.1%
6 132.2400 133.0296 0.6% 132.5911 0.3%
] 32.6735 32 7581 0.3% 32.7510 0.2%
2 62.4451 62.9411 0.8% 62.9147 0.8%
0.1 3 62.4451 62.9411 0.8% 62.9147 0.8%
4 87.8719 88.2523 0.4% 88.1006 0.3%
5 103.2321 105.4371 2.1% 105.3795 2.1%
6 104 8865 106.4762 1.5% 106.4599 1.5%

Tabela 6.18 Parametro adimensional de freqiiéncia A= wa’\[p/D para a placa quadrada
E-E-E-E (a/6=1.0) e malha de discretizagdo regular de (6x6) elementos.

resultado a/b=1.0 {(malha 7 x 7)
ta ‘ modo analitico SER3x3 erro LAG3x3 erro

| 35.9920 40.3737 2.2% 37.5094 4.2%

2 73.4130 91.1050 24.1% 79.7986 8.7%

0.005 3 73.4130 91.1050 24.1% 79.7986 8.7%
4 108.2700 174.7032 61.4% 118.1074 9.1%

5 131.6400 180.7460 37.3% 1541700 17.1%

6 132.2400 181.9831 37.6% 154 6485 16.9%

e TR B e R TR R R

1 35.9920 38.1147 5.9% 37.3776 3.8%

2 73.4130 82.2244 12.0% 79.2335 7.9%

0.01 3 73.4130 82.2244 12.0% 79.2335 7.9%
4 108 2700 133.0374 22.9% 117.1171 8.2%

5 131.6400 1591888 20.9% 152.1109 15.6%

6 132.2400 159.6578 20.7% 152.6097 15.4%

| 35.9920 35.4527 -1.5% 354324 -1.6%

2 73.4130 71.7220 -2.3% 71.6472 -2.4%

0.05 3 73,4130 71.7220 -2.3% 716472 -2.4%
4 108.2700 104.0397 -3.9% 103.6618 -4.3%

b) 131.6400 127.7676 -2.9% 127.6040 -3.1%

6 132.2400 128.5427 -2.8% 128.3781 -2.9%

I 32.6735 32.6553 -0.1% 32.6528 -0.1%

2 62.4451 62.5413 0.2% 62.5317 0.1%

0.1 3 62.4451 62.5413 0.2% 62.5317 0.1%
4 87.8719 87.6591 -0.2% §7.6030 -0.3%

5 103.2321 104.1204 0.9% 104.0909 0.8%

& 104 8865 105.1514 0.3% 105.1232 0.2%

Tabela 6.19 Parametro adimensional de freqiéncia A= wa’ VJP/D para a placa quadrada
E-E-E-E (a/b=1.0) e malha de discretizagio regular de (7x7) elementos.
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As Figuras, a seguir, apresentam, para os dois elementos em analise (SER3x3 e

LAG3x3), os graficos das curvas de convergéncia para a placa quadrada E-E-E-E (a/6=1.0)

para as seis primeiras freqiiéncias naturais e as diversas relagdes /a entre a espessura ¢

dimensdo caracteristica; os graficos tém na ordenada o erro comparativamente aos resultados

obtidos nas referéncias [25] e [26] e na abscissa o nimero total de elementos correspondentes

a cada malha de discretizagao.
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Figura 6.14 Curvas de convergéncia, para os dois elementos em analise (SER3x3 ¢
LAG3x3), para a placa quadrada E-E-E-E (a/h=1.0) com ta = 0.0l (placa fina),
correspondentes as primeira (a), segunda (b), terceira (), quarta (d), quinta (e) e sexta (f)
freqliéncias naturais.
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Curvas de convergéncia, para os dois elementos em analise (SER3x3 e
LAG3x3), para a placa quadrada E-E-E-E (a/h=1.0) com #a = 0.05 (placa moderadamente
grossa), correspondentes as primeira (a), segunda (b), terceira (c), quarta (d), quinta (e) e
sexta (f) freqliéncias naturais.
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Figura 6.16  Curvas de convergéncia, para os dois elementos em analise (SER3x3 e
LAG3x3), para a placa quadrada E-E-E-E (a/b=1.0) com #/a = 0.1 (placa moderadamente
grossa), correspondentes as primeira (a), segunda (b), terceira (c), quarta (d), quinta (e) e
sexta (f) freqliéncias naturais.
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A Figura 6.17 ilustra os seis primeiros modos de vibrar da placa quadrada E-E-E-E,

com #/a=0.005 e malha de discretizagao de (7x7) elementos, obtidos a partir do elemento da

familia Lagrangeana.

(e) ()

Figura 6.17 Primeiro (a), segundo (b), terceiro (c), quarto (d), quinto (e) e sexto (f) modos

de vibrar da placa quadrada E-E-E-E, com #4=0.005 e malha de discretizagao de 7x7

elementos, obtidos a partir do elemento da familia Lagrangeana
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Verifica-se, a partir das Tabelas 6.14 a 6.19 e das Figuras 6.13 a 6.16, que o elemento
da familia Lagrangeana apresenta um melhor desempenho que o elemento da familia
Serendipity para todas as relagdes #/a utilizadas, principalmente, para a situagio de placa fina
(/a < 0.05).

6.2.1.4 Placa retangular S-E-S-E (a/b = 1.5)

Em fungdo da geometria e para se obter uma curva de convergéncia (Figuras 6.18 a
6.21), a placa foi modelada com seis malhas de discretizagao de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 e 7x7
elementos. Foram calculadas as seis primeiras freqiiéncias naturais para os dois elementos em
analise e esses resultados, comparados com os obtidos analiticamente por Leissa [25], como
mostram as Tabelas 6.20 a 6.25. Estas Tabelas apresentam, entdo, para cada relagdo #/a e para
cada modo (de | a 6) os resultados analiticos, obtidos na referéncia [25] e os resultados,

obtidos para os elementos em analise (SER3x3 e LAG3x3) e seus respectivos erros.
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resultado a’b=15 (malha 2 x2)

t/a modo analitico SER3x3 erTo LAG3x3 erro
1 56.3481 816.4217 1348.9% 782.9330 1289 5%
2 78.9836 1944 7322 2362.2% 784.8921 893.7%
0.005 3 123.1719 2152.6683 1647.7% 2052.8301 1566.6%
4 146.2677 29259771 1900 4% 2054.1551 1304 4%
5 170.1112 3420.4031 1910.7% 2894.3771 1601.5%
6 189.1219 JSE\iGTS 1765.7% 29?&5;335 _ 1449 5%,
% | 56.3481 410.3833 628.3% 393.7669 598 8%
2 78.9836 973 1288 1132.1% 397.6353 403.4%
0.01 3 123.1719 1081.1509 777.8% 1031.5120 737.5%
L) 146.2677 1462.9875 900.2% 1034.1303 607.0%
5 170.1112 1711.9945 906.4% 14471886 750.7%
6 189.1219 1764.2191 832.8% 1468.576 1_ 676.5%
1 56.3481 "~ 94.0061 66.8% 912847 ]| 62.0%
2 789836 199.2406 152.3% 105.4042 33.5%
0.05 3 123.1719 2404133 95.2% 231.7408 88.1%
4 146.2677 292.5975 100.0% 241.3975 65.0%
5 170.1112 352.7241 107.3% 288.1772 69.4%
6 189.1219 352 8438 R6.6% 311.8957 64 9%
| 56.3481 58.7230 4.2% 57.7658 2.5%
2 78.9836 1055193 33.6% 74.3649 -5.8%
0.1 3 123.1719 138.8743 12.7% 135.3011 9.8%
4 146.2677 146.2988 0.0% 144 0886 -1.5%
5 170.1112 176.4219 3.7% 146.7262 -13.7%
[ 189.1219 187.6710 -0.8% 173.6233 -8.2%

Tabela 6.20 Parametro adimensional de frequéncia A= wa’./ p/D para a placa retangular
S-E-S-E (a/b=1.5) e malha de discretizagio regular de (2x2) elementos.

l l resultado a/b=1.5 (malha 3 x3)
t/a modo analitico ﬂ.‘!x} | erro | L:Agx.l erro
1 563481 146.4772 160.0% 72.5963 28.8%
2 78.9836 6506.0561 667.3% 98.5419 24.8%
0.005 3 123.1719 13093467 963.0% 1439061 16.8%
a 146.2677 1468.1209 903.7% 14583121 897.0%
5 170.1112 1695.2522 896.6% 1460.8996 758 8%
6 189.1219 2401 6099 1169.9% 14662834 | 6753%
| 563481 952498 69.0% ~ 718436 | 27.5%
2 78.9836 3105915 293.2% 97 6068 23.6%
0.01 3 123.1719 662 2606 437.7% 142 8061 15.9%
4 1462677 742.4565 307.6% 7376113 304.3%
5 1701112 858.1160 404.4% 742.6618 336.6%
6 189.1219 1221.1026 545.7% 7531188 298 2%
[ 56.348 61.0555 8.4% ~ 603051 7.0%
2 78.9836 95.1970 20.5% 83.2524 5.4%
0.05 3 123.1719 170.2350 38.2% 138.0757 12.1%
4 1462677 1881459 28.6% 187.3040 28.1%
5 170.1112 219.7887 29.2% 7023398 18.9%
3 189.1219 287.0984 52.3% 231.3446 22.3%
_ —— — ————— — e e —
1 56.3481 502598 -10.8% 501196 111%
2 78 9836 71.6001 9.3% 69.4190 12.1%
0.1 3 123.1719 115.9442 5.9% 110.7315 10.1%
3 146.2677 122.1296 16.5% 1218501 16.7%
5 1701112 142.6229 16.2% 136.2319 ~19.9%
6 189.1219 143.9992 -23.9% 1436133 24.1%

Tabela 6.21 Parametro adimensional de freqiiéncia A= wa’,/ p/D para a placa retangular
S-E-S-E (a/b=1.5) e malha de discretizagao regular de (3x3) elementos.
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resultado a/b=1.5 (malha 4 x 4)
ta modo analitico SER3x3 erro LAG3x3 erro

1 56.3481 77.0984 16.8% 63.8643 13.3%

2 78.9836 228.2326 189.0% 88.1295 11.6%

0.005 3 123.1719 2492207 102.3% 140.6623 14.2%
4 146.2677 590.5426 303.7% 202.9399 38.7%

5 170.1112 696.0165 30929, 2096392 23.2%

6 189.1219 975.0906 415.6% 226.9931 20.0%

—— ———— ———  — -,-———_________————'——————

| 56.3481 66.8398 18.6% 63.3567 12.4%

2 78.9836 135.5849 71.7% 87.5149 10.8%

0.01 3 123.1719 210.5385 70.9% 139.5538 13.3%
4 146.2677 316.9180 116.7% 198.5689 35.8%

5 170.1112 3884229 128.3% 208.4888 22.6%

6 189.1219 516.2522 173.0% 241.1304 27.5%

P ———

1 56.3481 56.3913 0.1% 56.2817 -0.1%

2 78.9836 79.9379 1.2% 78.2761 -0.9%

0.05 3 123.1719 133.8625 8.7% 126.8864 3.0%
4 146.2677 148.8032 1.7% 148.4934 1.5%

5 170.1112 173.7648 2.1% 168.0201 -1.2%

6 189.1219 203_8'& _? 8% 2027387 7.2%

[ 56,348 48 869 13.3% 48847 -13.3%

2 78.9836 67 7598 -14.2% 67 4639 -14.6%

0.1 3 123.1719 106.2731 -13.7% 105.1072 -14.7%
4 146.2677 113.3458 -22.5% 113.2792 -22.6%

5 170.1112 130.0007 -23.6% 128.7605 -24 3%

3} 189.1219 143.1218 -24 3% 142.9808 -24.4%

Tabela 6.22 Parametro adimensional de freqiiéncia A= wa’[p/D para a placa retangular
S-E-S-E (a/b=1.5) e malha de discretizagio regular de (4x4) elementos.

resultado a/h=1.5 (malha 5 x 5)
t/a modo analitico SER3x3 2rTo LAG3x3 erro

1 56.3481 63.7912 13.2% 60.7611 7.8%

2 78.9836 124.0263 57.0% 843801 6.8%

0.005 3 123.1719 187.4121 52.2% 137.7132 11.8%
4 146.2677 286.1993 95.7% 176.8557 20.9%

5 1701112 346 6687 103.8% 200.2268 17.7%

6 189.1219 422.0389 123.2% 230.1137 21.7%

i —_— e ]

1 56.348] 61.0963 8.4% 60.3373 7.1%

2 78.9836 95.0907 20.4% 83.8668 6.2%

0.01 3 123.1719 176.2534 43.1% 136.7137 11.0%
4 146 2677 183.9409 25.8% 173.6536 18.7%

5 170.1112 240.0828 41.1% 196.8247 15.7%

6 189.1219 343.9831 81.9% 227.9226 20.5%

[ 56,3481 55.0152 ~24% | 54.9901 -2.4%

P 78.9836 769078 -2.6% 76.5602 -3.1%

0.05 3 123.1719 122.6609 -0.4% 121.2431 -1.6%
4 146.2677 140.1909 -4.2% 140.1150 -4.2%

5 170.1112 161.497] -5.1% 160.1938 -5.8%

6 189.1219 195.9432 3.6% 192.3911 1.7%

] 56.3481 48 4749 -14.0% 48 4696 -14.0%

2 78.9836 66.9008 -15.3% 66.8359 -15.4%

0.1 3 123.1719 102.5431 -16.7% 102.3035 -16.9%
4 146.2677 111.0482 -24.1% 111.0317 -24.1%

5 170.1112 126.9970 -25.3% 126.7180 -25.5%

6 189.1219 143.0085 -24 4% 1429223 -24.4%

Tabela 6.23 Parametro adimensional de freqiiéncia A= o)az,}p/D para a placa retangular
S-E-S-E (a/b=1.5) e malha de discretizagdo regular de (5x5) elementos.
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resultado a’b=1.5 {malha 6 x 6)
t/a modo analitico SER3x3 erro LAG3x3 erro

I 563481 60,1672 68% | 59.2584 | 52%

2 78.9836 94,9695 20.2% §2.5530 35%

0.005 3 123.1719 168.5788 36.9% 132 7895 7.8%
2 1462677 182.5007 24.8% 165.5564 13.2%

5 170.1112 2363079 38.9% 188.9393 11.1%

6 189.1219 _343.6982 82.8% 218.6706 15.6%

[ 56,3481 59.1048 1.9% S8.8797 4.5%

2 78.9836 85.3180 8.0% 82.0925 3.9%

0.01 3 123.1719 145.6136 18.2% 131.8903 7 1%
3 146.2677 163.6618 11.9% 162.9245 11.4%

5 1701112 198.6006 16.7% 186.1741 9.4%

[ 1891219 | 2528R48 | 33.7% 2164122 14.4%

T 56348 54.4679 3.3% 54.4601 3.4%

2 78.9836 75.9241 3.9% 75.8231 4.0%

0.05 3 123.1719 119.0305 3.4% 118.6399 3.7%
2 146.2677 136.8928 -6.4% 136.8694 6.4%

5 170.1112 1575232 7.4% 157.1473 7.6%

6 189.1219 185.2960 2.0% 184.3355 2.5%

[ 56.3481 483273 _14.2% 48.3256 “14.2%

2 78.0836 66.6050 15.7% 66.5855 15.7%

0.1 3 123.1719 101.2107 17.8% 101.1426 17.9%
4 146.2677 110.1945 24.7% 110 1893 24.7%

5 170.1112 126.0263 25.0%, 125.0439 26.0%

3 189.1219 1427305 24.5% 1427465 24.5%

Tabela 6.24 Parametro adimensional de freqiiéncia A= ma?',/ p/D para a placa retangular

S-E-S-E (a/b=1.5) e malha de discretizagao regular de (6x6) elementos.

resultado ab=15 (malha 7x7)
t/a modo | analitico | SER3x3 | emo | LAG3x3 | erro

[ 56.3481 58.7378 ~42% | 584064 3.7%

2 78 9836 86.0256 8.9% 815144 3.2%

0.005 3 123.1719 148.0799 20.2% 129.9826 5.5%
2 146.2677 160.6344 9.8% 159.5704 9.1%

5 170.1112 2000119 17.6% 183.0312 76%

6 1891219 _257.1956 36.0% 210.1556 11.1%

[ 56.3481 " 58.1405 3.2% 58.0586 3.0%

2 78.9836 822214 41% 81.0874 27%

0.01 3 123.1719 133.8503 8 7% 1291484 199
] 146.2677 157.5272 77% 1572677 7.5%

5 170.1112 184.8690 8.7% 180.6199 6.2%

6 1891219 | 2205074 16.6% 208.0516 10.0%

e—— ———— —— —

[ 56348 542128 -3.8% 542099 3.8%

2 78.9836 75 4987 ~4.4% 754623 -4.5%

0.05 3 123.1719 117.4658 4.6% 1173303 4.7%
4 146.2677 135.3782 7.4% 135.3695 7.5%

5 1701112 155.8675 8.4% 155.7338 -8.5%

6 189.1219 180.3086 4.7% 179.9924 4.8%

i 56.3481 48.2619 -14.4% 48.2613 14.4%

2 78.9836 66.4774 15.8% 66.4702 -15.8%

0.1 3 1231719 100.6230 _18.3% 100.5007 18.3%
3 146.2677 109.8168 224.9% 109.8158 24.9%

5 170.1112 125.6274 26.1% 125.6369 26.1%

3 1891219 142.7086 24.5% 143.4997 24.1%

Tabela 6.25 Parametro adimensional de freqiiéncia A= maZ,/p/D para a placa retangular

S-E-S-E (a/h=1.5) e malha de discretizagio regular de (7x7) elementos.
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As Figuras, a seguir, apresentam, para os dois elementos em analise (SER3x3 e
LAG3x3), os graficos das curvas de convergéncia para a placa retangular S-E-S-E (a/b=1.5)
para as seis primeiras freqiiéncias naturais e as diversas relagdes #a entre a espessura e
dimensao caracteristica; os graficos tém na ordenada o erro comparativamente aos resultados

obtidos na referéncia [25] e na abscissa o numero total de elementos correspondentes a cada

malha de discretizagio.
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Figura 6.19  Curvas de convergéncia, para os dois elementos em anilise (SER3x3 e
LAG3x3), para a placa retangular S-E-S-E (a/b=1.5) com #a = 0.01 (placa fina),
correspondentes as primeira (a), segunda (b), terceira (c), quarta (d), quinta (e) e sexta (H
freqiiéncias naturais.
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Curvas de convergéncia, para os dois elementos em analise (SER3x3 e
LAG3x3), para a placa retangular S-E-S-E (a/b=1.5) com t/a = 0.05 (placa moderadamente
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Figura 6.21 Curvas de convergéncia, para os dois elementos em analise (SER3x3 e
LAG3x3), para a placa retangular S-E-S-E (a/b=1.5) com t/a = 0.1 (placa moderadamente
grossa), correspondentes as primeira (a), segunda (b), terceira (¢), quarta (d), quinta (e) e
sexta (f) freqiiéncias naturais.
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A Figura 6.22 ilustra os seis primeiros modos de vibrar da placa retangular S-E-S-E,

com #/a=0.005 e malha de discretizagdo de (7x7) elementos, obtidos a partir do elemento da
familia Lagrangeana.

() ()

Figura 6.22 Primeiro (a), segundo (b), terceiro (c), quarto (d), quinto (e) e sexto (f) modos

de vibrar da placa retangular S-E-S-E, com #2=0.005 e malha de discretizagdo de 7x7

elementos, obtidos a partir do elemento da familia Lagrangeana.
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Verifica-se, a partir das Tabelas 6.20 a 6.25 e das Figuras 6.18 a 6.21, que o elemento
da familia Lagrangeana apresenta um melhor desempenho que o elemento da familia
Serendipity, particularmente, para a situagdo de placa fina (#a < 0.05). Deve-se notar,
também, que o aumento do erro com o refinamento da malha, para o caso das placas
moderadamente grossas (#/a = 0.05 e #a=0.1), se da devido ao fato de se estar comparando
os resultados obtidos com aqueles da teoria classica [25]; infelizmente, ndo se tem na

literatura os resultados obtidos a partir da teoria de Mindlin [26].

6.2.1.5 Placa retangular E-E-E-L (a/b = 1.5)

Em fungio da geometria e para se obter uma curva de convergéncia (Figuras 6.23 a
6.26), a placa foi modelada com seis malhas de discretizagdo de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 ¢ 7x7
elementos. Foram calculadas as seis primeiras freqiiéncias naturais para os dois elementos em
analise e esses resultados, comparados com os obtidos analiticamente por Leissa [25], como
mostram as Tabelas 6.26 a 6.31. Estas Tabelas apresentam, entdo, para cada relagdo #/a e para
cada modo (de 1 a 6) os resultados analiticos, obtidos na referéncia [25] e os resultados,

obtidos para os elementos em analise (SER3x3 e LAG3x3) e seus respectivos erros.
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resultado a/h=1.5 (malha 2 x 2)
t/a modo analitico SER3x3 eITo LAG3Ix3 €ITo
| ——

| 26.7310 525.2730 1865.0% 5214753 1850.8%

2 659160 727.8226 1004 2% 529.9631 704.0%

0.005 3 66.2190 1395.2353 2007.0% 1367.3494 1964.9%

- 106.8000 1906.683R 1685.3% 1371.8954 1184.5%

5 125.4000 1992 9745 1489.3% 1568.2194 1150.6%

6 152.4800 2340.4056 1434 9% I_‘m_ﬁﬁi'?_ Mf‘n

| 26.7310 263.4839 885.7% 261.5591 878.5%

2 659160 369 2802 460.2% 277.7784 321.4%

0.01 3 66.2190 699.1537 955.8% 685.2986 934.9%

4 106.8000 961.2516 800.0% 6941299 549.9%

5 125.4000 996 4872 694.6% 793.3509 532.7%

6 152.4800 1170.2028 667 4% 9889328 548.6%

1 26.7310 57.4273 114.8% 57.0501 113.4%

2 65.9160 97.7370 48.3% 94.0811 42 7%

0.05 3 66.2190 148.52903 124.3% 146.1458 120.7%

4 106.8000 199.2974 86.6% 170.0056 59.2%

5 125.4000 232.0139 85.0% 197 7866 57.7%

6 152.4800 234 0406 53.5% 206.6781 35.5%

—_ —_—

1 26.7310 34,1312 27.7% 3130647 27.1%

2 659160 66.8014 1.3% 66.1767 0.4%

0.1 3 66.2190 83.3413 25.9% 824181 24 5%

4 106.8000 99.6487 -6.7% 98.8933 -7 4%

5 125.4000 117.0203 -6.7% 105.0274 -16.2%

6 152 4800 132.7962 -12.9% 139 53697 -8.5%

Tabela 6.26 Parametro adimensional de freqiiéncia A= maz,/ p/D para a placa retangular

E-E-E-L (a/b=1.5) e malha de discretizagZo regular de (2x2) elementos.

resultado a/b=1.5 (malha 3 x 3)
t/a modo analitico SER3x3 erro LAG3x3 erTo

! 26.7310 67.4350 152.3% 340174 27.3%

2 65.9160 335.4686 408.9% B0.5835 22.3%

0.005 3 66,2190 707 8818 969.0% 260.0171 292.7%
4 106.8000 971.8464 810.0% 970.6378 ROB 8%

5 125.4000 1049 6852 737.1% 976.2033 678.5%

6 152.4800 1586.8917 940.7% 10154917 566.0%

| 26.7310 44.4963 66.5% 33 8421 26.6%

2 65.9160 179.4820 172.3% 79.9700 21.3%

0.01 3 66.2190 406.0605 513.2% 2553358 285.6%
4 106.8000 488 6568 357.5% 487.7595 356.7%

5 125.4000 532.7190 324 8% 495.7702 295 4%

6 152.4800 799.7301 424.5% 560.5878 267.6%

| 26.7310 30.7093 14,9% 30.3105 13.4%

2 659160 73.0481 10.8% 69.4154 5.3%

0.05 3 66.2190 112.1450 69.4% 111.9521 69.1%
4 106.8000 140.9303 32.0% 136.2940 27.6%

5 125.4000 182.6191 45.6% 179.7028 43.3%

6 152.4800 191.3126 25.5% 190.3227 24.8%

_ ———— — —

| 267310 26.2855 -1.7% 26.1958 -2.0%

2 659160 588331 -10.7% 58.3199 -11.5%

0.1 3 66.2190 69.9014 5 6% 698110 5.4%
4 1068000 06.1355 -10.0% 94.3154 -11.7%

5 125.4000 98.1057 -21.8% 97.7361 -22.1%

6 152.4800 1199413 -21.3% 119.5088 -21.6%

Tabela 6.27 Parametro adimensional de freqiiéncia A= wa’,/p/D para a placa retangular

E-E-E-L (a/b=1.5) e malha de discretizagao regular de (3x3) elementos.
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resultado a/b=1.5 (malha 4 x 4)
t/a modo analitico SER3x3 erro LAG3x3 | erro
— E——— — —
] 26.7310 35.9278 34.4% 30.0930 12.6%
2 65.9160 115.6049 75.4% 73.1223 10.9%
0.005 3 66.2190 144 9687 118.9% 91.6465 38.4%
- 106.8000 375.4722 251.6% 135.4497 26.8%
5 125.4000 448.0647 257.3% 189.1870 50.9%
6 152 4800 719,5053 371.9% 245.4846 61.0%
e —— ————
| 26.7310 31.5942 18.2% 29.9653 12.1%
2 65.9160 05.2454 44 5% 72.6722 10.2%
0.01 3 66.2190 97.4990 47.2% 90.6890 37.0%
3 106.8000 245.2157 129.6% 133.8281 25.3%
5 125.4000 2474357 97.3% 186.5940 48.8%
6 152.4800 505.4573 231.5% 241.1886 58.2%
— —_— e —_— ———
I 26.7310 27.7884 4.0% 27.7015 3.6%
2 65.9160 66.0552 0.2% 65.4433 -0.7%
0.05 3 66.2190 74.9818 13.2% 74.6632 12.8%
- 106.8000 112.8936 5.7% 109.6832 2.7%
5 125.4000 153.5620 22.5% 152.1743 21.4%
6 152.4800 176.2137 15.6% 176.1102 15.5%
| 26.7310 25.0484 -6.3% 25.0171 -6.4%
2 659160 56.9494 -13.6% 56.8489 -13.8%
0.1 3 66.2190 60.3245 -8.9% 602418 -9.0%
4 106.8000 88.6937 -17.0% 88 1352 -17.5%
5 125.4000 97.6376 -22.1% 97.1777 -22.5%
6 152.4800 113.8992 -25.3% 113.8220 -25.4%

Tabela 6.28 Parametro adimensional de freqiiéncia A= wa’,/p/D para a placa retangular
E-E-E-L (a/b=1.5) e malha de discretizagdo regular de (4x4) elementos.

resultado a/b=1.5 (malha §x5)
t/a modo analitico SER3x3 | SrTo | LAG3x3 | erro

1 26.7310 30.1207 12.7% 28.6920 7.3%
2 659160 85.5554 29 8% 70.2674 6.6%
0.005 3 66.2190 89.9251 35.8% 79.9182 20.7%
4 106.8000 192.8401 80.6% 121.9133 14.2%
5 125.4000 220.6249 75.9% 173.4336 38.3%
6 152.4800 237.5102 55.8% 178.2328 16.9%

| —— ———— l"_==
I 26.7310 28.9748 8.4% 28.5788 6.9%
2 65.9160 75.3157 14.3% 69.8748 6.0%
0.01 3 66.2190 80.9328 22.2% 79.1924 19.6%
4 106.8000 150.8462 41.2% 120.7647 13.1%
5 1254000 179.9374 43.5% 171.3351 36.6%

6 152 4800 188.8926 23.9% 175.5149 15.1% —
| 26.7310 26.8473 0.4% 26.8103 0.3%
2 65.9160 64.1857 -2.6% 64.0320 -2.9%
0.05 3 66.2190 68.4971 3.4% 68.3734 3.3%
E 106.8000 104.8773 -1.8% 1041049 -2.5%
5 125.4000 135.7689 8.3% 135.5060 R.1%
6 152.4800 146.1610 -4. 1% 145.6982 -4 4%
1 26.7310 24.6613 -1.7% 24,6446 -7.8%
2 659160 56.3981 -14.4% 56.3672 -14.5%
0.1 3 66.2190 57.9768 -12.4% 57.9352 -12.5%
4 106.8000 86.5782 -18.9% 86.4209 -19.1%
5 125.4000 97 4845 -22.3% 97.0973 -22.6%
6 152.4800 104.2474 -31.6% 104.1785 -31.7%

Tabela 6.29 Parametro adimensional de freqiéncia A= maz,/p/D para a placa retangular
E-E-E-L (a/b=1.5) e malha de discretizagdo regular de (5x5) elementos.
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resultado a/b=1.5 (malha 6 x6)

t/a modo analitico SER3x3 | erro | LAG3x3 erTo
1 26.7310 28.4668 6.5% 28.0091 4.8%
2 65.9160 75.1573 14.0% 68.8261 4.4%
0.005 3 66.2190 76.7381 15.9% 74.8303 13.0%
4 106.8000 148.9660 39.5% 116.3009 8.9%
5 125.4000 162.8732 29.9% 158.1368 26.1%
6 152.4800 187.5581 23.0% 166.1625 9.0%
1 26.7310 28.0328 4.9% 27.9026 4.4%
2 65.9160 70.1580 6.4% 68.4635 3.9%
0.01 3 66.2190 74 8268 13.0% 74.2145 12.1%
4 106.8000 124.3460 16.4% 115.3367 8.0%
5 125.4000 157.4351 25.5% 155.7622 24.2%
6 _152.4800 170.0410 11.5% 164.3153 7.8%
B [ 2671310 26 4369 1.1% 264152 -1.2%
2 65.9160 63.4545 -3.7% 63.4023 -3.8%
0.05 3 66.2190 65.9049 -0.5% 658398 -0.6%
4 106.8000 102.0759 -4.4% 101.8336 -4.7%
5 125.4000 126.2240 0.7% 126.0836 0.5%
6 152.4800 143.2216 6.1% 143.0610 -6.2%
1 26.7310 24,5036 -8.3% 24 4933 -8.4%
2 65.9160 56.1806 -14.8% 56.1679 -14.8%
0.1 3 66.2190 57.0742 -13.8% 57.0499 -13.8%
-+ 106.8000 85.7968 -19.7% 85.7395 -19.7%
5 125.4000 97.1089 -22.6% 97.3579 -22.4%
6 152.4800 101.1254 -33.7% 101.0848 -33.7%

Tabela 6.30 Parametro adimensional de freqiéncia A= maz,/ p/D para a placa retangular

E-E-E-L (a/b=1.5) e malha de discretizagdo regular de (6x6) elementos.

resultado a’b=15 (malha 7x7)
t/a modo analitico SER3x3 | erro LAG3x3 €IT0
] 26.7310 27.7961 4.0% 276185 3.3%
2 65.9160 70.4254 6.8% 67.9866 3.1%
0.005 3 66.2190 72.9254 10.1% 72.1292 8.9%
4 106.8000 125.6128 17.6% 113.3522 6.1%
5 125.4000 1494492 19.2% 147.3801 17.5%
6 152 4800 170.3201 11.7% 162.1071 6.3%
—— —
1 26.7310 27.5717 3.1% 27.5166 2.9%
2 65.9160 68.2782 3.6% 67.6441 2.6%
0.01 3 66.2190 71.8290 8.5% 71.5735 8.1%
4 106.8000 1156947 8.3% 112.4822 5.3%
5 125.4000 146.1004 16.5% 1453442 15.9%
6 152.4800 162.6638 6.7% 160.4198 5.2%
I 26.7310 26.2292 -1.9% 26.2145 -1.9%
2 65.9160 63.1045 -4.3% 63.0820 -4.3%
0.05 3 66.2190 64.6529 -2.4% 646121 -2.4%
4 106.8000 100.8163 -5.6% 100.7198 -5.7%
5 125.4000 121.8449 -2.8% 121.7637 -2.9%
i 152.4800 142.0453 -6.8% 141.8330 -7.0%
H 26.7310 24 4288 -8.6% 24.5123 -8.3%
2 65.9160 56.0787 -14.9% 56.0723 -14.9%
0.1 3 66.2190 56.6605 -14.4% 56.6449 -14.5%
4 106.8000 85.4457 -20.0% 85.4193 -20.0%
5 125.4000 97 3759 -22.3% 97.0408 -22.6%
6 152.4800 99.7290 -34.6% 997030 -34.6%

Tabela 6.31 Parametro adimensional de freqiiéncia A= maz,/p/D para a placa retangular

E-E-E-L (a/b=1.5) e malha de discretizagao regular de (7x7) elementos.
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As Figuras, a seguir, apresentam, para os dois elementos em analise (SER3x3 e
LAG3x3), os graficos das curvas de convergéncia para a placa retangular E-E-E-L (a/b=1.5)
para as seis primeiras frequéncias naturais e as diversas relagdes #/a entre a espessura e
dimensdo caracteristica; os graficos tém na ordenada o erro comparativamente aos resultados
obtidos na referéncia [25] e na abscissa o numero total de elementos correspondentes a cada

malha de discretizagao.

8

50
s «={J=SER3x3 5 ] —{ }=—SER3x3
40 —O— LAG3x3 ] \ Qe LAG3X3
60 1
35 | ‘\
g 2% \
o 25 o 40 '
E s \
@ 20 \ ® 30 T 1
15 - C | \\ ;
10 |
5 ; “’”(?__ : 10 oM \D\
0 l_ + + + + 0 + +
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
numero de elementos numero de elementos
(a) (b)
60 —% 100 3
\ arenf e SER3X3 44 . am Jeee SER3X3
50 comef s LAG3X3 80 | E'I sl Qpoe LAG3X3
i 1 70 \\ 1 1
£ g N
o 30 o 50 - —
s ) : :
o \ o 40
20
N 30
20 1 - Ng
10 | | [ |
10 ‘\’CI%—- b |
0 | 0 4 ) + + +
10 15 20 25 30 35 40 45 50 10 15 20 25 30 35 40 45 50
numero de elementos numero de elementos
(c) (d)
100 Y 80 1
o0 \ ] Jem SER3X3 B e = SER3X3
80 | e LAG3X3 § e LAG3X3
= 60 —F i
70 N L .
— — m ! !
el I NS £ N ]
2 %0 h—_‘_-l("g'w N 2 = '
@ 40 ‘6“-“"(" @ 30 hY |
30 e, \ R
| 20 ' .
10 10 i‘ mm
0 . 0 ' '
10 15 20 25 30 35 40 45 50 10 15 20 25 30 35 40 45 50
numero de elementos numero de elementos
(e) )

Figura 6.23 Curvas de convergéncia, para os dois elementos em analise (SER3x3 e
LAG3x3), para a placa retangular E-E-E-L (a/h=1.5) com ta = 0.005 (placa fina),
correspondentes as primeira (a), segunda (b), terceira (c), quarta (d), quinta (e) e sexta (f)
frequéncias naturais.
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Figura 6.24
LAG3x3), para a placa retangular E-E-E-L (a/b=1.5) com ta
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Curvas de convergéncia, para os dois elementos em analise (SER3x3 e

0.01 (placa fina),

correspondentes as primeira (a), segunda (b), terceira (c), quarta (d), quinta (e) e sexta (f)
freqliéncias naturais.
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Figura 6.25  Curvas de convergéncia, para os dois elementos em analise (SER3x3 e
LAG3x3), para a placa retangular E-E-E-L (¢/h=1.5) com t/a = 0.05 (placa moderadamente
grossa), correspondentes as primeira (a), segunda (b), terceira (c), quarta (d), quinta (e) e
sexta (f) freqliéncias naturais.
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Figura 6.26  Curvas de convergéncia, para os dois elementos em analise (SER3x3 ¢
LAG3x3), para a placa retangular E-E-E-L (a/b=1.5) com #/a = 0.1 (placa moderadamente
grossa), correspondentes as primeira (a), segunda (b), terceira (c), quarta (d), quinta (e) e
sexta (f) frequéncias naturais.
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A Figura 6.27 ilustra os seis primeiros modos de vibrar da placa retangular E-E-E-L,
com #a=0.005 e malha de discretizagao de (7x7) elementos, obtidos a partir do elemento da

familia Lagrangeana.

(e) (f)

Figura 6.27 Primeiro (a), segundo (b), terceiro (c), quarto (d), quinto (e) e sexto (f) modos
de vibrar da placa retangular E-E-E-L, com #2=0.005 e malha de discretizagio de 7x7
elementos, obtidos a partir do elemento da familia Lagrangeana.
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Verifica-se. a partir das Tabelas 6.26 a 6.31 e das Figuras 6.23 a 6.26, que o elemento
da familia Lagrangeana apresenta um melhor desempenho que o elemento da familia
Serendipity, particularmente, para a situagdo de placa fina (#a < 0.05). Deve-se notar,
também, que o aumento do erro com o refinamento da malha, para o caso das placas
moderadamente grossas (#/a = 0.05 e #a=0.1), se da devido ao fato de se estar comparando
os resultados obtidos com aqueles da teoria cldssica [25]; infelizmente, ndo se tem na
literatura os resultados obtidos a partir da teoria de Mindlin [26].

6.2.2 Malha de discretizacdo distorcida

Na pratica raramente se encontram malhas “bem comportadas” e para avaliar as
caracteristicas dos elementos em analise quanto a sensibilidade a distor¢io de malha, foi
usada uma malha de discretizagdo distorcida (Figura 6.28) adaptada da proposta na
referéncia [27].

—~ (0.6 —=
[N 1
L ==~ Jo.7t
b . I .
i, (] ’ y
i .
I

L

Figura 6.28 Malha de discretizagdo distorcida: 2x2 (linhas principais) e 4x4 (linhas
secundarias).

6.2.2.1 Placa quadrada S-E-S-S (a/b = 1.0)

Em func¢do da geometria e para se obter uma curva de convergéncia (Figuras 6.29 a
6.32), a placa foi modelada com seis malhas de discretizagdo de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 e 7x7
elementos. Foram calculadas as seis primeiras freqii€éncias naturais para os dois elementos em
analise e esses resultados, comparados com os obtidos analiticamente por Leissa [25] para
/a=0.005, #/a=0.01 e /a=0.05 e os obtidos por Dawe e Roufaeil [26] para t/a=0.1, como
mostram as Tabelas 6.32 a 6.37. Estas Tabelas apresentam, entéo, para cada relagdo #a e para
cada modo (de 1 a 6) os resultados analiticos, obtidos nas referéncias [25] e [26] e os
resultados, obtidos para os elementos em andlise (SER3x3 e LAG3x3) e seus respectivos
CITOS.
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resultado a/b=1.0 {(malha 2x2)
t/a modo | analitico SER3x3 | erro | LAG3x3 erro

| 23.6463 389.2301 1546 1% 451607 | 91.0%

2 516743 1067.9742 1966.7% 135.0803 1614%

0.005 3 58 6464 1179.2567 1910.8% 504.0479 14415%
4 86.1345 2544 8711 2854 5% 1023.5677 1088 3%

5 100 2698 2582 8164 2475.9% 2503 8438 2397.1%

6 1132281 31164 7764 2695 0% 2501 0210 2188 3%

| 23.6463 195 8379 728.2% 339816 131.7%

2 51.6743 $36.0280 937.3% 85 6966 65.8%

0.01 3 58.6464 591.4204 908 5% 4564256 678.3%
3 86.1345 1272 3982 1377.2% 516.0227 499.1%

5 100.2698 1291 4082 1187.9% 12510219 1148 6%

6 113.2281 1582.3882 1297.5% 12955105 1044 2%

[ 23 6463 45.9475 94.3% 278717 17.9%

2 51,6743 1185878 129.5% 58.7703 13.7%

0.05 3 58 6464 128 8865 119.8% 109.2927 86.4%
2 86.1345 254.4544 195.4% 130.3228 S1.3%

5 100.2608 258.2812 157.6% 2503742 149.7%

[3 1132281 316.4760 179.5% 253.7546 124 1%

[ 22.3759 30.1120 14.6% 249319 11.4%

2 471033 71 2807 513% 520428 10.9%

0.1 3 52.1096 766302 a71% 693713 3.1%
3 74.1048 127.2272 71.7% 90.9098 22.7%

5 85.8021 129.1406 50.5% 125.1871 45.9%

6 93.1032 1582380 70.0% 126.8773 36.3%

Tabela 6.32 Parametro adimensional de fregiiéncia A= maz\’f p/D para a placa quadrada

S-E-S-S (a/b=1.0) e malha de discretizagdo distorcida de (2x2) elementos.

resultado a/b=10 (malha 3 x 3)

t/a modo analitico SER3x3 EIT0 LAG3x3 erro
1 23.6463 68.2401 188 6% 31.2399 32.1%
2 51.6743 342.6465 563.1% 73.5990 42.4%
0.005 3 58.6464 356 0693 507.1% 117.9850 101.2%
4 86.1345 635.3542 637.6% 1457112 69.2%
5 100.2698 11053414 1002.4% 171.9998 71.5%
6 113.2281 1233.7344 989.6% 2430614 114.7%
| 23.6463 42,4080 79.3% 29.3787 24.2%
2 51.6743 176.8205 248.0% 6d 7142 25.2%
0.01 3 58.6464 198.9545 239.2% 109 6361 86.9%
4 86.1345 335.7092 289.7% 133.2099 54.7%
5 100 2698 558.1980 456.7% 146.5927 46.2%
6 113.2281 623.7441 450.9% 204 4597 R0.6%
R S BT TN B
2 516743 63.9433 23.7% 56.1243 8.6%
0.05 3 58 6464 27 8648 49 8% 83.9856 43.2%
4 861345 133.6515 55.2% 104.6899 21.5%
5 100 2698 139 8457 30 5% 121.8110 21.5%
6 113.2281 1638803 44 7% 156.9750 318.6%
| 22.3759 24,4456 9.2% 24.1955 8.1%
2 47.1033 519189 10.2% 50.1587 6.5%
01 3 52,1096 63.2429 21.4% 62.3399 19.6%
4 74.1048 93.6311 26.3% 82.6234 11.5%
5 §5.8021 105.7030 23.2% 101 6321 18 4%
6 93.1032 114.5403 23.0% 1119079 20.2%

Tabela 6.33 Parametro adimensional de freqiiéncia A=
S-E-S-S (a/b=1.0) e malha de discretizagao distorcida de (3x3) elementos.
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resultado a/b=1.0 (malha 4 x 4)
t/a modo analitico ___SER3x3 erro | LAG3x3 _]_ emo_

i 23.6463 34.2797 35.0% 252580 6.8%

2 S1.6743 117 5897 127.6% 596171 15.4%

0.005 3 SR 6464 126.4312 115.6% 738125 25.9%
3 86.1345 3081337 357.7% 105.5304 22 59,

5 100.2698 3594975 258.5% 128.4952 28.1%

6 113.228] 3095425 261.7% 155.8225 37.6%

l 33.6463 28.1097 18.9% 24 9044 S.3%

2 51.6743 79.2323 $3.3% 57.6722 11.6%

0.01 3 586464 86.8400 48.1% 70.6626 20.5%
2 86.1345 193 5499 12479 1019616 18.4%

5 100.2698 2152411 114.7% 1231404 22 8%

3 1132281 225.5686 9927, 148.0512 30.8%

r 23.6463 24.1595 2.2% 23.0388 " 1.2%

2 S1.6743 54.5031 5 50, 534148 34%

0.05 3 58.6464 63.6673 8.6% 62.5139 6.6%
4 86.1345 96.9090 2.5% §9.9541 3.4%

5 100.2698 112.8927 12.6% 108.2324 7.9%

3 1132281 129.2592 14.2% 125.0904 10.5%

i 223759 | 227066 1.5% | 226472 1.2%

2 47,1033 487818 36% 48.4850 2.9%

01 3 52109 54 8464 53% 544759 4.5%
3 74.1048 79.2237 6 9% 772164 4.2%

5 85.8021 93.1596 8.6% 91.8693 7 1%

6 93 1032 1023577 9.9, 101.1799 8.7%

Tabela 6.34 Parimetro adimensional de fregiiéncia A= wa’,/p/D para a placa quadrada
S-E-S-S (a/b=1.0) e malha de discretizagdo distorcida de (4x4) elementos.

resultado a’/b =10 (malha 5x3)
t/a modo analitico SER3x3 erro LAG3x3 erro
1 23.6463 27.0829 14.5% 24 7896 4.8%
2 51.6743 75.1654 45.5% 56.0718 8.5%
0.005 3 58.6464 79.5476 35.6% 67.3542 14.8%
4 86.1345 176.0223 104.4% 97.0834 12.7%
) 100.2698 202.4524 101.9% 120.0275 19.7%
6 113.2281 206.5001 82.4% 114.1394 27.3%
1 23.6463 25.3709 7.3% 24.6230 4.1%
2 51.6743 61.2916 18.6% 55.3127 7.0%
0.01 3 58.6464 69.7540 18.9% 65.9895 12.5%
- 861345 130.7455 51.8% 95.6746 11.1%
5 100.2698 1358188 35.5% 117.4151 17.1%
6 | ]w_ M 4'58L 139.1573 Z'Z_.QL_
| 23.6463 23.8253 0.8% 23.7802 0.6%
2 51.6743 52.3606 1.3% 52.0652 0.8%
0.05 3 58.6464 60.2492 2.7% 60.0015 2.3%
4 B6.1345 28 3094 2.5% 86.5525 0.5%
5 100.2698 105.0298 4.7% 103.9377 3. 7%
6 113.2281 119.9086 5.9% 119.1160 5.2% —
. 223759 22.5795_ 09% | 225685 | 0%
2 47.1033 47 8734 1.6% 47.7931 1.5%
0.1 3 52.1096 53.4027 2.5% 53.3382 2.4%
4 74 1048 76.0647 2.6% 755953 2.0%
5 85 8021 80 6665 4.5% 89.3593 4.1%
6 93,1032 99.0833 6.4% 98.8547 6.2%

Tabela 6.35 Parametro adimensional de freqiiéncia A= wa’,/p/D para a placa quadrada
S-E-S-S (a/b=1.0) e malha de discretizagdo distorcida de (5x5) elementos.
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resultado a/b=1.0 (malha 6 x 6)

rf'u_ nﬂdo analitico SER3x3 erro LAG3x3 erro
| 1 23.6463 25.3470 7.2% 24.1932 2.3%
2 51.6743 50 7460 17 6% 542571 5 0%
0005 3 S8 6464 68.5569 16.9% 634295 8.2%
4 86.1345 127.1887 47 7% 92.5000 7 4%
3 100.2698 135 4531 35.1% 112.1164 11.8%
[ 1132281 152.4397 34.6% 133.5358 17.9%
B T 1 T 23.6463 24.4987 | 36% 24.1162 20%
2 516743 $5.8771 8.1% 53.8790 4.3%
0.01 3 58.6464 64.6752 10.3% 627896 71%
3 861345 102.7582 19.3% 91,6760 6.4%
S 100.2698 117.7355 17.4% 110.2792 10%
6 ___ 1132081 | 1368785 _ 20.9% 1308329 | 155%
[ 23 6463 23.5017 -0.6% " 23.4835 0.7%
2 S1.6743 51.3479 0.6% 512507 0.8%
0.05 3 58.6464 58.4309 0.4% 58.3082 0.6%
] 86 1345 852256 1% 84.5443 1 8%
5 1002698 100.1528 20.1% 99.7788 0.5%
6 113.2281 113.5206 __03% 113.1766 0.0%
I 223759 224532 0.3% 22.4487 0.3%
2 47.1033 474578 0.8% 474329 0.7%
0.1 3 52,1096 527161 2% 52 6842 1%
2 741048 75 0332 1 3% 74 8456 1.0%
5 85 8021 875469 2.0% 874514 1.9%
3 93.1032 95.5727 2.7% 954715 2.5%

Tabela 6.36 Parametro adimensional de freqiiéncia A= o)az,/ p/D para a placa quadrada
S-E-S-S (a/b=1.0) e malha de discretizagao distorcida de (6x6) elementos.

resultado a/b=1.0 (malha 7 x 7)
t/a modo anaiitg:.l_ __SER3J(3 erro LAG3x3 erro

1| 236463 ~ 245135 3.7% 24.0983 1.9%

7) 516743 56 1338 8 6% 53.5000 3.5%

0.005 3 58.6464 640431 927, 62.0790 5.9%
3 86 1345 104 7207 21.6% 90.7272 53%

5 100.2698 117.6115 17.3% 108.7373 8.4%

6 113.2281 1350221 | 193% 1285060 | 13.5%

] 23.6463 241710 2.2% ~ 24.0403 | 1.7%

2 516743 54,0445 1 6% 532502 30%

0.01 3 58 6464 62.3160 6.3% 61.6467 51%
] 86.1345 94.4430 9.6% 90.1374 1.6%

5 100 2698 1105648 10.3% 107.5328 7 2%

6 132281 | 1287822 | 13.7% __1265325 | T18%

I__ 23.6463 234486 | 0.8% 234432 | -09%

2 51 6743 509522 1.4% 50.0178 1.5%

0.05 3 58 6464 577711 15% 57.7408 1.5%
4 86.1345 83.0639 259, 83.7616 2.8%

5 100.2698 98 4888 8% 98.3470 1.9%

6 113.2281 111.1705 18% 111.0607 1.9%

] 22.3759 22.4338 0.3% 22.4325 0.3%

2 47.1033 473013 0.4% 472926 0.4%

0.1 3 521096 52.4606 0.7% 52.4620 0.7%
] 74.104% 74.5750 0.6% 745225 0.6%

5 858021 86 8446 1 2% 86,8088 12%

3 93.1032 94.6205 1.6% 94501 | 1.6%

Tabela 6.37 Parametro adimensional de freqiéncia A= wa’ ./ p/D para a placa quadrada
S-E-S-S (a/b=1.0) e malha de discretizagdo distorcida de (7x7) elementos.
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As Figuras, a seguir, apresentam, para os dois elementos em analise (SER3x3 e
LAG3x3), os graficos das curvas de convergéncia para a placa quadrada S-E-S-S (a/b=1.0)
para as seis primeiras freqiiéncias naturais e as diversas relacoes #/a entre a espessura e
dimensdo caracteristica; os graficos tém na ordenada o erro comparativamente aos resultados
obtidos nas referéncias [25] e [26] e na abscissa o numero total de elementos correspondentes

a cada malha de discretizagdo.
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Curvas de convergéncia, para os dois elementos em andlise (SER3x3 e
LAG3x3), para a placa quadrada S-E-S-S (a/h=1.0) com #a = 0.005 (placa fina),
correspondentes as primeira (a), segunda (b), terceira (c), quarta (d), quinta (e) e sexta (f)

freqliéncias naturais.
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Figura 6.30 Curvas de convergéncia, para os dois elementos em analise (SER3x3 e
LAG3x3), para a placa quadrada S-E-S-S° (a/b=1.0) com ra = 0.0l (placa fina),
correspondentes as primeira (a), segunda (b), terceira (c), quarta (d), quinta (e) e sexta (f)
freqiiéncias naturais.
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Figura 6.31 Curvas de convergéncia, para os dois elementos em analise (SER3x3 e
LAG3x3), para a placa quadrada S-E-S-S (a/b=1.0) com #/a = 0.05 (placa moderadamente
grossa), correspondentes as primeira (a), segunda (b), terceira (c), quarta (d), quinta (e) e
sexta (f) frequéncias naturais.
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Figura 6.32  Curvas de convergéncia, para os dois elementos em anilise (SER3x3 e
LAG3x3), para a placa quadrada S-E-S-S (a/h=1.0) com t/a = 0.1 (placa moderadamente
grossa), correspondentes as primeira (a), segunda (b), terceira (c), quarta (d), quinta (e) e
sexta (f) frequéncias naturais.
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Verifica-se, a partir das Tabelas 6.32 a 6.37 e das Figuras 6.29 a 6.32, que o elemento
da familia Lagrangeana apresenta um melhor desempenho que o elemento da familia
Serendipity para todas as relagdes #/a utilizadas, principalmente, para a situagdo de placa fina
(a < 0.05). Nota-se, também, que a distor¢io na malha de discretizagdo afeta
proporcionalmente os dois elementos, em comparagio com os resultados obtidos para a placa
quadrada S-E-S-S com malha regular (Item 6.2.1.2), mas, mesmo assim, a convergéncia para a

solugdo exata é mantida.

6.2.2.2 Placa quadrada S-E-S-L (a/b = 1.0)

Em fungdo da geometria e para se obter uma curva de convergéncia (Figuras 6.33 a
6.36), a placa foi modelada com seis malhas de discretizagdo de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5. 6x6 e 7x7
elementos. Foram calculadas as seis primeiras freqiiéncias naturais para os dois elementos em
analise e esses resultados, comparados com os obtidos analiticamente por Leissa [25] para
t/a=0.005, #/a=0.01 e #/a=0.05 e os obtidos por Dawe e Roufaeil [26] para t/a=0.1, como
mostram as Tabelas 6.38 a 6.43. Estas Tabelas apresentam, entio, para cada relagédo #/a e para
cada modo (de 1 a 6) os resultados analiticos, obtidos nas referéncias [25] e [26] e os
resultados, obtidos para os elementos em analise (SER3x3 e LAG3x3) e seus respectivos

CITos.
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resultado a/b=1.0 (malha 2x2)
| t/a modo analitico SER3x3 [ erro__ | _LAG3x3 _l ermo_
[ 12.6874 | 24.8413 05 8%, 16,1623 27.4%
] 33.0651 189.0562 171.8% 50 0488 81.3%
0.005 3 41.7019 352 6202 985.4% 78,4148 §8.0%
2 630148 1183.0345 1777 4% 1763630 179.9%
5 72.3976 1392.3942 1823.3% 964.7357 1232.6%
6 90.6114 1639.3894_ 1709 3%, 11042782 1118.7%
| 12,6874 17.7871 30.2% 15.0199 18.4%
2 33.0651 103.3215 212.5% 502122 51.9%
0.01 3 41.7019 228 8022 348 7% $8.0579 39.2%
3 53.0148 5048350 R44.0% 112.8908 79.1%
5 72.3976 697.789 863.8% 487.9037 573.9%
6 906114 8196946 304.6% 5574483 | S152%
_ 1 126874 143141 12.8% 14.0868 11.0%
2 33.0651 502766 52.1% 24139 28.3%
0.05 3 317019 58.2412 39.7% 176278 14.2%
4 63.0148 137.3255 117.9% 755320 19.9%
5 72,3976 148.9611 105 8% 1212372 67.5%
4 0 0,
6 90.6114 163 9389 80.9% 1453353 604% |
] 12.3636 13.4156 R 5% 13.2896 7.5%
2 30.6462 39.8460 30.0% 36,0358 17.6%
0.1 3 38.9354 34.7749 15.0% 337558 12.4%
4 56.2317 81.9694 45 8% 63.9383 13.7%
5 629714 853619 35.6% 80.1325 27.3%
6 79.0108 87.0546 10.2% 80.7917 2.3%

Tabela 6.38 Parametro adimensional de freqiiéncia A= wa”./p/D para a placa quadrada
S-E-S-L (a/b=1.0) e malha de discretizagdo distorcida de (2x2) elementos.

resultado a/b=10 (malha 3 x 3)

t/a modo analitico SER3x3 | erro | LAG3x3_ | erro
] 12.6874 17.8150 40.4%, 14.1075 11.2%
2 330651 998433 202.0% 357743 38.4%
0.005 3 41,7019 103 4950 148 2% 556581 33.5%
] 63.0148 207 0558 228.6% 049510 50.7%
5 72.3976 386.3761 433.7% 1212849 67.5%
6 90,6114 452.3553 399.2% 168.3972 85 8%
[ 126874 153176 20.7% 13.8255 9.0%
2 33.0651 63.3703 91.7% 43,6984 32.2%
0.01 3 417019 72.7815 74.5% 50.7498 21.7%
4 63.0148 140 9849 123.7% 82.0678 30.2%
5 72.3976 2290141 216.3% 117.4438 62.2%

B 0, = ay
6 906114 2404624 165 4-'/0 160. nfm %
] 12.6374 13.5306 6.6% 13.3622 5.3%
2 33.0651 302207 21.6% 39.0820 18.2%
0.05 3 41.7019 47.4375 13.8% 45 4821 9 1%
3 530148 70.2597 25 8% 697094 10.6%
5 72.3976 107.9896 49.2% 106.5613 37.2%
3 906114 | 1115021 23.1% 109.0797 20.4%
[ 12.3636 12.8030 3.6% 12.7377 30%
2 306462 34.2040 116% 33.9074 10.6%
01 3 38.9354 11.9557 7 8% 413573 6 2%
3 562317 624134 11.0% 60,2153 7 1%
5 62.9714 76.5573 21 6% 757119 202%
6 79.0108 707245 0.9% 703571 0.4%

Tabela 6.39 Parametro adimensional de freqiiéncia A= (na",#p/ D para a placa quadrada
S-E-S-L (a/b=1.0) e malha de discretizagdo distorcida de (3x3) elementos.
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, resultado a/h=1.0 (malha 4 x 4)
t/a modo ﬂl'mco . b_lﬁd | eITo | _L_,AG3i3=_ | _=c_rro ]
: 12.6874 13.8069 %.8% 13.1967 0% |
2 33.0651 16.0680 12.0% 35 6461 7 8%
0.005 3 317019 521254 25.0% 47.9422 15.0%
3 630148 123.5327 96.0% 72.5442 151%
5 72.3976 1457340 101 3% 95.8769 32.4%
6 906114 165.3503 82.5% 112.553] 24.2%
—_ — —
1 12.6874 13.3686 5.4% 13.1152 3.4%
2 33.0651 393447 19.0% 35.0986 6.1%
0.01 3 41,7019 48.7556 16.9% 47.1376 13.0%
) 63.0148 101.9265 61.8% 70.2368 11.5%
5 72.3976 1074178 18.4% 90.6320 25.2%
6 906114 115.1196 27.0% 110.9197 22.4%
_ mmm 0 e —— — ———
| 12.6874 12.8469 1.3% 12.8205 1.0%
2 33.0651 33.7055 1.9% 33.3807 1.0%
0.05 3 41.7019 44.1505 5.9% 3439927 5.5%
3 630148 66.3929 5.4% 64.5803 2.5%
5 72.3976 78.9723 9.1% 77.9477 77%
3 90,6114 99 9858 103% 992832 96%
e 1 23636 ] 124000 — 0% — 123953 | 03%
2 30.6462 31.0757 4% 30.9851 1%
0.1 3 38.9354 202439 3.4% 40,1954 3.2%
4 $6.2317 58.1536 3.4% 57.6465 2.5%
5 62.9714 66.7016 5.9% 66.3799 5.4%
6 79.0108 792744 0.3% 79.0225 0.0%

Tabela 6.40 Parametro adimensional de freqiiéncia A= waz,/ p/D para a placa quadrada
S-E-S-L (a/6=1.0) e malha de discretizagdo distorcida de (4x4) elementos.

resultado a/b=10 (malha 5x5)
t/a modo analitico __SER3x3 _J_erm _L_AGhS_I emo |

[ 12.6874 13.3716 5.4% 13.0020 2.5%

2 33.0651 383616 16.0% 35.0614 6.0%

0.005 3 417019 180621 15.3% 45.0360 8 0%
3 63 0148 97,1594 5429, 68.5103 87%

5 72.3976 1012117 39 8% §5.1294 17.6%

6 90.6114 114 6849 26.6% 1083320 _ 19.6%

| 126874 13.1057 3.3% 12,9658 "2.2%

2 33.0651 358566 8.4% 347751 52%

0.01 3 41,7019 45 8583 10% 44,6808 7 1%
] 63.0148 774333 22 0%, 67.6503 7.4%

5 72.3976 87.7832 21.3% 83.0077 13.7%

6 90,6114 1094427 | 208% | 1060874 _ 18.1%

] 12.6874 12.7196 0.3% 127001 02%

2 33.0651 33,2203 0.5% 33.1514 0.3%

0.05 3 21,7019 123619 T 6% 422908 1 4%
3 63.0148 63.5341 08% 630016 0.0%

5 72.3976 74.5785 3.0% 742605 2 6%

6 906114 95 2346 S 1% 94.9425 48%

| —— — e —— —— e ——— —— e —]

[ 12.3636 123281 0.3% 12.3253 0.3%

2 30,6462 30.8194 0.6% 30.8018 0.5%

0.1 3 389354 39.2053 0.9% 392767 0.9%
3 56.2317 56.8913 1.2% 56.7404 0.9%

5 629714 64.7221 2.8% 64.6347 2.6%

3 79.0108 79 0ROR 1% 78.8856 02%

Tabela 6.41 Parametro adimensional de freqiiéncia = wa’,/p/D para a placa quadrada
S-E-S-L (a/b=1.0) e malha de discretizacio distorcida de (5x5) elementos.
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resuliado ah=10 {(malha 6x6)

Lf"a modo analitico SER3x3 | erro ] LAG3x3 | ___emo
T 12.6874 13.0138 2.6% 12.8806 15%
2 33.0651 35 6207 77% 33.9737 2.7%
0005 3 317019 448772 7.6% 44,0202 5 6%
3 53.0148 76 4088 313% 66.2553 S 1%
5 72.3976 §5.2746 17.8% 78 8920 9.0%
| 6| 90,6114 104 2482 15.0% 1018059 | 12.4%
- [ 12.6874 12.9073 1.7% 12.8580 | 13%
2 33.0651 34.4157 41% 33 8426 2.4%
0.01 3 41.7019 44 1544 5.9% 43 8188 5 1%
4 63.0148 69 0676 9.6% 657707 4.4%
5 72.3976 802707 10.9% 779785 7.7%
6 906114 101.9941 12.6% 007669 | 112%
] 12.6874 12,6440 0.3% 12.6414 "0.4%
2 33.0651 32,6441 1.3% 32.6151 1.4%
0.05 3 417019 41.7884 02% 41,7681 0.2%
4 63.0148 62.1437 4% 61.9734 1%
5 72.3976 71.7579 20.9% 71 6022 1%
6 90 6114 913573 0.8% 912442 _ —0.7%
[ 12.3636 12.2967 0.5% 12.2961 0.5%
2 30.6462 30,5988 0.2% 305915 20.2%
0.1 3 38.9354 39,0391 0.3% 39.0335 0.3%
3 56.2317 563692 0.2% 563232 0.2%
5 62.9714 63.6324 1.0% 63.5904 T.0%
3 790108 79.0452 0.0% 78 8622 02%

Tabela 6.42 Parametro adimensional de freqiéncia A= waz,jp/D para a placa quadrada

S-E-S-L (a/h=1.0) e malha de discretizagdo distorcida de (6x6) elementos.

resultado a/b=110 {malha 7x 7)

t‘a modo analitico SER3x3 erro l LAG3x3 | EITO
| 12.6874 12.9022 1.7% 12.8272 1.1%
2 33.0651 34 4601 4.2% 33.8478 2.4%
0.005 3 41.7019 43 8046 5.0% 43,2388 3. 7%
4 63.0148 69 B281 10.8% 65 3641 3. 7%
5 72.3976 70 8610 10.3% 77.2926 6.8%
6 90.6114 100.2229 10.6% 98 53_1(2_ 8.7%
[ 12.6874 12.8353 12% 128103 T 0%
2 33.0651 33.9420 2.7% 33.7435 2.1%
0.01 3 41.7019 43.2658 3.8% 43.0822 3.3%
4 63.0148 66.4271 5.4% 65.0341 3.2%
5 72.3976 77.5208 T1% 76.6331 5.9%
6 90,6114 98 4656 R.7% 9?.73&_ 7.9%
T 12.6874 12.6085 20.6% 12.6073 20.6%
2 33.0651 32.5404 -1 6% 32.5317 -1.6%
0.05 3 41.7019 41.3322 -0.9% 41,3241 -0).9%
4 63.0148 61.5967 -2.3% 61.5328 -2.4%
5 72.3976 70.9215 -2.0% 70.8799 -2.1%
6 90.6114 89.5002 -1.2% 89,4583 -1.3%
F | 12.3636 12,2762 -0.7% 12.2759 -0.7%
2 30.6462 30.5329 -0.4% 30.5308 -0.4%
01 3 38.9354 38,8342 -0.3% 38.8320 -0.3%
4 56.2317 56.1180 -0.2% 56.1014 -0.2%
5 62,9714 653.2589 0.5% 63.2482 0.4%
[ T9.0108 78.9741 0.0% 78.8281 -0.2%

Tabela 6.43 Parametro adimensional de freqiiéncia A= wa”,/ p/D para a placa quadrada

S-E-S-L (a/b=1.0) e malha de discretiza¢io distorcida de (7x7) elementos.
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As Figuras, a seguir, apresentam, para os dois elementos em analise (SER3x3 e
LAG3x3), os graficos das curvas de convergéncia para a placa quadrada S-E-S-L (a/b=1.0)
para as seis primeiras frequéncias naturais e as diversas relagdes #a entre a espessura e
dimensdo caracteristica; os graficos tém na ordenada o erro comparativamente aos resultados
obtidos na referéncias [25] e [26] e na abscissa o nimero total de elementos correspondentes a

cada malha de discretizagdo.
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Figura 6.33  Curvas de convergéncia, para os dois elementos em analise (SER3x3 e
LAG3x3), para a placa quadrada S-E-S-L (a/h=1.0) com ta = 0.005 (placa fina),
correspondentes as primeira (a), segunda (b), terceira (c), quarta (d), quinta (e) e sexta (f)
freqiiéncias naturais.
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Figura 6.34

LAG3x3), para a placa quadrada S-E-S-L° (a/6=1.0) com ta = 0.01 (placa fina)
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freqliéncias naturais.
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Figura 6.35 Curvas de convergéncia, para os dois elementos em analise (SER3x3 e
LAG3x3), para a placa quadrada S-E-S-L (a/6=1.0) com t/a = 0.05 (placa moderadamente
grossa), correspondentes as primeira (a), segunda (b), terceira (c), quarta (d), quinta (e) e
sexta (f) freqliéncias naturais.
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Figura 6.36  Curvas de convergéncia, para os dois elementos em analise (SER3x3 e
LAG3x3), para a placa quadrada S-E-S-L (a/b=1.0) com t/a = 0.1 (placa moderadamente
grossa), correspondentes as primeira (a), segunda (b), terceira (c), quarta (d), quinta (e) e
sexta (f) freqliéncias naturais.

133



Capitulo 6 Exemplos de Aplicacao

Verifica-se, a partir das Tabelas 6.38 a 6.43 e das Figuras 6.33 a 6.36, que o elemento
da familia Lagrangeana apresenta um melhor desempenho que o elemento da familia
Serendipity para todas as relagdes #/a utilizadas, principalmente, para a situagdo de placa fina
(ta < 0.05). Nota-se, tambem, que a distorgdo na malha de discretizagio afeta
proporcionalmente os dois elementos, em comparagio com os resultados obtidos para a placa
quadrada S-E-S-L com malha regular (Item 6.2.1.1), mas, mesmo assim, a convergéncia para

a solugao exata € mantida.

6.2.2.3 Placa quadrada E-E-E-E (a/b = 1.0)

Em fungdo da geometria e para se obter uma curva de convergéncia (Figuras 6.37 a
6.40), a placa foi modelada com seis malhas de discretizagdo de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 e 7x7
elementos. Foram calculadas as seis primeiras freqiiéncias naturais para os dois elementos em
analise e esses resultados, comparados com os obtidos analiticamente por Leissa [25] para
t/a=0.005, 1/a=0.01 e t/a=0.05 e os obtidos por Dawe e Roufaeil [26] para t/a=0.1, como
mostram as Tabelas 6.44 a 6.49. Estas Tabelas apresentam, entdo, para cada relagdo #/a e para
cada modo (de 1 a 6) os resultados analiticos, obtidos nas referéncias [25] e [26] e os
resultados, obtidos para os elementos em analise (SER3x3 e LAG3x3) e seus respectivos

CITOS.
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resultado ab=1.0 (malha 2 x 2)

i/a modo analitico SER3x3 _] erro I LAG3x3 erro
Tr N ~35.9920 7928143 | 2102.8% 766 8173 2030.5%
2 73.4130 1927.0077 2524 9% 1470.4205 1902.9%
0.005 3 73 4130 1947.0094 2552.1% 1471 1583 1903 9%
3 1082700 2544 8708 2250 5% 19427518 1696 2%
5 131.6400 1582 8164 1862 0% 2503.8438 1802.0%
6 132.2400 3164 7764 2293 27, 3591 0210 1859.3%
[ 359920 3973717 1004 1% 384.3359 967 8%
2 73.4130 964 5966 1213.9% 737.2373 904 2%
0.01 3 73.4130 974.4606 1227.4% 737.4391 904.5%
4 108.2700 1272.3982 1075.2% 975.3876 800.9%
5 131.6400 1201 4082 881.0% 1251.9219 851.0%
6 132.2400 1582.3882 1096.6% 12955105 879.7%
] 35.9920 85.0976 136.4% 822816 128.6%
2 73.4130 1991764 171.3% 157.9417 115.1%
0.05 3 73.4130 2004227 173.0% 158.5060 115.9%
] 108.2700 254.4544 135.0% 2116194 95.5%
5 131.6400 258 2812 9629 250.3742 90.2%
3 132.2400 3164760 139.3% 2537546 91.9%
i 326735 49.0370 50.1% 47.4240 45.1%
2 62,4451 106.0981 69.9% 89.6770 43.6%
0.1 3 62.4451 106 4857 70.5% 90,0482 34.2%
] 87 8719 127.2272 34 8% 121.5045 38.3%
5 1032321 129 1406 351% 1251871 21.3%
6 104 8865 158.2380 50.9% 126.8773 21.0%

Tabela 6.44 Parametro adimensional de freqiiéncia A=
E-E-E-E (a/b=1.0) e malha de discretizagao distorcida de (2x2) elementos.

wa’,[p/D para a placa quadrada

resultado a/b=10 (malha 3 x3)

t/a modo analitico SER3x3 crro l LAQ% | =erro
1 35.9920 287.7484 699.5% 68.7411 91.0%
2 73.4130 1050.4839 1330.9% 973.9124 1226.6%
0.005 3 73.4130 1162.8929 1484.0% 1071.5272 1359.6%
4 108.2700 1519.3826 1303.3% 1405.7144 1198.3%
5 131.6400 1877.2288 1326.0% 1672.9030 1170.8%
6 132.2400 1910.9851 1345.1% 16999575 __11855%
1 35.9920 149.5536 315.5% 59.2999 64.8%
2 73.4130 528.4101 619.8% 490.9208 568.7%
0.01 3 73.4130 5842874 695.9% 540.0519 635.6%
4 108.2700 766.185] 607.7% 707 9666 553.9%
5 131.6400 945 4026 618.2% 844 6250 541.6%
& 132.2400 962.3123 627.7% 859.2462 549.8%
| 35.9920 50.6321 40.7% 46.8945 30.3%
2 73.4130 122.5532 66.9% 117.6920 60.3%
0.05 3 73.4130 131.9995 79.8% 126.5637 72.4%
4 108.2700 184.1572 70.1% 167.2160 54.4%
5 131.6400 222 4479 69 0% 206.6430 57.0%
—l 0 | 1322400 | 2257386 [ 70.7% il 2:4093 g.6%
1 32.6735 38.1848 16.9% 37.6858 15.3%
2 62.4451 76.9385 23.2% 75.3901 20.7%
0.1 3 62.4451 80.4215 28.8% 78.3537 25.5%
4 878719 115.1390 31.0% 105.0438 19.5%
5 103.2321 123.9597 20.1% 123.6371 19.8%
6 104.8865 125.7654 19.9% 124.3954 18.6%

Tabela 6.45 Parametro adimensional de freqiiéncia A= o)azﬁ}p/ D para a placa quadrada

E-E-E-E (a/b=1.0) e malha de discretizagdo distorcida de (3x3) elementos.
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resultado a'/b=1.0 (malha 4 x 4)

t/a modo analitico SER3x3 I erro | LAG3x3 | erro
| 35.9920 1197411 232.7% 44.3906 23.3%
2 73,4130 347 6091 373.5% 112.4619 53.2%
0.005 3 73.4130 401.0123 446.2% 128.4997 75.0%
4 108.2700 899 6263 730.9% 182.7266 68.8%
5 131.6400 1469.2773 1016.1% 1351.6497 926.8%
'6_ 132.2400 . 1482.0059 1020 7% 1408 7168 965.3%
1 359920 | 70.6481 96.3% 326163 18.4%
2 73.4130 192.9567 162.8% 106.5893 45.2%
0.01 3 73.4130 214 9694 192 8% 108.5107 47 8%
4 1082700 456 9245 324 8% 1697176 56.8%
5 131.6400 742 0884 463.7% 689.3367 423.7%
6 132.2400 748.3882 465.9% 712.0766 438.5%
| 35.9920 39.2310 9.0% 38.0377 5.7%
2 73.4130 R6.6016 18.0% 83.0110 13.1%
0.05 3 73,4130 87.0260 18.5% 84,0871 14 5%
4 108.2700 1345198 24 2% 123.5765 14.1%
5 131.6400 184.1626 39.9% 178.6444 35.7%
6 132.2400 185 4801 40.3% 181.6425 37.4%
| 32,6735 33.8246 3.5% 33 6327 2.9%
2 62.4451 67.0947 7.4% 66.5281 6.5%
0.1 3 62.4451 67.2887 7.8% 66.8015 7.0%
4 87.8719 96.0933 9.4% 94.0814 T 1%
5 103.2321 119.0111 15.3% 117.1111 13.4%
6 104 8865 120.2634 14.7% 119.1461 13.6%

Tabela 6.46 Parametro adimensional de freqiiéncia A= maz,/p/D para a placa quadrada
E-E-E-E (a/b=1.0) e malha de discretizagao distorcida de (4x4) elementos.

resultado a/h=1.0 (malha 5x5)
t/a modo analitico SER3x3 erro LAG3x3 £ITo
_ —_— .

| 35.9920 64 7730 80.0% 404611 12.4%

2 73.4130 177.9379 142 4% 92,7911 26.4%

0.005 3 73.4130 192.9482 162 8% 94,5227 28.8%
4 108.2700 399 8329 269.3% 140.6209 29.9%

5 131.6400 468 8510 256.2% 214.4916 62.9%

6 132.2400 487 1360 268.4% 231.7672 75.3%

_ —_—

1 35.9920 47.4120 31.7% 39.8569 10.7%

2 73.4130 118.0899 60.9% B8.8791 21.1%

0.01 3 73.4130 121.8383 66.0% 91.5710 24 7%
4 108.2700 262.3163 142.3% 136.7671 26.3%

5 131.6400 266.6962 102 6% 206.9406 57.2%

6 132.2400 286.1208 116.4% 210.0067 58.8%

| 35.9920 36.9188 2.6% 36.6592 1.9%

2 73.4130 76.5012 4.2% 75.5713 2.9%

0.05 3 73.4130 78.1954 6.5% 77.2365 5.2%
4 108.2700 1154534 6.6% 111.1428 2.7%

5 131 6400 148.6047 12.9% 146.7255 11.5%

6 132.2400 150.9394 14 1% 149 0080 12.7%

| 32 6735 33.1304 1.4% 33.0898 1.3%

2 62.445] 63.9972 2.5% 63 8609 2.3%

0.1 3 62.445] 64 6267 3.5% 64,4272 3.2%
4 87.8719 90,7387 3.3% 89.9397 2.4%

5 103.2321 110.2500 6.8% 109 8991 6.5%

6 104.8865 111.8626 6.7% 111.3552 6.2%

Tabela 6.47 Parametro adimensional de freqiiéncia A= wa’./ p/D para a placa quadrada
E-E-E-E (a/h=1.0) e malha de discretizagdo distorcida de (5x5) elementos.
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resultado ab=1.0 (malha 6 x 6)
va modo analitico SER3x3 erro | LAG3x3 | erro
T 35,9920 182160 34.0% 38.6077 " 73%
2 73.4130 1176189 602% 84.8748 15.6%
0005 3 73.4130 1224183 66.8% 849878 15 8%
3 108.2700 253 9694 134.6% 1282019 18 4%
5 131.6400 261.7519 98 8% 171.0670 30.0%
6 132.2400 269.7124 104.0% 172.8914 30.7%
[ 35.9920 11,2493 14.6% 38.2897 6.4%
2 734130 038811 27.9% 83.1264 13.2%
001 3 734130 923102 78 5% 83.7945 13.1%
3 108.2700 1716329 38.5% 126.0757 16.4%
5 131.6400 191.8362 45.7% 1651474 25 3%
6 132.2400 194 6548 7 3% 167.0930 26 4%
E 35.9920 35.9271 02% 35.8266 0.5%
p) 734130 73.5004 0.1% 73.1834 03%
0.05 3 73.4130 73.8405 0.6% 73.4676 01%
1 108.2700 1083704 0.1% 106.8599 13%
3 131.6400 1333131 1.3% 132.3239 05%
6 132.2400 1343160 6% 133.6199 0%
— — — m— —
| 32.6735 327908 04% 32.7840 0.3%
2 624451 53.0975 1.0% 63.0422 0%
01 3 624451 531714 2% 63.1076 1.1%
3 378719 88 8799 1% 88.5936 08%
5 103.2321 1058072 25% 105.6102 23%
3 104 8865 1069118 19% 106.7908 1 8%

Tabela 6.48 Parametro adimensional de freqgiiéncia A= maz\j p/D para a placa quadrada

E-E-E-E (a/b=1.0) e malha de discretizagdo distorcida de (6x6) elementos.

resultado a'b=1.0 (malha 7x7)
va modo analitico SER3x3 | erto | LAG3x3 | erro

1 359920 412692 14.7% 37 8205 S1% |

p) 734130 941115 282% 806417 9.8%

0.005 3 734130 944224 28.6% 814817 11.0%

3 108.2700 1802741 66 5% 1212821 12.0%

5 1316400 191.1772 152% 157.8625 19.9%

3 132.2400 193.8997 6 6% —159.9956 21.0%
] 35.9920 38,5738 72% ~ 37.6028 5% |

2 734130 832272 13.4% 79,5534 84%

0.01 3 734130 845018 15.1% 806275 98%

] 108.2700 137.1632 26 7% 119.7243 10.6%

5 131.6400 1639526 24.5% 1542702 17 2%

6 132.2400 166.2304 357% 1561456 181%

1 35.9920 35.5207 13% 35.4997 1.4%

2 73.4130 71.7568 2.3% 71.6568 24%

005 3 73.4130 722278 1.6% 72.0000 18%

3 108.2700 104.8680 3.1% 1043408 3.6%

3 131.6400 1284130 25% 128.1223 27%

6 132.2400 120.5188 2.1% 1292021 23%

] 32.6735 32.6790 0.0% 32.6743 0.0%

p] 624451 625504 02% 62.5435 0.2%

0.1 3 62.4451 626912 04% 626685 0.4%

1 878710 879050 0.0% 378078 0.1%

3 103 2321 1043154 0% 104 2567 1.0%

6 104.8865 1053947 05% 1053378 0.4%

Tabela 6.49 Parametro adimensional de fregiiéncia A= (oaz\:‘ p/D para a placa quadrada

E-E-E-E (a/6=1.0) e malha de discretizagéo distorcida de (7x7) elementos.
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As Figuras, a seguir, apresentam, para os dois elementos em analise (SER3x3 e
LAG3x3), os graficos das curvas de convergencia para a placa quadrada E-E-E-E (a/b=1.0)
para as seis primeiras freqliéncias naturais e as diversas relagdes #/a entre a espessura e
dimensao caracteristica; os graficos tém na ordenada o erro comparativamente aos resultados
obtidos nas referéncias [25] e [26] e na abscissa o numero total de elementos correspondentes

a cada malha de discretizagao.

100 3 160 1

i
A a={ J==SER3x3 140 : ,1 w={ }==SER3x3
' “\f‘k —O— LAG3X3 j N O LAG3IX3
‘:t- 120 !
- \ | — 100 b
o 50 |\ o 80 N\
5 w0 \ 5 6o ]
30 40 \
20 b\,‘ :
D A M .| l . .v A —_\-‘ﬂ n
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 10 15 20 25 30 35 40 45 50
numero de elementos numero de elementos
(a) (b)
170 ) 200 — —N
s ; L',L o] Jree SER3X3 s | \ | ={J=—sER2x3
' | \ O LAG3X3 sl 1 | \| —O— LaG3x3
1m0+ 1 \ i -
o | \ | % %50 =N
* \ * I I T T \\
T % S 100 . ~
5 5 80 ’ N
2 70 @ T
60 a_ |
50 T
40 . _
30 20 | Ot !
10 by 0 —
10 15 20 25 30 35 40 45 50 10 15 20 25 30 35 40 45 50
numero de elementos numero de elementos
(c) (d)
140 L 1 120
| \ a={ J==SER3x3 110 | e={ J==SER3x3
120 \—|—O— Lacaxs 00 1 | —O— LaG3x3
L | 90 \
100 r N
2 N\ i %
o 80 - 70 -
o i ° Y . N
5 : ! 5 60 - N\
60 Q = | M - ™
T \ i \ 50 <
T | 40 '-.\
40 , |
. | 30 t g .
| |
20 ‘ \O_H“‘ln—o 20 ‘ 0
20 25 30 35 40 45 50 20 25 30 35 40 45 50
numero de elementos numero de elementos

() f

Figura 6.37 Curvas de convergéncia, para os dois elementos em analise (SER3x3 e
LAG3x3), para a placa quadrada E-E-E-E (a/A=1.0) com #a = 0.005 (placa fina),
correspondentes as primeira (a), segunda (b), terceira (c), quarta (d), quinta (e) e sexta (f)
freqiiéncias naturais.
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Figura 6.38 Curvas de convergéncia, para os dois elementos em analise (SER3x3 e
LAG3x3), para a placa quadrada E-E-E-E (a/h=1.0) com ta = 0.01 (placa fina),
correspondentes as primeira (a), segunda (b), terceira (c), quarta (d), quinta (e) e sexta (f)
freqiiéncias naturais.
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Figura 6.39 Curvas de convergencia, para os dois elementos em analise (SER3x3 e
LAG3x3), para a placa quadrada E-E-E-E (a/b=1.0) com #a = 0.05 (placa moderadamente
grossa), correspondentes as primeira (a), segunda (b), terceira (c), quarta (d), quinta (e) e
sexta (f) freqiiéncias naturais.
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Curvas de convergéncia, para os dois elementos em analise (SER3x3 e
LAG3x3), para a placa quadrada E-E-E-E (a/h=1.0) com #/a = 0.1 (placa moderadamente
grossa), correspondentes as primeira (a), segunda (b), terceira (c), quarta (d), quinta (e) e
sexta (f) freqiiéncias naturais.
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Verifica-se, a partir das Tabelas 6.44 a 6.49 e das Figuras 6.37 a 6.40, que o elemento
da familia Lagrangeana apresenta um melhor desempenho que o clemento da familia
Serendipity para todas as relagdes #/a utilizadas, principalmente, para a situa¢do de placa fina
(#a < 0.05). Nota-se, também. que a distor¢gdo na malha de discretizagdo afeta
proporcionalmente os dois elementos. em comparagdo com os resultados obtidos para a placa
retangular E-E-E-E com malha regular (Item 6.2.1.3), mas, mesmo assim, a convergéncia para

a solucdo exata ¢ mantida.

6.2.2.4 Placa retangular S-E-S-E (a/b = 1.5)

Em fungdo da geometria e para se obter uma curva de convergéncia (Figuras 6.41 a
6.44), a placa foi modelada com seis malhas de discretizagdo de 2x2. 3x3, 4x4, 5x5. 6x6 e 7x7
elementos. Foram calculadas as seis primeiras freqiiéncias naturais para os dois elementos em
andlise e esses resultados, comparados com os obtidos analiticamente por Leissa [25], como
mostram as Tabelas 6.50 a 6.55. Estas Tabelas apresentam, entdo. para cada relacio #/a e para
cada modo (de 1 a 6) os resultados analiticos, obtidos na referéncia [25] e os resultados,

obtidos para os elementos em analise (SER3x3 e LAG3x3) e seus respectivos erros.
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resultado ab=15 (malha 2 x2)
t'a modo analitico SER3x3 €110 LAG3x3 | ermo

I 56.3481 842.2138 1394.7% 797 8687 1316.0%

2 78.9836 2003.3846 2436.5% 826.8291 946.8%

0.005 3 123.1719 2237.9125 1716.9% 1960.5126 1491.7%
4 146.2677 2950.8718 1917.4% 2142.1379 1364.5%

5 170.1112 3551.9165 1988.0% 2900.2337 1604.9%

6 189.1219 3R04 1172 1911.5% 3146 9199 1564.0%

1 56.3481 423.3741 651.4% 401.3632 612.3%

2 78.9836 1003.0934 1170.0% 418.7311 430.1%

0.01 3 123.1719 1123.1891 811.9% 988.1122 702.2%
4 146.2677 14754351 908.7% 1077.4815 636.7%

5 170.1112 17759333 944 0% 1445.2462 749 6%

6 189.1219 1903.7362 906.6% 1577.2238 734.0%

1 56.3481 96.9918 72.1% 93.0039 65.1%

2 78.9836 206.9310 162.0% 110.0284 39.3%

0.05 3 123.1719 2473144 100.8% 231.1648 87.7%
4 146.2677 295 0870 101.7% 250.2704 71.1%

2] 170.1112 355.1867 108.8% 289.0492 69.9%

6 189.1219 390.3876 106.4% 335.2603 77.3%

| m— —3

1 56.3481 603831 1.2% S8.5628 3.9%

2 78.9836 109.7224 38.9% 76.5644 -3.1%

0.1 3 123.1719 141.9355 15.2% 136.5737 10.9%
4 146.2677 147.5435 0.9% 144.5246 -1.2%

5 170.1112 177.5933 4 4% 152 8981 -10.1%

6 189.1219 204 0768 7.9% 174.7732 -7.6%

Tabela 6.50 Parametro adimensional de freqiéncia A= wa”/p/D para a placa retangular
S-E-S-E (a/b=1.5) e malha de discretizagéo distorcida de (2x2) elementos.

resultado a’b=15 (malha 3 x 3)
t/a modo analitico SER3x3 erTo LAG3x3 erro

| 56.3481 162.3743 188.2% 87.1880 54.7%

2 78.9836 669 2879 747 4% 130.3907 65.1%

0.005 3 123.1719 1265.8648 927 7% 246.1773 99 9%,
4 146.2677 1511.5813 933 4% 1420.7376 871.3%

5 170.1112 1847 8573 986.3% 1517.1676 791.9%

5] 189.1219 25393614 1242.7% 1560.4295 725.1%

I 563481 106.3540 88.7% 82,4410 46.3%

2 789836 342 3849 333.5% 113.2374 43 4%

0.01 3 123.1719 645 3743 424 0% 192 6896 56.4%
4 146 2677 764.2731 422.5% 722.9042 394.2%

5 170.1112 9350302 449 7% 771.4360 353.5%

i 189.1219 1293.1248 583.8% 800.0930 323.1%

] 563481 65 8822 16.9% 64.9585 15.3%

2 78.9836 100.8907 27.7% 86.5250 9.5%

0.05 3 123.1719 181.9666 47.7% 1442891 17.1%
4 146.2677 1923658 31.5% 190.1231 30.0%

5 170.1112 2365786 39.1% 2063801 21.3%

3] 189.1219 287 4903 52.0% 246 5623 30.4%

| 56.3481 52.1467 -7.5% 51.8871 -7.9%

2 78.9836 73.7235 -6.7% 705188 -10.7%

0.1 3 123.1719 123.7481 0.5% 115.4720 -6.3%
4 146.2677 1259124 -13.9% 123.0760 -15.9%

5 170.1112 143 7403 -15.5% 138.6780 -18.5%

6 189.1219 150.6950- -20.3% 143.3480 -24.2%

Tabela 6.51 Parametro adimensional de freqiiéncia A= maz,{p/ D para a placa retangular
S-E-S-E (a/b=1.5) e malha de discretizagdo distorcida de (3x3) elementos.
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resultado ah=15 (malha 4 x 4)
t'a modo analitico SER3x3 erTo LAG3x3 eITo
] 56.3481 83.8932 48.9% 65.1526 15.6%
2 78.9836 237.1335 200.2% 95.4563 20.9%
0.005 3 123.1719 287 2682 133.2% 163.2521 32.5%
4 146.2677 567.7521 288.2% 217.0041 48.4%
5 170.1112 712.9019 319.1% 251.4442 47.8%
f 189.1219 1073.8506 _4_6?\8% __2':’] _5863_ 4&%
1 563481 70.2101 24.6% 640230 13.6%
2 78 9836 143.0045 81.1% 920101 16.5%
0.01 3 123.1719 225.2607 82.9% 152.8525 24.1%
4 146.2677 315.2698 115.5% 206.6300 41.3%
5 170.1112 401.9209 136.3% 233.2368 37.1%
6 189.1219 564.2046 198.3% 245ﬂ 29.7%
1=_ 1 S6.3481 56.8421 0.9% 56.5262 0.3%
2 78 9836 82.0546 3.9% 79.6828 0.9%
0.05 3 123.1719 139.5634 13.3% 128.3734 4.2%
4 146.2677 151.3889 3.5% 150.6429 3.0%
5 1701112 179.8733 5.7% 174 2079 2.4%
6 189.1219 2145119 13 4% 194 7840 3.0%
—_ —_— e — —_— —
1 56.3481 49.0229 -13.0% 48 9466 -13.1%
2 78.9836 68.5318 -13.2% 67.9741 -13.9%
0.1 3 123.1719 108.4568 -11.9% 105.6907 -14.2%
4 146.2677 114.2290 -21.9% 113.9869 -22.1%
5 170.1112 132.4599 -22.1% 130.7279 -23.2%
6 189.1219 143.2128 -24.3% 143.0346 -24.4%,

Tabela 6.52 Parametro adimensional de freqiiéncia A= waz,fp/ D para a placa retangular
S-E-S-E (a/h=1.5) e malka de discretizag&o distorcida de (4x4) elementos.

resuitado a/h=1.5 (malha 5x5)

t'a modo _ﬂ]_!tlco_ SER3x3 erro l ﬂxB J_ crr0=
| 563481 65.4316 16.1% 61.4777 9.1%
7 78 9836 1313628 663% 37 8491 11.2%
0.005 3 123.1719 195 589] 58 8% 1476152 19.8%
4 146.2677 300.0945 105.8% 179.4169 22.7%
5 1701112 367.3663 116.0% 210.0278 23.5%

6 189.1219 483.7245 155.8% 241.7403 8% |
1 1] 563481 [ 62.0750 10.2% 60 8608 8.0%
2 789836 99 3540 25.8% 86.4204 9.4%
0.01 3 123.1719 179.5600 45.8% 143 2973 16.3%
3 1462677 194.1462 32.7% 174.7839 19.5%
5 170.1112 253.0012 48.7% 2045328 20.2%
E 6 189.1219 343.6652 81.7% 228.1720 20.6%
] 563481 552543 -1.9% 551927 2.1%
p) 78.0836 77 8952 1.4% 77.3504 2.1%
0.05 3 123.1719 125.6327 2.0% 123.5059 0.3%
4 146.2677 140.9509 3.6% 140.7207 38%
5 1701112 164.3399 3.4% 162.3007 ~4.6%
3 189.1219 195.4096 3.3% 1900915 0.5%
| 563481 38,5549 T13.8% 48.5403 | -13.9%
2 78 9836 672396 -14.9% 67.1040 15.0%
0.1 3 123.1719 103.7610 15.8% 103.2240 16.2%
3 146.2677 111.3427 23.9% 111.2854 33.9%,
5 1701112 127.9269 24.8% 127.4146 25.1%
6 189.1219 143.0127 24.4% 142.7605 24.5%

Tabela 6.53 Parametro adimensional de freqiéncia A= wa’,/p/D para a placa retangular
S-E-S-E (a/b=1.5) e malha de discretizagio distorcida de (5x5) elementos.
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resultado a'b=15 (malha 6 x &)
i/a modo analitico SER3x3 | erro [ LAG3x3 EITo

| 56.3481 61.6590 9.4% 59.5350 5.7%
2 78.9836 100.5490 21.3% 84 4544 6.9%
0.005 3 123.1719 174.2134 41.4% 138.4008 2.4%
4 146.2677 199 7644 36.6% 167.6445 14.6%
5 1701112 248.7041 46.2% 195 5508 15.0%
6 189.1219 1 37 2196 97 3%__ 2358115 _d 24.7%
[ 56.3481 | 59.7476 6.0% 500814 | 4.9%
2 78.9836 88.4740 12.0% 83.5334 5.8%
0.01 3 123.1719 155.5972 26.3% 135.3432 9.9%
4 146.2677 166.6979 14.0% 164.4287 12.4%
5 170.1112 207 5865 22.0% 191.7503 12.7%

6 189.1219 274 9092 45.4% | 2216@_ 20'4%—.
1 56.3481 54.5609 -3.2% 54.5324 -3.2%
2 78.9836 764214 -3.2% 76.2128 -3.5%
0.05 3 123.1719 120.2239 -2.4% 119.3846 -3.1%
4 146.2677 137 4668 -6.0% 137.3535 -6.1%
5 1701112 159.4169 -6.3% 158.6339 -6.7%
;] 189.1219 189 3546 0.1% 187 1853 -1.0%

_ ——— — — — —
| 56 3481 48.3564 -14.2% 48 3499 -14.2%
2 789836 66.7542 -15.5% 66.7072 -15.5%
0.1 3 123.1719 101 5882 -17.5% 101.3999 -17.7%
4 146 2677 1103706 -24.5% 110.3419 -24 6%
5 170.1112 126.5945 -25.6% 126.3900 -25.7%
3 189.1219 142.9502 -24.4% 1427111 -24.5%

Tabela 6.54 Parametro adimensional de freqiéncia A= wa’,/p/D para a placa retangular
S-E-S-E (a/b=1.5) e malha de discretizagio distorcida de (6x6) elementos.

resultado a’b=15 (malha 7x7)

t/a modo analitico SER3x3 | erro | LAG3x3 |  emo
[ 56.3481 59,2408 51% S8.5817 | 4.0%
2 789836 88 4241 12.0% 827514 4.8%
0.005 3 123.1719 156.4955 27.1% 133.7080 8.6%
1 146.2677 162 6807 112% 160.2272 9.5%,
5 170.1112 206.8549 21.6% 186.7095 9.8%
L 6 189.1219 276.7022 46.3% 219.6692 16.2%
I 56.348| 583875 3.6% 58.1914 3.3%
2 78.9836 836876 6.0% 82.0715 3.9%
0.01 3 123.1719 138 5453 12.5% 131.7413 7.0%
4 146.2677 158.4283 8.3% 157.6701 7.8%
5 170.1112 189.4951 11.4% 183.6480 8.0%
6 189.1219 231.1449 22.2% 214.0094 13.2%
I 56.3481 542523 -3.7% 54.2445 -3.7%
2 78.9836 75.7453 -4.1% 756818 -4.2%
0.05 3 123.1719 118.1566 -4.1% 117.8938 -4.3%
4 146.2677 135.5208 -7.3% 135.4900 -7.4%
5 170.1112 156 6057 -7.9% 156.3639 -8.1%
6 189.1219 181.8990 -3.8% I81.178S -4 2%
I 56.348 48.2745 -14.3% 482727 -14.3%
2 78 9836 66 5484 -15.7% 66.5336 -15.8%
0.1 3 123.1719 100.8443 -18.1% 100.7824 -18.2%
g 146.2677 109 8671 -24.9% 109.8597 -24.9%
5 17001112 125 8434 -26.0% 125.7837 -26.1%
6 1891219 1429105 -24.4% 1427016 24.5%

Tabela 6.55 Parametro adimensional de freqiiéncia A= wazwgp/D para a placa retangular
S-E-S-E (a/b=1.5) e malha de discretizagio distorcida de (7x7) elementos.
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As Figuras, a seguir, apresentam, para os dois elementos em analise (SER3x3 e
LAG3x3), os graficos das curvas de convergéncia para a placa retangular S-E-S-E (a/6=1.5)
para as seis primeiras freqiiéncias naturais e as diversas relagoes #/a entre a espessura e
dimensao caracteristica; os graficos tém na ordenada o erro comparativamente aos resultados
obtidos na referéncia [25] e na abscissa o numero total de elementos correspondentes a cada

malha de discretizagao.

60 - - 80
| ||| =={J==SER3x3 55 ‘ || == }==SER3x3
| |
50 5 i el e LAG3X3 q = LAG3x3
NN | 6
40 +— X T t %
- —~ 50
g AR | | g \
; ‘\ \ ‘ E 30 I | X
20 t —1 ;\ |
| \E\]\ ; o P =
10 . ‘J%-— 6 | A‘"*b_ | \-‘
| | % | | | O | s ®
0 + - & + & - % + 0 + + = + -+ -
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
numero de elementos numero de elementos
(a) (b)
120 { a 120 | A—
R | || ==J=sER3x3 | h | ={3=—SER3x2
100 4 el Yo LAG3X3 100 \ s e LAG3x%3
A 1 ' -
80 T : 80
—_ o N
g HANEAY g N\
g €0 \ —g s 60 . \
® 40 ® a0 !
B ™~ '
0 + + = + I + 0 * + J - l
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 10 15 20 25 30 35 40 45 50
numero de elementos numero de elementos
(c) (d)
120 - = 160 - e
if\ «={ }==SER3x3 E | & el J==SER3x3
100 | O LAG3X3 1% TN | =—O— LAG3x3
\\ T 120 +— N 1
30 .
—_ ~ 100
£ \ i g
g 1o | —NC 1 ¢
& Q. bl | é 60
40 - 1
| 40 -
20 =
| |
0 - J 0 ¥ + -
10 15 20 25 30 35 40 45 S0 10 15 20 25 30 35 40 45 50
numero de elementos numero de elementos
(e) U}

Figura 6.41 Curvas de convergéncia, para os dois elementos em analise (SER3x3 e
LAG3x3), para a placa retangular S-E-S-E (a/6=1.5) com #a = 0.005 (placa fina),
correspondentes as primeira (a), segunda (b), terceira (c), quarta (d), quinta (e) e sexta (f)
freqiiéncias naturais.
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Figura 6.42  Curvas de convergéncia, para os dois elementos em analise (SER3x3 e
LAG3x3), para a placa retangular S-E-S-E (a’b=1.5) com t/a = 0.0l (placa fina),
correspondentes as primeira (a), segunda (b), terceira (c), quarta (d), quinta (e) e sexta (f)
frequéncias naturais.
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Curvas de convergéncia, para os dois elementos em analise (SER3x3 e
LAG3x3), para a placa retangular S-E-S-E (a/5=1.5) com #/a = 0.05 (placa moderadamente
grossa), correspondentes as primeira (a), segunda (b), terceira (c), quarta (d). quinta (e) e
sexta (f) freqiiéncias naturais.
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Figura 6.44
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Curvas de convergeéncia, para os dois elementos em analise (SER3x3 e

LAG3x3), para a placa retangular S-E-S-E (a/6=1.5) com #/a = 0.1 (placa moderadamente

grossa), correspondentes as primeira (a), segunda (b), terceira (c), quarta (d), quinta (e) e

sexta (f) frequéncias naturais.
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Verifica-se, a partir das Tabelas 6.50 a 6.55 e das Figuras 6.41 a 6.44, que o elemento
da familia Lagrangeana apresenta um melhor desempenho que o elemento da familia
Serendipity, particularmente, para a situagdo de placa fina (#/a < 0.05). Nota-se, também, que
a distorgdo na malha de discretizagdo afeta proporcionalmente os dois elementos. em
comparagdo com os resultados obtidos para a placa retangular S-E-S-E com malha regular
(Item 6.2.1.4), mas, mesmo assim, a convergéncia para a solugdo exata ¢ mantida. Deve-se
notar, também, que o aumento do erro com o refinamento da malha, para o caso das placas
moderadamente grossas (#/a = 0.05 e #/a=0.1), se da devido ao fato de se estar comparando
os resultados obtidos com aqueles da teoria cldssica [25]; infelizmente, nio se tem na

literatura os resultados obtidos a partir da teoria de Mindlin [26].

6.2.2.5 Placa retangular E-E-E-L (a/b = 1.5)

Em fungdo da geometria e para se obter uma curva de convergéncia (Figuras 6.45 a
6.48), a placa foi modelada com seis malhas de discretizagdo de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 e 7x7
elementos. Foram calculadas as seis primeiras freqiiéncias naturais para os dois elementos em
analise e esses resultados, comparados com os obtidos analiticamente por Leissa [25], como
mostram as Tabelas 6.56 a 6.61. Estas Tabelas apresentam, entdo, para cada relagio #/a e para
cada modo (de 1 a 6) os resultados analiticos, obtidos na referéncia [25] e os resultados,

obtidos para os elementos em analise (SER3x3 e LAG3x3) e seus respectivos erros.
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resultado a/b=1.5 (malha 2 x 2)
t/a modo analitico SER3x3 erro LAG3x3 erro

| 26.7310 539 8802 1919.7% 5357860 1904 4%

2 65.9160 864 9066 1212.1% 557.9708 746.5%

0.005 3 66.2190 1445 9019 2083.5% 1412.3098 2032.8%
4 106 8000 1961.6407 1736.7% 14333516 1242.1%

5 125.4000 2005.2566 1499 1% 1622.7162 1194.0%

6 152.4800 2345.3996 1438.2% 1972.%3 I&f}%

| 26.7310 270.7971 913.0% 268.0392 906.1%

2 65.9160 436.2111 361.8% 289 8RO8 339.8%

0.01 3 66.2190 7245348 004 1% 709 4838 971.4%
4 106.8000 ORB.5887 825.6% 721.9072 575.9%

5 125.4000 1002 6283 699 5% 820.1956 554.1%

6 152.4800 1172 6998 669 1% 986 4981 547.0%

1 26.7310 59.0609 120.9% 58.7182 119.7%

2 65.9160 106.0512 60.9% 94 2401 43.0%

0.05 3 66.2190 153.7305 132.2% 151.3830 128.6%
4 1068000 200.5257 87.8% 172.5434 61.6%

5 1254000 234 5400 87.0% 197.2996 57.3%

6 152.4800 236.6089 55.2% 210.1690 37.8%

] 26.7310 35.0672 31.2% 34.7927 30.2%

2 65.9160 693468 5.2% H6.6686 1.1%

01 3 66.2190 85.8729 29.7% B4 6816 27.9%
4 106.8000 1002628 -6 1% 98 6498 -7.6%

5 125.4000 117.2700 -6.5% 1069730 -14.7%

6 152.4800 135.9110 -10.9% 116.6615 -23.5%

Tabela 6.56 Parametro adimensional de freqiiéncia A= wa’/p/D para a placa retangular

E-E-E-L (a/b=1.5) e malha de discretizagdo distorcida de (2x2) elementos.

resultado ab=15 (malha 3 x3)
t/a modo analitico SER3x3 erro LAG3x3 erro
I | 26.7310 89.5001 234.8% 45,8580 71.6%
2 65.9160 326.6317 395.5% 104.9254 59.2%
0.0035 3 56.2190 784.6601 1084.9% 381.6739 476.4%
4 106.8000 1016.4943 851.8% 1008 6188 844.4%
S 125.4000 1129.3728 800 6% 1024 4973 717.0%
6 152.4R00 1676.5335 999 5% 1085.8939 612.2%
| 26,7310 55.1001 106.1% 400171 49 7%
2 659160 179.2061 171.9% 96 8438 46.9%
0.01 3 66,2190 475.1175 617.5% 355.0883 436.2%
4 106.8000 511.8458 379.3% 507.7108 375.4%
5 125.4000 575.3978 358.8% 524.0831 317.9%
6 152.4800 855.6062 461. 1% 626.3268 310.8%
—
| 26.7310 33.2752 24.5% 32.7336 22.5%
2 65.9160 79.4676 20.6% 77.1137 17.0%
0.05 3 66.2190 117.5259 77.5% 116.1041 75.3%
4 106.8000 149 7620 40.2% 143.3731 34.2%
S 125.4000 195.5424 55.9% 175.8108 40.2%
6 152.4800 196 4407 28.8% 194 8672 27.8%
1 26.7310 27.5061 2.9% 27.3607 2.4%
2 659160 61.7135 -6.4% 61.3009 -7.0%
01 3 66.2190 72.3138 9.2% 71.4223 7.9%
4 106.8000 97.7711 -8.5% 97.0006 -9.2%
5 125.4000 99.7629 -20.4% 97.4163 -22.3%
6 152.4800 117 6624 -22.8% 116.7416 -23 4%

Tabela 6.57 Parimetro adimensional de freqiiéncia A= wa’./p/D para a placa retangular

E-E-E-L (a/b=1.5) e malha de discretizagao distorcida de (3x3) elementos.
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resuliado a/b=15 (malha 4 x 4)
L= ta _modo |  analitico SER3x3 erro | LAG3x3 10
| 267310 364630 | 364% 30.8433 15.4%
2 65.9160 125.093] 91.1% 753254 12.3%
0.005 3 66.2190 1442515 117.8% 101 8350 53.8%
3 106 8000 3179.9023 255.7% 159.5963 49.4%,
5 125.4000 166.6663 272.1% 198 7271 58.5%
B 152.4800 7855232 _4152% 2768824 | 816%
~ [ 267310 32,1735 204% | 303272 | 13 5%
2 65.9160 96.9015 47.0% 73.6315 11.7%
0.01 3 66.2190 103.7240 56.6% 96.7939 46.2%
3 106.8000 243 2844 127.8% 1465529 37.2%
5 1254000 2622628 109.1% 189.8039 51.4%
3 152.4800 501.4051 228 8% 263.1120 72.6%
—— ——— — pe—— — — e —
[ 26.7310 27 9880 3.7% 27.8266 41%
2 559160 664005 0.7% 655574 0.5%
0.05 3 66.2190 76.9945 16.3% 76.6188 15.7%
4 106.8000 115.5031 8.1% 112.3155 5.2%
5 125.4000 1545368 23.2% 152 6285 21.7%
3 152.4800 1776836 16.5% 176.4833 15.7%
| 26.7310 25.1469 5.0%, 25.0889 -6.1%
2 65.9160 57.1223 13.3% 560454 13.6%
01 3 66.2100 61.1446 7.9% 61.0364 7.8%
4 1068000 89.9105 15.8% 89.0844 16.6%
5 1254000 977608 22.0% 975410 22.2%
6 152.4800 114.6843 24.8% 114.1343 251%

Tabela 6.58 Parametro adimensional de freqiéncia A= wa’,/p/D para a placa retangular
E-E-E-L (a/h=1.5) e malha de discretizagao distorcida de (4x4) elementos.

resultado a/h=1.5 (malha 5x5)
t/a modo analiﬁg _SER3K3_L ermo ] i(.}h} _L emo |
| 26.7310 31.8476 19.1% 200252 | 8.6%
2 65.9160 91.5410 38.9% 72.0536 9.3%
0.005 3 66.2190 94 4974 42.7% 82.4607 24.5%
4 106.8000 2141850 100.5% 131.0438 22.7%
5 125.4000 230.1325 83.5% 178.5715 42.4%
(3] 152.4800 255.7581 67.7% 195.7361 28.4%
—— — — —— — —
1 26.7310 29.7697 11.4% 28.7911 7.7%
2 65.9160 77 4388 17.5% 71.2649 8.1%
0.01 3 662190 84.3309 27.4% 80.5987 21.7%
4 1068000 159.3495 49.2% 126.7344 18.7%
5 125.4000 1940389 54.7% 174.7883 39.4%
6 152 4800 196.4505 28.8% 180.4487 24.2%
== o — — s — ——— ——
| 26.7310 269718 0.9% 26.8915 0.6%
2 65.9160 64.7193 -1.8% 64.5139 -2.1%
0.05 3 66.2190 68.9974 4.2% 68.7615 3.8%
4 106.8000 106.8507 0.0% 105.7104 -1.0%
5 125.4000 140.0560 11.7% 139.5777 11.3%
6 152.4800 147.6286 -3.2% 147 0366 -3.6%
———— ——— ——— —
1 26.7310 24,7056 -7.6% 24,6774 -7.7%
2 65.9160 56.5704 -14.2% 56.5225 -14.3%
0.1 3 66.2190 58.1570 -12.2% SB.OR7S -12.3%
4 106.8000 87.2227 -18.3% K6.9220 -18.6%
5 125.4000 97.2030 -22 5% 97.1126 -22.6%
6 152.4800 105 5674 -30.8% 105.3855 -30.9%

Tabela 6.59 Parimetro adimensional de freqiiéncia A= wa’,/ p/D para a placa retangular
E-E-E-L (a/b=1.5) e malha de discretizagio distorcida de ( 5x35) elementos.
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resultado a/b=135 (malha 6 x 6)

| ta _modo [ analitico _ SER3x3 _ | erro LAG3x3 erro
= ] 267310 789074 8 1% 281510 S 3%
2 65.9160 77.1864 17.1% 69 1602 3.9%
0.005 3 662190 78 9441 19.2% 76.2210 15 1%
2 106.8000 1570522 47 1% 1199022 12.3%
5 125.4000 1691770 34.9% 1619255 29.1%
| 6 | 1524800 1924339 26.2% 167.0770 9.6%
I [ 26 7310 28 2671 579 27,0928 7%
2 659160 71,1257 7.9% 68.6230 3.1%
0.01 3 662190 763339 15.3% 75 2668 13.7%
] 106.8000 129 4432 212% 1178504 10.3%
5 125.4000 161 3098 28.6% 1582300 26.2%
L[ 6 [ 152480 172.1200 12.9% 164.6219 8.0%
] 26.7310 264935 0.9% 26,4615 1.0%
2 659160 63.5443 36% 63 4559 37%
0.05 3 662190 663915 0.3% 662885 0.1%
4 106.8000 102.8936 3.7% 1024817 2.0%
5 125.4000 127.3220 1.5% 127.0558 13%
6 152 4800 18397 | S5o% 1831909 | 6%
y— e —— e — e —— — T —— —— e
| 26.7310 24.5328 8.2% 24.5170 8.3%
2 65.9160 562201 14.7% 562055 14.7%
0.1 3 662190 57.2680 -13.5% 57,2287 13.6%
3 106 8000 86.0886 219.4% 859739 719.5%
5 125.4000 97 1460 225% 97,3772 22.3%
6 152.4800 101.5840 33.4% 1015123 33.4%

Tabela 6.60 Pardmetro adimensional de freqiiéncia A= maz,/p/ D para a placa retangular
E-E-E-L (a/b=1.5) e malha de discretizagio distorcida de (6x6) elementos.

resultado a/b=1.5 (malha 7x7)
analitico SER3x3 erTo LAG3x3 erro
[ 26.7310 28.1300 52% 27.6905 36%
2 65,9160 71.3492 8.2% 68.4513 3.8%
0.005 3 66.2100 74.5633 12.6% 72.6680 9.7%,
4 106.8000 1304321 22.1% 115.7585 8.4%
5 1254000 1542390 23.0% 150.0358 19.6%
3 152 4800 1736931 | 13.9% 1634213 72%
1 26.7310 27.7080 3% | 27.5637 3.1%
2 65.9160 68 8210 34% 680111 3.2%
0.01 3 662190 725615 9.6% 71.9323 8 6%
3 106.8000 118.5162 11.0% 1143135 7.0%
5 125 4000 148 9858 18.8% 147.2300 17.4%
3 152.4800 164.3525 7 8% 1613955 5 8%
T 267310 262451 _1.8% 26.2254 1.9%
2 559160 63.2049 2.1% 63.1741 4.2%
0.05 3 66.2190 64,7471 -2.2% 64.6802 2.3%
] 106.8000 1012672 5.2% 101.1125 53%
5 125.4000 1223225 2.5% 122.1767 2.6%
6 152.4800 142.1313 6.8% _ _ 1420618 | 68%
| 26.7310 24.435 8 6% — 244261 | -8.6%
2 65.9160 56,1112 214.9% 561019 14.9%
01 3 662100 $6.6919 _14.4% 56.6706 14.4%
4 106.8000 855777 -19.9% §5.5330 219,99,
5 1254000 97.0819 22.6% 97 0366 22.6%
6 152 4800 99 8755 34.5% 998322 34.5%

Tabela 6.61 Parametro adimensional de freqiiéncia A= (oaz,/ p/D para a placa retangular
E-E-E-L (a/b=1.5) e malha de discretizagio distorcida de (7x7) elementos.
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As Figuras, a seguir, apresentam, para os dois elementos em analise (SER3x3 e
LAG3x3), os graficos das curvas de convergéncia para a placa retangular E-E-E-L (a/b=1.5)
para as seis primeiras frequéncias naturais e as diversas relagdes t/a entre a espessura ¢
dimensdo caracteristica; os graficos tém na ordenada o erro comparativamente aos resultados

obtidos na referéncia [25] e na abscissa o niimero total de elementos correspondentes a cada

malha de discretizagao.

80 - .
; ||| ====SER3x3
z O LAG3X3
o [T ]
g I\
g \
3 30 \
12: | llk |
5 [ T ;
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
numero de elementos
(a)
80 : I
T N\ | ~—{}=—SER3x3
LU - \ o L AG3XA3
60 .
B \
g N
o 40 S
S 30
20
[ —
10 ' m——=—S
0 + | 4 4
10 15 20 25 30 35 40 45 50
numero de elementos
{c)
100 i
20 ' —{}==SER3x3
B0 +— ""‘()"'LAG&‘S
70 | N\ '
z o1 O
5 50 i
§ 40 X"flw | -
30 —
20 +— ! ' %
10
0 + + . 4
10 15 20 25 30 35 40 45 50

Figura 6.45

numero de elementos

(e)

Curvas de convergéncia, para os dois elementos em analise (SER3x3 e
LAG3x3), para a placa retangular E-E-E-L (a/6=1.5) com ta = 0.005 (placa fina),
correspondentes as primeira (a), segunda (b), terceira (c), quarta (d), quinta (e) e sexta (f)

frequiéncias naturais.
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Figura 6.46  Curvas de convergéncia, para os dois elementos em analise (SER3x3 e
LAG3x3), para a placa retangular E-E-E-L (a/b=1.5) com ta = 0.0l (placa fina),
correspondentes as primeira (a), segunda (b), terceira (c), quarta (d), quinta (e) e sexta (f)
freqliéncias naturais.
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Figura 6.47  Curvas de convergéncia, para os dois elementos em analise (SER3x3 e
LAG3x3), para a placa retangular E-E-E-L (a/6=1.5) com #/a = 0.05 (placa moderadamente
grossa), correspondentes as primeira (a), segunda (b), terceira (c), quarta (d), quinta (e) e
sexta (f) freqiiéncias naturais.
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Curvas de convergéncia, para os dois elementos em analise (SER3x3 e

LAG3x3), para a placa retangular E-E-E-L (a/b=1.5) com #/a = 0.1 (placa moderadamente
grossa), correspondentes as primeira (a), segunda (b), terceira (c), quarta (d), quinta (e) e
sexta (f) freqliéncias naturais.
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Verifica-se, a partir das Tabelas 6.56 a 6.61 e das Figuras 6.45 a 6.48, que o elemento
da familia Lagrangeana apresenta um melhor desempenho que o elemento da familia
Serendipity, particularmente, para a situagdo de placa fina (#a < 0.05). Nota-se, também, que
a distorcdo na malha de discretizacdo afeta proporcionalmente os dois elementos, em
comparagdo com os resultados obtidos para a placa retangular E-E-E-L com malha regular
(Item 6.2.1.5), mas, mesmo assim, a convergéncia para a solugdo exata ¢ mantida. Deve-se
notar, também, que o aumento do erro com o refinamento da malha. para o caso das placas
moderadamente grossas (t/a = 0.05 e t/a=0.1), se da devido ao fato de se estar comparando
os resultados obtidos com aqueles da teoria classica [25]; infelizmente, ndo se tem na

literatura os resultados obtidos a partir da teoria de Mindlin [26].

6.3 Cascas cilindricas

A caracteristica mais importante nos problemas que envolvem cascas cilindricas ¢ o
fato de que estas possuem um raio de curvatura R, portanto, apresentam malha de
discretizagdo distorcida.

Aplicando a mesma simbologia usada para placas retangulares, tem-se para a casca
cilindrica de dimensdes L e S e raio de curvatura R, que a notagdo E-L-L-L. identifica uma

casca com o lado correspondente a X=0 engastado e os demais lados livres (Figura 6.49).

‘ 4

¥

Figura 6.49 Casca cilindrica E-L-L-L com convengio de coordenadas.
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Para cascas cilindricas, como para placas retangulares, também existem 21 casos
distintos, que envolvem todas as combinagoes das condigdes de contorno cldssicas (engastada,
simplesmente apoiada ou livre). Serdo apresentados, a seguir, os resultados obtidos para

alguns desses casos.

6.3.1 Malha de discretizacao regular

Como foi visto, as cascas cilindricas tém malha de discretizagao distorcida, devido ao
seu raio de curvatura. Mas, levando-se em conta apenas sua superficie, pode-se modelar a
casca cilindrica com uma malha de discretizagdao regular como para placas retangulares

(Figura 6.2).

6.3.1.1 Casca cilindrica E-L-L-L

Em fun¢do da geometria e para se obter uma curva de convergéncia (Figuras 6.50 e
6.51), a casca foi modelada com seis malhas de discretizagdo de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 e 7x7
elementos. Foram calculadas as doze primeiras freqiiéncias naturais para os dois elementos
em analise e estes resultados, comparados com os obtidos, experimentalmente, por Olson e
Lindberg [28] como mostram as Tabelas 6.62 e 6.63. Estas Tabelas apresentam, entdo, para
cada malha de discretizagao e para cada modo (de | a 12) os resultados experimentais, obtidos
na referéncia [28] e os resultados, obtidos para os elementos em analise (SER3x3 e LAG3x3)
€ seus respectivos erros.
As caracteristicas da casca modelada sao as seguintes:
S=L=0.3048 m
R =0.6096 m
1=3.048x 10" m
E=2.068x 10'' N/m’
p =7.80x 10° Kg/m’
v=0.3
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RESULTADO t/a=0.01

MALHA | MODO | EXPERIMENTAL SER3x3 ERRO LAG3x3 ERRO
1 85.6 126.7299 48.0% 109.3570 27.8%

2 134.5 166.8321 24.0% 165.4197 23.0%

3 259.0 767.5025 196.3% 602.2853 132.5%

4 351.0 805.2481 129.4% 733.6633 109.0%

5 395.0 850.4240 115.3% 762.6993 93.1%

2x2 6 531.0 1802.0147 239.4% 1159.6240 118.4%
7 743.0 2093.0967 181.7% 1781.1495 139.7%

8 751.0 2341.6060 211.8% 1944.1459 158.9%

9 790.0 4115.1449 420.9% 2201.6535 178.7%

10 809.0 4133.2775 410.9% 4063.7841 402.3%

11 997.0 4268 8433 328.2% 4086.4981 309.9%

12 1216.0 4885.7278 301.8% 4175.6791 243.4%

| 85.6 95.5442 11.6% 92.9208 8.6%

2 134.5 155.9197 15.9% 154.5459 14.9%

3 259.0 396.7310 53.2% 372.9455 44.0%

4 351.0 429.5765 22.4% 407.4218 16.1%

5 395.0 616.3153 56.0% 491.8702 24.5%

3x3 6 531.0 1080.8830 103.6% 837.6367 57.7%
7 743.0 1216.1501 63.7% 1158.1157 55.9%

8 751.0 1302.2588 73.4% 1212.8202 61.5%

9 790.0 1359.5384 72.1% 1225.2602 55.1%

10 809.0 1785.5856 120.7% 1403.4951 73.5%

11 997.0 2068.6887 107.5% 1608.9024 61.4%

12 1216.0 2336.9471 92.2% 1779.3246 46.3%

1 85.6 89.9350 3.1% 89.1904 4.2%

2 134.5 148.4503 10.4% 147.5704 9.7%

3 259.0 300.6097 16.1% 293 0989 13.2%

4 351.0 379.1495 8.0% 373.1015 6.3%

5 395.0 481.5567 21.9% 431.3893 9.2%

4x4 6 531.0 761.4697 43.4% 744 6399 40.2%
7 743.0 828.9455 11.6% 788.1789 6.1%

8 751.0 915.3338 21.9% 877.0526 16.8%

9 790.0 1053.4977 33.4% 899.5796 13.9%

10 809.0 1328.9101 64.3% 987.3181 22.0%

11 997.0 1587 3986 50.2% 1342 8356 34.7%

12 1216.0 1779.1094 46 3% 1493 6326 22.8%

Tabela 6.62  Freqiiéncias naturais [s'] para a casca cilindrica E-L-L-L e malhas de

discretizagao regulares de (2x2), (3x3) e (4x4) elementos.
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RESULTADO ta =001

MALHA | MODO | EXPERIMENTAL SER3x3 ERRO LAG3x3 ERRO
| 85.6 88.1884 3.0% 87.9001 2.7%
2 134.5 1344.0757 7 1% 143.6100 6.8%
3 2590 270.8342 36% 2683435 3.6%
2 351.0 362.7732 3.4% 360.1636 2.6%
5 395.0 425 6885 7 8% 410.6889 2.0%
55 6 S31.0 6374464 20.0% 631 3047 18.9%
7 7430 7845889 5 6% 769.4676 3.6%
3 751.0 833.0619 10.9% 808.8101 77%
9 790.0 889.3472 12.6% 835.0669 57%
10 809.0 996.9796 23.2% 893.6133 10.5%
1 997.0 1328.9762 33.3% 1295.6287 30.0%

12 12160 ] 13455333 | 107% | 13166950 |  83% |
; 85.6 87.4610 2.2% 87.3247 2.0%
2 134.5 141 8568 5.5% 141.5962 5.3%
3 259.0 259.7689 0.3% 258.8530 -0.1%
3 351.0 355 1562 1.2% 353 0556 0.8%
5 395.0 306.7772 3.0% 4015795 1.7%
6x6 6 S31.0 589.1365 10.9% 586.5152 10.5%
7 743.0 766.8626 32% 758 9264 2.1%
8 751.0 7931207 5.6% 7787115 3.7%
9 790.0 823.9575 43% 8087468 2.4%
10 809.0 889.8159 10% 856.7469 5.9%
] 997 0 11858174 18.9% 11804217 18.4%

12| 12160 | 12890288 | 6.0% 1275 3468 49%
| 85.6 87.0999 1 8% 87.0215 7%
2 134.5 140.7138 4.6% 140.5492 4.5%
3 259.0 254.9203 6% 254.5376 17%
2 351.0 351.1515 0.0% 150.5436 0.1%
3 395.0 398.9902 1.0% 396.8331 0.5%
X7 [3 531.0 566.5572 6.7% 565.3097 6.5%
7 743.0 7559515 1.7% 751 8858 1.2%
8 751.0 769.9224 2.5% 762.7186 1.6%
9 790.0 800,998 |.4% 795 9824 0.8%
10 309.0 851.0003 5 2% 838.5670 3.7%
1 997 0 1117.9131 12.1% 1114.8180 11.8%
2 1216.0 12698905 3.4% 1264.4742 3.0%

Tabela 6.63  Freqiliéncias naturais [s"] para a casca cilindrica E-L-L-L e malhas de

discretizagdo regulares de (5x5), (6x6) e (7x7) elementos.

As Figuras, a seguir, apresentam, para os dois elementos em analise (SER3x3 e
LAG3x3), os graficos das curvas de convergéncia para a casca E-L-L-L para as doze primeiras
freqii€ncias naturais; os graficos tém na ordenada o erro comparativamente aos resultados
obtidos na referéncia [28] e na abscissa 0 numero total de elementos correspondentes a cada

malha de discretizagao.
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Figura 6.50 Curvas de convergéncia, para os dois elementos em andlise (SER3x3 e
LAG3x3), para a casca E-L-L-L, correspondentes as primeira (a), segunda (b), terceira (c),

quarta (d), quinta (e) e sexta (f) frequiéncias naturais.

164



Capitulo 6 Exemplos de Aplicacao

200 : _ . 220 : _
180 | _.______I__L e = SER3X3 .% | | |} e e SER3x3
160 |- \ . | —O— LaG3x3 | | —o—tacaxs
140 —q\f || T I — =
g e ! ! i 1 [ [ g P - .
p 100+ | T ° | | |
s 004 i s | R
| | ! . | T
1 |
%

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

numero de elementos numero de elementos
(a) (b)
200
80 | [ || ==0=—sER3x3 | | ===——sER3x3
160 +— | == LAG3x3 T | —O— LAG3x3
140 A ! | | _ | | T
\ | | | |
g 12— | § o0 \
o 100 ! ° L]
£ \ | £ 60 \
¢ 80 +— , @ N \
60 N 40 +—— L N |
(pe— \ ! | | ¥ |
40 1 [ 20 | | D \-'L_ | |
e ] T
0 ' M—t—c 0 T S i —
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
numero de elementos numero de elementos
(c) (d)
120 100 —4 .
] e e SER3X3 0 _th - «={ }==SER3x3
100 +——\ | =—O— LAG3X3 b N\ |—O—laca
80 +— I | | | | I 70 i \\ = | ] |
g N T T germarys |
o 601 — i s 50 '| a : |
5 | . ] E g) | M\ N1
a0 { N e % NN |
| - | wl | | O NI | |
20 1 I i | I |
e 10 i | | !
0 ' | l S 0 e —4
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
numero de elementos numero de elementos
(e) (f)

Figura 6.51 Curvas de convergéncia, para 0s dois elementos em analise (SER3x3 e
LAG3x3), para a casca E-L-L-L, correspondentes as sétima (a), oitava (b), nona (c),

décima (d), décima primeira (e) € décima segunda (f) freqliéncias naturais.
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A Figura 6.52 ilustra os seis primeiros modos de vibrar da casca cilindrica E-L-L-L,

com malha de discretizacdo de (7x7) elementos, obtidos a partir do elemento da familia

Lagrangeana.

(e ()

Figura 6.52 Primeiro (a), segundo (b), terceiro (c), quarto (d), quinto (e) e sexto (f) modos

de vibrar da casca cilindrica E-L-L-L, com malha de discretizagao de 7x7 elementos, obtidos a

partir do elemento da familia Lagrangeana.
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Verifica-se, a partir das Tabelas 6.62 e 6.63 e das Figuras 6.50 € 6.51, que o elemento
da familia Lagrangeana apresenta um melhor desempenho que o elemento da familia

Serendipity.

6.3.1.2 Casca cilindrica E-E-E-E

Em funcdo da geometria e para se obter uma curva de convergéncia (Figuras 6.53 e
6.54), a casca foi modelada com seis malhas de discretizagdo de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 e 7x7
elementos. Foram calculadas as doze primeiras freqiiéncias naturais para os dois elementos
em analise e estes resultados, comparados com 08 obtidos, experimentalmente, por
Deb Nath [29] como mostram as Tabelas 6.64 e 6.65. Estas Tabelas apresentam, entdo, para
cada malha de discretizagdo e para cada modo (de 1 a 12) os resultados experimentais, obtidos
na referéncia [29] e os resultados, obtidos para os elementos em analise (SER3x3 e LAG3x3)
e seus respectivos erros.

As caracteristicas da casca modelada sdo as seguintes:

S=101.6 mm
L =76.2 mm
R =762.0 mm
t=0.33 mm

E=6.89x 10'° N/m’
p=266x 10’ Kg/m’
v=0.33
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RESULTADO t/a =0.00325

MIA hj%) E}SMA_\L_ SER3x3 ERRO LAG3x3 ERRO
| 814.0 10420.9697 1180.2% 10406.9621 1178.5%

2 940.0 26276.4355 2695.4% 18311.0922 1848.0%

3 1260.0 26697.6523 2018.9% 22630.5186 1696.1%

4 1306.0 33722.0977 2482.1% 27198.5860 1982.6%

5 1452.0 38772.7969 2570.3% 33065.4390 2177.2%

2x2 6 1735.0 43382.0117 2307.4% 37862.7566 2082.3%
7 1802.0 510254323 2831.6% 42664.1387 2267.6%

& 2100.0 56273,7215 2679.7% 47504.1820 2162.1%

9 22250 60780,3251 2731.7% 51594.4048 2218.8%

10 2280.0 621459621 2725.7% 52027.7560 2181.9%

11 2518.0 635946084 2525.6% 55418.1651 2100.9%

S N ST L 290.1% 1 GOCTABIIS [ Jaidih ]

| 814.0 4333.8703 _432.4%__ 1092 4076 34.2%

2 940.0 13028.8463 1286.0% 11583.7959 1132.3%

3 1260.0 16297.2248 1193.4% 15454.7070 1126.6%

4 1306.0 20046.0100 1434.9% 18815.5251 1340.7%

5 1452.0 23044.2494 1487 1% 19293.2686 1228.7%

3x3 6 1735.0 27141.7961 1464 4% 24331.8023 1302.4%
7 1802.0 328818685 1724.7% 25080.3003 1291.8%

8 2100.0 37647.2926 1692.7% 27613.6295 1214.9%

9 2225.0 39640.5712 1681.6% 31350.0832 1309.0%

10 2280.0 42050.6631 1744 3% 32996.9574 1347.2%

11 2518.0 45303.8211 1699.2% 39856.9337 1482.9%

12 2622.0 48951.0352 1766.9% 46944.3497 1690.4%

1 814.0 1864 2881 129.0% 1049.9720 29.0%

2 940.0 4649.0103 394.6% 1122.4164 19.4%

3 1260.0 5079.5256 303.1% 1650.8058 31.0%

4 1306.0 12123.8212 828.3% 1919.4845 47 0%

5 1452.0 17459.7162 1102.5% 16856.7537 1060.9%

dx4 6 1735.0 21402.0717 1133.5% 16932.0010 875.9%
7 1802.0 22893.5015 1170.5% 21904.1068 1115.5%

8 2100.0 23637.7683 1025.6% 21979.5641 946.6%

9 22250 251988606 1032.5% 22499 6890 911.2%

10 2280.0 30044.3627 1217.7% 22526.6352 RE8.0%

11 2518.0 30565.1819 1113.9% 28117.7824 1016.7%

12 2622.0 33278.2893 1169.2% 29247.8377 1015.5%

Tabela 6.64  Freqiiéncias naturais [s'] para a casca cilindrica E-E-E-E e malhas de

discretizagao regulares de (2x2), (3x3) € (4x4) elementos.
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RESULTADO t/a=001
MALHA | MODO | EXPERIMENTAL SER3x3 ERRO LAG3x3 ERRO
M#—

1 814.0 1241.7611 52.6% 9R85.1116 21.0%

2 940.0 2383.9717 153.6% 1028.7850 9.4%

3 1260.0 2529.1339 100.7% 1512.2073 20.0%

4 1306.0 4946.6259 278.8% 1669.1699 27.8%

5 1452.0 5290.8493 264 4% 1717.26R9 18.3%

5x5 ] 1735.0 6318.2547 264.2% 2316.0308 33.5%
7 1802.0 12073.4284 570.0% 2740.9392 52.1%

8 2100.0 13133.8353 525.4% 2986.3314 42.2%

9 22250 21783.9946 879.1% 3628.7693 63.1%

10 2280.0 22385.5589 881.8% 22280.8995 877.2%

11 2518.0 24795.2851 B84.7% 22587.9913 797.1%

12 2622.0 26402.7358 907.0% 22760.6441 768.1%

1 814.0 1086.5799 33.5% 035.5416 14.9%

2 940.0 1438.0911 53.0% 1011.8294 7.6%

3 1260.0 1793.8747 42.4% 1455.6729 15.5%

- 1306.0 2914.6743 123.2% 1522.5077 16.6%

5 1452.0 3322.7715 128.8% 1576.2525 8.6%

6x6 6 1735.0 15553202 104.9% 2072.3920 19 4%
7 1802.0 5384.7053 198.8% 2475.0956 37.4%

8 2100.0 5701.8975 171.5% 2549.4624 21.4%

9 2225.0 6990.2569 214.2% 2677.7305 20.3%

10 2280.0 73279115 221.4% 3082.2603 35.2%

11 2518.0 11737.7239 366.2% 3168.0894 25.8%

12 2622.0 13382.2693 410.4% 4132.3451 _57.6%

| 814.0 1038.1790 27.5% 912.2986 12.1%

2 940.0 1102.7297 17.3% 008.9744 6.3%

3 1260.0 1546.6594 22.8% 1426.5643 13.2%

4 1306.0 1979.1987 51.5% 1432.6979 9.7%

5 1452.0 2361.8189 62.7% 1530.8700 5.4%

7x7 6 1735.0 2662.1394 53.4% 1958.4911 12.9%
7 1802.0 3492 4000 93 8% 2296.0346 27.4%

8 2100.0 4414.0985 110.2% 2336.1042 11.2%

9 2225.0 4516.0421 103.0% 2522.4584 13.4%

10 2280.0 4524.0986 OR 4% 2809.1118 23.2%

11 2518.0 5692.0965 126.1% 2052.7882 17.3%

12 2622.0 7064.2100 169.4% 3620.8178 38.1%

Tabela 6.65  Freqiéncias naturais [s'] para a casca cilindrica E-E-E-E e malhas de

discretizagio regulares de (5x5), ( 6x6) e (7x7) elementos.

As Figuras, a seguir, apresentam, para os dois clementos em analise (SER3x3 e
LAG3x3), os graficos das curvas de convergéncia para a casca E-E-E-E para as doze
primeiras freqiéncias naturais; oS graficos tém na ordenada o erro comparativamente aos
resultados obtidos na referéncia [29] e na abscissa o numero total de elementos

correspondentes a cada malha de discretizagao.
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Figura 6.53 Curvas de convergencia, para os dois elementos em analise (SER3x3 e
LAG3x3), para a casca E-E-E-E, correspondentes as primeira (a), segunda (b), terceira (c),

quarta (d), quinta (e) e sexta (f) freqiiéncias naturais.
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Figura 6.54

Curvas de convergéncia, para 0s dois elementos em analise (SER3x3 e

LAG3x3), para a casca E-E-E-E, correspondentes as sétima (a), oitava (b), nona (c),

décima (d), décima primeira (€) € décima segunda (f) freqiiéncias naturais.
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A Figura 6.55 ilustra os seis primeiros modos de vibrar da casca cilindrica E-E-E-E,

com malha de discretizagao de (7x7) elementos, obtidos a partir do elemento da familia

Lagrangeana.

Figura 6.55 Primeiro (a), segundo (b), terceiro (c), quarto (d), quinto (e) e sexto (f) modos

de vibrar da casca cilindrica E-E-E-E, com malha de discretizagao de 7x7 elementos, obtidos

a partir do elemento da familia Lagrangeana.
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Verifica-se, a partir das Tabelas 6.64 e 6.65 e das Figuras 6.53 e 6.54, que o elemento
da familia Lagrangeana apresenta um melhor desempenho que o elemento da familia

Serendipity.

6.3.2 Malha de discretizag¢ao distorcida

Pode-se modelar a casca cilindrica com uma malha de discretizagdo distorcida como
para placas retangulares (Figura 6.28), levando-se em conta apenas a sua superficie. Portanto a
casca cilindrica ficaria com uma malha de discretizagao duplamente distorcida, em relagdo ao

seu raio de curvatura e a sua superficie.

6.3.2.1 Casca cilindrica E-L-L-L

Em fungdo da geometria e para s¢ obter uma curva de convergéncia (Figuras 6.56 e
6.57), a casca foi modelada com seis malhas de discretizagdo de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 e 7x7
elementos. Foram calculadas as doze primeiras freqiiéncias naturais para os dois elementos
em analise e estes resultados, comparados com os obtidos, experimentalmente, por Olson e
Lindberg [28] como mostram as Tabelas 6.66 ¢ 6.67. Estas Tabelas apresentam, entdo, para
cada malha de discretizagdo e para cada modo (de 1 a 12) os resultados experimentais, obtidos
na referéncia [28] e os resultados, obtidos para os elementos em analise (SER3x3 e LAG3x3)
€ seus respectivos erros.
As caracteristicas da casca modelada sdo as seguintes:
S=L=03048 m
R =0.6096 m
t=3.048x 10° m
E=2.068x 10" N/m’
p=7.80x 10° Kg/m’
v=03
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RESULTADO 7a=00]
| MALHA | MODO | EXPERIMENTAL [ SER3x3 [__ERRO LAGSS | ERRO
i 85.6 — 145.2061 ~697% | 114.5995 33.9%
2 134.5 169.1734 25 8% 163.6602 21.7%
3 259.0 697.3276 169 2% 539.8826 108.4%
3 351.0 7818416 122.7% 712.9892 103.1%
3 395.0 8035950 103.4% 737.2413 86.6%
22 6 531.0 1792.5852 237.6% 1156.5084 117.8%
7 743.0 21369581 187.6% 17823887 139.9%
8 751.0 2647.5404 252.5% 1998 3804 166.1%
0) 790.0 4086 2863 317.3% 2279 4631 188.5%
10 809.0 3260.3500 326 6% 3028 0856 385 5%
T 997.0 16443019 365.8% 32346112 324.7%
12 1216.0 2882, 8446 301.5% 3270.9282 251.2%
_ e — e —— ——— — — —
[ 85.6 T14.7197 34.0% 101.9238 19.1%
2 1345 160.6093 19.4% 156.9302 16.7%
3 259.0 381.1994 47.2% 3583102 38.3%
3 351.0 478.7880 36.4% 430.6023 2.7%
5 395.0 660.6516 67.3% 549.1398 39.0%
3x3 6 531.0 1113.5065 109.7% 899 5493 69.4%
7 743.0 13492651 81.6% 12006006 61.6%
8 751.0 1200.4369 86.5% 1318.0590 75.5%
9 790.0 1568 7868 98 6% 1252.5581 £3.9%
10 809.0 17855687 120.7% 1586.0719 96.1%
I 997.0 22645275 127.1% 1780.8224 78.6%
12 1216.0 3534.0893 108.4% 19227142 58.1%
| 85.6 91,3932 6.8% 90.0482 5 2%
2 134.5 148.7602 10.6% 148.0333 10.1%
3 359.0 305.0188 17.8% 298 1595 15.1%
4 i51.0 384 1817 9.5% 373.2139 6.3%
] 395.0 488.9070 23.8% 434 B386 10.1%
4x4 6 531.0 783.8350 47 6% 763.9169 43 9%
7 743.0 R23.5242 10.8% TR80.0261 6.2%
8 751.0 962 6861 28.2% 916.1826 22.0%
9 790.0 1078.7481 36.6% 958 378K 21.3%
10 809.0 1355.3654 67.5% 1021 8843 26.3%
N 397.0 1591 7197 59.7% 1365.7403 37.0%
12 1216.0 1664.3854 36.9% 1522 3997 25.29%

Tabela 6.66

Frequéncias naturais [s"l] para a casca

discretizagao distorcidas de (2x2), (3x3) e (4x4) elementos.
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RESULTADO 7a=0.0]

MALHA | MODO | EXPERIMENTAL [~ SER33 ] ERRO__J _ LAG3x3 [__ERRO
1 856 89.5016 2.6% | 88.7634 3.7%
2 134.5 1445101 7.4% 143.8423 6.9%
3 259.0 273.2427 5.5% 2693584 3.0%
4 351.0 369.5270 53% 364.1492 3.7%
5 395.0 433.3169 9.8% 415.9925 53%
5x5 6 S31.0 653.1346 23.0% 540.8494 20.7%
7 743.0 7919400 6.6% 775.6133 4.4%
8 751.0 851.7765 13.4% 8169104 8.8%
9 790.0 911.2607 15.3% 855.9967 8.4%
10 §00.0 1037.0395 28.2% 918.6032 13.5%
1 997.0 1371.8455 317.6% 1314.6320 31.9%
12| 160 | 13818292 13.6% 1362.0638 12.0%
] 5.6 877772 2.5% 87,5521 2.3%
2 134.5 142.2018 S.8% 141.9988 56%
3 259.0 262.0790 1 2% 260.7004 0.7%
2 351.0 3564052 1 5% 353 5811 0.7%
5 395.0 411.7276 2% 302.8022 2.0%
6x6 6 3310 5990373 12.8% 594 6836 12.0%
7 7430 768.0456 3 4% 759.4803 2.2%
R 751.0 8016728 6.7% 783.8880 4.4%
9 790.0 844 7015 6.9% 813.6852 3.0%
10 809.0 908.3695 12.3% 8675574 7 2%
1 997.0 12157443 31.9% 1202.8019 20.6%
12 1216.0 12979826 6.7% 1278.4378 5.1%

| E— — — ————
1 85.6 87 3600 21% 872336 1.9%
2 134.5 120.8639 7% 1206529 46%
3 750.0 7557965 1.2% 2549974 1.5%
4 351.0 352.4010 0.4% 351.1652 0.0%
5 395.0 401.4860 1.6% 397.9197 0.7%
7x7 3 531.0 5703875 7 4% 567 7741 6.9%
7 743.0 7599555 2.3% 753.3408 1 4%
8 751.0 777.0973 3.5% 766.7588 2.1%
9 790.0 807.5994 2.2% 798.7213 1 1%
10 %09.0 £64.2077 6.8% 846.2728 4 6%
K 997.0 11315688 13.5% 1123.6681 12.7%
12 1216.0 1277.1331 5.0% 12679359 3%

Tabela 6.67  Freqiiéncias naturais [s'] para a casca cilindrica E-L-L-L e malhas de

discretizagao distorcidas de (5x5), (6x6) e (7x7) elementos.

As Figuras, a seguir, apresentam, para os dois elementos em analise (SER3x3 e
LAG3x3), os graficos das curvas de convergéncia para a casca E-L-L-L para as doze primeiras
frequiéncias naturais; os graficos tém na ordenada o erro comparativamente aos resultados
obtidos na referéncia [28] e na abscissa o numero total de elementos correspondentes a cada

malha de discretizagao.
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Figura 6.56 Curvas de convergéncia, para os dois elementos em analise (SER3x3 e
LAG3x3), para a casca E-L-L-L, correspondentes as primeira (a), segunda (b), terceira (c),

quarta (d), quinta (e) e sexta (f) freqiiéncias naturais.
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Figura 6.57 Curvas de convergéncia, para os dois elementos em analise (SER3x3 e
LAG3x3), para a casca E-L-L-L, correspondentes as sétima (a), oitava (b), nona (c),

décima (d), décima primeira (e) e décima segunda (f) freqiiéncias naturais.
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Verifica-se, a partir das Tabelas 6.66 € 6.67 e das Figuras 6.56 € 6.57,yquc o elemento
da familia Lagrangeana apresenta um melhor desempenho que o elemento da familia
Serendipity. Nota-se, também, que a distorcao na malha de discretizagdo afeta
proporcionalmente os dois elementos, em comparagdo com os resultados obtidos para a casca
cilindrica E-L-L-L com malha regular (Item 6.3.1.1), mas, mesmo assim, a convergeéncia para

a solugio exata ¢ mantida.

6.3.2.2 Casca cilindrica E-E-E-E

Em funcdo da geometria e para se obter uma curva de convergéncia (Figuras 6.58 €
6.59), a casca foi modelada com seis malhas de discretizagdo de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 e 7x7
elementos. Foram calculadas as doze primeiras freqiiéncias naturais para os dois elementos
em andlise e estes resultados, comparados com os obtidos, experimentalmente, por
Deb Nath [29] como mostram as Tabelas 6.68 ¢ 6.69. Estas Tabelas apresentam, entao, para
cada malha de discretizagdo e para cada modo (de 1 a 12) os resultados experimentais, obtidos
na referéncia [29] e os resultados, obtidos para os elementos em analise (SER3x3 e LAG3x3)
e Seus respectivos erros.

As caracteristicas da casca modelada sao as seguintes:

S=101.6 mm
L =76.2 mm
R =762.0 mm
t=0.33 mm

E=6.89x 10" N/m’
p =2.66x 10° Kg/m’

v=033
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RESULTADO t/a = 0.00325

MALHA | MODO | EXPERIMENTAL MLO—I _LAG3x3 | __ERRO
1 814.0 12499 7841 1535.6% 10784.1263 1224 8%
2 940.0 21163,1625 2251.4% 18504.8589 1868.6%
3 1260.0 23880,7894 1895.3% 22635.9696 1696.5%
4 1306.0 30967,8728 2371.2% 27380.1748 1996.5%
S 1452.0 35604,4925 2452.1% 33188.2135 2185.7%
2x2 6 1735.0 40279,7629 2321.6% 38027.3855 2001 8%
7 1802.0 448698325 2490.0% 43154.6416 2294.8%
] 2100.0 53799.9061 2561.9% 49234 2963 2244 5%
9 2225.0 61957,3529 2784.6% 52370.8524 2253.7%
10 2280.0 64007 6441 2811.3% 55932.2224 2353.2%
11 2518.0 67769,4521 2691.4% 56496.6443 2143.7%
. T 2622.0 71203,0328 2715.6% 62689.7777 2290.9%
1 814.0 4030.5158 395.1% 1251.1733 53.7%
2 940.0 13689 3542 1356.3% 12073.0337 1184.4%
3 1260.0 17119.2452 1258.7% 16342.8228 1197.0%
4 1306.0 21150.1110 1519.5% 19652.3137 1404.8%
5 1452.0 24725.1019 1602.8% 20403.2757 1305.2%
3x3 6 1735.0 28419.3025 1538.0% 25078.9313 1345.5%
7 1802.0 33025.1949 1732.7% 26678.1480 1380.5%
] 2100.0 37842.8271 1702.0% 28551.8998 1259.6%
9 2225.0 42528.5252 1811.4% 32682.9852 1368.9%
10 2280.0 42704.8652 1773.0% 331004324 1351.8%
11 2518.0 48064.8505 1808 9% 39167.8899 1455.5%

12 2622.0 50005.6021 1841.5% [ 466427887 | 16789% |
1 814.0 1877.4519 130.6% 1071.5051 31.6%
2 940.0 4745 9467 404 9% 1397.5838 48.7%
3 1260.0 5562.1786 341.4% 1897 7755 50.6%
4 1306.0 12107 6653 827.1% 2311.0134 77.0%
5 1452.0 18143.7738 1149.6% 16335.6506 1025.0%
4x4 6 1735.0 21646 5686 1147.6% 17330.2947 898.9%
7 1802.0 22054 7084 1173.8% 22047.7929 1123.5%
8 2100.0 24387.0695 1061.3% 22195 6796 956.9%
9 2225.0 25432.2550 1043.0% 22455.8646 909.3%
10 22800 30327.9622 1230.2% 22976.1898 907.7%
11 2518.0 33187.2995 1218 0% 27760 5828 1002.5%
12 2622.0 33891 8700 1192.6% 28723.5103 995.5%

Tabela 6.68  Freqiéncias naturais [s'] para a casca cilindrica E-E-E-E e malhas de

discretizagao distorcidas de (2x2), (3x3) e (4x4) elementos.

179



Capitulo 6 Exemplos de Aplicacao

RESULTADO Va =001
MALHA | MODO | EXPERIMENTAL [ SER3x3 [_ERRO__ | [AGI3 | ERRO
T a0 —258.0234 | 545% | 10429526 28.1%
3 9300 74557696 1613% 1077.8137 14.7%
3 1260.0 37423277 T17.6% 1556.4735 23.5%
3 1306.0 5334.6266 308.5% 1793 8921 37.4%
5 1452.0 6333.1761 336.2% 2248 6290 54.9%
5x5 6 1735.0 67058596 286 5% 2653.9778 53.0%
7 1802.0 12413.1605 S88.9% 30682741 70.3%
8 2100.0 13256.9375 531.3% 36601492 74.3%
9 3225.0 209511947 341.6% 43779261 96.8%
10 22800 218116448 856 7% 30818.7957 813.1%
1 3518.0 35146.3374 898 7% 21624.0195 758 8%
12 26220 | 279205152 9649% | 219463132 | 737.0% |
[ — 140 1105.1533 " 35 8% 968 8072 19.0%
2 940.0 1530 1812 62.8% 1024.3293 0.0%
3 1260.0 1874 9962 38.8% 1475.8537 17.1%
3 1306.0 3217.3430 146.4% 1637.1264 25.4%
B 1452.0 3578 8066 126.5% 1653.2189 13.9%
6x6 3 1735.0 36694093 1115% 2197.0266 26.6%
7 1802.0 5912.3854 228.1% 25463822 41.3%
8 2100.0 7009.9536 2338% 7798 7421 33.3%
9 2225.0 71641719 222.0% 3057.6984 37.4%
10 2280.0 7561 5442 231.6% 3413.1038 197%
Il 2518.0 11954.0475 374.7% 3718.1597 47 7%
12 2622.0 13391.0711 410.7% | 47405559 80.8%
| 814.0 1049.7076 200% T 031 5640 14.4%
z 940.0 1146.9405 22.0% 7009 4544 7 4%
3 12600 1577.7405 25.2% 1436.3887 14.0%
3 1306.0 2143.6298 64.1% 1501.5095 15.0%
5 1352.0 24455029 68.4% 1570.5766 8.2%
%7 3 1735.0 37693684 59.6% 2042.2962 17.7%
7 1802.0 3895.9626 116.2% 2375.9425 31.9%
R 2100.0 3540 8573 116.2% 24905838 18.6%
9 2225.0 3658 3956 T09.4% 7609 2411 17.3%
10 2280.0 4800.7875 110.6% 2082.6369 30.8%
Il 25180 7013.8217 178.5% 3102.1213 23.2%
12 2622.0 7922.0474 202.1% 3954 2932 50.8%

Tabela 6.69  Freqiiéncias naturais [s'] para a casca cilindrica E-E-E-E e malhas de

discretizagdo distorcidas de (5x5), (6x6) € (7x7) elementos.

As Figuras, a seguir, apresentam, para os dois elementos em analise (SER3x3 e
LAG3x3), os graficos das curvas de convergéncia para a casca E-E-E-E para as doze
primeiras freqiiéncias naturais; os graficos tém na ordenada o erro comparativamente aos
resultados obtidos na referéncia [29] e na abscissa o numero total de elementos

correspondentes a cada malha de discretizagao.
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Curvas de convergéncia, para os dois eclementos em analise (SER3x3 e

LAG3x3), para a casca E-E-E-E, correspondentes as primeira (a), segunda (b), terceira (c),

quarta (d), quinta (e) e sexta (f) freqiiéncias naturais.
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Figura 6.59
LAG3x3),

Curvas de convergéncia, para os dois elementos em analise (SER3x3 e

para a casca E-E-E-E, correspondentes as sétima (a), oitava (b), nona (c),

décima (d), décima primeira (e) e décima segunda (f) freqiiéncias naturais.
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Verifica-se, a partir das Tabelas 6.68 e 6.69 ¢ das Figuras 6.58 ¢ 6.59, que o elemento
da familia Lagrangeana apresenta um melhor desempenho que o clemento da familia
Serendipity. Nota-se, também, que a distor¢do na malha de discretizagao afeta
proporcionalmente os dois elementos, em comparagdo com 0s resultados obtidos para a casca
cilindrica E-E-E-E com malha regular (Item 6.3.1.2), mas, mesmo assim, a convergéncia para

a solugdo exata é mantida.

6.4 Viga engastada

Um exemplo classico da elasticidade plana consiste em uma viga em balango, como
mostra a Figura 6.60. Em fungdo da geometria a viga foi modelada com duas malhas de
discretizagdo de Sx1 e 10x2 elementos. Foram calculadas as doze primeiras freqiiéncias
naturais para os dois elementos em analise e esses resultados, so comparados com os obtidos,
analiticamente, por Timoshenko etal [30] como mostram as Tabelas 6.70 ¢ 6.71. Estas
Tabelas apresentam, entdo, para cada malha de discretizagdo e para cada modo (1 a 12) os
resultados analiticos. obtidos na referéncia [30] e os resultados, obtidos para os elementos em

analise (SER3x3 e LAG3x3) e seus respectivos erros.

Figura 6.60 Viga engastada em uma de suas extremidades.

As caracteristicas da viga modelada sdo as seguintes:

L=20m

H=4m
tr=0.1m
E=1.0x 10°N/m’
p=1Kg/m’
v=0.3
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RESULTADO va = 0.005
MALHA | MODO | ANALITICO SER3x3 [ ERRO | LAG3x3 | ERRO
I 1.5670 1.5897 1.45% 1.5810 0.89%
2 8.4370 87067 320% 8.6698 2.76%
3 12.5000 12.5429 0.34% 12.5391 0.31%
4 20.0800 21.1050 5.10% 21.0434 4.80%
5 33.3400 35.9285 7.76% 35.8669 7.58%
5x1 6 37.5000 37.5481 0.13% 37.5353 0.09%
7 47.4100 53.0545 11.91% 52.9975 11.79%
8 61.5300 62.3960 1.41% 62.3663 1.36%
9 62.5000 69.5007 11.20% 68.8948 10.23%
10 75.0700 87.1602 16.11% 87.0116 15.91%
1 81.8800 89.1578 8.89% 89.0316 8.73%
12 87.5000 92.2419 5.42% 91.8745 5.00%
[ T ~ 1.5670 1.5744 0.47% 1.5727 0.36%
2 8.4370 8.5203 0.99% 8.5076 0.84%
3 12.5000 12.5336 0.27% 12.5309 0.25%
3 20.0800 20.3869 1.53% 20.3498 1.34%
5 33.3400 34.0469 2.12% 33.9713 1.89%
10x2 6 37.5000 37.4910 0.02% 37.4825 20.05%
7 47.4100 48.7286 2.78% 48.5902 2.49%
8 61.5300 62.0259 0.81% 62.0108 0.78%
9 62.5000 63.6713 1.87% 63.4396 1.50%
10 75.0700 77.8824 3.75% 776116 3.39%
1 81.8800 82.5250 0.79% 823436 0.57%
12 87.5000 85.6306 2.14% 853285 2.48%

Tabela 6.70 Freqiiéncias naturais [s'!] para a viga engastada com malhas de discretizacao

regulares de (5x1) e (10x2) elementos.

A Figura 6.61 ilustra os doze primeiros modos de vibrar da viga engastada, com malha
de discretizagdo de (10x2) elementos, obtidos a partir do elemento da familia Lagrangeana.
Verifica-se, a partir das Tabela 6.70, que o elemento da familia Lagrangeana apresenta

um melhor desempenho que o elemento da familia Serendipity.
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() (b)

(k) M

Figura 6.61 Primeiro (a), segundo (b), terceiro (¢), quarto (d), quinto (e), sexto (f),
sétimo (g), oitavo (h), nono (i), décimo (j), décimo primeiro (k) e décimo segundo (I) modos
de vibrar da viga engastada com malha de discretizagao de 10x2 elementos, obtidos a partir do

elemento da familia Lagrangeana.
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Copetulo 7

CONCLUSOES

Verifica-se a partir dos resultados obtidos no Capitulo anterior, que o elemento da
familia Lagrangeana apresentou um desempenho melhor que o elemento da familia
Serendipity, principalmente, para situagdes de placas e cascas finas, considerando-se tanto
malhas de discretizagdo regular, como distorcidas. Constatou-se, também, que, quanto mais
severas as condi¢des de contorno impostas (por exemplo. todos os lados engastados), a
convergéncia se torna mais lenta, mas sempre, obtendo-se melhores resultados para o
elemento da familia Lagrangeana, em comparagio com os obtidos para o elemento da familia
Serendipity. |

Pode-se verificar, ainda, que os resultados, obtidos pelos elementos em analise para as
situagdes de placas moderadamente grossas, sao excelentes (convergéncia rapida) e que com a
reducdo da espessura, situagdes de placa fina, a convergéncia se torna mais lenta em fung¢do do
elemento apresentar um aumento excessivo de sua rigidez [7]. Desta forma, com o objetivo de
retirar essa caracteristica de rigidez excessiva do elemento de Aamad, para situagdes de placas
e cascas finas, pode-se estabelecer que o elemento da familia Lagrangeana ¢ o mais

apropriado para iniciar o desenvolvimento de um elemento finito subparameétrico do tipo
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hierdrquico. Isto significa que em cima da expansao polinomial, obtida a partir das fungdes de
forma quadraticas da familia Lagrangeana, mostrada na Figura 2.8. deve-se inserir termos de
maneira a obter polindmios completos de terceiro grau. quarto grau, etc., como mostra a

Figura 7.1, refinando-se, desta forma, a solu¢do obtida, inicialmente. através da interpolagao

quadratica.
1
a n
&2 En nz .................... 2° grau
£ £ En’ N e, 3° grau
g En £y En’ N 4° grau

Figura 7.1 Expansio polinomial correspondente ao refinamento hierarquico de 3% e 4° graus.

Portanto. utilizando-se uma formula¢do subparamétrica do tipo hierdrquica com refinamento
adaptativo, é possivel identificar os lados e os elementos mais carentes de refinamento, uma
vez que possibilita empregar expansdes polinomiais diferentes ao longo de lados e elementos
diferentes, podendo gerar novos graus de liberdade hierarquicos, sempre que requeridos pela
magnitude do erro envolvido na analise.

Deve-se ressaltar. contudo, que a comparagdo efetuada neste trabalho. entre os dois
clementos (familia Serendipity e familia Lagrangeana), referiu-se & analise dinamica.
devendo-se. ainda. verificar seus comportamentos no que concerne a analise de estabilidade; a
analise estatica ja foi efetuada [31], tendo-se obtido as mesmas conclusdes no que se refere
aos desempenhos dos dois elementos em analise. Portanto, uma outra proposta de
continuidade deste trabalho é o “estudo comparativo entre elementos finitos isoparamétricos

das familias Serendipity e Lagrangeana para andlise de estabilidade de placas e cascas’.
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Apéndice A _Determinagdo dos Vetores e Versores

Apéndice #

DETERMINACAO DOS VETORES E
VERSORES

A.1 Determinacio dos vetores 7, 7, €F;

No ponto O, genérico, da superficie media do elemento de casca (Figura A.l),
considere-se a defini¢do de um vetor 7, normal a ela, obtido a partir do produto vetorial de

dois outros vetores: 7, ¢ 7,, tangentes a esta superficie e dados por [32]:

FEM)=— % (A.])
5 _0r(En)
REM=""57 (A2)
Portanto,
REN =/EMAREN) (A.3)
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Figura A.1 Vetor 7, normal a superficie media e vetores ¥, e 1y, tangentes a ela.

Considerando-se a Equagdo (2.2), pode-se escrever, entdo, que:

) U ON, (E)

Aigm) = Z—agl P (A4)
i=1

B CVON, (M) _

r(EN) = z_ﬁ_ z (A.5)
i=1

Se r,. 11, € 7 S0, respectivamente, as componentes do vetor #, segundo os eixos X, Y, ¢ Z
do sistema de referéncia global e, da mesma forma, r,,, ry; € 3, as componentes do vetor 7,

pode-se, tendo-se em conta a Equagao (2.1), escrever que:

m&n n_ A J-"f

. N, (En)

r(En) =J";z(@ﬂ) r= Z———O aé’n i (A.6)
mEn = lzf

e que:

"u(@ﬂ). n I.X,L

- dN, )

»EN) = Jrzz (En)f= Z ﬂ(a,Tl Vi (A.7)

; on

(&) = lzaJ

192



Apéndice A Determinacgao dos Vetores e Versores

Se i, ] e k sao uma base triortogonal, associada ao sistema de referéncia global, o vetor 7,

de componentes 7y, , 13, € 733, obtido a partir da Equagdo (A.3), sera dado por:

Jﬁl(@ml i ,}' k
REN) =1mEMr=nEMN) raEn nsEn) (A.8)
r}](Esﬂ)J f‘u(‘Fwn) rzz(éan.) "23(5,1'])

Resolvendo-se a equagio anterior ¢ substituindo-se as componentes de 7 e #, dadas atraves

das Equagdes (A.6) e (A.7), obtém-se que:

ON, ON; (En)
"31(&;"1) ZZ (é’n) an (y:zj _.V_,:z:) (Ag)
=1 j=1
aN, aN(én
rp(En) = ZZ (i,n) (z;x; = x;2;) (A.10)
i=l j=I
ON; (&) oN; (En)
raEM) = ZZC (&n - (xXiy; = yix;) (A.11)

i=l j=I

A.2 Determinacio dos versores v, v, € V;

No ponto O, genérico, da superficie media do elemento de casca, considere-se a
definicdo de um sistema cartesiano, local, de referéncia, constituido dos eixos x’,y" e z’, cujos
versores sio, respectivamente, v,, v, € vy, conforme mostra a Figura A.2.

O versor v, ¢ normal a superficie média e pode ser determinado a partir do vetor 7,

através da seguinte expressao:

(&N
)= (A.12
v3 (&N u & )“ )
onde “@(5, n)u ¢ 0 modulo do vetor 7, obtido da seguinte maneira:
el = Vi G+ G+ En (A13)
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i

Figura A.2 Sistema, local, de referéncia (x', y', z), associado ao ponto O e versor [,

associado a dire¢do X do sistema de referéncia global.

Se v, vy, € Vi3 $30 as componentes do versor % , segundo o sistema de referéncia

global, a Equagao (A.12) pode ser reescrita da seguinte forma:

) Ivn(fm) 1 Jr”(én)L
) B ()
ou, ainda,
v:.(@nhm-m(én) (A.15)
v3 (EM) = m-ﬁg (& (A.16)
v3(&N) = m-rgg(én) (A.17)

Os versores v, € v, sdo tangentes a superficie média e obtidos a partir dos seguintes

produtos vetoriais:
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S FA;}(&U)
: IOl A.
v (&n) ”1 AE}(&,]’”“ (A.18)
c
v, (&) = V3(En) Avi(EM) (A.19)

onde i ¢ o versor do eixo X do sistema de referéncia global (Figura A.2); caso,
eventualmente. este versor tenha a mesma diregdo do versor v;, deve-se tomar 0 Versor j do
eixo Y para executar o produto vetorial estabelecido na Equagao (A.18).

Se v,;, Vi, € V;3 Sa0 as componentes do versor v,, segundo o sistema de referéncia
global e, da mesma forma, 1,0 e 0, as componentes do versor i , a Equagdo (A.18) pode ser

escrita da seguinte forma:

J"’H(@ﬂ) I J k
v (EM) =1vp@EM) (= m 1 0 0 (A.20)
v3(&M) J Sl vy (EM) v3p(&Mn) v (&M

ou, resolvendo-se o determinante indicado na equagao anterior,

v (EM) l J 0 l
BEN =GN =" = - =vi(&EM) (A21)
vi3(&n) J \[vn &) +vi; () l (& M) J

Portanto,
v (&) = 0 (A.22)
1
vp(&m) =- e (a A.23
L Y RS R B (A2
e
va(&M) = l v(&M) (A.24)

Wb &) +vh En)

Executando-se, agora, o produto vetorial especificado na Equagdo (A.19), o versor v, de

componentes v,,, v, € Vo3, segundo o sistema de referéncia global, resulta:
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Jvﬂ(ﬁm) j“zz@ﬂ) wi(&n) —%a(Em) waEn) L
w (E1) =1 w3Em) G —wiEN) wsEN)

(A.25)
lvzz(én) {m(?;n) ya(&m) —v5p(&m) wy(EM)

v, (En) =

Tendo-se, ainda, em conta que a componente v, do versor v, € nula, as componentes do

versor v, tornam-se:

v (&) =1, (&) wa(&M) — va(&n) wa(EM) (A.26)
w(EN) =-%,(EM) wa(EM) (A.27)
wmEM) = w(EN) Ya(EM) (A.28)

As Equagdes (A.22), (A.23), (A.24), (A.26), (A.27), (A.28), (A.15), (A.16) € (A.17)
fornecem, entdo, as componentes dos versores Vi, V, € V3, que definem o sistema cartesiano,
local, de referéncia (x',y’, z'), associado ao ponto 0.

Quando se considera o n6 i de coordenadas &; € m;, 0 sistema de referéncia local

(x',y',2'), a ele associado (Figura A.3), sera definido pelos seguintes versores:

vy, = vi(&.n;) (A.29)
vy = V5 (&,1;) (A.30)
vy =V3(&,M;) (A31)

Da mesma forma, as componentes dos versores vy, v, € Vs, segundo o sistema de referéncia

global, serdo dadas por:

Vi = vi(&n,) (A.32)
Vi = Vial&is M) (A.33)
Vi = vi3(&s1;) (A.34)
vy, =vy(&m,) (A.35)
Vay, = V(& sM;) (A.36)
Vay, = Va(&;5M,) (A.37)
vy, = vy (&) (A.38)
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Viai = V32 (&) (A.39)
vyy = vaa(&my) (A.40)

X

Figura A.3 Sistema, local, de referéncia (x',y’, z'), associado ao noi.

As Equagdes (A.32), (A.33), (A.34), (A.35), (A.36), (A.37), (A.3B), (A.39) e (A.40)

fornecem, entdo, as componentes dos VErsores vy;, v; € V,, que definem o sistema cartesiano,

local, de referéncia (x',y’, z'), associado ao no i.
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A pendice B
FUNCOES DE FORMA

B.1 Introducao

Apresentam-se, a seguir, para cada no i da superficie média do elemento de casca, as

fungoes de forma, N, (£,1), das familias Serendipity e Lagrangeana, bem como, suas derivadas

oN (&,m) : oN (£,n)
3E m

com relagdo as coordenadas curvilineas:

B.2 - Fungoes de forma da familia Serendipity

As fungdes de forma da familia Serendipity, utilizadas neste trabalho, estao descritas

nas equagdes B.1 a B.8:

il—g){l— -&-n-1) B4

N, = (1+0-niE-n-1) 5
%(1 +&)(1+nfE+n-1 (5

N, =780+ nl-g+n-1) B4
N, =5 (1-€)1-n) e
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Nﬁ:%(né_.){l‘nl)
N, =%(1-é2)(l+n)
Ny =5 (1-81-n)

(B.6)
(B.7)

(B.8)

As Figuras de B.1 a B.8 mostram os graficos da variagao destas fungoes de forma

sobre o elemento.

Figura B.1  Fungdo de forma Ni(&,m), associada ao n6 1 do elemento quadrilateral,

quadratico, da familia Serendipity.
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Figura B.2  Fungdo de forma N>(E,m), associada ao no 2 do elemento quadrilateral,
quadratico, da familia Serendipity.

Figura B.3  Fungdo de forma Ns(&,n), associada ao no 3 do elemento quadrilateral,
quadratico, da familia Serendipity.
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Apéndice B

Figura B4  Fungdo de forma Ns(&,n), associada ao ndé 4 do elemento quadrilateral,
quadratico, da familia Serendipity.

Figura B.5S Fungdo de forma Ns(E,m), associada ao nd 5 do elemento quadrilateral,
quadratico, da familia Serendipity.
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Figura B.6  Fungdo de forma Ng(E,1), associada ao no 6 do elemento quadrilateral,
quadratico, da familia Serendipity.

Figura B.7 Fungao de forma N7(E,n), associada ao né 7 do elemento quadrilateral,
quadratico, da familia Serendipity.
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Funcoes de Forma

Figura B.8

quadratico, da familia Serendipity.

Fungdo de forma Ng(§,m), associada ao nd 8 do elemento quadrilateral,

B.3 Derivadas das fun¢des de forma da familia Serendipity

N, 1 ,
% ~—4(lfn)( 2t-n)

Ny, 1. v
—a€'4(l n)2&-n)
oN, |
—6—,‘g—=g(1+n)(2é+n)
oN, 1

% = gur-2Een
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%“5(1‘“‘) (B.16)
%—‘— L-g-e-2m) e
-l BiLm
%ﬁ(ua}(mn) (B-19)
L9

a;: =-%(1—g’) (B.21)

%=%(1—§2) (B.23)
aiv8 _1-8) (B.24)

B.4 Funcoes de forma da familia Lagrangeana

As fungdes de forma da familia Lagrangeana, utilizadas neste trabalho, estdo descritas

nas Equagdes de B.25 a B.32:

N, = -%(gl -8’ -n) (B.25)
N, = +(€ +9(n* -n) (B.26)
N, = 7(& +8kn’ +1) B0
V.= (& -2 +n) (B.28)

(B.29)
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Ly ; B.30
N, =-5(& +8kn 1) (B30

L i B.31
N, =5(& -’ +n) e

l,., 1 B.32
Ny = (& =8’ 1) 5552
N, =(& -1)n* -1) (B.33)

As Figuras de B.9 a B.17 mostram 0s graficos da variagdo destas fungdes de forma

sobre o elemento.

Figura B.9 Fungdo de forma Ni(&,n), associada ao no 1 do elemento quadrilateral,
quadratico, da familia Lagrangeana.
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Figura B.10  Fungdo de forma N>(E,n), associada ao no 2 do elemento quadrilateral,
quadratico, da familia Lagrangeana.

Figura B.11  Fungdo de forma N3(€,n), associada ao no 3 do elemento quadrilateral,
quadratico, da familia Lagrangeana.
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Apéndice B

Figura B.12  Fungdo de forma Na(&,m), associada ao no 4 do elemento quadrilateral,
quadratico, da familia Lagrangeana.

Figura B.13  Fungdo de forma Ns(E,m), associada ao no 5 do elemento quadrilateral,
quadratico, da familia Lagrangeana.
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Figura B.14 Funcdo de forma Ng(E,n), associada ao no 6 do elemento quadrilateral,
quadratico, da familia Lagrangeana.

Figura B.15 Fungdo de forma N7(€,1), associada ao no 7 do elemento quadrilateral,
quadratico, da familia Lagrangeana.
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Figura B.16 Fungdo de forma Ng(&,M), associada ao n6 8 do elemento quadrilateral,
quadratico, da familia Lagrangeana.

Figura B.17  Fungdo de forma No(&,m), associada ao no 9 do elemento quadrilateral,
quadratico, da familia Lagrangeana.
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B.5 - Derivadas das funcdes de forma da familia Lagrangeana

5;2 % (26-1fn* -n) =
S = - o
Ltk @3
ag;: = l(2é— )(n* +n) BT
a—gg-—é(n -n) B
= -3 ) e
%Pé(nz +7) (40
%%: %(2;— n? -1) (B:AD
a;xg ] (B.42)
=gl -9 B
e Ln-1E +3 L
T = Janei)e 9 (B43)
T -G E -9 F
- n- e ) B
T (e +9) 49
T e i)e 1) B
ON R (B.50)
o
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(B.51)

211



Apéndice C Elementos das Matrizes

Apéndice O

ELEMENTOS DAS MATRIZES

C.1 Elementos da matriz [4(&n)]

Au(‘r;a n)z vll(Eﬁ T’]) (r}.z (és T]) Va_\ (‘tv Tl) —Fn (gs Yl) V%z(és T])) -
v, (&) (fzu(éfl)' Vsa(Exn) - ?’z;({;m)' €Y (im))+ (C.1)
vis (&) (1 (&) Via (&) = 7 (&) - V5, (&)

Az: (ﬁs 'ﬂ)= Vi (E» I‘]) ' (_rz-z (‘tv ’1) 2 V}!(; T[) —Fy (a ﬂ)' V_u (&, 11)) i
Vi (éﬂ) (rzi (i,n)' Vn(ia r]) i (‘i-r])‘ Vi (%, n)) e ()
Vi (‘;:,T]) : (-"u (E.:»Tl)' Vi (é, n) —ry (é,ﬂ)' Yy ('Qs T]))

A!;‘ (En 7])= V”(é, 'I‘l) ’ ("13(;:59“)' V}z (ﬁsﬂ) - ’]z(é-ﬂu)' V_\} (E\s Tl)) =
"'12(&1“) ' ("13(@ n)-Vs, (E:vn) = (&n)- V}(én)) + {(E:3)
V|3(§e I’])- (-"12 (E.u Tl)' Vi (és 1‘[) = (‘i, 1’1) Vs (E:w n))

Ay (Enn) 1(‘:3 Tl) ( |3(é Tl) Vi (&,T]) f.:(iﬂl)' V;;(E.,,ﬂ))—
‘;‘5 1’1) (”;3(& ﬂ) Vi }; n) rn(@«n Vu(‘t: Tl)) (C.4)
Vzain) "1 :‘;r]) In(én) ’:1(571) Vi (En)

A, (EM) = vy, (M) 1y BN+ v (B M) 1y (B +via (&) - r(Em) (C.5)

212



Apéndice C Elementos das Matrizes

C.2 Derivadas dos deslocamentos locais (u', v" e w’) com relagao as

coordenadas locais (x, y'ez’)

u 1
—a;=m-[,q”v” Ay, Ay Apvy Apvip Aiz"’ll]'
ok o 8 on on On
ou' |
a—}":m'[An"n Ayvi,  Ayvy Apvi Anvi Allvll]'
[a_u ov ow u dv _w}
% & & om o o
—==|A,,V . Visal'l & =S¢ A&
CRICIEPRt 5
o' 1
E'T:m'[‘ql!"u Ay Ay Apva Anva Alz"'li]'
ot ot o0& om on On
ov'

gv_,zrf'[‘[“ln"n Ayvy Ayvy Anpvy Ay vy Azz'*’n]'

[a_ugia_@auav@]r
ot ot o0t oOn on oOn

T
ov' ou Ov oOw
N _Llgv, dwv, 4wl = =
az; lJl [ 137 21 32 33 __] [(x (x (xil
ow' |
Ej;:m'[An“n Ay Ay Apvs A, vy Auvn]‘
& O o0& om on om
ow'
— == A4,V A, v, Ay Vv A,,v A,,v Ay via
a3y’ !Jl [ 1V nVn 1V 2 V3 nVn 2 .3]

[a_ua_vawggav@_}r
of o 8 on on om

(C.6)

(C.7)

(C.8)

(C.9)

(C.10)

(C:11)

(C.12)

(C.13)
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ou Ov oOw

& K K

ow' |

Er—zm-[/{”v“ Ay, Assvn]'[

C.3 Elementos da matriz [d(¢,n)]

d, (&n)=4,&n)v,(En)

d,(En)=4,En) v, (En)

d,y(&n)=4,(En) v (&)

d,(&n)=4,(En) v, (&)

d,s(Em)=4,EN) v, (EN)

d\o(&m) = 4,(& 1) vis (&)

dy, (&) = 4, (&) v, (&)

dy(&m) = 4, (En) vup(Em)

d,,(&,m) = 4, (&) vy (E M)

dy (&)= 4, (&M) v (&)

d;s(&n) = 45(E ) v (&)

dy (&)= 4y, (EMvn(EN)
dyy (&)= 4, (&) v, (&) + 4, (&) va (&)
dyy (&) = Ay EVL(E M)+ 4, Emva(En)
dyy(E1) = 4, (E v (EM)+ 4, vy (Em)
dy (&) = 4, EMv, (EN)+ 4, Envy(Em)
dys (1) = 4y, (EVLEM)+ 4, GV, (&)

dm(éefl)= A,, (é»ﬂ)v13(§ﬂ)+ A, (& W)V;“(id’l)
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(C.14)

(C.15)
(C.16)
(C.17)
(C.18)
(C.19)
(C.20)
(C.21)
(C.22)
(C.23)
(C.24)
(C.25)
(C.26)
(C27)
(C.28)
(C.29)
(C.30)
(C.31)

(C.32)
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d,(&n)=4, En)v,(En)
dy,(&n) =4, En)vy(En)
dg(En)= 4, EnvyE)
d (&)= 4, (&), (EN)
dys(E )= 4, &)V (&)
d,(&n)= 4, Envy(Em)
dg(Em)= 4, €y, (En)
d (& n)= 4, (€I, (EM)
dy(&m) = 4 (Env,(Em)
dg (&,m) = 4, (EMvs, (&)
dg(&n)= 4, Envy(Em)
dgy (&) = 4, En)vy(Em)
dg,(E.m) = 4, (E M)y (&)
dys (&) = Ay, (EM)vi,(&M)
dg (&) = 4y, (EMvy(EM)
dg; (&)= 4,(EM) v,y (&)
dy (&) = 4y (EM)va(E)
dyy (&) = Ay (&) (EM)
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(C.33)
(C.34)
(C.35)
(C.36)
(C37)
(C.38)
(C.39)
(C.40)
(C.41)
(C.42)
(C.43)
(C44)
(C.45)
(C.46)
(C.47)
(C.48)
(C.49)

(C.50)
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C.4 Elementos da matriz [B{(&n,0)]

811,(§,n)=ﬁ dll%+d'4%}
B, (&)= ﬁ d;, %%Wu %’:’]_\J
33.,(é,n)=ﬁ dn%-de %f:f]_:
o LI E oN,

1 oN
851,(5,1'1) m[d —g’%—dﬂa’—}

1 oN, ON,
B, (Em)= D_I(d1 de”_aﬁ_
1 ON, ON,
By, (E: n)= m(d: _E"'dzs E]
1 oN, oN, )
33:.(i.-n)= m dsy, 'éa_"'dss % J
1( . @N, ON,
B, (@ﬂ)=m d42E+d45 o
1 ON, ON, 1
BSZI(EI‘TI lJl(d 52 aé + d55 (}n )

J|
i e g, O g B
":hén_lj‘ 3a§ :'.Gar]}
] oN oN
B’l‘i(a n)_l_‘j'_l[d“\ aéJ +d36 aﬂ}
1 oN, oN, )
=—\ d..—= sl M
B (@n) U'[ 4 3E +dy an J

(C.51)

(C.52)

(C.53)

(C.54)

(C.55)

(C.56)

(C.57)

(C.58)

(C.59)

(C.60)

(C.61)

(C.62)

(C.63)

(C.64)
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By, (&)= Llf| (d My %} (C.65)
3,4,(?’;,n)=|:l;|[aa—)§( Wi+ Vi ‘+dnm)+aé: (i s dgmrdipg)]
B.(&m)= |J|[ (dzlv“' +dy V) +dn"m)+%(d24v”, rdyviy, +dygVis, )] (C.67)
B, (&)= |-f|[ L(dyy vy + AV +d‘-“v”')+%(du”u,+d35v,;,+d%v13f)] (C.68)
B, (&n)= |J|[ (d“v,,, +d Vi +d41v|3-)+%(d¢4v’m sl ¥ )] (C.69)
By, (&)= | J|[ Hdgvy, +dsvi +d53»,1,)+%n‘”‘!—*(d54 sV +dsgviy )] (C.70)
B (&n)= l-f|[ 3 (d“vn, +d,Vy, +d13x23‘)+%(d14v2“ +d 5V, + Vs )] (C.71)

By, (Em)= U ﬂg; (dnv,h +d Vo, +dyV, 3r)+%(d24"21, Sodievie Filgin )] (C.72)
By, (&)= —ﬁ[%%(@wm +dy,vy,, +d33"23,)+%(d34v2“ +digvyy, +divn, )] (C.73)
B, (&)= |J|[ L(dygvyy, +dgVa, +digvy, )+ 8;; (dyyvay +disvan, rdyvi)] (C.74)
By, (&)= -!‘—}'[%Mé’—(dslv% +d gy Vyy, +d53v23;)+ %(dﬂvm +dgsVyy + dsg Vi, )] (C.75)
Can(&m) =] J|[ N,(diyvyy + v +dgvin )] (C.76)

Cal&m)= Jl[ (v + dsgviy +dsvi )] (C.77)

CooEm) = —|—j;1[N, (dovyy + v + digvas)] (C78)

(C.79)

1
Css, (E,, T]) = _m [N;(ds:r Vyy, +dgVyy +dsgVay; )]
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