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Resumo

PORTO, Eduardo Castelo Branco, Método da Homogeneizacdo Aplicado a Otimizacdo
Estrutural Topologica, Campinas: Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade
Estadual de Campinas, 2006. 159 p. Dissertacao (Mestrado).

Este trabalho tem por objetivos a investigacdo e a implementacdo de um método de
otimizacdo estrutural topoldgica baseado no uso de microestruturas. Dois modelos de
microestrutura sio introduzidos no problema de projeto 6timo: um ortotropico com vazios, via
homogeneizacdo, e outro isotropico com penalidade, via equacdo constitutiva artificial. As
propriedades mecanicas efetivas de tais modelos sdo determinadas através de um programa
iterativo implementado, baseado na abordagem da homogeneizacdo. A analise estrutural € entdo
realizada através do método dos elementos finitos e a topologia 6tima € obtida com o uso de um
otimizador baseado em critérios de otimalidade. Sao feitas investigacOes acerca dos parametros
envolvidos na técnica de homogeneizagdo, assim como sao resolvidos problemas elastoestaticos e
elastodinamicos lineares de estado plano de tensdo envolvendo critérios de projeto em rigidez e
em freqiiéncia natural e restricao de volume. Os algoritmos, implementados em ambiente Matlab,
tém sua eficicia comprovada mediante a resolucdo de problemas cldssicos existentes na
literatura. E com a implementa¢cdo dos modelos de material ortotrépico com vazios e isotrépico
com penalidade é possivel explorar as principais caracteristicas e potencialidades de cada

abordagem.

Palavras-chave

- Otimizacao Topoldgica, Método da Homogeneizagdo, Critérios de Otimalidade, Método

dos Elementos Finitos.



Abstract

PORTO, Eduardo Castelo Branco, Homogenization Method Applied to Structural Topology
Optimization, Campinas: Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de
Campinas, 2006. 159 p. Dissertacdo (Mestrado).

This work aims to investigate and implement a structural topology optimization method
based on microstructures. Two microstructure models are introduced in the optimal design
problem: one orthotropic with holes, by homogenization, and other isotropic with penalization,
by artificial constitutive equation. An implemented iterative program, based on the
homogenization approach, determines the effective mechanical properties of each material
model. Structural analyses are performed by using the finite element method and optimal
topologies are obtained using an optimizer based on optimality criteria. Investigations concerning
the parameters related to the homogenization technique are carried out. Linear elastic static and
dynamic problems of structures in plane stress state are solved as well, concerning stiffness and
natural frequency design criteria and with a constraint on volume. The solution of classic
structural problems encountered in literature has demonstrated the effectiveness of the
implemented Matlab codes and the implementation of the orthotropic and isotropic material
models has made possible the investigation of the main characteristics and potentialities of each

approach.

Keywords

- Topology Optimization, Homogenization Method, Optimality Criteria, Finite Element

Method.
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vetor contendo os periodos ao longo das dire¢des ortogonais do meio heterogéneo
dominio solido da célula-base do meio heterogéneo regular periddico
dominio vazio da célula-base

volume da célula-base
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método de otimizagdo baseado em material solido isotropico com penalidade



Siglas

DMC Departamento de Mecanica Computacional
MEF Meétodo dos Elementos Finitos
oT Otimizacdo Topoldgica

X1



Capitulo 1

Introducao

Neste primeiro capitulo, inicialmente € destacada a importancia do tema estudado dentro do
contexto atual de projeto, assim como a motivagdo para desenvolvé-lo. Em seguida, sdo relatados
os objetivos do presente trabalho e suas contribui¢des para o grupo de mecanica computacional
(DMC). Ao final, € feita uma descricdo global dos assuntos abordados em cada um dos capitulos

subseqiientes.
1.1 Relevancia e Motivacao

Problemas fundamentais sobre projeto estrutural 6timo atrairam inicialmente o interesse de
Galileu (1638). Posteriormente, o referido tema foi estendido por J. Bernoulli (1687), Newton
(1687), D. Bernoulli (1733), Lagrange (1770), Saint-Venant (1864), Maxwell (1869) e Lévy
(1873). Naquela época, a otimizacdo estrutural jd consistia em um tépico intelectualmente
atrativo e tecnicamente significativo, mesclando disciplinas como matemdtica, mecanica e

engenharia [45].

E desde entdo, fatores como a escassez de recursos existentes na natureza, politicas
ambientais bem exigentes, a implacdvel competicdo tecnoldgica, elevados custos com material,
dentre outros fatores, cada vez mais considerados no ambiente de projeto, tém motivado e dado
continuidade a novas pesquisas sobre a otimizagdo de estruturas. E neste sentido, a continua
evolucdo do Método dos Elementos Finitos (MEF) é também destacada. Hoje, os métodos de
otimizacdo encontram aplicacio em diversas dreas, tais como mecanica, civil, materiais,

aerondutica, aeroespacial, off-shore, biomecanica, dentre outras.



A otimizagdo estrutural pode ser definida como sendo o estabelecimento racional de um

projeto estrutural que é o melhor dentre todos os projetos possiveis, dentro de um objetivo

prescrito e de um dado conjunto de limitagdes geométricas e/ou comportamentais [45].

Na andlise estrutural, as dimensdes, geometria e propriedades dos materiais sao
previamente conhecidas e o objetivo da andlise € determinar o comportamento da estrutura a
certas solicitagdes. J4 na otimizagao estrutural, alguns ou todos os dados de entrada citados acima
sdo totalmente desconhecidos. O escopo € entdo determind-los de forma que o comportamento da
estrutura, sujeita aquelas mesmas solicitagdes, seja minimizado ou maximizado, respeitando

certos limita¢des de projeto.

As varidveis de projeto do problema de otimizagdo correspondem entdo aos dados de
entrada da andlise estrutural. O objetivo a ser alcangado, estudando-se tais varidveis, constitui a
fungdo objetivo. E as limitagOes, as quais estd sujeita a solu¢do do problema de otimizagdo, sdo
chamadas de restricoes. Como exemplos de funcdes objetivo, podem-se citar a maximizagao da
rigidez estdtica da estrutura ou a minimiza¢do de seu peso. As restri¢cdes, por sua vez, podem ser
de cardter geométrico, relacionadas, por exemplo, com a espessura de uma chapa ou a area da
secdo transversal de uma viga, ou de cardter comportamental, podendo estar associadas ao valor
da deflexdo maxima da estrutura ou ao valor de sua primeira freqiiéncia natural. Um descri¢do

detalhada de demais conceitos pertinentes a otimizagao estrutural € encontrada em [36] e [45].

Apesar da existéncia e nivel de maturidade das ferramentas de otimiza¢do estrutural, o que
se tem observado na pritica, dentro do ambiente de engenharia, é o projeto consistindo,
fundamentalmente, em um processo intuitivo, cujo sucesso depende fortemente da experiéncia,

criatividade, percepcio e conhecimentos do engenheiro. E o que ilustra a Figura 1.1.1.

Nao

Projeto
“Melhorado”

Analises ——»

Y

Projeto

Figura 1.1.1 - O desenvolvimento, na pratica, do projeto de engenharia.



De acordo com a Figura 1.1.1 acima, uma vez concebido o projeto, andlises pertinentes sao
realizadas. Os resultados, obtidos a partir de tais andlises, sdo entdo confrontados com os critérios
de projeto previamente estabelecidos. Caso tais critérios ndo sejam satisfeitos, um novo projeto €
estabelecido e novas andlises sdo feitas até que os critérios de projeto venham a ser atendidos,
obtendo-se assim um projeto “melhorado”. Projeto este que, embora ndo 6timo, resolve de forma

satisfatéria o problema de engenharia.

Porém, com o advento e uso das ferramentas de otimizacao, o que se espera € a eliminagao
do ciclo intuitivo caracteristico do projeto tradicional e a inclusdo das técnicas de otimizagdo,

conforme ilustrado na Figura 1.1.2.

Técnicas de
Otimizagao

Projeto
Otimo

Projeto >

Figura 1.1.2 - O desenvolvimento otimizado do projeto de engenharia.

Neste novo contexto, uma vez concebido o projeto, as andlises pertinentes sdo realizadas
com o auxilio das ferramentas de otimizacao, implicando diretamente a solu¢do 6tima de projeto.
E desta forma, a experiéncia do engenheiro, aliada agora as técnicas de otimizac¢do, torna-se uma

poderosa ferramenta na busca pelo projeto 6timo.

Com base em [30] e [65], a otimizacdo estrutural pode ser dividida em quatro categorias, as

quais podem ser definidas e correlacionadas com as fases de projeto da seguinte forma:

= Otimizacdo topologica (OT): também denominada de otimizacdo de forma
generalizada. Ferramenta que visa a determinacdo 6tima do nimero e localizacdo de
furos (vazios) em meios continuos bi e tridimensionais. Tais regides de vazios sdo entiao
desconsideradas do projeto, estabelecendo-se uma nova distribuicio de material ao
longo do dominio da estrutura. Bastante util na fase de concepgdo do produto, fase esta
altamente dependente do engenheiro e onde ndo hé auxilio computacional. E o método

empregado no presente trabalho. A Figura 1.1.3 a seguir ilustra tal técnica.



Fase Conceitual Proieto Preliminar Proieto Detalhado

Otimizacao Topolégica Otimizacao de Forma  Otimizacdo Paramétrica

Wo~0o~02

Conceito Inicial Conceito Otimizado Contornos Otimizados Espessura Otimizada

Figura 1.1.3 - Os tipos de otimizagao estrutural e as fases de projeto.

= Otimizacdo de forma: técnica que busca a defini¢do 6tima dos contornos externos e
internos da estrutura. Uma vez determinada a topologia 6tima, a forma da estrutura pode
ser entdo otimizada. A otimiza¢do de forma pode ser aplicada durante a fase de projeto

preliminar (vide Figura 1.1.3 acima).

»  Otimizag¢do paramétrica ou dimensional: obtidas a topologia e forma 6timas, o objetivo
seguinte € determinar valores 6timos para os parametros geométricos da estrutura a ser
projetada. Tais pardmetros podem ser: espessura, comprimento, drea da secdo
transversal, dentre outros. Ferramenta de grande valia na fase de projeto detalhado (vide

Figura 1.1.3 acima).

= Otimiza¢do de layout: abordagem de problemas envolvendo estruturas reticuladas,
como trelicas e armagdes, com o objetivo de determinar a topologia, forma e dimensdes
Otimas de seus membros estruturais, assim como a localizacdo 6tima das juntas (unides)
que conectam tais membros. Técnica que envolve simultaneamente as otimizagdes

paramétrica, de forma e topoldgica.

Contudo, no presente ambiente de desenvolvimento de engenharia, onde as ferramentas
numéricas relacionadas a andlises estaticas, dindmicas, de fadiga, de vibro-acustica, dentre outras,
encontram-se bem consolidadas, tem-se verificado uma maior aplicacdo das ferramentas de
otimizacdo estrutural, com a otimizacdo paramétrica sendo amplamente empregada e as

otimizagdes de forma e de topologia ainda sendo exploradas.



Uma vez consolidadas as otimizagdes de forma e topologia no ambiente da engenharia
auxiliada por computador (CAE), assim como integradas as trés técnicas de otimizagdo, o
engenheiro terd como novo e grande desafio a busca pela solucdo 6tima que venha a satisfazer
critérios de projeto envolvendo as vdrias disciplinas do cdlculo estrutural. A otimizagdo de

multicritérios ou multidisciplinar passard entdo a ser o foco, conforme ilustra a Figura 1.1.4.

Analises de
Vibro-Acustica Analise Modal

Proieto 1 - Analises Estaticas Ferramentas de \ /
Projeto 2 - Anélise Modal Otimizacdo Estrutural

Proijeto 3 - Analises de Crash - Proieto Multidiscinlinar
Proieto 4 - Analises de Vibro-Acustica / \

Anadlises de Crash Analises Estaticas

Figura 1.1.4 - A tendéncia tecnolégica no ambiente de CAE.

A consideragdo dos fatos descritos acima “inspirou” o estudo e investigacdo de um método
de otimizacdo estrutural topoldgica, o qual se apresenta como uma das tendéncias atuais de
projeto e como uma das bases para a tendéncia tecnoldgica futura, visando sempre ao projeto o

mais eficiente possivel.

Inserindo-se a ferramenta de otimizacao estrutural topoldgica dentro do ambiente de CAE,
o projeto de engenharia passa a ser desenvolvido, basicamente, da seguinte forma: (1) o produto €
concebido pela drea de projeto assistido por computador (CAD); (2) o mesmo € discretizado
através do MEF; (3) os carregamentos e as condi¢des de contorno sdo aplicados e se realiza a
simulacdo numérica; (4) os resultados obtidos a partir da simulagdo servem como dados de
entrada para a otimizacdo estrutural topoldgica, a qual, por sua vez, fornece topologia 6tima e
forma quase-6tima para os contornos do produto; (5) a topologia e formas finais obtidas sdo
redefinidas de acordo com a viabilidade de fabricacdo; (6) o produto é novamente sujeito as
condicdes de contorno e carregamento impostos a titulo de verificagdo da solucdo; (6) satisfeitos
os critérios de projeto, o produto € entdo manufaturado. O fluxograma apresentado na Figura

1.1.5 a seguir ilustra os passos descritos acima.
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Figura 1.1.5 - A otimizacao estrutural topoldgica inserida no contexto de CAE.

O grande potencial da técnica de otimizagdo estrutural topoldgica, ainda pouco explorado,
consiste em sua eficiente capacidade de auxilio na fase de concep¢ao do produto, onde sdo muitas
as possibilidades de solucao inicial. Neste sentido, uma vez estendido o dominio de projeto, por
exemplo, com base no espaco a ser ocupado pelo componente, e mantido o mesmo fixo, a

ferramenta de otimizacdo topoldgica € capaz de definir um conceito 6timo de partida. Tal

procedimento € ilustrado na Figura 1.1.6.

Conceito Original Dominio Fixo Estendido Topologia Otima

“
G—— N G- -
f"'f —> - —>

Figura 1.1.6 - Novo conceito do componente obtido a partir da otimizagdo topoldgica.

Outra caracteristica interessante da OT é o fato de que a distribui¢do 6tima do material ao
longo do dominio da estrutura provoca também, ainda que de forma grosseira, a mudanca dos

contornos externo e interno desta (vide Figura 1.1.6 acima e Figura 1.1.5 anterior). Portanto, tal



técnica funciona também como um pré-otimizador da forma da estrutura, com a grande vantagem

de que o dominio de cdlculo € mantido fixo, ao contrario do que ocorre na otimizag¢ao de forma.

Entretanto, o que se tem praticado na industria € o dominio fixo estendido correspondendo
ao original, visando-se ao aproveitamento de todo o ferramental ja existente. A aplicacdo da

técnica de otimizacao topoldgica € tardia, sendo a mesma subutilizada.

Concluindo, a ferramenta de otimizag¢do topoldgica € valiosa e util no estdgio inicial do
desenvolvimento estrutural, de forma a auxiliar o engenheiro na busca por um produto enxuto,
capaz de satisfazer os requerimentos de projeto e conferir a este uma maior eficiéncia e um
possivel menor custo com material. A OT encontra aplicacdo em diversas dreas como

automotiva, aerondutica, aeroespacial, naval, civil, dentre outras.
1.2 Objetivos e Contribuicées

O objetivo geral deste trabalho é a investigacdo e a implementacdo de um método de
otimizacao estrutural topoldgica baseado na técnica de homogeneizagdo, sendo o mesmo aplicado
a solucdo de problemas elastoestdticos e elastodindmicos lineares de estado plano de tensdo.
Foram desenvolvidos critérios de projeto associados a maximizacdo de rigidez e freqiiéncia

natural, empregando-se um otimizador baseado em critérios de otimalidade.
Como objetivos especificos do trabalho, pode-se mencionar:

= Estudo e revisdo ampla do método de otimizacdo topoldgica baseado na

homogeneizacdo.

* Implementacdo de dois modelos de material: um de microestrutura sélida com vazios

retangulares (ortotropica) e outro de microestrutura isotropica com penalidade.

* Implementacio dos algoritmos de homogeneizacdo e otimizagdo em ambiente
MATLAB, assim como o método dos elementos finitos cldssico para elementos

quadrilateros de estado plano.



O modelo de microestrutura isotropica com penalidade da densidade, proposto por Bendsze
[8], surgiu ainda quando do aprimoramento da otimizacdo topoldgica baseada na
homogeneizacio, cujo modelo cldssico de material € o de microestrutura com vazios retangulares
[11]. Juntamente com o modelo de microestrutura lamelar, o modelo de microestrutura isotropica
foi introduzido como possibilidade adicional para o relaxamento do problema de otimizacao,
conforme serd explicado no capitulo seguinte. Entretanto, pelo fato do método da
homogeneiza¢do ndo ser efetivamente aplicado quando do uso deste modelo isotrépico e por sua
versatilidade na solu¢do de problemas gerais, alguns autores, inclusive o préprio Bendsoe,
passaram a definir tal abordagem do problema de otimizacdo como um novo método de solucao.
Ao longo dos anos, tal técnica recebeu nomes como “abordagem direta”, “abordagem da fun¢do
densidade”, “modelo artificial” e “método da densidade”, convergindo hoje para o método da

microestrutura sélida isotrépica com penalidade, ou simplesmente SIMP, da abreviatura em

inglés [50].

Contudo, o modelo de material de microestrutura isotropica penalizada é considerado no
presente trabalho como um dos modelos de material também empregados na OT baseada na
homogeneizacdo. O trabalho segue a classificagdo definida por Bulman et al. [14] para os
métodos de otimizagdo topologica. Assume-se que para tal modelo de material as equagdes

homogeneizadas sio simplificadas de uma forma empirica e direta.
Com relagdo as contribui¢des do trabalho para o DMC, sdo destacados:

* Implementacio do método de otimizagdo estrutural topolégica baseado na

homogeneizacio, com a possibilidade do uso dos seguintes modelos de material:
» Modelo de microestrutura com vazios retangulares.

» Modelo de microestrutura sélida isotrépica com penalidade.

= Desenvolvimento de um programa integrado que automatiza o célculo do tensor eldstico

homogeneizado, D", utilizado no médulo de otimizacao.



* Investigacdo da influéncia da discretizagdo da célula-base do modelo de material com
microestrutura de vazios retangulares sobre os moddulos eldsticos efetivos, sobre a

convergéncia da fungdo objetivo, e sobre a topologia 6tima.

= Solucdo do problema estrutural envolvendo a acdo do peso proprio, através do uso dos

modelos de material implementados.

= Solucdo do problema de vibracdo livre, com o emprego do modelo de material de

microestrutura sélida isotropica.

Ao longo do trabalho, a titulo de simplificag@o, os termos “modelo de microestrutura com
vazios retangulares” e “modelo de microestrutura sélida isotrépica com penalidade” sdo
condensados, respectivamente, em “modelo ortotrépico com vazios” e “modelo isotrépico com

penalidade”.
1.3 Descricao do Trabalho

Neste primeiro capitulo, foram destacadas a relevincia do tema abordado e a motivacao

para realizd-lo, assim como os objetivos e contribui¢des do trabalho.

No Capitulo 2, é feito o estudo bibliografico envolvendo a otimizacdo estrutural e, mais

detalhadamente, a otimizagdo estrutural topoldgica baseada no método da homogeneizagao.

O Capitulo 3, por sua vez, discute a teoria da homogeneizagdo. Sao destacados os conceitos
pertinentes, as equacdes que fundamentam o método da homogeneizagdo, assim como a solug¢ao
das mesmas. Os modelos de material ortotrépico com vazios e isotropico com penalidade sdo

descritos.

O Capitulo 4 trata do método de OT baseado na homogeneizacdo. Inicialmente, para cada
modelo de material, sdo apresentadas as varidveis de projeto, a restricdo de volume e restri¢des
laterais envolvidas. Em seguida, sdo descritas as funcdes objetivo e sensibilidades associadas aos
seguintes problemas de otimizacdo estudados no trabalho: (1) maximiza¢do da rigidez para o caso
de carregamento simples; (2) maximiza¢do da rigidez para o caso de muiltiplos carregamentos; (3)

maximizacdo da rigidez, considerando-se a a¢do do peso proprio; (4) e maximizagdo de uma dada



freqii€ncia natural. Prosseguindo, o método baseado nos critérios de otimalidade (CO), usado na
solucdo do problema de otimizacdo, é descrito. A forma de determinagdo do multiplicador de
Lagrange da restricdo de volume, usado na atualizacdo das varidveis de projeto, € também
definida. E ao final, sdo apresentados os critérios de convergéncia, assim como as técnicas

utilizadas para lidar com as instabilidades numéricas inerentes a otimizagao topoldgica.

No Capitulo 5 s@o descritos os algoritmos de elementos finitos, de homogeneizagdo e de
atualizacdo das varidveis de projeto implementados, os quais integram o algoritmo geral de

otimizagdo topologica. Os algoritmos sdo apresentados também na forma de fluxogramas.

O Capitulo 6 primeiramente apresenta os resultados numéricos obtidos para problemas
envolvendo a validacdo e investigacio do método da homogeneizacdo. Posteriormente,
problemas estruturais de estado plano de tensdo, considerando-se as fun¢des objetivo, varidveis
de projeto e restricoes descritas no Capitulo 4, sdao resolvidos, validando o algoritmo de

otimizacdo implementado e demonstrando a eficicia do mesmo.

Por fim, no Capitulo 7, sdo feitas as conclusdes acerca do trabalho desenvolvido e sdo
apresentadas sugestoes de continuidade do tema estudado para trabalhos futuros, com a utiliza¢do

dos codigos implementados.
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Capitulo 2

Revisao da Literatura

2.1 Introducao

Neste capitulo € apresentado o estudo bibliografico acerca do tema discutido no presente
trabalho, envolvendo a otimizacdo estrutural baseada no método dos elementos finitos (MEF),

com énfase na otimizacdo topoldgica baseada na teoria da homogeneizacdo.

A revisdo bibliografica apresenta inicialmente a trajetéria da otimizacdo estrutural,
destacando-se seus tipos e métodos. Em seguida, discuti-se a otimizacdo topoldgica baseada no
método da homogeneizacdo, onde referéncias sobre o assunto sdo descritas e comentadas,

apresentando-se um histérico da evolugdo da técnica e suas contribui¢des relevantes.
2.2 Otimizacao Estrutural

Nesta secdo € apresentada a evolugdo da otimizag@o estrutural em ordem cronoldgica de
surgimento de seus tipos. Esta nasce com a otimizacao de layout, evoluindo para as otimizacdes
paramétrica e de forma, respectivamente, que por sua vez, colaboram para o surgimento da
otimizacdo topoldgica. A partir desta, trabalhos no sentido de integrar tais ferramentas sdo

desenvolvidos e varios métodos de otimizacao topoldgica sdo propostos.

Pode-se dizer que o marco inicial da otimizacao estrutural moderna corresponde ao trabalho
de Michell (1904) [65]. Correspondendo a uma extensao de seu trabalho sobre trelicas de minimo
peso, na década de 60 problemas envolvendo a determinacdo da localizacdo 6tima de juntas de

trelicas e armacdes jd eram resolvidos. No final da década de 70, Prager e Rozvany avangam no
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estudo do layout 6timo de estruturas reticuladas: sdo determinadas tanto a localizacdo 6tima das
unides dos membros estruturais quanto a disposicdo e secdo transversal 6timas destes [65]. A
otimizacdo de layout € realizada com base na Abordagem de Estrutura Reticulada [12]. De
acordo com tal metodologia, uma vez definido o dominio de projeto, ao longo deste e de forma
reticulada € feita a distribuicdo de multiplos pontos (juntas), os quais, em seguida, sdo unidos por
membros estruturais. Em uma primeira etapa, sdo determinados os membros potencialmente
6timos, sendo eliminados os demais e definindo-se assim uma nova topologia (disposi¢ao) para
os mesmos. Na segunda e ultima etapa, sdo definidas a localizagdo 6tima das juntas e a forma e
drea da secdo transversal 6timas de cada membro [52]. A otimizagdo de layout é resolvida
analitica ou numericamente, sendo a abordagem analitica chamada de teoria de layout [65]. Nas
décadas de 80 e 90 a teoria de layout foi consideravelmente generalizada, sendo a mesma
empregada, por exemplo, na resolucdo de problemas envolvendo multiplas cargas e multiplas

restri¢des [50].

Porém, em virtude da menor complexidade e tendo em vista a possibilidade de aplicacdes
préticas (em especial na industria aerondutica), na década de 60 os problemas de otimizacdo
estrutural de trelicas e armagdes se concentram, em sua grande maioria, na otimizagdo das

dimensdes de suas se¢des transversais, visando a maximizagdo da rigidez estdtica [55].

A ndo-complexidade dos problemas de dimensionamento 6timo de se¢des transversais
advém do fato de que o dominio de projeto € mantido fixo ao longo do processo de otimizacdo. A
localizacdo das juntas é mantida fixa, enquanto que apenas as secdes transversais variam,
correspondendo estas as varidveis de projeto; diferentemente dos primeiros problemas de layout
6timo de juntas, onde as segdes transversais eram mantidas fixas. Deste modo, construido o
modelo de elementos finitos da estrutura, este ¢ mantido fixo até o final do processo de
otimizagdo, dado que possiveis modificacdes das varidveis de projeto ndo implicam mudanca no
respectivo modelo. A andlise do efeito da variacdo das dimensdes geométricas sobre a fungdo
objetivo e restricdes (andlise de sensibilidade), uma vez independente da etapa de pré-
processamento, € facilmente implementada no cédigo de elementos finitos [11]. Com base na

andlise de sensibilidade e nos resultados via MEF (deslocamentos e tensdo, por exemplo), um

procedimento iterativo € definido, a partir do qual sdo obtidas as dimensdes 6timas.
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Ainda envolvendo trelicas e armagdes, novas pesquisas se dedicam a melhoria das
informacdes da andlise de sensibilidade e ao estudo do problema de autovalor; sendo
posteriormente estendida a otimizagdo dimensional a estruturas de casca e placa, sendo a
espessura destas a varidvel de projeto. Neste contexto, destaca-se o trabalho de Rossow e Taylor
(1973) sobre a otimizacdo de chapas de espessura varidvel [50]. Cheng e Olhoff (1981),
aprofundando o estudo do problema de determinacdo da espessura 6tima de placas e cascas,
apontam que a natureza da solucdo 6tima nao € tdo clara: a menos que o gradiente de distribui¢ao
de espessura seja restrito, infinitas nervuras aparecem na estrutura 6tima, a qual deve ser
apropriadamente discretizada através de um modelo anisotrépico de casca/placa, aplicando-se o

método da homogeneizacao [55].

Visando a aplicagdes na industria mecanica, onde o projeto de componentes envolve
fortemente a representagdo geométrica destes, Zienkiewicz e Campbell (1973) resolvem

problemas envolvendo a otimizac¢do de geometria [55].

Seja considerada a hipétese de que as mudancas no contorno da estrutura sdo pequenas. O
contorno desta € representado por pontos de controle, constituindo as varidveis de projeto. Sendo
pequenas as mudangas destes pontos com relacao as dimensodes globais do dominio de projeto, as
mesmas podem ser transferidas proporcionalmente aos nés da malha de elementos finitos, sem
distorcé-la consideravelmente e facilitando a andlise de sensibilidade e desenvolvimento de um
algoritmo apropriado. As grandes dificuldades sdo entdo manter a qualidade da malha de
elementos finitos e definir as sensibilidades para problemas onde as mudangas de forma sdo bem
significativas. No inicio da década de 80, a questdo da manutencdo da qualidade da malha €
eficientemente contornada, gracas ao continuo desenvolvimento do MEF, através de geradores de
malha automadticos. Com relagdo a andlise de sensibilidade, é feita a integracio do médulo de

otimizagdo de forma com o gerador de malha ou com o médulo de modelagem geométrica.

Similarmente a Cheng e Olhoff (1981), em seu problema de otimiza¢ido paramétrica, Kohn
e Strang (1983) encontram na forma 6tima da secdo transversal de uma barra sob torcdo uma

configuragdo microestrutural envolvendo vazios e elementos solidos [50].
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Dentre os métodos cldssicos de otimizacdo de forma, destacam-se: o Método Baseado na
Variagdo do Contorno e o Método Baseado no Crescimento Adaptativo, os quais t€ém passado por

evolucdes [52].

No primeiro método, conforme ja comentado, as varidveis de projeto correspondem as
coordenadas dos pontos de controle de splines que definem o contorno da estrutura bi ou
tridimensional avaliada. S3o entdo medidos, a cada iteragdo, os efeitos da mudanca de tais
varidveis sobre grandezas como tensdo ou deslocamento obtidas via MEF. Tais sensibilidades sdo

usadas pelo algoritmo otimizador que, funcionando de forma iterativa, fornece a forma 6tima.

O segundo método, por sua vez intuitivo, procura reproduzir o crescimento que ocorre na
natureza, especialmente de arvores, procurando gerar um estado de tensdo homogéneo ao longo
da superficie da estrutura. O procedimento do método consiste, primeiro, em adicionar uma fina
camada flexivel a superficie externa da estrutura e, em seguida, impor um carregamento térmico
ao conjunto, de forma a simular o estado de tensdao gerado pela aplicacdo do carregamento
original. A fina camada sobre o contorno da estrutura tende entdo a ser deformada em virtude da
expansdo térmica e a forma 6tima da estrutura é obtida adicionando-se a deformacao verificada

em cada iteracdo a geometria original.

Contudo, em meados da década de 80, os resultados da otimizac¢do de forma passam a ser
questionados, assim como os da otimizacdo paramétrica de placas e cascas. Forma e parametros
geométricos da estrutura sdo modificados a partir de uma topologia ndo necessariamente Gtima e
que ndo se altera ao longo do processo de otimizagdo. E buscando contornar tal deficiéncia, que
Bendsze e Kikuchi [11] passam a representar a forma da estrutura sem se utilizar das equagdes
paramétricas da otimiza¢do de forma, as quais ndo sdo capazes de conferir a estrutura novas
topologias. Como alternativa as curvas paramétricas, os referidos autores propdem o uso de
materiais com microestrutura. O problema de otimizacdo de forma é transformado em um
problema de distribui¢do de material, onde, similarmente ao trabalho de Cheng e Olhoff (1981), o
método da homogeneizagdo € utilizado na determinacdo das propriedades mecanicas efetivas do
material compdsito. Outro destaque do método € o fato do dominio de projeto se manter fixo ao
longo do processo de otimizac¢do; uma outra vantagem sobre os métodos de otimizagdo de forma

classicos.
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Bendsze e Kikuchi [11] foram inspirados pelos trabalhos de Cheng e Olhoff (1981) e Kohn
e Strang (1983), nos quais fica demonstrada a conexdo entre materiais com microestrutura e a
solucdo Otima, seja ela paramétrica ou de forma [50]. Contribui também, para o desenvolvimento
da nova técnica, o trabalho de Kohn e Strang (1986), onde é demonstrado que a introducdo de
microestruturas na formulagdo do problema de projeto estrutural implica relaxacdo do problema
variacional que pode ser formulado para o projeto 6timo, com a vantagem de diminuir o ndmero
de minimos locais do problema original, tornando-se mais facil atingir o 6timo global [17].
Bendsze e Kikuchi buscaram inspiracdo também nas técnicas de fresagem numericamente
controlada e de conformacgdo plastica com controle de porosidade feito através de resfriamento

controlado.

(€N

O método de OT de Bendsze e Kikuchi [11], baseado no método da homogeneizacao,
entdo capaz de fornecer topologia e forma Otimas a estrutura, onde a variacdo da forma ¢é
garantida sem ser preciso utilizar equa¢des paramétricas ou superficies auxiliares, mantendo-se
fixa a malha do modelo de elementos finitos ao longo do processo de otimizacdo. Vale ressaltar
que a natureza do referido método € tal, que a topologia 6tima obtida resulta em uma forma nao-
suave da forma Otima exata do contorno da estrutura. O que se tem € uma forma OGtima
preliminar. A idéia entdo € que a otimizacdo topoldgica seja utilizada inicialmente, sendo em
seguida empregado um dos métodos cldssicos de otimizacdo de forma. Esta segunda etapa passa
a ser realizada de forma mais rdpida e eficiente, uma vez que ja se parte de uma topologia 6tima e
de uma forma ja bem préxima da 6tima exata. E uma vez de posse da topologia e forma 6timas, a
otimizacdo paramétrica pode ser executada. Neste sentido € que novos trabalhos buscando a

integracdo entre as ferramentas de otimizacao comecam a ser desenvolvidos.

Dentre os trabalhos envolvendo a otimizacdo integrada, pode-se destacar o trabalho de
Olhoff et al. [44], onde os métodos de otimizacdo topoldgica, de forma e paramétrica sdo
integrados em um sistema, no qual a otimizagdo topoldgica serve como pré-processador das
otimizacdes de forma e paramétrica, conferindo a estas resultados finais muito melhores. Neste
mesmo sentido, a integracdo entre as otimizacdes topoldgica e de forma € feita nos trabalhos de
Sienz e Hinton [52] e de Tang e Chang [56], também através da defini¢do de mdédulos para cada
ferramenta. Mais recentemente, Céa et al. [15] integra um gradiente topoldgico, que fornece

informacao sobre a oportunidade de se criar um pequeno furo (vazio) no dominio da estrutura, ao
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gradiente de forma cldssico, o qual indica como mover o contorno do dominio; como resultado
sdo obtidas topologia e forma 6timas. Neste sentido, € destacado também o trabalho de Ansola et

al. [3], o qual trata da otimizacdo de estruturas de casca.

O desenvolvimento do método de OT baseado na teoria da homogeneizacio motivou e
impulsionou vérios pesquisadores no sentido de se encontrar novos métodos que viessem a
resolver também os problemas de otimizag¢do de forma e de topologia simultaneamente. A seguir

sdo destacados alguns deles:

Algoritmo Genético (AG): algoritmo de busca probabilistico baseado no processo de selecao
natural e na genética, ou seja, na sobrevivéncia do mais adaptado (teoria de Darwin) [33].
Inicialmente € considerada uma populagdo vidvel de solugdes para o problema. Tal populagdo é
capaz de se reproduzir e sofrer mutacoes, criando-se desta forma uma nova geragcao de possiveis
solucdes. Contudo, apenas as solugdes mais adaptadas passam a proxima geracdo, sendo
descartadas aquelas solugdes que menos se ajustam ao objetivo do problema, de forma
semelhante a evolucdo natural, e eventualmente conduzindo a solucdo 6tima [34]. Um outro
método estocdstico, de mesmo potencial que o AG, é o Recozimento Simulado, o qual simula o
processo de recozimento e teve seu algoritmo inspirado por estudos na mecanica estatistica que
trata do equilibrio de um grande nimero de atomos em sélidos e liquidos a uma dada temperatura

[25].

Método de Matar Fraco / Matar Forte: método baseado na técnica de projeto de saturagdo
das tensdes (fully stressed design). Os moddulos de elasticidade de cada elemento finito
correspondem as varidveis de projeto. Uma relacdo € definida entre os médulos de elasticidade e
valores indicadores de tensdo (como, por exemplo, tensdo de von Mises ou tensdo principal) para
cada elemento. Assim, a medida que a tensdo varia ao longo do elemento, seu médulo de
elasticidade pode variar de forma linear (método de matar fraco) ou segundo uma fungdo degrau
(método de matar forte). Outras funcdes podem ser empregadas. Repetindo-se iterativamente tal
procedimento e com base em um critério de parada preestabelecido a solu¢do converge para uma
situacdo de melhor desempenho que a da condi¢do inicial. Elementos de alta rigidez devem ser

mantidos no projeto, enquanto que aqueles de rigidez baixa ou nula devem ser removidos. [52].
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Otimizagdo Estrutural Evoluciondria (OEE): método de matar forte que se fundamenta no
fato de que através da remocao lenta do material ineficiente da estrutura, a forma desta evolui em
dire¢do a um 6timo [60]. Um indicador da ineficiéncia do material é definido de acordo com o
tipo de problema estrutural. A solu¢do do problema € obtida retirando-se a cada iteragcdo uma
pequena quantidade de elementos finitos subutilizados, procurando-se afetar o minimo possivel a

integridade global da estrutura [34].

Otimizacdo Topologica Adaptativa Restrita: método hibrido que combina as idéias da
matematicamente rigorosa OT baseada no método da homogeneiza¢do (comenta em detalhes na

proxima secdo) e da intuitiva otimizacao estrutural evoluciondria [6][14].

Contornos Moveis Implicitos (CMI): visando a possibilidade de modificagdes da topologia
ao longo do processo de otimizagdo, contornos implicitos sdo propostos. Os mesmos podem se
movimentar durante as etapas de otimizacdo: contornos internos (vazios) podem se separar
originando novos contornos, ou podem se unir ao contorno externo da estrutura ou a outros
contornos formando um unico contorno. Um método de programac¢do matemadtica € usado para se
chegar a solucdo 6tima [59]. A Otimizacdo Topologica Baseada na Regularizagdo e em Fungoes

Implicitas parte do mesmo principio que o CMI [7].

Além dos métodos de OT descritos acima, outros, menos gerais, podem ser citados: a
Otimizag¢do Topologica Baseada na Abordagem de Energia [41], o Método do Dominio de
Projeto Baseado em Microestrutura de Vazios Esféricos [22], o Método da Bolha [52], dentre

outros.
2.3 Otimizacao Estrutural Topoldgica Baseada no Método da Homogeneizacao

Na sec¢do anterior, a origem e a potencialidade do método de OT proposto por Bendsze e
Kikuchi [11], método investigado no presente trabalho, foram discutidas. Nesta secdo o mesmo €
comentado em maiores detalhes, sendo apresentada inicialmente sua filosofia, seguida de sua

evolucdo e contribui¢des de destaque.

Com relacdo a metodologia da técnica de OT baseada na homogeneiza¢do, como ja

comentado, esta parte da introdu¢do de um material com microestrutura na formulacdo do
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problema de otimizacdo. As propriedades mecanicas do material original da estrutura envolvida
no problema passam entdo a ser definidas com base nas propriedades da microestrutura
estabelecida. Esta, por sua vez, é caracterizada por sua célula-base. Tal célula corresponde a
menor parte da microestrutura que contém todas as suas caracteristicas e que se repete de forma
regular ao longo desta. O material com microestrutura é entdo assumido periddico e regular, de
forma que as propriedades mecanicas efetivas podem ser calculadas a partir do método da

homogeneizacdo, analisando-se a respectiva célula-base.

O método da homogeneizacao foi introduzido no projeto 6timo por Murat e Tartar no final
da década de 70. Pesquisadores de vdrias partes do mundo uniram forcas no sentido de
desenvolver tal teoria. Contudo, surpreendentemente, os algoritmos numéricos baseados no
método da homogeneizacdo amadureceram de forma lenta. Apds vdrias contribui¢des restritas a
problemas académicos, foi exatamente o trabalho de Bendswe e Kikuchi [11], no final da década
de 80, que primeiro demonstrou a eficiéncia do método da homogeneizacdo na otimizacdo de
forma. Apos tal contribuic@o, vérios trabalhos foram desenvolvidos, colaborando para tornar o
método da homogeneiza¢do um dos mais populares e eficientes métodos usados na otimizacao

topoldgica e de forma [1].

Uma vez estabelecido o modelo de material com microestrutura, o dominio de projeto é
discretizado via MEF. As caracteristicas da microestrutura sao entao atribuidas a cada elemento
finito. Em seu trabalho pioneiro, Bendsze e Kikuchi [11], estudando problemas de elasticidade
plana, atribuem a célula-base uma forma quadrada de dimensdo unitdria, sendo a mesma
constituida de material sélido (idéntico ao material original da estrutura), porém com um vazio
retangular em seu centro. Deste modo, as caracteristicas mecanicas de cada elemento finito

passam a ser definidas de acordo com as propriedades de tal célula-base, mais especificamente a

partir das dimensdes do vazio desta.

A 1idéia consiste em variar ao longo do processo de otimizagdo as dimensdes (largura e
altura) do vazio retangular associado a cada elemento finito, de forma a permitir a geracdo de
vazios internos no interior da estrutura e conseqiientemente produzir a variacao de sua topologia.
Por exemplo, se certos elementos finitos adjacentes apresentarem célula-base com vazio

retangular de largura e altura unitdrias (implicando auséncia de material na célula), um vazio
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macroscopico fica caracterizado na regido da estrutura correspondente aqueles elementos. As
propriedades mecénicas de cada elemento finito com vazio caracteristico sao entdo calculadas

através do método da homogeneizagao.

Em outras palavras, furos (vazios) podem ser formados no interior da estrutura fazendo-se
variar a densidade de cada elemento finito, a qual passa a ser entdo func¢do das dimensdes de sua
respectiva célula-base. Trata-se de uma pseudodensidade, visto que o material original, de fato,
ndo se caracteriza por tal microestrutura celular. Assumindo-se um valor unitdrio para a
densidade do material so6lido da célula-base também unitaria, a densidade de cada elemento finito
pode variar continuamente de 0 a 1. O espaco de projeto do problema de otimizagdo € assim
relaxado, ou seja, aumentado no sentido de contornar o problema da ndo-existéncia de solucdes

do problema bindrio (0 ou 1) [54].

O problema de OT € desta forma transformado em um problema de otimiza¢do paramétrica,
onde as dimensdes do vazio da célula-base correspondem as varidveis de projeto. Além destas, a
orientacdo da célula-base € também considerada como tal, face ao comportamento ortotrépico.
Este € verificado quando da determinacdo do tensor eldstico efetivo pelo método da
homogeneizacdo. Desta forma, com base nos resultados via MEF, no método da homogeneizacao
e em um otimizador apropriado, um procedimento iterativo € definido, a partir do qual € obtida a

solucdo 6tima.

Apresentada a filosofia do método de OT baseado na homogeneizacdo, a seguir sdao
apresentadas a evolucdo do método e suas contribui¢do relevantes, partindo do trabalho pioneiro

de Bendsgze e Kikuchi.

Em 1988, Bendswe e Kikuchi [11] introduzem na formulacdo do problema de otimizacdo o
modelo de material cuja célula-base se caracteriza por uma célula quadrada unitaria sélida com
vazio retangular central (modelo ortotropico com vazios). Problemas de minimizacdo da
flexibilidade, sujeitos a uma restricdo de volume, sdo resolvidos, sendo considerados casos
lineares estéticos de estado plano de tensdo e de um tnico caso de carregamento. Um método CO
tradicional € empregado para se chegar a solucio 6tima. Inicialmente, os autores demonstram que
as propriedades mecénicas efetivas obtidas via método da homogeneiza¢do sdo pouco sensiveis a

variagdo do grau de discretizagdo da célula-base de vazio retangular. Para este tipo de célula a
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solucdo das equacdes de homogeneizagdo s6 pode ser obtida numericamente. Em seguida, células
de vazio quadrado sdo também adotadas, reduzindo o nimero de varidveis de projeto (de 3 para
2) e implicando topologia bem semelhante a obtida com modelo de vazio retangular,
apresentando apenas pequenas diferencas nos contornos internos. Ao final, os autores constatam
que a desconsideragdo da orientacdo da célula-base como varidvel de projeto leva a topologias

incoerentes.

Prosseguindo com os estudos de projeto 6timo envolvendo o método da homogeneizacao,
Bendsze [8], em 1989, passa a considerar dois novos materiais com microestrutura. O objetivo é
tentar eliminar da topologia 6tima, as vdrias densidades intermedidrias presentes quando do uso
do modelo de material com vazios retangulares (denominado no presente trabalho de modelo de
material ortotrépico). Ainda que tais densidades possuam um significado fisico, as mesmas nao

apresentam viabilidade de fabricagdo.

Um dos modelos € inspirado pelos vdrios estudos matematicos que estabelecem que, para a
elasticidade plana, o modelo de material lamelar de classe-2 € o mais rigido dentre os compdsitos
constituidos da mistura de dois materiais (microestrutura 6tima). Os resultados obtidos com o
emprego do modelo de material com célula-base lamelar de classe-2 sdo bem similares aqueles
obtidos através do uso de célula-base com vazio quadrado e com uma grande vantagem de que as
equacgdes de homogeneizacdo podem ser resolvidas analiticamente. Assim como o modelo de

vazios, o modelo lamelar € ortotropico e leva em conta a orientacio da célula-base.

O segundo modelo, por sua vez, é construido com base no trabalho de Rossow e Taylor
(1973), os quais, para a obtencdo da variacao de espessura 6tima de chapas de espessura varidvel,
consideram que o tensor eldstico da estrutura 6tima corresponde ao tensor eldstico original
multiplicado por uma fun¢do densidade artificial. Bendsge aproveita entdo tal modelo e
simplesmente acrescenta um expoente empirico (de valor igual a 4) a tal funcdo densidade,
considerada como varidvel de projeto, denominando tal técnica de abordagem direta (modelo
1sotropico com penalidade). Os resultados conseguidos com o modelo de material isotrépico sdo
praticamente do tipo {0;1} em termos da densidade de cada elemento, ou seja, praticamente
vidvel quanto a manufatura. Contudo, € verificado que tal modelo sofre de uma maior

dependéncia da malha de elementos finitos da estrutura e ndo € possivel conferir as densidades
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intermedidrias um significado fisico. O grande destaque da referida abordagem é que o niumero
de varidveis de projeto passa a ser 1 por elemento finito, contra 2 no caso de modelo de
microvazios quadrados e 3 sendo o modelo lamelar ou de vazios retangulares. Além disso, as
propriedades efetivas sdo obtidas sem o uso do método da homogeneizagdo, caracteristicas estas

que reduzem consideravelmente o esfor¢co computacional.

Em 1991, Suzuki e Kikuchi [55] modificam o método de OT de Bendsze e Kikuchi [11].
As varidveis de projeto (largura e altura do vazio retangular da célula-base) passam a ser
atualizadas diretamente, seguindo o esquema de atualizacdo originalmente proposto, € nio mais
indiretamente através da atualizacdo da fun¢do pseudodensidade. E ao invés de se determinar a
orientacdo 6tima com base no critério de otimalidade correspondente a tal varidvel, esta € obtida
a partir da orientacdo da méxima tensdo principal. Os autores seguem os trabalhos de Pedersen
(1988) e de Gibiansky e Chercaev (1988), onde estes mostram que orientagdo 6tima dos eixos
ortotropicos pode ser identificada como a orientacao principal do tensor de tensdes para o caso de

materiais de baixa rigidez ao cisalhamento.

Novos e varios problemas lineares elésticos de estado plano de tensdo e com restri¢do de
volume sdo considerados por Suzuki e Kikuchi [55]. A energia potencial total é adotada como
func¢do objetivo e as forgas de superficies sdo entdo consideradas. Topologias 6timas sdo obtidas
para o caso de varios tipos de carregamento distribuidos sendo aplicados simultaneamente. A
independéncia qualitativa da topologia 6tima com relagdo a densidade da malha de elementos
finitos da estrutura é comprovada para o modelo de vazios retangulares. E concluido também que
a topologia 6tima obtida € dependente da defini¢do das condi¢des de contorno e das regides de
projeto nao-factiveis ao longo do dominio total. Com o trabalho, Suzuki e Kikuchi [55]
demonstram a validade e robustez da nova versdo do método de OT baseado na teoria da

homogeneizacao.

Ainda em 1991, Zhou e Rozvany [65] dao forte destaque ao material de modelo isotrépico
com penalidade. Com o emprego do mesmo em um problema estdtico de estrutura sujeita a uma
carga pontual, os autores conseguem obter topologia 6tima proxima a exata (obtida pela teoria de
layout) para um valor de expoente empirico proximo de 2 e para um valor pequeno de volume

final desejado para a estrutura. Estes também demonstram a tendéncia de se obter topologias
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6timas manufaturdveis quando do uso de um expoente empirico de valor mais alto, implicando
maior penalidade das densidades intermedidrias. Fica demonstrado entdo que o uso do modelo de
material isotrOpico permite um controle adequado da penalidade das densidades intermedidrias
através da escolha apropriada do expoente empirico. Controle este ndo conseguido quando do uso

do modelo ortotrépico com vazios (microestrutura nao-6tima).

Assim como o relaxamento conseguido com as microestruturas de vazios e lamelas, a
penalidade das densidades intermedidrias € uma outra forma de modificar o problema 0-1 de
distribuicdo de material, tornando possivel a obten¢do de solu¢des. Contudo, tal procedimento,
ainda que de resultados praticos, € um tanto questiondvel, visto que o problema é conduzido de
forma a se obter solugdes desejadas, ndo procurando entender completamente sua natureza [54].
Uma outra forma de penalidade, consiste em adicionar a fun¢do objetivo uma funcdo que

penaliza as densidades intermedidrias. A mesma € descrita em detalhes por Allaire em seu livro

[1].

Estendendo o emprego do modelo de material isotrépico com penalidade e o deixando mais
em evidéncia, em 1992, Rozvany et al. [51] resolvem o problema de otimizagdo topoldgica com
critério de projeto em tensdo. O volume da estrutura passa a corresponder a fungdo objetivo e o

critério de projeto € inserido na forma de restri¢oes.

Também em 1992, Diaz e Bendsze [18] estudam o problema de minimizacdo da
flexibilidade de estruturas sujeitas a multiplos carregamentos pontuais. O modelo de material
ortotropico com vazios € empregado. As multiplas cargas foram consideradas atuando simultanea
e separadamente. Para o primeiro caso, a abordagem € feita conforme em [55]. J4 no segundo, a
fungdo objetivo corresponde a média ponderada das flexibilidades associadas a cada um dos
carregamentos aplicados a estrutura. Além disso, a orientacdo Otima do material volta a ser
determinada pela condi¢do de estacionaridade do Lagrangiano do problema com respeito a
varidvel orientac¢do, conforme em [11], dado que tal varidvel passa a depender da combinacao das
dire¢des principais relativas a cada carregamento. A abordagem para tal é desenvolvida com base
no trabalho de Pedersen sobre a orientacdo 6tima de materiais ortotropicos [46]. Contudo, ao
invés das equacdes do sistema nao-linear de varidveis acopladas serem resolvidas por um método

iterativo como em [11], as orientagdes foram consideradas desacopladas, passando a condi¢do de
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estacionaridade a ser resolvida para cada elemento finito independentemente. Além disso, na
referida abordagem as tensdes principais sao explicitadas ao invés das deformacgdes. Os autores
mostram que topologias Otimas mais estdveis sdo conseguidas quando da consideracdo dos
carregamentos atuando separadamente, comparadas aquelas obtidas para um unico caso de
carregamento. Fica constatada entdo a dependéncia da solucio 6tima com relag@o a definicdo dos

casos de carga.

Estendendo os estudos sobre a otimizacdo topoldgica, Diaz e Kikuchi [19], ainda em 1992,
investigam os problemas de otimizacdo de forma e topologia envolvendo autovalores (freqiiéncia
natural). Problemas lineares elasticos de estado plano de tensdo sdo resolvidos e o modelo de
material ortotropico com vazios € usado. O objetivo € encontrar topologia e forma 6timas que
maximizem uma dada freqii€éncia natural, adicionando-se material a estrutura como se fosse um
reforco. Para tal, um dominio vidvel e outro ndo-vidvel sdo definidos, a partir do dominio global.
Os problemas t€ém como restricio o volume da estrutura e a fungdo objetivo correspondendo ao
autovalor associado a um dado modo de vibrar. A orientacdo 6tima € obtida a partir da direcdo da
mdaxima tensdo principal como em [55]. As topologias 6timas obtidas sdo capazes de indicar a
localizagdo e o tipo de reforco (barra ou chapa) a ser empregado de forma a atender os

requerimento de projeto.

Em 1993, Yang e Chuang [62], utilizam o modelo de material isotrépico aliado a um
otimizador baseado na programagdo linear (PL), em substituicao ao otimizador CO. Problemas bi
e tridimensionais lineares eldsticos sdo resolvidos. O caso estitico de minimizagcdo da
flexibilidade da estrutura e o caso dindmico de maximizacdo de seu autovalor fundamental sdo
considerados. O trabalho evidencia a vantagem do uso da PL sobre a abordagem OC, a qual é
lidar com problemas gerais, por exemplo, de cardter estitico (de um unico caso de carga ou de
vdrios) ou dindmico de autovalores, sem a necessidade de grandes modifica¢des no algoritmo de

solucgdo.

Voltando a questdo da orientagdo 6tima para o caso de multiplos carregamentos, em 1994,
Cheng et al. [17] desenvolvem nova metodologia para a determinacdo da varidvel orientacdo
Otima para o caso de modelo de material lamelar ou ortotrépico com vazios. No respectivo

trabalho, os autores justificam o uso do campo de tensdes (explicitagdo das tensdes ao invés das
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deformacdes) na determinagdo do angulo 6timo, o que ndo foi feito em [18] apesar de tal
abordagem ter sido empregada. E demonstrado que o campo de tensdes, comparado ao campo de
deformacdes, € bem menos sensivel a uma dada variagdo da orientacdo do material. Portanto,
através desta abordagem, justifica-se desacoplar as varidveis de orientacdo, passando a equagao
de otimalidade a ser resolvida para cada elemento finito e de forma independente. E ao invés de
se utilizarem das tensdes principais como em [18], os autores fazem uso do préprio estado de
tensdo, eliminando o cdlculo daquelas. A metodologia desenvolvida é empregada na solucdo do
problema de maximizacdo de multiplos autovalores, demonstrando-se a generalidade da
abordagem baseada no estado de tensdo. Além disso, a mesma fornece melhores resultados,
comparados aos das demais abordagens, como a da orientacdo fixa, método baseado no estado de

deformagdo, método baseado nas tensdes principais € o método dos gradientes conjugados [17].

Em 1995, a exemplo do problema de multiplos carregamentos, Ma et al. [38] estudam o
problema de multiplos autovalores. O modelo de material ortotrépico € utilizado. Diferentemente
de Diaz e Kikuchi [19], a funcdo objetivo do problema de autovalores passa a ser uma
combinacido ponderada destes, o que previne a inversdo dos modos ao longo do processo de
otimizacdo. Trés casos sdo estudados: (a) maximizacdo da freqiiéncia fundamental; (b)
maximizacdo da distancia entre dois autovalores quaisquer, (c) e minimizacdo da distancia entre
autovalores especificados e seus valores desejados. Uma modificacdo no algoritmo de atualizacdo
das varidveis de projeto [S5] € feita, tendo em vista que a funcdo custo usada no esquema
heuristico CO pode apresentar valores positivos ou negativos em problemas dindmicos,
implicando varidveis de projeto negativas ou complexas sem nenhum significado fisico. O
mesmo ndo ocorre no caso estdtico, pois a funcdo custo apresenta valores sempre positivos. O
problema de resposta em freqiiéncia € também estudado, minimizando-se a flexibilidade

dindmica com restri¢do sobre o volume.

Hassani e Hinton [27][28][29], em 1998, fazem um revisdo do método da homogeneizagao
e do método de OT baseado em tal técnica. Em [27] e [28], respectivamente, as equacgdes de
homogeneizacio e a solucdo destas sdo apresentadas com base no trabalho de Guedes e Kikuchi
[23]. A exemplo destes, um programa para determina¢do dos moddulos eldsticos efetivos de
materiais idealizados sob estado plano de tensdo e com célula-base bilateralmente simétrica €

construido. Em [29], os modelos de material ortotrépico com vazios, lamelar e isotrépico com
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penalidade sdo considerados em problemas de minimizacdo da energia potencial total da
estrutura, envolvendo elementos lineares eldsticos de estado plano de tensdo e de um tnico caso
de carregamento. Um novo esquema CO de atualizacdo das varidveis de projeto € proposto a
partir da modificacdo do otimizador CO definido em [55]. Para o caso estdtico, os autores
mostram que 0 novo esquema, em comparagcdo ao algoritmo que lhe deu origem, apresenta

convergéncia mais rapida e conduz a topologia 6tima similar.

Em 1999, Fernandes et al. [20] adotam o método do Lagrangiano aumentado como
otimizador em problemas de otimizacdo topologica envolvendo estruturas estdticas
tridimensionais lineares eldsticas. O modelo de material ortotrépico com vazios (ctbicos) é

utilizado.

Ainda em 1999, Krog e Olhoff [35] resolvem problemas estdticos e dinamicos de
multiobjetivos através da formulacdo max-min, envolvendo estruturas planas e de placa. Modelos
de material com microestrura lamelar sdo considerados. O problema estitico de multiplos
carregamentos € também resolvido através da formulacdo ponderada apresentada em [18] e os
resultados sdo comparados com os obtidos via abordagem max-min. Diferengas tanto na
topologia 6tima quanto na maxima energia potencial total sdo constatadas, indicando ser mais
conservadora a metodologia max-min. Os autores mostram que tal abordagem produz resultados

mais significativos para problemas estéticos e dindmicos de multiplos objetivos.

Em 2000, Mi et al. [40] desenvolvem uma metodologia de projeto capaz de fornecer
topologias 6timas que satisfazem ambos os critérios de rigidez e freqiiéncia natural. O modelo de

material ortotrépico com vazios € utilizado em casos bi e tridimensionais.

Depois de extensivamente estudados os problemas de otimizacdo envolvendo critérios de
projeto em rigidez e freqiiéncia natural, ainda em 2000, Nishiwaki et al. [43] desenvolvem um
método de otimizacdo topoldgica considerando a flexibilidade de estruturas sob cargas periddicas
transientes. Propriedade de grande interesse, por exemplo, na sintese de micro-sistemas
eletromecanicos (MEMS). O modelo de material ortotrépico com vazios e elementos de estado
plano de tensdo sdo utilizados. A fun¢do objetivo contempla tanto a rigidez quanto a flexibilidade

da estrutura.
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Também em 2000, Hammer e Olhoff [26], ainda que envolvendo o critério de projeto em
rigidez, passam a abordar uma classe especial e complexa de tais problemas. Pressdes estdticas
sdo aplicadas a estrutura linear eléstica e a variacdo destas (em direcdo e localizagdo) conforme a
mudanca de topologia é considerada. O material de modelo isotropico com penalidade é
utilizado. As superficies de aplicacdo da carga sdo consideradas como funcio da distribui¢ao de
densidades e representadas por splines ctubicas. A malha de elementos finitos continua fixa, a
qual corresponde a uma das grandes vantagens dos métodos de OT. A medida que a topologia é
alterada, o mesmo acontece com a superficie de carga. O carregamento distribuido é entdo
transformado em cargas nodais consistentes aplicadas aos elementos que interceptam aquela

superficie. As sensibilidades do carregamento sdo entdo consideradas e um otimizador CO €

empregado para a resolucdo do problema.

Em 2001, Chen e Kikuchi [16] investigam também o problema de otimizagdo com cargas
dependentes do projeto. Ao invés das superficies de carga serem parametrizadas, um
carregamento térmico ficticio, simulando a carga dependente, € proposto. O modelo de material
1sotropico com penalidade € novamente empregado. O problema de otimizacdo € transformado
em um problema de distribuicio de material trifasico constituido de sdlido, vazio e fluido
hidrostatico. A programacdo linear seqiiencial (PLS) € utilizada para resolver o problema de

otimizagao.

Também em 2001, Nishiwaki et al. [42] voltam a estudar o problema de sintese de
estruturas flexiveis, passando a considerar o caso de mudltiplas flexibilidades e de restricao da
deformacdo. O modelo de material ortotropico com vazios € adotado em problemas bi e

tridimensionais e a PLS ¢ utilizada como otimizador.

Abrangendo os estudos dos problemas de projeto 6timo envolvendo critérios de falha,
Pereira et al. [47], em 2003, utilizam o modelo de material isotrépico com penalidade na soluc¢io
de problemas de OT com critério em tensdo ou deformacdo. A massa da estrutura € minimizada,
estando o problema de otimizagdo sujeito a restricdes em tensdo ou deformagdo. O Método do
Lagrangiano Aumentado, combinado ao Método da Regido de Confianca, € utilizado como
otimizador. Topologias bem préximas aquelas conseguidas considerando-se o critério de projeto

em rigidez sdo obtidas.
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Em 2004, Allaire et al. [2] dao continuidade aos estudos de otimiza¢do relacionados com
critérios de falha. A funcdo objetivo corresponde a minimizacio da tensdo ao longo da estrutura,
estando o problema restrito em volume. A idéia do método € aplicar a funcdo objetivo um fator
de amplificacdo de tensdo, o qual leva em consideracdo as heterogeneidades microscopicas do
material. Neste sentido, o modelo de material lamelar é empregado, para o qual existem férmulas
para computar tal fator de correcao. Um otimizador baseado na abordagem de médximo descenso
¢ utilizado. Casos estdticos sao resolvidos, com resultados semelhantes aqueles obtidos com o

critério de projeto em rigidez.

Também em 2004, problemas envolvendo o peso préprio da estrutura analisada sdo
investigados por Bruyneel e Duysinx [13]. Ainda que de grande relevancia no projeto estrutural
de grandes constru¢des ou maquinas rotativas, poucos sdo os trabalhos existentes envolvendo as
forcas de inércia. Talvez pela abordagem desse tipo problema nao ser tdo simples e direta quanto
aquela usada em problemas com critério em rigidez envolvendo carregamentos externos fixos,
como mostram os autores. Dentre as dificuldades verificadas, destacam-se: o carater nao-
monotonico da flexibilidade (fun¢do objetivo) e o aspecto irregular de densidades intermedidrias
na topologia 6tima quando do uso do modelo cldssico de material isotopico com penalidade para
valores baixos de densidade. No referido trabalho, a a¢do do peso proprio é considerada em
problemas lineares eldsticos de estado plano de tensdo. E os inconvenientes acima apresentados
sdo contornados através do uso do Método das Assintotas Moveis Baseado no Gradiente

(MAMBG) como otimizador e de uma modificagdo apropriada no modelo de material isotrépico.

Além das aplicacOes discutidas acima, a OT baseada na homogeneizagdo tem encontrado
aplicacao na resolugdo de problemas de flambagem, de nio-linearidade geométrica e de contato,
no projeto de materiais, em problemas de crash, dentre outros, através do uso dos modelos de
material ortotrépico com vazios, lamelar e isotropico com penalidade. O estado da arte do
referido problema de distribui¢cdo de material € apresentado na recente e notdria publicacdo de
Bendsze e Sigmund [12], na qual sdo comentadas as vdrias aplicagdes do método, além de serem

fornecidas inimeras referéncias acerca do tema.
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Capitulo 3

Teoria da Homogeneizacao

3.1 Introducéao

Conforme ja mencionado, a técnica de otimizacdo topolégica baseada no método da
homogeneizacio faz uso de uma microestrutura periodica e regular, caracterizada por sua célula-
base, a qual € associada a cada elemento finito utilizado na discretizacdo da estrutura analisada. A
introducdo de tal microestrutura provoca o relaxamento do problema original 0-1 irrestrito de
distribuicdo de material, contornando o problema da ndo-existéncia de solucdes inerente ao

mesmo [54].

Neste contexto, o papel do método da homogeneizacio € exatamente determinar as
propriedades mecanicas do meio homogéneo que € equivalente aquele meio microestrutural
periddico e regular estabelecido para cada elemento finito da estrutura. Desta forma, as
propriedades mecanicas efetivas de cada elemento finito passam a ser conhecidas ao longo do
processo de otimizacdo, propiciando, juntamente com 0s respectivos carregamentos impostos e
condicdes de contorno, a andlise numérica do problema estrutural, cujos resultados alimentam o

algoritmo de otimizagao.

N

A seguir, sdo apresentados inicialmente os conceitos pertinentes a teoria da
homogeneizacio. Posteriormente, sdo estudadas suas equagdes para um meio periddico e regular
generalizado. Concluindo o capitulo, a solu¢do das equagdes de homogeneizacdo é definida de
acordo com o modelo de microestrutura adotado para a solucdo do problema de otimizacdo

(modelo ortotrépico com vazios ou modelo isotropico com penalidade).

28



O trabalho de Guedes e Kikuchi [23] e os de Hassani e Hinton [27][28] sao utilizados com

referéncia no presente capitulo.
3.2 Periodicidade e Expansao Assintética

Um meio heterogéneo € dito periddico e regular quando suas funcdes, envolvendo uma

dada grandeza fisica do meio, satisfazem a seguinte relacio:

F,(x+NY)=F,(x), (3.2.1)

onde,
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Acima, a matriz N corresponde a uma matriz diagonal de nimeros inteiros quaisquer. O
vetor Y ao vetor contendo os periodos Yi;, Y> € Yz ao longo das direcOes X, y e z,
respectivamente. O vetor X, por sua vez, corresponde ao vetor cujas componentes Xj, X € X3
indicam uma dada posi¢do no meio heterogéneo em termos das coordenadas X, y e z,
respectivamente. E Fy corresponde a uma certa fungao que pode ser escalar, vetorial ou tensorial,

a qual € denominada de Y-periddica pelo fato da mesma variar com um periodo Y.

A Figura 3.2.1 ilustra um meio heterogéneo periddico e regular, no qual uma funcdo Fy,
representando um dado comportamento seu, apresenta valores iguais se avaliada nos pontos Py,

P», P3, P4, assim como em pontos opostos localizados no lados de sua célula-base.

[ Célula-base
D B P Fy(Py) = Fy(Py) = Fy (P3) = Fy (Py)
000~

Pl/ [ "
Pz/ || \DE[ =0y =2

EERENE
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Figura 3.2.1 - Ilustracdo de um meio microporoso periddico regular.
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Na teoria da homogeneizac¢do, assume-se o vetor Y suficientemente pequeno comparado as
dimensdes globais do meio. Sendo assim, avaliando-se uma certa propriedade, Fy(x), deste,
verifica-se que a mesma a nivel local ou microscépico varia rapidamente e de forma Y-periddica,

enquanto que a nivel global ou macroscépico, sua variagao se d4 de forma mais suave e lenta.

A Figura 3.2.2 ilustra os comportamentos descritos acima, onde o vetor X indica a posi¢ao
global ou macroscopica no meio e o vetor y corresponde a posi¢do local ou microscépica

aumentada.

Fy(x) 4 Fy(x) 4

(a) Comportamento global (b) Comportamento local aumentado

Figura 3.2.2 - Comportamentos local e global da propriedade Fy(x), Y-periddica.

A Figura 3.2.2 ilustra a idéia do método da homogeneizacdo, que se fundamenta na
abordagem em dupla escala das fungdes do meio heterogéneo regular periédico. Uma escala
global e outra local, sendo esta dltima avaliada a nivel macroscépico, ou seja, as dimensdes do

dominio global, conforme mostrado na Figura 3.2.2 (b).

Neste contexto, segundo a teoria da homogeneizagdo, as escalas macro e microscopica se

relacionam através de uma dimensio escalar caracteristica, 8, da seguinte forma:

_X 3.2.2)
y=3- 2.

Tal parametro caracteristico, 8, corresponde a medida da razdo entre as dimensdes
microscOpica e macroscopica. E de acordo com a referida teoria, tal medida € considerada

suficientemente pequena.
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Assim, a razdo 1/0 funciona como um fator de amplificacdo de um certo ponto x global do
meio, permitindo-se a andlise em nivel macroscépico do comportamento local de Fy naquele

ponto. A Figura 3.2.3 ilustra tal interpretagao.

F(x) 4

Figura 3.2.3 - Dimensao caracteristica de ndo-homogeneidade e escala local expandida.

E considerando-se agora as duas escalas de andlise, a funcdo Fy passa a ser definida como

uma fungio explicita de x e implicita de y: F(x) = Fy (3y) = Fy (X,y).

Desta forma, a propriedade Fy do material compdsito pode ser entdo expandida

assintoticamente em poténcias de d como se segue:
F,°(x)=F,’(x,y) +0F, (x,y)+8°F,” (X,y) +... 3.2.3)

Na equagdo acima, as fung¢des Fy (i = 0,1,2,...) sdo consideradas suaves em nivel
macroscopico e Y- periddicas em nivel microscopico. E como citado anteriormente, assume-se a

dimens@o caracteristica de ndo-homogeneidade, 8, como sendo suficientemente pequena.
3.3 Equacoes de Homogeneizacao

Nesta secdo sdo apresentadas as equagdes a partir das quais serdo determinadas as
propriedades mecanicas homogeneizadas (efetivas e macroscopicas) de um meio heterogéneo

periddico regular generalizado.
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O desenvolvimento das equacdes € feito a partir da defini¢do do problema geral de valor de
contorno para um meio heterogéneo de estrutura regular periddica, seguindo o procedimento
realizado em [28]. Tal abordagem se faz suficiente para o entendimento e resolucdo dos
problemas de homogeneizacdo e otimizagdo estudados no trabalho. Uma abordagem com maior
nimero de hipdteses, baseada no principio dos trabalhos virtuais, é apresentada em detalhes em

[23].

Foi pensando em apresentar o tema de forma objetiva e didatica, que se utilizou o
procedimento do trabalho [28]. Contudo, ao mesmo foi conferido um maior detalhamento as
passagens entre equacionamentos, sendo feitas duas devidas corre¢cdes quanto a sinais em
equacoes, que passaram despercebidas pelos autores daquela referéncia. Vale ressaltar que as
equacdes finais aqui obtidas para o problema de elasticidade abordado sdo as mesmas alcangadas

a partir da abordagem adotada em [23].

3.3.1 Problema de valor de contorno geral

O seguinte problema de elasticidade plana, apresentado na Figura 3.3.1.1, € considerado no

desenvolvimento das equagdes de homogeneizagao.

Figura 3.3.1.1 - Problema de elasticidade abordado.

O problema fisico ilustrado na Figura 3.3.1.1 acima pode ser modelado matematicamente
através de equacdes elipticas. E o mesmo pode ser definido através do problema de valor de

contorno abaixo:

~A’w®)=f emQ (3.3.1.1)
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u’=0 em I, (3.3.1.2)

onde f corresponde a uma dada componente da for¢a de corpo f que atua ao longo dominio global

da estrutura, ; e o operador eliptico € dado por

0 X. 0
ZIp, x5HZL
0x o (X S)Bx,

J

A° = (3.3.1.3)

Nas equacgdes acima, o subscrito 0 indica a dependéncia do operador eliptico, A, assim
como do campo de deslocamento, u (restrito ao longo do dominio local I';), com relagdo a
dimensdo caracteristica de ndo-homogeneidade. O tensor D, por sua vez, corresponde ao tensor
elastico do material, o qual é considerado simétrico e define as propriedades mecanicas do

mesmo.

Seja considerada a estrutura apresentada no problema da Figura 3.3.1.1 como sendo
constituida de uma material de microestrutura Y-periddica e regular, conforme ilustra a Figura

3.3.1.2.

Célula-base da microestrutura

Ys

Figura 3.3.1.2 - Estrutura constituida de material microcelular periédico regular.

O objetivo do método da homogeneizacdo € definir em nivel macroscopico o problema que
rege o comportamento mecinico da microestrutura heterogénea periddica regular, a partir dos
modulos eldsticos homogeneizados (uniformes em nivel macroscopico) e sem explicitar a

dimensao caracteristica, 9.
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O problema geral de valor de contorno € entdo redefinido, passando a Equacdo (3.3.1.1) a

ser reescrita conforme abaixo:

0°u(x)
h
“Djy———=f emQ (3.3.1.4)
ox ;0x,
Na Equacdo (3.3.1.4) acima, D" corresponde ao tensor eldstico homogeneizado. O mesmo €
obtido através da andlise do comportamento microscopico do material celular ao longo do
dominio de sua célula-base, Y. Este € constituido pelo dominios sélido e vazio, Ys e Yy,

respectivamente, como ilustra a Figura 3.3.1.2.

A seguir é determinada a equag@o que governa o comportamento mecanico do material
compdsito em nivel microscopico. A partir desta, sdo definidas as equacdes dos moddulos
eldsticos efetivos do tensor D", presente na Equacdo (3.3.1.4) que rege o comportamento

macroscopico do material heterogéneo.

3.3.2 Comportamento mecanico em nivel microscopico

Dando inicio ao desenvolvimento das equagdes homogeneizadas, primeiramente sao
determinadas as equacdes que definem o campo de deslocamento local da estrutura de material

celular.

O problema de valor de contorno apresentado na Figura 3.3.1.1 € modelado pelas Equacdes
(3.3.1.1) a (3.3.1.3). Tais equagdes e a expansdo assintdtica definida pela Equacdo (3.2.3) sdo

consideradas.

No método da homogeneiza¢do, o tensor eldstico D € assumido uniforme em nivel

macroscépico, variando apenas na escala microscépica y e de forma Y-periddica:
Dy =Dy, (¥) (3.3.2.1)

Expandindo assintoticamente o campo de deslocamento u e considerando-se apenas os

termos de ordem méxima 2, visto que d € suficientemente pequeno, obtém-se:
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u’ (x)=u’(x,y)+ou'(x,y) + 8 u’(X,y) (3.3.2.2)

Tomando o operador eliptico definido pela Equagdo (3.3.1.3), a Equagdo (3.3.2.1) e

aplicando-se a regra da cadeia, tem-se:

d ) dy o P
A =—|D. — |+—=——| D, — 3.2.
ax( ,,k,(y)axl}axayj( ,,k,(y)axj (3.3.2.3)

J

Dado que y depende de x de acordo com a Equacido (3.2.2), a Equacgao (3.3.2.3) € reescrita

COmo Sse€ segue:

d d 1 0 d
A=21D. — |+——|D. —- 3.2.
ax_( ,,k,(y)axJ+88y( ,,k,(y)axJ (3.3.2.4)

J J

Substituindo as Equacdes (3.3.2.2) e (3.3.2.4) na Equacdo (3.3.1.1), tem-se:

0 0 1 1
i Di'kl aﬂ +li Di'kl aﬂ + Si Di‘kl auk + a Di'kl auk +
ox;{ " ox, ) day, | " ox ox; " ox, ) dy, L " ox

0 ou’ J ou’
52 " (Dijk, axk J+ S 5 (DW axk J =—f (3.3.2.5)
j l j l

Aplicando agora a regra da cadeia as derivadas internas da Equacao (3.3.2.5), obtém-se:
0 0 0 0
i(Dijkl %J + li(Dide %j + li(Dykl %J + in(l)ykl %J +
ox; dx, ) O ox;, dy, ) &dy, dx, ) & 9y, ay,
1 1 1 1
gi(])l_ﬂd aﬂj+i(])ijkl du, j_l_ J (Dijkl du, J_i_l J (DW du, j_l_
ox;\ 7 dx, ) ox; dy, ) dy;\ " dx, ) 89y, ay,

0 ou’ d ou’ d ou’
52 D, —%|+§ D, —%|+§ D A —*k
ox; ( o ox, j+ ox; ( o ay, j+ dy; ( o ox, J+
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0 ou; J
—| D, k| =—f (3.3.2.6)
ayj ( " 9y,

Definindo-se os operadores,

0 0 0 0 0 0 0 0
Al=—|D.,, — ;A2= D. D, — ;A3=— D. —|,
dy; [ " ale 0x; [ " ay, J+ ay, ( " ax,j 0x; ( " ale

a Equacio (3.3.2.6) é reduzida a:

SFAWH+[A W+ A WH]+ A WH+AWH+ A W)+

%[Az(u°)+A1(u1)]+8i2Al(u°)=82~O+8~0—f+é~0+8%~0 (3.3.2.7)
Fazendo a equivaléncia entre o primeiro e segundo membros da Equacdo (3.3.2.7),

igualando-se os termos de mesma poténcia de 8, as seguintes relagdes podem ser definidas:

A'w®)=0 (3.3.2.8)
A’ )+ A )=0 (33.2.9)
AuWH+AwH+A'w*)=-f (3.3.2.10)

Seja a equacdo
Aw)=P, (3.3.2.11)

definida para uma dada funcdo u’, Y-periddica. Tal equacdo apresentard solucio tinica se

P= ﬁjYJSDdY =0, (3.3.2.12)

onde |Y| corresponde ao volume da célula-base da microestrutura celular [28].
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A partir das Equacdes (3.3.2.11) e (3.3.2.12), verifica-se que a Equacao (3.3.2.8) apresenta

solu¢do tunica, pois se tem P = 0, implicando P =0.

Uma vez que a Equacdo (3.3.2.8) possui uma unica solucdo, conclui-se que uy deve ser
fungdo apenas de X, o que satisfaz a referida equagdo independentemente de D;y; variar ou nio

em nivel microscopico. Portanto,
0_ 0
u =u (x) (3.3.2.13)

O primeiro termo da expansdo assintdtica do campo de deslocamento u depende entdo

apenas da escala macroscépica X.

Substituindo a Equagdo (3.3.2.13) na Equagdo (3.3.2.9), tem-se que:

d du; (x) auk (x) du,

axj ( l]kl( ) yl j ay] ( l]kl( ) X, j ay] ( l]kl( ) Y, j
0 du, (X) du,

0+ay;( Y) 0x, j ay;( w¥) ZJ

aa ( i (Y )au"J J ( i (Y )au (X)J (3.3.2.14)
Y, dy,

ox,

Simplificando-se a Equagdo (3.3.2.14), chega-se a:

du, _ du; (x)
ay, ox,

(3.3.2.15)

A solucdo da Equacgdo (3.3.2.15) para u; pode ser escrita da seguinte forma, apds integrar

ambos os lados da referida equacio ao longo de y;:
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ou, ()

u (X,y) ==X, (y)——= 3 +c,(x), (3.3.2.16)
X

onde X ’;’ corresponde a uma fung¢do (Y-periddica) dependente somente da escala microscopica 'y

e ¢, € uma constante de integracdo, funcdo apenas de x.

Substituindo, agora, a Equacdo (3.3.2.16) na Equagao (3.3.2.14), obtém-se:

X, 0 D, 0
_i[Diqu( )L (Y)J du, (X) _ 9 y) du, (X)

dy; dy, ox, - dy; ox,
0 ox (y) dD;, (y)
D, (y) 2 |="0 (3.3.2.17)
dy; ( dy, dy;

A Equacdo (3.3.2.17) corresponde exatamente a expressdo que rege o comportamento local

do material celular, tendo X ]'j’ (y) como sua solucdo, descrevendo o campo de deslocamento

microscopico Y-periddico.

3.3.3 Moddulos elasticos homogeneizados

Nesta secdo € definida a equacdo a partir da qual sdo determinados os médulos elésticos

efetivos do tensor eldstico D" do material.

A partir das Equacdes (3.3.2.10) a (3.3.2.12), pode-se afirmar que A'(u’) apresentard

solugdo tnica caso:
¥] LS - A%()- A"y =0 (3.33.1)

Considerando f definida na escala macroscépica x, a Equagdo (3.3.3.1) é reescrita como:

j [43()+ A2 (' oy = -t (333.2)

Y[
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Substituindo a Equagdo (3.3.2.16) no integrando da Equagdo (3.3.3.2) e considerando-se as
Equagdes (3.3.2.1) e (3.3.2.13), obtém-se:

( (X))+A2(u (x, Y)) aa ( tjkl( )auk(X)J [ tjkl( )aukJ ‘ ( ukz( )aukJ
X ox; dy;

xl Vi X

0%u’(x) 9 (ou’(x) oX 1 (y)
-D. RS Sl ) p
i (¥) ox;0x, Ox; ( ax, ™ ¥) dy i
d 9%u’ (%) acp(x)]

_ Xkl D )4 _D
ayj£ P(y) ljpc/(y) azxq l]l”l(y) axq

q

2.0 anl 2.0
’u; a(x) D,y (¥) 0%u) (x) N
0x, dy,  Ox;x

J

Ax D, )0 3 % (%
- dy . 9%x + dy | Dy, () I (3.3.3.3)

J q q

ljkl ( )

A Equacdo (3.3.3.3) € reescrita da seguinte forma:

ox ¥ 2,0
A3(u(x))+ Az(ul(x,y)): [ngz (¥)-D,,, (¥) » (Y)] 07 u, (x) N

dy, ox ;0x,

_B(Xp (?Dupq(y)) sz(X)+ 0 (Diqu(y)ac”(x)
Y 0 x 0 j ox

J q q

J 3.3.3.4)

Substituindo a Equagao (3.3.3.4) na Equacdo (3.3.3.2), obtém-se:

1 0X )/ (y) 210 (x)
- D. -D. L . k
|Y| IYS[ i (¥) i (V) ayq axjax, i
1 o(x} D, W) Uy
|Y| Ys ady, azxq

J

E)cp(x)
N LS ( ina € . }AY—f (33.3.5)
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Fazendo a correlacdo entre as Equacdes (3.3.3.5) e (3.3.4), obtém-se:

1
D =1y [, | P @) =D, (x)

0X ' (y)
"y

dy (3.3.3.6)

q

A Equagdo (3.3.3.6) expressa entdo os modulos eldsticos homogeneizados, fun¢do apenas

do comportamento microscopico do material celular.

3.4 Solucao das Equacoes Homogeneizadas

As Equagdes (3.3.2.17) e (3.3.3.6) constituem as equacdes de homogeneizagdo. Nesta se¢ao
¢ apresentada a solu¢do das mesmas de acordo com o modelo de material adotado para a

estrutura.

Inicialmente sdo apresentados os modelos de microestrutura mais comumente empregados
no problema de OT baseada na homogeneizacdo para a condi¢do de estado plano, os quais ja

foram ligeiramente comentados no Capitulo 2. Sao eles:
Modelo ortotrépico lamelar

Modelo de material celular periddico e regular cuja célula-base € constituida por lamelas de

densidades e rigidezes diferentes. As células-base tipicas sdo as de classe-1 e classe-2.

As células de classe-1 sdo constituidas de um material rigido e outro flexivel, dispostos
paralelamente e cuja soma das densidades relativas (y; e 1-Y;, respectivamente) corresponde a
unidade. Assim, no processo de otimizacdo, as regides de material ineficiente apresentam o valor
da densidade relativa do material flexivel pr6ximo ou igual a 1, implicando densidade do material
rigido proxima de 0 ou nula. O inverso ocorre quando uma dada regido de material deve ser

mantida.

As células-base de classe-2, por sua vez, sdo constituidas de células de classe-1 imersas no

material rigido formador destas, cujas densidades relativas (1-l e W, respectivamente) se somadas
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apresentam valor unitdrio. As lamelas do material rigido se encontram dispostas ortogonalmente

com relacdo as lamelas das células de classe-1.

Estudos envolvendo a mistura de dois diferentes materiais mostram que o compoésito de
classe-2 constitui o material mais rigido dentre todos [12]. Originalmente, as regides de material
flexivel correspondem a vazios, contudo, procurando-se evitar singularidades no algoritmo de
solucdo da equacdo de estado um material de rigidez suficientemente baixa é assumido no lugar

destes.

A Figura 3.4.1 ilustra o material celular composto por célula-base de classe-2.

Célula-base de classe-2 Célula-base de classe-1

Pontoye . _ \1___“
____ -z T =
Pontox ___---777° 18

0 \ Yr 1 “Yr

Figura 3.4.1 - Modelo de material com microestrutura periédica lamelar de classe-2.

Na otimiza¢do estrutural topoldgica baseada no modelo de material lamelar sao
consideradas como varidveis de projeto as densidades relativas ([ e 7Y;) dos materiais e a
orientacdo da célula-base () no meio composto. Estas sdo associadas a cada elemento finito
utilizado na discretizacdo da estrutura analisada. Por exemplo, serdo 2 varidveis de projeto por
elemento finito caso seja empregado o material lamelar de classe-1, e 3 varidveis de projeto por

elemento no caso do uso do material lamelar de classe-2.

Modelo ortotrépico com vazios (retangulares)

Modelo de material celular periddico e regular cuja célula-base € constituida por uma célula

quadrada unitdria com um vazio retangular central, conforme ilustra a Figura 3.4.2.

Analogamente ao modelo de material lamelar, no processo de otimizacdo, regides de

material essencial a estrutura possuem densidade de valor proximo ou igual a 1, ou seja
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dimensdes do vazio da célula-base nulas ou préximas de 0; enquanto que as regides de material
ineficiente apresentam valor de densidade nulo ou préximo de 0, ou seja, dimensdes do vazio da

célula-base iguais ou proximos a unidade.

Célula-base com vazio
retangular central

Figura 3.4.2 - Modelo de material com microestrutura periddica de vazios retangulares.

Uma vez utilizado o modelo de material com vazios retangulares, as varidveis de projeto do
problema de otimizacdo passam a ser as dimensOes geométricas do vazio central, a e b, assim

como a orientacdo da célula-base, 6, no meio heterogéneo.
Modelo isotrépico com penalidade

Além da relaxag@o (obtida com o uso dos modelos anteriores), outro modo de se obter
solugdes para o problema 0-1 de distribuicdo de material € penalizar os valores de densidade
intermedidrios [54]. Uma forma de fazé-lo é empregar o modelo de material cuja rigidez (tensor
elastico) efetiva corresponde a rigidez original multiplicada pela razdo entre uma
pseudodensidade, p, e a densidade original, po, do material, elevada a um expoente empirico, p

(vide Figura 3.4.3).

Modelo Artificial

= _op
= e 4 Drovo = X° x DorigivaL

_--~ P = pPoX

Figura 3.4.3 - Modelo de material com microestrutura artificial.
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Trata-se de uma abordagem direta, se comparada aos modelos anteriores, onde a varidvel x,
associada a cada elemento finito, pode variar de forma continua de 0 a 1 ao longo do processo de

otimizagao.

O caso em que o expoente empirico, p, € igual a 1, corresponde exatamente ao problema
relaxado cléssico de otimizagdo da chapa de espessura varidvel [8]. Caso o mesmo seja maior do
que 1, as densidades intermedidrias de menor valor sdo penalizadas de forma a se aproximarem
de 0 e as de maior valor a se aproximarem de 1. Segundo Bendsze e Sigmund [12], para que este
modelo seja realmente considerado como um modelo de material na OT, em casos
bidimensionais o valor de p deve ser maior ou igual a 3, para um coeficiente de Poisson igual a
1/3. Cuidados devem ser tomados quando da utilizacdo de valores muito altos de p, visto que

desta forma tende-se ao problema {0;1} numericamente instavel [54].

No presente trabalho sido considerados os seguintes modelos:

= Modelo ortotrépico com vazios.

= Modelo isotrépico com penalidade.

Maiores detalhes a respeito do modelo ortotrépico lamelar empregado na otimizac¢io
estrutural topoldgica podem ser encontrados nas referéncias [1], [12] e [30]. O fato das equagdes
homogeneizadas para o modelo de vazios retangulares apresentarem apenas solu¢do numérica
motivou a investigacdo do modelo ortotropico com vazios. As equacdes homogeneizadas para o

modelo lamelar possuem solucdo analitica.

Com relac¢do ao modelo isotrépico com penalidade, o mesmo tem sido empregado de forma
intensa tanto em nivel académico quanto em pacotes comerciais. Dentre os motivos, destacam-se
sua eficiéncia, simplicidade e baixo custo computacional [12][50]. Este entdo foi o motivo de

considerar o notorio modelo no estudo.

Vale salientar que a comparagao direta entre os modelos de material considerados estd fora
do escopo do trabalho. Neste sentido, € indicada a referéncia [50]. O intuito aqui € investigar as

caracteristicas individuais de cada modelo em vérios problemas estruturais.
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A seguir apresenta-se a solu¢c@o das equagdes homogeneizadas para cada um dos modelos

de material considerados.

3.4.1 Modelo de material ortotrépico com vazios

Sabendo-se que as equagdes de homogeneizacdo para tal modelo apresentam apenas
solu¢do numérica e que serd empregado o método dos elementos finitos, a Equacdo (3.3.2.17) do
deslocamento microscopico € inicialmente escrita em sua forma fraca (variacional). Em seguida,
¢ aplicado o MEF, cuja solu¢do fornece o campo de deslocamento local, por sua vez utilizado na

Equacdo (3.3.3.6) para a determinac¢ido dos mddulos eldsticos homogeneizados.

A solucdo das equacdes de homogeneizacdo € feita ao longo do dominio sélido da célula-

base, menor parte caracteristica do material celular.

Escrevendo a integral ponderada para a Equacdo (3.3.2.17), tem-se:

p) X ¥ (y) oD, (y)
Vi—| D, ) ———dY~| v,(—=———dY =0 (3.3.4.1)
ayj( , vy,

onde v; corresponde a uma funcdo ponderadora arbitraria.
Integrando por partes ambas as parcelas da Equagao (3.3.4.1), obtém-se:
X, (y) v, X, (y)
v|D. (y)—2— —J. —iD. (y)—2— +
i iipq iipq
|: ( ay q Yq ¥ ay J ay q

g

v,
- [ViDijkl (Y)]YS + -[Ys D,y (Y)WY =0 3.3.4.2)

Reorganizando os termos da Equagdo (3.3.4.2):

ov, v, 90X, (¥)
L YS(K"UM(”—S; *

q
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0X ;' (y)
{V{Dm (y)%ﬂ -], =0 (33.4.3)
9 Y

N

A partir da Equagdo (3.3.4.3), é obtida a forma fraca do problema local celular, expressa

por:

v, X ,I;l (y) av,
LS {a_y, D, (¥) T - ,LS Dy, (y) adY 3.3.4.4)

Uma vez estabelecida a forma fraca do problema microscopico, dada pela Equacdo
(3.3.4.4), e considerando-se a Equacgdo (3.3.3.6), através da variacdo dos indices i, j, k, I, p, g
consegue-se chegar a um certo nimero de equagdes suficiente para se determinar os moédulos

eldsticos efetivos do tensor D",

Uma vez que no presente estudo problemas bidimensionais (i, j, k, I, p, g = 1, 2) sdo

analisados, os seguintes casos abaixo sio suficientes para encontrar a solu¢do homogeneizada:

= Caso(l):k=[/=1 = Determinacao de Dfm

* Caso(2):k=[=2 = Determinagio de D],,, € D},

* Caso(3):k=1el=2 = Determinagio de D},,,

Tratando-se de um material ortotrépico, sdo 4 (quatro) os mddulos eldsticos a serem

determinados, sendo nulos 0os demais moédulos:

D{lm Dfm 0
D" = Dflzz Dgzzz 0 (3.3.4.5)

0 0 D{l212

Vale ressaltar que o material sélido presente na célula-base € isotropico e idéntico ao

material de origem da estrutura investigada:

45



Dllll D 0

1122
D=|D,y» Dy, =Dy, 0 (3.3.4.6)
0 0 Dy,

A seguir, os casos acima considerados sdo analisados.

Caso(1):k=1=1

Expandindo a Equagdo (3.3.4.4) e considerando apenas os termos contendo os mddulos

eldsticos ndo-nulos conforme a equagdo (3.3.4.6), obtém-se:

+—D +
dy, dy, dy, 7 9y,

ov oX'' av ox!'' ov ox!!' ov ox !
_1D1212 1 + 2 D2112 —+ 1Dml 9 2 + P 2 Dzma—z
9y, dy, Iy, dy, 9y, v, 0y,

Vi

oV oXx!' av ox ! ov oV
WjDzzu ayll +ay22 D2222 ayj dY:J‘YS Dlllla_1+D221l_2 (3.3.4.7)

v, ox,' ov ox.'!
IYS Dllll

Y ayz

Reorganizando a Equacdo (3.3.4.7) e considerando-se as propriedades de simetria das
constantes eldsticas:

11 11
J‘YSKDUM—B;Q +D X, JaVI +

Vi e a)’Z a_y1
1 1
Dm{avl +av2J(axl L 9%, j+
ayz ayl ayz ayl
ox X' \ov 1% 0%
D 1 4D /2 |72 |JY = D —+D —2 S.4.
( 1122 dy, 2222 9y, Jaij| IYS( 111 dy, 1122 9, jdy (3.3.4.8)

Escrevendo a equacio (3.3.4.8) na forma matricial e aplicando-se o método dos elementos
finitos classico [4][49], tem-se que:
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Dllll
J‘QEWZ B’DB, U dQ* :Lf W'B'{D,,, 1dQ° (3.3.4.9)
0

Retirando das integrais os vetores de deslocamentos, que por sua vez sdo nimeros, a partir

da Equacdo (3.3.4.9), obtém-se:

Dllll
W/ | BIDB,dQU, =W/ [ BI{D,,, 1dQ°
0
Dllll
[ BIDB,dQU, =| BIiD,, dQ" (3.3.4.10)
0

Na equagdo (3.3.4.10) a integral do produto matricial B,/DB, ao longo do dominio do

elemento finito é conhecida e corresponde a matriz de rigidez elementar.

A seguinte equagdo matricial pode ser montada com base na Equacdo (3.3.4.10):

K,U, =F, (3.3.4.11)
onde,
K, = B!DB,dQ (3.3.4.12)
Dllll
F, =[ B[{D,, [dQ° (3.3.4.13)
0

As Equacdes (3.3.4.12) e (3.3.4.13) definem, respectivamente, a matriz de rigidez e o vetor

de carga elementares.
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Discretizado o dominio sdlido, Yy, da célula-base, é definida a matriz de conectividade
através da numeracdo dos nés de cada elemento finito. Por meio desta, sdo unidos as matrizes de
rigidez e os vetores de carga associados a cada elemento finito, montando-se a matriz de rigidez,
K,, e o vetor de carga, F,, globais da estrutura analisada. A partir destes e consideradas as
respectivas condi¢cdes de contorno naturais impostas, € determinado o vetor deslocamento global,

U,, a partir da Equagdo (3.3.4.14) [4][49]:
KgUg = Fg 3.3.4.14)

O vetor U, € entdo utilizado na Equagdo (3.3.3.6) para a determinag¢do do médulo elastico

: h
homogeneizado D},,,.

Para se chegar até o valor de D/, ,,, ainda precisam ser definidas as condi¢des de contorno

do problema. Determinadas com base na interpretacdao do carregamento F,, na periodicidade
caracteristica e simetria geométrica da célula-base, as condi¢des de contorno para o Caso (1) sdo

apresentadas na Figura 3.4.1.1 [28]:

Face p,s: Uy, =0

Face y o: Uy =0 Face v, ¢: Uy =0

\
Y2 L
yi \ Face p i: Uy, =0

Figura 3.4.1.1 - Condic¢des de contorno aplicadas a célula-base para o célculo de Dh1111.

Conforme mostra a Figura 3.4.1.1 anterior, os deslocamentos na direcdo y; ao longo das
faces verticais direita e esquerda devem ser nulos, assim como aqueles na dire¢do y, ao longo das

faces horizontais inferior e superior.

Obtido o vetor deslocamento global a partir da Equacdo (3.3.4.14), sdo determinados os

deslocamentos dos nds de cada elemento finito. Com base na matriz de transformagio
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deslocamento-deformacio, B,, do elemento, € calculado o vetor de deformacdo elementar, €,. A

partir deste, é definido o médulo eldstico homogeneizado D,,, com base na Equagdo (3.3.3.6).

Considerando i = j = 1 na Equacgdo (3.3.3.6), lembrando que o caso em estudo adota

k =1 =1, e expandindo tal equacdo considerando-se apenas os modulos eldsticos ndo-nulos,

tem-se:
1 X' X))
Dflm :MLS (Dnn _Dmla—yll_Dnzzﬁ (3.3.4.15)
T
1 D1111
Df’ie“:mjm Dy =4Dyy ¢ &, dQ° (3.3.4.16)
0

Desta forma, considerando-se a Equagado (3.3.4.16) e o dominio Y da célula-base, o0 médulo

eldstico homogeneizado DJ,,, ao longo do mesmo € expresso por:

T

D
N, 1 1111

NL’I
Dfm = ZDfliil = |Y|ZJ‘ | Dt =1Diaa ¢ &, Q° 3.3.4.17)
i=1 i=1 0

Na expressdo acima, N, corresponde ao nimero de elementos finitos utilizados na

discretizacdo da célula-base.

Os detalhes da transformagdo da Equagdo (3.3.4.8) na Equagdo (3.3.4.9) e da obtengdo da
Equacgdo (3.3.4.16) a partir da Equagdo (3.3.4.15) encontram-se no Apéndice A.

De forma andloga ao Caso (1), sdo desenvolvidos os célculos para os Casos (2) e (3). Estes

sdo apresentados de forma sucinta a seguir.

Caso(2):k=1=2
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Expandindo a Equagdo (3.3.4.4) e considerando apenas os termos contendo os mddulos

elasticos ndo-nulos, obtém-se:

ox oX 2 \ov
J.Y |:(D1111 1 +D1122 2 J 1 +
s a)’1 a)’Z a)’1
22 22
Dm(av1 LV j(axl L 9X3 j+
ayz ayl ayz ayl

aX 22 aX 22 a v
[Duzz a—yll +D,, dy j%} J ( 1 =+D,y, gjjdy 3.3.4.18)

Escrevendo a Equacgdo (3.3.4.18) na forma matricial e aplicando-se o método dos elementos

finitos, tem-se:

K U, =F, (3.3.4.19)
onde,
K, = B/DB,dQ" (3.3.4.20)
D1122
F, = [ Bl1D,,, [dQ* (3.34.21)
0

Novamente, as condi¢cdes de contorno sao determinadas com base na interpretacao fisica do
carregamento dado pela Equacdo (3.3.4.21), na periodicidade caracteristica da célula-base e em
sua simetria [28]. As mesmas sdo apresentadas na Figura 3.4.1.2, onde os deslocamentos na
direcdo y; ao longo das faces verticais direita e esquerda devem ser nulos, assim como aqueles na

direcdo y» ao longo das faces horizontais inferior e superior.
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Face p,s: Uy, =0

Face y,e: Uy =0 Face , 4: Uy =0

N e

Y2 [
Y1 \ Face it Uy =0

Figura 3.4.1.2 - Condig¢des de contorno da célula-base para o cédlculo de Dh1212 e Dh2222.

Observando-se as Figuras (3.4.1.1) e (3.4.1.2), observa-se que as condi¢cdes de contorno

aplicadas a célula-base sdo as mesmas para os Casos (1) e (2).

Determinado o vetor deslocamento global a partir da Equacgao (3.3.4.19) e obtido o vetor de

deformagdo para cada elemento, sdo definidos os médulos eldsticos homogeneizados D7,,, e

D% ,, a partir da Equagdo (3.3.3.6).

Considerando i = j = 1 na Equacgdo (3.3.3.6), lembrando que o caso em estudo adota
k =1 = 2, e expandindo tal equacdo considerando-se apenas os modulos eldsticos ndo-nulos,

obtém-se:

1 ox oxX 7
Dfllzz :MIYS (Duzz _Dmla—yll_Duzz i (3.3.4.22)

Considerando-se a formulagdo de elementos finitos, a Equacio (3.3.4.22) € reescrita como

se segue para um dado elemento finito da célula-base:

T

| Dy
Dfliezz :MJ- | Diia =Dy ¢ €, dQ° (3.3.4.23)
0
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A partir da Equacdo (3.3.4.23) e considerando o dominio Y da célula-base, o mddulo

eldstico homogeneizado Dy,,, ao longo do mesmo é dado por:

T

Dllll

Dil122 ZD1122 = |Y| ZJ‘ ¢ 1122 — 1122 ae Qe (3°3'4°24)
0

Por sua vez, adotando i = j = 2 na Equacdo (3.3.3.6) e expandindo tal equagdo

considerando-se apenas os médulos eldsticos ndo-nulos e a simetria destes, tem-se:

oxX /[ X7
D/21222 |Y|J. ( 2 ~ Dy —=— dy Dzzzzﬁ (3.3.4.25)
1 2

Considerando-se a formulacdo de elementos finitos, a Equacdo (3.3.4.25) € reescrita, para

um dado elemento finito da célula-base, conforme a seguir:

T

| DI
D giezz = MJ‘Q Dy =1 Do ¢ €, QS (3.3.4.26)
0

A partir da Equagdo (3.3.4.26) e considerando o dominio Y da célula-base, o mddulo

L . . h A .
elastico homogeneizado D5,,, € expresso por:

T

D1122

Dgzzz ZDzzzz |Y| ZJ- | D2 =D ¢ &, Q° (3.3.4.27)
0

Caso(3):k=1el=2

Expandindo a Equacgdo (3.3.4.4) e considerando apenas os termos contendo os mddulos

eldsticos ndo-nulos, escreve-se que:
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0X > 0X.? \ov,
.[YS |:(D1111 N Dy oy, a—y1+

b [, 9V E)XIIZ_FE)Xé2 N
e a)’Z a)’1 a)’2 a}’1
x> 0X,* v, v, v
(Duzz a—yll‘i'Dzzzz a)’z J dy, }dY _[ D1212(a + ayzz JJY (3.3.4.28)

Escrevendo a equacao (3.3.4.28) na forma matricial e aplicando-se o método dos elementos

finitos, tem-se:

K.,U, =F, (3.3.4.29)
onde,
K, = | B!DB,dQ" (3.3.4.30)
0
F,=[ B]{ 0 (o (3.3.4.31)
D1212

As condig¢des de contorno para o referido caso sado ilustradas na Figura 3.4.1.3 [28].

Facep,s: Uy =0

/

Face y o: Uy, =0 Face v, 4: Uy, =0

Y2 I
yi \ Facep, it Up =0

Figura 3.4.1.3 - Condicdes de contorno aplicadas a célula-base para o cilculo de D" 1212
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De acordo com a Figura 3.4.1.3 anterior, os deslocamentos na dire¢ao y, ao longo das faces
verticais direita e esquerda devem ser nulos, da mesma forma que aqueles na dire¢do y; ao longo

das faces horizontais inferior e superior.

Considerando i = 1 e j = 2 na Equagao (3.3.3.6) e expandindo tal equacdo considerando-se

apenas os modulos eldsticos nao-nulos, tem-se que:

aX12 aX12
D?ZIZ |Y|‘[ ( 212 Dy —— ayl szﬁ (3.3.4.32)

Considerando-se a formulagdo de elementos finitos, a Equacdo (3.3.4.32) € reescrita como

se segue, para um dado elemento finito da célula-base:

T

0

e 1 e
D5, =mfge Dy,—4 0 ¢ & dQ (3.3.4.33)
DIZIZ

A partir da Equagdo (3.3.4.33), o médulo eldstico homogeneizado D/, , é dado por:

T

0

Dy, = Zsz |Y|ZL p2—y 0 ¢ g, 4O (3.3.4.34)
DIZIZ

3.4.2 Modelo de material isotrépico com penalidade

Com relacdo ao modelo de material isotrépico, mostrado na Figura 3.4.3, as equagdes de

homogeneizacdo se resumem a:

D{lm =p. Dy 3.4.2.1)

D{llzz =p.Diin 3.4.2.2)
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Dgzzz =p Doy 3.4.2.3)

Dfmz =p.Dy,y, 3.4.2.4)

Nas equagdes acima, como jid mencionado anteriormente, p corresponde ao expoente
empirico de penalidade das densidades intermedidrias e p, representa a pseudodensidade

associada a um dado elemento finito utilizado na discretizac@o da estrutura avaliada.

Escrevendo as Equagdes (3.4.2.1) a (3.4.2.4) em notagdo matricial, tem-se:

D1111 D1122 0

D’ =p.| Dy Doy 0 (3.4.2.5)
0 0 D,
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Capitulo 4

Otimizacao Estrutural Topoldgica Baseada ha Homogeneizacao

4.1 Introducéao

No capitulo anterior foram apresentadas as equacOes de homogeneizacdo e suas solucoes
para o modelo de material ortotrépico e para o SIMP. No presente capitulo estes modelos sdo

utilizados para se chegar a solucdo do problema de otimizacao topoldgica.

O problema de otimizacgdo € tratado como uma problema de distribui¢do de material [8], no
qual varidveis relacionadas a pseudodensidades atribuidas a cada elemento finito constituem as
varidveis de projeto. No caso do modelo de material ortotrépico com vazios ainda hd a orientacdo
do material como varidvel. Neste sentido, densidades baixas implicam diretamente uma rigidez
também baixa, tendendo a remocdo daquele elemento finito da estrutura. Densidades altas, por
sua vez, implicam rigidez proxima a do material de origem, tendendo a manutencdo daquele

elemento.

No caso do uso do modelo ortotrépico com vazios, os elementos finitos de densidades
intermedidrias podem ser encarados como elementos cujo material pode ser substituido por um
material microporoso cujos vazios se orientam no sentido de melhor resposta do material a
solicitagdo. Por sua vez, sendo aplicado o modelo isotrépico com penalidade, as regides de
densidade intermedidria - neste caso em bem menor numero, jd que as mesmas sdo penalizadas -

podem ser interpretadas como regides de possivel aplicacdo de um material menos rigido.

56



Além da questdo das densidades intermedidrias, problemas numéricos existem associados
ao modo de abordagem e a natureza do problema de distribuicdo de material. Na Secdo 4.10 os
mesmos sdo comentados e algumas técnicas para solucdo de tais problemas sdo citadas,

destacando-se aquelas empregadas no trabalho para cada modelo.

Os problemas de otimizagdo estudados envolvem a maximizacdo de rigidez e autovalores,
estando os mesmos sujeitos a uma unica restricdo de volume, além de restricdes laterais
relacionadas com as varidveis de projeto. Otimizadores baseados em critérios de otimalidade sdo

empregados.
4.2 Problema de Distribuicao de Material

Esta secdo procura apresentar de forma didatica como € definido e abordado o problema de

OT baseado na homogeneizacao.

Seja o problema de encontrar a estrutura de maxima rigidez, sujeita ao carregamento e
condicdes de contorno ilustrados na Figura 4.2.1 e a uma certa restricdo de volume, a qual

informa que 50% de material, no minimo, devem ser eliminados da estrutura.

?

lF

Figura 4.2.1 - Viga curta engastada e sujeita a carga pontual no centro da extremidade livre.

O problema de otimiza¢@o pode entdo ser escrito da seguinte forma:

Maximizar RIGIDEZ
X, (e=1,2,..., N,) 4.2.1)
Sujeito a Vol pinaL £ 50% Vol iNiciaL

57



No problema acima, as varidveis de projeto X, estdo associadas as pseudodensidades de
cada elemento finito utilizado na discretizacdo da estrutura, Vol ao volume da estrutura, e N, ao

numero de elementos finitos empregados.

Dependendo do modelo de material adotado no problema de otimizacdo, as seguintes

pseudodensidades sao definidas:
=  Modelo ortotrépico com vazios: Pe = PoXe = Po(1 - ac x be).

A célula-base quadrada € considerada de volume unitdrio. Assim, as dimensdes a, (largura)
e b, (altura) de seu vazio retangular podem variar de 0 a 1 para vdrios pares (a.b.). O
objetivo de definir o vazio em forma de um retangulo € propiciar tal variacdo. A mesma nao
seria possivel, por exemplo, caso o vazio fosse de forma circular. A constante po €
considerada unitdria no caso estdtico em que aceleragdes ndo sdo aplicadas a estrutura, e de
mesmo valor que a densidade do material original constituinte da estrutura no caso em que
as inércias sdo consideradas. Nesta abordagem, a varidvel x, passa a ser estudada com base

em a, e b,, as quais passam a corresponder as variaveis de projeto.
= Modelo isotrépico com penalidade: Pe = PoXe.

De forma direta, a varidvel x, pode assumir valores de 0 a 1. As mesmas consideragcdes

feitas para pp no modelo anterior valem para o modelo em questao.

No caso do modelo de material ortotrépico, além de a, e b,, a orientacdo 6, da célula-base

do material heterogéneo associado ao elemento finito também constitui uma varidvel de projeto.

7

lF

Figura 4.2.2 - Malha de elementos finitos da viga curta engastada.
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Definidas as varidveis de projeto, a estrutura € discretizada através do uso de elementos

finitos, como ilustra a Figura 4.2.2 acima.

Inicialmente, a cada elemento finito € atribuido um valor inicial para Xx.. Na pratica, visando
a iniciar o problema com uma solugdo ja factivel e ao aproveitamento do maximo de material, o
que se faz é conferir a cada elemento finito um mesmo valor de x,, sendo este a razdo entre o
limite superior da restricdo de volume e o volume inicial da estrutura. Ou seja, no exemplo em
estudo, x, = 0,5 para o modelo isotrépico e a, = b, = 0,707, por exemplo, para o modelo

ortotropico.

Assim, para a primeira iteragdo do problema da viga curta engastada considerado, a
seguinte configuracdo de pseudodensidades (normalizadas) € estabelecida, conforme apresentado

na Figura 4.2.3.

Legenda
Pseudodensidades, o, /po

! %
0,67
0,33 1 F

0 %

Figura 4.2.3 - Distribuicdo inicial de densidades para a viga curta engastada.

Em seguida, o cdlculo numérico da estrutura € realizado. Para tal, precisa-se definir o tensor
eldstico efetivo (homogeneizado) de acordo com o modelo de material adotado para a estrutura.

Vide Figura 4.2.4 a seguir.

Da andlise por elementos finitos, sdo obtidos os deslocamentos nodais U,, a partir dos quais
sdo determinadas as grandezas (tensdes, energia de deformacgdo, autovalores), a partir das quais
sdo calculadas as sensibilidades. Estas, por sua vez, sdo utilizadas pelo otimizador escolhido para

a solucdo do problema.

E a partir do otimizador baseado em critérios de otimalidade, as varidveis de projeto sdao

atualizadas.
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/ * Modelo isotrépico com penalidade:
D. = (x.’D,,parae =1,.., 4 (Equacdo 3.4.2.5)

* Modelo ortotrépico com vazios:

Conforme explicado no Capitulo 3:
Elemento finito com um

1) Dicretiza-se por elementos finitos, para cada e-
dado valor de x, ) p » P

ésimo elemento finito do modelo da estrutura, a
célula-base unitaria de vazio a, x b, a ele
associada (sendo e =1,..., 4).

2) Para os Casos (1) a (3), aplica-se as respectivas
condi¢des de contorno e carregamentos para
cada célula.

3) Determina-se a deformagao €, para cada caso.

4) A partir desta, acham-se os modulos eldsticos
\ homogeneizados do tensor Deh (e=1,..., 4).

Figura 4.2.4 - Determinagdo do tensor eléstico efetivo conforme modelo de material.

Apoés a atualizacdo das varidveis de projeto, supde-se que seja obtida a distribuicdo de

pseudodensidades mostrada na Figura 4.2.5.

Legenda
Pseudodensidades, o, /po

! 7
0,67
F
0,33

0 i

Figura 4.2.5 - Distribuicdo de densidades para a segunda iteragdo do problema.

De posse dos novos valores de x,, o procedimento descrito na Figura 4.2.4 para se
determinar o tensor eldstico efetivo é repetido. E interessante observar que para o caso de modelo
isotropico com penalidade o cdlculo da matriz de rigidez de cada elemento € preciso ser feito
uma tnica vez. O mesmo ndo ocorre quando do emprego do modelo ortotropico com vazios,

onde para cada iteracio € necessdrio um novo cdlculo para determinagcdo da matriz de rigidez de
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cada elemento, jd que a. e b, sdo varidveis implicitas do tensor eldstico homogeneizado, ao

contrério de X, para modelo isotropico.

Calculados os novos tensores elasticos de cada elemento finito, é feita novamente a

simula¢do numérica e posteriormente a atualizag¢do das varidveis de projeto.

Supondo que na terceira iteragdo a solug@o 6tima seja obtida, de acordo com o critério de
parada preestabelecido, a distribuicio de material tem entdo o aspecto apresentado na Figura

4.2.6.

Legenda
Pseudodensidades, p, /pg

1

%

0,67

0,33 lF
0 2

Figura 4.2.6 - Distribuic@o 6tima de densidades para o problema da viga curta engastada.

Na Figura 4.2.6 acima os elementos em preto correspondem aqueles imprescindiveis a
estrutura (pseudodensidade igual a 1), dados os carregamentos e condi¢des de contorno
aplicados. E aqueles em branco, aos elementos desnecessdrios a estrutura para a aplicagio
especificada (pseudodensidade nula). A escala de cinza indica as densidades intermedidrias, as

quais ndo constam na solucao 6tima.

A solucdo 6tima do problema da viga curta engastada pode ser interpretada como uma
trelica cujas barras formam um angulo de 45° com a horizontal. Solu¢do estd que implica

economia de 50% de material compara a geometria original proposta.

No caso do modelo ortotrépico, visando-se a reducdo do numero de célculos para se
determinar os modulos eldsticos efetivos para as vdrias e possiveis configuracdes a, x b, de vazios
da célula-base, estes sdo inicialmente calculados para apenas alguns pares a, x b,. Em seguida,
utilizando-se de técnicas de interpolagdo ou de ajuste de curvas, os moddulos eldsticos

homogeneizados passam a ser definidos na forma de uma fungio explicita de a e b, como um
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banco de dados. Assim € possivel encontrar os modulos efetivos correspondentes a uma célula-
base cujo vazio tem dimensdes arbitrdrias, sem ser necessario construir e avaliar uma nova
célula-base. Basta entrar com os valores de dimensao na funcio continua de a e b de cada médulo
eldstico, obtendo-se os respectivos médulos homogeneizados com boa aproximagdo. O mddulo

de homogeneizagao € apresentado no Capitulo 5.

Com relacdo a varidvel de projeto 0., representando a orientacdo dos eixos do material

ortotrépico, esta € inserida na equagdo do tensor eldstico homogeneizado da seguinte forma [30]:
D"(a,,b,,0,)=R, (0,)"D"(a,,b,)R,(®,) (4.2.1.1)
onde, a matriz de rotacdo € dada por

cos’®, sen’0, cos0 send,
R, (0,)=| sen’0, cos’0, —cos0,send, (4.2.1.2)

—sen20, sen20, cos 20,

z

A atualizacdo da varidvel orientagdo € também feita com base nas condicdes de

otimalidade.
4.3 Variaveis de Projeto e Restricoes Laterais

No problema de OT baseada na homogeneizacdo, as varidveis de projeto consistem nas

seguintes grandezas de acordo com o modelo de material adotado:
=  Modelo isotrépico com penalidade: X, (e=1,2,...,Ne).
A varidvel de projeto x, pode variar de um valor minimo, Xy,n, a unidade:

X <x,<1 4.3.1)

* Modelo ortotropico com vazios: a, b.eB,.(e=1,2,..,No).
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As dimensdes a, € b, do vazio retangular da célula-base podem variar da seguinte

forma:
X <a,,b, <1 4.3.2)

A varidvel Xpi, considerada na Equagdo (4.3.1), € utilizada para evitar quaisquer
singularidades na solu¢do do vetor de deslocamentos do problema estrutural. J4 no caso da
Equacgado (4.3.2), Xmin € adotada no sentido de impedir que equagdes do algoritmo de otimizacao
apresentem valor tendendo a infinito, pois em algumas equagdes as varidveis de projeto

encontram-se no denominador destas. Em ambos os casos, o valor de X, ¢ geralmente de 0,001.

Limitando-se as varidveis de projeto conforme apresentado acima, a pseudodensidade p,
pode entdo variar de um valor minimo O, min (qQuando X, = Xmin, indicando material a ser

removido) ao valor py original (para x, = 1, indicando material a ser mantido), dado que
Pe =PoX,, (modelo isotrépico) (4.3.3)

ou de um valor nulo (para a, = b, = 1, indicando material a ser retirado) a um valor maximo ©, max
proximo do valor pg original (quando a, = b, = Xmin, indicando material a ser mantido), uma vez

que

Pe =Py (1 —a,b, ) (modelo ortotrépico) (4.3.4)

4.4 Restricao de Volume e Sensibilidades

No que se refere as restricdes do problema de otimizagdo, apenas uma unica restricdo €

considerada, envolvendo o volume da estrutura, V, e seu volume final desejado, V :

V<V 4.4.1)

Para o modelo ortotrépico com vazios, a Equacdo (4.4.1) é escrita em maiores detalhes da

seguinte forma:
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1 Ne[ _
—>p.V, <V
Po e=1

1 N, —
— > poI—ab,)A t<V

0 e=l

N —
> d-ab)A <V

e=1

Nel _
g(a,,b,)=>Y (1-ab,)A t-V<0

e=1

(4.4.2)

onde t corresponde a espessura da estrutura (considerada constante) e A. a drea do e-ésimo

elemento finito.

A partir da Equacido (4.4.2), as sensibilidades da restricdo de volume (derivadas desta com

relacdo as varidveis de projeto), s@o obtidas através das expressoes:

g
9 _ b At
aae e e

g
IS _ A At
abe e e

og _
00°¢

(4.4.3)

4.4.4)

(4.4.5)

Para o modelo de material isotropico, a Equacdo (4.4.1) tem a seguinte forma em

detalhes:

Nal _—
g(x,)=Y x,A,t-V<0

e=1
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Com base na Equacdo (4.4.6), a sensibilidade de g é dada por:

98 _ At (4.4.7)
ox,

4.5 Funcoes Objetivo e Sensibilidades

Nesta secdo sdo apresentadas as fungdes objetivo estudadas no presente trabalho, assim

como as sensibilidades referentes a cada uma delas.

Com base no modelo de material escolhido, os problemas tém como varidveis de projeto as
grandezas apresentadas na Secdo 4.3, estdo sujeitos a restricdo de volume de acordo com a
Equacgdo (4.4.2) ou Equacdo (4.4.6) e as restri¢cdes laterais conforme a Equacdo (4.3.1) ou a

Equagao (4.3.2).

4.5.1 Maximizacéo da Rigidez: Unico Caso de Carregamento

Com relagdo ao problema de se maximizar a rigidez global de uma estrutura, trés possiveis

abordagens existem [11][29][53]:

* minimizar a flexibilidade média (trabalho externo), expressa pelo funcional
Ne[
lw)=>Y jUZPe Qe + jUZTe dre | 4.5.1.1)

e=1 0° Ee

onde u corresponde ao campo de deslocamento de equilibrio, P, ao vetor elementar das forgas de

corpo que atuam sobre o dominio £2° do elemento finito e, e T, ao vetor das for¢as de superficie

que agem sobre o dominio I’ ;

* minimizar a energia de deformacdo (metade do trabalho interno)

N,
%a(u,u) :%Z [&D"g, dc 4.5.1.2)

e=1 QL’
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" ou maximizar a energia potencial total
1 (1
Saw=lw=3 - [&D"e, Q- U!P,-UIT, |; 4.5.1.3)
e=1 ¢

No caso do modelo isotrépico com penalidade D" nas equaces acima corresponde a D.

Do principio dos trabalhos virtuais e tendo em vista o problema maximizagdo da rigidez

estdtica [12][49], as seguintes relacdes sdo validas:

a(u,u)=1(u) 4.5.1.4)
la(u u)—l(u)——la(u u) 4.5.1.5)
2 s - 2 Py Dol

De acordo com a Equacdo (4.5.1.4), verifica-se que minimizar a flexibilidade (maximizar a
rigidez), I(u), corresponde a minimizar o trabalho interno, a(u,u), € conseqiientemente a metade
deste, ou seja, a energia de deformacao, a(u,u)/2. E com base na Equacgado (4.5.1.5), maximizar a
energia potencial total, —a(u,u)/2, corresponde a minimizar a energia de deformacgdo, ou 0 mesmo

que maximizar a rigidez.

No presente trabalho, a energia potencial total € considerada como func¢do objetivo nos
problemas estdticos, visto que tal abordagem é geral, contemplando ambos trabalhos interno e
externo. E com relacdo a flexibilidade média, as forgas de superficie ndo sdo consideradas nos

referidos problemas.

A seguir, para cada modelo de material, € escrito o problema de otimizacdo que trata da
maximizacdo da rigidez global de uma estrutura sujeita a acdo de um unico caso de

carregamento. As sensibilidades da fun¢@o objetivo sdo também apresentadas.
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Modelo ortotrépico com vazios

Maximizar
a€7 bE, ee (e :1a27---’ NL’I)

Sujeito a

(4.5.1.6)

Com relac@o as sensibilidades, baseado-se na funcdo objetivo, F, da Equacdo (4.5.1.6) e

sendo, neste caso, as cargas pontuais independentes das varidveis de projeto, tem-se [29]:

H
a—F_%jeZ D (ge’be’ee)ee dQy
ae Q° ae
H
i
e Q° e
H
TN RE T
e Q° e

Modelo isotrépico com penalidade

Reescrevendo a fungdo objetivo com base na Equacio (3.4.2.5), tem-se:

Z

.. 1
Maximizar —
X, (e=12,..N,) 2%

Sujeito a

el

1

& (s, /D, do - Y UT,
2
Q° e=

Nel

erAet—vSO

e=1

x. <x <1

min e —

A sensibilidade da funcao objetivo, F, é dada por [12]:
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(4.5.1.8)

4.5.1.9)

(4.5.1.10)



oF

P % J g (pxep_lD)ge dO° 4.5.1.11)

4.5.2 Maximizacao da Rigidez: Multiplos Casos de Carregamento

No caso do problema estitico de maximizacao da rigidez de estrutura submetida a varios
casos de carregamento, a fung¢do objetivo € considerada como sendo a combinacio das energias

de deformacio associadas a cada um dos carregamentos, na forma ponderada [12][18].

Sejam considerados N, casos de carregamentos independentes e atribuido a cada um deles
um peso wj, com j = 1, 2,..., N.. As funcOes objetivo e suas sensibilidades t€ém entdo as seguintes

formas, para cada modelo de material:

Modelo ortotrépico com vazios

N N N
- - 1 ¢ 7 m e NOqiT
Maximizar Z w {Z 5 J‘Se’jDe g, dQ" - Z U, T,
aea bea ee (e :172a---’ Nt’[) j:l e=l Q° e=1
4.5.2.1)

N —
Sujeito a > (d-ab)A t-V<0
e=1

X <a,,b, <1

mi

Com relagdo as sensibilidades, as mesmas, para a nova fungdo objetivo F, sdo expressas por
[18]:

N, H
;’_F =%Z w, [¢l, ID (;e’ LALOPRS 4522)
ae J=1 Q° ae
oOF 13 oD"(a,,b,.0 c
P EZ w, [el; (3; el ,dQ (4.5.2.3)
e j=1 ¢ e
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0, 2

oF 1% D" (a,.b,,0
== w, [, (gee D) o (4.5.2.4)

j=1 Q¢ e

Modelo isotrépico com penalidade

Considerando-se o modelo de material isotrépico, tem-se:

N, N N
. . c el 1 T . el T
Maximizar ij Z_ J.Se,j(XePD)Ee,j dOF — ZUe,jTe,j
Xe (e =192$"'9 NL’I) j=1 e=l1 2 Qe = (4 5 2 5)
N(’ —
Sujeito a Z XA t—V<0
e=1
X, <X, <1
No que se refere a sensibilidade, escreve-se que [12]:
a_:liw [e! (px,”'Dk, a0 (4.5.2.6)
axe 2 = ij e, j e e,j Dess

4.5.3 Maximizacao da Rigidez: Acao do Peso Proprio

E interessante notar que para o problema de maximizacio da rigidez global de estrutura
sujeita a acdo do peso proprio, P, a sensibilidade do trabalho externo com respeito as varidveis de
projeto ndo € mais nula. E o problema de otimizagdo € escrito conforme apresentado na Equagao

(4.5.3.1):

Modelo ortotrépico com vazios

NFI NFI
Maximizar %Z J.aeTDfse dQ’ — Z UeTPe
ae, be’ ee (e =192$"" NL’l) e=l Q° esl (4.5.3-1)
NFI —_
Sujeito a > (I-ab)At-V<0
e=1
Xmn <a,,b, <1

69



As sensibilidades, com base na nova funcao objetivo, F, da Equacdo (4.5.3.1), sdo expressas

conforme a seguir [29]:

oF 1 oD” .0 oP

OF L @ub.0), o _yr & 4532)
a, 2. da, da,

OF 1 ¢ ,0D"(a.,b.0) 7 OP

R P “lg dQ°—UT = 4.5.3.3
b, 2 QI ob, ob, ( )

OF 1 ,0D"(a,b ,0)

R P e D Te) g dQ (4.5.3.3)

%, 2 QI 29,

Salienta-se que as forcas de corpo independem da orientagao da célula-base.

Com base na formulacdo por elementos finitos [49] e na Equagdo (4.3.4), a fungdo peso
proprio P, consistente, para um certo elemento finito, pode ser escrita da seguinte forma, sendo g,

a aceleragdo vertical:

P = jNT{ 0 }dge s
e 3 e [po(l—aebe)Aet]gz e

Assim, as derivadas parciais de P, com relacdo as varidveis de projeto a, e b, sdo dadas

pelas relacdes abaixo:

—_— Qe
I { s }d (4.5.3.5)

oP 0
e = [N? dQ° 4.5.3.6
db Jg {_ [poa A t]gz} ( )
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Modelo isotrépico com penalidade

Para o modelo de material isotrépico, o problema de otimizacdo € escrito da seguinte

maneira:

Maximizar lz J‘?,Z (XED)se dQ° — %I: UeTPe
X (e=12,.,N,) 2% p
Sujeito a i X, At ~V<0

E a sensibilidade da fung¢do objetivo é

expressa por:

oF _1 ST[p(X )"'1]])8 Q< -U’
! [,y e, a0 - u:

0x, o

oP

e

ox,

onde,

0

P = |N? dQ’
| e{[poxeAedgz}

€ por conseguinte,

oP 0
<= [N’ dQ
aXe g{ {[pert]gz}

4.5.4 Maximizacao da Freqiiéncia Natural

(4.5.3.7)

(4.5.3.8)

(4.5.3.9)

(4.5.3.10)

E estudado a seguir o problema dindmico de se maximizar uma dada freqiiéncia natural,

com base na maximizagdo de seu autovalor correspondente.

O problema de autovalor € definido da seguinte forma, dadas as matrizes de massa M, e

rigidez K, globais e simétricas do sistema:
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(K, -2, M, Jp =0 (4.5.4.1)

onde ¢; corresponde ao autovetor associado ao autovalor A,,;. A partir deste é obtida a freqiiéncia
natural associada aquele modo i. O autovetor, por sua vez, caracteriza qualitativamente o modo

de vibrar da estrutura, em termos dos deslocamentos nodais.

A freqiiéncia natural f,; do modo i correspondente, em Hz, se relaciona com o autovalor

Ani, da seguinte maneira:

A
}\‘n,i = Wi,i = (27an,1‘ )2 fn,i =1 = 4.54.2)
2

Assim, a partir da Equacao (4.5.4.2), verifica-se que maximizar a freqiiéncia natural f,,; , em

Hz, ou a freqiiéncia angular w,,;, em rad/s, é 0 mesmo que maximizar o autovalor A, ;.

z

Um dos grandes inconvenientes da maximizacdo de autovalores € o fato de que estes
durante o processo de otimizagdo podem ter seus modos de vibrar invertidos, sendo o problema
dindmico de autovalores ndo tdo bem comportado quanto o problema estitico [38]. Pode ser
entdo que em uma dada iteragdo haja autovalores repetidos e que na iteracdo seguinte estes

venham a ter seus modos correspondentes trocados. E o que ilustra Figura 4.5.4.1.

Autovalores

\

Nimero de Iteracoes

Figura 4.5.4.1 - O problema da inversdo dos autovalores no processo de otimizagao.
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Buscando-se contornar o problema da inversdo dos autovalores, ao invés de maximizar um

tnico autovalor, uma combinacdo ponderada de um certo nimeros destes € admitida como

funcao objetivo [38].

Considerando-se a fungdo objetivo proposta, as curvas de convergéncia de cada autovalor
passam a ter o aspecto ilustrado na Figura 4.5.4.2. Os demais autovalores considerados na fungdo
ponderada passam também a ser maximizados, de forma que a possibilidade de inversdao dos

autovalores € eliminada.

A 3
2
"] 3 .1
=
:
5 (2
o
1

Niimero de Iteracoes
Figura 4.5.4.2 - Eliminac¢do da inversao dos autovalores via uso do autovalor médio ponderado.
Considerando-se a média reciproca ponderada de um certo conjunto de autovalores A,

correspondentes a N,, modos e atribuindo a cada um deles um peso w; [38], o problema de

otimizagdo envolvendo a maximizacdo de um dos autovalores considerados é estabelecido

conforme apresentado a seguir para cada modelo de material.

Modelo ortotrépico com vazios

-1
Maximizar A= %L
2. b, 0, (e =12.... N, i = A 4.5.43)
Sujeito a ZI: (I-ab,)A,t -V<0
! X <a,,b, <1
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Com respeito as sensibilidades, a partir da Equacdo (4.5.4.3), estas apresentam a seguinte

forma [38]:

-2
A (¥w, ) (X w, or,
g_[zﬂlk_j (Z:l:x ? da J (4.5.4.4)

n,i n,i e

Analogamente, tem-se para as demais varidveis que:

-2
A [w, )| [ w, oA,
E{ZTJ (le * J 545

n,i

an_(§w ) [ w0, "y
0, |5 A, 08, (4546

i=1 vy i i=1 vy

Nas equagdes acima ainda é preciso determinar as sensibilidades do autovalor A, ;. Antes de
fazé-lo, visando a simplificar as referidas sensibilidades, a matriz modal do problema de
autovalor dado pela Equacdo (4.5.4.1), cujas colunas correspondem ao autovetor de cada modo, €

normalizada com rela¢do a matriz de massa.

Normalizando a matriz modal, ®, do problema original com respeito a matriz de massa,
uma nova matriz modal € obtida, W, cujas propriedades de ortogonalidade passam a ser escritas

da seguinte maneira [39]:

v'M,y=I (4.5.4.7)
(w2, 0 - 0]
I Wi,z 0
vKuy = - : (4.5.4.8)
0 0 WZ,N,,,

onde, I corresponde a matriz identidade.

74



Assumindo ¥ = 7x ® (onde, y é uma constante) na Equacdo (4.5.4.7), obtém-se:

v' M,y =(®)M, (®)=y'®'M ®=1 (4.5.4.9)

Da propriedade de ortogonalidade relacionada a matriz de massa, pode-se escrever para o

problema modal original representado pela Equacdo (4.5.4.1) que [39]:

‘m, 0 - 0 |
t 0 m, --- 0
OPMO=| . S . (4.5.4.10)
0 0 vee mNm
onde m; € denominada de massa generalizada correspondente ao modo i.
Combinando as Equagdes (4.5.4.9) e (4.5.4.10), pode-se escrever que:
‘m, 0 - 0 |
J 0 m, -+ 0
L (4.5.4.11)
0 0 - my

A partir das Equacdes (4.5.4.10) e (4.5.4.11) acima, pode-se estabelecer que para cada

modo i a seguinte relacdo € valida:

1 1
y, = o Joie (4.5.4.12)

Assim, multiplicando-se cada autovetor @; (coluna i da matriz modal & original) por 7,
garante-se a propriedade de ortogonalidade da matriz de massa normalizada pela massa,

conforme indicado na Equacdo (4.5.4.7).

Considerando-se entdo os novos autovetores ; = ¥; ®; na Equacdo (4.5.4.1) e derivando-

se seus os membros com relagdo a varidvel de projeto a,, por exemplo, obtém-se:
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(K, -2, M, Jy, =0 (4.5.4.13)

oK o\ . oM oy,
g n,i M - }\’n ) 8 + K — )\‘n iM X — L = O 4.5.4.14
( ML j\v, (K, -2, M, )aae (4.5.4.14)

e e

Multiplicando-se ambos os membros da Equacio (4.5.4.14) por ;' e tendo em vista a

caracteristica simétrica da matriz K, -A,,;M,, tem-se que:

K,y O
o<, 2, M o} 2 =0
g Mnitg Wi P (4.5.4.15)

e

Considerando-se a Equagdo (4.5.4.13) e tomando a propriedade de ortogonalidade
apresentada na Equagdo (4.5.4.7) para uma coluna da matriz modal (modo V;), a Equacdo

(4.5.4.15) passa a:

r K, o, - oM
da T da

v, v, - Ly, =0 (4.5.4.16)
da

e e e

Considerando-se a formulag@o de elementos finitos e a matriz de massa consistente [49], a

Equacao (4.5.4.16) é reescrita da seguinte maneira para um dado elemento e:

o,
T TaDH e_a}\’n,i_ Tt T aae e _
g_z[\lli,e B, a—aeBe\I,i,e dQ aae }\’n,ié[\lli,e N, 0 % Ne‘l’i,ed'Q =0
da,
oD"” o, . 9
J(Be‘lli,e)T 3 (Be‘lli,e)dge i _)\'n,i Pe J-(Nell,i,e)T(Ne‘I’i,e)dQe =0 (4.5.4.17)
o a, da, da, ;.

onde, ;. corresponde ao vetor dos deslocamentos do elemento e presentes em ;.
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Logo, considerando-se a Equacgdo (4.3.4), tem-se que:

oa oa

e e

on . oD”
“= (B, ) ——B.v,.)dQ +1, pb, [N, ] (N, o
QL’ Q@

De forma analoga,

oL oD”

Doni - (B, )dor | . )aQc
b i(Bewl,e ™ B,v,,)de +Xn,lpoaeI(New,,e)T(New,,e)d

e e Q¢

00 20

e e

oA, oD”
- = v"(]3(3“,1',6)7. (Be\lli,e)dge
Q°

(4.5.4.18)

4.5.4.19)

(4.5.4.20)

Ressalta-se que a matriz de massa independe da varidvel orientacao da célula-base.

Modelo isotrépico com penalidade

-1
NI"
Maximizar A= ZL
Xe (e=12,...N,) e
N, _
Sujeito a XA gt=V<0
e=1
X <X, <1

(4.5.4.21)

Aplicando-se 0 mesmo desenvolvimento feito para o modelo ortotrépico, obtém-se para a

sensibilidade da fun¢do objetivo a seguinte expressao:

A i w, ) i w, oM,
ox, RE=aW ~ ) % 9x

n,i n,i e

onde,

ox

e

ox ox

e e Q°
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a qual, considerando-se a Equacdo (4.3.3), passa a ser escrita como:

oL

ﬁ = J- (Be\Vi,e )T (PXSJDH XBe‘Ili,e )d'Q'e —X,Po J- (Ne‘lli,e )T (Ne\|’i,e )dQe (4.5.4.24)
5 Q°

e

4.6 Critérios de Otimalidade

As condig¢des (critérios) de otimalidade sdo também conhecidas por condi¢des de Karush-
Kuhn-Tucker, ou simplesmente condi¢gdes KKT [5]. Sdo condi¢cdes necessdrias, porém nao
suficientes, para se garantir a otimalidade global da solu¢do do problema de otimizacao restrito

[25] [57].

Seja considerado o problema de otimizagdo a seguir:

Minimizar F(X)
X={X.},e=12,...,n
. (4.6.1)
Sujeito a g,(X)<0 j=12,...,m

XM<X <X e=12,.,n

Para o problema definido na Equagdo (4.6.1) acima, constituem as condicoes ou critérios

de otimalidade para o ponto 6timo, X', as seguintes expressoes [57]:

VF(X)+ Y A, Vg (XH)=D AN +> A% =0 (4.6.2)
j=1 e=1 e=1
inf su|
AL AT AT 20 (4.6.3)
Aig,(X)=0 (4.6.4)
}\‘ienf (Xinf _ X:) — 0 (4.6.5)
AP (X -X) =0 (4.6.6)
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O primeiro membro da Equagdo (4.6.2) corresponde ao gradiente da fungdo Lagrangiana
(ou simplesmente Lagrangiano), L, do problema de otimizacdo, avaliada no ponto 6timo. O

Lagrangiano para o problema definido pela Equagao (4.6.1) € expresso por:
LX)=F(X)+ > %,g,X)+> A (XM =X )+ > AP (X, - XP) (4.6.7)
j=1 e=1 e=1

A Equacdo (4.6.2) estabelece a condicdo de estacionaridade do Lagrangiano, L, do
problema de otimizacdo: seu gradiente deve ser nulo. As Equagdes (4.6.4) a (4.6.6) sdo
conhecidas por folgas complementares. As constantes A;, A" e AP constituem os chamados
multiplicadores de Lagrange, associados as restri¢cdes de desigualdade e laterais, respectivamente.
Estes, ao final da solu¢io, indicam quais restri¢des sdo relevantes (apresentam A # 0) e quais nao

tém influéncia (apresentam A = 0) na solugio 6tima do problema de otimizagéo.

Vale ressaltar que caso as fungdes g(X) sejam definidas na forma g(X) = 0, ou seja,
-gi/(X) <0, ou o objetivo seja maximizar, o que corresponde a minimizar -F(X), a Equacdo (4.6.7)
do Lagrangiano e, conseqiientemente, as equacOes de otimalidade sofrem pequenas mudancas.
No primeiro caso, € trocado o sinal das parcelas contendo as restricdes gi(X). Na segunda

situacdo, um sinal de menos deve preceder as parcelas envolvendo F(X).

O segundo caso corresponde exatamente a situagdo dos problemas considerados no

trabalho, onde se deseja maximizar F. Desta forma, o Lagrangiano passa ser escrito como:
LX) =—F(X)+ D %,8,(X)+ D A (x,, =X )+ D A (X, - 1) (4.6.8)
j=1 e=1 e=1

Com base nas Equacdes (4.6.3) a (4.6.6) e (4.6.8), as condi¢des de otimalidade para os

problemas de otimizacao tratados na Se¢do 4.5 anterior sdo expressas da seguinte forma:

—~VF +AVg — Z A+ Z AP =0 (4.6.9)

e=1 e=1

LA AP >0 (4.6.10)
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Ag =0 (4.6.11)

min

AP(X-1)=0 (4.6.13)

correspondendo os gradientes de F e g aos vetores contendo as sensibilidades destes com relagdo

as variaveis de projeto, X,. (vide Se¢des 4.4 e 4.5).
4.7 Otimizador Baseado nas Condicoes de Otimalidade

Nesta sec@o sdo apresentados os otimizadores utilizados no presente trabalho, os quais se
baseiam nas condi¢cdes de otimalidade discutidas na Se¢do 4.6. Inicialmente € feito um breve

comentdrio acerca das técnicas de otimiza¢ao mais comumente empregadas.

Com relagdo aos otimizadores utilizados na OT baseada no método da homogeneizagao,
destacam-se: os métodos de programag¢do matemdtica e os métodos baseados nos critérios de
otimalidade (CO) [30]. Tais técnicas, contudo, ao tratarem de problemas de OT tiveram como
grande desafio lidar com uma enorme quantidade de varidveis de projeto e com um moderado

nimero de restricoes [12].

A grande maioria dos problemas de projeto estrutural apresentam a funcdo objetivo e/ou as
restricdes como funcdes nao-lineares das varidveis de projeto [25]. E dentre os procedimentos
existentes usados na solug¢do desta classe de problemas, chamada de programacdo ndo-linear
(PNL), destacam-se: a Programacao Linear Seqiiencial (PLS) e o Método das Assintotas Moveis
(MAM), este surgido a partir do CONLIN [12]. A PLS resolve, repetidamente, o problema de
PNL como uma seqiiéncia de subproblemas aproximados de programacgao linear (PL), os quais
convergem para a solu¢do do problema original de PNL [25]. Os subproblemas de PL sdo obtidos
a partir da expansdo em série de Taylor do problema original, apresentando pseudofun¢do
objetivo e pseudo-restricdes ambas lineares e sendo resolvidos pelo Método Simplex. No MAM,
tais subproblemas sdo separdveis e convexos [12]. A primeira caracteristica significa que nas

equacdes de otimalidade dos sub-problemas as varidveis de projeto ndo se encontram acopladas,
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tornando-se vidvel e atrativa a aplicacdo de métodos duais; a convexidade dos sub-problemas, por
sua vez, implica a existéncia de um unico valor extremo, o qual é global [57]. Juntas, tais
caracteristicas reduzem consideravelmente o esforco computacional necessario para resolver os
subproblemas lineares, especialmente no caso de problemas com um numero reduzido de

restrigdes [12].

Enquanto que os métodos de programacio matemadtica sdo largamente empregados também
em outras dreas da engenharia e ciéncias, os métodos CO, estreitamente relacionados com o
método intuitivo baseado no critério de saturacdo das tensdes (fully stressed design) [55], t€m
sido usados especialmente em problemas de otimizagado estrutural [25]. O método CO tradicional
consiste em duas etapas. A primeira delas € o estabelecimento de equacOes matematicas que
definem as condi¢des necessdrias da solucdo 6tima. O segundo passo, por sua vez heuristico,
corresponde ao redimensionamento da estrutura (atualizacdo das varidveis de projeto) a fim de
que os critérios de otimalidade preestabelecidos seja satisfeitos [25]. A evolu¢do do método CO

tradicional, com o surgimento de vdrias variantes, pode ser encontrada em [64].

Os métodos CO possuem uma relagdo estreita com os métodos duais (utilizados quando da
convexidade do problema, assumindo os multiplicadores de Lagrange como varidveis de projeto),
o que faz com que os mesmos sejam eficientes quando o numero de restricdes € pequeno
comparado ao numero de varidveis de projeto [12]. Em geral, quando o problema apresenta
apenas uma restri¢ao, além de possiveis restri¢des laterais, ha pouca divida de que os métodos
OC constituem a melhor abordagem de solugdo para problemas estruturais [25]. Um outro
destaque da eficiéncia dos métodos CO estd no fato de que a atualizacdo de uma dada varidvel de

projeto ¢é feita independente da atualizacdo das demais; exceto apenas quando o

redimensionamento ocorre para satisfazer a restricdo de volume [12].

Seu grande inconveniente € o fato de que o esquema de atualizagdo das varidveis de projeto
precisa ser modificado de uma abordagem do problema para uma outra, 0 que nao costuma ser
tarefa facil. Neste sentido os métodos de programagao matematica sdo mais gerais e preferidos na
obtenc¢do direta do resultado 6timo. Tipicamente, estes implicam maior custo computacional [34],
contudo a escolha do algoritmo adequado pode deixar tal abordagem tdo eficiente quanto os

métodos CO [12].
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Outras técnicas de projeto 6timo podem ser aplicadas a OT baseada na homogeneizacao,

como o Método do Lagrangiano Aumentado [47] e a propria Abordagem Dual [41].

A seguir sdo definidos os otimizadores CO utilizados no trabalho, de acordo com o modelo
de material e com o tipo de problema (estitico ou dindmico). O método CO tradicional &
escolhido em virtude dos problemas de otimizacdo estudados apresentarem uma tnica restricao e
pelo fato de ja existirem para os mesmos esquemas heuristicos bem definidos. Inicialmente é
apresentado o otimizador utilizado no caso estatico, sendo em seguida apresentado aquele
empregado no caso dinamico, que por sua vez, fundamenta-se no primeiro. A atualizacdo da

varidvel X, genérica € considerada.

A primeira etapa do método CO cléssico € entdo definir as condi¢des de otimalidade para o
problema. Estas correspondem exatamente as Equacdes (4.6.9) a (4.6.13). A partir da Equagdo
(4.6.9), referente a condicao de estacionaridade do Lagrangiano, a seguinte expressio € escrita

com respeito a varidvel X,:
oF og

“IxX + X—aX —AM AP =0 4.7.1)

e

Dividindo-se ambos os membros da Equacéo (4.7.1) acima por -A(dg/0X.), obtém-se:

aF ag inf ag su ag
— A= =1+ A" | A==/ A=-1=0
o g g
Denominando
oF og
E, =—/|A—= .
)¢ ( BXJ’ 4.7.3)

tem-se, a partir da Equacao (4.7.2), que
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: og og
E, =1-A" /| A =— [+ A2/ A —=- .

e e

Supondo que em uma dada iteragdo do processo de otimizagdo apenas a restricdo de volume
esteja ativa, tem-se que, pelas condi¢oes de folga complementar, A > 0 e A = A = 0,

reduzindo-se a Equacdo (4.7.4) a seguinte forma:
E, =1 4.7.5)

Pode-se afirmar entdo que na solu¢cdo 6tima do problema de otimizacdo, as varidveis
intermedidrias de projeto (Xmin < Xe < 1) satisfazem a Equagdo (4.7.5). O parametro Exé, ¢ um

indicador da densidade de energia de deformacao [12].

Com base no parimetro Ey ¢ que foram desenvolvidos os algoritmos heuristicos

apresentados a seguir para cada modelo de material. Estes consistem em variagdes do algoritmo

desenvolvido em [11]. A segunda e ultima etapa do método OC cldssico € entdo definida.

Modelo isotrépico com penalidade

O algoritmo empregado por Sigmund em [53] € utilizado para atualizar a varidvel de projeto

X, = X,:
( min(l,xi + C) ,se XL (E; )n > min(l,xi + C)

min?® “e

x, ! =< X! (E; )n , s max(x x| — C)< X! (E; )n < min(l,xi + C) (4.7.6)

maX(Xmin’Xe_C) , € x’e-(E’p) Smax(xmin,x’e—q)

X

\

No algoritmo acima, 1 corresponde ao pardmetro de amortecimento (geralmente 2) e

corresponde ao limite mével (geralmente variando de 0,001 a 0,2). Tais pardmetros constituem
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varidveis de controle do algoritmo, as quais podem ser ajustadas no sentido de conferir maior
rapidez e/ou estabilidade ao otimizador.
Modelo ortotrépico com vazios

Com relagdao ao modelo de material ortotrépico, o algoritmo empregado na atualizacdo das

varidveis de projeto a, e b, corresponde aquele proposto por Hassani e Hinton [29]:

[ min 1+ﬁ -all , Se ai.(E;p)SmaX((l—g).ai’Xm)
al —
a," =< al (E’ yai » 8¢ maX((l—C)'ai,xmin)< al (E; )< min((1+§). ai,l)
max I_L i , se ai'(Ezie)Z min((l+C)-ai,1) 4.7.7)

-a,, X .
i e’ min
\ ae—C‘

De maneira andloga € feita a atualizacdo da varidvel de projeto b,.

Para o caso dinimico, onde o parimetro Ey pode assumir valores negativos, ¢ adotada no
trabalho a sugestdao de Bendsge e Sigmund [12], proposta no sentido de evitar tal possibilidade.
Os referidos autores sugerem que o pardmetro Ey , presente nos algoritmos acima, seja

calculado da seguinte maneira:

oF 0
E, :max(—a?,OJ/( B%J 4.7.8)

e

Com relacdo a varidvel orienta¢do, 0,, no caso estatico de uma tunica condicao de

carregamento, esta € atualizada conforme a orientacdo da mdxima tensdo principal, 6 [55].

(@

Para os demais casos (multiplas cargas e miltiplos autovalores), a orientacio

atualizada conforme a condi¢do de estacionaridade do Lagrangiano, de acordo com o

[¢N

procedimento desenvolvido em [17] para o problema de (multiplos) autovalores. O mesmo

apresentado a seguir para o caso estatico de miltiplas cargas.
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Desconsiderando as restri¢oes laterais, as quais sdo levadas em consideragdo no interior do
algoritmo heuristico de atualizacdo das varidveis de projeto, e tomando a Equagdo (4.6.9), esta

com relacdo a varidvel orientacdo se reduz a:

oF

—=0 7.
20, 4.7.9)

Considerando-se a Equacdo (4.5.2.4) e a Equacdo (4.7.9), a condicdo de estacionaridade

acima € escrita da seguinte forma:

—Z I g, ae g, ,;dQ =0 (4.7.10)

Uma vez que g, = CHGe , onde c? corresponde a matriz de flexibilidade homogeneizada,
# = (D", a Equagido (4.7.10) pode ser reescrita da seguinte forma, explicitando o campo de

tensao:

j=1 e

N. acH
Z W j()' G, dQ =0 4.7.11)
Q°

A matriz de flexibilidade C” pose ser escrita como funcdo da orientacdo ©,, conforme

abaixo:

C" =C"+C'sen(20,)+C’ cos(20,) +C’sen(20,)cos(20, ) +

—C*sen’(20,), 4.7.12)
onde
(" +ci)i2 ch 0 00 1
c’=| ¢ (. +ci)i2 0] C'=c¢-0 0 1],
0 0 ch 1 10
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1 0 0 0 0 1 1 -1 0
C’=2c,|0 0 -1| C'=c,-|-1 1 0
0 0 0 1 -1 0 0 0 -4

¢ = (C{ll —ng)/Z S (Cﬁl +C/212 - ZCE —CZ(,)/4 )

e C" corresponde a matriz de flexibilidade homogeneizada original, func@o apenas das dimensoes

do vazio da célula-base.

A partir da Equagio (4.7.12), a derivada da matriz C” com relacdo 2 orientacdo é expressa

da seguinte maneira, lembrando que 2sen(0)cos(0) = sen(26) e cosz(e)- senz(e) = c0s(20):

aC”
00

e

=2- [C1 cos(20,)—C?sen(20, )+ C* cos(46,)—C* sen(40, )] (4.7.13)

E reescrevendo a Equacdo (4.7.11) com base na Equagdo (4.7.13) acima, tem-se:

gTF =2. [gi cos(20,)— gZsen(20, )+ g2 cos(40,)— g sen(46, )] (4.7.14)
onde
N,
gl = ij J.GZJC"GM dQ°, k=1234 47.15)
=5

Assim, a partir da equacdo (4.7.15), a condi¢do de estacionaridade do Lagrangiano do

problema € dada por:
g'cos(20,)—g2sen(20,)+ g2 cos(40,)— g*sen(40,)=0 (4.7.16)
Assumindo z = tg(0,) e substituindo tal relagdo na Equacao (4.7.16), obtém-se:

fiit+ i+ L+ fiz+ £, =0, 4.7.17)

86



onde
fo=—g.+8) fi=-2g2+4g); f,=-6g) fi=-2g.-4g) fo=s8.+g..

Obtidos os valores de 0, a partir de z e da Equacdo (4.7.17), os mesmos sdo checados a

partir da funcdo abaixo, onde os valores -7/2 e +7/2 sd@o também testados:
2.(0.)=g'sen(20,)+ g cos(260, )+ g” sen(20, )cos(20,)— g* sen*(260,) (4.7.18)

A orientacdo otima serd aquela que fornecer o maior valor para a funcdo teste acima, no

caso de maximizacdo da fungdo objetivo, ou o menor valor, no caso de minimizagdo desta.

Para o caso de multiplos autovalores, basta considerar no desenvolvimento acima,

N 2N
W nNW, P
g :(Z _IJ Zx_é j o C'o,  dQ° | k=1234 (4.7.19)

i=1 }\’ i=l Vi e

1

4.8 Determinacao do Multiplicador de Lagrange da Restricao de Volume

Uma vez que para se determinar Ey o multiplicador de Lagrange da restri¢do de volume,

A, deve ser conhecido, este tltimo precisa ser previamente determinado.

Tal multiplicador é determinado considerando-se primeiro que a restricdo de volume se
encontra sempre ativa durante o processo de otimiza¢do, conforme assumido quando do
desenvolvimento dos esquemas heuristicos. A quantidade maxima de material disponivel &
sempre utilizada em cada iteracdo. O fato de que a relacdo entre o volume e o referido
multiplicador de Lagrange se dd de forma decrescente e monotdnica [11], conforme ilustra a

Figura 4.8.1, é também considerado.
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V (hmin)
V (M)
V (Amax)

Figura 4.8.1 - Relacdo entre o volume e o multiplicador de Lagrange.

De acordo com a Figura 4.8.1, o multiplicador de Lagrange da restricao de volume pode ser

obtido através do método da bisse¢ao.

De posse do multiplicador de Lagrange, o pardmetro Ey ¢ definido e as varidveis de

7z

projeto sdo atualizadas. O volume da estrutura é entdo calculado, repetindo-se o processo
mencionado até que a restricdo de volume seja igual ao limite superior da restricdo de volume
dentro de uma certa tolerancia preestabelecida. O seguinte algoritmo pode ser definido a partir da

Figura 4.8.1:

(1) Encontram-se A, € A, testando-se valores para tais grandezas, até que sejam

verificadas as seguintes relagoes:

V(A > VOA¥) e V(A,) < VIAF).
(2) Calcula-se:

A= 0,5 x iy + Ay

(3) Atualizam-se as varidveis de projeto conforme o respectivo algoritmo heuristico,

determina-se V(A,,) e compara-se:
V(A,) > V(A*), entdo A, = A, ;

V(&) < VU¥), entdo Ay, = A,
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(4) E repetem-se os passos (2) e (3) até que IV(A,) - V(A®)I < 3, onde & , corresponde a

tolerancia da restri¢do de volume (geralmente variando de 0,01 a 0,001).
4.9 Critérios de Convergéncia da Solucao

Trés critérios de convergéncia da solu¢do do problema de otimizagdo sdo estabelecidos,
assumindo-se que a convergéncia ocorrerd quando pelo menos um deles for satisfeito. Abaixo sdo

apresentados os critérios:

* O numero de iteracOes ndo deve ser maior do que um valor preestabelecido;

= Dadas trés iteragdes sucessivas, a diferenca, em moédulo, dos mddulos do valor da
funcdo objetivo em duas delas, dividida pelo médulo do valor da fun¢do objetivo na
iteragdo inicial, deve ser menor ou igual a uma tolerincia de parada especificada, #,:
HFi+l

-|F ’Lt . 4.9.1)
e

= A func@o objetivo ndo deve diminuir ao longo de trés iteracdes sucessivas.

4.10 Eliminacao das Instabilidades Numéricas

A medida que o tema de OT foi sendo aprofundado, problemas numéricos inerentes a tal
técnica vieram a tona e metodologias para contornd-los foram sendo propostas. Sdo trés os
problemas numéricos que mais comumente aparecem na OT: o aspecto de tabuleiro, a
dependéncia da malha e os minimos locais [54]. A seguir os mesmos sdo brevemente

comentados.

Figura 4.10.1 - Aspecto de tabuleiro de xadrez presente na topologia 6tima.
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O aspecto de tabuleiro de xadrez se caracteriza pela formagdo na topologia 6tima de
regides contendo vazios e elementos s6lidos que se alternam de forma semelhante a um tabuleiro

de xadrez, conforme ilustra a Figura 4.10.1 anterior.

A explicacdo mais direta para o aparecimento de tal configuracdo de densidades estd no fato
de que a mesma apresenta, artificialmente, uma rigidez mais alta quando considerado o problema

discretizado [12].

As regides com aspecto de tabuleiro ndo constituem microestruturas 6timas, como pensado
inicialmente, e as mesmas aparecem na topologia 6tima em virtude da modelagem numérica
inadequada da rigidez de tais regides [32]. Inspirando-se na condi¢do de Babuska-Brezzi (B-B),
que estabelece um critério para que a discretizacdo via MEF propicie um esquema numérico
estdvel, a primeira tentativa de evitar a instabilidade de tabuleiro foi o uso de elementos de alta
ordem (de 8 e 9 nds) [12]. Tal abordagem, em problemas onde a densidade € uniforme ao longo
do elemento finito, faz com que a dimensdo do campo de deslocamentos se aproxime daquela do
campo de densidades (que corresponde a dimensdo do dominio do elemento), garantindo a
estabilidade numérica [54]: ao invés de apenas 4 (quatro), sdo considerados 8 nds distribuidos ao
longo do dominio do elemento caracterizando o campo de deslocamentos. Por exemplo, o aspecto
de tabuleiro pode ser evitado através do uso da implementacao Q8/U (elementos quadrilaterais de
oito nés com campo de deslocamento bi-quadratico, sendo a varidvel de projeto uniforme ao

longo do mesmo).

No sentido de se trabalhar com a formulagdao dos campos de deslocamento e de densidade
envolvidos no problema de distribuicdo 6tima de material, vdrios trabalhos t€ém surgido,
propondo a melhor abordagem destes dois campos que resulte em um esquema estdvel,

eliminando a presencga do aspecto de tabuleiro [32][48].

Dentre as técnicas de eliminacdo da instabilidade de tabuleiro, destacam-se, além do uso de
elementos de alta ordem, as técnicas de processamento de imagem [37], o uso do filtro da
densidade [12], a introducdo de “superelementos” para as func¢des densidade e deslocamento
[12], técnicas baseadas no processo de difusdo [58], algoritmo de redistribui¢do da densidade [63]
e o uso do conceito de forca gravitacional [21]. Sdo técnicas mais baratas computacionalmente.

Diferentemente das demais, as quais indiretamente garantem a equipara¢do dos campos de
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densidade e deslocamento, as técnicas de processamento de imagem ndo abordam a causa do

problema do aspecto de tabuleiro, e sim a conseqiiéncia deste. Estas devem ser evitadas [54].

Com relagdo ao problema numérico da dependéncia da malha (vide Figura 4.10.2), onde
para diferentes graus de discretizacdo desta diferentes topologias 6timas sdo obtidas, varios
métodos também té€m sido propostos no sentido de contornd-lo. Dentre eles, destacam-se os
métodos de restricdo do problema de otimizagdo, os quais, a semelhanca da abordagem de
relaxamento, garantem a existéncia da solu¢do do problema 0-1 de distribuicao de material [54].
Neste sentido, as seguintes técnicas sdo citadas: controle do perimetro (restri¢do do perimetro dos
vazios formados na topologia) [24], restricdo aos gradientes global e local da densidade [12],

assim como o método da restri¢do ao gradiente local da densidade modificado [66].

T
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Figura 4.10.2 - Diferentes topologias obtidas a partir de diferentes densidades da malha.

Um outro método de destaque, de filosofia diferente e por sua vez heuristico, € a técnica de
filtragem das sensibilidades ou filtro independente da malha, baseada no processamento de
imagem [12][54]. Tanto este método quanto aqueles baseados na restricio do problema de

otimizagdo indiretamente eliminam o aspecto de tabuleiro [54].

A existéncia de vdrios minimos locais, por sua vez, estd associada ao problema de se obter,

para uma mesma densidade da malha, diferentes solucOes a partir da escolha de diferentes
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parametros do algoritmo de otimizacdo, como, por exemplo, os valores inicias de densidade

atribuidos a cada elemento da malha [54]. A Figura 4.10.3 ilustra este caso.

Figura 4.10.3 - Diferentes topologias obtidas a partir de diferentes densidades iniciais.

Dentre as técnicas existentes visando a contornar tal instabilidade numérica, destacam-se 0s
métodos de continuagdo, cuja idéia basica € gradualmente abordar o problema ndo-convexo
original, partindo-se de um problema convexo artificial [54]. Os seguintes procedimentos podem
ser citados: a penalidade gradual das densidades intermedidrias [1] e o aumento gradual do

expoente empirico [12] [30].

Maiores detalhes acerca do tema, assim como de outras técnicas de eliminacdo de

instabilidades numéricas relacionadas com a OT, podem ser encontrados em [12], [34] e [54].

A seguir sdo apresentadas as respectivas técnicas empregadas no trabalho para contornar os

problemas numéricos da otimizacdo topoldgica, para cada modelo de material.
Modelo ortotrépico com vazios

Com relagdo ao modelo ortotrépico, a eliminacdo da instabilidade de tabuleiro é feita

mediante o uso da implementa¢do Q8/U, ilustrada na Figura 4.10.4 a seguir.
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O

O Variavel de projeto

® Deslocamento

Figura 4.10.4 - Interpolagdo dos campos densidade e deslocamento do tipo Q8/U.

Conforme ja comentado, o objetivo é aumentar suficientemente o nimero de nés que
definem o campo de deslocamentos de forma que o espago dimensional deste seja compardvel
aquele estabelecido para o campo de densidades, por sua vez maior e correspondendo ao dominio

do elemento.

Ainda que tal técnica implique a presenca de varias densidades intermedidrias (pois ndo ha
penalidade direta destas), além de um maior custo computacional, no presente trabalho optou-se
por tal abordagem com o intuito de identificar na topologia 6tima as regides em que um material

poroso de vazios orientados possa vir a ser empregado.

Com relagdo a dependéncia da malha, o uso do modelo de material ortotrépico é pouco
sensivel a discretiza¢cdo da malha conforme j& apontado nos trabalhos iniciais sobre a OT baseada
no método da homogeneizagao [8][55]. E no que se refere aos minimos locais, problemas testes
com diferentes parametros de inicializacdo do algoritmo de otimizacdo tém sugerido que o
problema relaxado via uso de microestrutura ortotrépica admite apenas solucio global, ainda que

0 mesmo seja quase-convexo [1][14].

Modelo de material isotropico

Com respeito a0 modelo isotropico com penalidade, visando a solucionar o problema da
dependéncia da malha e a0 mesmo tempo procurando eliminar a instabilidade de tabuleiro, no
trabalho é empregado o filtro independente da malha proposto por Sigmund [54]. O mesmo €

apresentado a seguir.
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Através do referido procedimento, o calculo das sensibilidades da func¢do objetivo, para um

z

dado elemento, ¢ modificado com base na média ponderada das respectivas sensibilidades

relacionadas a seus elementos vizinhos:

oF 1 Na . 9F
ST L H X o (4.10.1)
© x,Q H, f X
=

A funcdo de convolucdo, H s € escrita como

H,=r, -d(e f), {feN,Idiste,f)<r .}, f =1,2,.N, (4.10.2)

onde o operador d(e,f) define a distancia entre o centro dos elementos e e f. A fungdo de
convolugdo H ; € nula fora da regido de filtragem delimitada pelo raio rmi, € decai linearmente a

partir do elemento e. Atribuindo valor O a 1y, 0 filtro € desativado. Maiores detalhes a respeito

do referido filtro podem ser encontrados no endereco eletronico www.topopt.dtu.dk.

As sensibilidades da funcdo objetivo apresentadas para o modelo isotropico com

penalidade passam a ter a forma apresentada na Equagdo (4.10.1).

Com relag@o ao problema de minimos locais, nenhuma técnica foi adotada, pois resultados
satisfatorios s@o obtidos através do uso do modelo isotropico com penalidade aliado ao filtro

descrito acima [53].
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Capitulo 5

Implementacao Computacional

5.1 Introducéao

Neste capitulo sdo apresentadas em detalhes as etapas e principais caracteristicas dos
modulos implementados no presente estudo, formadores do algoritmo geral de otimizacdo
estrutural topoldgica baseado no método da homogeneiza¢do. Os mesmos foram implementados

em ambiente MATLAB.

Primeiramente, € discutido o médulo de elementos finitos, o qual é utilizado na solugdo das
equacOes homogeneizadas e na determinacido da topologia 6tima. Em seguida, é comentado o
modulo de homogeneizagcdo, a partir do qual sdo determinadas as propriedades mecanicas
efetivas (homogeneizadas) do modelo de material adotado para a estrutura do problema de
otimizacdo. Dando continuidade, € apresentado o mddulo de atualizag¢do das varidveis de projeto,
que utiliza os dados de saida da anélise, por elementos finitos, da estrutura com suas propriedades
homogeneizadas. Ao final do capitulo, é apresentado o algoritmo geral de otimizacdo estrutural

topoldgica, integrando os referidos médulos.
5.2 Programa de Otimizacao Estrutural Topoldgica

A seguir sdo apresentadas as caracteristicas principais dos médulos integrantes do algoritmo

de OT comentados anteriormente.
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5.2.1 Moédulo de elementos finitos

Com relagdo ao médulo de elementos finitos, no trabalho foram implementados elementos
quadrilaterais de estado plano de tensdo (2 graus de liberdade por né), tanto de primeira ordem
quanto de segunda ordem. Os resultados do médulo com elementos lineares foram validados a
partir daqueles obtidos com 0 ANSYS (elemento PLANE42 com comportamento de estado plano
de tensdo e excluindo os deslocamentos extras). J4 os resultados com elementos parabdlicos

foram confirmados com base nos resultados fornecidos pelo ABAQUS (elemento CSP8).

Os elementos sdo analisados no sistema de coordenadas naturais, r € s, € formulados
seguindo a metodologia isoparamétrica, onde as mesmas funcdes de forma utilizadas na
interpolacdo das coordenadas do elemento sdo empregadas na interpolacdo dos deslocamentos

nodais.

A Figura 5.2.1.1 ilustra, no sistema de coordenadas naturais, os elementos finitos
implementados, assim como a disposi¢do dos pontos de Gauss, usados nas integrais de volume
pertinentes do método. Neste sentido, a integracdo numérica de Gauss-Legendre € utilizada,

considerando-se 2 x 2 pontos de Gauss no caso linear e 3 X 3 pontos no caso parabdlico [49].

S A
Legenda Sa
* Nos (1, 1) (1,1 (1, 1) g2 (1,1
e Pontos de 3 4 3 ° 7., O 4
integracio e o
> T (-1,0)p 8 @ :6(1’0) > T
P ° ) 1° % %
(-1,-1 1,-1) (-1,-1) . 1,-1)
0,-1)
(a) Elemento linear de integracdo 2 x 2 (a) Elemento parabdlico de integragdo 3 x 3

Figura 5.2.1.1 - Elementos finitos isoparamétricos: (a) linear e (b) parabdlico.

Os elementos sdo orientados conforme a numeragdo dos nos apresentada na Figura 5.2.1.1

anterior.

Abaixo sdo descritas as etapas do médulo de elementos finitos:
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1) discretizacdo do dominio do problema através dos elementos finitos;

Devem ser fornecidos dois arquivos textos: um contendo numeracdo e coordenadas (X,y)

dos nos e outro incluindo numeragdo e nds dos elementos.

No caso do médulo ser utilizado para o cdlculo das equagdes de homogeneizacao apenas o
elemento do tipo linear € disponibilizado. Uma vez que os elementos utilizados neste calculo sio

considerados idénticos, a discretiza¢do da malha é feita automaticamente.

Ja no moédulo de otimizagdo, pode-se optar por um dos dois tipos de elementos: linear ou
parabdlico. Na solucido dos problemas numéricos estruturais, o primeiro tipo € utilizado quando
do uso de modelo isotrépico com penalidade e o segundo quando adotado o modelo ortotrépico

com vazios.
2) definicao das propriedades mecanicas;

Sao informados os valores do médulo de Young, E, e do coeficiente de Poisson, v, do
material isotrépico da estrutura. O modelo de material adotado € linear. Deve ser fornecida
também a espessura da estrutura, t, considerada uniforme. A partir de tais informacdes € montada

a matriz de elasticidade D. No médulo de otimizacao, a matriz D" ¢ considerada.
3) determinacao das matrizes de rigidez e de massa globais da estrutura;

No caso dindmico modal, além da matriz de rigidez, € definida a matriz de massa global. A
matriz de massa utilizada no codigo € a matriz de massa consistente, definida a partir da

densidade py do material e das fun¢des de forma N..
4) definicao das condi¢oes de contorno e carregamentos;

Definidas as matrizes de elasticidade e rigidez, sdo definidas as restricdes impostas a cada
n6 da malha - deslocamentos fixos ou livres nas direcdes horizontal, x, e vertical, y - assim como

0s carregamentos aos quais esté sujeita a estrutura. Entra-se com os mesmos via arquivo de texto.
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No moédulo de homogeneizacdo, as restricdes e carregamentos sao impostos conforme
discutido nos Casos (1) a (3) do Capitulo 3. E uma vez que os carregamentos sdo definidos ao
longo do dominio do elemento, a mesma matriz de conectividade utilizada na montagem das

matrizes de rigidez e massa globais € utilizada para formar o vetor de carga global.

Com relagdo ao médulo de otimizagdo, a dnica restricdo € quanto ao tipo de carregamento,
o qual deve ser pontual. No caso do problema de estrutura sujeita a acdo apenas de seu peso
préprio, a valor da aceleracdo da gravidade, g, na direc@o y vertical, deve ser informado. Vale

lembrar que no caso da andlise dos modos normais nenhum carregamento precisa ser informado.
5) solucao do sistema linear de equacoes;

No caso estatico, determinados a matriz de rigidez global K, € o vetor de carga global F,,
monta-se o sistema matricial K,U, = F,, onde o vetor dos deslocamentos globais U, constitui a

solu¢do do mesmo.

No caso dindmico, o problema de autovalor é resolvido: (Kg-A, M)y, = 0. Como ji

comentado, a matriz modal é normalizada com relacdo a matriz de massa da estrutura.

Com base nas restricdes de deslocamento impostas € feita a condensacdo estdtica dos

referidos sistemas, reduzindo-se assim o nimero de equagdes a serem resolvidas para se obter U,

[4].
6) Pos-processamento dos resultados.

Sao fornecidas como resultados de saida as seguintes grandezas: deslocamentos nodais,
deformacdes, tensdes e energia de deformacgdo ao longo dos elementos; assim como freqiiéncias
naturais (no caso modal). Vale salientar que para o caso dindmico os valores de deslocamento,

deformacao, tensdo e energia t€m carater qualitativo.

O fluxograma apresentado na Figura 5.2.1.2 resume as etapas comentadas acima.
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Pré-processamento
Discretizagdo da estrutura

Definicao das propriedades mecanicas do material

Estdtica Tipo de Modal
Analise?
Determinacio da matriz Determinacao das matrizes
de rigidez global, K, de rigidez e de massa
globais, K, e M,

Definicao das condicoes !
de contorno e carregamentos Definicéio das condicdes

de contorno

A 4

Solucao do Sistema il
K,U, =F,

Solucao do Sistema
| (Kg-A,,iMg) W, =0

@-Processamento da Solu@ !
@-Processamento da Solu@

Figura 5.2.1.2 - Fluxograma do médulo de elementos finitos.

5.2.2 Médulo de homogeneizacao

A seguir € apresentado o médulo de homogeneizacio, o qual utiliza 0 médulo de elementos

finitos apresentado anteriormente, considerando-se os elementos do tipo linear.

As etapas do referido médulo sdo as seguintes:

1) escolha do modelo de material;

Definicio do modelo de material para a solugdo do problema de distribuicdo 6tima de

material: isotrépico com penalidade ou ortotropico com vazios.
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2) definicao da densidade da malha da célula-base totalmente sélida;

Nesta etapa € definido o grau de discretizagdo da malha de elementos finitos da célula-base
unitaria considerada inicialmente como sendo totalmente sélida, como ilustra a Figura 5.2.2.1.
No exemplo da figura, é considerada uma malha de 20 x 20 elementos finitos lineares idénticos

de estado plano de tensao.

Figura 5.2.2.1 - Densidade da malha da célula-base definida como 20 x 20.

3) definicao dos pares (a., b,) a serem calculados;

Estabelecida a densidade Nj, x N, da malha da célula-base unitaria 100% solida (onde N,
deve ser um niimero par), tem-se que o comprimento do elemento finito é dado por 1/N;,. A partir
deste valor, € informado um valor para o passo, p., de variagdo das varidveis a, e b,, o qual deve
corresponder a (2k x 1/Ny), sendo k € Z", e valor este que ao dividir 1 pertenga também a Z".

Quanto menor o passo, maior o nimero de células-base avaliadas.

Para a discretizagdo da célula da Figura 5.2.2.1, onde N, = 20, tem-se que os elementos
possuem aresta = 1/20 = 0,05. Assim, como passo p,, de variacdo das varidveis a, e b,, pode-se
ter valores como 0,1 (k = 1), 0,2 (k = 2), dentre outros. Observa-se que 0,3 (k = 3), por exemplo,

nao pode ser adotado, visto que 1/0,3 = 10/3 que nao corresponde a um nimero inteiro.

Os seguintes vetores de a, e b, sio montados, correspondendo a algumas possiveis

dimensdes do vazio da célula-base: a =b = {0, pap, 2 x Pab» 3 x Pabs --->1}.
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4) analise por elementos finitos;

O médulo de elementos finitos passa a ser utilizado. A discretizacdo da malha € feita de
forma automatizada com base nos vetores a e b determinados anteriormente, visto que o0s
elementos finitos empregados sdo idénticos. Desta forma, as possiveis células de vazio (a,,b,) sdo

definidas.

Estabelecida uma célula de vazio (a.,b.), sdo retirados da malha da célula-base 100% sélida
os elementos finitos abrangendo a drea a, x b, concéntrica com relagdo a célula-base
completamente sélida. Aos elementos retirados € atribuida rigidez nula e aos respectivos nds
eliminados sdo atribuidos deslocamentos nulos para evitar singularidades. A Figura 5.2.2.2
mostra a célula-base de vazio (0,4 x 0,6) obtida a partir da célula-sélida de 100% material

ilustrada na Figura 5.2.2.1.

Figura 5.2.2.2 - Discretizacdo da célula-base com vazio (0,4 x 0,6).

Definidas as propriedades mecanicas, para cada célula-base de vazio (a,b.) sdo entdo
aplicadas as condi¢des de contorno e os carregamentos definidos conforme os trés casos
apresentados no Capitulo 3. O sistema de equagdes lineares € entdo resolvido encontrando-se
para cada caso um valor do vetor de deslocamento U,. A partir deste sdo obtidas as respectivas

deformagdes elementares, €.
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5) determinacao dos médulos elasticos homogeneizados discretos;

Com base nas deformacdes €, obtidas através do médulo de elementos finitos, os médulos
eldsticos homogeneizados sdo determinados a partir das equagdes apresentadas no Capitulo 3,

para cada célula-base.

A Figura 5.2.2.3 apresenta a célula-base deformada, considerado o vazio de dimensdes

0,4 x 0,6 e os trés casos de estudo.

Caso (1) Caso (2) Caso (3)

Célula-deformada: Célula-deformada: Célula-deformada:

Moddulos obtidos: Moddulos obtidos: Modbdulos obtidos:

h h h h
D' D 1122 € D222z D 1212

Figura 5.2.2.3 - Célula-base (0,4 x 0,6) deformada e mddulos eléstico efetivos.

2

E interessante salientar que uma vez calculadas as propriedades eldsticas da célula-base

(a.,b.), ndo se faz necessario novo cdlculo para a célula-base (b.,a.), pois devido a simetria:
h h h h h h

D'111(beae) = D'yom(ae,be); D'ii2a(be,a.) = Diiiaa(aebe); Daa(be,ar) = Dipini(acebe); e

D" 212(besae) = D"1212(acbe).-
6) determinacao dos médulos elasticos homogeneizados continuos.

Concluida a etapa anterior, passa-se a ter de forma discreta valores dos mddulos eldsticos
para (1/pap + 1)2 pares (a.,b.). Tendo em vista que, durante a otimizagdo, pares (a,.,b,) diferentes
daqueles calculados poderdo existir no inicio ou apds a etapa de atualizagdo das varidveis de

projeto, € interessante que se tenha tais valores em uma forma continua. Reduzindo o esforco
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computacional, para tal é utilizado o método dos minimos quadrados, ajustando-se os (1/pa» + 1)?

pares (a,,b.) a uma certa superficie.

No presente trabalho os pontos (a.,b.) sdo ajustados ao polindmio bi-ctibico completo a

seguir:
Df‘(ae,be) =c,+¢c,a, +c;b, + c4ae2 +cab, + c6be2 + c7ae3 + cgaezbe +
2 3
C9aebe + CIObe (5.2.2.1)

Resolvendo por minimos quadrados, é definida inicialmente a seguinte funcdo erro,

envolvendo o somatério dos quadrados das diferencas entre os valores interpolado, D", e o
discreto, D":
(1/p g +1)* 1/ p g +D?

= [Dch(ai’bj)_Dh(ai’bj)] (5.2.2.2)

i=1 j=1

erro

O objetivo entdo € encontrar coeficientes ¢, (m = 1,2,...,10) que minimizem a fun¢do erro
F.., ou seja, a distancia entre os pontos interpolados e os respectivos pontos originais. Assim 0s
coeficientes ¢, sdo determinados derivando-se F,., parcialmente com relagdo aos mesmos e

igualando-se as derivadas a zero:

aFﬂ =0,m=12,..10 (5.2.2.3)
dc

m

Um sistema linear de 10 equacdes independentes € entdo montado, a partir do qual sdo
obtidos os coeficientes c,,. Definidos os coeficientes do polindmio bi-cibico completo, cada
modulo elastico homogeneizado passa a ser representado por uma funcdo continua conforme a
Equacgao (5.2.2.1). Deste modo, para se saber as propriedades efetivas de uma certa célula (a,,b,),
basta que se entre nas respectivas fungdes continuas dos moédulos, a qual fornecerd o valor

desejado.
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Deve-se notar que no caso do modelo isotrépico com penalidade apenas esta etapa é

executada, conforme discutido no Capitulo 3, sem ajuste de curva.

Abaixo, na Figura 5.2.2.4, sdo apresentadas as superficies de ajuste correspondentes a cada
modulo eldstico homogeneizado para o caso da célula-base discretizada conforme a Figura
5.2.2.1, para E = 100 000, v = 0,3 e ps = 0,1, implicando 11 x 11 pares (a,,b.) (unidades

consistentes).

Dy
1111 e
e Aoy

et

oS g

ST
L

h
D2222

Figura 5.2.2.4 - Superficies dos médulos eldsticos efetivos: pas = 0,1 ,E=1e5ev =0,3.
E importante destacar que até aqui o tensor eldstico efetivo € funcdo apenas de a, e b,. A

rotagdo é considerada conforme discutido no Capitulo 4, através da matriz de rotacdo R,. Tal

tarefa faz parte do médulo global de otimizagdo.
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O fluxograma apresentado na Figura 5.2.2.5 fornece uma visdo geral das etapas do médulo

Escolha do modelo
de material

|

de homogeneizagao.

Ortotropico Tipo de Isotropico
material?
Defini¢ao da densidade da malha Moédulos efetivos na forma continua:
da célula-base 100% soélida Matriz de elasticidade efetiva

Definicao das células-base
(a.,b.) a serem analisadas

A 4

Moédulo de elementos finitos

Determinacao dos médulos
elasticos na forma discreta

v

Ajuste dos modulos discretos por
Minimos Quadrados

A 4

Moédulos efetivos na forma continua:
Coeficientes do polindmio bi-cibico

Figura 5.2.2.5 - Fluxograma do médulo de homogeneizacao.

Um fato interessante a destacar é que novos modulos eldsticos efetivos so precisam ser
calculados quando da mudanca de v. Do contrdrio, caso apenas o E venha a mudar, basta
multiplicar os modulos jd existentes pelo novo E dividido pelo antigo. Tal fato é observado com
base nas equagoes de tais modulos apresentadas no Capitulo 3 e do fato de que o E encontra-se

no tensor eldstico isotropico na forma de um fator de multiplicacdo, diferentemente do V.

105



5.2.3 Mbédulo de atualizacao das variaveis de projeto

O referido médulo se baseia nos algoritmos de atualizagdo apresentados no Capitulo 4. O
objetivo € manter em cada iteracio a restricdo de volume sempre ativa. Outro fato, também ja
citado, é de que para a atualizagdo das varidveis de projeto € necessdrio se determinar o
multiplicador de Lagrange da restricio de volume. Tais tarefas constituem o mddulo de

atualizacdo das varidveis de projeto. O mesmo ¢é descrito a seguir.
1) definicao do modelo de material;

Dependendo do modelo de material escolhido, hd um otimizador especifico, conforme

apresentado no Capitulo 4, baseado nos critérios de otimalidade.
2) método da bisseciio e orientaciao 6tima.

Partindo-se dos resultados do mddulo de elementos finitos, sdo definidas as sensibilidades

da funcdo objetivo e da restricdo de volume conforme as equacdes apresentadas no Capitulo 4.

De posse das sensibilidades, o multiplicador de Lagrange inicial da restricio de volume €

definido (etapa global do moédulo geral). O pardmetro Ey ¢ entdo determinado para cada

elemento, o qual € utilizado pelo otimizador, fornecendo as varidveis de projeto atualizadas. Na
iteracdo seguinte, um novo multiplicador de Lagrange € definido, assim como novas varidveis de
projeto. O volume da estrutura € calculado para tais varidveis e caso o mesmo seja inferior ao
limite superior da restricdo de volume, continua-se com o método da bissecdo até que a restri¢ao
de volume se apresente ativa dentro de uma certa tolerancia. Desde que ndo sejam satisfeitos os

critérios de parada, passa-se a iteracdo seguinte do processo de otimizagao.

Como ja mencionado no Capitulo 4, sendo o modelo ortotrpico utilizado, a orientagdao
6tima de cada elemento, nos casos estitico de Unica carga e de peso proprio, € definida com base

na orientacdo da médxima tensao principal, conforme mostra o algoritmo a seguir.

Com base no vetor de tensdes e no circulo de Mohr [31], para cada elemento € calculado o

angulo 0, segundo a seguinte equacao:
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2|

(5.2.3.1)
c, - Gy‘

1
0 =—arct
e g

O angulo 6, € entdo introduzido no algoritmo da Figura 5.2.3.1.

Se 0, 2> (6,,0y)/2
Se 1, =0
0* = 0;
Do contrario,
0* = -0.
Fim.
Caso contrario,
Se 1, =0
0* = (1-0)/2;
Do contrario,
0* = -(m-0)/2;
Fim.

Fim.

Figura 5.2.3.1 - Algoritmo de atualizacdo da orienta¢do nos casos estitico e de peso préprio.

Para os casos de multiplos carregamentos e autovalores, a orientagdo 6tima € definida com

base na condi¢do de otimalidade envolvendo tal varidvel conforme explicado no Capitulo 4.

O fluxograma da Figura 5.2.3.2 a seguir ilustra as etapas descritas anteriormente.
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Pés-processamento da solucao do MEF

Muiltiplos
carregamentos ou
autovalores?

Nao

Sim

Orientacio 6tima Orientac¢io 6tima
Baseada na condigdo de otimalidade| | Orientag@o principal 1

Analise de Sensibilidade

\4

A

A 4

Definicio do parametro E,

\4

—»| Método da Bissecao

Gariéveis atualizad@

Figura 5.2.3.2 - Fluxograma do médulo de atualizacdo das varidveis de projeto.

5.2.4 Médulo integrado de otimizacio estrutural topolégica

Nesta se¢do € apresentado o modulo global de otimizacdo estrutural topoldgica, o qual

inclui os médulos locais apresentados até entao.
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Além dos mddulos de elementos finitos, de homogeneizacao e de atualizac@o das varidveis

de projeto, existem etapas globais que complementam e/ou interligam aqueles médulos. Estas sdo

apresentadas a seguir:

1) dados de entrada;

Constituem dados de entrada do programa os arquivos e parametros apresentados na Tabela

524.1.
Tabela 5.2.4.1 - Dados de entrada do programa de OT implementado.
Identificacao Arquivos e Parametros de Entrada
1 Modelo de material adotado, M (1 = modelo ortotrépico e 2 = modelo isotrépico).
2 Arquivo texto contendo numeragdo e coordenadas dos nos (coord.txt).
3 Arquivo texto contendo numeragdo e nds dos elementos (elem.txt).
4 Arquivo texto contendo nds e os graus de liberdade restritos (spc.txt).
Arquivo texto contendo os valores de carregamentos, respectivos pesos (w;), e
5 nos de aplicagdo (force.txt). No caso modal, especificagdo dos modos a serem
avaliados, assim como os pesos de cada modo, w; (modal.txt).
6 Moédulo de Young (E) e coeficiente de Poisson (v) do material da estrutura.
7 Espessura da estrutura (t).
8 Densidade da malha da célula-base 100% sélida, N, x N;,, sendo M = 1.
Passo dos vetores a e b para o calculo do tensor elastico efetivo continuo (p,p), no
? casode M = 1.
Volume final desejado para a estrutura analisada (V) e limite inferior das
10 varidveis de projeto (Xmin)-
11 Tolerincia de parada do programa (t,) € nimero méaximo de iteragdes (L)
12 Tolerancia da restri¢do de volume (9,).
13 Passo de atualizagio das varidveis de projeto ().
14 Expoente empirico (p) e parametro de amortecimento (1), caso M = 2.
15 Raio de atuagdo do filtro da malha independente (rp;,), caso M = 2.
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As variaveis a,, b, e X, de entrada sdo obtidas com base no volume final desejado, de forma
a deixar a restricado de volume ativa. Na iteracdo inicial € atribuido a cada elemento finito o
mesmo valor de varidvel de projeto, de forma a implicar valor do volume da estrutura igual ao
limite superior da restricio de volume imposta, ou seja, restricdo ativa. Na iteracdo inicial, o

angulo 6timo é considerado nulo.

2) definicao do multiplicador de Lagrange inicial da restricio de volume;

Previamente a primeira atualizacio das varidveis de projeto, € preciso se ter um valor inicial
do multiplicador de Lagrange da restricdo de volume. Tal valor, dependendo do modelo adotado,
¢ definido com base na condi¢do de estacionaridade do Lagrangiano e da seguinte forma para

cada elemento:

__Z oF ag aF/ag (model totroni ios) 5241

da, aa T ob, op, | (medeloortotropico com vazios 24,
oF 0

Y72 Z (a "ox. 0 3 j (modelo isotrépico com penalidade)  (5.2.4.2)
X X,

z

Caso o multiplicador venha a ser menor do que zero, ao mesmo € atribuido um valor

unitario.

3) critérios de parada;

A parada do programa € determinada quando pelo menos um dos critérios apresentados no

Capitulo 4 for satisfeito.

4) dados de saida.

Como saida do programa de OT, além dos valores das varidveis Otimas de projeto, sdo
fornecidos também os histdricos correspondentes a fungdo objetivo, a restricdo de volume, e a
freqiiéncia natural (no caso dindmico), assim como a distribuicdo de densidades ao longo da

malha de elementos finitos.

110



O fluxograma da Figura 5.2.4.1 apresenta uma visdo geral do médulo de otimizacdo

integrado.

(Dados de entradD

A 4

Moédulo de Elementos Finitos < Médulo de Homogeneizac¢io

v

Definicao do multiplicador
de Lagrange inicial

Y

Moédulo de Atualizacao
das Variaveis de Projeto

Algum critério de
convergéncia
satisfeito?

Soluciio Otima

( Dados de saida >

Figura 5.2.4.1 - Fluxograma do médulo integrado de OT.
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Capitulo 6

Resultados Numeéricos

6.1 Introducao

O intuito deste capitulo € aplicar os algoritmos de homogeneizagdo e de OT baseada no
método da homogeneizagdo implementados no trabalho na resolucdo de problemas existentes na
literatura, visando a validacdo dos moédulos e a verificagcdo das potencialidades dos modelos de

material isotropico com penalidade e ortotropico com vazios na respectiva solugao.

Nos problemas a seguir as unidades das grandezas envolvidas sdo consideradas
consistentes. Os dados de entrada estdo de acordo com a Tabela 5.2.4.1. e com o respectivo

modelo de material adotado na OT.
6.2 Método da Homogeneizacao

Nesta secao sdo resolvidos problemas envolvendo o método da homogeneizacao.

6.2.1 Problema 6.2.1

Objetivo

Validar o0 médulo de homogeneizagdo implementado com base nos resultados obtidos na
literatura para a célula-base unitdria quadrada de com vazio de dimensdes 0,4 x 0,6 mostrada na

Figura 6.2.1.1 a seguir.
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Figura 6.2.1.1 - Célula-base com vazio (a= 0,4 x b =0,6).

Dados de entrada

Os dados de entrada do problema sdo apresentados na Tabela 6.2.1.1.

Tabela 6.2.1.1 - Dados de entrada do Problema 6.2.1.

Identificacao Dados de Entrada
1 M=1.
2 Modelo com 441 nos.
3 400 elementos idénticos lineares de estado plano de tensdo sao usados.
4 As restricdes sdo aplicadas conforme apresentado no Capitulo 3.
5 Os carregamentos também seguem as equagdes desenvolvidas no Capitulo 3.
6 E =26,6672 e v =0,33333.
8 N, = 20.
9 Pab = 0,2 (os mddulos sdo definidos apenas para a=0,4 e b = 0,6).

Resultados

A Tabela 6.2.1.2 a seguir apresenta os resultados obtidos com o referido mddulo

implementado (Cédigo MATLAB), comparando-os com aqueles obtidos por Bendsae e Kikuchi

[11] para os mesmos dados de entrada.
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Tabela 6.2.1.2 - Resultados do Problema 6.2.1

Algoritmo D111 D'\ D" D121
Bendsge e Kikuchi [11] 13,015 3,241 17,552 2,785
Codigo MATLAB 13,015 3,241 17,552 2,785
Erro (%) 0,0 0,0 0,0 0,0
Conclusao

De acordo com a Tabela 6.2.1.2, os resultados obtidos através do moddulo de
homogeneizacdo implementado coincidem com aqueles obtidos na literatura, considerando-se

trés casas decimais. O referido modulo encontra-se assim validado.

6.2.2 Problema 6.2.2

Objetivo

Investigar a influéncia da densidade da malha da célula-base sobre os valores obtidos para

os modulos eldsticos homogeneizados.

Dois casos sdo estudados:

(A) Célula-base com vazio de dimensoes 0,8 x 0,8.

(B) Célula-base com vazio de dimensdes 0,4 x 0,6.

Para cada caso acima, sdo considerados 4 graus de discretizagdo da malha da célula-base:

10 x 10, 20 x 20, 40 x 40, 80 x 80 ¢ 100 x 100.

Dados de entrada

Os dados de entrada do problema, para os casos (A) e (B) considerados, sdo apresentados

na Tabela 6.2.2.1 a seguir.
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Tabela 6.2.2.1 - Dados de entrada do Problema 6.2.2.

Identificacao Dados de Entrada
1 M=1.
2 Modelos com 121; 441; 1681; 6561 e 10201 nds.
Respectivamente, 100; 400; 1600; 6400 e 10000 elementos lineares de estado
3 plano de tensdo sdo usados (malha automética).
4 As restri¢Oes sdo aplicadas conforme apresentado no Capitulo 3.
5 Os carregamentos também seguem as equagdes desenvolvidas no Capitulo 3.
6 E =26,6672 e v =0,33333.
8 N, = 10; 20; 40; 80 e 100.
Par = 0,2. Os médulos sdo calculados apenas para os valores de a e b considerados
’ em cada caso.
Resultados

As Figuras 6.2.2.1 e 6.2.2.2 a seguir apresentam os resultados obtidos para cada caso, em

escala “log”, considerando-se as vdrias densidades da malha da célula-base e os respectivos

modulos elasticos homogeneizados.

»  Moédulos eldsticos D"11; € D"502)

Caso (A)

—— Dh1111=Dhz
5, 00E+05 -

4 O0E+05 4 ‘\‘\‘\‘—‘
3,00E+05 -
2 00E+D5 -

1 D0E+05 -

0,00E-+00

Modulos Elasticos [na hase 10)

1010 20%20 40x40 20x%30 100x100
Densidade da Malha da Célula-Base
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L —x—[Dh2222 ——Dh1111
B OOE+1T -

5,00E+17 1

4 O0E+17 1

Caso (B) 3 00E+17 -

2 00E+17 1

1,00E+17 1

0,00E+00 t . t . t . t . t

Mddulos Elasticos (na base 10)

10%10 2020 4040 30x80 100x100
Densidade da Malha da Célula-Base

|
2 50E+13

2,00E+13
1 S0E+13
1 O0E+13
5 ,00E+12

0,00E+00

Figura 6.2.2.1 - Resultados do Problema 6.2.2: médulos eldsticos D" 1111 € thzzz-
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Figura 6.2.2.2 - Resultados do Problema 6.2.2: médulos eldsticos D12, e D" 121.
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Conclusio

De acordo com os gréficos das Figuras 6.2.2.1 e 6.2.2.2, os mdédulos eldsticos efetivos
tendem a ficar uniformes a partir de uma densidade de malha 80 x 80, para as propriedades da

malha e do material consideradas.

6.2.3 Problema 6.2.3

Objetivo

Investigar a influéncia da densidade da malha da célula-base sobre a solugdo 6tima e a

convergéncia da energia de deformacao.

Trés casos sdo investigados, sendo 11 x 11 o nimero de pares (a,,b,) de ajuste:

(A) Célula-base com densidade da malha de 20 x 20.
(B) Célula-base com densidade.da malha de 40 x 40.
(C) Célula-base com densidade da malha de 80 x 80.
Para a discretizagdo da célula-base em seu algoritmo, Fujii e Kikuchi [21] utilizam 20 x 20

elementos finitos lineares. Por sua vez, Hassani e Hinton [30] consideram a mesma densidade de

malha, contudo usam elementos finitos de segunda ordem.

9]

l

Figura 6.2.3.1 - Viga curta engastada sujeita a carga pontual: Problema 6.2.3.
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O problema estdtico da viga curta engatada sujeita a um unica carga pontual € resolvido no

sentido de se encontrar a topologia de maxima rigidez para um valor de massa final

correspondente a 20% do inicial. O mesmo € ilustrado na Figura 6.2.3.1 anterior.

Dados de entrada

Os dados de entrada do problema, para os casos (A), (B) e (C) considerados, sao

apresentados na Tabela 6.2.3.1.

Tabela 6.2.3.1 - Dados de entrada do Problema 6.2.3.

Identificacao Dados de Entrada
1 M=1.
2 Modelo com 789 nos.
3 240 elementos parabdlicos idénticos de estado plano de tensdo sao usados.
4 Na face esquerda da viga, os deslocamentos nas diregdes X € y s@o restritos.
5 F=1
6 E =100000e v =0,3.
7 t=1,0.
9 (A) N, =20; (B) N, =40; (C) N, = 80;
9 par = 0,1.
10 V =20%V € Xpin=0,001.
11 Sao realizadas 130 iteracdes, visando a comparagdo dos resultados.
12 5=0,02.
13 £=0,015.
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Resultados
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Figura 6.2.3.2 - Resultados do Problema 6.2.3: histéricos da energia de deformacao.

Caso (A) Caso (B) Caso (C)

Figura 6.2.3.3 - Resultados do Problema 6.2.3: topologias Gtimas.

As Figuras 6.2.3.2 e 6.2.3.3 anteriores apresentam os resultados de convergéncia da energia
de deformacdo e de topologia 6tima, respectivamente, considerando-se as densidades da

célula-base avaliadas.
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Os picos presentes nas curvas de convergéncia da Figura 6.2.3.2 podem ser minimizados,
ou até eliminados, mediante o uso, por exemplo, de um menor valor para o passo de atualizacio,

€, das varidveis de projeto.
Conclusdes

De acordo com as curvas da Figura 6.2.3.3 e topologias da Figura 6.2.3.3, as seguintes
conclusdes podem ser feitas, considerando-se os parametros do algoritmo de otimizagdo

utilizados:
= A convergéncia da energia de deformacdo é mais estivel quando da utilizacdo da
densidade da malha da célula-base correspondendo a 80 x 80.

= A discretizacdo 80 x 80 da célula-base também propicia uma menor escala de cinza

(densidades intermedidrias) verificada na topologia 6tima.

= A topologia 6tima mais proxima a encontrada na literatura [29][55] é conseguida com o
uso da densidade 80 x 80 da malha da célula-base. A solucdo exata corresponde a uma
trelica de duas barras dispostas a 45° e ocupando uma érea cuja altura é o dobro da

largura (no caso, 5 x 10).

6.2.4 Problema 6.2.4

Objetivo

Investigar a influéncia do niamero de pares (a,,b.), de ajuste, sobre a topologia 6tima e a

convergéncia da energia de deformacao.
Trés casos sdo investigados, para a densidade da malha da célula-base de 40 x 40:

(A) 6 x 6 pares (a,,b,).
(B) 11 x 11 pares (a,,b,).

(C) 21 x 21 pares (a,,b,).
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O problema da viga curta engastada da Figura 6.2.3.1 é novamente considerado, assim

como os dados de entrada referenciados na Tabela 6.2.3.1.

Com rela¢do ao numero de pares (a,,b.) € as técnicas de ajuste ou interpolacdo dos modulos
eldsticos obtidos para tais pares, estas tém variado ao longo dos trabalhos desenvolvidos sobre o
tema. Por exemplo, Bendsgze e Kikuchi [11] utilizam 6 x 6 pares e polindmios de Legendre para a
interpolacdo, ja Fujii e Kikuchi [21] usam 51 x 51 pares e polindmios de Lagrange. Hassani e
Hinton [30] empregam 11 x 11 pares e o ajuste dos mddulos € feito pelo método dos minimos

quadrados convencional, considerado no presente trabalho.

Resultados

445

35 i

— B % 06 Pontos
— 11 % 11 Pontos
— 21 % 21 Pontos

(3]
I

.
[ay]
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Energia de deformacao

—
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a 20 40 60 a0 100 120
Mlmero de iteragdes

Figura 6.2.4.1 - Resultados do Problema 6.2.4: histdricos da energia de deformacao.
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Caso (A) Caso (B) Caso (C)

Figura 6.2.4.2 - Resultados do Problema 6.2.4: topologias 6timas.

As Figuras 6.2.4.1 e 6.2.4.2 anteriores apresentam os resultados para a convergéncia da
energia de deformacio e para as topologias Otimas, respectivamente, considerando-se o numero

de pares (a,,b,) de ajuste avaliados.

Conclusoes

De acordo com as curvas da Figura 6.2.4.1 e topologias da Figura 6.2.4.2, chega-se as
seguintes conclusdes, considerados a densidade da malha de 40 x 40 e os demais parametros do

algoritmo de otimizagao utilizados:

= A convergéncia da energia de deformacdo é mais estdvel quando do emprego de 6 x 6

pares (a,,b.) no ajuste dos mddulos elésticos efetivos.

= O uso de 6 x 6 pares (a.,b,) também implica uma menor escala de cinza (densidades

intermedidrias) verificada na topologia 6tima.

= A topologia 6tima mais proxima a encontrada na literatura [29][55] é obtida com a

utilizag@o 6 x 6 pares (a,,b,).

= Com base no presente problema e no Problema 6.2.3, verifica-se que hd uma relagdo
apropriada entre a discretizacio da célula-base e o nimero de pares (a,,b.) de ajuste no

sentido de se obter a topologia 6tima correta.
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6.3 Otimizacao Estrutural Topologica

Nesta secdo sdo apresentados os resultados numéricos obtidos através do cdédigo de OT

implementado, para os problemas envolvendo as fun¢des objetivo discutidas no Capitulo 4.

6.3.1 Problema 6.3.1

Objetivo

Validar o algoritmo de otimizacdo estrutural implementado para o modelo de

ortotrépico com vazios a partir do resultado obtido na literatura.

O problema estrutural apresentado na Figura 6.3.1.1 € considerado.

g o w0 M
T I iy gy TP
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[y

[ )
\/

material

Figura 6.3.1.1 - Suporte engastado com furo central sujeito a carga pontual: Problema 6.3.1.

Dados de entrada

Os dados de entrada do problema s@o apresentados na Tabela 6.3.1.1 a seguir.
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Tabela 6.3.1.1 - Dados de entrada do Problema 6.3.1.

Identificacao Dados de Entrada
1 M=1.
2 Modelo com 4207 nds.
3 N, = 1139 (elementos parabdlicos de estado plano de tensao sdo utilizados).
4 Na face esquerda da viga, os deslocamentos nas direcdes x € y sdo restritos.
5 F=1000
6 E=100000ev =0,3.
7 t=1,0.
8 N, =40 e 80.
9 Par = 0,1 (N, = 80) € 0,2 (N}, = 40).
10 V=30%V € Xpin=0,001.
11 t, = 0,0001 e I,, = 200
12 5=0,02.
13 € =0,006.
Resultados

(A) (B)

Figura 6.3.1.2 - Topologias 6timas: (A) N;=40¢e p,» =0,2, e (B) N, =80 € ps»y =0,1.

124



A Figura 6.3.1.2 (A) anterior apresenta a topologia 6tima obtida para uma densidade de
malha da célula-base de 40 x 40 elementos e para 6 x 6 pares (a.,b.) de ajuste, enquanto que a
Figura 6.3.1.2 (B) mostra o resultado obtido considerando-se uma célula-base de densidade

80x80e 11 x 11 pares (a,,b,).

A Figura 6.3.1.3 apresenta a solucdo Otima obtida através do programa PLATO,

desenvolvido por Hinton e Hassani [29].

Figura 6.3.1.3 - Topologia 6tima obtida com o programa PLATO [29].
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Figura 6.3.1.4 - Historicos: (A) funcdo objetivo e (B) restri¢do.

A partir da curva de convergéncia da funcdo objetivo obtida, Figura 6.3.1.4 (A), verifica-se
que na segunda iteracdo hd um aumento acentuado da energia potencial total. Tal fato é esperado
em virtude de que é exatamente na segunda iteracdo que a orientacdo do material passa a
coincidir com aquela da mdxima tensao principal, critério este estabelecido para a atualiza¢io da

referida varidvel de projeto.

Com relagdo a restri¢do, Figura 6.3.1.4 (B), observa-se que a mesma € de fato mantida ativa
ao longo do processo de otimizagdo, cujas pequenas oscilacdes no seu historico sdo decorrentes

de sua tolerancia de violacdo preestabelecida.

Conclusio

As topologias 6timas da Figura 6.3.1.2, obtidas mediante o algoritmo implementado,
mostram-se bem similares aquela da literatura, apresentada na Figura 6.3.1.3. E a partir dos
histéricos da Figura 6.3.1.4, os comportamentos monotonico crescente da funcdo objetivo e
constante do volume da estrutura sdo constatados conforme esperado, ao longo do processo de
otimizagdo. Desta forma, conclui-se que o algoritmo de OT encontra-se validado para o modelo

de material ortotrépico.
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6.3.2 Problema 6.3.2

Objetivos

Verificar a influéncia da defini¢do dos carregamentos sobre a topologia 6tima obtida, assim
como validar o c6digo de otimizagdo implementado para o modelo de material isotrépico com

penalidade com base em resultados da literatura.

Duas condicdes de carregamento sdo consideradas:

(1) Cargas pontuais atuando de forma simultanea (linico caso de carregamento).

(2) Cargas pontuais independentes (trés casos de carregamento).

A Figura 6.3.2.1 apresenta o problema estrutural estudado. O mesmo € também resolvido

para o modelo de material ortotrépico com vazios.

7
7

0,75 ! 0,75 ! 0,75 ! 0,75

o

Figura 6.3.2.1 - Viga bi-apoiada sujeita a cargas pontuais: Problema 6.3.2.

Dados de entrada

A Tabela 6.3.2.1 apresenta os dados de entrada do problema.
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Tabela 6.3.2.1 - Dados de entrada do Problema 6.3.2.

Identificacao Dados de Entrada
1 M=1eM=2.
2 Modelos com 8341 M = 1) e 2821 (M = 2) nds.
3 N,; =2700; elementos parabdlicos no caso de M = 1 e lineares para M = 2.
4 No suporte a esquerda, restricdo ao deslocamento na dire¢do y; no suporte a
direita, restri¢cdo ao deslocamento em ambas dire¢cdes x e y.
5 F=1,N=3ew;=1.
6 E =100000e v =0,3.
7 t=1,0.
8 N,=40M=1).
9 Par=02(M=1).
10 V =40%V € Xmin=0,001.
11 Sao realizadas 130 iteragdes.
12 5=0,02.
13 £=0,015M=1)e0,2M=2).
14 p=34en=2M=2).
15 Imin =1,2 M = 2).
Resultados

A seguir, na Figura 6.3.2.2, sdo apresentados os resultados obtidos para a condi¢ido de
carregamentos simultaneos, Caso (1), e para cada modelo de material adotado; a solu¢cdo obtida

na literatura por Bendsge e Sigmund [12], através do SIMP, € também considerada.

Para o Caso (1) de carregamento, utilizando-se o modelo de material ortotrépico com vazios
sd0 necessdrios 163 787 s (~ 46 h) para se chegar a solucdo 6tima, enquanto que para o modelo
de material isotropico com penalidade o tempo de processamento do respectivo célculo é de

18 441 s (~ 5 h).
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Modelo ortotrépico com vazios

Modelo isotrépico com penalidade

Bendsgze e Sigmund [12]

Figura 6.3.2.2 - Resultados do Problema 6.3.2: Caso de carregamento (1).

Na Figura 6.3.2.3 seguinte, sdo apresentados os resultados obtidos para a condi¢do de

carregamentos independentes, Caso (2).

Para o Caso (2) de carregamento, os tempos de processamento de cdlculo para os modelos
de material ortotrépico com vazios e isotropico com penalidade sdo, respectivamente, 198 594 s

(~55h)e 26717 s (~7,5h).
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Modelo ortotrépico com vazios

Modelo isotrépico com penalidade

Bendsge e Sigmund [12]

Figura 6.3.2.3 - Resultados do Problema 6.3.2: Casos de carregamento (2).

A escolha por uma célula-base de discretizagdao 40 x 40 e por 6 x 6 pares de ajuste para a
solucdo do problema foi feita com base nos resultados da Figura 6.3.2.4 a seguir, que se refere ao
Caso (2) de carregamento e a uma malha da estrutura constituida de 60 x 20 elementos finitos. A
partir da mesma verifica-se que uma topologia Otima mais nitida, com menor nimero de
densidades intermedidrias, € obtida quando do uso de tais parametros de homogeneizacao, Figura
6.3.2.4 (a), comparando-se com o resultado obtido através do uso de uma célula-base de

discretizacdo 80 x 80 e de 11 x 11 pares de ajuste, Figura 6.3.2.4 (b).
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(a) Célula-base 40 x 40 e 6 x 6 pares de ajuste (b) Célula-base 80 x 80 e 11 x 11 pares de ajuste

Figura 6.3.2.4 - Topologias 6timas, Caso (2): malha com 60 x 20 elementos.

Conclusodes

De acordo com as topologias 6timas das Figuras 6.3.2.2 e 6.3.2.3, conclui-se que:

O codigo de OT implementado encontra-se também validado para o modelo de material
isotrépico com penalidade, tendo em vista que as topologias 6timas obtidas com tal
modelo, em ambos os casos de carregamento, condizem com aquelas apresentadas na

literatura.

Uma estrutura Otima mais rigida € obtida quando da consideracio de multiplos

carregamentos atuando na estrutura, Caso (2).

As topologias 6timas obtidas com o uso do modelo ortotrépico com vazios tendem para
aquelas obtidas com o modelo de material isotrépico com penalidade. No Caso (1), é
sugerido o emprego de um material microporoso (de vazios retangulares) na regido
interna da estrutura. Ja no Caso (2) de carregamento, a topologia 6tima se mostra mais

nitida, com uma menor escala de cinza.

Com relacido ao modelo de material ortotrépico, para o problema investigado e Caso (2)
de carregamento, verifica-se que o emprego de uma célula-base de discretizacao 40 x 40
e de 6 x 6 pares de ajuste implica topologia 6tima mais nitida, com uma menor
quantidade de densidades intermedidrias, comparado ao uso de célula-base de

discretizacdo 80 x 80 e de 11 x 11 pares de ajuste.
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6.3.3 Problema 6.3.3

Objetivo

Verificar a topologia 6tima e o comportamento da curva de convergéncia da funcio
objetivo obtidos, considerando-se o problema envolvendo a a¢do do peso proprio da referéncia

ilustrado na Figura 6.3.3.1.

'
N
A

SR T

Figura 6.3.3.1 - Viga bi-apoiada sujeita a acdo do peso préprio: Problema 6.3.3.

Dois casos de estudo sdo considerados:

(1) Topologia final com volume correspondendo a 10% do inicial.

(2) Topologia final com volume correspondendo a 32,5% do inicial.

Dados de entrada

Os dados de entrada do problema s@o apresentados na Tabela 6.3.3.1 a seguir.
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Tabela 6.3.3.1 - Dados de entrada do Problema 6.3.3.

Identificacao Dados de Entrada
1 M=1eM=2.
2 Modelos com 2521 M = 1) e 861 (M = 2) nés.
3 N,; = 800, elementos parabdlicos no caso de M = 1 e lineares para M = 2.
4 No suporte a esquerda, restricdo ao deslocamento na dire¢do y; no suporte a
direita, restri¢cdo ao deslocamento em ambas dire¢cdes x e y.
5 g.=-9,81
6 E =100 000,v=0,3¢epo=1,0.
7 t=1,0.
8 N, = 80.
9 pa» = 0,1.
10 Caso (1): V=10%V e Xpin=0,01; Caso (2): V=325%V e X = 0,001
11 t, = 0,00001 e L, = 200
12 6=0,01.
13 =001 M=1)e02M=2).
Resultados

A Figura 6.3.3.2 apresenta, para o Caso (1) de estudo, as topologias finais obtidas para os
modelos de material ortotropico e isotropico, assim como a topologia 6tima da literatura obtida
via SIMP modificado [13]. Conforme esperado, as topologias sdo semelhantes a das pontes

estruturais existentes.

Modelo ortotrépico com vazios

r R
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Modelo isotrépico com penalidade

Bruyneel e Duysinx [13]

Figura 6.3.3.2 - Resultados do Problema 6.3.3: topologias 6timas, Caso (1).

Modelo ortotropico com vazios

Energia Potencial Total
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134



Modelo isotrépico com penalidade

0 T T T T T T T

Energia Potencial Total
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Ndmero de lteracoes

Figura 6.3.3.3 - Resultados do Problema 6.3.3: histéricos da fung@o objetivo, Caso (1).

A Figura 6.3.3.3 anterior mostra as curvas de convergéncia da fun¢do objetivo para cada

modelo de material.

As Figuras 6.3.3.4 e 6.3.3.5 apresentam os resultados obtidos para o Caso (2) de estudo.

Modelo ortotrépico com vazios Modelo isotrépico com penalidade

Figura 6.3.3.4 - Resultados do Problema 6.3.3: topologias 6timas, Caso (2).
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Modelo ortotrépico com vazios
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Figura 6.3.3.5 - Resultados do Problema 6.3.3: histdricos da funcio objetivo, Caso (2).
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Com base nas topologias da Figura 6.3.3.2, observa-se que para o modelo de material
ortotropico a topologia 6tima contém uma grande quantidade de densidades intermedidrias, a
excecdo das regides proximas aos apoios, constituidas de material completamente s6lido. No caso
do modelo de material isotrépico, uma escala de cinza é também verificada, entretanto, em menor
quantidade. Neste caso, o aspecto irregular das densidades intermedidrias na topologia 6tima € de
fato esperado quando do uso do modelo cldssico de material isotdpico com penalidade [13]. Para
contornar tal inconveniente, Bruyneel e Duysinx [13] propdem uma modificagdo no modelo
SIMP convencional e chegam a topologia 6tima apresentada na Figura 6.3.3.2. No Caso (2) de
estudo, Figura 6.3.3.4, onde uma maior quantidade de material € utilizada, tal aspecto irregular da
escala de cinza ndo € mais verificado na solucdo 6tima, e para o modelo de material ortotropico o

nimero de densidades intermedidrias passa a ser reduzido.

Com relagdo as curvas de convergéncia das Figuras 6.3.3.3 e 6.3.3.5, verifica-se que para
ambos os modelos estas tendem a manter o comportamento monotdnico ao longo do processo de
otimizacdo, a semelhanca daquele observado no caso estatico onde as inércias sdo desprezadas.
Bruyneel e Duysinx [13] ndo chegam a mesma constatacdo para o modelo de material isotropico.
Os referidos autores consideram como funcio objetivo a flexibilidade média, cuja sensibilidade
com respeito a varidvel de projeto pode ser positiva ou negativa ao longo do processo de
otimizacdo, dificultando a convergéncia. E de forma a garantir a caracteristica monotonica da
curva de convergéncia da fung¢do objetivo, Bruyneel e Duysinx empregam o Método das
Assintotas Moveis Baseado no Gradiente (MAMBG) como otimizador. No presente trabalho, o
comportamento monotonico é mantido em virtude do uso da energia potencial total como fungio
objetivo, cuja sensibilidade com relacdo a varidvel de projeto é sempre positiva, evitando
instabilidades no otimizador. No caso do modelo ortotrpico, a sensibilidade € mantida sempre

negativa.

Conclusoes

De acordo com os resultados obtidos, conclui-se que:

= As topologias 6timas obtidas condizem com as da literatura.
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* O carater monotonico da curva de convergéncia da fung@o objetivo € mantido quando

do emprego de ambos modelos de material.

= Para ambos os modelos de material, topologias 6timas com uma menor escala de cinza
sdo obtidas para uma maior quantidade de material utilizada, assim como uma curva de

convergéncia mais estavel para o caso de modelo de material ortotrépico.

6.3.4 Problema 6.3.4

Objetivo

Resolver através do emprego do modelo de material isotropico com penalidade um
problema de maximizacdo da freqiiéncia fundamental solucionado com o uso do modelo

ortotropico com vazios [38].

O problema estrutural da viga bi-engastada com massa concentrada ndo-estrutural em seu

centro, apresentado na Figura 6.3.4.1, € estudado.

A

14 -

7

szs,o

Figura 6.3.4.1 - Viga bi-engastada com massa central ndo-estrutural: Problema 6.3.4.

Dados de entrada

A Tabela 6.3.4.1 a seguir contém os dados de entrada do problema.
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Tabela 6.3.4.1 - Dados de entrada do Problema 6.3.4.

Identificacao Dados de Entrada
1 M=2.
2 Modelo com 2961 nds.
3 N.; = 2800 e elementos lineares.
4 Nas regides de engaste, restri¢do ao deslocamento nas direcdes x e y.
5 Np=3ew;=1/3.
6 E =100000,v=0,3epo=1,0.
7 t=1,0.
10 V=50%V € Xmin=0,001.
11 t, =0,00001 e I, = 200
12 5=0,02.
13 £=0,.2.
14 p=35en=2.
15 min =1,2.

Resultados

A Figura 6.3.4.2 apresenta as topologias Otimas obtidas para o problema, através do
algoritmo implementado (modelo de material isotropico com penalidade) e do algoritmo de

Ma et al. [38], que utiliza o modelo de material ortotrépico com vazios.

Coédigo MATLAB implementado
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Ma et al. [38]

Figura 6.3.4.2 - Problema 6.3.4: topologias 6timas obtidas pelo cédigo MATLAB e literatura.

As Figuras 6.3.4.3 e 6.3.4.4 mostram, respectivamente, a curva de convergéncia da fun¢ao

objetivo e o histdrico das trés primeiras freqii€ncias naturais da estrutura obtidas.

220 T T T T T

200

180 -

[ = [=r]
= [=] =
T T T

Autovalor Medio

=
=
T

a0

BO -

40 1 1 1 1 1 1 1
o i 10 15 20 25 30 35 40

Numero de Iteragdes

Figura 6.3.4.3 - Problema 6.3.4: histérico da fun¢do objetivo.
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Figura 6.3.4.4 - Problema 6.3.4: historico das trés primeiras freqii€éncias naturais.

A partir da interpretacdo da topologia da Figura 6.3.4.2 é gerada uma nova topologia para a

estrutura, visando-se a viabilidade de fabricacdo. A mesma € apresentada na Figura 6.3.4.5.

Figura 6.3.4.5 - Problema 6.3.4: interpretacdo da topologia 6tima obtida.

A Figura 6.3.4.6 seguinte ilustra os modos normais correspondentes as trés primeira

freqliéncias naturais, relativos a estrutura original e a estrutura 6tima final da Figura 6.3.4.5.
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Estrutura Original Estrutura Otima Final

12 Modo: 2,5 Hz 1° Modo: 2,1 Hz

2° Modo: 7,2 Hz 2° Modo: 4,0 Hz

3°Modo: 9,4 Hz 3% Modo: 6,0 Hz

Figura 6.3.4.6 - Problema 6.3.4: modos normais das estruturas original e 6tima.

Com base na Figura 6.3.4.6, verifica-se que os segundo e terceiro modos da estrutural 6tima
final encontram-se invertidos com relacdo aqueles da estrutura original. Ainda que investigada a
topologia Otima interpretada, tal fato sugere que a ndo-inversdo dos autovalores ndo
necessariamente implica uma ndo-inversio dos correspondentes autovetores. A enorme
quantidade de material retirada (no caso, 50% da massa inicial) leva a uma descaracterizacdo da
rigidez da estrutura original, conseqiientemente dificultando a manuten¢do da ordem de seus

modos normais quando considerada a estrutura Gtima.
Conclusdes

De posse dos resultados obtidos, € possivel concluir que:
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A topologia 6tima obtida € bem similar a da literatura.

O algoritmo implementado é capaz de prevenir a inversao dos autovalores durante o

processo de otimizagdo, estabilizando a curva de convergéncia.

A freqiiéncia fundamental da estrutura considerando-se sua topologia 6tima vidvel
encontra-se bem proxima daquela obtida com a topologia original € uma reducdo de

massa da ordem de 50% € conseguida.
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Capitulo 7

Conclusoes e Sugestoes para Trabalhos Futuros

7.1 Conclusoes Especificas

A seguir s@o apresentadas as conclusdes acerca do trabalho desenvolvido, relacionadas com

cada um dos topicos investigados.
Método da Homogeneizacao

A partir do estudo do efeito da densidade da malha da célula-base sobre o tensor eldstico
homogeneizado, conclui-se, em principio, que uma maior discretizagdo de tal célula implica
melhores resultados tanto no que se refere aos valores dos médulos eldsticos efetivos quanto no
comportamento da curva de convergéncia da func¢do objetivo e no aspecto da topologia 6tima

obtida.

Ainda que menos representativa com relagdo aos valores dos moddulos eldsticos
homogeneizados, uma menor discretizacdo da célula-base pode ser considerada desde que um
nimero apropriado de pares (a,b,) de ajuste seja adotado. Resultados de convergéncia e de
topologia final similares aqueles obtidos com uma maior discretizacdo da célula-base podem ser
atingidos, até mesmo fornecendo topologia 6tima mais nitida, manufaturdvel, como no caso de

multiplos carregamentos.
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Maximizacio da Rigidez: Unico Caso de Carregamento

Mesmo diante de uma malha irregular, o algoritmo de otimiza¢do implementado € capaz de

fornecer resultados satisfatorios.
Maximizacao da Rigidez: Multiplos Casos de Carregamento

A definicdo e interpretacdo dos carregamentos aos quais estd submetida a estrutura tém
forte influéncia na solug@o 6tima. Topologias 6timas de maior rigidez sdo verificadas quando as
vdrias cargas de projeto sdo assumidas independentes. A abordagem de multiplos carregamentos

pode ser utilizada a favor da seguranca.
Maximizacao da Rigidez: Acao do Peso Proprio

Para ambos os modelos de material estudados, a escolha da energia potencial total como
fungdo objetivo preserva a caracteristica monotdnica da curva de convergéncia da fungdo

objetivo, sem ser necessdrio para tal quaisquer modificacdes no algoritmo tradicional.
Maximizacao da Freqiiéncia Fundamental

A versatilidade do modelo de material isotrépico com penalidade € comprovada na solucao
do problema dinamico de maximizagdo da freqiiéncia natural, sendo tal modelo facilmente
implementado a partir do algoritmo para resolucdo de problemas estiticos e promovendo de

forma simples e eficiente a erradicacdo do inconveniente relacionado a autovalores repetidos.

7.2 Conclusao Geral e Sugestoes de Continuidade

Dentro dos critérios de projeto e restri¢des propostos, os algoritmos implementados tiveram
sua eficdcia comprovada mediante a resolu¢cdo de problemas clédssicos existentes na literatura. E
com a implementacdo dos modelos de material ortotropico com vazios e isotrépico com
penalidade foi possivel observar e explorar as principais caracteristicas e potencialidades de cada

abordagem.

145



A seguir, sdo sugeridas propostas para o desenvolvimento de trabalhos futuros envolvendo

o tema estudado, os quais podem utilizar os algoritmos implementados no presente trabalho:

= Continuagdo do estudo da influéncia da discretizacdo da célula-base e do nimero de
pares (a,,b,) de ajuste sobre a topologia 6tima e sobre a curva de convergéncia da
func¢do objetivo; através, por exemplo, da resolucdo de novos problemas, do emprego de

elementos finitos de alta ordem, ou do uso de técnicas de malhas adaptativas.

= Investigagdo acerca da possivel inversdo dos modos, inerente ao problema de

otimizagdo com critério de projeto em freqii€ncia, e de possiveis métodos de contorno.

= Estudo do problema de vibragdo livre usando o modelo de material isotrépico com
penalidade para os casos de maximizacdo da distincia entre dois autovalores e

aproximacao de autovalores especificos a valores desejados.

= Resolucdo de problemas de resposta em freqii€ncia, considerando-se o efeito do

amortecimento estrutural.

= Aplicagdo dos modelos isotropico e ortotropico de material na solu¢do de problemas

governados pela teoria da poroelasticidade.

= Extensdo dos referidos algoritmos para aplica¢des 3D e implementacao dos cddigos em

ambiente de linguagem de programacao orientada a objetos (OOP).
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Apéndice A
Caso(1): k=1=1
Solucao nodal em nivel microscopico

Os detalhes da transformacdo da Equacdo (3.3.4.8) na Equacdo (3.3.4.9) sdo apresentados a

seguir:

Escrevendo a equacdo (3.3.4.8) na forma matricial, tem-se:

3 0X,'/dy,
| %4
J-Y a_l{Dml Dy O} aX;l/ayz +

s| oY, 0

0 0 0
(a—vw av2j{0 0 D,,} 0 +

Yo N ax!" /3y, +0X 11/ dy,
3 oX, /9 av. ov,|(D
L{Duzz D,y O} aX;I/ayz dy = {L L}{ ““}dY (3.3.4.8a)
a)’2 0 s ay1 ayz D,

Colocando em evidéncia os vetores da Equagdo (3.3.4.8a):
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oX,' /9y,
Yy b o+ 22D . D, otllax!/o
J-Y g 1111 1122 + 1122 2222 2 YV, ¢t
$ 1

a)’Z 0
0
ML, o b 0 av=[ [n vl Pl y
a)’z a)’1 e 1 1 Ys a)’1 ayz Dy
0X, /dy,+9X, /9y,
0X,' /9y,
J‘Y {% %H:Dlm Dy O} aX;l/ayz 4
s a)’l a)’z Dy, Dy O 0
0
ML o b, ) 0 av = | W, 9V, ([P |y
a)’z ay1 e 1 11 Ys a)’1 ayz Dy
0X, /dy,+0X, /9y,
Dy, Dy 0 aXfl/a)ﬁ
Jdv, dv, 0dVv, 0dV
Iys{al ayz ayl"'ayz}Duzz D,y 0 aXél/a)h dyY =
o g g p |[ax ! 7ay, +ox 1 /dy,
D
I {% %H llll}dy (3.3.4.8b)
Ys a)’l a)’z Dy
Reescrevendo o segundo membro da Equagdo (3.3.4.8b), esta passa a:
Dy, Dy 0 aXln/a)ﬁ
Jdv, dv, 0dVv, 0dV
Iys{al 8y2 ayl+ay2}D1122 D,y 0 axél/ah dyY =
T g o ||ax ! 7ay, +ox 1 /dy,
I av, adv, 8v1+8v2 i?“1dY 3348
Ys a)’1 a)’2 ayz ayl 322 (3:3480

Aplicando-se 0 método dos elementos finitos cldssico [4][49], os deslocamentos local, X, e

virtual, v, sdo escritos conforme abaixo, para um dado elemento finito:
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X, =Y Niui,, parap=12 (3.3.4.8d)

i=1

v, =2 Niwi, parap=12 (3.3.4.8¢)
i=1
Nas Equacdes (3.3.4.8d) e (3.3.4.8¢) acima, u;, € w;, correspondem aos deslocamentos

nodais real e virtual, respectivamente, N;° a funcdo de forma associada ao i-ésimo né, € n ao

numero de nds do elemento finito.

Substituindo as Equacdes (3.3.4.8d) e (3.3.4.8e) na Equagdo (3.3.4.8c), e a avaliando ao

longo do dominio Q° de um dado elemento finito, segue que:

— - T — -
9y 9
I, 3 z:NfWi1 Dy, Dy 0 9, 3 ZNfuf’l
Ige 0 g 1:1 Dy Doy 0 0 g 1:1 dQ’ =
Kl iz ;Niwi,z 0 0 Dy, 9 i ;Niui,z
| dy, 9y, | | dy, 9y, |
_ a - T
FOR
Vi 3 ZNfuf,l D
[1] o E o Dy, (dQ° (3.3.4.8f)
2 Néu?®
oo || Lo
_a)’Z a)’1 |
Considerando-se os seguintes vetores deslocamento U e W¢, e a matriz N, abaixo,
e e e e T
U, ={u, w, oou, u, (3.3.4.82)
{ e e e e T
W, =w;, wi, .. W, w,, (3.3.4.8h)
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N, =T
10

0
Ni

0

e reorganizando a Equacao (3.3.4.8f), escreve-se que:

[ WINI| 0

[ WINI| 0

9
dy 1
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T K2
3 Dy, Dy 0 9%,
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0
' K2
Dy, Dy 0 9, 3
D1122 Dzzzz 0 0 g
© 0 Pela o
_a)’2 a)’1
D
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A multiplicacdo da matriz contendo os operadores diferenciais pela matriz das func¢des de

forma gera a conhecida matriz de transformagao deslocamento-deformacao, B..

Deste modo, considerando-se a matriz B,, a Equacdo (3.3.4.8j) passa a ser escrita da

seguinte forma:
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3.3.4.9)

Determinaciio do médulo elastico D!,

Os detalhes da obtencdo da Equacdo (3.3.4.16) a partir da Equagdo (3.3.4.15) sdo
apresentados abaixo:

Considerando-se a formulacdo e a notacdo de elementos finitos apresentada nos pardgrafos

anteriores, a Equacdo (3.3.4.15) € reescrita como se segue para um dado elemento finito da

célula-base:
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(3.3.4.16)



