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RESUMO

Este trabalho apresenta um método analftico para o estudo da difusio
atémica no estado sdlido em sistemas bindrios com fluxos atdmicos uni-
direcional, radial cilindrico e radial esférico com somente uma fase, nos
quais nao ocorram transformacdes de fases. Inicialmente & realizada uma
revisao bibliogrifica dos principais métodos propostos para a anélise da
difusao atbmica nestes sistemnas. Em seguida sdo desenvolvidos fatores
geométricos de corregdo e efetuadas mudangas de varidveis que, introdu-
zidos na equagde diferencial da difusdo atdémica unidirecional, permitem
a conversao de um sistema para outro. A equacio diferencial modificada
é resolvida utilizando-se uma solugio exata conhecida, baseada na funcio
erro, quando sdo determinadas as equagbes que representam a posicio da
interface de difusdo em fun¢io do tempo e os perfis de concentracdes de so-
luto em fungac da posicdo e do tempo durante ¢ processe. A precisao das
equagoes analiticas obtidas € verificada através de comparagdes com resul-
tados numéricos. Posteriormente é realizado um estudo comparativo entre
os pardmetros de difusdo atdmica de cada um dos sistemas considerados.
Finalmente s&o apresentadas possiveis aplicagdes do método desenvolvido
na solugdo de problemas praticos envolvendo o fenémenoe em questio.



ABSTRACT

In this work an analytical method is proposed to study diffusion pro-
cess in the solid state in binary systems consisiing of only one phase with
unidirectional, cylindrical and spherical atomie fAux. Initially a literature
survey is carried out regarding some of the most important methods ap-
plied to diffusion process in these systems. The method is developed from
the differential equation which treats this process in systems with unidirec-
tional atomic flux, that is modified by geometric correlation and convenient
changes of variables. The modified differential equation is solved by using
a well known exact solution based on the error function and equations are
obtained to analyse both the position of the diffusion interface as a func-
tion of time and the concentration profiles as a function of the position and
time. The predictions furnished by the analytical method are compared
with numerical results. A comparative study of diffusion process in planar,
cylindrical and spherical geometries is also presented. Finally possible ap-
plications of the proposed method to the solution of practical problems are
discussed,
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1. CONSIDERACOES GERAIS

O processo de difusdo atdmica no estado sélido tem sido um assunto
bastante estudado nas iiltimas décadas uma vez que representa o fendmeno
controlador de inlimeros processos metalirgicos. Sua elevada importancia
tecnolégica pode ser justificada pelos varios tipos de aplicagdes encontrados
na prética podendo-se citar, por exemplo, a otimizacio de tratamentos
termoquimicos tais como cementagio, nitretaco, boretagdo, etc, obtencio
de materiais compostos, controle de processos de sinterizagio, fabricacio
de componentes microeletrénicos, revestimentos para altas femperaturas,
eic, além de auxiliar diretamente no estudo da influéncia do hidrogénio nas
propriedades mec@nicas e comportamento des acos assim como na anélise de
fendmenos como recristalizagio, fluéneia, oxidacio, tratamentos térmicos e
transformacoes alotrdpicas em materiais metdlicos! ™4,

A difusdo atémica pode ser definida fundamentalmente corno o movi-
mento atdmico da matéria através da matéria devido a um gradiente de
concentragao, geralmente em regime transiente, podendo haver ou nio mu-
dangas de fases. A necessidade do estudo desta transferéncia de matéria por
difusao é explicada pela grande influéncia que a mesma exerce tanto na ve-
locidade de enriquecimento de soluto como na distribuicio de concentraces
deste elemento no s6lido sendo, portanto, um fendmeno importante na de-
terminagao da estrutura e propriedades fisicas, mecinicas e metaldrgicas
do produto obtido.

A andlise matemdtica do fendmeno em questio, objetivando a deter-
minagdo das varidveis anteriormente citadas, é bastante complexa uma vez
gue o movimento atdémico da matéria acontece normalmente em regime nao
estaciondrio e o avango da frente de difusio ocorre com velocidade varidvel.
Tais fatos fazem com que as equagbes diferenciais apresentem condigoes
de contorno nao lineares tornando dificil a obtengao de solucdes analiticas
exatas e totalmente gerais®, dificuldade que se acentua & medida que a geo-
metria do sélido assume formas mais complexas. Apesar disso atualmente
se dispoe na literatura de alguns métodos que tentam prever os tempos, e



consegiientemente as velocidades, e os perfis de concentracdes de soluto no
solido durante 2 difus3o atémica bem como de publicagdes que sintetizam
os principais trabalhos e resultados obtidos®™®. A peometria mais estudada,
tanto do ponto de vista analitico como experimental, devido a sua major
simplicidade tem sido aquela em que o fluxe atdmico ¢ unidirecional para
a qual ji foram desenvolvidas algumas solugdes, que serac analisadas no
préximo capitulo, sendo o tinico caso para o qual foi obtida uma solugéo
analitica exata. Para outros sistemas, mesmo os relativamente simples
como o radial cilindrico ¢ o radial esférico, as poucas solugbes propostas
sac baseadas em aproximagoes matematicas para a resolugéo das equacées
diferenciais que descrevem o fendmeno ou entio sio numéricas, isto &, as
equagdes sio resolvidas, principalmente, através de métodos baseados em
diferencas finitas.

Recentemente R.G. Santos apresentou um método analticol®~12, oh.
tido a partir do equacionamento proposto para sistemas com fluxe de calor
unidirecional, capaz de representar a cinética e a variagio de temperaty-
ras durante a solidificacio de metais em moldes cilindricos e esféricas gue
se fundamenta no desenvolvimento de fatores geométricos de correcao e
em mudancas de varidveis que sdo introduzidos na equagao diferencial da
condugdo de calor unidirecional®13-16, A equacido modificada é resolvida
utilizando-se uma solucio analitica exata conhecida, baseada na funcio
erro, quando entio sio obtidas as equagbes que permitem a andlise dos
tempos e velocidades de solidificacio assim como da distribuicio de lempe-
raturas durante o processo. Como as equagoes diferencials que descrevem a
difusdo atémica no estado sélido e o fenbmens da transferéneia de calor por
condugio, no qual se baseia a solidificacdo de metais, sio matematicamente
andlogas surgiu a idéia de se desenvolver um métode analitico, que seguisse
05 mesmos principios daquele proposto por R.G. Santos, que possibilite a
determinagio dos tempos e dos perfis de concentracées de soluto durante a
difusdao em sistemas com fluxos atémicos unidirecional, radial cilindrico e
radial esférico,

O desenvolvimento de um método analitico para o estudo da difusio
atémica no estado sdlido é importante principalmente devido aos seguintes
fatores:

—- As solugbes matemidticas encontradas na literatura que analisam os



ternpos € a variacio de concentragBes de soluto durante o processo de
difusde atdmica no estado sélido em componentes ¢ pegas com geo-
metrias cilindrica e esférica so bastante complicadas e extremamente
limitadas sob o ponto de vista de sua utilizagdo pritica.

— As sclugbes numéricas existentes atualmente para os trés tipos de
sistemas estudados além de apresentarem cariter especifico sdo, na
maioria das vezes, complexas.

- Solugdes analiticas, ao contririo das numéricas, possibilitam uvma vi-
sualizacdo malis direta das varidveis envolvidas em um determinado
fenémeno fisico permitindo que se exer¢s um controle imediato sobre
o mesmo,

1.2. OBJETIVOS DESTE TRABALHO

Considerando os fatores anteriormente apresentados torna-se evidenie o
elevado interesse no desenvolvimento de um método analitico que possibilite
o estudo do processo de difusfo atdmica nos sistemnas citados. Assim, os
principais objetivos estabelecidos para este trabalho foram:

1. Desenvolver um método analftico para a andlise da difusio atémica
no estado sélido capaz de descrever os tempos e 2 distribuigédo de con-
centragOes de soluto em sistemas bindrios com fluxos atémicos uni-
direcional, radial cilindrico e radial esférico que apresentem somente
uma fase nos quais ndc ocorram transformagbes de fases.

2. Resolver numericamente as equagdes que representam a difusio atdmica
no estado sélide nestes sistemas.

3. Comparar os resultados do método analftico proposto com valores
obtidos através de solu¢des numéricas a fim de comprovar a validade
do mesmo.

4. Utilizando as equagdes desenvolvidas para as geometrias com fuxos
atémicos unidirecional, radial cilindrico e radial esférico realizar um
estudo comparativo das varidvels envolvidas no processo de difusao
atOmica de cada uma delas.



CAPITULD 2

( PROCESSO DE DIFUSAO ATOMICA NO ESTADO
SOLIDO

2.1. CONSIDERACOES PRELIMINARES

A difusdo atémica no estado sélido é o processo pelo qual a matéria é
transportada de um ponto a outro de um sisterma, geralmente em regime
transiente, como resultado de movimentos atdmicos devido a um gradiente
de concentracio. Assim, quando um sélido A e um s6lido B com diferentes
conceniracdes inicials de um mesmo elemento sio postos em contato per-
feito, apéds um determinado intervalo de tempo se a concentragio em B for
maior que em A os dtomos deste elemento préximos 2 interface A/B terdo
gradualmente penetrado em A conforme mostra de maneira esquemética a
Figura 2.1. Os mecanismos que permitem esta interaciio sio explicados a
seguir,

Os &tomos na estrutura cristalina de um sélido estio situados em posicoes
de equilibrioc bem definidas porém apresentam um movimento de vibragdo
em torno das mesmas. Estes movimentos guando termicamente ativa-
dos possibilitam, em certas condigbes termodinimicas, o deslocamento de
atomos alravés de “saltos” aleatdrios para posicGes adjacentes na rede e um
elevado niimero dos mesmos properciona um movimento global de matéria.
Os mecanismos de movimentos atémicos que, permitindo estes “saltos”,
condugem a difusdo no estado sélido dependem da relacio entre as di-
mensbes dos dtomos do soluto e do solvente. Logo, os dtomos em difusio
pedem apresentar raios aproximadamente iguais ou entio bem menores que
os des 4tomos que constituem a estrutura cristalina do material. No pri-
meiro caso hd a formagao de uma solugio s6lida substitucional e os seguintes
mecanismos sao possiveis:

1. Os atomos do soluto podem se movimentar em redes cristalinas do
solvente sem defeitos através da troca de posicio entre dois dtomos
ou da rotagao envolvendo trés ou mais dtomos em planos compactos.
Tais movimentos requerem elevadas taxas de energia.

2. O movimento dos dtomos em difusio pode também ocorrer com o

4
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auxilio de defeitos existentes na estrutura cristalina do solvente como,
por exemplo, vazios. Estes movimentos envolvern menor energia que
o caso anterior.

3. Durante o processo de solidificagio ou em conseqiéncia de uma de-
formagao provocada no material, 4tomos de soluto podem ser “apri-
sionados” nos intersticios da rede cristalina do mesmo, Neste caso,
o movimento acontece com os 4tomos em difusio ocupando posiges
normais dos dtomos que constituem a estrutura cristalina, deslocando-
08 para posicoes intersticiais da mesma.

Quando os dtomos do soluto apresentam raios bem menores que os raios
dos atomos do solvente hd a formagio de uma solugio sélida intersticial. O
movimento atbmico ocorre, entdo, através de intersticios da rede cristalina
do solvente. A Figura 2.2 mostra de forma esquemdtica os principais me-
canismos de difusio atdmica no estado sélido.

2.2. EQUACOES DA DIFUSAO ATOMICA NO ESTADO SO-
LIDO

O estudo da difusio atémica no estado sélido apresenta como principais
objetivos a determina¢io do avanco da interface de difusio em funcao do
tempo € a estimativa da variagBo de concentragdes de soluto no material
em fungao do tempo e da espessura afetada pela difusic. O deslocamento
desta interface com velocidade varidvel e o movimento atémico da matéria
geralmente em regime transiente, tornam dificil a andlise mateméatica do
fendmeno uma vez que a mesma conduz a equagbes diferenciais ndo lneares
cujas solugbes sdo bastante complexas exigindo que sejam estabelecidas
hipdteses simplificadoras de natureza fisica e/ou matemitica a partir das
condigtes reais para que tais solugdes possam se viabilizar. No estudo do
processo de difuszo atémica em sistemas bindrios que apresentam somente
uma fase s&o normalmente assumidas as seguintes aproximacdes:

(2} O coeficiente de difusio independe da concentraciio de soluto.

{b} A concentracéo do elemento que difunde permanece constante na su-
perficie do material.
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A Figura 2.3 apresentz a distribuicio de concentracSes de soluto, para
t=0 e >0, em sistemas bindrios com somente uma fase considerando-
se que o fendmeno da difusio atdmica ocorre devido 2 um gradiente de
concentracac entre um meio 838050 e um meio sélido assim como entre dois
meios sélidos. Observa-se que os 4tomos de soluto difundem no sentido da
malor para a menor concentragio ¢ & medida que penetram na estrutura
cristalina do solvente aumentam & concentracdo de soluto no mesmeo.

Quando estes sistemas sio ainda bindrios porém com duas ou majs fases
presentes as hipéteses também admitidas sio:

{c) O coeficiente de difusio de cada uma das fases nio varia com a con-
centracao de soluto.

{(d} A concentragio inicial do elemento que difunde em cada fase presente
é constante,

(¢} As concentragbes de soluto na interface entre duas fases permanecem
constantes durante o processo.

As Figuras 2.4 e 2.5 mostram os perfis de concentracoes de soluto, nos
instantes t = 0 e f > 0, em sistemas bindrios que apresentam respec-
tivamente duas e trés fases. Na Figura 2.4 sfo apresentados os sistemas
gés/sélido e sélido/sélido bindrios com duas fases nas quais a concentracio
inicial do elemento que vai difundir é constante em ¢ = 0. Durante a difusio
atémica, como o fluxo de 4tomos de soluto ocarre no sentido da maior para
& menaor concentragao, a fase B é nucleadsa na regido ocupada inicialmente
somente pela fase A e, apés um determinado tempo ¢ > 0, esta regifio se
estenderd de 2 == 0 a 7 = 24 no sistema gis/sélidoedez = —pa ¢ = Tg No
sistema sélido/sélido. Em ambos os casos T = Zg é a posigio do plano de
descontinuidade ou interface de difusio entre as fasez A e B, que se desloca
com velocidade varidvel durante o processo, e Uap ¢ Cgy 580 as concen-
traches de equilfbrio entre as mesmas no diagrama de fases correspondente.
Na Figura 2.5 sdo mostrados os sistemas gas/sélido e sélido/sélide bindrios
com trés fases nos quais a concentragio inicial do elemento que vai difundir
também € constante em ¢ = 0. Quando no sistema gas/sélido, para um
tempo 1 > 0, ocorre a formacio de trés fases para diferentes concentragdes
de soluto passam entio a existir dois planos de descontinuidade entre as
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mesmas, ou seja, em Ig; € gy, Por outro lado, no sistema sélido /sélido as
fases A e C encontram-se inicialmente em contato em z = 0. Admitindo-se
uma solubilidade matua entre as mesmas, a difusio de 4tomos da fase A
para a fase C e vice-versa proporciona reagdes no estado sélido que, apds
um certo tempe ¢ > 0, possibilitam a nucleagio ¢ o crescimento da fase
intermedidria B na regido —25; < z < Zg; onde —zg; e Tgy 540 as posiches
das interfaces de separagio entre as fases presentes. Em ambos os casos
Cis, Cra, Coo & Cop sio as concentragdes de equilibrio fornecidas pelo
diagrama de fases A-B-C. |

A seguir serfo apresentadas as equagdes diferenciais que representam o
fenémeno da difusio em sistemas que envolvem fluxe atdmico unidirecio-
nal ¢ fluxo atémico radial, A simbologia utilizada no desenvolvimento das
mesmas € mostrada no Apéndice 1.

2.2.1. SISTEMA COM FLUXO ATOMICO UNIDIRECIONAL

As simplificagbes de cardter fisico estabelecidas permitem que o Processo
de difusdo atbmica no estado sélido em regime transiente seja descrito ana-
liticamente. Para o caso do sistema com fluxo atémico unidirecional a
equagio correspondente pode ser colocada na seguinte forma®-2:

ocC a‘C
"&"zﬂ&; (2.1)

que define 2 segunda lei de Fick. O coeficiente de difusio é dado por:

ac

dx
logo, o fluxo de dtomos em difusée por unidade de 4rea, que representa
primeira lei de Fick, é definido como sendo:

&

D=-

= constante (2.2)

Jv - *-D:g—x' (23)
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De acordo com o sistema de referéncia indicado na Figura 2.6 e admitindo-

se que a fonte do elemento que difunde apresente uma concentracio cons-

tante na superficie do material {z = 0}, tem-se em:

z=0 ~ superficie do material onde inicia-se a difusio de soluto
z>0 ~ interior do material

T =g - interface de difuslo atbmica

0<z<zg - espessura de material submetida 3 difusio de soluto

I>zxg

espessura de material ndo submetida & difusio de soluto

As hipéteses assumidas anteriormente e o referencial apresentado pos-
sibilitam que sejam consideradas as seguintes condigbes de contorne em
um sistema bindrio com fuxo atdmice unidirecional que apresente somente

uma fase:
emti=10:

emt>0:

z2zx8 , C=0Cp

(2.4)

(2.5)

(2.6)

(27)

2.2.2. SISTEMA COM FLUXO ATOMICO RADIAL CILIN-

DRICO

O fendmeno da difusio atémica no estado sélido em sistemas com ge-
ometria cilindrica, admitindo-se as aproximacdes de ordem fisica adotadas
¢ desprezando-se o fluxo axial de 4tomos de soluto, pode ser representado

pela seguinte equacio®:
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SUPERFICIE DO MATERIAL
ONDE_INICIA -5E A DIFUSAD wou ).
DE $0LUTD

CAMADA DE MATERIAL AFETADA CAMADA DE MATERIAL NAO
PELA DIFUSAQ DE SOLUTD AFETADA PELA DIFLISAD
DE soLuTD

Figura 2.6 - Sistema com fluxo atémico unidirecional.
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Neste caso, o fluxo de &tomos em difusio por unidade de drea é dado por:

aC
Jo =D -é-;* (2.10)

Em fungao dosistema de referéncia mostrado na Figura 2.7 e considerando-
se a fonte de soluto com concentragdo constante na superficie do material
(r = rg), tern-se em:

r = 1y - superficie do material onde inicia-se a difusio de solito
0<r<ry interior do material

=y imterface de difusio atémica

re <1< rg espessura de material submetida & difusio de soluto
O0<r<rg espessura de material ndo submetida 4 difusio de soluto

Considerando-se as simplificagGes realizadas e o referencial indicado po-
dem ser estabelecidas as seguintes condigdes de contorno em um sistema
bindrio com fluxo atémico radial cilindrico que apresente somente uma fase:

emt=0:;

r=rg 3 C= CS (2.11}

0<r<ry , C=0Cg (2.12)

15



¢ 4 [ Jc

Cg ™ - c$

Cofr 1 %o

0 0
T Iy

i
!
|
S
|

Mk A s i . kit i, 1

SUPERFICIE DO MATERIAL
ONDE INICIA-SE A DIFUSAD

DE S0LUTO \

——— i ™ y . . Loy e LY
; . g

CAMADA DE MATERIAL AFETADA
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DE ;
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Figura 2.7 - Sistema com fluxo atémico radial cilindrico.

16



emi>0;

r=rp , TC=Cs (2.13)

0<r<rs, C=Co (2.14)

2.2.3. SISTEMA COM FLUXO ATOMICO RADIAL ESFERICO

Na anilise do processo de difusio atémica no estado sélido em siste-
mas com geometria esférica a equagio do fluxo radial de dtomos de soluto,
admitindo-se as hipSteses de natureza fisica assumidas, pode ser colocada
na seguinte forma?:

.t?;?_ = _1_ E,. r3§€. (2 15
&t oy Ir 15)
ou
?__(2 = é_z.g g _{?ﬁ (2 18
: 8 r Or 16)
O fluxo de dtomos em difusio por unidade de drea é dado por:
oC
Jg = Do (2.17)

De acordo com o sistema de referéncia apresentade na Figura 2.8 e
supondo-se novamente a fonte do elemento que difunde com concentracéo
constante na superficie do material (v = ry), tem-se em:
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Figura 2.8 - Sistema com fluxo atdmico radial esférico.
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y=rg ~ superficie do material onde inicia-se a difusio de soluto

0<r<ry; ~ interior do material

= g ~ interface de difusfio atdmica
rg <r <rp - espessura de material submetida & difusio de soluto
0<r<rg - espessura de material ndo submetida 3 difusio de soluto

As aproximagbes consideradas e o referencial mostrado permitem que
sejam adotadas as seguintes condigdes de contorno em um sisterna bindrio
com fluxo atdmico radial esférico que apresente somente uma fase:

emt=0:
r=ry , U=0Cg {2.18)
0<r<ry, , C=0Cp {2.19)
emt>0:
O , C=Cg {2.20)
0<r<rs , C=0Cp (2.21)

A partir das hipéteses simplificadoras estabelecidas foram propostos al-
guns métodos que possibilitaram a obtengdo de solugdes para a anilise
da transferéncia de matéria durante o processo de difusio atémica., Taic
métodos podem ser classificados em:

- Métodos analiticos
- Métodos numéricos
~ Métodos experimentals

Em seguida serd realizada uma reviso dos principais estudos desenvol-
vidos para a andlise do fendmeno em questdo em sistemas que apresentam
fluxos atémicos unidirecional, radial cilindrico e radial esférico. A ndo
caracterizagdo da dire¢do do fluxo de dtomos em difusio considerada em
alguns destes trabalhos deve ser interpretada como sendo um fluxo atémico
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unidirecional.

2.3. METODOS ANALITICOS

Os principais objetivos dos métodos analiticos apresentados para o es-
tuda da difusdo atémica no estado sélido sio a determinagdo do avango da .
interface de difusio em fungéo do tempo e a estimativa da distribuicio de
concentragdes de soluto no material em funcio do tempo € da espessura
alcangada no mesmo. As solucdes analiticas obtidas devem satisfazer tanto
a equacao diferencial que define a segunda lei de Fick quanto as condigdes
de contorno impostas para representar uma situagdo especifica. Apesar de
admitirem simplificacbes de cardter fisico e matemdtico, que possibilitam a
introducdo de fungdes matemdtica auxiliares nas equagoes diferenciais com
a finalidade de viabilizar suas respectivas solugdes, estes métodos muitas
vezes conduzem a resultados que se aproximam de condi¢des reais particu-
lares observadas na prética.

O processo de transferéncia de calor por condugao™ ¢ ¢ ¢ fenémeno
da difuséo atdmica no estado sélido sio fisicamente semelhantes uma vez
que ambos ocorrem devido a existéncia, respectivamente, de um gradiente
de temperatura e de um gradiente de concentragao e, portanto, apresen-
tam uma certa correspondéncia entre os seus parmetros fisicos, varidveis,
equagoes matemdticas e condigdes de contorno normalmente assumidas con-
forme mostra a Tabela 2.1 para o caso de um sistema com fluxo atémico
unidirecional. Esta semelhanca fisica foi identificada por Fick em 1855 que,
a partir dos estudos realizados por Fourier para a andlise da transferéncia
de calor em 1822, desenvolveu equagdes que descrevem quantitativamente
a difus&o atémica e que sio, por conseguinte, matematicamente andlogas
a aquelas que representam a condugio de calor em um meio isotrépico.
Assim, diversas solugdes analiticas propostas para a equagac da condugio
de calor em regime transiente podem eventualmente ser aplicadas 3 difusio
atOmica no estado s6lido. Observa-se na Tabela 2.1 que a grandeza fisica
equivalente a capacidade térmica, obtida através do produto da densidade
pelo calor especifico, é constante e igual & unidade no processo de difusio
atomica. Esta correspondéncia fisica é conseqiiéncia de termos identifi-
cado temperatura com concentragio de soluto, pois o que difunde durante
o fendmeno da conducio de calor é energia térmica e nis temperatura,
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logo » capacidade térmica é necessiria para converter este pardmetro para
quantidade de calor por unidade de volume. Por outro lado, concentragio
€ a quantidade de solute que difunde por unidade de volume ndo havendo
necessidade, portanto, de qualquer fator de conversio.

Somente para a equagio diferencial que descreve a difusio em siste
mas com fluxo atdmico unidirecional foi desenvolvida uma solugio analftica
exata, ou seja, obtida sem a introdugdo de aproximacdes matemiticas. Fsta
solugdo, que foi apresentada inicialmente por F. Neumann em 1860 a0 estu-
dar a condugao de calor durante o processo de solidifica¢iio em sistemas com
fhixo de calor unidirecional®*¥7 atende condicbes de contorno envolvidas
no fendmene da difusio atbmica bem como satisfaz a equagao diferencial
que representa a segunda lei de Fick. A solugio tem a seguinte formas:

z
Clagy= B+ By erf (ﬁ) (2.22)

onde B; € B; sho constantes de integragio que podem ser determinadas
com base nas condigbes de contorno e “erf® ¢ uma funcio matematica de-
nominada “fungdo erro” cuja definigio e propriedades sio mostradas no
Apéndice 2'%. A partir desta solugiio e de condigBes de contorno especificas
diversos trabalhos foram propostos para a andlise da difusio alémica nestes
sisiernas,

Um dos primeiros métodos analiticos visando o estudo da difusio atémica
ne estado sélido, em sisternas bindrios com somente uma fase, foi desen-
volvido por L. Boltzmann em 1884%Y°, O método fundamenta-se em uma
mudanga de varidveis que é introduzida na equacio diferencial que repre-
senta a segunda lei de Fick, considera o coeficiente de difusio dependente da
concentracao de soluto e pode ser aplicado a processos de difusio atdmica
em meios semi-infinitos. S3o obtidas solugdes para os sistemas gas /sélidoe
sélido/sélido mostrados na Figura 2.3. As condigBes de contorno assumidas
520 as seguintes:

(a) Sistema gds/sélido

t=0 , >0 , C=0Cp (2.23)



t>0 , z=0 , C=(Cs (2.24)
{b) Sistema sélido/sélido

t=0 , <0 , C=Cgp (2.25)

t=0 , >0 |, C=Cp, (2.26)

A solugéo apresentada por C. Wagner em 1950 admite um coeficiente
de difusio diretamente proporcional so gradiente de concentracao®®. A
principal limitagdo da mesma é a imprecisio em seus resultados quando
sdo adotados valores muito baixos para a concentragio do elemento que di-
funde. As condigbes de contorno estabelecidas pelo autor, considerando-se
Co = 0 no sistema gés/sélido indicado na Figura 2.3.{a)}, sdo:

=0 , >0 , C=0 (2.27}

t>0 , z=0 , C=Cg (2.28)

O méiodo proposte por J. Kirkaldy em 1958, baseado em uma mu-
danga de varidveis, descreve o processo de difusio atdémica em sistemas
polifasicos com “n® componentes™. Sua maior limitacio € a complexidade
matemaética que apresenta quando o ndmero de componentes é superior a
trés e a quantidade de fases consideradas é maior que duas. J. Kirkaldy
comprova experimentalmente os resultados tedricos do mesmo através de
valores obtidos por meio de técnicas metalogrdficas a partir da difusio do
aluminio no zinco ndo apresentando, contudo, dados comparativos para
sisternas mais coraplexos.

Consistindo numa extensdo da solugio desenvolvida por L. Boltzmann®9,
. Kidson apresenton em 1961 uma solugdo analitica para sistemas bindrios
com duas, trés e “n” fases?. A solugdo admite que o coeficiente de difusdo
de cada fase presente ¢ dependente da concentragao de soluto e permite
estimar a posigao de cada interface de difusfio em funcéo do tempo e da
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terperatura. Supondo-se €p = 0 na Figura 2.4.(a), as condigdes de con-
torno adotadas para o caso particular de uma sistema gds/sélido bifdsico
semi-infinito sio as seguintes:

t=0 , z>0 , C=0 (2.29)
t>0 , z=0 , C=(Cg {2.30)
r=zg , =Cpg, {2.31)
T=zf | C=Cyy {2.32)

Em 1963 A. McNabb e P. Foster propuseram um método analitico para
o estudo da difusio atdémica do hidrogénio em agos ferriticos, quando sub-
metidos a baixas temperaturas, em sistemas com fluxos atdmicos unidire-
cional e radial cilindrico®. Os autores afirmam que, neste caso, o processo
de difusdo nio pode ser representado simplesmente pelas leis de Fick ja que
uma determinada parcela dos 4tomos de hidrogénio, ao difundir intersti-
cialmente através da rede cristalina dos acos, tende a ser retida por jm-
perfeigdes de natureza estrutural tais como microporosidades, contornos de
grao, discordéncias, microvazios, carbonetos, particulas nio metdlicas, mi-
crotrincas, ete****% que se encontram uniformemente distribuidas através
do material, Assim, o método admite alguns parémetros que nio sio con-
siderados pela teoria convencional da difusio atémica a fim de descrever
fisicamente o meioc em que o fendmeno OCOTre.

Posteriormente, em 1968, U, Roy desenvolveu uma outra solugdo para
sistemas bindrios com duas, trés e “n” fases®. O autor assume, cOMo apro-
ximagGes mateméticas, coeficientes de difusio e fluxos atdmicos médios
assim como urma variacio linear de concentragoes de soluto nas fases re-
sultantes. A comparacio dos resultados obtidos com aqueles fornecidos
por algumas solugdes analfticas anteriormente propostas mostra uma boa
concorddncia de valores.

O método apresentado por A. Pelton e T. Etsell em 1972, cujo principal
objetivo foi estimar os parfmetros envolvidos na cinética da formacio de
determinados compostos quimicos como éxidos, sais, etc a partir de reagoes
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no estado sdlido, é baseado em um processo de mudan¢a de varidveis?, A,
Pelton e T, Etsell adotam uma funcio linear para representar a distribuicio
de concentragbes de soluto na fase resnltante bem como admitem um coefici-
ente de difusio diretamente proporcional ao gradiente de concentracio. As
condigbes de contorno estabelecidas para o caso de um sistema gés/sélido
com duas fases, supondo-se novamente Cg = 0 na Figura 2.4.{a)}, sd0:

t=0 , z=0¢ C = Cs (2.33)
>0 , C=0 (2.34)
t>0 , =0 , C=(Cy {2.35)

Por outre lado, considerando-se Cuy = 0 na Figura 2.5.(b}, séo as
seguintes as condigbes de contorno assumidas no caso de um sistema séli-
do/sélido com trés fases:

=0 , <0 s C=Cpp (2,36)
z2>0 , C=0 (2.37)
>0 s T =00, C = COB (2.38)

Mais tarde, em 1976, C. Houska e J. Unnam propuseram um método ite-
rativo para a andlise do fenémeno da difusdo atémica em sistemas bindrios
finitos e semi-infinitos com vma e duas fases®®. Os autores admitem co-
eficientes de difusdo dependentes da concentragio de soluto e comparam
valores dos perfis desta concentragio, obtidos para sistemas de duas fases,
com resultados numéricos conseguindo boa concordancia entre os mesmos.
Devido 2 rdpida convergéneia das equagdes desenvolvidas o tempo de pro-
cessamento do mesmo ¢ cerca de duas a trés vezes menor que aquele para
realizar os mesmos célculos através de métodos numéricos baseados em
diferengas finitas.
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Uma outra solugio, também iterativa, foi apresentada por C. Houska
e M, Chow em 1980®, A mesma considera o meio semi-infinito, o coefici-
ente de difusio dependente da concentragao do elemento que difunde e a
concentragio deste elemento variando continnamente com o tempo na su-
perficie do material durante o processo. Os resultados tedricos obtidos sio
comparados com valores numéricos e experimentais da difusio do carbono
na austenita verificando-se, igualmente, boa concorddncia entre os mesmos.

No ano seguinte, J. Unnam propds um método analitico no qual de-
monsira que a variagdo de concentragbes de soluto durante a difusdc em
sistemas com fluxos atémicos radiais cilindrico e esférico, com raios a partir
de vma determinada dimensio, pode ser representada com relativa precisio
por solugdes analiticas desenvolvidas para o sistema com fluxo atémico
unidirecional®. J. Unnam assume, como hipétese de ordem fisica, que o
coeficiente de difusio independe da concentragao de soluio e, em funcio dos
modelos geométricos mostrados na F igura 2.9, adota as seguintes condicoes
de contorno:

t=0 , 0<r<r , C=Cp {2.39)
n<rn , C=Cg (2.40)
ac
= - ] =0 2.41
>0, r=40 5 (E}’r) ( )
ac
r=rs 3 (*—a—;") = 0 (2,42}

Finalmente, em 1983, J. Leblond e D. Dubois apresentaram um ou-
tro método para o estudo da difusdo do hidrogénio nos acos®’. Os auto-
res, a partir de umn tratamento estatistico que leva em conta o movimento
aleatorio dos dtomos de hidrogénio na estrutura cristalina destes mate-
riais, desenvolvem equagBes gerais que descrevemn o fendmeno da difusio
atémica mncluindo os efeitos de retengio provocados por imperfeicdes exis-
tentes na rede cristalina® %, J, Leblond e D. Dubois investigam também
o mesmio processo admitindo, como defeito de natureza estrutural, somente
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Figura 2.9 - Modelos fisicos mostrando os elementos de simetria empregados no
método analitico de J. Unnam,.
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microvazios quando demonstram que algumas solugdes analiticas anterior-
mente obtidas para este caso especifico podem ser consideradas como sendo
solugbes particulares de sew método.

Além destes existem outros métodos analiticos, também importantes,
que tém sido desenvolvidos para o estudo da difusio atomica no estado
sélido os quals serdo somente citados pois se baseiam nos mesmos principios
fisicos e matemdticos adotados por aqueles apresentados neste trabalho3?-%0,

Os método analiticos sio propostos geralmenie na forma de séries infi-
nitas que, embora tteis sob o ponto de vista da anslise fisica do fendmeno,
podem oferecer alguma dificuldade diante de problemas de aplicagéo pratica
uma vez que suas resolugbes matemdticas ocorrem normalmente através de
processos ndo trivials. Por outro lado, apesar da impertancia do assunto,
ainda néo foram obtidas solugfes analiticas exatas para os sistemas radiais
cilindrico e esférico j4 que os mesmos apresentam, em relagéo ao sistema
unidirecional, maiores dificuldades matematicas na anilise da transferéncia
de matéria decorrentes da complexidade das equacgoes diferenciais assim
como das condicbes de contorno assumidas. Assim, estes métodos limitam-
se em sua grande maloria a estudar a difusdo em sistemas bindrios com
fluxo atémico unidirecional. Uma das principais vantagens das solugbes
analiticas em relagio &s solugdes numéricas & que as mesmas proporcionam
uma analise mais facil da influéneia das varidveis envolvidas o que permile
que se exer¢a um controle imediato sobre o fenémeno. A Tabela 2.2 mos-
tra, de maneira resumida, algumas caracteristicas dos métodos analiticos
considerados neste capitulo.

2.4, METODOS NUMERICOS

Os métodos numéricos sdo baseados na divisio do sélido submetido ao
processe de difusdo atémica em pequenos intervalos de distancia, de modo
a se estabelecer um conjunto de malhas, assim como na substitui¢ho das
equagoes analfticas que representam o fenémeno por equagdes numéricas,
gerzlmente de diferencas finitas, que sio entdo aplicadas entre um ponto
de uma malha e os pontos de mathas adjacentes & mesma em pequenos in-
tervalos de tempo® %, Embora apresentem caréter especifico, pois exigem
um novo reprocessamento cada vez que um parimetro é introduzido ou
medificado, e necessitem da utilizacio de recursos computacionais com a
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programacao envolvida sendo tanto mais complexa quanto maior o grau de
preciséo desejado estes métodos conduzem, muitas vezes, a uma maior pro-
ximidade de casos observados na pratica permitindo que sejam admitidas,
por exemplo, condigbes de contorno mais reajs.

Em 1952 A. Guy desenvolveu uma das prirmeiras solugdes numeéricas
para a andlise da difusio atémica adotando, como principal simplificacao
de natureza fisica, que o gradiente para a ocorréncia do fendmeno é devido
a diferenqa de energia livre do sistema®. Para tanto, expressa a segunda
lei de Fick em termos de atividade termodinimica em fungio das varidvels
tempo e espessura da camada de difusio bem como substitui o coeficiente
de difusdo por um outro coeficiente que, segundo o autor, apresenta maior
importéncia tedrica para o processo,

O método numérico proposto por W, Kass e M. O'Keefle em 1966 para
sistemas bindrios com somente uma fase é haseado em uma mudanga de
varidveis, considera o coeficiente de difusio como fun¢do da concentracio
de soluto e pode ser aplicado a casos praticos de difusio atémica apenas
em meios semi-infinitos®?,

Posteriormente, em 1968, C. Atkinson apresentou uma solugio para
sistemas bindrios com duas fases®. O modelo fisico correspondente admite
um sistema de coordenadas méveis com origem localizada na interface entre
as fases o qual desloca-se, juntamente com a mesma, durante a realizacio
do processo. O autor, assumindo um eoeficiente de difusio dependente
da concentragéo do elemento que difunde, limita-se a estudar os efeitos do
fenbmeno em apenas uma ou duas fases presentes.

As condigbes de contorno estabelecidas, levando-se em conta o sistema
gds/sélido mostrado na Figura 2.4.(a), sio as seguintes:

t=10 , >0 s C=0Cp (2.43)

t>0 , T=2F =0, =04 (2.44)

No mesmo ano, R. Tanzilli e R. Heckel desenvolveram um métode para
a andlise de sistemas bindrios de duas fases com fluxos atémicos unidire-
cional, radial cilindrico e radial esférico adotando, como aproximagdes de
cardter fisico, coeficientes de difusio constantes, volumes molares iguais e
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independentes da concentracio de soluto para ambas as fases e que estas
820 inicialmente constituidas por elementos puros®. Os autores, utilizando
as equagOes obtidas, apresentam os resultados de um estudo sobre os efeitos
de alguns pardmetros importantes tais como concentragao inicial de soluto
em cada fase, coeficientes de difusdo, concentracio média de soluto no sis-
tema, tipo de geometria da interface de difusfo, etc na cinética do Processo,
A Figura 2.10 mostra os elementos de simetria geométrica empregados nas
equagoes correspondentes aos sistemas analisados.

A. Guy e H. Oikawa propuseram em 1969 uma solucio numérica que
considera as reagdes quimicas que ocorrem na interface entre duas fases pre-
sentes em sistemas bindrios com fluxo atémico unidirecional®®, Apesar de
normalmente admitir-se que estas reacdes acontencem tio rapidamente que
seus efeitos tornam-se insiginificantes, A. Guy e H, Oikawa afirmam que em
alguns casos as mesmas ndo devem ser desprezadas j4 que podem influen-
ciar tanto na cinética do fendmeno como na distribuigio de concentragdes
de soluto durante, por exemplo, a realizacio de tratamentos prolongados
em temperaturas elevadas em certos pares de difusio. De acordo com o
sistema sélido/sélido indicado na Figura 2.4.{b) sio assumidas as seguintes
condi¢oes de contorno:

t=0 |, z<«<0 |, C=Csp {2.45)
x>0 , C=0Cgu (2.46)
t>0 , z=-~00, C=Cop (2.47)
z=z5 , C=Cpa= flt) (2.48)
=400, O=0p,4 (2.49)
z=zf , C=Cup=flt) (2.50)

Mais tarde, em 1978, J. Goldstein e A. Moren apresentaram um método
numérico com o objetive de representar a difusio atémica durante a ce-
mentagao em agos de baixa liga considerando duas situacbes distintas®®,
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no método numérico de R. Tanzilli e R. Heckel.
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Iniclalmente estudam a influéncia da variacio da temperatura e da con-
centragao superficial de carbono durante a realizacio do tratamento ter-
mogquimico acima mencionado nestes materiais e, em seguida, estendem
a aplicagdo de seu método ao levarem em conta os efeitos da adicdo de

-elementos da liga, tais como Cr, Ni, Mn e 8i, nestes agos. Valores expe-

rimentais em ambos os casos sdo comparados com os resultados tedricos
obtidos verificando-se boa concordinciz entre os mesmos.

A solucdo desenvolvida por D. Tenney e J. Unnam em 1979 para sis-
ternas bindrios de duas fases com fuxos atdmicos unidirecional, radial
cilindrico e radial esférico® admite praticamente as mesmas hipéteses sim-
plificadoras adotadas no método numérico de R. Tanzilli e R. Heckel. Os
autores analisam os efeitos proporcionados pela variagio do coeficiente de
difusdo de uma das fases presentes e pelo tipo de geometria da interface de
difusao, cuja localizacio é determinada através de um método iterativo, na
cinética do processo.

No ano seguinte K. Bongartz, D. Lupton ¢ H. Schuster propuseram um
método para o estudo dos efeitos decorrentes da interacio entre a difusio
atdmica do carbono e a consequente precipitagio de carbonetos durante a
cementagao de agos austeniticos em sistemas com fluxos atdmicos unidire-
cional, radial cilindrico e radial esférico®, O método considera que uma
determinada quantidade do carbono que difunde reage com certos elemen-
tos de liga que participam da composicio quimica destes agos formando
carbonetos cuja precipitagio reduz a velocidade do fendmeno da difusio.
Os perfis de concentragdes de carbono obtidos sdo comparados com valores
experimentais observando-se boa concordancia de resultados.

Em 1982 J. Agren apresentou uma outra solugdo numérica para siste-
mas com fluxes atémicos unidirecional, radial eilindrico e radial esférico ao
admitir o coeficiente de difusdo de uma fase qualquer como sendo constante
ou fungao tanto da temperatura quanto da concentracio de soluto®®. Em-
bora demonstre certa vantagem quando comparada com aquelas abordadas
anteriormente devido nao restringir o néimero de componentes envolvidos
e de {ases presentes, a solu¢do possul como principals limitacdes o fato de
ser bastante complexa e, no caso da andlise da difusio atdmica em sistemas
com vérios componentes e fases, depender da capacidade de resolucio do
equiparnento a ser utilizado.

H. Christ e B. llschner desenvolveram em 1983 um método numérico
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que assume, como simplificagio de ordem fisica, um coeficiente de difusao
dependente somente da temperatura e, como aproximacao de natureza ma-
teméatica, que esta diminui linearmente a partir de um valor constante na
superficie do material até um valor que varia com a distincia considerada
no interior do mesmo™. As condigBes de contorne adotadas, supondo-se
Co = 0 no sistema gés/sdlido mostrade na Figura 2.3.{a) sio as seguintes:

t=0 , >0 , C=0 (2.51)

t>0 , z=0 , C=Cy (2.52)

A solugao proposta por L. Castleman e G. Wo em 1984 para sistemas
terndrios de duas fases admite, como hipétese de cardter matemédtico, uma
fungao linear para representar a variagiao dos coeficientes de difusio com
a concentragio de soluto durante a realizagio do processo™. Os autores
comparam os valores obtidos para a distribuicio de concentragdes de solnto
com resultados fornecidos por outras solugdes numeéricas gue descrevem a
difusao atdmica em sistemas ternérios bifésicos assumindo coeficientes de
difusdo constantes,

Finalmente, em 1989, K. Yang et al apresentaram um método para o
estudo da difusdo do hidrogénio nos metals considerando os efeitos de re-
tenicao provocados por imperfeigbes existentes na estrutura cristaling dos
mesmos’®. Assim o coeficiente de difusio, que também depende da con-
centragao de hidrogénio, leva em conta tanto o hidrogénio que difunde na
forma atdmica através dos intersticios da rede cristalina do material come
aquele retido na forma molecular por diversos tipos de defeitos que se encon-
tram presenies na mesma como por exemplo discordéncias, microtrincas,
contornos de griao, microporosidades, etc?4%5:3%,

Diversos oufros métodos numéricos, igualmente importantes, tém sido
desenvolvidos para a andlise da difusio atémica no estado sélido os quais
serao apenas mencionados uma vez gue se fundamentam nas mesmas apro-
ximagoes fisicas e matemadticas adotadas por aqueles anteriormente comen-
tados™ %,

A utilizacao de métodos numéricos na determinacio da cinética e da va-
riagao de concentragoes de soluto durante a difusdo atémica tem aumentado
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consideravelmente nos tiimos anos devido, principalmente, o intenso pro-
gresso observado na drea de computagdo. Assim, estes métodos sio os que
mais extensivamente tém side empregados para o estudo deste fendmeno em
sistemas com geometrias cilindrica e esférica conforme indica a Tabela 2.3.
Embora demonstrem, algumas vezes, uma certa complexidade as solugBes
numéricas apresentam como uma de suas vantagens fundamentals o fato
de representarem problemas de interesse prético para os quals em principio
nao seria possivel a obiengio de uma soluciio analitica.

2.5. METODOS EXPERIMENTAIS

O principal objetive dos métodos experimentais é a andlise do perfil
de concentragdes de soluto em espessuras muito préximas & superficie do
material e a estimativa do coeficiente de difusfio de alguns casos praticos
de difusao atdmica que inicialmente nio podem ser determinados analitica-
mente ou numericamente. Estes métodos se baselam em alguns principios
fisicos que tornaram possivel o desenvolvimento e aperfeicoamento, especi-
almente nos ditimos anos, de diversas técnicas experimentais que possibili-
taram o estudo de um maior ntmero de importantes problemas envolvendo
© processo em questao assim como a obtencdo de resultados cada vez mais
confidveis e precisos. Atualmente existem publicados indmeros trabalhos
sobre difusdo atbmica com base nestes métodos sende os principais aqueles
apresentados a partir de determinadas técnicas experimentais denominadas,
por exemplo, seccionamento com tragader radioative™ -7 espectrometria
por espalhamento Rutherford (RBS}***°, microanilise eletrénica® 2, es-
pectrometria de massa de fons secundérios (SIMS}®*, difragdo por raios X™,
espectrometria de elétrons Auger®, espectroscopia por raios X®, além de
outras também importantes® "™, A maior limitagio dos métodos experi-
mentais &, inegavelmente, a necessidade de instrumentos de andlise cujos
custos inicials sao geralmente bastante elevados.
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CAPITULO 3

APLICACAO DO METODO NUMERICO

3.1. CONSIDERACOES PRELIMINARES

Com o0 objetive de analisar as alteracdes decorrentes no fendémeno da
difusao atdmica no estado sélido em sistemas bindrios com fluxos atdmicos
radiais cilindrico e esférico, que apresentem somente uma fase, impostas
pelos efeitos da curvatura dos mesmos em relacio ao sistema com fluxo
atdémico unidirecional, suas respectivas equacdes diferenciais foram resolvi-
das numericamente através de um método de diferengas finitas explicito®,
As hipéteses simplificadoras assumidas pelo mesmo sio as seguinies:

(a) O fluxo atémico de soluto é unidirecional, radial cilindrico ou radial
esférico.

(b} A frente de difusdo é macroscopicamente plana, cilindrica ou eslérica.
(¢} O coeficiente de difusio independe da concentracdo de soluto.

{d} A concentragio de soluto permanece constante na superficie do ma-
terial.

{e} Os sistemas considerados sio isotrépicos.

(f) Despreza-se a resisténcia de contato na interface entre o fluxe de
dtomos de soluto e a superficie do material.

O método numérico adotado consiste em partir de valores conhecidos
de uma certa varidvel, por exemplo a concentragio de soluto, em funcio
de z no instante ¢ e determinar os valores da mesma no instante ? + At
conforme indica a Figura 3.1, cuja simbologia é mostrada no Apéndice 1.

3.2. BISTEMA COM FLUXO ATOMICO UNIDIRECIONAL

Em funcao das aproximacdes estabelecidas anteriormente o fenémeno
da difusao atdmica em sistemas com fluxo atdmico unidirecional pode ser
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representado através da equagiio (2.1) que descreve a segunda lei de Pick:

ac a*C
Wrrr—— T D rrrrrm——
ot gzt
As condigbes de contorno admitidas pelo método numeérico, considerando-
se 0s perfis de concentracdes de soluto apresentados na Figura 3.2, sdo as
seguintes:

emi=10;:
0<z<Lzy , C=Cp (3.1)
emi>0:
z=0 , C=0C; | (3.2)
zzzrs , C=Cp {3.3)

A divisdo em malhas indicada na Figura 3.3 permite que as seguintes
equagbes numéricas sejam obtidas:

~ matha 1:
Na primeira malha o valor da concentracio de soluto depende da condicio

de contorno imposta ao sistema. Logo, tem-se que:

¢ = Cg = gonstante (3.4)

— malhas internas (2 até n-1):
A derivada da concentragdo de soluto em fungio do tetnpo na malha ¢
em um instante 7 qualquer é dada por:

8C\  Ci;~Cij,y
( ot ),.J T At (8.5)
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A derivada segunda da concentracio de soluto em fungao de z nas ma-
thas intermedidrias, ou seja, para um ponto 1 qualquer tal que 1 < i < n
no instante § ¢ fornecida por:

(320) _ Civro1 = 20550+ Ciy iy (3.6)
if

9zt (Az)?

Substituindo-se as equagdes (3.5) ¢ {3.6) na equagio (2.1} determina-se
a equagao diferencial na forma de diferencas finitas:

Ciy—Cij Cigr-1~ 201+ Cioyym
. ) — D : 53 3 )
At (Az)? (3.7)
A fim de simplificar a notagio atribuida s concentracbes de soluto po-
demos dizer que:

Ci;=C, (3.8)
Cijot = G (3.9)
Cistyor = Cisn (3.10)
Cir15-1 = Cioy (3.11}

Por outro lado, denominando-se de K a relaciio entre o coeficiente de
difusdao atémica, intervalo de tempo admitido e ¢ comprimento de malha
adotado tem-se:

(3.12)
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Levando-se em conta a nomenclatura simplificada e introduzindo-se a
equagdo (3.12) na equagdo (3.7) resulta:

Ci = K(Cini + Ciy) + (1 - 2K)C, (3.13)

Sob o ponto de vista matematico podemos afirmar que 0 método numérico
converge se o erro tende a zero & medida que os valores de Az e At tambem
tendem a zero. A equagdo acima demonstra, no entanto, que se K > 1 ;O
termo {1 ~ 2K ) torna-se negativo o que significa que quanto maior for a
concentragdo de soluto na malha ¢ no instante 7 — 1 menor serd a mesma
nesta malha no instante seguinte 5, o que é fisicamente impossivel, Assim,
para haver convergéncia a seguinte condicho limitante deve ser estabelecida:

K< (3.14)

(o= R ]

- matha n:

A equagio numérica eorrespondente 3 wHima malha considerando-se
a simetria geométrica do sistema, isto &, de acordo com a Figura 3.3
Ca-1 = Cpyy, € deduzida de maneira andloga ao caso anterior e dada por:

an - Cn j-1 Cﬂ——}. o T Cﬁ i1
2 [l — D [l ) . -
At 2 { (Az)? (3.13)

Com o objetivo de simplificar novamente a terminologia adotada para
as concentragoes do elemento que difunde podemos dizer que:

C.;=C, (3.16)
Crjor = Cp (3.17)
Cn-»l,j«—l = Cpoy (3-18)
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Levando-se em conta a notagao simplificada e substituindo-se a equacao
(3.12) na equagio {3.15) encontra-se finalmente:

Co=2KC,.y + (1 - 2K)C, (3.19)

3.3. SISTEMA COM FLUXO ATOMICO RADIAL CILINDRICG

O processo de difusio em sisternas com fluxo atdémico radial cilindrico,
segundo as hipéteses simplificadoras admitid as, pode ser representado pela
equagdo {2.9):

E R

aCc (320 1 ac)

Os perfis de concentragbes de soluto mostrados na Figura 3.4 possibili-
tam que as seguintes condicbes de contorno sejam assumidas pelo método
RUMErico:

emi=0:
O0<r<ry , C=0, {3.20)
emt>0:
r =7 , C=Cg {3.21)
r<rs y U=0Cp : (3.22)

Conforme a divisio em malhas apresentada na Figura 3.5 as seguintes
equacdes numéricas podem ser delerminadas:

~ malha 1:
Em fun¢do das condicdes de contorno estabelecidas, na malha inicial

tem-se:
) = Cs = constante {3.23)
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— malhas internas (2 até n-1):
No desenvolvimento da equacio e

quivalente 4s malhas intermedidrias,
a0 obtidas as derivadas a seguir:

0CY G- Cijy
( ot )s,; T At (5.24)
9CY Cirgor = Ciogjoy
(Br )‘.‘j - ~2Ar (3.25)
o Civ1jo1 = 2Ci ;4 + Ciny )
("5"‘?);.:' - S (3.26)

Combinando-se as equagdes (3.24), (3.25) e {3.26)

com 2 equagio (2.9)
resulta: '

Cij ~ Ci -1 =D Civ1 -1~ 205 joy + Cf*ld‘*l
At {—Ar)?

1 /Ci1je1 ~ Cisy 59
* Ty ( —2Ar )} (827)

Neste caso, o valor da constante K é fornecido pela seguinte expressao:

At

K=D o (3.28)

Considerando-se a nomenclatura simplificada e substituindo-se a equagdo
{3.28) na equacdo (3.27) encontramos:

K

- K- 2) o e 2)aa (3] om

Consequentemente, para o método numérico convergir deveriamos ter:
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L o430 (3.30)

isto €,

K< (3.31)

[ -

Contudo, quando r; assume o valor zero na malha central n, passa a
existir uma indeterminagio na equagio {3.20). Assim, deve haver uma
equagdo diferente para esta malha.

- malha n:
De acordo com o teorema de L’Hospital, se temos duas fungdes tais que:

flr)=g{r) =0 s¢ r-—90 (3.32)
entio,
) 1)
o) T (8:59)
ou
OB G,
o) ~ 710 (630
Logo, da equacgio {2.9) podemos afirmar que:
1) _1(3c
o (F) (6:39)
portanto,
- (%) o
g(r}=r {3.37)
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Em r = 0 temos:

Jr) = (m;:) =0 (3.38)
glry=r=0 (3.39)

Segundo o teorema de L'Hospital:

1. . 5

¢fr) 1

{3.40)

Assim, concluimos que:

- e

Introduzindo-se a equagdo (3.41) na equagdo (2.9) determinamos a equacio
diferencial correspondente 2 malbha n no centro do cilindro:

ac aCc B C
=P (5‘“ “5“) (3.42)
ou entao,
ocC gC
“*ét— = 2D_(-9_r_2— (3.43)

Combinando-se as equagdes (3.24) e (3.26) com a equagdo (3.43) e
levando-se em conta que, devido a condigio de simetria do sistema, C,_; =
Cr41 obtemos a seguinte equagio na forma de diferencas finitae:

Cni=Cnir _4py [C"‘“l"' - C"‘"“} (3.44)

At (-Ar)
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Adotando-se a terminologia simplificada e substituindo-se a equagao
{8.28) na equagio (3.44) resulta finalmente:

C, = 4KCpq + (1 - 4K)C, (3.45)

Com base na equagdo acima tem-se entdo 2 seguinte condicio limitante
para haver convergéncia:

K< (3.46)

]t

8.4. SISTEMA COM FLUXO ATOMICO RADIAL ESFERICO

As aproximagses assumidas anteriormente permitem que o fendmeno da
difusdo em sistemas com fluxo atdmico radial esférico seja descrito através
da equagio (2.16):

oc _ _(#C 280
w0515

= _5?? ;Br

Em fungio novamente das condigdes de contorno (3,20), {3.21) e (3.22)
assim como da divisio em malhas indicada na Figura 3.5, as seguintes
equages numéricas podem ser encontradas:

~ malha 1:
Na primeira malha, conforme as condigdes de contorne admitidas, tem-
s€:

Cy = Cg = constante (3.47)

— malhas internas {2 até n-1):

A determinacdo da equagio que representa as malhas intermedidrias é
andloga a aquela realizada para o sistema com fuxo atdmico radial cilfndrico.
Logo, combinando-se as equagbes {3.24), (3.25) e (3.26) com a equagio
(2.16) obtemos a equacio diferencial na forma de diferencas finitas:
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Ciy~ Cija =D [C£+1,§—1 ~ 20551+ Cicr -1

At (—Ar)?
2 (Ciry-1— C;'-1,5~1)]
+2 ( A (3.48)

Considerando-se & notagdo simplificada e introduzindo-se a equagio
{3.28) na equagiio {3.48) resulta:

Ci=K [cm (1 - 9—1) +Ciy (1 + -?—5) + G («%,- - 2)} (3.49)

) 3
Para o método numérico convergir, portanto, deveriamos ter:

1
—— .
=220 (3.50)

ou entio,

K< (3.51)

B |

Entretanto, da mesma forma que no caso anterior, existe uma indeter-
minagio na equagdo (3.49) para ry igual a zero na malha n. Uma outra
equagao deve, por conseguinte, ser desenvolvida para a malha central.

- malha n:

Aplicando-se novamente o teorema de L'Hospital para a malha central,
da equagdo {2.16) podemos dizer que:

) _ % (?ﬁ) (3.52)

logo,

flr) =2 (-gr-) {3.53)



glr)=r (3.54)

Para r = 0 temos:

0 =2(52) = (3.55)
o) =7 =0 (3.56)
assim,
i
g9 e
oY seja,
@) e

Substituindo-se a equagao {3.58) na equagdo {2.16) a equacio diferen-
cial na malha n se redusz a:

aC 3*C FC
a P (5‘" * 5“) (3.59)
isto &,
aC o'C
Elber™l (360)

Combinando-se as equagbes {3.24) e {3.26) com a equagio (3.60) e
levando-se em conta que, de acordo com a simetria geométrica do sistema,
Cp-1 = Cpyy determinamos a seguinte equagio na forma de diferengas fini-
tas:



Cn‘j - Cn,j-l = 6D {Cnu;‘jml e anml}

At (—Ar) (3.61)

Admitindo-se 2 nomenclatura simplificada e substituindo-se a equacio
{3.28) na equagio (3.61) obtém-se finalmente:

C, = 6KCpoy + {1 — 6K)C, (3.62)

Para haver convergéncia a seguinte condicdo limitante deve entio ser
satisfeita:

K< {3.63)

Oy § bt

3.5. RESULTADOS NUMERICOS

A fim de demonstrar que o método numérico descreve corretamente o
fendmeno da difusao atdmica, os seus valores foram comparados com re-
sultados obtidos por meio de uma solugio analitica exata conhecida para o
sistema unidirecional a qual é apresentada, em sua forma geral, na equacio
{2.22). Considerando-se as seguintes condicdes de contorno:

t=0 , z>0 , C=0C (3.64)

t>0 , =z=0 |, C=Cs {3.65}
esta equacio assume a seguinte forma:

Cpy = Cs — (Cs — Co) erf (Ejﬁ) (3.66)

A Figura 3.6 compara os valores numéricos e analiticos, conseguidos
através da equagdo (3.66), da distribuicdo final de concentragbes de soluto
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em fungdo da posigio podendo-se observar uma perfeita concordancia entre
08 Mesmos,

A seguir serdo apresentados os resultados numéricos obtidos para os
tempos de difusio atdmica assim como para os perfis de concentracies de
soluto determinados sob diversas condicdes.

3.5.1. TEMPOS DE DIFUSAO ATOMICA

A variagdo da posigdo da frente de difusio com o tempo fol inicialmente
levantada em fungdo de uma relagio unidimensional, que serd abordada
no proximo capitule, representada pelo quociente entre ¢ volume de mate-
rial submetido & difusio de soluto e a 4rea correspondente % sua superficie
exposta ao fluxo atdmico de soluto {Vs/Ap) uma ver que a mesma leva
em conta os efeitos impostos pela curvatura dos sistemas radiais. Os tem-
pos necessdrios para que a interface de difusio atingisse o final da placa
e o centro do cilindro e da esfera foram obtidos, para cada uma das geo-
metrias estudadas, considerando-se respectivamente 11, 26, 51, 101, 201,
401 e 501 malhas. A analise dos valores finais indicou uma estabilizagio
dos mesmos em torno de 101 malhas o que permitiu concluir que este era
um nimero adequado de malhas sendo, portanto, adotado na aplicacio do
método numérico.

A Figura 3.7 mostra a posigdo da frente de difusio, representada pela
relagio (Vs/Ap), em fungdio do tempo nos sistemas unidirecional, radial
cilindrico e radial esférico para diferentes valores da concentracio inicial
do elemento gue difunde. Observa-se que em ambos os casos os tempos
sao mais elevados no sistema radial esférico e menos elevados no sistema
unidirecional.

A Figura 3.8 apresenta a posigdo da interface de difusio, medida a partir
da superficie, em funcéo do tempo em sistemas com dimensdes equivalentes,
ou segja, unidirecional com comprimento igual a 1 cm no qual o fluxo atémico
penetra através de somente uma das faces e radiais cilindrico e esférico com
raios igoais a 1 cm para diferentes valores da concentragio inicial de soluto,
Pode-se notar neste caso nm comportamento inverso daquele verificado
quando estes ternpos sao conseguidos em fungio da relacio {V5/Ap), isto
é, a geometria esférica apresenta menores tempos que a cilindrica e esta
menores tempos que a unidirecional,
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Na Figura 3.9 ¢ mostrada, igualmente, a variacio da posigio da frente
de difusfo em fun¢io do tempo em sistemas com dimensées equivalentes
admitindo-se, pela ordem, um coeficiente de difusio atémica cem vezes in-
ferior ac inicial e uma placa, um cilindro e uma esfera com comprimento
€ raios iguais a 10 cm. Nestas condigdes pode-se ohservar que os tempos
encontrados sdo exatamente cem vezes mals elevados que os anteriores.

3.5.2. DISTRIBUICAO DE CONCENTRACOES DE SOLUTO

Nas Figuras 3.10 e 8.11 sio apresentados os perfis intermedidrios e finais
de concentragbes de soluto em funcio da posicio nos sistemas unidirecional,
radial cilindrico e radial esférico levando-se em conta diferentes valores para
2 concentragao inicial de soluto. Os mesmos foram determinados para
espessuras respectivamente iguais 20,25 em, 0,50 cm, 0,75 ¢cm e 1 em. Nota-
se que em ambos 0s casos para se obter wma certa variagao de concentragoes
de solute correspondente a uma mesma espessura em cada geometria os
tempos de difusdo atémica sio malores na placa e menores na esfera.

As Figuras 3.12 e 3.13 mostram a distribui¢io de concentracdes do ele-
mento que difunde em fungio da posicio nos sistemas analisados consi-
derando-se, pela ordem, um coeficiente de difusio cem vezes menor que o
inicial e uma placa, um ¢ilindro e uma esfera com comprimento e raios iguais
a 10 cm. Na Figura 3.12 as espessuras equivalem a 0,5 cme 1 cm enquanto
que na Figura 3.13 as mesrmas correspondem a 5 cm e 10 cm. Pode-se
verificar que, em relagao aos anteriores, os tempos de difusio atdémica ne-
cessarios para se conseguir uma mesma variagio de concentracdes de soluto
§a0 precisamente cem vezes mais elevados.

A Figura 3.14 apresenta os perfis de concentragdes de solute em fungio
da posi¢ao nas geometrias estudadas admitindo-se uma concentragio de
soluto igual a 1% no final de uma placa e no centro de um cilindro e de uma
esfera com dimensoes equivalentes. A comparacio dos resultados permite
concluir que para se obter um mesmo valor para a concentragao de soluto em
uma mmesma espessura medida a partir da superficie, os tempos de difusio
atdmica sao maiores no sistema unidirecional e menores no sistema radial
esférico.

Na Figura 3.15 s@o mostrados os resultados da distribuicio de con-
centragoes de soluto igualmente em fun¢do da posigio em uma placa, um
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cilindro e uma esfera com dimensdes equivalentes apés um tempo de di-
fusdo correspondente a cinco horas. Nestas condices observa-se que a
variagho de concentragdes de soluto obtida para uma mesma espessura é
malis significativa no sistema radial esférico e menos significativa no sistema
unidirecional.
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CAPITULO 4

DESENVOLVIMENTO DE UM METODO ANALITICO
PARA A ANALISE DA DIFUSAO ATOMICA NO ESTADO
SOLIDO EM SISTEMAS UNIDIRECIONAIS E RADIAIS

4.1. CONSIDERACOES PRELIMINARES

Conforme demonstrade no segundo capitulo, através das Tabelas 2.2
e 2.3 que sintetizam os principais métodos anzliticos e métodos nuiméricos
apresentados para ¢ estudo da difusio atémica no estado solido, as solucdes
analiticas 1€m sido propostas quase gue somente para sistemas unidireci-
onais. As poucas solugles existentes para sistemas radiais sfo geralmente
em forma de séries infinitas, portanto complexas, e limitadas quanio & sua
aplicagdo prética. Por outro lado, observa-se que nos tltimos anos tem
havido vina freqiiéncia bem mais elevada de trabalhos publicados que con-
sideram métodos numéricos, inclusive para sistemas radiais, fato que pode
ser jusiificado através do aperfeicoamento dos mesmos bem como pela cres-
cente evolucao das técnicas e equipamentos computacionais. Para a andlise
tedrica da difusao atbémica, no entanto, é interessante o desenvolvimento de
soluges analiticas paralelamente as solucBes nurméricas wma vez que estas
conduzem a equagdes relativamente simples e de boa precisdo que, proporci-
onando uma visualizagdo mais direta da influéncia dos diversos pardmetros
envolvidos no processo, permite que se exerca um controle imediato sobre
o mesmo.

O objetive mais importante deste trabatho é determinar fatores geomé-
tricos € promover mudangas de varidveis, que levem em conta a curvatura
dos sistemnas radiais cilindrico e esférico, que introduzidos na equagio di-
ferencial que representa a difusio atdmica unidirecional possibilitem o seu
emprego no estudo da difusao atdmica radial. A aplicacio nesta equagio
modificada de uma solugao exata conhecida, baseada na fungio erro, per~
mitird a obten¢ao de equagoes que descreverio o deslocamento da interface
de difusdo e a evolugdo dos perfis de concentracdes de soluto em sistemas
bindrios com fluxos atdmicos unidirecional, radial cilindrido e radial esférico
que apresentem somente uma fase. O sistema de referéncia adotado estd
indicado na Figura 4.1 e a simbologia utilizada € mostrada no Apéndice 1.
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4.2, FATORES GEOMETRICOS E MUDANGAS DE VARIA-
VEIS

Durante a ocorréncia do fenbmeno da difusio atémica podemos admi-
tir que no sistema unidirecional a 4rea correspondente 4 frente de difusio
permanece constante. Nos sistemnas radiais cilindrico ¢ esférico no entanto,
devido aos efeitos proporcionados pela curvatura, esta drea varia & medida
gue o processo evolui e tal caracteristica geométrica influi diretamente no
fluxo atbémico de soluto. Assim, o desenvolvimento de fatores geométricos ¢
as mudancas de varidvels que possibilitem a utilizacio da equacdo diferen-
cial do fluxo atémico unidirecional para representar o fluxo atdmico radial
devem considerar esta caracteristica.

4.2.1. RELACAO UNIDIMENSIONAL (Vs/A4o)

Em trabalhos apresentados anteriormente por R.G. Santos!® ' para a
andlise da solidificagdo de metals sob condicdes de fluxo de calor radial o
autor, com a finalidade de atender os efeitos imposios pela curvatura de
moldes com geometrias cilindrica e esférica, demonstra que os tempos de
solidificacao nos mwesmos devem ser plotados em fungdo de uma relagio uni-
dimensional que leve em conta, em cada posigio, a redugdo da drea de troca
de calor na interface sélido/liquido quando comparada 3 drea de troca de
calor na interface metal/molde que permanece constante. A relagdo que se
mostrou malis adequada foi aquela fornecida pelo quociente entre o volume
“V” de metal em cada posicdo e a drea “Ap” da interface metal/molde.
Denominando-se esta relagao de R, podemos escrever:

R=— (4.1)

De acordo com o sistema de referéncia adotado por R.G. Santos, indi-
cado na Figura 4.2, para o sistema radial cilindrico tem-se:

V=wnrll~ 'L {4.2)
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Ao = ?.-ﬂ'foL (43)

logo,

Rg = (i)c i (4.4)

e para o sisterna radial esférico:

4 4
V= *3*?1‘?3 — ‘g?ﬂ'a (45)
Ap = 411‘1'5 {4.8)
assim,
14 37
Rp = (___) = _
E A{) E 31’% (4 7)

No sistema unidirecional esta relagio ¢ igual & posigdo “z7, ou seja:

V ) Ap.x
s § R e 22 4.8
s (4.8)

Ry = ( 4o

Se considerarmos que o volume de metal em cada posicdo equivale ao
volume de metal solidificado entao:

Rg = — (4.9)
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Substituindo-se portanto “r” por “rg” nas equagdes (4.2} e {4.5) obtém-
se respectivamente para os casos de cilindro e da esfera:

Vs = nrgLl — mri L (4.10)
4 4
Vg = gmg - gmg {4.11)

Para o sistema radial cilindrico combinando-se as equagdes (4.3}, (4.9)
e (4.10} resulta:

VS 3"2 - 1‘2
Rse = (w) =88 4.12
50 A{} o 27’{} ( )

A relago correspondente ao sisterna radial esférico é determinada através
das equagdes (4.6), (4.9) e (4.11}, isto &

v 3 _ 8
Rsg = (*‘i) =5 {4.13)
E

Para o sistema unidirecional a relagio “Rs” representa a propria espes-
sura solidificada uma vez que:

_ Fi _ A(}..’Jis _
Rsy = (Aa)u =g T (4.14)

Devido a semelhanca fisica entre os fendmenos da transferéncia de ca-
lor por condugdo, no qual se baseia a solidificacdo de metals, e da difusao
atdmica no estado sélido e a conseqiiente analogia matemdtica entre as
equagbes diferenciais que descrevem ambos 0s processos em sistemas uni-
direcionais, radiais cilindricos e radiais esiéricos os resultados numéricos
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da variagio da posicio da frente de difusio em relag2o ao tempo nestes
sistemas foram também obtidos em fungio da relagdo (Vs/Ao), definida
pela equacio {4.9), sendo que neste caso os pardmetros “V7, “Vs" e “Ap”
passam a representar, pela ordem, o volume de material em cada posigao, o
volume de material j4 sob o efeito da difusdo de soluto e a drea da superficie
do material submetida & difusdo atdmica.

4.2.9. FATORES GEOMETRICOS

Os fatores geométricos a serem determinados e introduzidos na equagao
diferencial que descreve a difusdo com fluxo atdmico unidirecional a fim de
representar este fendmeno nos sistemas radiais cilindrico e esférico devem
basicamente levar em conta a curvatura destas geometrias a qual propor-
ciona caracteristicas diferentes dagquelas encontradas na geometria unidire-
cional. A principal caracteristica que necessita ser considerada € o fluxo
atémico radial convergente observado em ambos os sistemas o que faz com
que a velocidade da interface de difusae nos mesmos aumente mais rapida~
mente do que no sistema unidirecional nos instantes finais do processo.

Tendo por objetivo a andlise das alteragbes ocorridas no fendmeno da
difusdo atdmica, provocadas pelos efeitos impostos pela curvatura dos siste-
mas radiais, e o posterior desenvolvimento dos respectivos fatores geométri-
cos fot realizado um estudo comparativo entre os resuliados nméricos en-
contrados para as trés geometrias consideradas. ApGs a andalise destes resul-
tados assim como das caracteristicas geométricas de cada sistema verificon-
se que os fatores geométricos propostos anteriormente por R.G. Santos?® 12
para o estudo da solidificagdo de metais nos sitemas radiais cilindrico e
esférico nio descreviam corretamente as mudangas observadas nos mesmos
quando sujeitos & difuséio atdmica. Assim, foi necessario o desenvolvimento
de miovos fatores geométricos para representar este fendmeno nos sistemas
radiais. Ap6s uma série de comparagdes dos resultados numéricos obtidos
foi determinado o seguinte fator geométrico para o sistema radial cilindrico:
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Ao As
(&), (2 2
_\p A Ao /.
8(3' = (&)U - _“E::v 0 e (4,15)
Ao/c Ao /¢

onde *Vy” ¢ o volume total de material, “Vg” é o volume de material nao
afetado pela difusio de soluto em cada instante do processo ¢ “A3" é a drea
correspondente & frente de difusdo. Os sub-indices “U” e “C7 referem-se
respectivamente aos sistemas unidirecional e radial cilindrico. No desen-
volvimento deste fator, para se ter os dois sistemas com dimensoes equi-
valentes, sio considerados uma placa de comprimento “ro” na qual o fluxo
atbmico de soluio penetra através de somente uma das faces e um cilindro
de raio também igual a “ry”. Assim, conforme o sistema de referéncia indi-
cado na Figura 4.1, tem-se que 0 termo do lade esquerdo da equagio {4.15)
pode ser colocada na seguinte forma:

(e), %
Ag/y _ Ao

(}fg’») nril

Ao/e 21k

Este termo leva em conta a diferenga da relagho entre o volume total

do sdlido e a 4rea de sua superficie submetida & difusdo atdmica para os

dois sistemas. Os resultados numéricos apresentados na Figura 3.7, analisa-

dos no capitulo anterior, mosiram que as diferencas dos tempos necessirios

para que a interface de difusdo atinja um mesmo valor de {Vs/Ao) nos sis-

temas unidirecional e radial cilindrico s&o pequenas no infcio do processe e

tendem a aumentar durante o mesmo. Exisie, portanto, a necessidade da

introdugio no fator de um outro termo capaz de atenuar a parcela devido

a diferenca de geometria no inicio do fenomeno e que tenda a zero no final

do mesmo. Este termo deve considerar, basicamente, a variagdo do volume
de material nio afetado pela difusdo de soluto em relagdo & drea da frente

=2 (4.16)
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de difusio e o volume total de material em relagdo 2 drea de sua superficie
sujeita & difusio atémica sendo dado pelo segundo termo da equagdo (4.15},
ou seja:

Ve arilL
As | _ 2mrsl 75
Vr aril 1 (4.17)
Ao/l¢ 2arL
e
Vo Vg nril  wril
Ao Ag __ 2mroL - 2xrgh Yo Ts
AO [y 2?(?’011
logo,
Vo V&
Ap  Ag
Zﬁ KE_ (?”0 - fs)
A . Ts
22 4o Jeo= (.;;) o (4.19)
Ao/ ¢

Substituindo-se as equagdes {4.16) e (4.19) na equagdo (4.15) obtém-se
a seguinte equacdo para o fator geométrico a ser aplicado no estudo do
sisterna radial cilindrico:

fo =2 — (ff) (fo;fs) (4.20)

To

O primeiro termo leva em conta os efeitos proporcionados pela diferenga
de geometria entre os sistemas unidirecional e radial cilindrico no final da
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difusdo atdémica enguanto o segundo termo esta relacionado com a dimi-
nuicio destes efeitos nos instantes iniciais do processo. Assim, este fator
admite um valor igual & unidade no inicio da difusdo atdémica {rg = ro) ¢
tende a um valor igual a dois no final da mesma {rg = 0).

O desenvolvimento do fator geométrico para o sistema radial cilindrico
sugeriu que adotando-se um procedimento andlogo poder-se-ia determinar
um equivalente para o sistema radial esférico. Este fator deve conter, como
o anterior, um termo que considere a diferenca da relagio entre o volume
total de material e a Area de sua superficie submetida & difuséo atdmica
nos sistemas unidirecional e radial esférico bem como um outro termo que
atenue os efeifos impostos pela diferenca de geometria no inicio do fenémeno
e gue tenda a zero no final do mesmo.

0 sistema radial esférico, no entanto, possul em relagao aos sistemas
unidirecional e radial cilindrico uma caracteristica que deve ser levada em
conta. Quando comparamos o sistema unidirecional e o sistema radial
cilindrico podemos admitir que dois sistemnas correspondentes apresentemn
uma mesma altura e, portanto, o fluxo de dtomos de soluto em ambos os
casos pode ser analisado em planos equivalentes conforme mostra a Figura
4.3. No sistema radial esférico, contudo, deixa de haver uma altura corres-
pondente 3s alturas nos sistemas unidirecional e radial cilindrico bem como
o Auxo de dtomos de soluto necessita ser estudado em todo o volume. As-
sirn, um termo adicional deve ser introduzido neste fator a fim de que esta
caracteristica particular seja considerada. Apds a andlise das caracteristicas
geométricas dos sistemas radiais envolvidos e dos resultados numéricos ob-
tidos foi determinado que o mesmo poderia ser representado pela relagio
entre as 4reas das respectivas superficies sujeitas & difusao atémica de uma
esfera de raio “ry” e de um cilindro regular de raio também igual a “rp”,
apresentados na Figura 4.4, isto & '

(Ao)e  4wr}
(Ao)c - 2rrls

(4.21)

Como o cilindro é regular entdo a altura “L” do mesmo ¢ igual ao raio
“ro” © que permite concluir que:
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Figura 4.4 — Esfera de raio “rp” e cilindr
utilizados na determinacdo d
geoméirico do sistema radial

» regular de raio também igual a “ry”
o termo adicional introduzido no fator
psférico.
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(ﬁo)g . 49‘i’r§ _
(Ao)e  2mr 2 (+22)

A equagio {4.22) demonstra que, nestas condi¢bes, a 4rea da superficie
afetada pelo fluxo de dtomos de soluto na esfera é duas vezes maior que a do
cilindro. Logo, o fator geométrico para o sistema radial esférico levando-se
ermn conta uma placa de comprimento “ry” e uma esfera de raio também
igual a “ry” pode ser representado da seguinte maneira:

Yr V»

Ao As

() ()| TE
v _

A A
agzw(ﬁ»)-— 2 ?}_5«« Ao /g (4.23)
Ao/ g Ao/ E

De acordo com o sistema de referéncia indicado na Figura 4.1, podemos
colocar o termo do lado esquerdo da equagio {4.23) na seguinte forma:

Ge), %
Aolp - Ao _3 (4.24)

Go)e &
e =Arg
Ag/g 3

2
drrg

O termo relacionado com a diminuigio dos efeitos proporcionados pela
diferenca de geometria entre os sistemas unidirecional e radial esférico nos
instantes iniciais do processo, neste caso, é fornecido pelo segundo termo
da equagao {4.23), ou seja:
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Vey 37s
Ag | 4wl g
Vel ST (4.25)
*E‘g R
y 41}
e
4 3 4 4
Ve Vi 3770 B 3775
Ao A _4wr}l dmr: ra-Ts
Sy i - £ = - (4.26)
LN —rrd o
Ao E 3
dnrf
portanto,
Ve Vg
An Ag
ﬁ E?_‘_ g —fg
G )50
25 I 27
Vr ” (4.27)
Ao/ E

Finalmente, substituindo-se as equagdes {4.24) e {4.27) na equacdo {4.23)
enconira-se a seguinte equagio para o fator geométrico a ser utilizado na

anélise do sistema radial esférico:

fp =32 (Ti) (?) (4.28)

o

De maneira andloga, este fator assume um valor igual & unidade no
inicio do processo (rg = r5) e tende a um valor igual a trés no final do

mesmo (rg = 0}.
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Como o sistema unidirecional £ adotado como referéncia pode-se con-
siderar gue para o mesmo o fator geométrico “fp” & constante e igual &
unidade.

by =1 (4.29)

A Figura 4.5 mostra a variagdo dos fatores geométricos determinados
para os sistemnas radiais cilindrico e esférico, em relagio ao do sistema uni-
direcional, em fungdo da espessura de material sujeita a difusao atémica
na forma adimensional. Observar-se que os mesmos sio iguais no inicio da
difusio atdmica porém os falores dos sistemas radiais cilindrico e esférico
aumentam continuamente até valores respectivamente iguais a duas vezes e
trés vezes mais elevados que o do sistema unidirecional no final do processo.

£ importante notar que nos fatores de correqio desenvolvidos todos
os termos sio relativos 3s caracteristicas geométricas dos sistemas radiais
em relacio ao sistema unidirecional nao havendo a introdugao de qualquer
termo cujo valor tenha sido determinado empiricamente. Isto diferencia e
generaliza o método analitico apresentado neste trabalho em relagao a uma
série de outros anteriormente publicados na literatura.

4.2.3. MUDANCAS DE VARIAVEIS

No sistema unidirecional a varidvel “z” € utilizada para caracterizar 2
posicio no interior do s6lido uma vez que as &reas correspondentes a su-
perficie submetida 2 difusio atomica bem como & interface de difusao sao
iguais. Nos sistemas radials cilindrico e esférico a grandeza equivalente ao
“r* do sistema unidirecional ¢ dada pelo raio contudo, devido a curvatura
destes sistemas, as dreas das respectivas frentes de difusdo variam durante
o fendmeno € a0 se empregar apenas o raio como varidvel tal fato nao é
considerado. Assim, a varidvel “z” na equagic diferencial que representa
a difusio atémica unidirecional serd substituida pela relagdo “R”, forne-
cida pela equagio (4.1), para que a mesma possa ser aplicada aos sistemas
radiais. Por outro lado, existe ainda a necessidade de se introduzir nesta
equacao diferencial o fator geométrico *¢” o que sera realizado através da
substituicio da varidvel “t” por uma varidvel modificada “r” dada por:
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0,0 0,2 G4 08 0,8 1,0

Figura 4.5 - Variacio do fator geométrico # em funcio da espessura de material
submetida & difusdo atémica na forma adimensional.
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r=1t. 6% {4.30}

4.3. DESENVOLVIMENTO DO METODO ANALITICO

No desenvolvimento do método analitico para a analise da difusio ato-
mica no estado sélide em sistemas bindrios com fluxos atdmicos unidireci-
onal, radial cilindrico e radial esférico que apresentem somente uma fase
serdo admitidas as seguintes hipéteses simplificadoras:

(a} O fluxe atémico de soluto & unidirecional, radial cilindrico ou radial
esférico.

(b} A frente de difusdo é macroscopicamente plana, cilindrica ou esférica.
{c} O coeficiente de difusio independe da concentragio de soluto.

{d) A concentragao de soluto permanece constante na superficie do ma-
terial.

{e) Os sistemas considerados sio isotrépicos.

(f} Despreza-se a resisténcia de contato na interface entre o fluxo de
&tomos de soluto e 2 superficie do material.

O fenémeno da difusio atémica no estado s6lido em sistemas com fluxo
atémico unidirecional, em funcio das aproximacoes estabelecidas, pode ser
descrito através da equacio (2.1) que representa a segunda lei de Fick:

aC §*C

ot dz?

Substituindo-se as varidveis “z” e “4” pelas varidveis “B” e “r*, defini-
das respectivamente pelas equagdes (4.1) e {4.30), obtém-se uma equagio
genérica para descrever o processo de difusio atomica nos sistermas unidi-
recional, radial cilindrico e radial esférico:
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ac ¢ (4.31
9r T aR? 31)

A solugio geral, baseada na funcao erro, levando-se em conta as mu-
dancas de varidveis pode ser escrita da seguinte forma:

R
G(R,r) = Bl oy Bg Cff (W) (432)

As condigdes de contorno assumidas pelo método analitico, de acorde
com a distribuiglo de concentragdes de soluto apresentada na Figura 4.6,
s&0 as seguintes:

em r=290:
R>0, C=0Cp {4.33)
em T>D:
BE=0, C=0Cs (4«34)
R=Rs , C=0p {4.35)

Considerando-se a equagio (4.32) e a condigdo de contorno (4.34) tem-
se que:

.81 = Cs (4.36}
Substituindo-se a condicio de contorno {4.35) na equagao {4.32) resulta:
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Figura 4.6 - Distribuicdo de concentragdes de soluto nos sisternas unidirecional,
radial cilindrico e radial esférico.

(a) r=0 (b}jr>0
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R
Co=B,+B 4.
0 =B+ By er!(zm) (4.37)

sendo que,
Byerf ( Bs ) = constanie {4.38)
! 2Dr] )
e
Es Y
= — 4.39
2Dy 8 ( )

onde ¢ € uma constante do processo de difusio atémica. O tempo de
difusdo atémica em funcio da posigao da interface de difusio é fornecido
pela equagao (4.39), isto &

R?
=gt Hs_
7 = § (41}‘!)2) {4.40)
Introduzindo-se as equagdes (4.36) e (4.39) na equagio (4.37) encontra-
se:
¥
Co=Cs+ By erf ri {441}
loge,
Co—-C
By =222 (4.42)
(%)
erf 7



Finalmente, combinando-se as equacées (4.32), (4.36) e (4.42) determina-
8€ & eqUacao que representa a variacio de concentragoes de soluto no sélido:

Co ~ C, R
C{R;ﬂ z Og + —gw(-‘-;b—)é erf (W) {4.43)
€ff "é'

A equagio (4.43) é vélida somente para 7 > 0 e no intervalo entre R = 0
e R = Rg nio havendo necessidade, contudo, de se obter uma outra equagio
para valores de B > Rg uma vez que, a partir de Rg, a concentragio de
soluto no material se mantém constante e igual a Co.

A seguir, com base no desenvolvimento matemditico realizado, serao
apresentadas as equagbes do método analftico proposto para a analise do
fendémeno da difusio atémica no estado sélido nas formas dimensional e
adimensional.

4.3.1. FORMA DIMENSIONAL
(a} Tempos de DifusGe Atémica
A equagao geral que descreve os tempos de difusio atémica em funcao

da posicao da frente de difusio, representada pela relagio (Vg/Ap), é ob-
tida substituindo-se as equacdes (4.9) e (4.30) na equagio (4.40), ou seja:

_eA Ll (Vs
=9 [41}:/;? (Ao)} (1.44)

Logo, para o sistema unidirecional considerando-se as equagbes (4.14),
(4.20) e (4.44) tem-se:

ty = iDy? (4.45)
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Para o sistema radial cilindrico introduzindo-se as equagdes (4.12) e
{4.20) na equacio (4.44) resulta:

o 4Dy# \ 27

b = 2_(25)(r9;r3) 2_%,[ ! ('3"’3‘*‘)2} (4.46)

Combinando-se as equagdes {4.13), {4.28) e (4.44) encontra-se a seguinte
equagho para o sistema radial esférico:

%L
o — rs) Bx

1y = 3_2(1%)( o

T

{b} Perfis de Concentragdes de Soluto

A distribuigdo de concentragbes de soluto no material para 7 > 0, de
acordo com a equagdo {4.43), é dada por:

GOWCS

e,f( )e”r (2F)

C’{RJ} =g+

Multiplicando-se por (Bs/Rg) o termo que nesta equagio equivale ao
argumento da fungio erro obtém-se:

Cop —~ C R
C{R,r) = CS"i‘ O 5 eff (15—.'}2_8‘) (4.48)

88



Substituindo-se as equagbes (4.1) e (4.9) na equagdo (4.48) determina-se
a equagao geral que descreve a variagio de concentracdes de soluto no ma-
terial em fungéo da posigéo, representada pela relagio (Vs /Ap), e do tempo:

(%)
C =g+ 20705 %—‘i’m (4.49)

— &rf
erf (%)

Assim, para o sistema unidirecional considerando-se as equagdes (4.8),
(4.14}, {4.29) e {4.49) resulta:

Cp = Cs+ 22295 op [59- (—:5—)] (4.50)

=

A equagio correspondente ao sistema radial cilindrico é obtida introduzindo-
se as equagles (4.4}, (4.12) e (4.20) na equagio (4.49), isto é

— 2 __ .2
Co=Cs 420798 oy | ¥ [ror (4.51)
(‘4{’) bc \rg— 15

ﬁf’f a“g

No caso do sistema radial esférico combinando-se as equagdes (4.7),
{4.13}, {4.28) e (4.49) encontra-se a seguinte equagio:

- 3 __ .3
ﬁff ('6—2')
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4.3.2. FORMA ADIMENSIONAL

A fim de assumirem um cardter geral, independente das propriedades
especificas de cada material, as equagtes do método analftico desenvolvido
podem ser representadas em termos de pardmetros adimensionais através
das seguintes relacBes:

b

= 2 (4.53)
r=2 (4.54)
)

7' = f; {4.55)

x5 = i—j (4.56)
= ;% (4.57)

ry = i (4.58)

o g):%ss (4.59)

{a) Tempos de Difusdo Atdmica

Das equacbes (4.53) e (4.54} tem-se respectivamente para o sistema uni-
direcional e os sistemas radiais analisados que:
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z
— Ty .
t=4 ¢ (4.60)

,
b=t (4.61)

Logo, para o sistema unidirecional substituindo-se as equagoes {4.56) e
{4.60} na equagdo {4.45) obtém-se:

+\ 2
ty = (-;%) (4.62)

Considerando-se as equagdes (4.46), (4.58) e (4.61) encontra-se a se-
guinte equagao para o sistema radial cilindrico:

« Wi g L 1 o2
tp=(2—ry ), [35¢’2(} - T )2] {4.63)

Para o sistema radial esférico introduzindo-se as equagdes {4.58) e (4.61)
na equagdo {4.47) resulta:

* TS g L 1 M
tp = (3~2ry °)Ym. [w(l - r;)z] {4.64)

(b} Perfis de Concentragées de Soluto

Para o sistema unidirecional da equagdo (4.50) tem-se que:

Cv —Cs _ 1 i‘b_ z
Co=Cs ;s (E) " L’U (-‘53)] (4.65)
8y
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Multiplicande-se o termo {z/zs) por {z/z)) e substituindo-se as equagdes
(4.55), (4.56) e (4.59) na equagio (4.65) obtém-se:

. 1 .
CU = "‘""”7 E?’f [gli- (%)J (4‘66)
ﬂff (g;)

As equagdes que descrevem a distribuigo de concentragdes de soluto nos
sistemas radiais ¢ilindrico ¢ esférico sio determinadas de maneira aniloga.
Assim, combinando-se as equagdes (4.51), (4.57), (4.58) e {4.59) encontra-se
a seguinte equacdo para o sistema radial cilindrico:

) 1 1—r
Co = w(**";z’*-)- erf [g:; (*i“:{g;)] (4.67)
€?‘f 'é;

Finalmente, para o sistema radial esférice, considerando-se as equacdes
(4.52), (4.57), {4.58) e {4.59) resulta:

=y [ (%)
Cp = e - T 68
’ erf (ib-) i {95 L~rg (4.68)
E

4.3.83. DETERMINACAO DA CONSTANTE DE DIFUSAO ATO-

MICA

Alguns métodos analfticos e numéricos desenvolvidos para o estudo do
fendmeno da difusao atémica no estado sélido citados neste trabalho mos-
tram que a constante de difusao atémica ¥ pode ser facilmente calculada,
* por exemplo, em sistemas bindrios que apresentam duas fases através de um
balango de fluxo de massa realizado, devido a existéncia de um gradiente de
concentracao, na posicio correspondente ao planc de descontinuidade en-
tre as fases presentes. O balango de fluxe de massa é baseado no principio
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de que o deslocamento “dzs” do plano de descontinuidade durante um in-
tervalo de termapo “dt” é diretamente proporcional ao fluxo de dtomos de
soluto gue chega & posicio “zg” no mesmo intervalo de tempo®?2.28.40,64,65
No caso especifico de sisternas bindrios com somente uma fase, contudo,
este balango de fuxo de massa nado é possivel uma vez que nao havendo
um plano de descontinuidade na posigao correspondente 3 frente de difusio
nao existe, portanto, um gradiente de concentragdo que possibilite a deter-
minagao analitica desta constante.

Por outro lado resultados numéricos apresentados no capitule anterior
indicam que, mantidas as mesmas condigOes, os tempos obtidos em funcio
da posigao da interface de difusao dependem tanto da concentracio de so-
luto na superficie do material (Cs) como da concentragao inicial de soluto
no mesmo (Cp), ou seja, do gradiente de concentra¢do. Denominando-se
de A a relacio fornecida pelo quociente entre estas concentracdes de soluto
podemos escrever gue:

=G

'\_Co

(4.69)

Comparando-se os resuliados numéricos mostrados na Figura 3.7 ou
na Figura 3.8 pode-se verificar que para um mesmo sistema analisado os
tempos encontrados em relag2o & posicac da frente de difusdo sdo inver-
samente proporcionais aos valores de A, isto €, s2o malis elevados quando
A é igual a dois e meio e, por conseguinte, menos elevados quando A é
igual a cem. Posteriormente os resultados numéricos comprovaram que em
processos de difusdo atdmica, submetidos 3s mesmas condigGes, diferentes
concentragdes de soluto Cg e Cp proporcionam a mesma variagao para os
tempos em funcdo da posigao da interface de difusio desde que o valor de A
seja constante. Logo, os resultados numéricos apresentados neste trabalhe
permitem também concluir que:

{a) Os tempos obtidos em funcho da posi¢ao da frente de difusdo, a par-
tir de diferentes concentragoes de soluto Cg e Cp, 530 inversamente
proporcionais aos valores de A.

{b) Diferentes concentrages de soluto Cs e Cp apresentam a mesma va-
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riagdo para os tempos em relagio & posicdo da interface de difusio
quando o valor de A é mantido constante.

Tendo por base esta andlise foi possivel entfio a obtengio de uma curva,
mostrada na Figura 4.7, que possibilita a determinagio grafica da constante
de difusdo atémica 4 em fun¢io de A. £ conveniente salientar que mesmo
quando o inverso da constante A assume valores muito préximos de zero
ou um nesta Figura, ac contrdrio do que uma anélise inicial da curva indi-
cada na mesma possa sugerir, a constante de difusio atdémica ¥ apresenta
valores finitos e bem definidos conforme pode ser comprovado através dos
resultados mostrados nas Tabelas 4.1 ¢ 4.2,

4.4, COMPARACAOQ DO METODO ANALITICO DESENVOL-
VIDO COM O METODO NUMERICO

4.4.1. TEMPOS DE DIFUSAO ATOMICA

As Figuras 4.8, 4.9 ¢ 4.10 apresentam as curvas de variagio da posicio
da frente de difusao, medida a partir da superficie, em fungdo do tempo
nos sistemas unidirecional, radial cilindrico e radial esférico obtidas com
a aplicagao do método analitico proposto {equagdes 4.45, 4.46 e 4.47) e
do métode pumérico admitindo-se diferentes valores para a concentracio
inicial de soluto. Observa-se que em todos os casos estudados hd uma con-
cordéncia muito boa entre os resultados, A melhor concordancia entre os
valores analiticos e numéricos verificada no sistemna unidirecional € devido o
fendmeno da difusio atémica no mesmo ser representado por uma equacio
diferencial para a gual existe uma solugdo analitica exata (equacio 2.22)
enquanto que para os sistemas radiais analisados as solugdes sdo aproxima-
das e baseadas em uma corregio desta solugio exata.

4.4.2. DISTRIBUICAO DE CONCENTRACOES DE SOLUTO

Nas Figuras de 4.11 a 4.16 sio mostrados os perfis intermedisrios e finais
de concentragoes de soluto em funcdo da posicdo nos sistemas unidirecio-
nal, radial cilindrico e radial esférico obtidos com a aplicacio do método
analitico proposto {equagbes 4.50, 4.51 ¢ 4.52) e do método numérico con-
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0,0 - 1,000 7,50
2x 107 0,935 7,01
2x 107" 0,881 6,61
2x107% | 0,815 6,11
2x10°° 0,73 5,48
I x 107 0,657 4,93
fx 107 0,619 4,64
| x 107 0,556 4,17
2x10°¢ 0,544 4,08
4x10°° 0,532 4,00
5x 1072 0,520 3,90

Tabela 4.1 — Valores da constante de difusdo atémica 1 em fungao do inverso da
constante A no intervalo em que 0 < § < 0,05.
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0,950 0,396 2,97
0,975 0,379 2,84
0,980 0,372 2,79
0,985 0,363 ' 2,72
0,990 0,351 2,63
0,992 0,344 2,58
0994 0,335 2,51

0,996 0,320 2,40
0,998 0,292 2,18

0,999 0,257 i,93
1,000 0,000 0,00

Tabela 4.2 — Valores da constante de difusio atdmica 1 em fun¢do do inverso da
constante A no intervalo em que 0,95 < § < 1L

97



ted

4000

T

3000

2000

300

BiSTEMA UNIDIRECIONAL

to 2%
C 5% .
D ca,3510 T ents

By £ ism

— NETOO0 ANALITICO
o e HETODO NUMERICO

{a)

t{s} | SISTEMA UNIDIRECIONAL
* 005
4000} 2‘;.;5;’"
o a8 emta
iy ¥ 10 em
. METODO &HALITICO
e e HETODO NUMERICO
0oL
2000 +
OO0 -
-,
1 i 1 1
1O 00 20 4C 60 80 10
xg{cm} %s (em
(b}

Figura 4.8 - Comparagao entre os resultados da posi¢io da interface de difusio
em fungao do tempo obtidos através do método analitico proposto e
do método numérico.

93



1)

4000~

3000

2000

T

SISTEMA RADIAL CILINDRICO

Lo * 2%
[ 5%
g -*.*5"??9._.-‘-‘-’.‘.‘/' A
£y =fem ¥/
mammer METOUG AMALITICD ¥il
s o HETOH0 NUMERICO if

i 1 ]

.
0,2 04 o8 08 1 E)

fo-1, fcm)

{a)

tH{s)

3000

2000+

SISTEMA RADIAL CILINDRICO

Co * 0O3%

Gy 3%

D 45 went s

o *idem

o METODO ANALITICO
wmn MEYGDO HUMERICO

1
20 40 &0 80 100

r,- 0y {em)

(b}

Figura 4.9 - Comparagdo entre os resultados da posicBo da frente de difusio em
funcio do tempo obtidos através do método analitico proposto e do

método numérico.



f{s) | SISTEMA RADIAL ESFERICO 1(s) | SISTEMA RADIAL ESFERICO
Lyr % tor DO3%
4000k 0.y 4000} cj,,%
o sasxidhatn b+ 4300 Yem¥/y
g tinm 1 rnsi0em
o BETGO0  ANALITICO s UETODD ANALITICO
e WETOOO NUMERICO /‘ ——— METODO RUMERICO
300 3000+
2000+ 2000
WO 1O00
} 1 i
4,0 0,2 04 € 0,8 10 o0

f,-1, {em)

Figura 4.10 — Comparagio entre os resultados da posicio da interface de difuséo
em fungio do tempo obtidos através do método analitico proposto e
do método numérico.

100




"GIIFUWNU OPOIUI Op
3 o3sodord oofjieue OpojPLL OP $3ARIYE SOPIIqO ordised ep ogdun) we
03n[og Sp S20IRIJUIIUOCD 3P s§ied SOP SOPRIINSVI 50 1YL oederrdmion ~ 1T BNl

(p) (9)
Eg ’x 4 EY L} [ *
o {49 c2'0 0s'o sz o' o1 (9 g 05'0 g2'o 0'0
< . >
- Q.N n O-N
40'¢ -10'e
Cotereny 030138 — preyr- sl e i
', W ll.-wl OLITYNY OQQbW!illll
wot s Ox wzy s O
T/ Gi¥ .MM . nw AN oIEg'y aM
. o'y oS * _
e = 7 LT ) ] oy
i,
TYNOIDNIQING  YN3LSIS | 10 TYNOIOZHIOING YW3LSIS (el
bo's o'
(q) {p)
W3t %
o™ * oo og0  s20 __go ot ¥ gy 0g'0 c2'0 o'

OIUFMON QOOLPH o DU PANN CODITW = o=

OILITENY DODIJN e R PBUUTITNE OODLIH e
: SR b N Wy e
v W0, G1e'y - O 3 t s O5gss O
e et 3 o' AT o'
Yt 17D .. W2 %
o,
JYNOIDAMIDING YWILSIS \| (%10 TYNOIINIGING VNILSIS %9

101




{P)
{wa)'x
5’01 &% o's ¢'e o'o
3 1 1 i -
40
ODHANON GOLIN wam e o'z
GHALFIVNG OGOLIM e
waoy = 9
LA L T o'e
ezt
L0 2 %0
o'
MIYRCIALIQING YNILSIS
%10
0's
{9)
wia) "y .
o.nm ) gL o's a'e o'

CRHUFANN OGOLIM e
QXHIVYNE OODLIN s
"o e M

(AL See s O
s 2%
Heo's

TYNOIOINIQIND TIRBLES

%32

ﬂwﬁm

‘QAPUINY PP op 3 0380d
-oxd odfjijeUe OPOIPUX O SPARIYE SOPIjQe OBMsed vp opdun] We OR[0S
3P $RCHRITUIIUCD oP ORIIMQIIISIP BP SOPRI[NSAI 80 aIjua ogiereduon —~ g1 p RINSL]

OUIEFNAR CODLTM == v
OHLTTYNY OUOLIN mencee
w0y

R ] xg'p: G

%52 %

Yysero s

TUNGIDIYICING YNZLEIS

0'o

m?._..uv *»

(D}

GUFIRNN OO0DLIN m =
QHITRY GRD LN v
wergle %

n&«ﬁuwo_nm.t- a

- b X-E] b

B0 « %3

"I NGIDBUIOINGM YHALSIE

§ (%2

102




"ODLIPWINU CPOJPUL Op @ o3sod

-o1d oopjiyenre OpojPUL OP SPARIIE SOPIjqo oedsed TP oBdUN} WS 0N
-05 9p SB0ILIIUBIUOT P OTSelrea ep SOPRY{NSAI SO AIjud ogderedwon ~ ¢T'p BINSLY

(p)
., (Woy %% . ,
o' GL0 Q80 §2'0 0'0
m. i ] T
- v .
02
- L)
OO INAN SOOIIN mmmm 0%
QULLITYNY BOOLIN wwmnme
wal e %4
a\ui&tb:_n.v. 4]
Uk s 20 o'y
wzs %
ODIMANITID VIV YINALSIS {%)o
0's
{9)
L R L B .
o't 840 050 g2'0 o'0
ks ; goinnne
oz
-0's
QUUFWNN GOOLRN w =
CHLIIENY GOMEIN wwmmme
wayx ®
A SR R
z » s s % o'
g2 « P
OOONIHD IVIOVH VNILSIS (%l

(2}
WoYss ~%
o' (o) G2'0 08'0 $2'0 o0
¥ 1
— w 0'2
//I.
{o'e
OFHINNN DODIFVE o v
ODILITNY OGOLIN v
worr
-\uiuf-? G'w s -ua
%S + .
%2zs% 10¢
OOINONIUS TVIOVY VNRLSIS (%)0
0's
(D)
| T ]
o 1 g 08'0 620 0'o
T * _ 1
o'z
40'¢
CHUINNN OTDLJW oo
GHLIYNY QUDLIN wewme
wajs B
30 %ty O
& 0® % 5 0-&.
%z
COEONIND WIOVH YNBLSIS (%12

103




| *DIIPUINY OPOIRUL OP
2 oysodoxd odnyjjeue opojw Op sparIze SOpIqo oudisod ep orduny we
0}NJO8 2P $2058IIU0U0D 3P syad s0p sOPRI[NSDI 80 31U orYeIRdWO) ~ PI'p wIndiy

{p) (9}
L L A . . wo) 4~
o.m. Y o's —82 0’0 oo 4 5 0's g'2 o'
. - i 1 13 Pud
40"l 40"
OOIEANAN OOOLIN e mm 10°2 DDGIHON OGOLIN mas mem o'2
D1 TYNY GUOLIN ........M oum&qu« Ec.”w._. S
WDy V¥ . wipt s 4
AL S 0% s/ s oisE e 0 o't
s sty e
¥ » %2 % g0 %2
o'+ o'p
OJIMANITID YAV YHILSIS o COIYANITD "WIaVH YRILSIS
(%0 (Ya) 2 X
onm O-m [ o]
(q) (0)
{wa} % -% . £ .0
o' g' o's g'2 0'0 o.ome& ' g 0% G2 0'o
. T T - £ ¥ ] .
- Awmn e D—“
COUFAHON DOUIFH wwm o o'2 OBIMFANN CODLIN v wn 40'z
ODLLTPNY DODIFN memenca OQHLJIWNY OCOL PN wommwarn
w2gE s P g e G
s sy = 0 o'e s/ gy O o'¢
Yo% 2 D % ¢ *2
RS0 = 7D wetos %
o'y o'y
ODIBONTHD "IVIGYE YRILBIS COHIGNITHD TWIOVY YWIHLES
{%30 ]




"OLIFUINU opojaul op 3 ojsod
-03d 0djj2UR OPOJIUL OP SPARIIE SOPIQO 0Bdised Bp OBIUN} WD 04NjOS
ap se0%RIIUAIUOD Sp £ESINGUISIp BP sopRynsal 50 aIjus orvdervdurol - ¢Y'p wIndLy

(p) | (2)
,(we) sty , . {wio) % -5
o'l SL°0 05'0 s2'0 0'0 o' §2'0 0G6'0 §2'0 0'o
.v 4 I 1 M- ;W ¥ ' .¢
T i 5o s -~ 3pn'z — Jo'z

QUEW!:-‘ 30»%3 —
QO?ﬂJdZﬁ GC0LIN
Wiy a L1

ODIUFRON ODOLIIN s s
GILIVNY O001FN mrmmn

wops 9
u\uia-.o.um.t = LA cisg'es @
LR o' - LN *s Q.*
L o9 Wz a
L+
0014483 IVIQVY VASLSIS 12 0OINZASA TWIAVY VAILSIS (%) -
=
Qam o—“
(q) (p)
{wo) -2 wo }*1-%
o' §L0 0s'o $2'0 0'0 oy %) $20 060 g2'0 o'o
& ! T * > . J <
- Jo'z o'z
—0'e 40'e
ODIGPNAN COOLIN mo v DDINIRON DUOLFN e wen
OWLITWNY GOOLPI s OSLLRY OOOLEM
Wy s T wite %
-\uiuo;o:w.v s Q n\nﬁuvm:ﬂf =
C G s ou, 1 s wgx By Qn.v
k4 3y G v Bad i &n
ODINB4EE VIOVY YNELISIS {(%a¥0 OOI¥PISH TVIOVHE YAILEIS %) 2
o' o's




OILPUINU OpOIPW op # o1sod
-oxd osijj[eue OPOIPW Op SPARITR sopiiqo oedisod ep oedun we 00|
-08 ap S30IRIIUSIUOD ap ordeirea vp sopejjnsal 0 arjus oederedwon - 'y windiy

(p) _ (2}
wo) Y- %, 0
Quam ) g2 o's gz 0’0 gonteHN 7 gy o's ' oo
3 ' T ! - F 1 t X
49 o't
OUINON OOOLIN o mem q0'z GOBIANN GOOLIN e vaee o'z
COLLITYNY QODLFM momse BHLFTUNY OGOLAN v
woy ™ wagiz N
W2 Oy s O o'e 37w, DI%E'p s O o'
g s ¥ e
w0 s W WGH'n = 00
o't o'y
OANHAA53 TFIOYH YNIRLSIS O0IN34ST WIGYH YNIISIE
? (%39 74 (%0
o—m Dum
{q) {D}
wa) -2 w2}t - %
Qom ! §'L 0's g'z 0'0 o.om ) 8L 0's $'2 0'0
- : ¥ - ¥ . T . p
- O._ - ﬁa_
40 dnt
DOWMFANN OUOLPN e rim 02 OHUFNAN DODLIN = vom oz
LYY gﬂk& ——— 8«&-44!1 Q§W! ————
wigt v % . wagy = .
s/ W2 QuRgiw « O a's . Wm0 O;mg'ee @ O
e e = Yk« %0
SLe0'0 = 73 Ha'n « %
o't o'y
OOMZA8T VIOV YNDLSIS %) DHY 346D TGy YHILSIS 0
o' 05'g

106




se diferentes valores para a concentragdo inicial de soluto. Os mesmos fo-
ram determinados para espessuras respectivamente iguais a 0,25 cm, 0,50
cm, 0,756 cm e 1 cm. Pode-se notar, igualmente, uma concordancia muito
boa entre os resultados encontrados, principalmente no caso do sistema
unidirecional o que pode ser explicade pelo mesmo motivo citado anterior-
mente. Por outro lado, a melhor concordincia entre os valores analiticos e
numéricos observada nos sistemas radials cilindrico e esférico no inicio da
difusio atémica indica que os efeitos impostos pela diferenga de geometria
dos mesmos em relacio ao sistema unidirecional sdo mais acentuados nos
instantes finais do processo. '

4.5. CONSIDERACOES FINAIS

Apesar da boa concordancia verificada entre o método analitico e ©
método numérico, suficiente para comprovar a validade do primeiro, seria
interessante também a comparacdo de resultados do métedo proposto com
resultados experimentais. No entanto, a comparagio ¢com valores experi-
mentais tornou-se invidvel devido a impossibilidade dos mesmos serem ob-
tidos em placas, cilindros e esferas com espessuras significativas de material
submetidas & difusio de soluto uma vez que, em geral na prética, as écnicas
experimentais disponiveis nio permitem 2 determinagao de medidas preci-
sas a ndo ser em distdncias muito préximas da superficie. Por outro lado, a
comparagao com resultados fornecidos por outros métodos analiticos desen-
volvidos Bcou dificultada pois a maioria destes métodos limita-se a estudar
o fendmeno da difusio atémica somente no sistema unidirecional.
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CAPITULO 5

ESTUDO COMPARATIVO DA DIFUSAD ATOMICA NO
ESTADO SOLIDO EM SISTEMAS COM DIFERENTES
. GEOMETRIAS

Considerando que em casos préticos muitas vezes é necessdrio levar em
conta os efeitos impostos pela curvatura do sélido no fenémeno da difusdo
atdmica, neste capitulo é realizado um estudo comparativo entre os sistemas
unidirecional, radial cilindrico e radial esférico com o objetivo de analisar
a influéneia da geometria nos tempos e perfis de concentragbes de soluto
obtidos durante o processo. Tendo em vista a imporiédncia do parimetro
(Vs/Aop), definido pelo quociente entre o volume de material submetido
3 difusdo de soluto e a drea equivalente 3 sua superficie exposta ao fluxe
atémico, inicialmente sao apresentados resultados em fungio do mesmo.

5.1. TEMPOS DE DIFUSAO ATOMICA

A Figura 5.1 mostra os resultados da posicio da interface de difusao,
representada pela relagio (Vs/Ao), em fun¢io do tempo para uma placa,
um cilindro e uma esfera a partir de valores para Cp iguais 2 1% ¢ 0,025%
admitindo-se Cs = 2,5% e D = 9x 107® cm?/s. Observa-se que em ambos os
casos os tempos sio mais elevados na geometria esférica e menos elevados na
geometria unidirecional. Este comportamento pode ser justificado por meio
da anélise da Figura 5.2 que apresenta a variagao do parametro (Vs/Ap) em
relacdo & posicdo da frente de difusao onde verifica-se que para um mesmo
valor de (Vs/Ap) a camada de material sujeita & difusdo atdmica na esfera
¢ maior que no cilindro que é maior que na placa correspondente.

Na Figura 5.3 sdo mostrados os resuliados da posi¢io da interface de
difusio, medida a partir da superficie, em funcdo do tempo em sistemas
com dimensdes equivalentes, ou seja, unidirecional com comprimento igual
a 1 cm no gual o fluxo atdmico penetra através de somente uma das faces e
radiais cilindrico e esférico com raios iguais a 1 cm para os mesmos valores
de Cp,Cs e D utilizados anteriormente. Nota-se neste caso um comporta-
mento inverso daquele observado quando os tempos sao determinados em
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relacio d posicao da frente de difusio em sistemnas com um mesmo {Vs/Ap)
final, isto &, os tempos s3o mais elevados no sistema unidirecional e menos
elevados no sistema radial esférico. Este fato pode ser explicado através
dos seguintes motivos:

{a) O fluxo atémico convergente dos sisternas radiais cilindrico e esférico
& mais eficiente que o fluxo atdmico do sistema unidirecional.

{b) O volume de material nio afetado pela difuséo atomica diminui mais
rapidamente no cilindro e na esfera do que na placa.

Compararndo-se 0s tempos alcangados em um mesmo sistema pode-se
verificar que os mesmos sio maiores quande Co = 1% o que ¢ justificado
pelo valor menos elevado da constante A, que representa a relacao enire Cg
e g, neste caso igual a dois e meio.

A Figura 5.4 apresenta a variagao da posicao da interface de difusao
em funcio do tempo em sistemas com dimensdes equivalentes para valores
de Cp iguais a 2% e 0,06% adotando-se Cs = 5% e um coeficiente de
difuso respectivamente duas vezes menor e ¢inco vezes maior que o inicial.
Nestas condigbes nota-se que os {empos enconirados sdo, pela ordem, duas
vezes mais elevados e cinco vezes menos elevados que os anteriores o que
demonstra que, supondo-se uma mesma posigdo atingida pela frente de
difusio, os tempos obtidos sao inversamente proporcionais aos coeficientes
de difusio admitidos. A fim de facilitar o estudo dos resultados, nas Figuras
5.3.(a) e 5.4.(a) assim como nas Figuras 5.3.(b} e 5.4.(b} sdo considerados
respectivamente os mesmos valores para a constante A '

A Figura 5.5 mostra os tempos necessdrios para que a interface de di-
fusao alcance a posigio correspondente ao final de placas e aos centros de
cilindros ¢ esferas equivalentes com diferentes comprimentos e raios para
D = 6 % 107% cm?®/s mantendo-se iguais os valores dos demais parametros.
Pode-se observar que, mantida a equivaléncia entre o comprimento da placa
e os raios do cilindro e da esfera, os tempos sio maiores na placa e meno-
res na esfera. Analisando-se os tempos de difusdo de um mesmo sistema
verifica-se que estes sio mals elevados quando 2 concentragio inicial de so-
luto no material apresenta um major valor o que é explicado pelo mesmo
motivo citado anteriormente.
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E importante ressaltar que 0s tempos para as geometrias estudadas fo-
ram determinados a partir de valores relativamente elevados atribuidos ao
coeficiente de difusfo pois, muitas vezes na pritica, o0 mesmo assume valores
numéricos comn poténcias inferiores a 107 que proporcionam considerdveis
diferencas entre os tempos de difusao atémica obtidos para os sistemas ana-
lisados conforme pode ser comprovado através dos resultados da posigio da
frente de difusio em funcdo do tempo apresentados na Figura 5.6. Estas
diferencas de tempo s&o importantes, por exemplo, no dimensionamento de
revestimentos protetores levando-se em conta o tempo de contaminagdo por
parte de algum elemento que difunda em seu interior, o que serd estudado
no préximo capftulo.

5.2. DISTRIBUICAO DE CONCENTRACOES DE SOLUTO

A Figura 5.7 mostra os perfis de concentracdes de soluto em fun¢io da
posicio, representada pela relagdo (Vs/Ap), para uma placa, um cilindro e
uma esfera a partir de valores para Cs iguais a 3% e 5% adotando-se Cp =
2% e D = 1x 10"% cm?/s. Os mesmos foram determinados supondo-se um
tempo de difusfo igual ao tempo necessdrio para que a interface de difusao
atingisse a posicio correspondente ao final da placa quando Co = 2% e Cs
= 5%. Considerando-se um mesmo sistema pode-se notar que a camada de
material em que ocorreu difusdo atdmica é maior quando Cs = 5% o que
¢ justificado pelo valor mais elevado da constante A, isto é, admitindo-se
um mesmo intervalo de tempo a camada de material submetida & difusdo
atémica em um mesmo sistermna é diretamente proporcional ao valor de A.
Observa-se também que para uma mesma relacdo (Vs/Ap) de material a
concentracio do elemento que difunde é mais elevada quando Cy = 5%.
Analisando-se simultaneamente as frés geometrias verifica-se que, tanto
para Cg = 5% como para Cs = 3%, a diferenga percentual entre as camadas
de material afetadas pelo fenémeno na placa e no cilindro & superior a 20%
de (Vs/Ao) sendo que no caso do cilindro e da esfera esta diferenga torna-se
muito menor o que pode ser explicado por meio da andlise da Figura 5.1
onde nota-se que para um tempo de difusio igual ao observado na placa os
valores da relagio (Vg/Ao) s8o elevados na mesma e muito préximos entre
si no cilindro e na esfera.

A Figura 5.8 apresenta a variagdo final de concentragdes de solufo em
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fungdo da relagdo (Vs/Ao) nas geometrias estudadas para uma Cs = 5%
e os mesmos valores anteriores de Cp e ). A comparagio dos resultados
permite concluir gue os tempos de difusdo sdo maiores no sistema radial
esférico & menores no sistema unidirecional. Verifica-se também que para
uma mesma relagdo {Vg/Ap) de material a concentragio do elemento que
difunde é mais elevada no sistema radial esférico e menos elevada no sistema
unidirecional.

Na Figura 5.9 é mostrada a distribui¢go final de concentragdes de soluto
em fungio da relagio {Vs/Ap) nos sistemas analisados adotando-se um
coeficiente de difusio duas vezes malor que o inicial, mantendo-se iguais
os valores dos demais pardmetros. Nestas condicOes pode-se notar que
para se obier os mesmos perfis de concentragdes de soluto determinados
anteriormente, os tempos de difusao necessirios sao duas vezes menores,

Na Figura 5.10 é apresentada a variagao de concentragoes de soluto em
relagdo & posiclo em sistemas com dimensoes equivalentes, ou seja, unidi-
recional com comprimento igual 2 1 ¢m no qual o fluxo atdmico penetra
através de somente uma das faces e radiais cilindrico e esférico com ralos
iguais a 1 cm a partir de valores para Cy iguais a 3% e 5% supondo-se Cp
= 2% e D = 1x 107%m?/s. A mesma foi obtida levando-se em conta um
tempo de difusio igual ao tempo necessario para que a frente de difusio
atingisse a posigio correspondente ao centro da esfera quando Cp = 2% e Cs
= 5%. Considerando-se um mesmo sisterna observa-se que a espessura de
material sujeita & difusio atémica é maior quando Cs = 5%, 0 que pode ser
justificado pelo mesmo motive citado anteriormente, sendo que a diferenga
enire as espessuras alcangadas € menos acentuada no sistema unidirecional.
Pode-se verificar também que para uma mesma camada de material a con-
centracio do elemento que difunde é mais elevada igualmente quando Cs
= 5%. Comparando-se simultaneamente as trés geometrias nota-se, tanto
para Cs = 3% como para Cs = 5%, um comportamento inverso daquele
observado quando a distribuico de concentragoes é determinada em fungioe
da posigiio em sisternas com umna mesma relagdo (Vs/Ao) final, isto ¢, 2
camada de material onde ocorreu o fendmeno é maior no sistema radial
esférico e menor no sistema unidirecional.

A Figura 5.11 mostra os perfis de concentragoes de soluto em fungéo da
posi¢io em sistemas com dimensdes equivalentes admitindo-se C's = 5% e 05
mesmos valores anteriores de Cp e D. Os mesmos foram obtidos supondo-se
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tempos de difusio respectivamente jguais aos tempos necessarios para que
a interface de difusdo atingisse a posi¢ao correspondente ao centro do cilin-
dro (Figura 5.11.a) e da esfera (Figura 5.11.b). Verifica-se que em ambos
os casos as concentragdes de soluto sdo mais elevadas nos sistemas radi-
ais estudados sendo que para uma mesma espessura de material a diferenga
entre estas concentragdes é mais acentuada no caso dos sistemas unidirecio-
nal e radial esférico. Convém salientar que as diferengas enire as espessuras
de material submetides & difusao atdmica nos sistemas unidirecional e ra-
dial cilindrico {Figura 5.11.2) bem como nos sistemas unidirecional e radial
esférico (Figura 5.11.b] tornam-se cada vez mais importantes & medida que
s3o assumidos valores numéricos menos elevados para o coeficiente de di-
fusao UIna Vez (ue passam a ser observadas diferencas bastante significativas
entre os tempos de difusao necessarios para a obtengao da variagao final
de concentragbes de soluto em cada uma das geometrias analisadas, con-
forme ressaltado anteriormente durante o estudo comparativo dos lempos
de difusio e demonstrado através da Figura 5.6.

Finalmente, a Figura 5.12 apresenta a distribuicao final de concen-
tracdes de soluto em relagao 4 posicio em uma placa, um ¢ilindro e uma
esfera com dimensdes equivalentes para valores de Co iguais a 0,05%, 1%
¢ 2% levando-se em conta Cs = 5% e D = 9 x 107 %cm*/s. Considerando-
ce um mesmo sistema pode-se notar que para se determinar o perfil final
de concentracoes de soluto os tempos alcancados sao direlamente propor-
cionais aos valores atribuidos 3 concentracko inicial de soluto mo mate-
rial o que é explicado através dos valores encontrados para a constante
X. Comparando-se simultaneamente as trés geometrias verifica-se que para
se obter a variacdo final de concentracoes de soluto correspondente a um
mesmo par de concentracbes de soluto Cp e Cg, ou seja, 2 um mMesmo valor
da constante X, os tempos de difusao sio mais elevados na placa e menos
elevados na esfera.
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CAPITULO 8

APLICACOES PRATICAS

O método analitico desenvolvido para o estudo do processo de difusao
atdmica no estado sélido em sisternas bindrios com fluxos atdmicos unidire-
cional, radial cilindrico e radial esférico que apresentem somente uma fase,
n0S Quais Naoc OCoTram transformagdes de fases, pode ser empregade em
diversas aplicagdes de interesse pratico. Fnire estas podem ser citadas as
seguintes:

(2)

(b)

(e}

Estimativa da variacio da camada de material afetada pela difusao
atdmica em fungao do tempo.

Estimativa da distribuigio de concentragoes de soluto em fung¢do da
posigio e do tempo.

Analise comparativa entre os tempos € 03 perfis de concentragoes de
soluto durante a difusio atémica em diferentes materiais submetidos
3s mesmas condigoes,

Fstudo comparativo entre os tempos e & variagdo de concentragdes
de soluto durante a difusfio atdmica em um mesmo material sujeito a
diferentes condigoes.

Analise da influéncia das caracteristicas fisicas de placas, cilindros e
esferas nos pardmetros da difusao atdmica.

Estimativa de tempos de difusio atdmica em funcao da dimensao e
das caracteristicas de cada um dos sistemas considerados.

Utilizagho das equagdes analiticas apresentadas na forma adimensio-
nal para elaboracéo de dbacos e tabelas genéricas tanto para o tempo
em funcio da camada de material afetada pelo fendmeno como para
a distribuicio de conceniragbes de soluto em fungio da posigao e do
tempo para estudar a difusio atémica em diferentes materiais sub-
metidos a diferentes condigoes.
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Como exemplo de aplicagio pratica particular do método analitico pro-
posto pode-se mencionar, para o €aso do sistema radial cilindrico, a estima-
tiva dos tempos de contaminagio e dos perfis de concentracbes de agentes
contaminantes em revestimentos protetores de fibras Gpticas empregadas
emn sistemas de telecomunicagbes. Estes revestimentos, constituidos geral-
mente de materiais poliméricos tais como acrilatos, silicones, etc, sao dimen-
sionados para impedir a degradagdo destas fibras provocada por ataques
quimicos do meio ambiente, principalmente de fons hidroxila, e por choques
mecanicos gue podem proporcionar microdefeitos que influenciam tanio no
indice de refragdo como na resisténcia mecénica das mesmas??® 1% Na Fi-
gura 6.1 séo mostrados, de maneira esquematica, os componentes bésicos
de uma fibra éptica onde “dg,” € “doy” sio respectivamente os didmetros
do revestimento proietor e da fibra em guestio’'®. Assim, o método desen-
volvido pode ser utilizado para analisar a eficiéncia de diferentes materiais
de revestimento bem como a influéncia dos didmetros dos mesmnos nos {em-
pos necessarios para o inicio da contaminagio de uma fibra 6ptica por um
agente exierno.

A Tabela 6.1 apresenta os tempos necessarios, obtidos com a aplicagao
do método analitico (equagio 4,46}, para que um agente contaminante qual-
quer apbs propagar-se através de diferentes materiais de revestimento al-
cance a superficie externa da fibra éptica iniciando assim o processo de
degradacao da mesma. Os resultados foram estimados admitindo-se a con-
centragho inicial do agente contaminante ermn cada revestimento protetor
(Co) igual a 2 x 107°%, a concentracio do agente contaminante na su-
perficie de cada um dos tipos de revestimento (Cs) igual a 10% e coefici-
entes de difusao para o agente contaminante nos materiais de revestimento
respectivamente iguais a 1 x 107w’ [s, 1x 10~ Mem? /s e 1 x 107 Yem?/s.
Enguanto para os diametros dos revestimentos protetores foram adotados
valores iguais a 2004m, 400pm e 800um, para o didmetro da fibra éptica em
todos os casos estudados foi assumido um valor constante e igual a 120pm.
De acordo com os resultados encontrados observa-se que quando se leva em
conta um mesmo didmetro para o revestimento protetor os fempos para
‘nicio da contaminagao da fibra éptica, conforme j4 era esperado, 520 mais
elevados quando o agente contaminante apresenta um IMenor coeficiente
de difuséo. De maneira andloga, admitindo-se um mesmo coeficiente de
difusio, estes tempos s&o mais acentuados quando sdo considerados maio-
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REVESTIMENTO PROTETOR

CASCA
{BIAMETRO : 100~ 180 pm)

NUgLED
{DIAMETRO : 3-80 um)

COMPONENTES OPTICOS

Figura 6.1 - Principais componentes de uma fibra 6ptica.
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D toy = 200 pm dg; = 400 um de: = BOO um
{em?/s) TEMPO DE_ TEMPO DE, TEMPO DE_
CONTAMINACAD | CONTAMINAGAO | CONTAMINAGAD
1x107 " 6 DIAS 215 DIAS 3,5 ANOS
1% 10" 160 DIAS 6 ANOS 35 ANOS
[x10°18 4,3 ANOS 60 ANOS 350 ANOS

Tabela 6.1 - Resultados dos tempos necessérios par'a'que )
inicle o processo de degradacéo da fibra éptica.
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res diimetros para o revestimento protetor. Por outro lado verifica-se que
quando o coeficiente de difusio do agente contaminante é mais elevado,
aumentos no didmetro do revestimento protetor promovem alteragoes nao
muito significativas nos tempos de contaminac¢do no entanto, para um coe- .
ficiente de difusio duas ordens de grandeza inferior, os mesmos aumentos
de didmetro proporcionam considersveis elevagdes nestes tempos. Apenas
como forma de ilustragio dos resultados indicados na Tabela 6.1 a Figura
6.2 mostra, para o caso em que ¢ didmetro do revestimento profetor ¢ igual
a 400um, a variagho da camada do mesmo submetida & difusao atémica
em funcio do tempo para cada um dos valores do coeficiente de difusao
do agente contaminante. Como 2 dimensio atribuida ao didmetro da fibra
éptica equivale a 120um os tempos apresentados nesta Figura foram deter-
minados somente até uma camada de material {ro; —7s1) iguala 140um. Na
Figura 6.3 sio mostrados os perfis de concentracoes do agente contaminante
em relacdo 3 posicio alcangada no revestimento protetor estimados com a
aplicagio do método analitico (equagdo 4.51), correspondentes ao tempo de
contaminagdo igual a duzentos e quinze dias fornecido pela Tabela 6.1.

Fstz andlise demonstra que, apesar da simplicidade de aplicagao, o
método proposto permite o estudo do fendmeno da difusao atémica em
processos de elevada importincia tecnolégica exercendo um controle ime-
diato sobre a influéncia dos diversos pardmetros envolvidos no mesmo.

Além deste existem outros exemplos de aplicagio pritica de cardter
especifico em que o método analitico apresentado, para os casos dos siste-
mas radiais cilindrico e esférico, pode ser utilizado. Entre estes podem ser
citados os seguintes:

{a} Maior controle de processos de fabricacio baseados no fendmeno da
difusio atémica no estado s6lido empregados na obtengao de deter-
minados produtos, por exemplo da inddstria microeletronica, onde
seja importante a precisio e confiabilidade dos resultados desejados
(sistema radial cilindrico e sistema radial esférico}.

{b} Estimativa do tempo de vida 0til ¢ da variacio de concentragdes de
soluto em tubos de secbes transversais reduzidas submetidos a atmos-
feras de carbono em temperaturas elevadas durante longos periodos
de operagio, normalmente quinze anos, encontrados tipicamente em
aplicagbes da inddstria petroquimica {sisterna radial cilindrico).

129



t{ANOS) SISTEMA RADIAL CILINDRICO

80} Cor 2x15°5%
Gyt 10% J
o gy AW ;|
doyy 120 pow /
e Byl fg'““’fi >
s 03 13:40 ety : /
s [ 2 [y K oy ¥

45 - /

30"' +

/
v
v
: *//
. 4 1 oo o e e A
o | 20 40 6 80 100 120 40

for =Ty ()
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tida & difusio atdmica do agente contaminante em fungao do tempo.
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131




(¢} Anélise da estabilidade de fibras utilizadas como reforgo em mate-
riais compésitos obtides através de metalurgia do p6 ou de técnicas
de aglomeracio envolvendo elevadas taxas de pressao e temperatura
(sistema radial cilindrico).

{d) Ct’imizagédde processos de homogeneizagao de misturas compactadas
de pos de metais que constituem sistemas de ligas isomorfas (sistema
radial esférico). ' '
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CAPITULO T

CONCLUSOES

A anilise dos resultados apresentados neste trabalho permite que sejam
obtidas as seguintes conclusdes:

1!

Gl

O fendmenc da difusio atéroica no estado sélido em sistemas bindrios
com fuxos atémicos radial cilindrico e radial esférico com somente
wma fase, nos quals ndo ocorram transformagoes de fases, pode ser
estudado utilizando-se a equacho diferencial que representa a difusao
atdmica unidirecional desde que sejam introduzidos fatores geométri-
cos de correcio adequados e realizadas mudangas de varidveis conve-
nientes na mesma.

. Aplicando-se uma solugdo analitica exata conhecida para o sistema

unidirecional, baseada na func¢io erro, na equagio diferencial modifi-
cada sio determinadas equagdes que possibilitam facilmente o céleulo
da camada de material submetida 4 difusio atdmica em fungao do
temnpo assim como a estimativa da distribuicdo de concentragdes de
soluto em fungio da posicio e do tempo em cada um dos sistemas
considerados.

. A comparacio entre resultados obtidos com as equagdes desenvol-

vidas e valores fornecidos por solugbes numéricas baseadas em dife-
rengas finitas demonstra que a precisio do método analitico proposto
¢ bastante boa.

. Os tempos estimados em fungéo da posigdo da interface de difusio a

partir de diferentes valores para a concentragao de soluto na superficie
do material {Cs) e para a concentragdo inicial de soluto no mesmo
{Cp) sio inversamente proporcionais aos valores de )\, relacdo definida
pelo quociente entre estas concentragdes de soluto. No entanto, como
diferentes valores para cada uma destas concentragdes apresentam a
mesma variagio para os tempos em relagio & posigdo da frente de
difusio quando o valor de A é mantido constante, é possivel entéo a
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obtengio de uma curva que permite a determinagao gréfica da cons-
tante de difusio ¢ em fungfo de A uma vez que no caso especifico
de sistemas binérios com somente uma fase, nao havendo um plano
de descontinuidade na posicio correspondente a interface de difusio,

_ndo existe um gradiente de concentragao que possibilite um balango

de fluxo de massa que permita o clculo analitico da mesma.

A analise comparativa realizada, utilizando-se o método analitico de-
senvolvido, entre os parametros de difusio atomica caracteristicos de
cada um dos sistemas estudados mostra que:

Quando sao considerados sistemas com relagSes (Vs /Ao) equivalentes
os tempos de difusio atémica da esfera sao maiores que os do cilindro
e estes maiores que os da placa.

Quando sido considerados sistemas com dimensGes equivalentes, ou
seja, se o sistema unidirecional tiver o fluxo atémico penetrando
através de somente uma das faces e apresentar um comprimento igual
a0 raio dos sistemas radiais entao os tempos de difusdo atomica da
placa sio malores que os do cilindro e estes maiores que os da esfera.

Os efeitos impostos pela diferenga de geometria dos sistemas radiais
cilindrico e esférico em relagio ao sistema unidirecional durante o
processo de difusdio atdmica no estado sélido sdo mais acentuados nos
instantes finais do mesmo.
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SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Considerando os resultados obtidos, as discussdes realizadas e as con-
chisbes apresentadas neste traba}ho as principais linhas de pesquisa suge-
~ ridas a partir do mesmo, para a anélise do fendmeno da difusio atdmica
no estado sélido em sistemas bindrios com fluxos atémicos unidirecional,
radial cilindrico e radial esférico, sfo as seguintes:

{a) Estudo de sistemas que apresentem inicialmente somente uma fase
1nos quais ocorram transfarmagoes de fases durante o pmcesso

{b) Anélise de sistemas que apresentem 1n1c1almente mais de uma fase.
{c) Estudo de sistemas admitindo-se coeficientes de difusio varidveis.

{d}) Andlise de sisternas considerando-se uma resisténcia de contato na
interface entre o fluxo de 4tomos de soluto e a superficie do material.

{¢) Desenvolvimento de técnicas dé simulagio do fendmeno da difusio
atémica, utihzando-se compostos orgénicos adequados, em diferentes
geometrias.
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APENDICE 1

SIMBOLOGIA UTILIZADA

1. Parimetros Dimensionais

a — coeficiente de difusividade térmica

Ap - drea da superficie do material submetida & difusfo atémica ou drea
da interface metal/molde no método analitico de R.G. Santos

Ag ~ 4rea da interface de difusdo

By e By ~ constantes da solugio da equagdo diferencial da difus@o atdmica uni-
direcional

¢ — calor especifico
C - concentragao de soluto
C' ~ concentragao de soluto no instante ¢ + At
Co — concentracio inicial de soluto no material
Cys - concentracio de soluto na superficie do material
Cos — concentracho inicial de soluto no sélido A
Cop —- concentragio inicial de soluto no sélido B
Can € Cpa — concentragbes de equilibrio entre as fases A e B
Cao & Cop ~ concentracdes de equilibrio entre as fases Be C
D - coeficiente de difusividade atdmica
dg; — diimetro do revestimento protetor
doz — diimetro da fibra éptica

J — fluxe de dtomos
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i
H
i
H
H
H
i

;
:
i
:
;
;
{

to -

foy —

T -

rey —

condutibilidade térmica

relagao enfre o coeficiente de difusividade atémica, intervalo de tempo
e comprimento de malha

altura do sistema radial cilindrico
nimero de malthas

fluxo de calor

posicao nos sistemas radiais

raio do cilindro ou da esfera

raio do revestimento protetor

raio da interface de difus&o nos sistemas radiais ou raio da interface
sélido/liquido nos sistemas radiais no método analftico de R.G. Santos

raio da interface de difusio no revestimento protetor
comprimento de malha nos sistemas radiais

relagao entre o volume de material em cada posicio e a drea da su-
perficie do mesmo submetida & difusdo aidmica ou relagio entre o
volume de metal em cada posigdo e a rea da interface metal/molde
no método analitico de R.G. Santos

relagao entre o volurne de material afetado pela difusio atdémica e a
area da superficie do mesmo submetida & difusio atdmica ou relagio
enire o volume de metal s6lido e a 4rea da interface metal/molde no
método analitico de R.G. Bantos

tempo
intervalo de tempo
temperatura

volume de material em cada posicdo ou volume de metal em cada
posigao no método analitico de R.G. Santos
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i
;
;
H

gy & Xz

C}i!

r

[

Fs

t*

To—

g -

p#«
7'....

P -

i

volume de material ndo afetado pela difusgo atémica

volume de material afetado pela difusdo atémica ou volume de metal
s6lido no métodoe analitico de R.G. Santos

volume total de material
posicio no sistema unidirecional
comprimento da placa plana

posicao da interface de difusdo no sistema unidirecional ou posicao da
interface sélido/liquido no sistema unidirecional no método analitico
de R.G. Bantos

posicaes das interfaces de difusao em sistemas unidirecionais bindrios
que apresentam trés fases

comprimento de malha no sistema unidirecional
fator geométrico

relagio constante fornecida pelo quociente entre a concentragdo de
soluto na superficie do material e a concentragao inicial de soluto no

Mesme
densidade
tempo modificado

constante de difusdo atémica

2. Parimetros adimensionais

concentragio de soluto
posiio nos sistemas radiais
raio da interface de difusio nos sistemas radiais

tempo
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z* ~ posi¢8o no sistema unidirecional

z5 — posigao da interface de difusio no sistema unidirecional

3. Sub-indices

{ - sistema radial cilindrico
E - sistema radial esférico

r — diregao radial

U ~ sistema unidirecional

i,J - posicac ¢ em um instante § no conjunto de malhas representativo do
método numérico
4. Fungoes matematicas
erf (z} ~ fungido erro

erfe {z} - fungdo erro complementar

exp {z} - fungdo exponencial
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APENDICE 2

Defini¢do e propriedades da funcdo erro (erf) e da fungio erro comple-
mentar {erfc)?®.

(a) Definigéo:

erf{z} = %j: exp(—u?) du

erfe(z) =1 —erf(z) = % /:0 exp{—u®} du

{b) Propriedades:

erf{—z) = —erf{z)

erf(0) =0
erfloo} =1
er f{—o0) = ~1

{c) Derivada:

g;erf(z) = 7 exp(~2°%)
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