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Resumo

Hoefel, Simone dos Santos, Andlise de estruturas tridimensionais
de laminados através do método dos elementos de contorno . Campinas: Faculdade
de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de Campinas, 2006, 100 p., Tese
(Doutorado).

Neste trabalho é desenvolvida uma formulagao do método dos elementos de contorno para
analise de estruturas formadas pela associacao espacial de placas de laminados compdsitos.
Inicialmente, as formulagoes do método dos elementos de contorno, desenvolvida para pro-
blemas de elasticidade plana e de flexao em placas finas para materiais anisotrépicos, sao as-
sociadas obtendo-se uma estrutura plana, denominada macro-elemento. Um macro-elemento
contém simultaneamente os estados de flexdo em placas finas e extensao (chapa) e possui
quatro graus de liberdade por né, sendo eles: deslocamento normal, tangencial e transver-
sal e rotacao normal. O modelo final assume uma associacao desses macro-elementos no
espago. Cada macro-elemento ¢é tratado como uma sub-regiao do MEC. As equagoes de cada
sub-regiao, apos as transformagoes de coordenadas, sao acopladas através de equagoes de
equilibrio e compatibilidade. O tratamento numeérico é feito através do método dos elemen-
tos de contorno usando elementos constantes e quadraticos. Com o objetivo de validar a
formulagao desenvolvida, varios exemplos numéricos sao analisados, os resultados obtidos

sao comparados com resultados analiticos e numéricos disponiveis na literatura.

Palavras chaves: Método dos elementos de contorno, placas de laminados compdsitos,

material anisotrépico.



Abstract

Hoefel, Simone dos Santos, Analysis of structures three-dimensional of symmetric
laminated by boundary element method . Campinas, Faculdade de Engenharia

Mecénica, Universidade Estadual de Campinas, 2004, 100 p., Tese (Doutorado).

In this work a boundary element formulation is developed for the analysis of structures
formed by three-dimensional association of symmetric laminated composite plates. Initially,
the boundary element formulations developed for plane elasticity anisotropic problems and
bending of anisotropic thin plate problems are associated in one plane structure with four
degrees of freedom per node given by normal, tangential and transverse displacements and
normal rotations. Then, the formulation is extended in order to allow the plane assembling of
these structures. In the two-dimensional formulation, each plane element is defined as macro-
element containing out-of-plane (bending) and in plane (stretching) degrees of freedom. The
final system is obtained by assuming each individual plane structural element as a sub-
domain. After the necessary transformation of these equations, they can be combined in
order to take into account displacement compatibilities and traction equilibrium conditions.
The numerical treatment is carried out by the direct boundary element method. Numerical

examples are presented and their results are compared to results available in literature.

Key words: Boundary element method, laminated composite plates, anisotropic material.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Relevancia e motivacao

A variedade de materiais hoje disponiveis para uso em engenharia é extraordinariamente
grande e com grau de especializagao cada vez maior para aplicacoes especificas. Os compdsitos
representam um caso de particular relevancia dentro dos materiais de engenharia.

Os principais fatores que colaboram para o sucesso do uso desses materiais em projetos
de engenharia sao: economico e performance. O fator econéomico vem do fato do material
composto ser muito mais leve que os materiais metalicos, o que implica numa economia de
combustivel e conseqiientemente, num aumento de carga 1til (aerondutica e aeroespacial). A
reducao na massa total do produto pode chegar a 30% ou mais, em funcao da aplicacao dada
ao material composto. O custo de fabricacao de algumas pecas em material composto pode ser
também sensivelmente menor se comparado com os materiais metalicos. O fator performance
esta ligado a procura por um melhor desempenho de componentes estruturais, sobretudo no
que diz respeito as caracteristicas mecanicas (resisténcia a ruptura, resisténcia a ambientes
agressivos, etc.). O cardter anisotrépico dos materiais compostos é o fator primordial para a
obtencao das propriedades mecanicas requeridas pelo componente. A leveza juntamente com
as excelentes caracteristicas mecanicas faz com que os materiais compostos sejam cada vez

mais utilizados dentro de atividades esportivas.



1.1.1 Aspectos gerais dos materiais compodsitos

Denomina-se material compdsito, um material composto pela uniao de dois materiais de na-
turezas diferentes, resultando em um material de performance superior aquela de seus compo-
nentes tomados separadamente. O material resultante, ¢ um arranjo de fibras, continuas ou
nao, de um material resistente que sao impregnados em uma matriz de resisténcia mecanica
inferior as fibras.

A fibra é o elemento constituinte que confere ao material composto suas caracteristicas
mecanicas, tais como: rigidez, resisténcia a ruptura, etc. As fibras podem ser curtas de
alguns centimetros que sao injetadas no momento da moldagem da peca, ou longas e que sao
cortadas apés a fabricagao da peca. Os tipos mais comuns de fibras sao: de vidro, de aramida
(kevlar), carbono, boro, etc. As fibras podem ser definidas como sendo unidirecionais, quando
orientadas segundo uma mesma direcao; bidimensionais, com as fibras orientadas segundo
duas direcoes ortogonais , ou com as fibras orientadas aleatoriamente; e tridimensionais,
quando as fibras sao orientadas no espago tridimensional (tecidos multidimensionais).

A principal funcao das matrizes é a transferéncia das solicitagbes mecanicas para as fibras,
além de protegé-las do ambiente externo. Varios materiais sao utilizados como matrizes, entre
os principais estao: as resinas como por exemplo, polyester e epoxi; o carbono e as ligas de
aluminio.

A escolha entre um tipo de fibra e uma matriz depende fundamentalmente da aplicacao
ao qual sera dado o material composto: caracteristicas mecanicas elevadas, resisténcia a alta
temperatura, resisténcia a corrosao, etc. Geralmente, o custo é um fator de escolha entre
um ou outro componente. Deve ser observada também a compatibilidade entre as fibras e as

matrizes.

1.1.2 Materiais compdsitos e o avanco tecnoldégico

A aplicagao dos materiais compostos surgiu inicialmente na area aeronautica devido a neces-
sidade de diminuicao de peso, preservando a robustez dos componentes estruturais. Atual-
mente uma grande variedade de pecas em materiais compostos podem ser encontradas nos

avioes em substituicao aos materiais metdlicos: fuselagem, spoilers, portas de trem de ater-



rissagem, portas internas, etc. Dentro da area aeronautica, os helicopteros possuem também
varios componentes em material composto: pas da hélice principal, hélice traseira, arvore de
transmissao, fuselagem.

A utilizacao dos materiais compostos dentro da industria automobilistica é bem mais
recente do que na area aerondutica. O primeiro chassis totalmente em compdsito apareceu
em 1981 (McLaren MP4-1), porém o uso de compésitos tornou-se comum na F1 a partir
de 1983. Uma das grandes vantagens trazidas para o meio automobilistico pelos materiais
compostos é, além da reducao do peso, a facilidade em confeccionar pecas com superficies
complexas. Atualmente, o material composto é utilizado para a fabricacao de carters de
0leo, colunas de dire¢ao, arvores de transmissao, molas laminadas, painéis, etc. Atualmente,
a blindagem a prova de balas com compdésitos estd encontrando seu nicho em veiculos que
sao usados pela policia civil, criando novas oportunidades para uma tecnologia de blindagem
com compositos, baseada na fibra de vidro S-2«< ”7S-2 Glass”da Owens Corning.

O compdsito também é amplamente utilizado na engenharia civil, como material de re-
forgo e recuperacao de estruturas (Pavan et al. 2005). A preferéncia pelo compdsito nas
situagoes de reforgo e recuperagao deve-se as suas altas razoes rigidez/peso e resisténcia/peso
(compdsitos refor¢ados por fibras de carbono, por exemplo, possuem razoes 10 a 15 vezes mai-
ores que 0 ago), excelente resisténcia a corrosao, baixa expansao térmica, boa performance
em fadiga e tolerancia a dano, facilidade de transporte e manuseio, possibilidade de inclusao
de ”"strain gages”dentro da estrutura para um monitoramento continuo, baixo consumo de
energia na fabricagdo do material e da estrutura em si (Barbero 1998). Desta forma, com
o uso dos compodsitos obtém-se ganho de resisténcia e rigidez sem aumento expressivo do
peso proprio da estrutura, o que é muito importante para aplicagoes de reforco e recuperagao
(Oliveira e Creus 2004).

O plastico reforcado também é matéria-prima para pontes e passarelas de pedestres e car-
ros. Em 1983 foi inaugurada em Beijing, a ponte Miyun, uma das primeiras construidas em
material compdsito. Desde entao ha uma tendéncia crescente no uso de materiais plasticos
refor¢ados com fibras na construcao de pontes (Bodamar 1998). Na Inglaterra, a primeira

ponte de compdsito foi construida em 1992 e nos EUA, em 1996. Atualmente existem nu-



merosas pontes em projeto e construcao em todo o mundo assim como uma intensa pesquisa
em universidades e empresas.

As tendeéncias de desenvolvimento na area de construgao civil estao focadas nas seguintes
direcoes: desenvolvimento de aplicagoes; protensao; otimizacao e sistematizag¢ao dos métodos
de aplicacao; pesquisa de matrizes alternativas e adicao de monitoramento continuo. Quanto
a aplicacao, os pesquisadores procuram acelerar o processo de cura do adesivo e projetar
equipamentos para possibilitar uma aplicacao automatizada controlada remotamente, vi-
sando especialmente o uso em pontes e outras estruturas de grande porte e dificil acesso.
Em relacao as matrizes alternativas, estudam-se algumas matrizes nao organicas, que sao
menos sensiveis ao calor. Finalmente, em termos de sensoriamento, propoe-se a associagao
de sensores de fibra ética ao compdsito, formando uma espécie de reforgo ”inteligente”.

Uma aplicagdo bem recente dos materiais compostos na area aeroespacial sao os painéis
solares de satélites, confeccionados em uma configuracao sanduiche, e os motores de ultimo
estagio dos lancadores de satélites, confeccionados a partir do bobinamento das fibras sobre
um mandril.

Materiais compositos também apresentam uma enorme aplicabilidade em dispositivos
médicos e odontologicos. A producao de compédsitos de matriz polimérica dotados de uma
fase bioativa é uma forma de se minimizar as desigualdades mecanicas entre materiais bioati-
vos e tecidos vivos . Nesse caso, a combinacao entre polimeros e agentes de reforgo especificos
permite a producao de materiais com grande bioatividade e comportamento mecanico com-
paravel ao de tecidos vivos. Em praticamente todas as atividades esportivas, a reducao do
peso esta diretamente ligada a reducao do tempo de execucao de uma prova esportiva. Como
exemplo disto, podemos citar: barcos a vela, skis, bicicletas, etc. Em alguns casos, o que se
procura é a agilidade, e a perfeicao de alguns golpes, como no ténis, com suas raquetes; no
golf, com seus tacos; e no surf, com suas pranchas.

Com o aumento do niimero de projetos com materiais compositos surgiu a necessidade de
calcular tensoes e deformacoes em estruturas de materiais anisotropicos. Esta tarefa é mais
complicada que nos materiais isotrépicos (materiais cujas propriedades mecéanicas nao variam

com a dire¢ao), pois a anisotropia aumenta o ntimero de varidveis do problema. Solugdes



analiticas para problemas anisotropicos restringem-se a um pequeno numero de problemas
de dominios simples. No caso de estruturas e componentes mecanicos, o dominio torna-se
bastante complexo, sendo que seu tratamento s6 é possivel através de métodos numéricos ou
métodos experimentais. Com a evolucao dos computadores, os métodos numéricos passaram
a ser utilizados para uma faixa bem maior de problemas. Dentre os métodos numéricos que
mais se destacaram no tratamento de problemas estruturais estao o método dos elementos
de contorno e o método dos elementos finitos. Embora a obtencao de uma formulagao de
elementos de contorno seja matematicamente mais trabalhosa que a de elementos finitos,
os elementos de contorno possuem caracteristicas bastante desejaveis para a modelagem de
muitos problemas, tais como: (1) conseguem modelar bem problemas de alto gradiente de

tensao e deformagao e (2) somente o contorno é discretizado.

1.2 O método dos elementos de contorno

Embora a idéia de reducao na dimensionalidade do problema pelo uso de formulacao integral
de contorno seja conhecida desde o final do século XIX, através do trabalho de Somigliana
(1885), o método dos elementos de contorno, na forma que é apresentado hoje, sé se de-
senvolveu quase 80 anos depois. As equagoes integrais singulares, com as variaveis fisicas
acopladas umas as outras na formulacao direta do método dos elementos de contorno, foram
apresentadas nos trabalhos de Rizzo (1969) e Cruse e Rizzo (1968). Desde entao, o método
dos elementos de contorno se desenvolveu de forma bastante rapida, sendo atualmente um
método bem estabelecido, com vasta bibliografia publicada (Brebbia e Dominguez, 1989,
Dominguez, 1993 e Ramachandran, 1994).

Estudos de problemas de flexao em placas usando o método dos elementos de contorno
tém sido realizado por varios pesquisadores. Problemas elastostaticos de flexao de placas
isotrépicas sao mostrados por Paiva (1987), Silva (1988), El-Zafrany et al. (1995), Rashed
et al. (1998), Sanches (1998), Chaves et al. (1999) e He (2000) enquanto problemas de flexao
de placas isotropicas sujeitas a solicitacao dinamica sao mostrados por Davies e Moslehy
(1994), Tanaka et al. (1998) e Simbes (2001).

A formulagao direta do MEC para placas ortotropicas foi proposta primeiramente por Ka-



miya e Sawaki (1955). O autor adotou a metodologia apliacada anteriormente para anélise
de flexdo em placas isotrépicas. Benjumea e Sikarskie (1972), 4 () desenvolveram uma for-
mulacao indireta do MEC, baseada na equagao integral para tensao considerando um car-
regamento ficticio distribuido no contorno. Essa formulagao foi obtida para problemas de
placas ortotrdpicas e aplicadas somente em problemas envolvendo tragao.

A primeira formulacao do método dos elementos de contorno para problemas anisotropicos
foi proposta por Rizzo e Shyppy (1970). Uma importante contribuigao foi dada por Cruse e
Swedlow (1971) que propuseram uma solugao fundamental para materiais anisotropicos em
termos de funcoes de varidveis complexas. A partir deste trabalho, a solucao fundamental
no espaco complexo tem sido bastante usada nas mais diferentes aplicagoes do método dos
elementos de contorno para problemas bidimensionais em materiais anisotrépicos (Sollero e
Aliabadi (1993), Deb e Banerjee (1990), Deb (1996) Albuquerque e Sollero (1997), e Kogl
e Gaul (2000)). Vogel e Rizzo (1973) apresentaram a primeira aplicagdo do método dos
elementos de contorno na analise de problemas anisotrépicos tridimensionais. Wilson e Cruse
(1978) também analisaram problemas anisotrépicos tridimensionais com uma formulagao que

demanda menos esforgo computacional que a apresentada por Vogel e Rizzo (1973).

1.2.1 Estruturas formadas por associacao de laminas

Além dos problemas de chapas e placas, cujos campos de tensao sao desacoplados, existem
outras categorias de elementos estruturais que podem exigir uma andlise simultanea desses
problemas: as laminas. Conforme a terminologia adotada pela Associacao brasileira de
cimento portland, as laminas sao classificadas em dois grandes grupos identificados pela
curvatura da superficie média do corpo; laminas planas, na inexisténcia de curvatura e casca
para os demais casos. Além disso, outra classificacao é dada para as estruturas compostas
por um conjunto de laminas: folha, no caso do elemento-base ser uma casca; folha poliédrica
para elementos-base planos.

Um dos primeiros trabalhos envolvendo andlise de folhas poliédricas através do MEC foi
apresentado por Palermo. (1989). Neste trabalho, as laminas que compoe a estrutura sao

assumidas como sendo um estado plano de tensao acoplado ao estado de flexao em placas



finas. O sistema final foi obtido através da técnica de sub-regices do MEC. Na montagem
do sistema algébrico final, sao escritas duas equagoes para representacao integral classica
de placas Stern (1978), e as outras duas remanescentes sdo escritas a partir das equagoes
integrais da elastostdtica bidimensional Rizzo (1969).

Outra formulagao que incorporou essas mesmas representacoes integrais foi apresentada
por Ohga et al. (1991). Contudo o sistema algébrico final foi obtido utilizando-se a técnica da
sub-estruturacao ou método da matriz de transferéncia, que conduz a matrizes de influéncia
menores, e, portanto, possibilita uma redugao do niimero de operacoes para a resolucao do
sistema final de equagoes algébricas do problema.

Tanaka et al. (1998) desenvolveram uma formulacao direta do MEC para a associacao
de estruturas formadas por laminas no espaco, dando énfase na implementacao numérica das
equagoes de equilibrio e compatibilidade nas arestas da associa¢do. Kramin e Kramin (1997)
obteve a solucao final do problema por meio da combinacao de uma solucao particular e
da solucao homogeénea dos problemas fundamentais que foi introduzida nas representacoes
de Stern (1978) e Rizzo (1969). As varidveis associadas aos deslocamentos de cada lamina
sao escritas em relacao a um sistema de coordenadas globais da estrutura tridimensional,
enquanto as variaveis associadas aos esforgos de cada lamina sao escritas a partir do respectivo
sistema local da cada lamina. No acoplamento das laminas, é empregado o método das sub-
regioes e na discretizacao do problema, sao utilizadas interpolagoes constantes.

Em (Fernandes e Venturini 2002), placas enrijecidas por vigas s@o analisadas utilizando-
se duas abordagens. Na primeira, a viga é considerada uma regiao enrijecida, conduzindo,
portanto, a duas linhas de interacao placa-viga e com discretizacao possuindo duas varidaveis
por né. No segundo esquema, o nimero de graus de liberdade é reduzido pela metade ao longo
da interface ao se assumir que o movimento da secao transversal é definido por apenas trés
componentes independentes. Representagoes integrais particulares do problema sao obtidas
diretamente incluindo a interacao viga-placa, de forma que as condigoes de compatibilidade
e equilibrio sao automaticamente verificadas. Assim, apds a discretizacao do problema as
incégnitas do problema podem ser determinadas.

Liu (2000) aplicou as equagdes integrais de problemas eldsticos tridimensionais direta-



mente em estruturas poliédricas. A formulacao integral para sélidos tridimensionais parece
ser menos restritiva que as formulagoes integrais obtidas a partir das diversas teorias de pla-
cas e de membrana. Contudo, quando a formulagao de problemas elasticos tridimensionais é
aplicada nos casos em que as solugoes fundamentais dos problemas laminares sao conhecidas,
a mesma pode tornar ineficiente, uma vez que seus elementos de contorno estao definidos no
espaco bidimensional e associados as teorias de lamina plana sao representados por curvas
unidimensonais

Sanches (2002) estendeu a formulagdo apresentada por Palermo. (1989) para proble-
mas dinamicos visando o modelamento do sistema de laje composta “Steel Deck”. Mendoca
(2002) apresenta duas formulagoes do MEC para anélise eldstica de estruturas compostas por
laminas planas de espessuras constantes. A lamina em flexdo é assumida sob as hipdteses
de Kirchhoff. Na primeira abordagem, as varidaveis do problema sao representadas por um
conjunto de quatro graus de liberdades em deslocamentos e forgas associadas a chapa (des-
locamentos normal, tangencial e suas respectivas for¢as de superficie) e a placa (desloca-
mento transversal, rotacao normal e seus respectivos esforcos representados pela forga de
Kirchhoff e momento fletor). Esta abordagem foi chamada de modelo tetraparamétrico. Na
segunda abordagem, duas varidveis adicionais sao inseridas na formulagao tetraparamétrica,
resultando em um novo modelo demoninado hexaparamétrico. Com isso, o vetor de deslo-
camentos é composto pelos deslocamentos normal, tangencial, transversal e pelas rotacoes
normal, tangencial e zenital. KEssa tltima variavel é associada a uma rotagdo que atua ao
longo da dire¢ao perpendicular ao plano médio da lamina-base. Inicialmente, as matrizes
de influéncia sao montadas para ambos modelos e entao, técnicas especiais sao empregadas
somente para a abordagem hexaparamétrica a fim de resolver a incompatibilidade de ordens
entre as matrizes de influéncia dos deslocamentos e das forcas. Em seguida, a técnica da sub-
regiao € utilizada para montar o sistema final de equagoes de uma estrutura nao-coplanar. A
partir dos modelos tetra e hexaparamétricos para problemas eldsticos nao-coplanares, o com-
portamento elastoplastico é incorporado nessas abordagens como campos tensoriais iniciais
(tens@o/momento ou deformagao/curvatura) para analisar problemas coplanares utilizando

representacoes classicas para a superficie de plastificacao.



Outros pesquisadores tem se dedicado ao estudo de associagoes de laminas, contribuindo
com novas técnicas, tal como a combinagao do método dos elementos de contorno com de-
terminadas técnicas numéricas. Como por exemplo, KOMATSU e Nagai (1982) que analisou
secoes tubulares retangulares dividindo a estrutura em trés regices constituidas de uma regiao
central e duas extremas. O Método dos Segmentos de Parede Fina (MSPF) é usado para
modelar a regiao central e a discretizacao é feita em segmentos tridimensionais cujos graus
de liberdade estao posicionados ao longo das secoes pertencentes as extremidades de cada
segmento. Para duas regioes extremas adotou-se método dos elementos de contorno e nas
linhas de interface entre o MSPF e o MEC hé necessidade da inclusao de um elemento de
transicao no MSPF para possibilitar a aplicacao das condicoes de equilibrio e de compati-
bilidade nos respectivos graus de liberdade compativeis entre os dois métodos. Assim, um
sistema algébrico que envolve as contribui¢oes de ambos os métodos pode ser resolvido.

Uma combinagao entre os métodos dos elementos finitos e de contorno foi desenvolvida
por (Galuta e Cheung 1995) para anélise de secoes celulares. As equagoes integrais clédssicas
de placas sao escritas para os nos situados na placa superior, isto é, no tabuleiro da ponte.
As regioes remanescentes do problema sao modeladas pelo MEF. Os graus de liberdade
dos néds associados ao MEF, situados na interface de regides comuns aos dois métodos, sao
transformados em parametros nodais compativeis com o MEC. Assim, a matriz de influéncia
final das incégnitas recebe contribuicoes de ambos os métodos. Carmo (2001) utilizou uma
combinacao entre o MEF e o MEC para analisar a influéncia da excentricidade do centro
de gravidade da viga em relagao ao plano médio das placas. Nessa formulacao, a viga foi
modelada pelo MEF e foram usadas as equagoes de (Rizzo e Shyppy 1970) e (Stern 1978), para
representar os efeitos de membrana e flexao na lamina. Através das equacoes de equilibrio e
compatibilidade de deslocamentos na interface e da técnica de sub-regices do MEC, é obtido
o sistema de equacao final do problema.

Em 2000, Wen et al. (2000), usou enrijecedores que foram tratados como uma forga
distribuida em linha aplicada no dominio placa. A representacao integral do problema é
constituida de cinco equagoes: as duas primeiras incorpora o efeito de membrana utilizando-

se as equagoes classicas de (Rizzo e Shyppy 1970). As trés restantes estdo associadas a



representagao integral de placas que incorpora a deformacgao por cortante descrita em (Ween
1982). Para o enrijecedor, sdo admitidas as hipdteses classicas de vigas prismaticas, cujo
centro de gravidade possui uma excentricidade em relagao plano médio da placa. Apds a
discretizacao, sao impostas as condigoes de equilibrio e de compatibilidade de deslocamento
nos pontos nodais comuns entre a viga e placa, de forma que o sistema final fica escrito

apenas em func¢ao dos nés do contorno e de dominio da placa.

1.3 Descricao do presente trabalho

Seguindo a mesma linha de pesquisa desenvolvida por (Sanches 2002) e (Palermo. 1989), este
trabalho tem como principal objetivo a anélise de tensoes em estruturas planas formadas pela
associacao de placas de laminados compésitos.

Pode-se mencionar os seguintes objetivos especificos do trabalho:

- Estudo do comportamento mecanico de placas de laminados compdsitos submetidas a

flexao e forcas axiais;

- Estudo do método dos elementos de contorno aplicados a problemas da elasticidade

bidimensional e a flexdao de placas;

- Desenvolvimento de um elemento estrutural plano contendo simultaneamente o estado
plano de tensao e o de flexao em placas finas. Para a implementacao do elemento, conta-
se com o com o auxilio de programas desenvolvidos pelo grupo de pesquisa do Prof. Dr.
Sollero, para andlise de problemas envolvendo o estado plano de tensao (Albuquerque

2001), e de flexdo em placas finas de materiais anisotrépicos (Paiva 2005);

- Associacao tri-dimensional de elementos planos utilizando a técnica de sub-regices do

MEC;

- Empregar o algoritmo em exemplos diversos, avaliar os resultados e compreender o

comportamento de placas laminadas associadas no espaco.
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1.4 Estrutura do texto

No presente capitulo, foi feita uma introducao ao material compésito. Varias aplicacoes e
vantagens foram mostradas. O uso do método dos elementos de contorno para andlise de
problemas anisotropico foi abordado com énfase nas pesquisas sobre as estruturas formadas
por associacao de laminas. O segundo capitulo faz uma breve revisao sobre a teoria de placas
laminadas. As equagoes constitutivas de uma lamina ortotrépica sao desenvolvidas e a partir
disto, as equacgoes diferenciais que governam o problema de flexao em placas de laminados
compdsitos sdao obtidas. E feita uma discussao sobre laminados simétricos e ndo-simétricos,
as equacoes constitutivas sao apresentadas e suas caracteristicas avaliadas.

O Capitulo 3 apresenta as equacgoes bésicas da teoria da elasticidade plana aplicada a
materiais anisotrépicos. As equacoes de equilibrio sdo apresentadas e a equacao diferencial
do movimento de chapa é obtida. Posteriormente a equacao integral da elasticidade plana é
desenvolvida e a solucao fundamental é apresentada. A formulagao de placas anisotropicas
é desenvolvida no Capitulo 4. A partir das equacoes constitutivas sao obtidas as equacgoes
diferenciais governantes do problema de placas finas. A solucao fundamental para problemas
de placas anisotrépicas é apresentada.

O método dos elementos de contorno é desenvolvido no Capitulo 4. O teorema de Betti
¢é aplicado e as equacoes integrais de contorno sao obtidas. Essas equacoes integrais de
chapa e placas sao discretizadas obtendo-se um sistema de equacoes algébricas. As funcoes
de forma usadas na discretizagao com elementos quadraticos e constantes sao mostradas.
Com o objetivo de validar as formulacoes apresentadas no capitulo anterior, alguns exemplos
numéricos sao analisados separadamente para o problema de chapa e placas finas no Capitulo
5.

Com base nas equacoes integrais da elasticidade plana e de flexao de placas é desenvolvido
no Capitulo 7, um macro-elemento, o qual possui quatro graus de liberdade por nd, dois
devido ao comportamento de chapa (estado plano) e os outros dois, devido ao comportamento
de placa. A associacao desses macro-elementos é feita através da técnica de sub-regioes do
MEC apés a transformacgao de coordenadas locais de cada macro-elemento para um sistema

global. Desta forma, o sistema final de equagoes algébricas é obtido.
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No Capitlo 8 vérios exemplos numéricos sobre associacao espacial sao apresentados e
discutidos. Os resultados sao comparados com valores encontrados na literatura ou ébtidos
pelo software ANSYS. Finalmente, no Capitulo 9 é feita uma discussao sobre os resultados

obtidos e sugestoes para trabalhos futuros sao apresentadas.
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Capitulo 2

Elasticidade Anisotrdopica

2.1 Introducao

Este capitulo apresenta as equacoes basicas da teoria da elasticidade para materiais aniso-
trépicos. A formulacao de tensao e deformacao sera revista, levando a definicao da equagao
constitutiva anisotropica. E mostrada a obtencao das matrizes de rigidez e flexibilidade
de compdsitos laminados simétricos a partir das propriedades mecanicas das laminas or-
totropicas constituintes dos laminados. As formulagbes matematicas presentes neste capitulo
serao usadas nos capitulos posteriores, quer seja na obtencao da formulacao do método dos
elementos de contorno, quer seja na comparacao com resultados numéricos obtidos a partir

das formulagoes propostas.

2.2 Hipébteses Basicas

Seja uma placa plana, homogénea e anisotrépica com dominio €2 e contorno I'. A espessura
h da placa é uniforme na direcao do eixo x3 e o mesmo ¢é bisseccionado por dois planos
x3 = —h/2 e x3 = h/2, conforme mostra a Figura 2.1.

Quando a espessura h é muito pequena comparada as suas dimensoes laterais, o problema
¢é tratado pelo estado plano de tensao. Por outro lado, quando a espessura da placa é muito
grande, o problema passa a ser tratado como estado plano de deformagao. Descrevendo-se o
equilibrio deste corpo na posicao antes da deformacao e admitindo-se pequenas deformagoes,

ambos os casos podem ser analisados sob as seguintes hipdteses (Lekhnitskii 1963):
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Figura 2.1: Modelo fisico para problemas de estado plano.

i) As forgas aplicadas no contorno da placa, se existirem, ndo possuem componentes na

direcao normal;

ii) Nao sao aplicados carregamentos nos planos paralelos ao contorno da superficie do topo

e da base.

No problema de estado plano de deformacao, admite-se que as deformacoes associadas a

direcao x3 sejam nulas, ou seja:

€33 = Y13 = Y23 = 0; (2.1)

Para o problema de estado plano de tensao, a hipdtese de que as forgas sao nulas nos
planos paralelos implicam no fato das tensoes associadas a direcao x3 serem extremamente

pequenas, logo:

033 = 013 = 013 = 0; (2-2)

2.2.1 Equacgoes de equilibrio

Se o corpo estda em equilibrio, a somatéria de todas as forcas que agem em cada elemento

infinitesimal deve ser igual a zero, ou seja:
oijj +bi =0, (2.3)
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onde b; é o vetor de forgas de corpo.

Pode-se mostrar que, na auséncia de forgas de corpo, a Equacao 2.3 se reduz a:

Uij,j - O . (24)

Estas equagoes de equilibrio sao satisfeitas se:

O*F (z1,79)
g =
82F(x1, .1’2)
= e 2.5
022 81'% ) ( )
02F(a:1, :1:2)
g = ————
2 Orixs

A funcao F(zy,x9) é chamada fungao de tensao de Airy (Lekhnitskii 1968a).

Por sua vez, o equilibrio de momentos é expresso por:

045 = 04 (26)

que implica na simetria do tensor de tensoes.
O vetor de forcas de superficie ¢; em um ponto no contorno I' de um dominio €2 é expresso

na forma:

l; = oyng, (2'7>

onde n; é o vetor normal do contorno I' no ponto.
O vetor de deslocamento e suas derivadas sao assumidos como infinitesimais, sob essa

hipétese, o tensor de deformacao pode ser escrito como:

1
Eij = 5 (U@j + UiJ’) . (28)
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As componentes do tensor de deformacao devem satisfazer certas condi¢oes de compati-
bilidade e integrabilidade para que a unicidade dos deslocamentos sejam garantidas. Dessa

forma, tem-se:

Eijkl T Eklij — Eikygl — Ejlik = 0, (2.9)

que no caso bidimensional é reduzida a forma:

€11,22 T €22,11 = €12,12- (2.10)

Para um material elastico linear, a relacao entre o tensor de tensoes com o tensor de

deformagoes é dada por:

Oi5 = U4jkIEkL, (2-11)

onde Cjjx; ¢ um tensor de quarta ordem (81 elementos) conhecido como tensor de constantes

elasticas. Devido as restricoes de simetria, tem-se:

Cijit = Cjint, Cijit = Cijik.- (2.12)

A condicao para a existéncia de uma funcao energia de deformacao também requer que:

Cijii = Chiji- (2.13)

Estas consideragoes reduzem o ntimero de constantes eldsticas de 81 para 21. Conside-

rando as 21 constantes eldsticas, a equagao (2.11) pode ser escrita na forma matricial como:

(011 ) [ Ciin Ciize Ciss Chizs Cins Chane | e )
022 Crioz Caza Caazz Cogaz Oz Cooro €22
o33 \ _ Crizz Ca233 Cszzz Cszaz O3z Cszin €33 (2.14)
023 Chri23 Cazaz Cszoz Cazaz Chziz Chzin 2e93 [’ '
013 Ciz Ca1z Csziz Coziz Ciziz Chzie 2e13

L 012 | Criiz Caorz Csziz Coziz Cizin Chan | | 2612 )
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ou ainda na forma:

Eij = OijklOkl, (2~15)

onde Sjji; € um tensor de quarta ordem conhecido como tensor de flexibilidade, que, devido
as mesmas razoes do tensor de constantes elasticas, possui 21 elementos, dos quais apenas

18 sao independentes. A Equacao 2.15 pode ser escrita na forma matricial como:

(e ) [ Siin Stz Suss 251123 281113 25112 | [ onn )
€92 Stz Saa22 S2233 25223 252213 252212 022
es3 | _ | Suss  Swess Ssszz 253323 253313 253312 033 (2.16)
2e93 251123 252223 253323 459323 452313 452312 o3 [ .
2e13 251113 259213 253313 459313 451313 451312 013

[ 2¢12 | | 251112 259212 253312 452310 451312 451212 | | 012

Usando a notacao tensorial reduzida, proposta por Lekhnitskii (1963), a Equacao 2.16

pode ser escrita como:

( €1 ) [ @11 Q2 aiz a4 A1 Q1e 1 ( 01 )
€2 Q12 G2 (23 Q24 A25 (2 02
€3 _ | @13 @23 a3z a34 (35 U6 03 ’ (2. 1 7)
€4 Q14 0G24 (A34 Q44 Q45 G4p 04
€5 a15 Q25 @35 A45 As5 (56 05
. €6 | Q16 Q26 A36 Q46 As6 Gee | \ O6
onde
( 51 3\ ( 511 3 ( O_l ) ( 0_11 3\
€2 €22 02 022
€3 _ €33 o 03 _ 033 (2.18)
€4 2e93 04 023
€5 2e13 05 013
\ €6 ) \ 2e12 J ( 76 012 )

Os coeficientes elasticos podem ser expressos em termos de constantes de engenharia como

(Lekhnitskii 1963):
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a11 = 1/E1 a1z = V12/E1 = —V21/E2
a13 = —V31/E1 = —V13/E3 a14 = 7723,1/E1 = 771,23/G23
ais = 7732,1/E1 = 771,32/G23 a6 = 7712,1/E1

asp = 1/E, Q93 = U39/ FEy = —153/ Ej3
agq = Moz 1/ Eo = 1233/ Gas ass = 1312/ By = 1231/ G13
as6 = Ma2/Es = 1212/Gh2 ass =1/E3 (2.19)

a34 = 7723,3/E3 = 773,23/G23 ags = 7731,1/E3 = 773,31/G13
Az = 7712,3/E3 = 773,12/012 Q44 = 1/G23

Q45 = C32,23/G23 = C23,31/G13 Q46 = C12,23/G23 = C23,12/Gl2
as5 = 1/G13 a56 = C12,31/G13 = §31,12/G12
age = 1/G1a

onde Fj sao os médulos de elasticidade longitudinais, referindo-se aos eixos xj, G;; sao os
modulos de elasticidade transversais, para os planos definidos pelos eixos z;z;. Os coefi-
cientes v;; sao chamados coeficientes de Poisson. As constantes 7;,; sao denominadas de
coeficientes de influéncia mutua de primeira espécie que caracterizam extensoes nas direcoes
dos eixos principais, produzidas por tensoes tangenciais agindo nos planos principais. As
constantes 7, j, sao os coeficientes de influéncia mutua de segunda espécie, que expressam
deformagoes tangenciais nos planos principais, causadas pelas tensoes normais atuantes nos
planos principais. Por fim, (;;u sao os coeficientes de Chentsov, que caracterizam as de-
formacoes tangenciais em planos paralelos aos planos principais de elasticidade, causadas
por tensoes tangenciais que atuam em planos outros, paralelos aos planos principais de elas-
ticidade.

Em estado plano de tensao (03 = 04 = 05 = 0), um material pode ser descrito usando-
se somente seis constantes elasticas independentes. Desta forma, a Equacao 2.17 pode ser

escrita como:

€1 11 daiz2 0Aie 01
E9 = 12 Q922 Q94 09 . (220)
€6 16 Q26 QAep O¢

Substituindo as Equagoes 2.8, 2.11 na Equacao 2.3, obtém-se a equagao de equilibrio

escrita em funcao dos deslocamentos:

Cijritg i + b; = 0. (2.21)
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O tensor tensao pode ser escrito em termos de fungées F'(z1, z3) chamadas fungoes tensao

de Airy (Lekhnitskii 1963) dadas por:

o1 = Fao+U
092 — Ell —i—Z/l (222)

012 = —F12,

onde U é uma funcao potencial na qual

U; = b, (2.23)

)

onde b; é o termo que contém as forcas de volume.
A equagao diferencial para fungoes de tensao F'(x1,z5) sdo obtidas pela substitui¢ao das
Equacoes 2.22 na equacao constitutiva 2.20, e na auséncia de forcas de corpo, pode ser escrita

CcOomao:

a11F 2200 — 2a16F 1220 + (2a12 + ags) F1122 — 2026 F 1112 + a22F 1111 = 0.

(2.24)
Aplicando o operador diferencial
0 0
Ap = — — o, 2.25
k 97y 20" B ( )
na fungao tensdo F(z1,xs) , tem-se:
F o999 — (papioptspta) Froas + (pa e + prafisfin fra + plopis + pofla,
pegpia) Fliioo — (fafeopis + paflofta + pafespia + pofizfita) Fi1iz,
+(ppopizpia) Fannn = 0. (2.26)

Conforme mostrado por Lekhnitskii (1968), as Equagoes 2.24 e 2.26 serdo idénticas se i,

1o, p3 e py forem raizes da equacao:
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anpt — 2a16p° + (2a12 + age)pt* — 2a964t + az = 0. (2.27)

As raizes da Equagao 2.27 sdo sempre complexas ou imaginarias puras, ocorrendo aos

pares (1 e fiy)
Exigindo que a fungao tensao F'(xq,x2) seja real, adotando z, = x1 + pgxe com k = 1,2

e com o auxilio do operador difrencial 2.25, obtém-se:

F(z1,x9) = 2Re[F1(21) + Fa(22)]. (2.28)

Substituindo a Equacao 2.28 em 2.22, obtém-se os componentes de tensao:

onn = 2Re [N%\I’gl)@l) + M%ng)('z?)} )
gy = 2Re [qu“(zl) + \pg”(zz)} , (2.29)

o119 = —92Re [Ml\lfgl) (Zl) + ,U/Q‘Ijgl) (Z2)i| )

sendo que \I/,(cl) representa a primeira derivada de Wy, e

de

= Wy (z), (2.30)

onde a convencao de soma nao ¢é empregada em k.
Substituindo a Equacao 2.29 na Equacao 2.20 e entao na Equacgao 2.21, desprezando-se

os movimentos de corpos rigidos e integrando, obtém-se:

up = 2Re [q11¥1(21) + q12¥W2(22)],

Ug = 2Re [QQ1@1(21> + QQQ‘I’Q(ZQ)] s (231)
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onde:

2
a1y, + 12 — G16ltk

2.32
Qi + Q22/ i — Qo ( )

qik =

é a matriz de parametros complexos. Através da condi¢oes de contorno, determina-se a fungao
tensao, dada pelas Equagoes 2.22 com derivadas dadas pela Equacao 2.30, que satisfaca estas
condicoes, determinando assim os campos de deslocamentos, dados pelas Equagoes 2.31, e

tensoes, dados pelas Equacoes 2.29.
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2.3 Equacao integral de chapa

Através da aplicagao do teorema de Betti, as equagoes integrais de contorno para problemas da
elasticidade plana (chapa) sao obtidas. Considerando-se inicialmente um corpo em equilibrio
sujeito a dois estados de tensao e deformacao, o teorema de Betti estabelece que o trabalho
realizado pelas tensoes do primeiro estado nos deslocamentos do segundo é igual ao trabalho
realizado pelas tensoes do segundo estado no deslocamentos do primeiro. Sendo assim, dois
estados de tensao o e ¢*, com seus respectivos estados de deformagao ¢ e £*, relacionam-se

de acordo com a seguinte equacao:

/O':jEide:/O'ijgfde (233)
Q Q

A Equacao 2.33 também pode ser escrita em funcao dos deslocamentos:

/O’;}ui’de:/Uij‘U;de (234)
Q Q

Expandindo o primeiro termo da Equacao 2.34, tem-se:

/QO';}UZ‘J'CZQ = /Q[(aijui),j - O':]UZ]CZQ (235)

Substituindo a equacao de equilibrio 2.3 na Equacgao 2.35, resulta em:

/U:jui,de:/[(Uijui),j)]d9+/bZ‘uidQ (2.36)
Q Q Q

Aplicando-se o teorema da divergéncia no primeiro termo do lado direito da Equagao

2.36, tem-se:

/Ufj“i,de:/(Uz’juz‘)”deJr/bfuidQ (2.37)
Q r Q

Usando-se a Equacao 2.7 das forcas de superficie, a tensao no primeiro termo do lado

direito da Equagao 2.37 pode ser eliminada da seguinte forma:
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Q r Q

A equacao final para o teorema de Betti pode ser obtida adotando-se o mesmo procedi-

mento para o lado esquerdo da Equacao 2.34, desta forma, tem-se:

T Q r Q

Pode-se impor quaisquer dois estados, compativeis, de tensao e deformacao a Equagao

*

2.39. Se for adotado que o estado a, de o; e €]}, seja a analogia do problema de Kelvin em

um dominio bidimensional, tem-se:

Substituindo-se as expressoes 2.40 em 2.39 e fazendo uso das propriedades do delta de

Dirac, chega-se a:

w(P) = = [ G(Q P + [ (@ P + [ Q. PR@Qdn  (241)

Q

A Equagao 2.41 é conhecida como identidade Somigliana para os deslocamentos. Com
esta relacao pode-se encontrar o valor do deslocamento em qualquer ponto do dominio §2,
interno ao contorno I', em funcao dos deslocamentos e forcas de superficie do contorno e
das forcas de volume. De acordo com a Figura 2.2, acrescenta-se ao dominio uma pequena
regiao (g de raio ¥, com o seu centro sobre o ponto P. Subtrai-se de contorno original uma
pequena porcao I', adicionando-se em seu lugar um contorno I'y. A Equacao 2.41 passa a

ser escrita como:

wi(P) = = [i_y ti(Q, Phup(Q)dl — [ £5.(Q, P)ur(Q)dL + [y ujp(Q, P)te(Q)dl +
fre u;*k(Q, P)tk(Q)dF + fQ—\I/ u?k(Qa P)k(Q)dQ + fQE ufk(Q, P)k(Q)dQ (2-42)
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Figura 2.2: Acréscimo de um dominio infinitesimal.

Fazendo-se o raio se aproximar de zero, os termos das integrais sobre o contorno I'— W sao
entendidas como um valor principal de Cauchy (Brebbia e Domingues 1992). As integrais

sobre I'. e ), sao nulas, com excecao de:

e—0

lim ( /F | £.(0, P)uk(Q)dF) = Gyup(P) (2.43)

com ¢;; dependente da geometria do contorno. Da substituicao de 2.43 em 2.41 obtém-se:

Czkuk<Q) = = fF tfk(@a P)uk(Q)dF + fp U;%(Q, P)tk(Q)dF +
Jo uin(Q. P)1(Q)d<. (2.44)

A matriz ¢y, tem seus valores tomados da expressao a seguir:

-1 4(1 — v)y + sen20; — senby 0520y — cosb,

€= 8r(1 —v) c0820y — cosb 4(1 — v)y + sen20; — senby |’

(2.45)

sendo 6 e 0, os angulos formados entre o vetor normal e os eixos x1 e x5. No caso do contorno
ser suave ou seja, quando a tangente a linha de contorno permanece continua, a matriz c;

se reduz a:

Cik = 50k (2.46)
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2.4 Solucao fundamental de chapa

A formulacao do método dos elementos de contorno requer o conhecimento da solucao fun-
damental de um problema de elasticidade. A solucao fundamental é a resposta a aplicacao
de um carregamento unitario pontual de um meio elastico infinito, cujas propriedades de
material sao as mesmas do componente que se quer analisar. Para se obter as solugoes fun-
damentais para problemas de chapa, o dominio {2 serd mapeado num plano complexo, usando

a seguinte mudanca de variavel:

!
z
Z9

/ /
{ Tyt Ty } (2.47)

/ /
Ty + paly

z:{ % }:{ T1t fia® } (2.48)
22 T1 + f22

onde py sdo raizes complexas da Equagao 2.27, x) e 7}, sdo as coordenadas do ponto fonte

(ponto de aplicagao da carga concentrada unitaria) e z; e xo sdo as coordenadas do ponto

campo (ponto de obtencao da resposta devido a aplica¢do da carga unitéria).
Considerando-se um contorno fechado I' ao redor do ponto fonte e usando as forgas de

superficie definidas pela Equacgao 2.7 e as tensoes definidas pela Equagao 3.1, tem-se:

/tldF = 2R€[[/L1\I/1 + HQ\IJQ]L
I

/ tadl’ = 2Re[[U; + Uy]] (2.49)

onde os colchetes duplos representam o salto na funcao para um contorno fechado ao redor do
ponto fonte. Se o contorno I' engloba z’, entao o resultado das Equacoes 2.49 serao diferentes
de zero.

A partir da funcao tensao de Airy resultante das forcas de superficie fundamentais, dadas

pelas Equagoes 2.49, e a equagao de equilibrio de forgas (Equacao 2.3) considerando forcas de
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corpo e efeitos de inércia nulos, obtém-se solugoes fundamentais em um plano anisotropico
infinito.

A funcao tensao de Airy para um ponto carregado na dire¢ao x; pode ser representada
por U;.. Como as equagoes integrais de contorno (Equagoes 2.49) possuem sinais opostos a

carga aplicada, ela pode ser expressa para um ponto fonte como:

2Re[[u1\11i1 + Mz‘l’iz]] = —0;1,

As Equagoes 2.50 podem ser satisfeitas para qualquer contorno fechado z’, tomando

U, = A In(z — 2') (2.51)

onde A;. sao constantes complexas. Usando propriedades de funcoes complexas, pode ser

mostrado que para qualquer contorno fechando o ponto z’'

In(z — z') = 2mi. (2.52)

Usando as Equacgoes 2.50, 2.51 e 2.52, podem ser obtidas duas equagoes para as constantes

desconhecidas Aj;;

A — A+ Ay — Aig = 62/ (2m0)

p A — finAin + A — fisAi = —6;1/(2mi) (2.53)

As duas outras equagoes necessarias para se determinar A;; resultam da exigéncia que os

deslocamentos tenham valores inicos, ou seja,
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[[u]] =0 (2.54)

Usando as equagoes de deslocamentos 2.31, as Equacoes 2.51 e 2.52; a Equagao 2.54 pode

ser expandida como:

Qi1 A1 — Q1A + q2A — G1aAin =0

go1An — @1 An + qe2Ais — GozAin = 0 (2.55)

Escrevendo as Equacgoes 2.53 e 2.55 na forma matricial, tem-se:

1 -1 1 -1 Ay 80/ (211)
o =My p2 —H Ajp | _ ] =01/ (2mi) (2.56)
Q- —qu Q2 G2 Aja 0 '
Q21 —q21 Q22 —(oo Ajo 0

que ¢ suficiente se para encontrar as constantes complexas A;;. No caso de materiais
isotrépicos a equacao caracteristica 2.27 se torna biquadrada com duas raizes iguais a i e
duas iguais a —¢. Estes valores tornam o sistema de Equagoes 2.56 singular. Por causa disso
nao é possivel o uso de materiais isotrépicos para comparar esta formulagao com a formulacao
isotrépica que utiliza a solugao fundamental de Kelvin (Dominguez 1993) e (Partridge et al.

1992). Para fazer esta comparagao serao usados materiais quase-isotrépicos, ou seja:

E2 = E1 +e= E (257)

sendo que

e <1072E, (2.58)
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Ey
Go= —">- 2.59
12 2(]_ + 1/12) ( )

As solugoes fundamentais para deslocamentos sao obtidas inserindo a funcao tensao dada

pela Equagao 2.29 nas equagoes de deslocamentos (Equagao 2.31). Desta forma, tem-se:

Uji<Z/, Z) = 2Re[qi1A]~1 ln(21 - Zi) + quAjg 111(22 - Z;)] (260)

Similarmente, as solugoes fundamentais para forcas de superficie sao obtidas pela substi-

tuicdo da Equagao 2.51 nas equagoes de tensdo (Equagao 2.31) e usando a Equacao 2.7:

1 1
ﬂ'(Z/, Z) = 2Re —,)gil(uml — ng)Aﬂ -+ ngg(ﬂgnl — nQ)A]'Q , (261)
9 —

(Zl — % 2

onde

l95i] = { /_“1 /_”1 } (2.62)

e ng sao as componentes do vetor normal externo.

Note que tanto a solucao fundamental de deslocamentos quanto a de forcas de superficie
sao singulares quando o ponto fonte tende ao ponto campo. No caso da solucao fundamental
de deslocamentos a singularidade é fraca (Inr). Ja no caso da solugao fundamental de forcas

de superficie tem-se uma singularidade forte (1/r).

2.5 Equacoes integrais singulares

A equagao integral 2.41 foi escrita para um ponto do interior do dominio. Uma vez que
o ponto fonte é interno, a equagao contém apenas integrandos regulares. Considere agora
o limite da transicao quando o ponto fonte tende ao contorno. Esta operacao pode ser
implementada colocando o ponto fonte no contorno e diminuindo o dominio do problema

por uma regiao semi-circular, com cotorno I'} e raio €, centrado no ponto fonte, conforme
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Figura 2.3: Ponto fonte localizado no contorno, circundado por uma regiao semi-circular.

mostrado na Figura 2.3. Com esta configuragao, o contorno completo é dividido em duas

partes:

['=lim (I~ T +17) (2.63)

onde € é o raio do semi-circulo de centro no ponto fonte, pertencendo ao contorno I', conforme

a Figura 2.3.

€0 Jr_r 41> €0 Jr_r 41>

A integral do lado direito da Equagao 2.64 contém um integrando de singularidade fraca
da ordem In(1/7) e é integrdavel como uma integral imprépria. A integral do lado esquerdo
tem uma singularidade forte, de ordem 1/r, que pode ser regularizada com o primeiro termo

da expansao de Taylor em torno do ponto fonte, ou seja

lim | T} ui(z)dl' = lim [ T); [wi(z) — Ui(zl)] dl’ +
=0 Jr_r 4rs €0 Jpx

lir% Tiui(z) dU° (2.64)



Assumindo que os deslocamentos sao continuos no ponto fonte, o primeiro termo do lado
direito da Equacao 2.64 é integravel e desaparece no processo de limite. O segundo termo da
equacao representa um salto nos deslocamentos dado por A;;(z")u;(z’), no qual A;;(z") é uma
constante que depende da geometria local e das constantes elasticas. Finalmente, o terceiro
termo do lado direito da equacao resulta numa integral impropria que é calculada no sentido
do valor principal de Cauchy. Portanto, quando ¢ — 0, o ponto fonte tende ao contorno e,

no limite, a Equacao 2.64 pode ser escrita na forma:

r

onde § representa integral no sentido do valor principal de Cauchy e o coeficiente ¢;;(2z’)

¢ dado por dij + A;;(Z'), no qual ¢;; representa o delta de Kronecker.
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Capitulo 3

Teoria de Placas Laminadas

3.1 Introducao

A teoria de placas laminadas foi desenvolvida durante as décadas de 50 e 60 por alguns
pesquisadores, tais como, (Smith 1953), (Pister e Dong 1959), (Reissner e Stavsky 1961),
(Lekhnitskii 1968b) e (Stavsky 1964). A principal diferenga em relagdo a teoria classica
de placa isotropicas estd na relacao tensao-deformacao das laminas, uma vez que outros
elementos da teoria tais como as hipoteses de deformacoes, equagoes de equilibrio e as relagoes
deformagao-deslocamento sao as mesmas usadas na teoria cléssica de placa. Neste capitulo
sao apresentadas as equacgoes basicas de uma placa laminada. A partir disso, a equacao

diferencial que governa o problema de flexao em placas laminadas é desenvolvida.

3.2 Equacoes constitutivas de uma lamina

Uma lamina na qual as fibras imersas na matriz estao alinhadas unidirecionalmente sao

chamadas de ortotrépicas e sua relacao tensao-deformacao é dada por:

o11 Qu Q12 0 €11
022 = Q12 Q22 0 €22 , (3'1)
Ti2 0 0 2Qss Y12/2

onde @);; sao as componentes do tensor de rigidez, dadas por:
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Qu = E1/(1 - V12V21)
Q22 = Ez/(l - V12V21)
Qes = G2 Qi = Q26 = 0

Q12 = Vo1 B4 /(1 — v19va1) = v12Es /(1 — viovay). (3.2)

A lamina ortotrépica, fica completamente caracterizada com quatro constantes elasticas:
os modulos de elasticidade longitudinais F; e Fsy nas direcoes 1 e 2, respectivamente, o médulo
de elasticidade transversal GG1o e a razao de Poisson, v5. A quinta constante eldstica, vop

pode ser determinada pela relacao constitutiva, devido a simetria da matriz Q:

V21E1 = V12E2. (33)

A convencao adotada para a orientacao do angulo 6 é mostrada na Figura 3.1. Quando
os eixos principais da lamina (1 e 2) nao sao coincidentes com os eixos do laminado (x e
y), a relacdo constitutiva para cada lamina individual dever ser transformada para o eixo
de referéncia do laminado para entao se determinar a relacao constitutiva. Para que esta
transformacao seja feita, basta que os tensores de tensao e deformacao sejam multiplicados
pela matriz de transformacgao, ou seja:

Y
1
2 Y

. / ;

%
\

Figura 3.1: Sistema de numeracao de orientagao da lamina.

7

1
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o1 Oy

Oy =T oy

T12 Try
€1 Ex
€9 =T Ey ,
Y12 %y/ 2

Fazendo m = cosfl e n = senfl, a matriz de transformacao pode ser escrita como:

m? n? 2mn

T = n? m? —2mn |,

—mn mn m?—n?

A equagao constitutiva pode ser escrita na forma:

o1 €1
o, p=T1QT? €9
T12 712/2

Multiplicando-se as matrizes da Equacao 3.7, tem-se:

01 Qn Qu QIG €1
02 = 6_212 QQQ 6_226 €2
T12 Qs Q26 Qoo Y12

onde
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Qu = Q11c08*0 4+ 2(Q1a + 2Qgs)sen®dcos?0 + Qaasen’d

Qa2 = Qusen*d + 2(Q12 + 2Qgs)sen?0cosd + Qygcos™l

Q2 = (Qu+ Qa — 4@66)sen2900829 + ng(sen40 + cos49)

Qos = (Q11 + Qa2 —2Q12 — 2Q66)Sen29cos29 + Q66(sen49 + cos49)

Qs = (Q11 — Q12 — 2Qgs)sendcos®d + (Q1z — Q2o + 2Qss) (sen’fcosh)

Qes = (Q11 — Qi2 — 2Qgs)senfcos®d + (Qra — Q2o + 2Qss) (senfcos®0)
(3.9)

A matriz Q é completamente preenchida, sendo que das seis constantes eldsticas que
governam o comportamento da lamina, duas, Qi € Qag, a0 dependentes das outras quatro.
No sistema de coordenadas transformado, a lamina é dita geralmente ortotropica, e a matriz
Q ¢é parecida com a matriz ) dos materiais totalmente anisotrépicos (Qi5 # 0, Qo # 0).

Quando se tem Q16 = Q26 = 0 diz-se que o material é especialmente ortotrépico.

3.3 Placas laminadas

Uma placa laminada é formada por um conjunto de laminas. Assume-se que estas laminas
estao perfeitamente coladas entre si, ou seja, as laminas que compoe o laminado comportam-
se como uma placa anisotrépica tnica. Nao é admitido deslizamento nem empenamento
entre as laminas, a deformacao interfacial é assumida como sendo constante. A partir destas
consideracoes, as hipoteses de deformacao da teoria classica de placas podem ser usadas para

descrever o comportamento de uma placa laminada.
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3.3.1 Hipodteses basicas

A Figura 3.2 apresenta o sistema de coordenadas de uma placa laminada. Os deslocamentos
em um ponto qualquer da placa, nas direcoes z, y e z sao representados respectivamente, por

u, v e w. As hipotese basicas para andlise estatica de um laminado sao:

Figura 3.2: Sistema de coordenadas de uma placa laminada.

1) A placa é formada por laminas ortotrépicas perfeitamente coladas. Cada lamina possui
sua prépria orientacao, ou seja, o laminado possui orientagoes arbitrarias em relacao ao

eixo zy.

2) A espessura t da placa é constante e muito menor que o comprimento ao longo de cada

borda da placa.
3) Os deslocamentos u, v e w sao pequenos quando comparados com a espessura da placa.
4) As deformacbes no plano €, €, € 7,, sdo pequenas e podem ser desprezadas.
5) As deformagoes de cisalhamento transversais, 7,, € 7y, s@o negligenciadas.
6) A deformagao normal transversal €, é negligenciada.

7) Cada lamina obedece a Lei de Hooke generalizada.

A hipétese 5 é o resultado da consideracao de estado plano de tensdao em cada camada

(Lakshminarayana e Murthy 1984a). Os itens 5 e 6, definem as hipdteses de deformagao de
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Kirchhoff para placas finas (Timoshenko e Woinowsky-Krieger 1959), a qual assume que retas

normais ao plano médio na posicao nao deformada permanecem normais apés a deformagao.

3.3.2 Equacgoes constitutivas

De acordo com as hipéteses 6 e 7, os deslocamentos podem ser expressos como:

U= uO(l,’ y) + Zﬁl<x7y)a
v=1"(z,y) + 25(2,y), (3.10)

. Ow __Ow

61 - %7 ﬁQ - Tya
onde u, v sao os deslocamentos ao longo das direcoes x, y respectivamente. (3; e (5 sao os
giros e o indice “o” indica deslocamento na superficie média da placa. Devido a hipdtese 6, o

deslocamento transversal na superficie média da placa, w®(z,y), é igual para qualquer ponto

com as mesmas coordenadas (z,y), entao:

w(z,y) = w'(x,y). (3.11)

Através da hipdtese 8 e usando as Equagoes 3.10, tem-se:

ou Ow ow
Yoz = §+%:ﬁl(xay)+$:0 (3.12)
0 0 0
U T By + 2 =0, (3.13)

T2 T 5 y
Substituindo as Equacoes 3.10 nas relacoes deformacao-deslocamento para tensdes no

plano:

€ = I = €0 + 2Ky
x
0
€ = a—Z =€," + 2k, (3.14)
= % + @ = Y + 2K
71?} - ay ax - ’Yzy TYs
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onde as deformagoes na superficie média da placa sao dadas por:

oud o’ ou’ o
0 0 0
_ — _ - 4+ 7 3.15
ECC ax Y ey ay Y foy ay + ax 9 ( )
e as curvaturas:

0w 0*w 0w
.= ——, = —— oy = —2 , 3.16
" ozz’ 0y? iy 0xdy (3.16)

Ky € a curvatura associada a flexdo da superficie média do plano (z,z) e k, é a curvatura
associada a flex@o na superficie média do plano (y, z) . ks, é a curvatura associada a torcao
fora do plano da superficie média, a qual se encontra no plano (z,y) antes da deformagao. A
tensao ao longo do eixo (x,y) na k-ésima lamina de um laminado pode ser descrita através

da substituicao da Equacao 3.14 nas equacgoes de tensao-deformacao 3.8 como:

Oz 6:211 le Qm €y + 2hy
Ty = | Q2 @2 @ €y + 2hy : (3.17)
Tey )} Qe Q2 Qoo Yoy + 2Hay

onde o indice k se refere a k-ésima lamina. As forcas e momentos por unidade de comprimento
mostrado na Figura 3.3 também sao conhecidos como resultantes de tensao. A forca N, e o

momento M, por unidade de comprimento , sao dadas respectivamente por:

t/2 N 2k
N, — / =3 /Zk_l(az)kdz (3.18)

—t/2
t/2 N 2k

M, = opzdz = o)z dz, 3.19
/. O A" (319)

onde :

e t = espessura da laminado.
e (0,)r = tensdo na k-ésima lamina.
e ;1 é a distancia entre a superficie média e a superficie interna da k-ésima lamina.
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Figura 3.3: Sistema de numeragao das laminas.

e 25 ¢é a distancia entre a superficie média e a superficie externa da k-ésima lamina (Fig.

3.3).

Através da substituicao da Equagao 3.17 nas Equacgoes 3.18 e 3.19, as resultantes de forga

e momento podem ser escritas como:

N, = Z;V:l /Z::{(Qn)k(eg + zRk,) + (Qu)k(eg + zky) + (Qlﬁ)k(%ﬂy + 2kgy) b dz (3.20)

M, = ZL / kkl{(Qll)k(eZ + 2#55) + (Quz)uley + 2y) + (Quo)k(Vay + 2kay) }2dz,  (3.21)

combinando os termos e reorganizando as Equagoes 3.20 e (3.21), tem-se:

Na: = Alleg + A1262 + AlG’}/gy + Blllﬂlx + Blgl'iy + Blﬁliwy (322)
M, = Bpje + 31262 + BlG'ng + Di1kg + Disky + DigRay, (3.23)

onde:

—t/2 -
t/2

B = /—t/z(Qij)kz dz= ZZ=1(QU)’“<Z13 — %) (3.24)
t/2 )

D’Lj - /t/Q(QU)kZ dz = Z]k,v:l(@l])k(zk _ 22_1)7



sendo i, j = 1,2, ou 6. As outras resultantes de tensao podem ser escritas de maneira similar,

e o conjunto completo de equacoes pode ser expresso na forma matricial como:

) All A12 A16 Bll Bl2 BIG (

(N, el )
N, Arg Ay Agg Biy Bjy B eg
N A Az Ass Big DBy DBes 73

< Ty — Yy )
M, By Bia Big Dyi Dy Das Kz
M, By By Bog D1y Dy Do Ky

(| Moy ) B Bas Beg Dig Das Deg \ Fay )

ou ainda, na forma compacta:

(Y-l )

A matriz [A] é matriz de rigidez extensional do laminado que relaciona as forgas axiais { N'}
com as deformagoes {€°} do plano médio da placa. [D] é a matriz de rigidez a flexao e relaciona
os momentos {M} com as curvaturas {x}. A matriz [B] acopla forgas axiais {N} com as
curvaturas {x} e os momentos [M] com deslocamentos na superficie média da placa. O tipo de
acoplamento B;; no laminado se deve as propriedades materiais e geométricas assimétricas
em relacao a superficie média do laminado e nao propriamente devido a anisotropia do
material. Portanto, a orientacao das laminas, a seqiiéncia de empilhamento e as propriedades
geométricas e de materiais, em relagao a sua superficie média, sao os fatores que dao forma
a matriz de rigidez. Quando existe simetria geométrica e de propriedades materiais em
relacao ao plano médio da placa, os termos da matriz B;; sao nulos. E importante notar
que um laminado que possua os termos da matriz [B] diferentes de zero, quando carregado
paralelamente ao seu plano médio pode apresentar deformacoes transversais a este plano,

além de um efeito de extensao no plano médio quando sob flexao ou torcao.

3.4 Flexao em placas laminadas.

Considere o elemento infinitesimal apresentado na Figura 3.4. As resultantes de tensao

(N) est@o representadas em (a), as resultantes de momento e tensao de cisalhamento estao
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representadas em (b) e (c), respectivamente. E incluida também na Figura 3.4-c uma carga
transversal distribuida ¢(z,y). Considerando pequenas as deflexdes transversais, as forcas

cortantes @), e @, sdo definidas, analogamente as Equacoes 3.18 e 3.19, como (Halpin 1984):

Ny

oM,
My + %> dy<77

May + 25zv dy

(a) (b) (©

Figura 3.4: Forgas atuantes no laminado.

t/2 t/2
Qx:/ Tp2dZ, Qy:/ Ty» Az, (3.25)

—t/2 —t/2

Para o equilibrio estatico, de acordo com a segunda lei de Newton, o somatério das forgas

agindo ao longo da direcao x deve ser:

N, N,
N, dy + 38_ dzx dy + Ngy dx + aayy drdy — Ny dy — Ngy dx = 0. (3.26)
x

A Equagao 3.26 pode ser reduzida a expressao:

ON;  ONgy
=0. 3.27
ox + oy (3:27)
Procedendo-se da mesma forma em relacao a direcao y, obtém-se:
ON,  ONy,
= 0. 3.28
oy oz (3:28)
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O somatoério das forgas ao longo da direcao z é expresso como:

an aQy

Q. dy + pe dedy + Q, dr + s Qzdy — Qydx + q(z,y) = 0.
ou simplesmente por:
0Q, 0Q,
—— 4+ = =0.
o + By +q(z,y)

O somatorio dos momentos agindo em torno do eixo x deve ser:

oM, oM,
—M, dz + 8yy dx dy — My, dy — Ehy dx dy + Qy dx dy
0
—i—& dydx dy + q(z,y) dedy dy/2 + Q. dy dy /2

dy
Qs
+ pe dedydy/2 + M, dx + M, dy — Q, dydy/2 = 0.

Simplificando a Equacao 3.31, tem-se:

oM, OM,,
oy + oxr Q-

Analogamente, o somatorio de momentos em torno do eixo y é dado por:

oM, N OM,,
ox oy

Substituindo as Equagdes 3.33, 3.32 na Equagao (3.30) obtém-se:

0?M,, PM,, 0*M,
+2 +
0x? 0xdy 0y?

+ q(z,y) = 0.

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

As Equacoes 3.27, 3.32 e 3.34 sao as equacoes diferenciais de equilibrio de placa escritas em

termos de tensoes e momentos. Essas equacoes podem ser escritas também em termos de des-

locamentos através da substitui¢ao das relagoes (3.22), das relagoes de tensao-deslocamento

3.15 e das equagoes de curvatura-deslocamento 3.16 nas Equacoes 3.27, 3.32 e 3.34 resultando

CIl:
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aQuO a2u0 82u0 aQUO 82210

An—— 922 +2A165 - D0y + Ago 0 + Ao 972 + (A12 + Asg) Ass D0y
%Y Pw Pw Pw Pw
A B 3B — (B 2B1) === — Byw——= =0 (3.35
+ Asge 0 + by 23 165220y (Bra + 16)8x8y2 26753 (3.35)
9210 92,0 92,0 9200 9200
Ae 972 + (Aig + A66>a oy + Ass 0 + Ass 72 + 2A26)8x8y
%Y PPw Pw Pw Pw
A ~BSY (B 2B —3By=——= — Bax—=——==0 (3.36
+ Az 012 16753 (B2 + 66)a 29y 2 520y 253 (3.36)
dtw O*w 0w O*w
D11 a 1 + 4D168Tay + 2<D12 + 2D66)8[L‘2—8y2 + 4D26W
O*w O3l O3l O3l
+ Doy ot B B + 3316a 20,7 — (B2 + 2366)8 0
O3l D30 Y 3°
— Bss G Big 925 (B2 + QBaﬁ)W - 3BQGW
930
— Bayo—— DyP =q(z,y). (3.37)

Observa-se que os deslocamentos u° e v° sao acoplados com o deslocamento transversal

w, caracterizando o acoplamento do tipo B;;. Este trabalho, entretanto, se restringira a
formulagao de flexao de placas em laminados simétricos. Assim, os termos B;; desaparecem

e as Equacoes 3.35, 3.36 e 3.37 ficam reduzidas a:

32 0 82 0 82 0 82 0 82 0 82 0

All au2 + 21416a g + A668_yu2 + A16 a;; (A12 + Alﬁ)AlGa g —|— A268_;2 = 0 (338)
o*u’ 0*u’ 9%*ul 0?00 9%° 9?0

At gz + (Aiz + Ago) 5 o5 * Ags—— o7 Ags 5 + 24%) 5 —- 9 Ao % 0 (3.39)
0w d'w O*w 0w 0*w

Dy— ol + 4D1631‘Tay +2(D12 + 2D66)8x2—6y2 + 4D263x8 5+ Dor—— oyt =q(z,y). (3.40)
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Geralmente, a solugao analitica para essas equagoes diferenciais parciais sao dificeis de se-
rem obtidas, e dependendo das condicoes de contorno, até mesmo impossiveis. Fica portanto,
evidente a importancia da implementacao de métodos numéricos na resolugao de problemas

em engenharia.
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Capitulo 4

Teoria de Placas Anisotrdpicas

4.1 Introducao

Uma placa pode ser classificada em relagao a suas propriedades materiais: anisotropicas, com
diferentes propriedades em diferentes diregoes ou isotrdpicas, com as mesmas propriedades
em todas as direcoes. Dependendo da sua espessura, a placa pode ser considerada espessa,
fina ou muito fina, correspondendo a cada classificagao um modelo matematico especifico.
Na literatura existem diversas teorias para abordar o comportamento das placas sub-
metidas a flexao simples. Neste trabalho serd adotada a teoria de Kirchhoff, que em geral

interpreta suficientemente bem o comportamento das placas finas.

4.2 Equacoes basicas
As relagoes e equagoes diferenciais basicas das placas finas sao obtidas a partir das hipéteses
decritas a seguir:

i) Os deslocamentos transversais sao pequenos em rela¢ao a espessura da placa, ou seja, a

deformagao € escrita a partir das hipéteses de pequenos deslocamentos.

ii) SegoOes planas, inicialmente normais ao plano médio da placa, ap6s a flexao, permanecem
planas e perpendiculares ao plano médio deformado, ou seja, a teoria classica despreza

a influéncia da deformacao devido a forga cortante.

iii) As tensoes aplicadas em suas faces sdo pequenas em relac¢ao as tensoes normais de flexao,

paralelas ao plano médio.
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iv) A superficie média é assumida rigida nas dire¢oes do plano que a contém.

A partir das hipdteses descritas anteriormente pode-se determinar as equagoes governantes
da teoria de placas de Kirchhoff. A Figura 4.1 apresenta um elemento de placa submetido
a uma carga g. Definem-se os momentos de flexao e de tor¢ao por unidade de comprimento

Ccomao:

7
dx
dy \/

Figura 4.1: Elemento de placa com suas respectivas tensoes.

t/2
my = / oz2dz, (4.1)

t/2

my = / oyzdz, (4.2)
—t/2
t/2

Mgy = / Tuy2dz, (4.3)
—t/2
t/2

My :/ Tye?d2, (4.4)
—t/2

t/2



t/2
qy = / Tyde. (46)

—t/2

Q,+dQ, .

N

Figura 4.2: Forcas e Momentos agindo no elemento de placa.

Através do equilibrio de forgas e momentos, pode-se escrever as seguintes relagoes:

0q. | 0Oq,
“Hy — 4.
5 T 9 +9=0, (4.7)
Oom,  Omy,
- X — ) 4
ox Jy d 0 (4.8)
om,  Omyg, (4.9)

Resolvendo as Equacoes 4.8 e 4.9 para g, e g, respectivamente, substituindo na Equagao

4.7, e considerando simetria de momentos (my, = m,,), tem-se:
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*m, N 282mxy N ®my, B
Ox? Oxdy oy g

Considere a posicao inicial e final do elemento de placa dado por abed paralelos a superficie

(4.10)

média com os lados a e b paralelo aos eixos = e y, respectivamente, a uma distancia z da

superficie média (Figura 4.3).

Figura 4.3: Deformacao do elemento de placa.

Assumindo que, durante a flexdo da placa, os pontos a, b, ¢ e d, se movem para a’, V',
c e d, e chamando u, e v, de componentes de deslocamento no ponto a nas direcoes x e y

(Figura 4.3), respectivamente, o deslocamento no ponto b na diregao x é dado por:

b — by = u, + %dm (4.11)

Assim, o incremento no comprimento dx na direcao é dado por:

ou
Adr = — 4.12
dx 8xdx’ (4.12)

e a deformacao na dire¢ao no eixo x é dada por:

B Adx B ou

L= o2 4.13
c dx ox ( )
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Da mesma maneira, temos:

ov

€y = a—y, (414)
ou Ov

Vay = 3_y+8_m (4.15)

A Figura 4.4 mostra a posicao final e inicial de uma secao da placa, paralela ao plano zz,
o qual contém os pontos a, b, n; e ny. A rotacao do elemento any, inicialmente localizado
numa posicao vertical, é igual a g—f (Figura 4.4).

Assim, os deslocamentos do ponto na direcao x, numa distancia z da superficie média,

podem ser escritos como:

ow
= —z—. 4.1
u 2o (4.16)
X n; n,
—— - I-—-
a b

Figura 4.4: Posicao inicial e final de um elemento de placa abnins.

De maneira analoga, o deslocamento de um ponto na dire¢ao y é dado por:

v=—z—. (4.17)



Substituindo as Equagoes 4.16 e 4.17 dentro das Equagoes 4.13, 4.14, e 4.15, pode-se

escrever:

. - P
x - 8127
J*w
= g
0*w
oy = —2 . 4.1
/731 Zaxay ( 8)

As equagbes constitutivas para materiais anisotrépicos sao dadas por (Lekhnitskii 1968b):

E€x = Q110z + G120y + A16Tey,
€y = 120z + G220y + A26Txy,
Yoy = Q160 + Q260 + a66 Ty - (419)

Substituindo as Equacgoes 4.18 dentro das Equacgoes 4.19, obtém-se:

0w 0%w O*w
Oy = —Z (0118 3 —f-OlQa 3 +2Ol6ax8y) )
0w 0%w O*w
oy = —Z (0128 3 +C228 3 +20268x8 ):
0w 0%w O*w
Toy = —XZ (Cm@ + 0268—y2 + 2066 aw8y> ) (420)
onde Cj; sao constantes dadas por:
1 2 1 2
Cy = A (a226166 - a26) ) Cag = A (a11a66 o alﬁ) ’
1 1 2
Ciy = A (a16a26 — a12066) , Cos = A (a11a22 - a12) ’ (4.21)
1 1
Cie = A (a12a26 - a22a16) ) Cos = A (al?al6 - alla%) )



11 a1z die

A = 12 Q929 Q94 (422)
aie Q26 Qo6
Substituindo a Equagao 4.20 dentro da Equagao 4.18 e integrando, obtém-se:
0*w 0%w 0*w
. = —|D D 2D ,
m ( ) 5t 1282+ 168:c8y>
0w 0%w 0w
= — (D D 2Dy —— 4.23
my ( 1255 5 T 2282+ 266xay>u (4.23)
0w 0w 0w
w = — | D D 2D ,
My ( 1682+ 2682+ 668x8y>
onde
t3
Substituindo a Equagao 4.23 dentro das Equagoes 4.8 e 4.9, pode-se escrever:
[ QPw Pw Pw Pw]
. = |D 3D g——=— + (D 2D¢g) ——— + Dog—=| ,
q 53 + 168x28y + (D12 + 66)axay2 + Das o7 |
[ Qw Sw Pw OPw]
= |Dyg——+ (D 2D + 3D Dog——| .
Qy 1603+( 12 + 66)8 20y 26682+ 255 |
(4.25)
A Equacao 4.10 pode ser reescrita usando as Equacoes 4.23 como:
O*w O*w M*w M*w M*w
DL, 2% 4D 2(D Des) === +4Dsg——— + Doys—— = g. 4.26
1 g4 + 165 350 3(9y+ (D12 + 66)ax28y2+ 26(9:1:3y3+ 228y4 g (4.26)

A solugao geral para w na Equacao 4.26 depende de puq, s, fi1, € fiz, raizes da equagao

caracteristica dada por:
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D22M4 + 4D26,u3 + 2(D12 + 2D66),u2 + 4D16,u + D11 = 0. (427)

As raizes dessa equacdo, conforme mostrada por Lekhnitskii (Lekhnitskii 1968b), sao
sempre complexas para materiais homogéneos. As raizes complexas: p; = dy + €1t e jo =
ds + esi sao conhecidas como parametros complexos de deflexao. Em geral essas raizes sao
nimeros complexos e diferentes entre si.

Uma expressao geral para a deflexao tem a forma:

i) no caso de parametros complexos diferentes (3 # f2):

w = w, + 2Re[w; (21) + wa(22)]. (4.28)

ii) no caso de parametros complexos iguais (u; = pg):

w = w, + 2Refw; (z1) + Zywa(21)]. (4.29)

onde w, é a solugao particular da Equagao 4.26 que depende da carga distribuida ¢ na
superficie da placa, wi(z1) e wa(z2) s@o fungdes analiticas arbitrarias das varidveis complexas
21 =T+ U1y € 29 = T + [a2y.

Baseado-se na Equagoes 4.23 e 4.25, expressoes gerais para forcas e momentos podem ser

obtidas como (para o caso pu; # fig):
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m, = mo— 2Re[piw”(z1) + paw” (22)],

my = my — 2Re[qu"(z1) + gu"(22)],

_ o
ml“y - mxy

— 2Re[riw” (z1) + row” (29)],

@ = ¢ — 2Re[usiw"”(21) + pasw™ (22)),

a@ = q)— 2Re[siw"(21) + sow"(22)]. (4.30)

o

o o
onde mg, my, mj

y» Qzs € ¢y a0 momentos e forcas cortantes correspondente a funcao w,

calculada das Equagoes 4.23 e 4.25. As outras constantes sao dadas por:

p1 = D1 + Dm/ﬁ + 2D,
¢1 = Dya + DQQ,U% + 2Dog 1,

r1 = Dig + Dagpi} + 2Dgs i1,

D
$1 = Iu—ll +3D1g + D1y + Dggpin + Dogpi?,
1

D
Sg = ,u_u + 3D16 + Dia + Degpia + Dagpis,
2

_h
§51—1=—),

H1

§1+ 71 = —qi1p1,

52

p2 = D1 + D12M§ + 2D 2,

q2 = Dy + DzQMg + 2Dgg 2,

p2 = Dig + Dze‘ug + 2Dgg 2,

(4.31)

_ b
SS9 — Ty = —,

2

So +T9 = —(Qalla.



Expressoes similares podem ser obtidas para o caso onde p; = po. Entretanto, esse caso
nao serd mostrado nesse trabalho, pois em geral em problemas anisotrépicos p; é diferente

de 2.

4.3 Calculo da rigidez a flexao em direcoes arbitrarias

Considerando que as constantes de rigidez a flexao da placa no sistema de coordenadas x, y, 2
sao dadas por D;; (i,7 = 1,2,6) e no sistema de coordenadas z’, v/, 2/, para uma determinada
rotagdo v em relagao a essas constantes, como mostrado por Lekhnitskii (Lekhnitskii 1968b),

sao dados por:

Dil = DH COS4 ¢ + 2(D12 + 2D66> SiIl2 qb COS2 gb —+ D22 SiIl4 gb —+

2(D1 cos® ¢ + Dog sin? @) sin 2, (4.32)

D), = Dyysin® ¢ 4+ 2(Dyy + 2Dgg) sin? ¢ cos® ¢ 4 Doy cos* ¢ +

2(D g sin” ¢ + Do cos? ¢) sin 2, (4.33)

D}y = Di3 + [D11 + Day — 2(D12 + 2Dgg)] sin® ¢ cos® ¢ +

(Dyg — D) cos 2psin 2, (4.34)
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Digs = Des + [D11 + Day — 2(Dia + 2Dgg)] sin® ¢ cos® ¢ +

(Dag — D1g) cos 2¢ sin 2¢, (4.35)
Dig = %[DQQ sin? ¢ — Dy cos® ¢ + (D1a + 2Dgg) cos 2¢] sin 2¢ +

D1 cos® ¢(cos® ¢ — 3sin® ¢) + Dag sin® ¢(3 cos® ¢ — sin® ), (4.36)
Diyg = %[DQQ cos? ¢ — Dy sin® ¢ + (D1a + 2Dgg) cos 2¢] sin 2¢ +

Dy sin? ¢(cos? ¢ — 3sin? @) + Dag cos® ¢(3 cos® ¢ — sin® ¢). (4.37)

As componentes de tensao e cisalhamento, o, e 7,s, respectivamente, sao relacionadas

com as tensoes o, 0y, € T, POI:

0n = 0,c08 a+ 0,sin”a+ 27, sin a cos a, (4.38)

Tos = (0, — 0,)sinacosa + T4y (cos® a — sin® a). (4.39)

As componentes do momento, inicialmente escritas em relagao aos eixos x e y, podem ser
reescritas em um sistema de coordenadas genéricas n, s ((Paiva 1987)). Os momentos fletores

escritos nas direcoes n e s sao dados por:

m, = mycos®a+ my sin? o + 2my,, sin accos a, (4.40)

Mps = (M, —m,)sinacosa + my,(cos* a — sin® ). (4.41)
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Da mesma forma, ¢,, a forca cortante no eixo n, pode ser escrita como:

gnds = qyds cos o + g,ds sin «, (4.42)

ou

(n = (g COS & + @y sin . (4.43)

Para solucionar a equacgao diferencial de placas 4.26, é necessario impor condigoes de
contorno para o deslocamento w e sua derivada dw/0n. Kirchhoff (Kirchhoff 1950) mostrou
que as condicoes de contorno da forca cortante g, e o momento volvente m,, podem ser

escritos como uma unica condi¢ao de contorno dada por:

OMmy,s

os '

Vi =g + (4.44)

onde V,, é denominado cortante equivalente, assim, a outra condi¢cao de contorno é o momento

My,
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4.4 Equacao integral de placas

Seja uma placa de dominio finito €2 e contorno I' contida em outra de dominio infinito 2.
e contorno I'y,. Conforme a Figura 4.5, a placa finita estd submetida a um carregamento ¢

distribuido em uma érea €2,.

Figura 4.5: Placa finita contida em uma placa infinita.

A placa de dominio finito é submetida a dois carregamentos nao simultaneos ¢ e ¢*,
associados a superficies eldsticas w e w*, respectivamente. Sao identificados dois estados de
tensao o e ¢, com seus respectivos estados de deformacao € e €*, que podem relacionar-se

da seguinte forma:

/Ufjgijdvz/aiﬁfjdv 1,7 =123 (4.45)
14 14

A identidade 4.45 é conhecida como primeiro teorema de Betti, ou teorema da recipro-
cidade. Chamando de U o primeiro termo da direita da igualdade 4.45, pode-se escrever

notacgao classica:

U = / (0'115){1 + 0'22?3;2 + 0'33823 + T12812+ (446)
14

* * * * *
TT13€13 + T21€9) + T23E93 + T31€3; + 7'32332) dv

Desprezando-se as tensoes relativas a direcao normal ao plano da placa, a equacao 4.46

pode ser ecrita como:
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U = / (0'11611 + 0'22532 + 712’7T2) dV (447)
Vv

Substituindo-se as relagoes de deformagao-deslocamento (Equacao 4.20), constitutivas
( Equacao 4.19) no primeiro termo de U e integrando-se ao longo da espessura da placa,

obtém-se uma integral sobre o dominio €2:

0%w 0*w\ O*w* 0%w 0*w\ 0*w*
* = D D
/v("“gll)dv /{ (ax% *”a@) o7 (ax% *”ax%) oa2 "

w  Pw*

81‘161'2 8(E18$2

2D (1 - v) } d) (4.48)

A partir das relagoes dos momentos fletores 4.23, a Equagao 4.48 pode ser escrita da

seguinte forma:

2 2 2
0w 0w 0w ) a0 (4.49)

U= [ (-M, 2% 0, 2% o
/Q ( H 855% 22 5’x% 12 5’x18x2

A expressao 4.49 pode ser transformada em uma integral sobre o contorno integrando-se

por partes o primeiro termo de 4.49, obtém-se:

0w ow* OMi, Ow*
Mi—=— [ M dar ds? 4.50
/Q 1 0?3 /F "oz, mdl o Oxy 01y ( )

sendo, n; o cosseno diretor do vetor normal ao contorno na direcao z;.

Os cossenos diretores de um ponto P do contorno, sao dados por (Figura 4.6):

Ny = COS

ny = sin o (4.51)

Integrando novamente a segunda parcela da Equacao 4.50 e considerando as defini¢oes

apresentadas em 4.51, pode-se escrever:
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Y

Figura 4.6: Sistemas de coordenadas normal e tangente ao contorno.

OPw* ow* oMy, *My
/QMH@—:U%CZQ:/F(_MH o cos o + A w Cosa) dl — e w*dQ)  (4.52)

De forma analoga, integrando-se o segundo termo da Equacao 4.49, obtém-se:

2

o“w* ow* . 8M22 . 82M22
Myy——dQ) = —M. * dr — *dQ2. 4.53
/Q 29 22 /F< 29 o, sin o + oz, w sma) S w ( )

O terceiro termo da Equacao 4.49 pode ser escrito da seguinte forma:

*w* 0?w* O*w*
2M dQV=— [ Mig——dQ— | M dS). 4.54
/Q 12 al’laIQ /Q 12 8$182L’2 /Q 12 81’181’2 ( )

Integrando-se por partes cada termo do membro direito da Equacao 4.53, uma vez em

relagao a x; e a outra vez em relagao a xy, obtém-se:

8271)* 8w* 8w* 8M12
2M dQ) = —M — M ] *
/Q 128x18x2 /1“ ( 12 Dy CcOSs & 12 9, sin o + Dy W~ COS &

OMy4

+
3x1

82M12
" si ar— [ 2 *dSQ. 4.
w* sin a) om0 w (4.55)

Substituindo-se em 4.49 os trés termos encontrados nas Equagoes 4.52, 4.53 e 4.55, obtém-

se:
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ow* ow* ow* ow*
U= — / M11 v COS()&+M22 ad sina+M12 ad COSO[+M12 v sina | AT
r O 09 ox 0

2 x
OMyy  OMis OMyy M\
*dl’
i /F[( 014 - 0wy )Cosa+ ( 0wy " 011 )Sma} wd
82M11 a]\412 82M22 N
- /Q( 0?2 +2a$16x2 + 072 )w dQ (4.56)

De acordo com as equacoes de equilibrio de forcas e momentos fletores 4.7, 4.8 e 4.9,
a equacao diferencial de placas 4.10 e a equacao de cortantes normais ao contorno 4.43, a

Equacao 4.56 pode ser escrita da seguinte forma:

U= -— / Mn@w COSO(+M228w sinoH—Mlgaw COSO[+M126w sina | dI’
r 85(31 8x2 8[)32 8$1
+ /an*dF+/gw*dQ (4.57)
r Q

A partir das relagoes entre os sistemas de coordenadas (Figura 4.6), pode-se escrever:

u” = wr cosqo — owr sin o
dr,  On 0s
gz; = 8;7; sina + (9011; Cos o (4.58)

Substituindo-se na Equacao 4.57 as Equacoes 4.58, obtém-se:

8 *
U=— / { (9w []\/[11 cos® av + 2Mi5 sin o cos a 4+ Mo sin® oz}
r n

ow*

+3s

[(Mgg — Myy)sinacos o + Mo (0052 a — sin? a)] } dl’

+/an*dF+/gw*dQ (4.59)
r 0
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Substituindo-se na Equagao 4.59 as Equacoes 4.41, pode-se escrever:

U= —/ Y AACA VAR S Y / qu*dQ (4.60)
r on ds Q

Integrando-se por partes o segundo termo da integral de contorno da Equacao 4.60, obtém-

Se:

ow* oM
M,,—— | dl’ = M, w*|-2 — " w*dl 4.61
/F( 0s ) Wy r Os v ( )

sendo, I'y e I'y as coordenadas dos limites do contorno no qual se realiza a integracao. No
caso de um contorno fechado, cuja representacao paramétrica e a respectiva derivada sejam
continuas, a primeira parcela da Equacao 4.61 se anula. Caso contrario, ela dard origem a
reacgoes nos cantos da placa. Desta maneira, a Equacao 4.61 pode ser reescrita da seguinte

forma:

ow* N oM
M, — | dl' = — Wk — " w*dl 4.62
/F< . as)d ;mem /F . w*d (4.62)

sendo, N, o numero total de cantos do contorno da placa e w}; o deslocamento fundamental

do canto ¢ da placa.

y
) .
= B
< ‘// | n
=N ['=s -
| \*'47/'*'*'7* g m;&z
/
n m

Figura 4.7: Canto ¢ do contorno da placa.

Uma interpretacao apropriada das reacoes de canto da placa, R.i, pode ser escrita a partir

dos momentos volventes anterior e posterior ao canto da placa, ou seja:
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R = M}, — M, (4.63)

sendo, M,j; e M,,. os momentos volventes posterior e anterior ao canto ¢ da placa, respec-

tivamente. Substituindo-se na Equacgao 4.60 o valor encontrado pela Equagao 4.62, obtém-se:

oM, 1 o
= "t T *dQ 4.64
U /F( L+ Quut — My — )d +ZRczwa+/ﬂqwd (4.64)

Considerando-se que o carregamento ¢ estd distribuido em W, e utilizando-se a Equagao

4.44 na Equacao 4.64, pode-se escrever:

. 0w
U= /F <Vnw - My )dFJrZmeer / *dQ (4.65)

O termo do primeiro membro da Equagao 4.45 pode ser desenvolvido de modo andlogo,

chegando-se a:
* * * % 0w
Q r on

ZR Wei + /q*wdQ (4.66)
Q

A equacao final do teorema de Betti aplicado ao estudo de placas pode ser obtido a partir

das Equacoes 4.65 e 4.66 como:

ow*
*— M, r () =
/1“ (Vnw o ) dl’ + Zmea + /qu d
/ <v*w M — ) dr + Z R¥we; + / ¢ wd§ (4.67)
T Q

Supondo-se que o carregamento g* em 4.67 seja uma carga concentrada unitaria apli-
cada em um ponto x do dominio da placa, tomando-se como funcao ponderadora a solucao

fundamental e aplicando as propriedades da funcao delta de Dirac, pode-se escrever:
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0@ + [ ViQ PPN - [ M@ P)FEPIL + 3 R (Q Phua(P) =

/Fw*(Q, P)V,(P)dl — / ow*

Ne
(Q, P)M,,(P)dT' + ;w;(Q, P)R. (P) +

/ w(Q, P)b(P)dS (4.68)

sendo xc a coordenada dos cantos da placa. A Equacgao 4.68 é a equacgao integral de placas
finas para deslocamentos em pontos do dominio da placa. Esta equagao fornece deslocamentos
em todos os pontos do dominio da placa a partir das cortantes equivalentes (V;,), momentos
de flexdo na diregao normal (M, ), reagoes de canto (Rc), deslocamentos (w) e rotagoes em
relagdo a normal (Ow/0n) conhecidos no contorno.

Para transformar a Equacgao 4.68, escrita em termos de valores de dominio da placa, numa
relacao com apenas valores do contorno é necessario um artificio. Acrescenta-se ao dominio
uma pequena regiao €2, de modo que o novo dominio seja dado por €2 e 2, com um contorno

'+ T, —T*, como mostra a Figura 4.8.

a) b}

Figura 4.8: Contorno circular acrescido a um canto de placa.

Com o artificio da Figura 4.8, apds as integragoes em [', com as integrais sobre os contornos
[' — T'* entendidas no sentido do valor principal, quando e tende a zero, a partir de (Paiva

1987) obtém-se:
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Nc

wQ + [ ViQPI(PIL ~ [ M@ PYZEPHL + 3 B (Q. Phun(P) =

/Fw*(Q,P)Vn(P)dF—/Fa;;*
/ w*(Q, P)b(P)dQ (4.69)

(Q, P)M,,(P)dr + Z w’(Q, P)R.,(P) +

A Equacao 4.69 representa a equacao integral de placas finas para pontos do contorno da
placa. A quantidade C'(Q) representa as descontinuidades dos cantos da placa, sendo dada

por:

_ e

Q) = o= (4.70)

onde, be é a angulosidade do canto da placa (Figura 4.8). Quando o ponto do contorno nao
apresenta angulosidades, a Equagao 4.70 pode ser reduzida a ¢ = 1/2.

Para problemas de flexao em placas anisotropicas tem-se a equacao integral de contorno
escrita em termos de quatro valores de contorno basicos, isto é, deflexao w, inclinacao da
normal dw/dn, forga cortante equivalente V,, e momento fletor M,,. Em um problema bem
colocado, dois destes quatro valores sao incognitas do problema e dois sao condigoes de
contorno conhecidas. Conforme mostrado por (Paiva 1987), a primeira equacao integral de

contorno é dada por:

Nc

w@ + [ ViQPI(PIL ~ [ M@ PYZEPHL + 3 B (Q. Phun(P) =

ow*
r 371

/F w*(Q, P)V,(P)dI’ — (Q, P)M,(P)dl + Z w’ (Q, P)R.,(P) +

/ w*(Q, P)b(P)dS) (4.71)

onde R, e w,, sao as reacoes e deflexoes de canto, respectivamente, no i-ésimo canto da placa;
Nc¢ é o nimero de cantos do contorno; o simbolo “*” representa as solug¢oes fundamentais;

b é a forca de corpo aplicada no dominio da placa e ¢ é introduzido para considerar que o
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ponto () pode estar sobre o contorno, interno ou externo a ele. Se o ponto estiver sobre um

contorno suave, ¢ = 1/2.

dw oV oM Hw Y DR, B
B @ g @ PYo(PYIT = | Q) (PYIT 4 5 5o (@, P (P) =
oW o PV (P)T OPw” o PVML(P)T - O, P)R. (P
FanO(Q, )Va(P)dI — Ff)noan(Q’ )M, (P) +;TM(Q, )R.,(P) +
ow*
/Q ano(Q,P)b(P)dQ. (4.72)

Pode se verificar que num problema de flexao em placa ha sempre duas incognitas a serem
determinadas em qualquer ponto do contorno e, conseqiientemente, a solucao do problema
requer que uma segunda equacao integral de contorno seja estabelecida. A segunda equacao
integral de contorno é obtida pela derivada da Equacgao 4.71 em relagao a direcao ng normal

ao contorno no ponto fonte, obtendo-se a Equagao 4.72.
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4.5 Solucao fundamental de placa

A solugao fundamental de placas é dada pelo deslocamento w em um ponto P qualquer
do dominio, chamado ponto campo, devido a aplicacao de uma carga unitaria ¢ em um
ponto P’ qualquer, chamado ponto fonte (Figura 4.9). A solu¢do fundamental para placas

anisotropicas em flexao é obtida em termos das raizes p da equagao caracteristica:

D22M4 + 4D26,LL3 + 2(D12 + 2D66),u2 + 4D16,LL -+ D11 =0. (473)

P(x,y)

O:x.y)

Figura 4.9: Solugao fundamental.

Para materiais homogéneos as raizes desta equacdo, como mostrada por (Lekhnitskii

1968a), sdo sempre complexas e dadas por:

W = dj, + ieg, (4.74)

sendo ji2 0 conjugado de .
Como visto na Secao 4, a solucao fundamental é a solucao da equacao diferencial 4.26
com o termo nao homogeéneo igual a uma forca concentrada dada pela funcao delta de Dirac

d(P, P, ou seja:

AAw* (P, P') = §(P, P'), (4.75)

onde AA(.) é o operador diferencial dado por:

_Dud'() D)  2ADw+2Ds) 9'() . Dus 9'() () (4.76)

AA(.) =
() Dyy Ozt Dao 030y Doy 0x20y? Doy 0x0y? oy*
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A solugao fundamental de flexao para placas anisotrépicas é dada por (Shi e Bezine 1988):

1
’LU* = 87TD22 {ClRl + OQRQ + 03(51 — Sg)} s (477)
onde:
(dy — do)* — (e] — €3)
= 4.

Cl GH@l ’ ( 78)

(dy — dp)* + (e — €3)
4.79
¢, GHes ’ ( )

4(dy — dg)
= —= 4.
Cs OO (4.80)
e
G = (dl — d2)2 + (61 + 62)2, (4.81)
H = (dl — d2)2 + (61 — 62)2. (482)
R; e S; sao fungoes dadas por:
R, = r*[(cosf+ d;sin 0)> — ¢2 sin’ 0] x
1 12(( 0 + d;sin6)” + ] sin®0) | — 3¢ —
og " cos 5 sin e; sin

4r?e;sin 6 (cos O + d; sin §) arctan %, (4.83)
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S; = r?e;sinf (cosd + d;sin ) x

2
{log [% ((0089 + d; sin 9)2 + €7 sin? 9)} _ 3} +

e;sin @

2 e )2 o2 in2
r* [(cos @ + d; sinf)” — €7 sin” 0] arctan 050 1 dsmd’ (4.84)
onde:
r= (T — 2,2+ (¥ — ¥o)?, (4.85)
0 = arctan 222 (4.86)
T — I,

O coeficiente a que aparece nas funcoes R; e S; € uma constante arbitraria. Neste trabalho
usa-se a = 1.

A solugao fundamental V¥, é dada por:

. Puw* Puw* Pw* Pw* 1 OPw* O?w* OPw*
Vn =— <h1 O0x3 e 0220y e 0x0y? T ha oy? ) R, (h5 O0x? - h68x8y e 0y? )

onde R. é o raio de curvatura em um ponto suave do contorno I' e h; a h; sao dados por:
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ha

hq

Dyyng(1 + n) +2Dygn) — Disngn?,

4D167”Lm + Dlgny(l + ni) + 4D66n2 — Dnniny — 2D267”Lx7”l§,

4D26ny + Dlgnx(l —f- TL;) —|— 4D66n§ — Dggnxnz — 2D16n§ny,

Dgzny(l -+ 77,:25) -+ 2D26ni — Dlgniny,

(D12 — D11) cos 2ac — 4 D1 8in 20,

2(Dayg — D) cos 2a — 4 Dgg sin 2«

(DQQ — D12) cos 2a¢ — 4D26 sin 2av.

A solugao fundamental M é dada por

d*w* d*w* 0*w*
M= — [ 28

onde f; a f3 sao dados por:

f1 = Duni + 2D16nxny + D12n§,

fo = 2(Dign’ + 2Dggnyn, + D267’L§),

f3 = Dlgni + 2D26nxny + DQQTL;,
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As derivadas que aparecem em V* e M* sao calculadas por meio da combinacao linear

das derivadas das fungoes R; e S;. Sao dadas, detalhadamente por (Shi e Bezine 1988).
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Capitulo 5

Método dos Elementos de Contorno

5.1 Introducao

Neste Capitulo é aplicado o Método dos Elementos de Contorno (MEC) em problemas da
elasticidade plana e de flexao em placas finas. As equagoes integrais apresentadas no Capitulo
2 sao transformadas em equacoes algébricas através da discretizacao do contorno. Essa
transformacao ¢é feita a partir da divisao do contorno em segmentos denominados elementos
de contorno onde as variaveis fisicas do problemas sao aproximadas pelas variaveis nodais
do elemento, sendo ponderadas por func¢oes de interpolagao previamente escolhidas. Através
da transformacao das equagoes integrais para todos os pontos do contorno, obtém-se um
sistema de eequagoes lineares, onde as incégnitas sao os proprios deslocamentos e esforcos do
contorno. Com a imposicao das condi¢oes de contorno do problema, este sistema ¢é resolvido
e pode-se determinar valores de deslocamentos e esforcos em noés definidos do contorno, e

também em pontos do dominio.

5.2 Discretizacao do contorno

A Figura 5.1 mostra um dominio € que possui um contorno I' qualquer. O contorno I' é
dividido em j segmentos, ou elementos, I'1, I'y, ...I';. Cada elemento possui um ou mais nés.
Os deslocamentos e as forgas no contorno podem ser aproximados a partir de seus valores
nodais da mesma forma que a geometria. Para um dado né M do elemento j o valor do
deslocamento u é ufw e o valor das esforgos ¢ é tJ . Portanto, para cada elemento de contorno

I';, tanto a aproximacgao da geometria do elemento quanto as variaveis de deslocamento e
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esforgo de superficie serao descritas pela mesma fungao de interpolacao. Chamando de ®,,
as fungoes de forma e considerando M nés no elemento j, a fungao de forma de u?(z) e t/(x)

sao interpoladas respectivamente, por:

I

F.
T /

Figura 5.1: Dominio bidimensional dividido em elementos de contorno.

W)= ul @ (x) (5.1)

t(z) =Y t,0,(x) (5.2)

m=1
ou matricialmente por:
w(z) = wWd(r) (5.3)
t(x) = td(x) (5.4)

onde W e t! sdo vetores 1 x M e ® é um vetor coluna M.

Neste trabalho, optou-se pela adocao de dois tipos de fungoes: constantes e quadraticas.
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Elementos constantes

Neste tipo de discretizacao ( Figura 5.2), cada elemento possui apenas um né, os valores de

u?(z) e t/(z) sdo constante através de todo elemento. Isso significa que ® = 1 e,

W(z) = wldi(x) =1’ 5.5
() = o ()=t (5.6)
elemento
o u(n) = cte
d } ° } .-
-— no'
| .
1 n=20
® ‘ ® ‘ ° n= —1 n = 1

Figura 5.2: Elemento constante.

Elementos quadraticos descontinuos

No elemento quadratico descontinuo (Figura 5.3), sdo necessarios trés nds, pois sao trés os
parametros que definem uma funcao quadrética.
Os deslocamentos e as forcas de superficies sao representados em um elemento quadratico

padrao como:

)
)
W (@) 3) (2)
u:{m}:{¢ 0 ¢® 0 ¢® 0 A e (5.7)
)
)
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elemento

3 i
- 2 3 1
ool n=-2/3 n=0 n=2/3
b8
nos

)
)
1) (2 (3) (2)
)
)

\ 2 )

onde u§"’ e tg") sao os valores nodais de deslocamentos e forcas de superficies, respectivamente,

e ¢ sdo as funcdes de forma quadréticas definidas por:

8 3
@ _ 9(%_ >
50 = 4(9 . (5.10)
@ _ 9 ( 2)
o = gni{ntg (5.11)

onde 7 representa uma coordenada adimensional ao longo do elemento (Figura 5.3).
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)
)
)

y = ox™ (5.12)
)
)

A geometria do elemento pode também ser considerada quadratica (elementos isopara-
métricos) e, neste caso, ser representada pelas coordenadas nodais e as funcdes de forma ¢,

como em H.12.
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5.3 Elementos de contorno para problemas da elastici-
dade plana

Nesta secao, as equagoes integrais que descrevem o problema de chapa sao transformadas em

equacoes algébricas através da discretizacao do contorno em elementos de contorno.

5.3.1 Discretizacao das equacoes integrais

A Equacao 2.44 define as representacoes integrais para o deslocamentos u em um ponto i de
um estado estatico. Os vetores e tensores apresentados por estas equagoes, podem ser escritos

na forma matricial. Genericamente, a Equacao 2.44 pode ser escrita da seguinte forma:

ciui+/t*udF: /tu*df—l—/u*bdﬂ, (5.13)
r r Q

sendo u® o deslocamento do ponto i onde o carregamento unitério é aplicado e ¢ é uma matriz
de dimensodes (2 x 2) com valores dependentes do tipo de ponto sob consideragao. u e t sao

os vetores de deslocamentos e esforcos de superficie dados por:

u:{Z;} :{2} (5.14)

e u* e t* sdo os tensores que representam as solucoes fundamentais, dados por:

w={ e (5.15)
21 22 21 22

Considerando que o contorno do problema seja dividido em N, elementos de contorno
contantes (Figura 5.1), de maneira que a integral sobre o contorno seja obtida de forma
aproximada fazendo-se a somatéria das integrais sobre cada elemento. Assim, a Equacao

5.13 pode ser escrita na forma discretizada como:

Ne Ne
ciui—{—Z{/ t*dF}uj:Z{/ u*dF}tj+/u*bdQ, (5.16)
j=1 \/TLi j=1 \/TLi Q
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sendo, u* o deslocammento do ponto i onde o carregamento unitério é aplicado e ¢ é uma
matriz de dimensao (2) com valores constantes que dependem do tipo de ponto sob con-
sideracao. u/ e t’ representam, respectivamente, os deslocamentos e esforcos de superficie
do né j. Estas variaveis nodais foram levadas para fora das integrais pois, as mesmas sao
constantes sobre cada elemento.

A equacao integral de contorno discretizada 5.16 pode ser agora escrita como sendo,

Ne Ne
c%ﬂ#—Z{/ t*dF}uj:Z{/ u*dF}tj+/u*bdQ, (5.17)
j=1 /T j=1 (/1 Q

Introduzindo-se os seguintes termos:

Ty T;

J J

A Equacao 5.17 pode ser escrita como:

Ne Ne
j=1 j=1

A Equagao 5.19 relaciona os deslocamentos de qualquer ponto, no espaco bidimensional
(Figura 5.1), com valores de forga e deslocamento dos pontos nodais. Aplicando-se um
nimero N conforme o numero de incégnitas do contorno, pode-se escrever um sistema de
equagoes relacionando os esfeitos de dominio, as forgas e os deslocamentos no contorno, da

seguinte forma:

C w+HU=GT+B (5.20)

Na matriz H da Equagao 5.20 é necessario acrescentar o deslocamento correspondente
ao ponto do contorno no qual foi aplicada a equacao integral. Com este este procedimento
somado a aplicacao das condigoes de contorno do problema a Equagao 5.20 pode ser redefi-
nida. O processo consiste na movimentacao para o lado esquerdo da equacao todas as colunas
multiplicadas pelas incégnitas e acumulacao do lado direito dos termos correspondentes a to-
dos valores obtidos pela multiplicacao das condic¢oes de contorno conhecidas. Esse processo

conduz a:
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Hx=F (5.21)

A matriz A contém os termos das varidaveis incégnitas, que foram obtidos com a troca das
colunas das matrizes H e G. O vetor F contém os efeitos dos deslocamentos e esforcos de
superficie prescritos no contorno e o efeito do carregamento de dominio. O vetor x contém

todos os valores desconhecidos de deslocamento ou esforco de superficie.

5.3.2 Integrais analiticas e numéricas

Integrais singulares da ordem O(Inr) podem ser avaliadas eficientemente pela quadratura
de Gauss com uma transformacao de varidveis cibica, conforme proposto por (Telles 1987),
que cancela exatamente a singularidade logaritmica. Uma outra possibilidade é o uso da
quadratura logaritmica de Gauss, apresentada por Stroud e Secrest (1966). De acordo com

este método, os termos incluindo singularidades logaritmicas podem ser integrados por

1= /0 In (%) F(€)de = éwif(f) , (5.22)

onde N é o nimero de pontos de Gauss. A coordenada do ponto de integragao &; e o fator
peso w; podem ser encontrados na literatura (Brebbia e Dominguez 1989).

Neste trabalho, os termos nao singulares das matrizes H e G sao integrados utilizando-se
quadratura de Gauss padrao com 10 pontos de integracao. Os termos singulares de G sao
do tipo In(r) sendo integrados usando quadratura logaritmica de Gauss com 10 pontos de
integragao. Jé os termos singulares de H sao do tipo 1/r e precisam ser calculados no sentido

do valor principal de Cauchy.

77



5.4 Elementos de contorno para problemas de flexao
em placas

Nesta secao ¢ feita a discretizacao das equacoes integrais de contorno para problemas de
placa. Os termos de dominio dominio das Equagoes 4.71 e 4.72 provenientes de forcas de
corpo b quaisquer sao tratadas através da técnica apresentada por Albuquerque et al. (2005).

5.4.1 Discretizacao das equagoes integrais

As variaveis relacionadas ao problema de flexao em placas finas sao deflexao w, inclinacao
normal , forca cortante equivalente V,, e momento fletor M,,. Em um problema bem
colocado, dois destes quatro valores sao incégnitas do problema e dois sao condigoes de
contorno conhecidas. Desconsiderando-se a acao das forcas de corpo, representadas pela

integral de dominio, que serao tratadas mais a frente, obtém-se entao, a seguinte equacao:

cw(@) + Z / VJ(Q,P>w(P)dFe—Z / M;‘(Q,P)g—:(P)dl“eJr
+ ZR*(QPwCI Z/ “(Q, P)V,(P)dl', —
- Z/ )dTeJrZwZi(Q,P)RC,.(P). (5.23)

Assumindo que o contorno foi discretizado usando-se elementos constantes, os valores de

w(P), Ow(P)/on, V,(P) e M,(P) sao constantes e podem ser tirados do integrando:

Ne

caw(Q) + Zw(P)/ V;(Q,P)dFe—Z /M*QP)dF

i=1 Le i=1

Nc

+ > RL(Q, P)uw,(P Zv / “(Q, P)dl’, —
o
Soanp) [ (P Y wi @ PR (P)
i=1 € i=1

(5.24)
Da mesma forma, a Equacao 4.72 pode ser escrita como:
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V@) + S w(P) / ZZO (Q, P)dr' — Zg—”‘:(p) / %ﬁf(@ P)dr +

=1 1=

OR;,
Z ~(Q Pyue (P Z Va( 8n0 )dl —

D*w* ow,
;MH(P) A neon (@ D)l + Z; I (Q: P)Re(P).

(5.25)

As Equacoes 5.24 e 5.25 podem ser escritas na forma matricial, resultando:
Ne r B Ne
w” Hyy Hy w* R, .
c w* + w* + w, | =
i b - 2wl )2 (i)

Ne [ T Nc
G Gio v We, .
Z (- G21 G22 4 { M;; }z> * i1 <{ We, }z RC) ’ (526)

=1

Os termos da equacao matricial 5.26 sao dados por:

o, :/ Vi@, P)dl. ;  Hip= [ My(Q,P)dl
e Fe
oV oM
H21— - 8no(Q P) ) H22— r. 8n0 (Q P)

Gn :/ W*(Q,P)dre ) G2 :/r Ow' (Q P)

ow* O*w*
(Q P) ’ G22 - T, anoﬁn

Os valores resultantes destas integrais sao chamados de coeficientes de influéncia.

(Q, P)dT, . (5.27)

G21 =

T. dng

Assumindo-se que a posicao do ponto fonte () varia de 1 a Ne e agrupando os termos

semelhantes, é obtido um sistema de equacoes dado por:

Hw = Gv. (5.28)

79



Apoés a aplicacao das condigoes de contorno a matriz H, que originalmente era formada
apenas pelas solugoes fundamentais de esforcos, passa a ser chamada de A, e inclui também
solucoes fundamentais de deslocamentos. O vetor w, por sua vez, passa a conter todas as
incégnitas, sejam elas valores de deslocamentos ou esforgos, sendo, entao, chamado de x. No
lado direito da equacgao, a matriz G e o vetor v, modificados, sao multiplicados, obtendo-se o
vetor F. Assim, o sistema de equacoes representado pela Equacao 5.28 é reescrito da seguinte

maneira:

Ax =F. (5.29)
e pode ser resolvido por qualquer método de solugao de sistema de equagoes lineares.

5.4.2 Transformacgao das integrais de dominio em integrais de con-
torno

Segundo Shi e Bezine (1988) essas integrais podem ser computadas no dominio pela inte-
gragao direta de sua area (2,. Entretanto, a formulacao de elementos de contorno perde sua
caracteristica principal que é a discretizacao somente no contorno, porque este procedimento
necessita discretizacdo do dominio em células. Rajamohan e Raamachandran (2004) apre-
sentaram uma alternativa para evitar a discretizagao do dominio propondo um método para
andlise de problemas de flexao em placas anisotrépicas finas onde a integral de dominio é
substituida por uma integral particular polinomial. Neste trabalho a integral de dominio
proveniente da carga distribuida é transformada em integral de contorno pela transformagao
exata, seguindo os procedimentos apresentados por Venturini (1988) e por Albuquerque et al.
(2003), para problemas de flexao de placa anisotrépicas. Considerando b = ¢ onde q é o carre-
gamento aplicado no dominio, dois casos de carregamentos serao considerados: carregamento
uniformemente distribuido e linearmente distribuido.

Considere a placa mostrada na Figura 5.4. A placa estd submetida a um carregamento
¢, aplicado em uma area €),. Assumindo que o carregamento ¢ tem uma distribuicao linear
(Az 4+ By + C) na area €, a integral de dominio pode ser escrita fazendo-se a integracao no

elemento dp(pdf) variando-se p de 0 a r, onde r é o valor do raio de integragao no contorno
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Figura 5.4: Contorno de uma placa dividida em elementos de contorno.

I', (Figura 5.5). Assim, tem-se:

J

qu*dQ = / (Az + By + C)w* pdpdd (5.30)
Qq

q

ou

/ qw*dQ:// (Ax + By + C)w” pdpdf. (5.31)
o 9Jo

Definindo-se F* como a seguinte integral:

F* = / (Ax + By + C)w” pdp, (5.32)
0

pode-se escrever:

/ qw*dQ:/F*dQ. (5.33)
Qq 0

Considerando um angulo infinitesimal df (Figura 5.5) a relagao entre o comprimento do

arco rdf e o comprimento infinitesimal do contorno dI', pode ser escrita como:

cosa = —= (5.34)
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ou

COs ¢

do =

dr. (5.35)

Figura 5.5: Transformacao da integral de dominio em integral de contorno.

Aplicando as propriedades do produto interno de vetores unitarios n e r indicados na

Figura 5.5 pode-se escrever:

o = %df. (5.36)

Substituindo a Equacao 5.36 na Equacao 5.33 a integral de dominio da Equacao 4.71

pode ser escrita como integral de contorno dada por:

F*
/qw*dQ:/ —nrdl. (5.37)
Qq Fq r
Sendo
xr = pcosb (5.38)
y = psind, (5.39)
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a integral F™* pode ser escrita substituindo-se as Equacoes 4.77, 5.38 e 5.39 em 5.32, obtendo-

se:

"1
= / 5 (Apcost + Bpsin€ + C) [Cr Ry + Co Ry + Cy (S = )] pdp. (5.40)
0 ’/T

A Equacao 5.40 pode ser reescrita como:

1 r
= 8_7T {(ACOSQ + BSIDQ)/ p2 [OlRl + CQRQ + 03 (Sl — 52)] dp—i—
0
0

Seguindo procedimento similar para obter Equacao 5.41, o termo de dominio da Equagao

4.72 pode ser escrito como:

/ 2 a0 - /G*d@, (5.42)
Q 0

. 8n0

onde

*

6= [(ae+By+0) 5
0

dp. 4
o PP (5.43)

Substituindo-se a derivada da solu¢ao fundamental w* em relagao a normal no ponto fonte

e as Equacoes 5.38 e 5.39 na Equacgao 5.43, obtém-se:

.1 " o[ OB OR, 95, 95,
G = 8—7T{(ACOSQ+BSIHQ)/O p |:Cla—no—|—020—n0+03 (a—no a—no):| d,O-f‘
" OR,y OR, 051 095,

As integrais das Equagoes 5.41 e 5.44 sao independentes de 6 e podem ser calculadas

analiticamente. Sao dadas por:
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e;sin 0

T T4
/0 pap { crare ancos@—l—dmm@

TG sinf (cos @ + d; sinf) —
r? (e2sin® 0 + (cos 0 + d; sin 0)°)

—7+ 2log 5
a

X

[—1—di + € + (—=1+d; —€]) cos20 — 2d;sin26] } ,

—74 2log

T ,,A
Sipdp =  — < 2¢;
/0 pap 1617

sin @ (cos 0 + d; sinf) + 2 arctan

r? (e sin® @ + (cos 0 + d; sin 9)2)]
X

a2

e;sin @ "
cosf + d;sinf

[1+df — e + (1 —df +€}) cos 20 + 2d;sin26] }

e; sin @

[ 745
Rip*dp = —40e; arctan ———
/0 prap { ciarctan cos ) 4 d; sin 0

=0 sinf (cos @ + d; sinf) —

—17+ 5log

2

r? (e?sin® 0 + (cos 0 + d; sin 6’)2)]
X

a

[—1—d;+ € + (—1+d; —€}) cos20 — 2d;sin26] }

—17+ 5log

TS ) 7,,5

a?

e;sind

in6 0 4 d;sinf) + 5arctan ———
sin @ (cos 6 + d; sin ) + 5 arc ancos@+disin9x

[1+d} —el + (1 —d} +e}) cos20 4 2d;sin20] }
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r? (e?sin® 0 + (cos 0 + d; sin 6)2)]
X

(5.45)

(5.46)

(5.47)

(5.48)



" OB, dp = 2—T3 —6etarctanﬂsm9+
0 oz PP~ 9 ’ cosf + d;sin @
(5.49)
? (eZsin® 0 + (cos 0 + d; sin 0)*
—8+3logr (¢l sin (Z(Q)S sin6)’) (cos@ + d;sind) » ,
" OR; 273 e; sinf
dp = —6e; arctan — 2 (cos6 + 2d; sin 0
i ayp 0 5 { earcan0089+disin9(cos + 2d;sin ) +
(5.50)
2 (e2sin% 0 4 (cos 0 + d; sin §)”
_8+310gT (¢ sin <C(2)S sinf)’) [d; cos 0 + (d; — €7) sinb]
a
r . 3 2 2 q 20+ 0 dZ . 02
05 ip — r—{ei —8+3log - (efsin®0 + (cosb + disin0)) | & o0
0 ax 9 CL2
(5.51)
sind
6 arctan % (cos @ + d; sin 6)} :
/Tasipdp: ﬁ . _8+310g7“2(e?sin2c9+(0050—|—disin0)2) y
0 ay 9 CL2
(5.52)
(cos@+2disin9)—6arctan%[dicosé’—i-(df—e?) sin&}},
"OR; , rd e; sin 0
T 2y — L) e arctan —— Y Ging
/o oz ¥ P 4{ LA s+ dysing *
(5.53)
2 (e?sin @ 0 + d;sing)”
—5+210gr (¢ sin +(C§S - disin ))] (cos@—l—disinQ)},
a
"OR; , rt e; sin @ _
dp= - — < —4de;arctan ——— 0 + 2d; sin 6
0 ay "7 4{ crare ancos@—l—disin@(cos +2d;sinf) +

(5.54)

] [diCOSQ+ (d? — e?) sin@}},

r? (e2sin® 0 + (cos 0 + d; sin 0)°)

a?

-5+ 2log
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raa 4 2 (¢2sin2 0 0 + d; sin )
05i gy = T Lo |54 2108 - (fsin®0 + (cos§ +disin)) | & o
o Oz 8 a?
(5.55)
e;sind )
4 arctan w00+ dsimd (cos @ + d; sin «9)} ,

-5+ 2log 5
a

" 9s; rt
d = — €;
/anp p 8{

(cos @ + 2d; sin f) + 4 arctan

r? (e2sin® 0 + (cos 0 + d; sin 0)*) ]

(5.56)
[d; cos 0 + (d; — €7) sin 6] } .

e;sin @
cosf + d; sinf

Na formulacao apresentada nesta secao considerou-se o carregamento aplicado no dominio
como constante e uniformemente distribuido ou linearmente distribuido, no entanto, a for-

mulacao pode ser estendida para outros carregamentos de ordens mais elevadas.

5.4.3 Integrais analiticas e numéricas

Nas equagoes integrais de contorno para problemas de placas sao encontrados integrais com
integrandos dos seguintes tipos: regular; com singularidade fraca; com singularidade forte e
com singularidade fortissima (hipersingularidade).

Paiva (2005) apresentou um procedimento detalhado para o tratamento das integrais
com singularidade forte e hipersingularidade inerentes a formulacao, onde todos os termos
da integracao analitica sao apresentados. Um procedimento semelhante foi desenvolvido por
Rashed et al. (1998) para placas isotrépicas espessas.

As derivadas da solugao fundamental de deflexao podem ser expressas pela combinacao

linear das derivadas das funcoes R; e 5;, dadas pelas Equagoes 4.83 e 4.84. Por exemplo:

Ci—— +Cs 0 + o7 _a—y? (5.57)

8211] . 1 82R1 (92R2 8251 8252
8y2 N 87TD22 8y s ’

As derivadas de todos os outros termos sao obtidas da mesma maneira.

86



Como apresentado por Paiva (2005), as derivadas de R; e S; apresentam singularidade
fraca (logr), forte (r—!), e hipersingularidade (r~2) e necessitam uma atencao especial durante
a integracao.

As Equacoes 4.71 e 4.72 apresentam integrais da solucao fundamental nas quais, de acordo
com a Equagao 4.77, verifica-se que a solugao fundamental w* e suas derivadas dw*/0n e
Ow* /Ong sao fungoes regulares, isto é, nao apresentam singularidade e, portanto, podem ser
resolvidas analiticamente ou usando quadratura de Gauss.

De acordo com a Equagao 4.77 verifica-se que as integrais presentes em 9%w*/Ondng sao
integrais imprdprias, ou seja, apresentam singularidade fraca. O mesmo ocorre em relagao as
derivadas da Equacao 4.95. Estas integracoes podem ser realizadas analiticamente ou usando
Gauss logaritmico.

Por outro lado, as integrais de V.* e de OM;/Ony, conforme Equagoes 5.27, incluem um
salto, apresentando singularidade forte. Estas integrais devem ser computadas no sentido do
valor principal de Cauchy.

Finalmente, a partir das derivadas quartas de R; e .S; pode se mostrar que a integral de
OV¥/Ony do termo Hy; da Equagdo 5.27 contém uma hipersingularidade. Esta hipersingula-

ridade deve ser interpretada no sentido do valor principal de Hadamard.
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Capitulo 6

Exemplos Numéricos de Chapas e
Placas

Com base nas formulacoes desenvolvidas nos capitulos anteriores referentes aos problemas de
chapas e placas finas, apresenta-se neste capitulo alguns exemplos numéricos com o objetivo

de validar a formulagao desenvolvida nos capitulos anteriores.

6.1 Cilindro quase-isotréopico de paredes espessas

Neste exemplo, analisa-se um cilindro de paredes espessas submetido a uma pressao P = 100
Pa como mostrado na Figura 6.1-a, raio interno igual a 10mm e raio externo igual a 25
mm . Devido a simetria do problema, somente um quarto da secao transversal do cilindro
necessita ser discretizado. As condigoes de contorno sao mostradas na Figura 6.1-b. Adota-
se nessa analise um material quasi-isotrépico As propriedades materiais usadas nesta analise
sao: B = 213 kN/me, FEsy = 215 kN/mm2 e v = 0,33. Este problema é equivalente
ao problema isotrépico apresentado por Brebbia e Domingues (1992) no qual é considerado
E1 =200 kN/mm? e v = 0, 25.

Foram calculados os deslocamentos dos pontos A, B e C mostrados na Figura 6.1-b.
Esses valores foram comparados com os resultados obtidos pela teoria cldssica da elasticidade
plana para materiais isotrépicos (Brebbia e Domingues 1992). A Figura 6.2 mostra uma das
discretizacoes adotada: 10 elementos de contorno quadréticos e 15 nés internos.

O contorno foi discretizado com 4, 10 e 20 elementos quadréticos e os resultados obtidos

sao apresentados na Tabela 6.1
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Figura 6.1: Tubo de paredes espessas sob pressao interna.

Tabela 6.1: Deslocamentos nos pontos A, B e C em 10~mm

Discretizacao com elementos quadraticos

Pontos || Valor Exato | 4 elementos | Erro (%) | 10 elementos | Erro (%) | 20 elementos | Erro (%)
A 8.0325 7.8174 2.7 8.0506 0.2 8.0508 0.2
B 5.2912 5.1419 2.8 5.3132 0.4 5.3132 0.4
C 4.4526 4.3775 1.6 4.4875 0.7 4.4875 0.7

A Figura 6.3 mostra os resultados obtidos usando 20 elementos quadraticos.

Verificando-se os resultados obtidos para malhas de 4, 10 e 20 elementos, observa-se que

0s mesmos apresentam uma boa aproximacgao da solugao analitica. Na discretizacao com 4

elementos o erros obtidos ficaram abaixo de 3%. Com o refinamento da malha esse valor caiu

para menos de 0.7%.
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Figura 6.2: Discretizacao com 10 elementos quadraticos.

Figura 6.3: Deslocamentos no cilindro de paredes espessas.
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6.2 Placa ortotrépica simplesmente apoiada

Neste exemplo, considera-se uma placa quadrada de lados a = 1 m e espessura h = 0.01 m. O
material é ortotrépico a suas propriedades materiais sao: Ey; = 2.068x 10" Pa, Ey; = Ey /15,
v1a = 0.3, G12 = 6.055 x 10% Pa. A placa estd submetida a um carregamento uniformemente
distribuido ¢ = 1 x 10* Pa aplicado ao longo de seu dominio (Figura 6.4) e simplesmente
apoiada em seus bordos. Esse problema é analisado por (Shi e Bezine 1988) usando o método
dos elementos de contorno e integracao no dominio para tratar carregamentos distribuidos e
por (Rajamohan e Raamachandran 2004) usando o método de simulagao de carga.

O problema é resolvido usando diferentes malhas e os resultados para o deslocamento
transversal no ponto A e B sdao comparados com a solucao em série para o ponto A e B
dados respectivamente por w,. = 8.1258 x 1072 m e w,., = 4.5211 x 1072 m, respectiva-
mente. A Tabela 6.2 mostra os deslocamentos transversais calculados pela formulacao do
MEC, apresentada neste trabalho, usando diferentes malhas e seus respectivos erros com-
parados com a solugao por série apresentada por (Timoshenko e Woinowsky-Krieger 1959).
Os resultados obtidos para malha de 12 elementos (3 elementos por aresta) foram poucos
satisfatorios. Entretanto, a convergéncia para solugao por série é obtida com o aumento do
nimero de elementos. Quando adotada a malha de 48 elementos (Figura 6.5), os desloca-
mentos transversais em ambos os pontos apresentam erros abaixo de 1% quando comparados

com a solucao por série.

Tabela 6.2: Deslocamentos transversais obtidos pelo MEC para uma placa ortotrépica sub-
metida a uma carga uniformemente distribuida.

Numero de | Deslocamentos Transversais (107° m) Erros (%)

elementos | Ponto A Ponto B Ponto A | Ponto B
12 -0.7985 -0.4415 1.7310 2.3545
24 -0.8014 -0.4430 1.3806 2.0100
48 -0.8081 -0.4481 0.5513 0.8875

Se a placa é rotacionada em 30° em torno do seu centro como mostra a Figura 6.6, o
eixo principal de ortotropia nao coincide com as eixos coordenados. Neste caso, todas as 6

constantes de D;; sao diferentes de zero. Usando esse modelo, o deslocamento transversal
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Figura 6.4: Placa ortotrépica simplesmente apoiada.

calculado em um ponto no centro da placa ¢ igual a w = 8.0645 x 1073 m. O erro neste caso

¢ de 0.75% quando comparado com a solucao por série.

6.3 Placa quadrada de compédsito laminado simples-
mente apoiada

Considere o caso de uma placa quadrada, de composito laminado simplesmente apoiada. As
laminas que compoe o laminado sao feitas de grafite-epoxy e possuem a seguinte orientacao:
[0°/90°/0°/90°/0°]s . A placa de lados @ = 1 m esta submetida a um carregamento distribuido
g = 6.9 x 103 Pa. As propriedades materiais de cada lamina sao: E;; = 2.07 x 10° Pa,
FEy = 5.17 x 10° Pa, G5 = 3.10 x 10° Pa, e v15 = 0.25. Todas as laminas possuem a mesma
espessura, sendo que a espessura total do laminado é A = 0.01 m. Este mesmo problema foi
analisado por Lakshminarayana e Murthy (1984b) usando o método dos elementos finitos.
Uma solucao em série para o deslocamento transversal no centro da placa foi apresentada
por Noor e Mathers (1975), a placa de laminado compésito foi considerada como sendo uma

unica lamina ortotrépica. Essa solugao é dada por:
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Figura 6.5: Discretizacao com 48 elementos constantes.

an. Eosh®
Lan 2220 103 = 4.4718 (6.1)
ga*

O deslocamento transversal no centro da placa é obtido pela formulagao proposta usando
uma malha de 22 elementos de contorno por aresta. Esses deslocamentos sao comparados na
Tabela 6.3 com a solucao de elementos finitos apresentadas por Lakshminarayana e Murthy
(1984b), e com a solucdo analitica apresentada por Noor e Mathers (1975). Nota-se que foi

obtido a mesma precisao dos resultados obtidos pelo método dos elementos finitos.

Tabela 6.3: Deslocamentos transversais obtidos pelo MEF e MEC.

Métodos || Deslocamentos transversais e erros

numéricos || wEx»h®/(qat) x 103 | Erros (%)
MEC 4.4507 0.47
FEM 4.4508 0.47
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Figura 6.6: Malha da placa rotacionada.
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Capitulo 7

Associacao de Macro-elementos Via
Sub-regioes do MEC

7.1 Introducao

A anélise de estruturas tridimensionais formadas por laminados compdésitos é feita admitindo-
se que os laminados que compoem essas estruturas, sejam analisados como uma associagao
de elementos planos denominados macro-elementos. Sua principal caracteristica é a super-
posicao do estado plano de tensao e o de flexao em placas finas. Neste capitulo, o Método dos
elementos de contorno é aplicado para discretizar as equacoes integrais de flexao de placas
finas e estado plano de tensao em um macro-elemento. Em seguida a técnica de sub-regioes
do MEC ¢ aplicada no desenvolvimento da formulagao para associacao de macro-elementos
no espaco. O sistema algébrico para a estrutura é obtido através da associacao dos sistemas
de equacoes de cada macro-elemento individual. A juncao destes sistemas de equacao é feita
através de imposicoes de equilibrio e compatibilidade de esforcos e deslocamentos entre as
interfaces (arestas) comuns. Impondo-se as condigoes de contorno e apés conveniente troca
entre deslocamentos conhecidos e forcas incégnitas obtém-se a resolucao do sistema final de

equacoes.

7.2 Formulacao do macro-elemento.

O objetivo desta secao é desenvolver um elemento estrutural plano que contenha simultanea-

mente comportamento de membrana e flexao. Admite-se que as tensoes no elemento, devidas
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ao seu comportamento de chapa, nao altere seu comportamento como placa e vice-versa. O
elemento plano é denominado macro-elemento é e obtido a partir das equacgoes algébricas
para problemas de chapas e placas apresentadas na Capitulo 5. O macro-elemento entao,
¢é discretizado através do MEC, as equagoes integrais obtidas sao transformadas através de
equacoes algébricas em um sistema de equacoes lineares onde as incégnitas sao deslocamentos
e esforgos definidos em ndés do contorno. Aplicando-se as condicoes de contorno e resolvendo
o sistema de equacoes resultantes obtém-se os resultados nodais do contorno e dominio do

macro-elemento.

7.2.1 Equacgoes Algébricas do Macro-Elemento

Seja ¥ um ponto genérico de um macro-elemento, como apresentado na Figura 7.1. O
campo de deslocamento e esforcos para o W é composto de quatro variaveis relacionadas a
superposicao dos estados plano de tensao e de flexao placas finas. Nas equacoes integrais
da elasticidade plana, as variaveis do problema sao os deslocamentos u; e us e dois esforcos
de superficie t; e t5 conforme mostrado na secao 2.1. Nas equacgoes integrais de placa, as
variaveis relacionadas sao w, g—:’j, V., e M, e sao definidas na Secao 4.4. Desprezando as
reacoes de canto R., o vetor u é definido como o vetor de deslocamentos do macro-elemento

em um ponto genérico ¥ e seus termos sao organizados da seguinte forma:

€3

r w, V, Q T

v

-
UQ,tQ /
X1 %,Mn

Uy, ty

Figura 7.1: Deslocamentos e esfor¢os em um né genérico ¥ de um macro-elemento.
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Uy
w

Uz
ow
on

(7.1)

é o vetor t é definido como o vetor de esfor¢cos do né ¥ do macro-elemento e é dado por:

t =

3]

Vn

to
M,,

(7.2)

Com o auxilio das equacoes algébricas do MEC para cada formulacao, mostradas no

Capitulo 5, o seguinte sistema algébrico pode ser montado em funcao dos deslocamentos e

esforgos:

[ h11 0
0 hfy
hgl 0

i 0 hy

[ g O
0 g1
g1 O
0 g3

h12 0
0 hiy
h22 0
0 hi,
g1z 0
0 g1
gz 0
0 g3

U
w

U2
ow
on

3]
Vn
ta
Mn

Os termos nao nulos da primeira e terceira linha das matrizes 7.3 e 7.4 sao referentes as

equacoes integrais do estado plano, enquanto que os termos nao nulos da segunda e quarta

linha referem as equagoes integrais de flexao de placas representadas pelo indice w. Nas

matrizes 7.3 e 7.4, observa-se que os estado plano de tensao e o regime de flexao de placa estao

desacoplados e as equacoes finais encontradas sao independente. Portanto, a discretizacao de

um macro-elemento pode iniciar-se pela elasticidade e depois passar a de placas ou vice-versa,

pois uma discretizacao nao afeta a outra.

As equacoes algébricas obtidas no capitulo 5 sao calculadas numericamente para todos

os micro-elementos (elementos constantes ou quadraticos) usados na discretiza¢ao do macro-

elemento, de acordo com as componentes matriciais dados por 7.3 e 7.4. Sao encontradas
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4N equacoes algébricas para as variaveis incégnitas e variaveis conhecidas dos problemas de

chapas e placa.

7.2.2 Montagem do sistema de equacoes

Apo0s as integracoes numeéricas das equacoes integrais dos problemas da elasticidade plana e
de flexao de placas finas sobre os N, elementos nos N nés do contorno do macro-elemento,

pode-se escrever genericamente o seguinte sistema algébrico de 4N equagoes:

HU=GT+B, (7.5)

onde H e G sao matrizes nao simétricas de dimensao 4N X4N.
Impondo-se as condicoes de contorno e apds conveniente troca de membros das colunas

das matrizes H e G, obtém-se o seguinte sistema final de equagoes algébricas:

AX=F, (7.6)

onde X é o vetor das incégnitas de deslocamentos ou esforgos (duas incognitas referentes a
elasticidade plana e outras duas a flexdo de placas), F é o vetor que contém os efeitos dos
deslocamentos ou esfor¢os conhecidos e valores de dominio, A contém os termos das varidveis

incognitas que foram obtidos com a troca das colunas H e G.
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7.3 Associacao espacial de macro-elementos

Neste secao, é desenvolvida a formulagao para associacao espacial de macro-elementos através

da técnica de sub-regioes do MEC.

7.3.1 Sistema de coordenadas

Uma das principais caracteristicas das equagoes integrais de flexao e placas e de estado plano
de tensao é que o deslocamento de um ponto é descrito em fun¢ao de sua posicao relativa
aos demais pontos do problema. Portanto, as relagoes entre as forcas e deslocamento no
contorno serao preservadas independente do sistema de coordenadas usado para a montagem
das matrizes do problema. Assim, cada macro-elemento pode possuir seu proprio sistema de
coordenadas, no qual suas equagoes integrais sao escritas.

Quando se tem a associacao de macro-elementos, o sistema de coordenadas pode nao ser o
mesmo para cada macro-elemento. Como se deseja compatibilizar forcas e deslocamentos de
varios macro-elementos, resolvendo-os simultaneamente, é necessario escrever essas incognitas
em um mesmo sistema de global de coordenadas. Assim, torna-se necessario escrever equagoes
de transformacao de coordenadas para cada macro-elemento, relacionando-se os sistemas local
e global de coordenadas.

Considere o sistema de coordenadas da Figura 7.2. Seja U’ o vetor de deslocamentos no

ponto () expresso no sistema local de coordenadas da seguinte forma:

Uy
’r w'
U = [ (7.7)
9/
onde u} é o deslocamento na diregdo do vetor n
P4 — P1
== 7.8
uh é o deslocamento na dire¢ao do vetor 1
P2 - P1
l= ——— = {1, 15,1 7.9
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Py

Figura 7.2: Sistema de Coordenadas.
w’ é o deslocamento na direcao do vetor m
m=nxl= {ml,mg,mg}, (710)

ef = g_w Passando ao sistema global de coordenadas, o vetor de deslocamentos é expresso

n

CcOomao:

U= . (7.11)

Vejamos agora como expressar os deslocamentos uq,w, us, no sitema global de coorde-
nadas, em termos dos deslocamentos u},w’, u, no sistema local. Primeiramente escrevemos
os vetores {n, m,1} do referencial local como combinagoes lineares dos vetores {X,Y,Z} do

referencial global:

n = mX+nY +nZ
l == 11X+l2Y+13Z
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Aplicando-se cada deslocamento ao seu respectivo vetor temos a seguinte combinacao

linear: w)n + w'm + u4l, substituindo-se em (7.12) temos:
uy (X 4+ n2Y + n3Z) + w' (my X + maY + m3Z) + ub(hX + 1Y + 13Z) (7.13)
esta ultima expressao pode ser reescrita como:
(uyng +w' my +uy )X + (uyng +w' mg +uy b)Y + (uyng +w' ms +uyls)Z. (7.14)

Esta ultima expressao deve ser idéntica aquela obtida aplicando-se os deslocamentos no sitema

global a seus respectivos vetores: w3 X +wY + ugZ. Portanto temos as seguintes igualdades:

up = uyng+wmg+ubly
W= ujng +w me+uhls (7.15)
uy = ujng+wms+ulls.

as quais podem ser reescritas matricialmente:

w . No Mo l2 0 w’
(5) - ng 1Mms lg 0 U,I2 ’ (716)
0 0 0 0 1 0

ou de maneira compacta:

{u} = [T]{a}, (7.17)

onde T é a matriz que transforma o vetor de deslocamento u’ escrito em coordenadas locais
em um vetor u expresso em coordenadas globais.
Adotando o mesmo procedimento para descrever o vetor de esforcos t em coordenadas

globais, tem-se:

tl ny mq ll 0 tl
Vn . o 1Mo lg 0 ’U;l
tg - ng ms lg 0 /2 ’ (718)
M, 0 0 01 M’
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Substituindo, respectivamente, as Equacao 7.16 e 7.18 nas matrizes elementares 7.3 e 7.4

apresentadas na Secao 7.2, tem-se no referencial global:

hip 0 hig 0 n. my L 0O uh
0 hiy 0 AY ng ma lo 0 w’
= 7.19
h21 0 h22 0 ng ms l3 O u’2 ( )
0 hy 0 hy 0 0 01 0,
gu 0 g2 O nt my i 0O t1
0 g1 0 g% ng mo Iy 0 v
’ . 7.20
g1 0 g O ny msg I3 0 th ( )
0 g1 0 g3 0 0 01 M

7.3.2 Compatibilizacao de momentos e rotacgoes

Na associagao de macro-elementos, aparecem na interface, momentos de flexao (ou rotagoes)
na direcao normal. Esses momentos nao sao alterados com a aplicagao da matriz de trans-
formacao apresentada na secao anterior. Portanto, na interface desses macro-elementos, os
momentos positivos locais tém sentidos opostos. O mesmo problema ocorre com a rotagao
%. Por essa razao, é necessario fazer a compatibilizacao das rotagoes e momentos nas inter-
faces do macro-elemento. Para isso, adota-se de um sentido positivo para os elementos de

contorno.

M, M,
<+ — S ‘, S <+
X
1 S 2 =
B SR :
M, M,
—_ > >

Figura 7.3: Compatibilizacao de momentos e rotacoes nos macro-elementos.

A Figura 7.3 mostra a associagdo de dois macro-elementos no plano zz. Os momentos

de flexao M, tem sentidos opostos concordando com o vetor s de orientacao do contorno e
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as direcoes das rotagoes nao se alteram, apenas os seu sentidos. Neste trabalho, define-se
como positivo o sentido de s que concorda com o eixo x. Assim, inverte-se o sentido dos
momentos M, onde a coordenada s nao é positiva. Geralmente, para se determinar o sentido
de percurso da coordenada de orientagao s, basta realizar a inspe¢ao dos cossenos diretores dos
elementos de contorno em cada macro-elemento. Portanto, para aqueles cossenos diretores
do elemento que sao negativos, altera-se os correspondentes sinais do momento de flexao M,

e das rotagoes.

7.3.3 Associacao de macro-elementos via método de sub-regioes
do MEC

Seja a associacao plana de dois macro-elementos conforme a Figura 7.4. De acordo com o
que foi desenvolvido em capitulos anteriores, o vetor de deslocamentos em um dado né no
contorno de um macro-elemento, possui 4 graus de liberdade, dois referentes ao estado plano
e dois referente a flexao de placas. Sabe-se que em nés pertencentes a interface dos macro-
elementos, existem 8 graus de liberdade (uy, ug, w, 0,t1,t2, V,, e M,). Através da aplicagao das
condigoes de equilibrio e continuidade de deslocamentos na interface, os graus de liberdade

sao reduzidos para 4 (Sanches 2002).

Interface

Figura 7.4: Associacao de dois macro-elementos

As condigoes de continuidade de deslocamento sao dadas por:
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ul = ul,
th = 2 (7.21)
0 — 2
e as condicoes de equilibrio de esforcos por:
th+ti+t;, = 0
VI+VZ+V, = 0 (7.22)

M)+ M:+M, = 0

onde os indices superiores referem-se ao nimero de macro-elemento.

Nas equacoes apresentadas em 7.23, a terceira parcela de cada equacgao refere-se aos
esforcos na aresta. Estas forcas relacionam-se com os esforgos da interface, ou quando o des-
locamento ¢é incégnito, a forga é conhecida ou vice-versa, ou seja, nao ha aumento do niimero
de incégnitas. Na auséncia do termo de dominio, o sistema final de equagoes algébricas obtido

apos o calculo das integrais pode ser escrito da seguinte forma:

HU=GT, (7.23)

onde as matrizes elementares que fazem parte das matrizes finais H e G da Equacao 7.23 sao
montadas a partir das equacoes de transformacao de coordenadas locais em globais mostrada
na secao 7.3.1.

Usando a técnica de sub-regioes do MEC, a equacao matricial correspondente ao macro-

elemento 1 pode ser escrita como:

H;, Hjy U, G, Gy Ty
H, H. U, [ | G, G} T (7.24)

da mesma forma, para o macro-elemento 2, tém-se:
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ERIEARCEIC IS
G?l G?i Uy G?l G?i T,I4 7
sendo:

i) Uy e Uy os deslocamentos nodais sobre o contorno dos macro-elementos 1 e 2, respecti-

vamente.
ii) Ty e Ty os esforgos nodais sobre o contorno dos macro-elementos 1 e 2, respectivamente.
iii) Ua €T A os deslocamentos e esforgos nodais na aresta da interface, respectivamente.
iv) Hfj eGg sub-matrizes, dos efeitos ¢ em j do macro elemento k.

As Equagao 7.24 e 7.25 podem ser escritas num so sistema ap6s a imposigao das condigoes

(7.22) e (3.34), como:

H, H, 0 -G, 0 U, Gi, 0 0

H, H, 0 -G, 0 Uu G, 0 0 T,

0 H2 H3, 0 -G U, p=| 0 0 G3 Ta p, (7.26)
0 H%, H, 0 -G T} 0 0 G T,

0O 0 0 I I T? 0 I 0

sendo:
i) T{ e T? os esforgos nos macro-elementos 1 e 2 respectivamente.
ii) T a matriz identidade para compor as condiges 7.22 e 3.34 em 7.26

Rearranjando os sistemas de equagoes algébricas 7.26 obtém-se um sistema de equagoes
final, do tipo AX = F Aplica-se entao as condigcoes de contorno e resolve-se o sistema
encontrando-se os valores desconhecidos nos nés do contorno e da interface. Esse procedi-

mento estende-se a associagao de uma maior quantidade de macro-elementos associados.
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7.4 Montagem das matrizes H e G

O esquema de montagem para associacao de matrizes foi baseado no roteiro apresentado
por Hughes (2000) para montagem da matriz de rigidez do MEF referente ao problema de

trelicas.

Por simplicidade, considere dois macro-elementos associados. Todas as arestas sao discre-
tizadas com 1 elemento de contorno e os nés locais e globais sao indicados conforme mostra
a Figura 7.5.

no6 global

/\ .

v

1 »@* n'local"@ D@ ~— nflocal"@ y O
3

® ®

4

~(=)s

-—O

2 5

Figura 7.5: Numeragao local e global de dois macro-elementos.

i) Matriz de identificacio (ID): é a matriz que enumera os graus de liberdades globais da

estrutura através da equacao (Figura 7.27):

ID(a,k) = 4(a — 1) + k, (7.27)

onde k£ é o niamero de graus de liberdade nodal e a ¢ o nimero de nés. Para o exemplo

considerado, tem-se:
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N6 global ( A )

1 2 3 4 5 6 7

—>

131

Graus de 1 1)5]9]13)/17121)25
liberdade 2 216 110(14] 18|22| 26
global 3 3|7 (11]15| 19| 23|27
1 418112/161(20(24 (28

—>

\—> graus de liberdade local

Tabela 7.27: Matriz de identificagao (ID).

i) Matriz dos nds globais (NG): é a matriz que relaciona os nds globais com cada macro-

elemento (Tabela 7.27), ou seja:
A= NG(a,m) (7.28)

onde m é o numero do macro-elemento.

Macro-elementos ( m )

I II

N6 local ((a)

W N

3

9}

6

— > 4 7
Tabela 7.28: Matriz dos nds globais (NG).

iii) Matriz de numeragao global dos graus de liberdade (LG): é a matriz que relaciona os nés

locais com os graus de liberdade globais (Tabela 7.29). Sendo p = 4% (a — 1) + k, a

matriz LG pode ser obtida pela equacao:
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LG(p,m) = ID(k, NG(a,m)) (7.29)

Por exemplo, para saber os niimeros dos graus de liberdade globais relacionado com o

no local 2 do segundo macro-elemento:

LG(5,2) = ID(1,NG(2,2)) = 17 (7.30)

k=2

p=42-1)4+2=6

LG(6,2) = ID(2, NG(2,2)) = 18 (7.31)
k=3

p=42-1)4+2=7

LG(7,2) = ID(3,NG(2,2)) = 19 (7.32)
k=4

p=42-1)+2=238

LG(8,2) = ID(4, NG(2,2)) = 20 (7.33)

iv) Matriz auziliar: auxilia na montagem da matriz de associac¢ao

LA(p,m)=1D(k,NG(a,m))+c param | 1 (7.34)

onde ¢ é o nimero total de graus de liberdade da interface. Para o exemplo proposto

¢ = 8 (4 do macro-elemento I e 4 do macro-elemento II).
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Macro-elemento ( m )

I II
e 1 119
2 2 110
L 3 3 111
> 4 4 112
1 5 | 17
5 6 | 18
2 3 7119
L . 4 8 120
9 |21
—> 1

10

; 12
> 4 24
1 13 | 25
9 14 | 26
4 3 15 | 27
o 16 | 28

Graus de liberdade nodal

N6 local

Tabela 7.29: Matriz de numeracao global dos graus de liberdade (LG).

As matrizes globais H e G, podem ser obtidas atarvés das expressoes:
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H(p,q) = h(n,el)
G(p,q) = g(n,el) (7.35)

onde n e el sao respectivamente, os nos e os elementos de cada macro-elemento. Sendo:

q = LG(n,m)
p = LG(n,m) para o macro-elemento I

p= LA(n,m —1) para macro-elemento II (7.36)

Por exemplo, para saber qual a posigao dos termos hf(n,1) e hf(n,1) com n = 1,2,3,4

da matriz do primeiro macro-elemento na matriz global H:

p=LG(1,1)=1 e ¢=LG(1,1)=1

H(1,1) — p'(1,1) (7.37)

onde o subscrito I indica o numero do macro elemento.

Semelhantemente para n = 2,3 e 4:

H(4,1) — h(4,1) (7.38)

Para o segundo macro-elemento:

p=LA(1,2)=17 e ¢=LG(1,2)=9
H(17,9) — h'(1,1) (7.39)

da mesma forma, para n = 2,3 e 4:
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H(18,9) — h'(2,1)
H(19,9) — A'*(3,1)

H(20,9) — h''(4,1) (7.40)
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Capitulo 8

Exemplos Numéricos

8.1 Validacao da formulacao de macro-elemento.

Nesta secao sao apresentados alguns exemplos numéricos com o objetivo de validar a for-
mulagao de macro-elemento. Como apresentado na segao 7.2, as reagoes de canto da placa
sao desprezadas na formulagao do macro-elemento. Por esse motivo, o primeiro exem-plo
proposto avalia a influéncia das reacoes de canto no problema de placa. Nos demais e-
xemplos, procurou-se analisar placas de laminados compédsitos submetidas a carregamentos
transversais e axiais para varias condicoes de contorno. A discretizacao foi realizada usando
elementos constantes e quadraticos, onde foi possivel verificar a convergéncia do método

através do aumento do niumero de elementos.

8.1.1 Viga engastada em um bordo.

Considere o problema de uma placa quadrada de espessura h = 0.01, engastada em uma de
suas extremidades. A placa esta submetida a um carregamento linearmente distribuido em

seu dominio como mostra a Figura 8.1. Suas propriedades materiais (graphite-epoxi) sao:

FE11 = 3.0 x 10"Pa, Fy = 7.5 x 107 Pa, G2 = 4.5 x 107 Pa e v = 0.25.

a) Considerando as reagoes de canto, a placa é discretizada com 10 elementos constantes por

aresta.

b) Desprezando as reagoes de canto, a placa é discretizada com 10 e 30 elementos constantes

por aresta.
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A
_

A

Figura 8.1: Placa monoengastada.

A andlise foi feita usando a formulagao do MEC para teoria classica de placas, isto é,
considerando-se as reagoes de canto. Os delocamentos obtidos ao longo do eixo x é mostrado
no grafico da Figura (8.2).

O erro relativo pode ser calculado segundo a expressao:

(Desl. — Deslsc)
Desloc,

Erro= - 100,

sendo Desl, o valor do deslocamento obtido usando a formulagao descrita em (a) e Deslyc,
o valor do deslocamento obtido usando a formulagao descrita em (b). Desta forma, na
extremidade da viga (em x = 1.9) o erro relativo obtido para as malhas de 10 e 30 elementos
sdo, 15% e 22% respectivamente.

Observou-se que a desconsideracao das reacoes de canto conduz a uma rigidez maior na
extremidade da placa oposta ao engaste. O aumento do niimero de elementos nao conduziu

a uma melhora nos resultados obtidos nesse extremo.
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com cantos—10e
—&- sem contos—10e

—S— sem cantos-30e

2ot

(w)

Deflexao

_6 I I I I I I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 1.4 1.6 1.8 2

Aresta 1

Figura 8.2: Deflexao ao longo da aresta A usando a teoria classica do MEC.

8.1.2 Laminado simétrico submetido a um carregamento transver-
sal.

Neste exemplo, considera-se uma placa laminada composta por nove laminas

[0°/90°/0°/90°/0°/90°/0°/90°/0°]. A placa quadrada de espessura total h = 0.001m e di-
mensao (1 x 1)m possui suas bordas simplesmente apoiadas. As propriedades de cada lamina,
fabricada com compdsito de grafite-epoxi, usadas nesta andlise sao: Ei; = 30 x 10° Pa,
Ey = 0,75 x 10° Pa, G2 = 0,45 x 10° Pa e v = 0,25. Todas as laminas tém a mesma
espessura. O carregamento aplicado é constante e distribuido uniformemente sobre toda a
superficie, sendo ¢ = —1N/m?. O problema ¢ analisado usando-se 84 elementos constantes
e posteriormente, 12 elementos quadraticos. O resultado obtido para deflexao no centro da

placa é comparado com a solugao analitica apresentada por (Noor e Mathers 1975) como:

'LUaEQQ h3
— X

. 10° = 4.4718, (8.1)
qa

da qual, para este problema, obtém-se w, = 5.9624.
Na tabela 8.1 os resultados obtidos pelo MEC usando a formulagao de macro-elementos

sao comparados com a solucao analitica. Quanto ao tipo de elemento adotado, usa-se a
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seguinte notagcao:

i) Macro(c): elementos constantes.

ii) Macro(q): elementos quadraticos.

Tabela 8.1: Deflexao no centro da placa.

Deflexao
Analitica Macro(c) Erro(%) Macro(q) Erro (%)
5.9624 5.9344 0.47 5.9732 0.16

A Tabela 8.1 mostra que os erros obtidos usando a formulacao de macro-elementos ficam

abaixo de 0.5% e que o uso de elementos quadraticos tende a apresentar melhores resultados.

8.1.3 Laminado simétrico submetido a uma forga axial.

Neste exemplo consireda-se um laminado monoengastado submetido a uma for¢a ¢ = 1000N/m
uniformente distribuida, aplicada na extremida oposta a borda engastada. Considerando-se
as mesmas caracteristicas geométricas e de materiais da placa do exemplo 8.1.2. Os resulta-
dos obtidos para o ponto P do laminado (Figura 8.3) sdo comparados aos resultados obtidos

pelo ANSYS.
Y P

\/

1m

A
\

Figura 8.3: Laminado submetido a forca axial.

A seguinte discretizagao foi adotada:
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Tabela 8.2: Deslocamentos do laminado no ponto P.
Ansys Macro (¢) Erro (%) Macro (q) Erro (%)
0.7263  0.7282 0.27 0.7263 0.0

i) Macro(c): usou-se 50 elementos constantes por aresta.

ii) Macro(q): usou-se 10 elementos quadréticos por aresta.

A Tabela 8.2 mostra os erros obtidos para as duas malhas propostas. As duas malhas

apresentaram bons resultados comparados com os resultados obtidos pelo ANSYS.

8.2 Validacao da formulacao para associacao de macro-
elementos

O objetivo desta secao € validar a formulagao de associacao de macro-elementos. No primeiro
exemplo analisa-se a associacao plana de dois macros-elementos, os resultados obtidos sao
comparados com resultados obtidos para o mesmo problema, porém considerando apenas
um macro-elemento. Nos exemplos seguintes, varias estruturas espaciais sao analisadas e
os resultados obtidos sdo comparados com resultados obtidos pelo ANSYS e por métodos

numéricos disponiveis na literatura.

8.2.1 Placa quase-isotropica retangular simplesmente apoiada

A Figura 8.4 mostra o esquema proposto para a resolucao do problema considerado: uma
placa quase-isotropica simplesmente apoiada em quatro lados, submetida a carregamento
constante distribuido uniformemente por toda a sua superficie. O problema é analisado
para uma placa retangular, com as seguintes dimensoes: ¢ = 1 m, b = 2 me h = 0,1
m. As propriedades do material adotado neste exemplo sao: médulos de elasticidade E; =
1—(1-107") Pae Ey = 1 Pa e razao de Poisson v = 0, 3. O carregamento aplicado é ¢ = —1
N/m?.

O problema ¢ dividido em dois casos: usando um macro-elemento e com dois macros-
elementos , os resultados obtidos para o deslocamento no centro da placa sao comparados

com aqueles calculados por (Timoshenko e Woinowsky-Krieger 1959).
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a) Macro 1 b) Macro 2

Figura 8.4: Associacao de dois macro-elementos
A discretizacao para os casos propostos contou com 81 nods internos.

1) Usando 1 macro-elemento :

(a) Malha 1: 3 e 6 elementos constantes nas aresta b e a, respectivamente.

(b) Malha 2: 6 e 12 elementos constantes nas aresta b e a, respectivamente.
2) Usando 2 macro-elementos :

(a) Malha 1: 3 elementos constantes nas aresta por aresta.

(b) Malha 2: 7 elementos constantes nas aresta por aresta.

Tabela 8.3: Deslocamentos w no centro da placa.

Analitica Macro 1 Macro 2

we = 110.708 w Erro (%) w Erro (%)
Malha 1 -111.860 1.04 -109.240 1.32
Malha 2 -110.690 0.02 -110.360 0.31

Conforme a tabela 8.3, as deflexoes obtidas no centro da placa através do MEC foram

satisfatérias para as duas malhas propostas, apresentando erros inferiores a 1.4%.
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8.2.2 Viga em balango com secao aberta U

Este exemplo tem como objetivo validar a formulagao apresentada para para associacao
espacial. Os resultados obtidos na andlise serao comparados com os valores obtidos por
(Sanches 2002) e (Palermo. 1989), por esse motivo, assume-se que a viga seja feita com um
material quase-isotrépico. Os valores obtidos nas reagoes de apoio sao comparados com o
resultado obtido pela Mécanica dos Materiais.

A geometria e as condigoes de contorno do problema sao mostradas na Figura 8.5.
Considera-se que em cada lamina de espessura constante h = 0.05m, esteja associado um

macro-elemento (1, 2 e 3).

2m

DI T

NN

-
\
® |
\
\

Ay
©
>

4m 2m,

7T

Figura 8.5: Geometria e condi¢oes de contorno do problema proposto.

A discretizacao foi feita usando 16 elementos constantes por aresta, incluindo as interfaces,
num total de 192 elementos. O carregamento ¢ = 9.806 kN/m foi uniformemente distribuido

na extremidade livre (x = 4) na diregdo z e as propriedades materiais sdo: Fi; = 19612 Pa,
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Fsyy = 19610 Pa e v = 0.
A forca distribuida obtida na secao do engaste é comparada na Tabela 8.4, com valores

encontrados por Sanches (2002) e Palermo. (1989) atrdves do MEC.

Tabela 8.4: Forga distribuida na se¢ao do engaste (kN/m).

Sanches | Palermo | Presente trabalho
1.551 1.633 1.634

As reagoes de apoio obtidas na secao do engaste foram de —9.808kN, para cada aresta,

o erro foi de 0.02% em relagao ao valor obtido da Mécanica dos Materiais.

8.2.3 Viga engastada nas extremidades

A Figura 8.6 mostra o problema considerado: uma viga de secao aberta U e espessura
constante, engastada em suas extremidades (em x = 0 e x = 4), submetida a um carregamento
constante distribuido uniformemente por toda superficie do macro-elemento 2. Dois tipos
de materias sao considerados neste exemplo. No item a, trata-se de uma material quase-

isotropico e o item b é adotado um laminado simético composto por 9 laminas ortotrépicas.

interface 2

interface 1

[\
3
SOOI NN

N X
o

Figura 8.6: Viga engastada nas extremidades.
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a) Viga quase-isotrépica

Neste exemplo adota-se as seguintes propriedades materiais: Fj; = 1—(1x1071%) Pa, Fy =1
Pa e v = 0 e altura total h = 0.04.

O gréfico da Figura (8.7) mostra os deslocamentos obtidos na aresta A, para trés tipos
de malhas: 30, 40 e 70 elementos constantes por aresta. Nota-se que os valores obtidos sao
razoavelmente préximos aos resultados obtidos pelo ANSYS, usando o elemento SHELLG3,
no total de 3888 elementos. Os erros em percentagem, para a deflexao méxima ao longo da

aresta 1, foram de 9.4%, 7.3% e 4.7% respectivamente.

0
-0.5F A
-1+ B
>
o
s -15pF 8
o
©
o
]
g -2f 1
=
©
c
8 -25 .
c
Q
£
8
S -3r b
[
[0
a
-3.5F A
—— SHELL63
-~ MEC (20 )
4+ —— MEC (40 e) 4
—— MEC (70 &)
_45 | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8

No6s ao longo da aresta 1

Figura 8.7: Discretizacao com elementos constantes.

Os resultados obtidos com utilizagao de elementos quadraticos na discretizagao do pro-
blema se mostrou mais preciso, conforme mostra o grafico da Figura 8.8. Neste caso, cada
aresta foi discretizada com 5 e 10 elementos quadraticos. Os erros obtidos para a maxima
deflexdao na aresta 1 foi de 1% e 0.3 respectivamente.

O gréfico da Figura 8.9 apresenta os deslocamentos obtidos na interface. A malha adotada

foi de 70 elementos constantes (MEC (70 c)) e 5 elementos quadréaticos (MEC (5 q)) por
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Deslocamentos na diregdo do eixo y

25 4
-3F —
-35F :
—— SHELL63
—4r -6~ MEC (5q) 7
—— MEC (10q)
_45 Il Il Il Il Il Il Il
0 1 2 3 4 5 6 7 8

No6s ao longo da aresta 1

Figura 8.8: Discretizagao com elementos quadraticos.

aresta.

b) Laminado simétrico

Neste exemplo considera-se um laminado composto por 9 laminas, com a seguinte sequéncia
[45/-45/45/-45 /45 /-45 /45 /-45/45] e altura total igual a h = 0.01. Considera-se que cada
lamina tenha as mesmas propriedades descritas no exemplo 8.1.2. O problema foi analisado
usando-se 5 elementos quadraticos por aresta, num total de 50 elementos. O mesmo problema
foi modelado no ANSYS usando o elemento SHELL99, a discretizacao contou com o total de
768 elementos.

O gréafico da Figura 8.10 compara os deslocamentos obtidos na interface 1 na direcao y
através do MEC com os resultados obtidos pelo ANSYS.

Os deslocamentos obtidos através do MEC na interface 1 na dire¢ao x sao comparados com
os deslocamentos obtidos pelo ANSYS (Figura 8.11) no gréfico da Figura 8.12. Observa-se

que o MEC apresentou uma boa aproximacao em relacao ao ANSYS.
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Deslocamento na dire¢ao do eixo y

Deslocamentos na direcdo y

0 T T
—— SHEL63
—— MEC (70 ¢c)
-0.5F -~ MEC (5q)

21
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Nos ao longo da interface 1

Figura 8.9: Deslocamentos na interface 1 na direcao y.

x 10

— SHELL 99
-15F -©- MEC (5q)

Nés ao longo da interface 1

Figura 8.10: Deslocamentos na interface 1 na direcao vy.
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Figura 8.11: Deslocamentos obtido pelo ANSYS na direcao x.
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Figura 8.12: Deslocamentos na interface 1 na diregao
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8.2.4 Viga V engastada nas extremidades

A estrutura mostrada na Figure 8.13-a é formada pela associacao de quatro macro-elementos

com uma interface em comum.

y
A
interface
Aresta &/ / T T
: R Sy A > I
. K — |
L |
[ s :
L B |
4 10m =."v Im : Im
" : |
: a) b)

Figura 8.13: Geometria da estrutura.

A estrutura engastada nas extremidades, x = 0 e x = 10, esta submetida a um carrega-
mento uniformemente distribuido em y = 1 igual a ¢ = —1N/m?, como mostra a Figure 8.13-
b. As propriedades materiais usadas nesta andlise sao: F1; = 30 x 10° Pa, Fyy = 0.75 x 106
Pa, Gio = 0.45 x 10° Pa e v = 0.25. Os resultados obtidos para a deflexao na aresta A foram

comparados com os valores obtidos pelo ANSYS, usando o elemento SHELLG3.

Tabela 8.5: Deflexao méxima da aresta A.

SHELL 63 Elementos constantes Elementos quadraticos
-3.2676 20 Erro (%) 40 Erro (%) 8 Erro (%) 17 Erro (%)
-3.0833 5.6 -3.0995 5.4 -3.1660 3.1 -3.1930 2.3

Os resultados obtidos com utilizagao de elementos constantes na discretizagao do problema
sao mostrados no grafico da Figura 8.14. Os valores encontrados pela formulacao apresentada
neste trabalho ficaram muito préximos dos valores obtidos pelo ANSYS.

A deflexao maxima obtida na aresta A para varios tipos de malhas é apresentada na
Tabela 8.5. Verificou-se que os menores erros foram obtidos pela discretizacao com elementos

quadraticos.
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Deslocamentos na diregéo y

-0.005

-0.01

-0.015

-0.02

-0.025

-0.03

-0.035

Figura 8.14: Deslocamentos ao longo da aresta A na direcao y.
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Capitulo 9

Conclusoes e Sugestoes para
Trabalhos Futuro

9.1 Conclusoes gerais

Este trabalho analisou o comportamento de estruturas tridimensionais formadas pela asso-
ciacao de placas de laminados compdsitos. A partir da aplicacao do método dos elementos
de contorno foi possivel a andlise destas estruturas, os resultados obtidos pela formulacao
proposta mostrou-se eficiente comparados com resultados analiticos e numéricos disponiveis

na literatura.

9.2 Conclusoes especificas

Neste trabalho, as equacoes béasicas da teoria de placas laminadas foram apresentadas. As
matrizes de rigidez e flexibilidade de compésitos laminados foram obtidas a partir das propri-
edades mecanicas das laminas ortotropicas constituintes dos laminados. Foi feita uma breve
discussao sobre laminados simétricos e nao-simétricos, onde foi mostrado que um laminado
simétrico possui equacoes mais simples que a do laminado nao-simétrico, além de ser empre-

gado com mais frequéncia em estruturas de engenharia.
Foram apresentadas as hipdteses basicas em que se baseiam as teorias da elasticidade

plana e de placas finas para materiais anisotropicos. Com base nestas teorias foram obti-

das as equacoes constitutivas de chapas e placas. Também foi apresentada a obtencao das
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equacoes diferenciais e das solucoes fundamentais, da formulagao anisotropica para esses es-

tados.

A partir da andlise de laminas simétricas uma formulagao do método dos elementos de
contorno foi desenvolvida para a andlise de problemas de chapas e placas finas em materiais
anisotropicos. A implementacao do MEC para andlises individuais desses problemas, apre-
sentou boa convergencia de resultados com os valores de referéncia da literatura consultada e
obtidos através do ANSYS. A utilizacao de elementos constantes apresentou bons resultados,
porém a adogao de elementos quadraticos se mostrou mais eficiente apresentando resultados

satisfatérios em todos os exemplos analisados.

Um macro-elemento contendo quatro graus de liberdades por né foi desenvolvido para
representar o modelo de folhas poliédricas proposto neste trabalho. Observou-se que para
problemas planos envolvendo laminados simétricos, o macro-elemento possui os estados de

chapa e flexao desacoplados portanto os deslocamentos podem ser obtidos separadamente.

A associacao de macro-elementos foi feita através de equacoes de compatibilidade de
deslocamento e equilibrio, além da compatibilizacdo de momentos na regiao da interface.
Na formulacao da associacao espacial foi necessario escrever equacoes de transformacao de
coordenadas para cada macro-elemento, relacionando-se um sistema local e sistema global
de coordenadas obtendo-se um sistema final de equagoes. Apos a aplicagao das condigoes de
contorno, o sistema de equacgoes pode ser resolvido obtendo-se as incognitas do problema em
questao. Os resultados obtidos com a formulagao desenvolvida neste trabalho apresentaram
uma boa concordancia com os resultados disponiveis na literatura. A partir da analise dos
resultados pode-se concluir que o emprego de elementos quadraticos foi mais eficiente, pois
os resultados obtidos usando esses elementos convergiram mais rapidamente para os valores

de referéncia.
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9.3 Sugestoes para trabalhos futuros

Apo6s o estudo da andlise estatica de estruturas tridimensionais desenvolvido neste trabalho,
a analise de tensoes seria de grande valia para compreensao do comportamento mecanico

dessas estruturas.

A formulagao apresentada pode ser estendida para andlise de problemas dinamicos, visco-

elasticos, analise de dano e etc.

O estudo de problemas da mecanica da fratura baseia-se na técnica de sub-regioes do

MEC, e por esse motivo pode ser facilmente implementada neste trabalho.

Uma vez que matriz do sistema global acoplado possui grandes blocos de zeros associ-
ados com nos desacoplados de diferentes sub-regioes seria de grande interesse o estudo de
algoritmos iterativos de acoplamento visando a eficiéncia e robustez do programa desenvol-

vido.
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