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Resumo

RAFIKOVA, Elvira, Dindmica Ndo-Linear de Um Rotor Ndo-Ideal, Campinas,: Faculdade
de Engenharia Mecénica, Universidade Estadual de Campinas, 2006. 82 p.
Dissertagdo (Mestrado)

Esse trabalho investiga um sistema dinamico nao-ideal que pertence a uma classe
especial dos sistemas dindmicos. O objeto de estudo desse trabalho é um rotor que consiste
de um disco preso a uma barra eléstica e excitado por uma fonte de energia de poténcia
limitada. O sistema se desloca transversalmente e verticalmente além de possuir uma
coordenada de rotagdo. Um estudo numérico do problema é realizado para investigar a
dindmica ndo-linear do sistema. Simula¢des numéricas tais como: diagramas de espaco de
fase, curvas de resposta em freqiiéncia, diagramas de bifurcacdo e expoentes de Lyapunov
mostram uma forte influéncia da fonte de energia na resposta do sistema e revelam
oscilacdes regulares e irregulares. Além disso, o efeito Sommerfeld € observado , assim
como o salto na resposta em freqiiéncia quando o parametro de controle do motor é
variado. Finalmente comprova-se que os regimes irregulares presentes no movimento do

sistema tem uma natureza cadtica.

Palavras Chave

- Sistemas Nao-Ideais, Fonte de Poténcia Limitada, Caos, Efeito Sommerfeld



Abstract

RAFIKOVA, Elvira, Nonlinear Dynamics of Nonideal Rotor, Campinas,: Faculdade de
Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de Campinas, 2006. 82p. Dissertacdo
(Mestrado)

This work investigates a non-ideal dynamic system that is a special group of
dynamics systems. The object studied in this work is a rotor composed of an elastic shaft
carrying a disc which is excited by a limited power supply. The system has tranversal and
vertical displacement and a coordinate of rotation of the disc. A numerical study is done
here in order to investigate the non-linear dynamics of the system. Numerical simulations
such as: space-state diagrams, frequency response diagrams, bifurcations diagrams and
Lyapunov exponent show the strong influence of the energy source on system response,
and reveal regular and irregular motions. Besides, Sommerfeld effect is observed, as well as
the jump in system response, when a control parameter of the energy source is varied.
Futhermore, it is shown that the irregular regimes that occur in the system’s motion are of

chaotic nature.

Key Words
Nonideal Systems, Limited Power Supply, Chaos, Sommerfeld Effect
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Lista de Tabelas

Tabela 1-Valores dos parametros de simulacio



Nomenclatura

x : deslocamento na horizontal

y : deslocamento do sistema na vertical
¢ : angulo rotacional do sistema

p : excentricidade do rotor

¥ - pardmetro relacionado a0 amortecimento externo
o : freqii€ncia natural

Q : freqiiéncia rotacional do sistema

q: parametro ligado ao torque resistivo
c: coeficiente de rigidez

I: momento de inércia

m: massa do rotor

k: coeficiente de amortecimento interno
a: parametro de controle do motor

b: parametro do motor

M(@ ): torque motriz

L(¢ ):torque liquido

H(@ ): torque resistivo

r:distancia entre os pontos O e W



W: ponto de fixacdo do rotor na barra
O: origem das coordenadas

T energia cinética

V: energia potencial

q, coordenadas generalizadas

€ : pequeno parametro

@, fungdes que representam os lados direitos das equacoes durante o estuda da estabilidade pelo

critério R-H
€ : solugdo para a fase do sistema
A, : expoentes caracteristicos de Lyapunov

t: tempo



Capitulo 1

Consideracoes Iniciais

1.1 Introducao

O homem nunca deve esquecer as origens do seu progresso cientifico e tecnoldgico por
isso convém voltar a Grécia Antiga para explicar as primeiras origens do estudo da dindmica dos
corpos. Os avancos cosmoldgicos permitiram desenvolvimento de ferramentas de observacao,
predicio e contagem do tempo. Possibilitaram a realizacdo de previsdes de eclipses e
estabelecimento de Orbitas de corpos celestes. Entre algumas das ferramentas desenvolvidas para
esses fins estd um mecanismo de engrenagens 32 pecas que € o mais antigo mecanismo

diferencial utilizado para o célculo de posic¢des de sol e da lua.

Em 1473 Nicolau Copérnico percebeu que a teoria ptolomaica que entdo vigorava estava
errada e tudo indicava que a Terra girava em torno do Sol. Tycho Brach, introduziu o rigor da
precisdo e a no¢do de erro, provou que o céu ndao € imutivel como acreditavam os gregos
liquidando de vez com a teoria ptolomaica. Além disso, Tycho Brach fez precisas observacoes
planetdrias. Suas anotacdes permitiram, apds a morte de Brach, ao Johanes Kepler deduzir a exata

natureza das Orbitas planetdrias.

No entanto, foi Galileu quem primeiro se ocupou da mecanica dos corpos na superficie da
Terra. Ele investigou a mecanica de Aristételes em especial a cinemdtica e provou vdrias leis,
descobriu a constante da gravidade, provou a existéncia do vacuo e a nio homogeniedade da
matéria. No entanto seus estudos sobre a mecanica dos corpos foram seu maior triunfo, tornando-

0 pai da dindmica moderna.



Galileu foi o principio, Newton, a continuag¢do. Nascido no ano da morte de Galileu,
Newton publicou o seu célebre trabalho Philosophiae Naturalis Principia Mathematica que
sintetizou os seus estudos em Leis de Gravitagdo Universal, mérito pelo qual é mais conhecido
atualmente. Além disso, elaborou o método do cdlculo diferencial, paralelamente ao Gottfried
Leibnitz. Ambos, com seus métodos resolveram problemas praticos de determinacdo de
distincias através de velocidades ou vice-versa. Jean L& Rond d’Alembert, por sua vez

desenvolveu o estudo de cordas em vibracdo e formulou a equacao diferencial parcial.

Por sua vez, Lagrange reformulou a dindmica introduzindo o principio da conservacdo de
energia, que afirmava que todo o movimento de um corpo poderia ser descrito através das
equagdes da sua energia em funcdo da energia cinética e energia potencial. A segunda
contribuicdo de Lagrange foi a introdu¢do de coordenadas para a representacdo algébrica da

geometria do movimento.

Henri Poincaré nascido em 1854, o udltimo universalista, foi desafiado pelo problema de
interacdo entre 3 corpos. Para estudar a dindmica desse sistema Poincaré criou um novo ramo na
matematica: a Topologia. No ensaio: Sobre o problema dos trés corpos, o autor formulava as
equacdes da dinamica e aplicava a um problema com o nimero arbitrario de corpos movendo-se
com sob a gravitacdo newtoniana. No mesmo ensaio, ele cita a existéncia de solugdes periddicas
das equacdes, e com recursos limitados da época , Poincaré faz a conclusdo “Existem séries
cujos coeficientes sdo periddicos e que formalmente satisfazem as equagdes. Resta demonstrar a

convergéncia dessa série”.

Enquanto Poincaré descobria uma nova propriedade do comportamento de equagdes
diferenciais, intrinsica a alguns tipos de sistemas, Sommerfeld dava inicio a uma nova classe de
sistemas dindmicos: os sistemas dindmicos ndo ideais. Em um experimento em que se
considerava um sistema dindmico oscilante sob a influéncia de uma fonte de excitacdo, operando
com poténcia limitada, Sommerfeld observou a ocorréncia de fendmenos diferenciados quando o
sistema oscilante interagia com a fonte de excitagdo. Ele notou que na regido de ressonancia, a
rotacao do motor (fonte de excitagdo utilizada) variava de maneiras distintas conforme a variacao
da amplitude do sistema oscilante, sendo extremamente dependente da coordenada de movimento
do sistema e ndo dependente simplesmente do tempo. Apds as observacdes de Sommerfeld,

foram constatados outros fendmenos na existéncia de interacdo entre fonte de energia e sistema



oscilante na regido de ressondncia. Observowse a dependéncia da curva de ressondncia com
relagcdo ao sentido da variagdo da freqiiéncia da forca de excitacdo, que a ocorréncia de oscilagdes
instdveis em um sistema linear estd intimamente ligada as propriedades do motor elétrico, o
fendmeno do salto ("jump”) durante a passagem de um regime ressonante para um regime nao

ressonante.

Nos anos 50 e 60, Kononenko e seus colaboradores estudaram intensamente os sistemas
ndo ideais vindo a sintetizar sua teoria no livro: Vibracdes em sistemas de poténcia limitada. Nele
ha demonstracdo, através do método assintético de Bogoliubov [11] do comportamento de
sistemas excitados por fontes de poténcia limitada. Kononenko estudou, principalmente de forma
analitica, os problemas de vibragdes de sistemas ndo-ideais, vindo a realizar alguns experimentos,

porém poucas simulagdes numéricas devido a recursos limitados da época.

Por outro lado, em 1963, Edward Lorenz, provou de forma computacional do que entdo
era chamado de erros, de aleatoriedade, de imprevisibilidade. Lorenz, estudando modelos de
conveccdo das camadas de ar descritos pelas equacdes de turbuléncia de Navier-Stokes,
descobriu a existéncia do Caos no comportamento dos sistemas complexos e caracterizou a
sensibilidade desses sistemas as condi¢des iniciais 0 que se tornou mais conhecido popularmente

como Efeito Borboleta.

Recentemente, a formulacdo de sistemas dindmicos como ndo ideais tem sido
explorada de forma intensiva. Balthazar e colaboradores [8] retomaram o estudo de sistemas
vibrantes ndo-ideais e apresentam uma revisdo completa de diferentes teorias a respeito do
assunto. Formowse um grupo de pesquisas que visa intensificar os estudos nesta drea e obter
novos resultados associando sistemas ndo ideais, ndo linearidades e teoria do caos, auxiliados
pelos modernos recursos computacionais que tornam a andlise da dinamica desses sistemas mais
evidente. O objeto de estudo deste trabalho € um sistema ndo ideal, que também faz parte desta
série de trabalhos. O objetivo principal desse trabalho € o estudo de um rotor de dois graus de
liberdade além da coordenada do motor com a formulacdo ndo-ideal e ndo-linear. Estuda-se a
dindmica ndo-linear do sistema através de simulacdes numéricas e método de perturbacdao

solucdo analitica aproximada.



1.2 Apresentacao dos capitulos

No capitulo 1 desse trabalho encontra-se uma revisdo bibliografica a respeito de sistemas
ndo-ideais, dindmica ndo-linear e caos. No capitulo 2 sdo apresentados alguns tépicos
introdutdrios em sistemas dinamicos, estabilidade, critério de Routh-Hurwitz , dindmica cadtica e
uma revisdo da teoria de sistemas ndo-ideais. No terceiro capitulo é apresentado o sistema
mecanico estudado: o rotor ndo —ideal, € mostrada a solucdo analitica aproximada pelo método
assintdtico da média e também, apresentado um estudo da estabilidade através do critério Routh-
Hurwitz. No capitulo 3 encontram+-se as simulagdes numéricas, principal foco desse trabalho. O
objetivo principal do estudo numérico é a visualizacdo da dindmica ndo —linear do sistema,
presente em diagramas de bifurcacdo, resposta em freqiiéncia, espacos de fase e expoentes de
Lyapunov. Apresenta-se , entdo, os diagramas temporais e da variagdo da velocidade angular do
sistema para diversos parametros de controle para mostrar os efeitos da formulacdo nao-ideal do
problema. O gréfico de resposta em freqiiéncia € apresentado para mostrar o fendmeno do salto.
Além disso, para uma visualizacdo geométrica do sistema € mostrada a evolu¢do do espago de
fase com a mudanca dos parametros do motor. Uma visdo mais aprofundada na dindmica do
sistema € obtida através de diagramas de bifurcacdo e do expoente de Lyapunov comprovando a

existéncia de regimes cadticos.

1.3 Revisao Bibliografica

O primeiro relato que se tem a respeito da interacdo entre um sistema oscilante e a fonte
de energia é apresentado por Sommerfeld em 1902 [47]. Em seu experimento, constituido por
uma mesa € um motor elétrico, o qual servia como fonte de excitacdo, ele observa que a
velocidade do motor ndo era uma fungdo suave que dependia apenas da energia inserida ao
sistema. Quando a amplitude atinge o seu valor maximo, na regido de ressonancia, o gasto de
energia cresce aproximadamente o dobro. Por outro lado, apds a ressonancia, a amplitude
decresce bruscamente, enquanto a velocidade do motor cresce rapidamente. A este fendmeno
atribuiu-se o nome de Efeito Sommerfeld. Roccard publica em 1949 o primeiro estudo analitico

deste fenomeno [4].



Kalischuk nota a dependéncia da curva de ressonancia com relagdo ao sentido da variacdo
da freqiiéncia da forca de excitacdo em 1939 [29]. No ano seguinte, Martyshkin [34] mostra que a
ocorréncia de oscilagdes instdveis em um sistema linear estd intimamente ligada as propriedades
do motor elétrico. O fendmeno do salto (’jump”) tem o seu primeiro relato em 1953 [4], quando
Blekhman observa, em um estudo de auto-sincroniza¢do de massas rotacionais desbalanceadas,
que a passagem de um regime ressonante para um regime ndo ressonante se dd através de um
salto. A partir de 1958, Kononenko publica vérios artigos investigando sistemas ndo ideais,
caracteristicas da fonte de energia e passagem pela ressonincia, destacando-se entre eles um
artigo de 1964, que contém um experimento realizado por Kononenko e Korablev [34] em 1959,
no qual Kononenko demonstra que, com poténcia limitada, a velocidade angular do excitador ndao
¢ aleatdria, mas sim determinada pela interacdo entre o sistema estrutural e o excitador [2]. Em
1969, Kononenko [30] dedica um livro a sistemas dinamicos com fonte de poténcia limitada, o
qual faz referéncia a varios trabalhos e experimentos na drea. Nayfeh e Mook [41] discutem o

experimento realizado por Kononenko e Korablev além de outros.

Uma revisdo completa de diferentes teorias sobre sistemas vibrantes ndo ideais ¢é
apresentada por Balthazar e colaboradores [7]. Recentemente, a formulacdo de sistemas
dindmicos como ndo ideais tem sido explorada de forma intensiva. Em 2002, Souza e
colaboradores [48] apresentam o estudo de um sistema sujeito a choque, excitado por fonte nao
ideal, detectando oscilacdes regulares e irregulares, bifurcacdes e caos no movimento do sistema.
Belato e colaboradores [10] apresentam o estudo de um sistema eletromecanico nao ideal, quando

o torque gerado pelo motor é determinado pelo proprio movimento do péndulo.

Balthazar e colaboradores [7, 8] apresentam ricas revisdes bibliogréficas sobre sistemas
ndo ideais e apresentam varios sistemas mecanicos cldssicos analisados sob a perspectiva de
formulacdo ndo ideal. Em [5] € utilizado o método de Melnikov para detectar bifurcacdes de
Hopf em um sistema ndo ideal. Em [26] foi obtida uma solu¢@o analitica para um sistema de dois
graus de liberdade com fonte de energia ndo ideal e as solucdes numéricas mostraram
comportamento regular e irregular do sistema, dependendo do modelo do torque. O modelo linear
gerou movimentos regulares, e 0 modelo ndao —linear de torque gerou movimentos irregulares e

caoticos.



Resultados recentes sobre a aplicacdo do método da média em sistemas cm fonte de
excitacdo ndo ideal podem ser encontrados em [19] e [14]. O primeiro utiliza o método para
verificar a presenca do fendmeno de saturacdo, cujos resultados sao comparados com resultados
de integracio numérica obtidos. O sistema estudado € um portico com ndo linearidades
quadriéticas, operando na regido de ressonancia interna 1:2. Um sistema semelhante foi estudado
anteriormente por Brasil e Mook [12], quando constata-se a saturagdo dos modos durante a
passagem pela ressonancia. Dantas e Balthazar [14] também estudam uma estrutura aporticada,

sujeita a oscilacoes livres, e fazem uma abordagem mais formal do método da média.

Em [13] € realizado um estudo de um rotor com formula¢do ideal e nao linear com o
objetivo de investigacao de efeitos, na passagem pela ressonancia, de um dispositivo externo que
submete o sistema a acdo do atrito seco de Coulomb. Verifica-se que o mecanismo auxiliar atua
como amortecedor reduzindo a amplitude de vibragdo do sistema na regido de ressonincia. Além
disso, o trabalho levanta alguns pontos fundamentais em dinamica de rotores com a influéncia do

torque, excentricidade e amortecimento na passagem pela ressonncia.

Iwatsubo [28] estudou um problema semelhante ao problema deste trabalho,
considerando, no entanto, uma assimetria na barra que sustenta o rotor. Foi obtida uma solucao
assintética semelhante a do kononenko, solucdes numéricas e um estudo experimental que
quando a fonte de energia tinha a poténcia limitada a interacio entre a estrutura do sistema e o

motor aumentava com o aumento da assimetria da barra.

Dimentimberg [16] estudou o problema do rotor desbalanceado, montado em base rigida
suspensa por molas eldsticas, o qual se move apenas na direcao vertical. Ele estudou o problema
ndo ideal numericamente para encontrar tresholds de passagem e captura do sistema na
ressonancia, realizando também um estudo paramétrico e, experimentalmente para promover a

passagem do sistema pela ressonancia alterando a sua rigidez.

Suherman e Plaut [49] estudaram um sistema de rotor de dois graus de liberdade com
excentricidade, em ambas formulacdes: ideal e ndo-ideal, promovendo a passagem pela
ressondncia controlando a amplitude através de uma variag¢do na rigidez do sistema. Os resultados
numéricos mostraram a diminui¢do na amplitude das oscilagdes durante a passagem pela

ressonancia devido a variagdo de rigidez.



Na andlise de sistemas com caracteristicas cadticas as ferramentas da teoria do caos se
fazem presentes. Tais métodos de andlise tem origem nos trabalhos de Poincaré (1921), Birkhoff
(1927), Lyapunov (1949), Andronov e outros (1966), Sekar e Narayanan (1995). A
caracterizacdo dos fendmenos cadticos tais como a dependéncia das condi¢des iniciais,
aparecimento de atratores estranhos no espaco de fase, oscilagdes irregulares foi realizada em
varios sistemas e explorada extensivamente. Alguns desses sistemas sdo: oscilador de Duffing

(1918), oscilador de Van der Pol (1927), equagdes de Lorenz(1963).



Capitulo 2

Sistemas Dinamicos Nao-Lineares e Nao-Ideais

I. Newton (1642-1727) concebeu o calculo diferencial e integral, propos as trés leis a
respeito dos efeitos de uma for¢a sobre o0 movimento de um corpo, deduziu a lei de gravitacao
universal e muitas outras contribui¢des. Mas, a sua contribuicio mais importante foi relacionar a
gravitagdo com o comportamento dindmico do Sistema Solar. Newton admitia ndo compreender a
natureza da gravidade; entretanto foi capaz de deduzir a lei que rege o comportamento dos corpos
sob sua acdo. E, com base nessa lei, comprova os experimentos realizados por Galileu e da inicio
a busca de métodos de resolucdo analiticos de sistemas dindmicos. Um sistema dinamico ‘e
definido por uma variavel independente, real ou inteira positiva ¢ (varidvel temporal); pelo espagco
de fases (ou espago de estados) formado por uma varidvel dependente x(#) n-dimensional; por
uma métrica (geralmente a norma euclideana), utilizada para medir distancias no espaco de fases;
e por um operador evolugdo &P, que quando aplicado a condi¢@o inicial determina o estado do
sistema no instante #, ou seja, x(¢) =P(x(0)). Este operador também € conhecido como fluxo,
denominacdo introduzida por Newton, adotada ainda nos dias de hoje. Observa-se que na posi¢ao
de equilibrio x,, ®(x,)= x,. Para Newton, uma quantidade "que flui” é uma quantidade que
varia dinamicamente e a taxa de variagdo temporal dessa quantidade, ou seja, a derivada, recebeu
o nome de fluxion. Resolver a equagdo diferencial é achar sua solucdo geral, seu fluxo. Assim,

Newton estabeleceu uma conexdo entre equacdes diferenciais € a imagem geométrica de um

fluxo.



2.1 Conceitos de Estabilidade conforme Lyapunov

Um sistema dinamico € definido por:
X=fx1) 2.1)

sendo x um vetor do estado (-dimencional e real) e f{x,#) € um vetor n-dimencional cujos
elementos sdo fungdes de x,, x,, ..., x, € t. Assume-se que o sistema (2.1) tem uma unica

solucdo comegando em uma dada condicdo inicial. Se a fun¢do f ndo depende explicitamente de

tempo o sistema (2.1) chama-se autdbnomo.

Os pontos de equilibrio do sistema autonomo sao os valores x* determinados pela

equacao:
f(&x*)=0 2.2)

Para introduzir a defini¢io de estabilidade no sentido de Lyapunov considera-se uma hiper-esfera

de raio € que caracteriza a vizinhanga da 6rbita x *. Denota-se ||x - x*|| <eg,

onde ||x - x*” € chamada de norma Euclidiana e definida por:

1
e — x| =[x, =) + (6, =5, )7 4.+ (x, —2,9)° 2 (2.3)

Definicdo 1. A solucdo de equilibrio x* € estdvel se para cada nimero € >0 pode ser

encontrado um nimero & >0 (dependendo de € ) tal que para qualquer condi¢@o inicial x(z,),
[, — x4 <3) (2.4)
tenha por conseqiiéncia uma trajetéria x(¢) tal que

e — x| <e (2.5)



Se ndo existir o nimero d (¢) mencionado na defini¢do acima, o sistema é denominado instavel.

Definicido 2. O ponto de equilibrio do sistema (2.1) € assintéticamente estdvel se, além de ser

estdvel, satisfaz a seguinte condi¢do:
fim |x(z,) —x*=0 (2.6)

O método mais comum de estudar a estabilidade do sistema (2.1) € pelo exame dos autovalores

da matriz do sistema linearizado no ponto de equilibrio. O sistema linearizado tem a seguinte

forma:

x=Jx 2.7)

onde J € a matriz Jacobiana:

EEARCE AT
dx, dx,  0x,
o0 9f, o
J=|dx, dx, = Odx, (2.8)

af, of, df, df,
| dx, dx, dx; Ox, |

A estabilidade de um ponto de equilibrio € estabelecida pelo sinal da parte real de
autovalores da matriz J. Se todas as partes reais t€m sinal negativo, entdo o ponto de equilibrio é

assintoticamente estavel.

2.2 Critério de estabilidade Routh — Hurwitz

No sistema linearizado (2.7), os autovalores da matriz J sdo raizes do polindmio caracteristico,

que € obtido a partir do determinante:

det(J-AI)=0 (2.9)
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onde / € a matriz de identidade.

O problema de descobrir se todas as raizes de um polindmio tém parte real negativa, sem
calcular explicitamente essas raizes, foi solucionado em 1874 por E.J. Routh (1831-1907). Em

1895, A. Hurwitz (1859-1919) encontrou, independentemente, uma solucao equivalente.

O polindmio caracteristico de grau n para os autovalores da matriz J tem a seguinte forma

geral:
AM+alN” +..4+a, A+a,=0 (2.10)

O critério de Routh — Hurwitz estabelece as condigdes necessarias e suficientes para que
todas as raizes do polindmio tenham parte real negativa. Essas condi¢des sdo dadas em termos da

matriz de Hurwitz que geralmente € designada como H.

a, a, a 1...0

Ho|% W4 a,...0 2.11)

a, ag as a,..0

Se a matriz J tem a dimensio nxn, entdo H também € nxn.
A matriz H € construida do seguinte modo:

® Na primeira linha, escrevemse os coeficientes a; com indice impar, com j crescente; na

segunda linha, escreventse os coeficientes a; com j par, com j crescente. Note-se que a

€ o coeficiente de A", que, nesse caso, vale 1. As demais posi¢des sdo preenchidas com

ZEroS.

® As duas linhas seguintes sdo obtidas deslocando-se as duas primeiras linhas uma coluna

para a direita, e colocando zeros nas posi¢oes que ficaram vazias.
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® Segue-se esse processo para se construir as demais linhas, até que a, ocupe o canto

inferior direito.

O critério de Routh — Hurwitz estabelece que Re( kj) <0 para todo j =1,..,n se sdo todos

positivos os coeficientes a;, e se sd0 positivos os determinantes A ;:

a1l 0
a 1
A1=|a1 , A, = , A, =la, a, qa, v
as a,
as a, 4,
2, 1 0 .0 (2.12)
a, a, a, ..0
A, =lay a, a, .0
.1
0 0 0 ..aqa,
Observa-se que, como A =a A ,, a ultima das condicdes A, >0 , A,>0,..,

A, >0 de Routh-Hurwitz pode substituir-se por a, > 0.

Observa-se que das condi¢des de Routh-Hurwitz se deduz que a positividade de todos os

coeficientes ndo € suficiente para que as partes reais de todas as raizes sejam negativas.

Aplicando o teorema de Routh-Hurwitz para os polindmios de segundo, terceiro e quarto

graus, temos:
2
a) AM+al+a,=0

As condi¢des de Routh-Hurwitz se reduzem a, >0, a, >0.
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b) M +a X +al+a, =0

As condigdes de Routh-Hurwitz se reduzem a, >0, a,a, —a, >0
o) M+alN +a,M +al+a, =0

As condi¢des de Routh-Hurwitz se reduzem a:

a, >0, aa,—a, >0, (alaz—a3)a3—a12a4 >0, a,>0 (2.13)

2.3 Caos Deterministico

O fulgor determinista do século XVII do Laplace dizia: “Um matematico infinitamente
inteligente pode prever com a precisdo que desejar o comportamento de um sistema”. No entanto
a previsdo na andlise cldssica de alguns sistemas escapava de uma determinacdo precisa. Em
1903,alguns anos apds ter desenvolvido vérios estudos a respeito da estabilidade do sistema solar,
J.H. Poincaré (1854-1912) escreveu, referindo-se aos seus estudos sobre o problema dos trés
corpos: ...pode acontecer que pequenas diferencas nas condi¢des iniciais produzam grandes
diferencas no fendmeno final. Um pequeno erro na entrada produzird um erro enorme na saida.

b

Previsdo torna-se impossivel...”. A conclusdo de Poincaré foi que as solucbes em série,
geralmente utilizadas na busca de solugdes para os problemas da época, eram divergentes. Porém,
em meados do século XX, A.N. Kolmogorov (1903-1987), V.I. Arnold e J. Moser provaram que
a convergéncia (ou divergéncia) dessas séries depende da escolha das condi¢des iniciais. Assim,
um sistema com trés ou mais corpos pode ter movimentos regulares ou cadticos. Esse resultado é
uma conseqiiéncia do teorema KAM, cuja sigla € dedicada as iniciais do nome de seus autores.
Em sistemas cadticos os erros nas condi¢des iniciais crescem exponencialmente com o tempo,
inviabilizando uma previsdo de longo prazo. A resolucdo de uma modelo meteorologico
simplificado, realizada através de simulacdes em computador, resultaram na descoberta do

primeiro atrator estranho (termo cunhado por Ruelle e Takens), que caracteriza um sistema

cadtico. A descoberta de sistemas cadticos afetou o proprio método cientifico criado por Galileu
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para a validacdo da teoria, pois se o sistema analisado € cadtico, previsdes de longo prazo sdo
intrinsecamente impossiveis, o que dificulta essa validacdo. Caos ocorre num sistema
determinista quando seu comportamento € aperiddico (irregular) e depende sensivelmente das
condicdes iniciais. A dependéncia sensitiva as condi¢des iniciais € calculada através de expoente
de Lyapunov, logo este é atualmente o instrumento mais utilizado para a comprovacdo de caos

num sistema dinamico.

2.4 Expoentes de Lyapunov

Os expoentes de Lyapunov também conhecidos como expoentes caracteristicos
associados com uma trajetdria sdo essencialmente uma medida de taxas de expansdo e contraciao
das trajetérias que a rodeiam [40] .Eles s@o quantidades assintéticas que descrevem a taxa
exponencial com a qual uma perturbacio na trajetdria do sistema cresce ou decresce com o tempo
numa dada regido do espaco de fase. Pelo fato de medir a divergéncia de trajetdria no espaco de
fase o expoente de Lyapunov quantifica a dependéncia sensitiva a condi¢des iniciais. A definicao

rigorosa € encontrada em [25].

Supde-se entdo um fluxo tal como (2.1) e a evolugdo deste a partir de duas condi¢des iniciais

proximas x, € y, =x, +¢& tal que:
| ¥o = xq [$€0 () (2.14)

O expoente de Lyapunov mede o crescimento exponencial da perturbacdo €,(¢) (figura 2.9) e
pode ser definido como:
1 &0

i 10 €9 (xp)e0

rog,(x,)

i=1,..n (2.15)

O elemento de volume esférico de raio €, (x, ) que evolui em torno de um ponto inicial x,, depois
de um tempo se torna um elipséide com eixos €,(t) e €, (¢)Figura abaixo. De (2.15 )é imediato
que :

e.(f) ~g,(x,)e™ (2.16)
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Figura 1- Evolucio de um volume esférico no espaco de fase

Um espacgo de fases m-dimensional tem m expoentes de Lyapunov associados. Conclui-se entao
que a existéncia de um ou mais expoentes de Lyapunov positivos define uma instabilidade orbital
nas direcOes associadas. Além disso, para a existéncia de uma solug@o cadtica associada a um

atrator estranho é necessdrio pelo menos um expoente A, >0 para caracterizar a dependéncia
sensitiva as condig¢des iniciais. Para movimentos periddicos e quase-periddicos temrse A, <0 nas

direcoes perpendiculares a trajetéria e A, =0 ao longo dela. Em sistemas dissipativos o

somatorio dos expoentes de Lyapunov é negativo, pois nesses sistemas hd uma diminui¢do do

hiper-(volume no espaco de fases). Conclui-se entdo a ocorréncia de atratores estranhos estd

n
condicionada, além da existéncia de pelo menos um expoente positivo, a YA, <0. A terceira

i-1
condi¢do de ocorréncia de atratores estranhos em espago de fase é a dimensdo do espago de fase

m =3, pois em espaco bidimensional, a presenca de um expoente de Lyapunov positivo tornaria

2
o somatorio dos expoentes YA, > 0 o que ndo caracteriza uma contragdo no espago de fase.
i1

2.5 Bifurcacoes

Um sistema dindmico que descreve um sistema mecanico depende de um ou mais
parametros de controle. A apresentacdo deste sistema pode, entdo, ser formulada como fungdo
desse parametro. Dessa forma a alteracdo no valor desse parametro provoca mudancas no
comportamento do sistema. A variacdo do parametro de controle pode acarretar mudancas

qualitativas dos estados estaciondrios. Eles podem passar de estdveis para instdveis. Novos
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pontos podem aparecer e outros desaparecer no espaco de fases. Quando a pardmetro de controle
atinge um valor critico o sistema perde a estabilidade estrutural e sofre uma bifurcacdo. O valor

critico do parametro de controle é chamado do ponto de bifurcacao.

O sistema € dito estruturalmente estdvel quando para perturbacio suficientemente pequena ele
mantém um fluxo resultante topologicamente equivalente ao inicial. Quando isso nio acontece o

sistema perde a estabilidade estrutural.

O termo bifurcacdo € francés e foi introduzido por Poincaré em 1885, referindo a uma mudanca
qualitativa no espacgo de fases. Bifurcacdes produzidas por um tnico parametro sdo chamadas de

bifurcagdes de codimensao-um.

As bifurcacdes podem ser do tipo estdticas e do tipo dindmicas. As estdticas ocorrem em
solucdes estdticas (pontos fixos). Ja as bifurcacdes dindmicas ocorrem para pontos fixos e
também para solucdes periddicas. Entre as bifurcagdes estdticas encontram-se: sela-no,
transcritica, forquilha (pitchfork). Entre as bifurcacdes dinamicas estdo sela-no ou dobra ciclica,
bifurcacoes de Hopf e bifurcacdo Flip. As bifurcacdes dindmicas estdo associadas a espacos de

fase m-dimensionais, onde m >3.

Ha também os chamados pontos de retorno (turning points) que sdo conhecidos como

narizes (noses) e joelhos (knees). Para uma fun¢do x° —p =0 hd solucdes apenas para L >0 . O

7z

ponto onde as oscilacdes comecam a existir € o ponto de retorno. Estes pontos aparecem

constantemente aos pares provocando o efeito de histerese.

Ja outra classificagdo em [1] classifica as bifurcagdes em continuas e descontinuas ou
catastroficas dependendo de como o espaco de estados do sistema varia com a variagdao dos
parametros. As bifurcacdes descontinuas ou catastréficas sdo subdivididas em “perigosas” e
“explosivas” dependendo de se o sistema d4d um salto a um atrator remoto desconexo ou explode

num grande atrator com um subatrator que contém um fantasma (phantom) do atrator original.

A ferramenta geralmente utilizada para analisar as caracteristicas das solu¢des do equilibrio de

um sistema sob a variacdo de um intervalo de parametro de controle € o diagrama de bifurcagao.
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Um dos diagramas de bifurcacio € o conhecido diagrama de resposta em freqiiéncia que mostra a

variacdo de amplitude em funcdo da freqii€ncia do sistema, como na figura abaixo:

Qg

a FE__n b
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Figura 2-Diagrama de bifurcacio de resposta em freqiiéncia

Quando o parametro de controle gradualmente aumentado até atingir o valor critico, o
segmento A’H’B’ evolui continuamente at¢é B’ onde ha o salto para segmento estavel E'C’D’.
Quando ocorre o inverso, o sistema parte do ponto D’ e o pardmetro de controle é gradualmente
decrementado, o sistema salta do ponto E’ para o ponto H’. Entdo o salto, chamado de bifurcacdo

sela-no, é uma bifurcacdo descontinua catastréfica. Para valores D k <k,ou k >k, ha apenas
um ponto fixo estdvel que atrai a evolucdo da dindmica do sistema. No entanto, no intervalo
k, <k <k, dois segmentos estdveis coexistem além de um segmento instdvel (intervalo B’E’),

por isso esse € um intervalo de biestabilidade. Nesse intervalo de k o sistema pode evoluir ou

para o segmento A’H’D’ ou para o E’C’D’ quando t — o , dependendo da condig¢do inicial [40].

2.6 Definicao de Sistemas dinamicos nao ideais

Uma das classificagdes das fontes de energia, e a que nos interessa, é aquela que divide as
fontes de energia em ideais e ndo —ideais. Criteriosamente essa classificagdo leva em conta a os
efeitos experimentados por um acoplamento ou ndo do sistema vibrante e do motor atuante no
sistema. Por isso, as fontes de energia ideais sdo aquelas nas quais esse acoplamento ndo é
considerado e, portanto a analise do sistema é simplificada significativamente. J4 uma fonte de
energia nao-ideal é aquela que segundo o Kononenko “que age sobre o sistema dindmico e ao

mesmo tempo experimenta uma agao reciproca do sistema ” [30] .
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Esse acoplamento se manifesta na relacdo, existente nesse tipo de sistema, entre a
freqiiéncia do motor e a amplitude do sistema vibrante que é possivel visualizar, ndo somente nas
equagdes de movimento, mas aplicando um método assintético e obtendo a solucdo aproximada

em forma analitica.

Uma fonte de energia ndo-ideal estd associada a sistemas de poténcia limitada, ou seja,
aqueles sistemas em que a carga do sistema ndo € desprezivel frente a poténcia do motor
.Especialmente, quanto mais limitada € a poténcia mais intensa € a influéncia da caracteristica do

motor no movimento oscilatério do sistema.

A formulacdo de um sistema dinamico com fonte de energia ndo ideal deve incluir mais
um termo (ou equagdo) que expressa essa dependéncia no sistema, com coordenadas x e ¢ da
fonte e as coordenadas do sistema. Pode também incluir um termo Q nas equagdes do sistema
que representa o acoplamento desse com a fonte nio-ideal e considera os termos ndo-lineares que
geralmente sdo desprezados na formulacdo tradicional. Portanto € possivel representar o
movimento de um sistema dindmico de n graus de liberdade excitado por uma fonte de energia

nao-ideal por:

(m; X, + Bilxl +cyx )+ (m,x, + Bizxz +CpXy)+ .+ (my, X, + Bin').cn +c,x,) =
=0,(0,0,X,,Xy,...,%,, X}, Xy 5.0, X,,) 2.17)
10+ H(@,0)—L(@,9) =R(@,9,x,,X,5,...%, ,X,,X5,...X, )

Nota-se que a representacdo de um sistema nao-ideal resulta num sistema autdbnomo pois

ndo € explicitamente dependente do tempo.

Essa relacdo intrinseca do sistema vibratério com a sua fonte de energia torna a dindmica
desse sistema bastante complexa com a ocorréncia de alguns fendmenos, principalmente perto da
regido da ressondncia, como, por exemplo, o aumento da poténcia exigido pela fonte, o fendmeno
do salto e caos. Os dois primeiros sao manifestagdes de um efeito descoberto por Sommerfeld
[47] e portanto denominado, em sua homenagem, de Efeito Sommerfeld. J4 a ocorréncia do caos

nos sistemas ndo-ideais estd associada, tanto a presenca de termos ndo-lineares, quanto a presenca
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de pontos de bifurcacdo e surgimento de regides de instabilidade e regimes ndo-estaciondrios na

regido da ressonancia. Por isso, a suma importancia de se estudar o sistema nessa regido.

Sommerfeld foi o precursor da teoria de sistemas dindmicos ndo-ideais, quando em um
experimento observou que a velocidade do motor nao dependia apenas do tempo, mas também da
amplitude de oscilagdo do sistema. Um experimento um pouco mais recente foi realizado por
Kononenko e Korablev (1959) [31] com uma viga engastada, excitada por um rotor que gira duas

massas desbalanceadas em sua extremidade, cujo esquema € apresentado na figura abaixo.

MASSIVE
PLATE
o o :
. CANTILEVER
2 BEAM
5 o!
I ROTOR
FASTENERS SHAFT

-
FLY WHEEL HOLE

Figura 3- Aparato do experimento de Kononenko e Korablev

Ja a ocorréncia do caos nos sistemas nao-ideais estd associada, tanto a presenca de termos
ndo- lineares, quanto a presenca de pontos de bifurcacdo e surgimento de regides de instabilidade
e regimes nao-estaciondrios na regido da ressonancia. Por isso a suma importancia de se estudar o

sistema nessa regiao

2.7 Caracteristicas da Fonte de Energia

A caracteristica de uma fonte de energia € a relacdo entre os seus parametros. Ela esta
ligada a representacdo das propriedades essenciais da fonte. Para um motor elétrico a
caracteristica descreve os processos de um circuito elétrico, para um motor a vapor contam 0s
processos termodindmicos, para baterias e acumuladores leva-se em conta 0s processos
eletroquimicos. Por isso, para cada uma dessas fontes hd parametros convenientes para sua
representacdo: para um motor elétrico os parametros convenientes sdo a voltagem e a corrente,
para uma fonte mecanica seria o torque e a velocidade angular, ou forca e velocidade linear. Por
isso, a relacdo entre os pardmetros escolhidos para a representacdo da fonte de energia é dada

como o atributo mais importante dessa fonte e € denominada de curva caracteristica.
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Figura 4: Figuras esquematicas das curvas caracteristicas a-) exponencial ae b , b-) linear a — b@

Do ponto de vista prético, as curvas caracteristicas podem ser obtidas experimentalmente

para determinadas fontes de energia.

Para o sistema mecanico estudado nesse trabalho se utilizard a fonte de energia que

do

relaciona o torque liquido com a velocidade de rotagdo do motor = Um atributo importante

de

pequeno sdo chamadas de fontes suaves (soft energy sources), ja as que tém o gradiente grande

S . (o dL . . (
nesse sentido € o gradiente da curva caracteristica N = —. Aquelas fontes cujo gradiente é

sdo denominadas fontes rigidas (hard energy sources). Assim, quanto maior o valor de N, maior
€ a sua inclinagdo, podendo chegar a uma posicio muito ingreme (praticamente vertical),
caracterizando o sistema ideal. O tipo de fonte determina a 4rea de instabilidade na curva de
resposta em freqii€ncia e € especialmente significativa nos sistemas que apresentam nao

linearidades cubicas nas suas equacdes de movimento devido a forgas restauradoras ndo- lineares.
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Figura 5- Respostas em freqiiéncia do experimento de Kononenko e Korablev a) qcrescente b)
descrescente

A Figura 5 mostra a amplitude em funcdo da freqii€ncia obtida para o experimento de
Kononenko e Korablev -. Os pequenos circulos mostrados na figura foram obtidos fazendo com
que o rotor atingisse um estado de equilibrio para o qual o parametro de controle € fixo, ou seja, a
amplitude da resposta ao estado de equilibrio foi medida. A curva sélida corresponde a resposta
tedrica obtida para o mesmo sistema. A figura da esquerda mostra esses resultados para
Q crescente, enquanto a figura da direita mostra os mesmos resultados para € decrescente. Pode
-se observar certos intervalos em que ndo existem respostas ao estado de equilibrio. Além disso,
o tamanho desse intervalo muda para os valores de Q crescente ou decrescente. Este fendmeno,
encontrado em sistemas nao ideais, ¢ denominado fendmeno do salto (“jump”). As curvas

caracteristicas influenciam o salto na medida em que conduzem a resposta do sistema ao préximo

ponto estavel da curva.
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Figura 6- Curva de comparacao da resposta em freqiiéncia para sistemas ideais(linha cheia ) e nio ideais
(setas)

A Figura 6 mostra a curva de resposta em freqii€ncia tipica de um sistema linear ideal.Os
pontos P, R, T e H correspondem aos pontos da figura 2.13. As setas indicam o sentido de
variacdo do parametro de controle em um sistema nao ideal. Observa-se que o sistema nao ideal
ndo possui resposta entre as freqii€éncias -T e -H quando a freqiiéncia é crescente, 0 que nao
acontece com o sistema ideal. Por outro lado, quando a freqiiéncia é decrescente o sistema nao

tem respostas para o intervalo de freqiiéncias -R e -P.

Observa-se que do lado esquerdo do pico de ressonancia, a poténcia inserida ao sistema é
inicialmente pequena. Variando suavemente esta poténcia, a freqiiéncia e a amplitude da curva de
ressonancia sofrem um aumento considerdvel. Por outro lado, a partir do ponto P a poténcia
inserida ao sistema € bem maior, no entanto a freqii€ncia sofre uma pequena variagcdo (de -P a
-T). Ou seja, um aumento relativamente grande da poténcia provoca um aumento considerdvel na
amplitude mas quase ndo altera a freqiiéncia. Para o ponto T a caracteristica do movimento muda.
Um crescimento na poténcia inserida faz a amplitude decrescer consideravelmente e a freqiiéncia

crescer também de forma consideravel. Este fendmeno € conhecido como efeito Sommerfeld.
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Capitulo 3

Solucido Analitica Aproximada

O comportamento dindmico de sistemas ndo lineares, por vezes, ndo € possivel ser
determinado de forma exata. Assim, uma das alternativas € a utilizacdo de métodos de
perturbacdo para a obten¢do de uma soluc¢do analitica aproximada para o sistema dinamico. Essas
técnicas consistem basicamente em conhecer completamente as solugdes de um dado sistema
homogéneo e analisar pequenas perturbacdes proximas a elas. A solug@o analitica aproximada é
também, confortdvel para a andlise de estabilidade local do sistema através do critério Routh
Hurwitz (descrito no item 2.2). Neste capitulo é apresentado o sistema dinadmico estudado,
derivadas as equacdes de movimento e desenvolvida uma solucdo baseada num método classica

de perturba¢ao, o método da média, conforme se encontra em [30]. Além disso, é apresentado um

estudo de estabilidade segundo o critério R-H.

3.1 Apresentacao do sistema

O sistema mecanico estudado nesse trabalho é um rotor que consiste de um disco de
massa m e momento de inércia /, uma barra eldstica com massa desprezivel apoiada em dois

suportes. O disco estd fixo exatamente no ponto médio da barra, chamado de W.
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Figura 7-O modelo fisico do rotor

O centro de massa € o ponto S e estd deslocado por um pequeno desbalanceamento (p )
relativo ao ponto de fixacdo W. A barra possui uma rigidez ¢, que é a mesma em todas direcoes
radiais. Para simplificar o problema considera-se que o torque é diretamente aplicado ao disco
sem considerar os efeitos torcionais. O rotor se desloca na direcdo de x e y, com o sistema de
coordenadas tendo origem em O, ponto que coincide com o centro de movimento do eixo ao ser
deformado. A coordenada ¢ descreve o angulo referente a rotacdo do disco e conseqiientemente

o disco gira com velocidade ¢ . Nesse sistema deve ser considerado o torque liquido L(¢), o

torque da for¢a que resiste ao movimento, chamado daqui em diante de torque resistivo e a forca
de friccdo aplicada ao ponto S. A distancia entre os pontos O e W é r, e s a distancia entre O e o

centro de massa S.

3.2 Equacoes de Movimento

Para derivar as equagdes de movimento inicialmente considera-se o sistema sem a
existéncia das forcas de amortecimento, a fim de simplificar a andlise inicial. Calculam+se as
energias cinética e potencial do sistema e as suas derivadas parciais e apds € aplicada a
formulacdo de Lagrange para cada dire¢do das coordenadas do sistema. Obtém-se, entdo, as trés
equagdes sem a consideragcdo da acdo do amortecimento. Apds isso, introduz-se a formulacao das

forcas ndo conservativas de amortecimento e obtém-se as equacdes de movimento do sistema.

Portanto para o primeiro momento calcula-se a distancia entre os pontos O e W:

24



oW|” =r? = (x—pcos@)® +(y — psen)’ 3.1

E a velocidade do ponto S é dada por :

2 2

V=i 4y (3.2)

N

Calculando a energia cinética :

1. 1
T =—1¢° +=mV? 3.3
> RO SV (3.3)

O momento de inércia em S é igual a0 momento de inércia em W mais o termo mp’ entdo

substituido (3.2) em (3.3) a expressao da energia cinética se torna :

T :%(Iw+mp2)qj2 +%m(x2+y2) (3.4)

Calculando a energia potencial temos:

V = lzcr2 +mgssin Q) 3.5

Mas r € dado pela distancia entre os pontos O e W, portanto por (3.1), substituindo em (3.5)

temos:
% :%C[(x—pcoscp)2 +(y—psin @) [+ mgssin ¢ (3.6)

Entdo se aplica a equacdo de Lagrange para obter as equacdes de movimento. Primeiramente

calculando na dire¢do x temos a seguinte expressao para a equagao de Lagrange:

d(aTj o v _, a7

ar\ox ) ox T ox
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As derivadas parciais da Energia Cinética e Potencial nas dire¢cdes do deslocamento x de da

velocidade x sdo:

o d (T v or
w dt(ajcj mi o P eose) o (38)

As derivadas parciais da Energia Cinética e Potencial nas direcoes do deslocamento y de da

velocidade y:

oT d(oT v oT
L L1 ey = (y-psi —=0 39
T dz(ay} my % c(y—psin @) % (3.9)

O mesmo processo na dire¢do da coordenada @ :

or 2 d (0T .

—=+ —|—|=U,+

oV . . .

ﬁzc(x—psm Q)psin @ +c(y—psin@)(—p cosP)—mg cosP (3.10)
I _,

9P

A formulacdo de Lagrange, nessa direcao deve levar em conta as for¢as ndo conservativas

do torque, representadas por M (@) :

I e M@ 3.11
il 26 + @) G.1D)

d(dT | dT 9V
00 d¢

Substituindo as expressdes (3.10) em (3.11) temos:

(I, +mp>)P =M (@) —cp(xsin @ — ycos)—mgp cos@+p > sin@ cos@—p*sinpcos¢  (3.12)
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Mas o quinto e o sexto termo do lado direito se cancelam e o quarto termo tende a zero.

Entdo temos a terceira equacao de movimento do sistema na direcdo @ :

(I, +mp*)p =M (@)—cp(xsin @ —ycos@) (3.13)

Onde M (@®)=L(@)—0(@), que é o torque resultante entre o torque L(¢) fornecido pela

fonte de energia ao sistema e o torque Q(¢), torque resistivo a0 movimento.
O sistema, sem a a¢do do amortecimento €:
mx+cx = cp cos@

my+cy =cp sin Q (3.14)

(I, +mp*)¢ =M (@)~ cp(xsin@—ycosp)

A acdo do amortecimento € considerada como ag¢do de forcas friccionais na forma
simplificada e retirada de [15] . Por isso o termo que representa a acdo de forcas externas de
amortecimento é proporcional a velocidade do centro de massa S. Temos entdo os termos para

esse amortecimento na dire¢do x e y respectivamente: xx, xy. J4& a acdo de forcas de

amortecimento internas € proporcional a velocidade de deformacdo da barra de sustentagdo. Os

termos que representam essas forcas sdo, nas direcoes x e y , respectivamente: k(X +@y),
k(y+@¢x) Adicionando esses termos no sistema (3.15) temos o sistema equagdes que representa

o problema estudado, com a a¢do do amortecimento:

mix+cx = cp cosQ —k(x+ k@y)—xx
my+cy=cp sin ¢ —k(y+k@x)—xy (3.15)

I¢ =M (¢)—cp (xsin @ — ycosQ) — k(ky — yx) — k@ (x> + y?)
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3.3 Solucao analitica aproximada

3.3.1 O método da média

A solucdo analitica aproximada € realizada pelo método originalmente criado por Krylov e
Bogoliubov, o método da média. Ele ¢ um dos métodos que podem ser utilizados para obter uma
solucdo analitica aproximada de equacdes diferenciais. E um método de Perturbagio que consiste
em considerar certas quantidades como funcdes que variam suavemente no tempo. Para isso é
introduzido um pequeno parametro positivo e o sistema de equacdes diferenciais € reduzido a

forma normal [18]:

G, +0; (€)q;, =& @410 q, 41524, 5 i=1,2,...,n (3.16)
< . i 2 c;(et)
onde ¢g; sdo as coordenadas normais e € a variacdo suave do tempo e ; (€r) =’—) sdo as

freqliéncias naturais instantdneas do sistema linear, do sistema quando é considerado € =0.

Quando as quantidades c;(ef), m,(et)independem do tempo, sdo constantes , entdo as

freqiiéncias 0),.2 (€t) sdo as freqiiéncias naturais do sistema.

As fungdes ¢€f, sdo chamadas fungdes ou forgas perturbativas contendo termos que

representam a dissipacdo de energia, termos ndo lineares e a excitacdo externa. A presenca de €

neste termo indica uma pequena contribuicdo de f; e portanto, sistemas dindmicos apresentados
na forma (3.16) sdo denominados sistemas fracamente nao lineares. Além disso, f, s@o funcdes

1

periddicas com periodo 271 . Para sistemas ndo ideais, as excitacdes externas sdo fungdes do

deslocamento angular @ (t) e de D(er) cos(@?), sendo ¢(f) =® a freqiiéncia de excitagdo e

D(¢er) freqiiéncias e amplitudes dependentes do tempo.
Fazendo € =0 e substituindo em (3.16) temos:

g, +’(€)g, =0 , i=12..n (3.17)

28



que equivalem as ejuagdes ndo perturbadas correspondentes ao sistema (3.16) e cujas

solugdes sdo harmonicos do angulo de fase y, =@ + Pi:
q; =a;cosy,, i=1,2,...n (3.18)

Para o sistema perturbado, as equagdes (3.16) podem ser reescritas na sguinte forma

assintdtica:
g, =a,(encosy, +Y e’(9,a,,...a,,B,,...8,), i=1,2,..,n (3.19)
j=1

O primeiro passo para obter uma solugdo analitica para o sistema dinamico (3.18) através
do método da média € utilizar o método de variacdo de parametros para transformar as varidveis

dependentes ¢, em novas varidveis dependentes a, ¢ B., i = I,..,n. Como (3.16 ) e (3.18)

constituem 2n equagdes para 3n varidveis, impoe-se condi¢des adicionais.
4, =—m,a,senVy, i=1,2,...n (3.20)

requerendo que a velocidade da coordenada q do sistema perturbado (3.16) tenha a mesma forma

que para o caso nao perturbado.

Substituindo as equagdes (3.18) nas (3.16) efetua-se uma mudanga de varidveis ¢ — z com

q=la 4 ¢ & . q qle z=[aB, aP, .. aB,] . cujas equacdes diferenciais

sao na forma de :

a, = ZS JGU ((P,ala'-9 a,, Bl"" Bn)sen\Vi
J= i=1,2,..n (3.21)

o.B; = (@, ~0)en+) e'T(9.a,..a,,B....B,) cosy,
j=l

O sistema (3.21) acrescido da equagdo fl—(tp:w representa o sistema (3.16) em novas

coordenadas. As fungdes periddicas G;; e T variam suavemente no tempo. Em geral, restringe-se

29



a solucdo a mésima aproximacdo, ou seja, as somas infinitas que aparecem nas trés dltimas
equagoes, sao substituidas por somas finitas de 1 até m. Supondo que a solucdo das equacdes

(3.21) param = 1 s@o do tipo z = y+€m(y,t,€)0u seja :

a, = A +eU, @, A, A& E)  i=12..n/2

B.=E +eV.(@,A,... AL E)  i=12...n/2 (3.22)

Quando U e V sdo fungdes que variam suavemente no tempo, pode se obter uma primeira

aproximagdo para as equagdes (3.22) determinando A e &, através de equagdes médias

y=¢f(y) de (3.21), através da substituicio de varidveis, basta que existam as integrais:

A N ,
A :?l ;SJG%- @, ay,.,a,.8,,..8,)de, i =12,.n
o . (3.23)
ok, :7I £6,a,+Y € 'Tn;(9.4,...a,.,...§,) |d9.i=12....n.
0 J=1

Para encontrar os estados estaciondrios as equacdes médias obtidas devem ser igualadas a
zero e entdo obtémrse as expressdes de A e & para o estado estaciondrio. Esta solugdo

estaciondria é constante e equivalente a solu¢do de equilibrio das equacdes médias. Por isso €
possivel fazer o estudo de estabilidade desses estados estaciondrios a partir de autovalores da

matriz jacobiana do sistema médio linearizado e aplicar o critério de Routh-Hurwitz. Para chegar
a solucdo de (3.16) em termos de amplitude e fase retorna-se as varidveis originais ¢, . Para obter

a solucgdo assintética € preciso encontrar os funcionais U, e V,

3.3.2 Solucao Analitica para o Sistema do Rotor Nao Ideal

Para aplicacdo do método da média considera-se que as for¢as de desbalanceamento do

rotor e as for¢as de amortecimento sdo pequenas

S *

p =¢ep,k =¢k (3.24)
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Também considera-se que a velocidade angular ¢ varia suavemente no tempo e por isso a

expressao do torque também se torna de ordem € :
eM =[L(®) - q¢] (3.25)
onde € € um pequeno parametro.

O sistema decompde-se entdo em 3 equacgdes independentes. Duas dessas equacdes sao:
X, +®’x, =0
%o X0 =

Y, +®°y, =0 (3.26)
. coAL - e A . . c ~ <
Cujas freqiiéncias naturais sao idénticas e iguais a ® =, /— . As solugdes sdo dadas por:
m

x, =C,cosmt +D,senwt

v, =C,cos®t +D,senwt (3.27)
Ou em forma mais compacta, através da substituicdo z, = x, +iy,:

Z, =C coswt+D senwt (3.28)

Essa expressdo, segundo o Kononenko [30] , pode ser utilizada como base para o
movimento do sistema pois a expressao (3.28) e o sistema (3.15) diferem entre si pela presenga

de pequenos termos de ordem € .

Entdo a solugdo do sistema (3.15), para coordenadas x e y pode ser dada por :

Z =A cos@+B sen® (3.29)

7z =—A® sin@ +B® cosQ
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onde, z =x +iy e i=+—1. A expressdo acima € usada basicamente para expressar as

coordenas X y e suas respectivas velocidades em termos de quantidades complexas A e B e seus

conjugados Ae B . Assim A e B sdo determinados como fun¢des desconhecidas no tempo.

Como a velocidade angular ¢ varia pouco no tempo € interessante a substituicdo abaixo:

de
—+=0 3.30
" (3.30)

Ap6s isso, assume-se que a diferencga entre a freqii€ncia de rotagdo Q do sistema e a freqiiéncia
natural @ € muito pequena para ndo dizer infima, como acontece na regido da ressonancia , assim
a andlise serd confinada a essa estreita regido condicionada ao paramento a que também ¢é

chamado de detunning frequency. :
®—0 =¢aqa, (3.31)

Realizadas as transformagdes mencionadas acima , o sistema (3.15) torna-se :

‘;—A = ea,B———[(k +7% )(Awsin ¢ — Bcos@) + ik®(Acos ¢ + Bsin ¢) + cpe™® Jsin ¢
1 m@

CCZZ—B =—ga,A & [(k +%)(Awsin @ — Bcos@) +ik®(Acos@ + Bsin @) + cpei‘P]COS(p (3.32)
t ma@

‘;_(9 :%{M(@)—szco(ZB —AB)- k@[AZcosz @+ BBsin* @+ (BA + AF)%sin 2@}}
t

Procura-se a solug@o para (3.32) na seguinte forma:
A=A +eU,(t,A,B,Q)
B=B+¢eU,(t,A,B,,Q) (3.33)

© = BQ+eU,(1,A,,B,,Q)
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Os termos A,,B, e Q, que sdo a solucdo principal, sdo obtidos da primeira
aproximacdo, na qual ndo se considera as fungoes U, de ordem € . Os demais termos sdo obtidos

pelo mesmo processo da média, como na primeira aproximagdo. A primeira aproximagao

consiste em executar a média das equacdes (3.32) em relagdo de ¢, que € realizado através das

equagdes abaixo, obtidas pela substituicdo dos valores de (3.33) nas equagdes (3.32):

d _
dt

+ B, sin @) + cpe™® kin ¢ Jd

21
2i _[{%31 —L[(k + X)(Amsin @ — B®cos Q) +ikB (A, cos @+
T me

B _ & 7
i 2m
+ B, sin @) + cpe® kos @ }d

{— ayA, — ml_(o [(k +%)(Amsin @ — B, cos®) +ikB (A, cos@ + 334)

o _ e

2n .

- — kQ[, - .
o= [im@) —izkoo(AlBl —AlBl)—T[AlAl cos’@ +B,B, sin¢ +
0

+(B,A + AIE)%sin 2@} —%[t(A1 —A)+(B,+B,)+i(A, +iB,)e > —i(& —iB,)e"* |\do
Realizar a média do sistema em relagdo a ¢ significa o mesmo que a média em relacdo a ¢
pois para essa aproximagdo @ =Qr e Q € considerado constante durante o periodo considerado.

Realizada a integragdo, temos o resultado:

9B eaB -5 [(k+y)0A, +ikQB, +icp]

dt 2me

9B, _ —£aA, —L[(k +%)OB, + ikQA, — cp] (3.35)
dt 2mm

e Py T S o (BeE
E:%{M(Q)—%km(AB—AB)—T(AIAI+B1B1)—%[i(A—A)+(B+B)]}
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Esse sistema ¢ também chamado de sistema de equacdes médias, a partir dos quais sio

obtidos os resultados finais para A;,B, e Q, tanto no estado estaciondrio quanto no nao

estacionario. No estado estacionario temos:

a _

dt

dB,

—1=0 3.36
" (3.36)
aQ@_,

dt

Substituindo (3.36) em (3.35) procuramos a solucio nas seguintes equagdes:

20omeaB, ———[(k + 3 )04, +ikQB, +icp]=0
2mm

2omead, ——— [(k +3)0B, +ikQA, +icp]=0 (3.37)
2mm

M(Q)+ékm(ZB—A§)—%(A|ZI+BIE1)—%[1'(A ~A)+B,+B)]=0

Das primeiras duas equacdes temos:

_epfm@> Q) —if(k +x)0 -k}

m?(@* — Q) + [k + ) - kQJ

5 cp{k + 00— kQ _im(@* -Q2)}

= 3.38

om0 -0 + [k + o - kQf (-39
Podemos representar as expressdes complexas (3.38 ) como :

A=A +iA, (3.39)
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B =B, +iB,,

Para escrever a solugdo em termos de coordenadas de amplitude e fase utilizamos a

transformacdo para reverter a solucdo a coordenadas originais:
x=acos(¢+&)
y=asin(@ +§) (3.40)

A solucdo final para amplitude é:

a=0p—= (341)
Jh

onde : h=(@?—Q) +[(k+7) k2
m m
A expressdo para coordenada de fase é:

cos& A sin§ =———1__ (3.42)
Eliminando A e B da terceira equagdo do sistema (3.37) através da substituicdao de (3.38) e (3.39),
teremos a expressao para a coordenada de rotacdo:

L(Q)—gQ-yxwa’>=0 (3.43)

3.4 Estudo da Estabilidade

Utilizamos a transformacdo B, =iA, para considerar apenas a parte real das ejuagdes

(3.37), obtemos entdo o seguinte sistema:

D ear, +— (k)0 +kQJA,
dt 2mm
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Do —eat, + [ e+ 0+ kQ] -2 (49
dt 2m 2mm
§=%{M(m+k(w—ﬂ)mlf + 4,1 +cpAL)

Na forma abreviada:

dQ
—=eP,(Q,A,,,4,,)

dt

%:8@2(9,14”,1412) (3.45)

dA
712 =80, (Q, A, A,)

Onde ®,,P, e P, sdo os lados direitos das equagdes (3.44)

Perturba-se os valores de Q, e de a da solucdo (3.41), (3.42) e (3.43):

Q=0 +Q,
a=a+a (3.46)
i =§C +(t31

Onde Q_, a, e &, sdo os valores da solugdo para o estado estaciondrio.

c?

Substituindo nas equacdes (3.41), expandindo em série e retendo os termos lineares tem-se:

aQ
E = bng +b, A, +bj A,

d
% =b, Q+b, A +b A, (3.47)
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d
2‘2 =b; Q+b3,A | + by A,

d d d |
Eq)l(g’a’&) %QI(Q?aag) %q)l(Q’a’E_))
d d 0
E®2(Q9a?a) %éz(gaaaa) iq)z(ga a’&) (3'48)
d d 0
—d,(Q —o,(Q — D, (Q
_aQ 3( ’a?a) aa 3( ?aaa) ag 3( 7a’§)_

Calculando as derivadas parciais temos os seguintes valores dos coeficientes:

b, = %[N(Q) k(AL + AD)]

by =—a
2k k

by, :TaAn b, :%AIZ_AII

1
b, = 7 2kaca,, +cp)] b, =a (3.49)
k 1
b, =A,+——A, byy = ———[(k + ¥ ) — kQ]

2mm

1 d

by, =———|[k + 1o - kQ] NQ)
2mm

E[L(Q)_CIQ]

A equagdo caracteristica do sistema é:
A+ BN +BA+B, =0

(3.50)

A condicd@o necessdria e suficiente para a estabilidade local do sistema no estado estaciondrio —
critério Routh-Hurwitz é:
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Monta-se a matriz Jacobiana cujos elementos sdo os coeficientes b, dados pelas derivadas
parciais:



B, >0, BB,-B, >0, B, >0 (3.51)
Os valores B, , B, , B, sdo determinados da relagdo:
B, =—(b,,+ by, +b;;)
B, =b, b, +b,,b,, +b,,b,; —b,,b,,— b,b, — b ;b (3.52)
B, =b,b,:b,, + b ,b,\bs; + b, ;b,,b;, — b \b,,by — bbby, — b 3b, by,
Substituindo os valores de (3.49) em (3.52) temos:

[N(Q) k(A2 +A,2)]+—[(k+x)co kQ)

1

B,=—— — [N@) - k(A2 + A [k +x)0 - KQ+ (k4 )0 - QI
3.53
K a2 a2y + 2 LA ~A o
m 1 12 I zm(l) 12 11

4
+a’ +Tko¢A”A12 +

_ 1 _ 2 2 i _ _ 2
B, = {W[(mx)m KQP +a }de[L(Q) 40— yoa’]

Como pode ser visto, os critérios de estabilidade dependem da caracteristica da fonte de energia
. . T d . .
L(Q), ou mais precisamente da inclinacdo EL(Q) dessa caracteristica. Considerando

OZLQL(Q) <0 e j—QH (2)>0, o primeiro critério serd sempre satisfeito se

d d
—L(Q)——H(Q)<0.
dQ()dQ (€)

Tanto o segundo quanto o terceiro critério sio satisfeitos para Q< ®. O terceiro critério em

especial pode ser reescrito como:

38



d®,

B, =(b,.b.,,—b,,b,.)—->0 3.54
3 ( 23732 22 33) dQ ( )
Entdo o critério é:
do, <0 (3.55)
dQ

A fungdo P, que representa os lado direito da terceira equacao de (3.44) o critério (3.55)

pode ser reescrito como:

d >
E[L(Q) —gQ —y0d*]<0 (3.56)
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Capitulo 4

Simulacoes Numéricas

7

Simulacdo numérica € um dos caminhos que podem levar a solu¢do de equacdes
diferenciais. Outro caminho € obter uma solu¢do analitica exata para o problema através de
integragdes analiticas. No entanto, a solu¢do analitica nem sempre é possivel e quase sempre
inviavel em problemas complexos e sistemas com nao linearidades presentes. Ja a vantagem da
solucdo numérica é que a integracdo para esse tipo de solucdo é realizada através de algoritmos
numéricos implementados em linguagens de programacgdo e executados em computador digital.
A solucdo obtida numericamente pode apresentar quantitativamente o sistema com valores
obtidos na solugdo, porém também pode transparecer a dindmica do problema como um todo
através de visualizacdo grafica dos resultados, apresentando assim uma visdo qualitativa do
problema. Foi Poincaré, no inicio do século XX quem primeiro introduziu essa visdo qualitativa
do problema percebendo que era possivel investigar as caracteristicas topoldgicas de um sistema
sem a necessidade de resolvé-lo explicitamente. Assim, no lugar das técnicas que buscam
férmulas, inicia-se o uso de técnicas geométricas e topoldgicas no estudo de sistemas dindmicos.
A partir das técnicas qualitativas obtémrse pistas sobre a evolucao do sistema no espacgo de fases,
com cdlculos analiticos relativamente simples que determinam o comportamento assintético das
solucdes do sistema. A desvantagem destas técnicas é que parte da informagdo quantitativa é
perdida. No entanto, a solu¢cdo numérica ainda € tida como um instrumento fundamental na

andlise tanto quantitativa quanto qualitativa do problema.
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Esse capitulo apresentard a principal contribuicdo deste trabalho: algumas simula¢des
numéricas obtidas para o sistema mostrado no capitulo anterior. Primeiramente é apresentado um
estudo dos parametros do sistema e a influéncia destes na sua dindmica. Apos € realizada a
verificacdo da dindmica cadtica do sistema através de diagramas de bifurcacdo e expoente de

Lyapunov.

4.1 Simulacao numérica do rotor nao-ideal

O sistema (3.15) foi simulado com o integrador numérico Runge-Kutta de quarta ordem.
Foram utilizados os software Matlab™ para as simulacdes temporais, os retratos de fase e as
curvas de resposta em freqiiéncia e o software Dynamics para a investigacdo da dindmica
cadtica: diagramas de bifurcacdo e expoentes de Lyapunov. As rotinas criadas para essas

finalidades se encontram em anexo 1.

Os seguintes parametros foram utilizados para a realizacdo de simulacdes numéricas. O
sistema foi simulado na sua forma dimensional e por isso todas as unidades dos pardmetros estao
de acordo como Sistema Internacional, a descricdo dos simbolos utilizados para cada pardmetro

pode ser encontrada na lista de simbolos (no inicio deste trabalho).

Parametro (S.I) Valor
q (Nms) 7.7%x107
c (kgmls®) 28400
I( kgnt) 125x10*
m (kg) 5.35
p(m) 4%x107
X (Ns/m) 7.5%107"
k (Ns/m) 1.5%1077
o (rad/s) 72.86

Tabela 1-Valores dos parametros de simulacio numérica
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4.2 Energia dissipada e a curva caracteristica do motor

Cada tipo de fonte de energia, como foi dito no item 2.6 tem a seus proprios parametros e
sua curva caracteristica. Geralmente em problemas préticos essa curva é conhecida, é dada pelo
fabricante da fonte de energia ou ainda € obtida experimentalmente. Num estudo tedrico é
preciso fazer uma suposi¢do de uma caracteristica que seja coerente com a dindmica do problema
ndo-ideal. Geralmente nesse tipo de estudo utiliza-se dois tipos de curvas caracteristicas a linear
e a exponencial. Ambas modelam o comportamento de uma fonte de energia com relativa

precisdo, no entanto, a curva exponencial € a que reflete o processo de forma mais realistica.

o

L L]

fogem quida

L -
[T -] [ 2]

Figura 8- Torques Liquidos: a) forma linear b) forma exponencial

A curva linear tem a forma da Figura 8-a. Por isso € necessario obter os valores de
parametros a e b. Para isso foi necessdrio construir o grafico de energia dissipada pelo sistema, a

curva S que é dada pela por:
S(Q) = H(Q)+pwa’ 4.1)

Onde P é um parametro de amortecimento do sistema. O primeiro termo € o torque resistivo e o

ultimo termo representa € a energia dissipada devido ao amortecimento do sistema. Supondo a
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caracteristica do motor linear, os pardmetros do motor podem ser obtidos das intersecdes da

curva caracteristica L com a curva S (Figura 9):

0.95 T T T T
0.925
0.9
0.875
0.85
0.825
0.8k
0.775
0.75
0.725
0.7
0.675
0.85 [
0.625

06
0.575

0.55 L L

Il 1 I Il Il
72 7225 725 7275 73 73.25 73.5 7375 74 7425 745

omega

Figura 9: Curva de energia dissipada §(Q) pelo sistema e curva caracteristica do motor L(Q)

Esse procedimento permite conhecer uma regido paramétrica do conjunto a e b a ser
utilizado nas proximas simulagdes. Esse intervalo € extremamente ttil para a construc¢io da curva

de resposta em freqiiéncia quando ndo hd um dominio dos valores dos parametros do motor.

4.3 O efeito Sommerfeld

O efeito Sommerfeld tem duas manifestacdes o aumento da energia gasta durante a
passagem pela ressonancia. A energia é gasta para vibrar o sistema. A outra manifestacdo € o
fendmeno do salto caracterizado pelo experimento do Kononenko e Korablev relatado no
capitulo 3. No sistema, objeto de estudo desse trabalho, foi verificado a presengca do Efeito

Sommerfeld. Para isso foram realizadas simula¢des temporais e resposta em freqiiéncia.

A Figura 10 a) mostra a resposta do sistema no deslocamento x em funcdo do tempo. O

parimetro de controle vale a= 1.25. Nesse caso o sistema € “absorvido” pela ressonéncia. Isso
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ocorre quando o motor ndo tem poténcia suficiente para vencer o torque resistivo. O sistema

vibra em grandes amplitudes.

Dinpiscarart 3

Figura 10- a) Deslocamento x em funcido do tempo b) Velocidade angular em funcio do tempo. Sistema
“absorvido” pela ressonincia

A Figura 10-b) mostra o grafico da velocidade angular em funcdo do tempo quando o
sistema € absorvido pela ressondncia, o parametro de controle é a=1.25. Nota-se que a
velocidade angular oscila inicialmente entre os instantes 0 e 15 estacionando apds esse tempo no

valor que € proximo a freqii€ncia natural do sistema.

J4 as Figura 11 a) e b) mostram a passagem pela ressonincia do sistema com parametro
a=1.27, o suficiente, nessas condi¢des, para vencer as forgas resistivas a0 movimento € promover
a passagem pela ressonancia. Nesse caso nota-se o aumento de amplitude durante essa passagem
e a ocorréncia de movimentos irregulares, entre os instantes 0 € 5 do tempo. Além disso, nota-se,
no grafico b), uma ligeira “quebra”, na curva da velocidade angular, préximo a regiao da

freqii€éncia natural do sistema. No entanto o rotor passa pela ressondncia e a velocidade angular

aumenta alem do valor da freqii€éncia natural.
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Cesstieeren &

AN Wl

frma b

Figura 11- a) Amplitude do deslocamento x em funcio do tempo b) Velocidade angular em funcio do tempo.
Passagem pela ressonancia

Na Figura 12, que foi obtida com os parametros do motor a=2.5 e b=0.002 evidencia-se a
passagem pela ressondncia com grandes amplitudes no deslocamento x. A Figura 12 mostra
obtida com parametros a=2.0 e b=0.002 e também evidencia a mssagem pela ressonancia e

grandes amplitudes , mostrando um salto em amplitude de oscilacao.

o1

deslocamento x

a1

1 15 0
termpo

Figura 12: Diagrama temporal quando a= 2 e b =0.002
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deslocamento x

5 i ; ;
0 15 an

tempo

Figura 13: Diagrama temporal quando a= 2.5 e b= 0.002

amplitude x

i ] i ] i
55 G0 65 70 i a0 85 a0 a5
freqiiéncia de rotagio

Figura 14- Resposta em freqiiéncia

A curva de resposta em freqiiéncia para o rotor nao ideal estd representada na Figura 14.

Nota-se que ela apresenta uma inclinacdo para a esquerda, pois normalmente, para um sistema
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sem forcas restauradoras ndo-lineares o gréfico sindide (bell-shaped) seria totalmente vertical. A
inclinacdo é devido a uma for¢a restauradora ndo linear que se encontra na formulagdo, na
terceira equacdo do sistema (3.15) e que € inclusive responsdvel pelo acoplamento entre as
coordenadas xy do sistema com a coordenada do motor ¢ . Com o aumento da velocidade angular
do rotor, h4 um aumento na amplitude da resposta, em especial na aproximacao da freqii€ncia
natural que ¢ ® =72.86rad/s. Na proximidade dessa regido ocorre um grande aumento de
amplitudes e quando € atingido o ponto T que € instavel. Qualquer pequena perturbacao leva o
sistema a executar um salto para o proximo ponto estivel H. O fendmeno do salto (jump) esta
associado ao a bifurcacdo sela-né ciclica, ou dobra ciclica. O ponto desse tipo de bifurcagcdo é
também conhecido como o ponto de retorno (furning point ) que leva o sistema a executar um
salto progressivo ou regressivo. Quando o sistema atinge o ponto de retorno ele pode tanto saltar
de volta a amplitude anterior ou saltar para um proéximo ponto estavel. Essa bifurcacdo tem um
carater descontinuo ou catastréfico pois antes o sistema apresenta solucdes periddicas e apds nao

€ possivel visualizar o comportamento do sistema através de consideragdes locais.

22 T 1 T T

121

amplitude x

0.8

06 : ;’ : — : f .

092 i i i I I i i i i
50 55 60 65 70 75 80 85 20 95 100

frequéncia

Figura 15- Resposta em freqiiéncia . Aumento de excentricidade
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Aumentando a excentricidade p do disco para p =0.01 obtém —se um aumento da
amplitude das oscilacdes durante a passagem pela ressonincia como € visto na Figura 15.
Aumentando-se a massa do sistema , muda a sua freqiiéncia natural e a curva de resposta em
freqiiéncia desloca para um valor mais baixo (Figura 16). Além disso, ocorre uma verticalizacio
da inclina¢@o da curva como é possivel visualizar na Figura 16 que além do aumento de massa
tem a excentricidade p =0.01. A verticalizagdo ocorre pela influéncia da massa através do
amortecimento. Nota-se que apesar de variacdes em desbalanceamento € massa o sistema

continua apresentando o fendmeno do salto.

24 T T T T

14F SN S ST R

amplitude x

19 § . . : .
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08r
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''''''
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‘.

.
. .
Hns, ;
e

06 & : : : i
b i :

45 50 55 60 65 70 7% 80 85

freqiéncia de rotagéo

Figura 16- Resposta em freqiiéncia. Aumento de massa e da excentricidade

4.4 Analise do espaco de fase

Para uma andlise mais detalhada da dinamica do sistema foram realizadas simulagdes do
espaco de fase do sistema. O espaco de fase do sistema € hexadimensional e de dificil

representacdo. Deve-se lancar mao de projegdes e por isso sdo apresentados apenas os espagos de
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fase na projecdo x por x. O rotor é simétrico nas coordenadas X e y e por isso o espago de fase y

por y sdo dispensaveis.

Varia-se o parametro de controle do motor, integra-se o sistema através do integrador
numérico Runge-kutta de quarta ordem e verifica-se a dindmica do sistema para regime transiente

e permanente. As simula¢des a seguir foram realizadas com as condig¢des iniciais x, =0.0004,
%%=0, y,=0, y,=0, ¢,=0 e ¢, =70, o que é o comportamento proximo a regido de

ressonancia.

A Figura 17, representa a simulacdo do regime transiente quando os parametro a do
motor vale a=0.1. Nota-se a presenga de movimentos irregulares tanto no espaco de fase quanto
na trajetéria temporal. J4 a Figura 18 representa o regime estaciondrio equivalente aos parametros
da Figura 17, obtido apds uma a simulacdo de 1000s. Se modificarmos o parametro b para
b=0.002 , ou seja , diminuindo b obtemos a Figura 19, apds 300s, porém que ainda ndo
caracteriza o regime estaciondrio obtido em Figura 20, apés 1000s. Nota-se que nessa figura o

movimento se regulariza a uma Orbita periddica, no entanto esse processo demora 700s.

Quando aumentado o parametro de controle nota-se nos gréaficos que representam o
regime transiente ( Figura 21, Figura 22, Figura 23) apresentam ainda movimentos irregulares, no
entanto o regime permanente tem a aparéncia semelhante ao comportamento do sistema na

iFigura 18, como € visto na Figura 25.

A partir de a=0.6 o regime permanente modifica tento a aparéncia de regime periddico
embora as figuras 26, 27 e 28 indiquem irregularidades no regime nao-estaciondrio. Em, com a =
0.8, ha movimento periddico porém ha também um aumento de amplitudes, atingindo até 0.015
metros. A partir desse parametro de controle os regimes estaciondrios sdo periddicos porém
aumentam de amplitude. Na faixa de parametro entre 1.4 e 1.7 o rotor encontra-se em staling,
quando o torque motivo nao consegue vencer o torque resistivo. Isso pode ser comprovado no

grafico da velocidade angular em fun¢ao do tempo (Figura 35, 36).
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Figura 17- a) Espaco de fase x em x’. b) Evolucdo temporal da amplitude x quando a=0.1 b=0.02
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Figura 18- Regime Estacionario- Espaco de fase x em x’ com a=0.1 e b=0.02

51



Q.05

" [',J.'_i;r
e of FHEfe

| L i

|:|¢I!: 1}1
001 | ':'l.
02}

agat

Q.04

305 L I L | I
1 0.4 ] 0.4 02 a 0.2 0.4 08 0@ 1

deslocamento x

I | 1 1
0 50 100 150 200 250 300
tempo

Figura 19- Transiente apos 300s , a=0.1 , b=0.002 a) espaco de fase x por x’b) deslocamento x no tempo
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Figura 20- Regime estacionario ap6s 1000s , a=0.1 , b=0.002 a) espaco de fase x por x’b) deslocamento x no
tempo
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Figura 21- a) Espaco de fase x em x’. b) Evolucdo temporal da amplitude x quando a=0.2 b=0.02
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Figura 22- a) Espaco de fase x em x’. b) Evolucido temporal da amplitude x quando a=0.3 b=0.02. Atrator
quase-periodico
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Figura 23- a) Espaco de fase x em x’. b) Evolucdo temporal da amplitude x quando a=0.4 b=0.02
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Figura 24-Regime Transiente a) Espaco de fase x em x’. b) Evolucdo temporal da amplitude x quando a=0.5
b=0.02.
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Figura 25- Regime Permanente a) Espaco de fase x em x’. b) Evolucao temporal da amplitude x quando
a=0.5 b=0.02.
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Figura 26- a) Espaco de fase x em x’. b) Evolucio temporal da amplitude x quando a=1.5b
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Figura 27- a) Espaco de fase x em x’. b) Evolucido temporal da amplitude x quando a=1.7 b=0.02

60



2t

_4: - 1 il | L 1 1 i I I
-0.03 -0.04 -0.03 -0.02 -0 0 0.0 002 003 0.04 003

0.05 ! . .

0.04

0.02p

0.01f , f . i

003} : g : }

deslocamento x
O

0.01

\
0,02} , ' }

-0.03
-0.04 -
005 i i i i i i i i |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

tempo

Figura 28- a) Espaco de fase x em x’. b) Evolucao temporal da amplitude x quando a=1.8 b=0.02
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Figura 29- a) Espaco de fase x em x’. b) Evolucao temporal da amplitude x quando a=1.9 b=0.02
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4.5 Velocidades angulares

A observacao das velocidades angulares revela que para valores do parametro de controle
a <1.45 o motor ndo tem energia suficiente para vencer as forcas resistivas ao movimento € a
velocidade angular fica detida abaixo do valor de freqii€ncia natural (figura 30 e 31). Para valores
acima de a=1.5 a 1.6 a velocidade angular fica oscilando com amplitudes pequenas préximo ao
valor da freqiiéncia natural (figura 32). J4 para valores de a= 1.7 a 1.8 o sistema apresenta um
comportamento diferenciado em que hd uma tentativa de passagem pela ressonancia ndo
concretizada, pois o sistema atinge o ponto de bifurcacdo sela-n6 ciclica , chamado de ponto de
retorno , no qual ele pode prosseguir na passagem pela ressonincia ou retornar para a freqiiéncia
natural ou que acontece na figura 33. Na figura 34 a) o sistema encontra-se numa zona de
instabilidade com a =1.9 , é onde acontece o salto , a descontinuidade mostrada na Figura 14. J4
na figura 34 b), o rotor passa pela ressonancia vindo a estabilizar a velocidade angular acima da

freqiiéncia natural do sistema.
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Figura 30- Velocidade angular em funcao do tempo . a) a=0.5 , b=0.02 e b) a=0. 9 b=0.02
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velocidade angular

Figura 31- Velocidade angular em func¢ao do tempo . a) a=1, b=0.02 e b) a=1.4 b=0.02
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Figura 32- Velocidade angular em funcio do tempo . a) a=1.5, b=0.02 e b) a=1.6 b=0.02
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Figura 34- Velocidade angular em func¢io do tempo . a) a=1.9 , b=0.02 e b) a=2.1 b=0.02
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4.6 Investigacao da dinamica caética

Neste item investiga-se a natureza cadtica do sistema dindmico ndo-ideal. Sdo
apresentados diagramas de bifurcacdo e espectros de Lyapunov para diferentes parametros do
sistema. Na figura 35 estd representado o primeiro e o maior expoente de Lyapunov do sistema.

Nota-se que ele converge para um valor ligeiramente positivo com o passar do tempo.

04 [ 1
&
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Figura 35- Espectro do Expoente de Lyapunov do sistema
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Figura 36-Espectro de Expoentes de Lyapunov

A figura 36 representa o espectro de cinco dos seis expoentes de Lyapunov que o sistema
apresenta em funcdo do tempo. A cor preta representa 0 maior expoente do sistema e estabiliza ao
longo do tempo num valor positivo. Em amarelo, magenta, vermelho e azul claro estdo
representados o segundo, terceiro, quarto e o quinto expoente, respectivamente em funcdo do
tempo. Todos eles se estabilizam, ao longo do tempo, num valor negativo. O movimento quase

periddico estd associado ao fendmeno de fase locking.

O expoente de Lyapunov quantifica a sensibilidade do sistema dindmico a condigdes
iniciais e indica o grau em que trajetérias proximas no espaco de fase divergem. O
comportamento cadtico pode ser comprovado pela existéncia de no minimo um expoente de

Lyapunov positivo.
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Figura 37: Diagrama de bifurcacao do parametro de controle a pela resposta do sistema em amplitude x

A Figura 37 representa o diagrama de bifurcacdo do parametro a de controle do motor
pela resposta do sistema em deslocamento x. O parametro de controle é variado de 0 a4 e o
parametro vale b=0.002. O diagrama foi realizado com 400 pontos por itera¢do. Na Figura 38, até
o valor 1.33 do parametro a o sistema apresenta uma resposta regular, seguida de regime irregular
com aumento de amplitude. Perto do valor 1.6 ocorrem espagos em claro que caracterizam
janelas periddicas na dindmica irregular do sistema. Essas janelas voltam a aparecer proximo do
valor 2 e préximo ao valor 2.5 do pardmetro de controle. A partir da proximidade do valor 3 o
regime irregular cessa passando a apresentar uma resposta regular. Os movimentos irregulares
existentes nas regides escuras do diagrama, compreendidas praticamente na totalidade da regiao

entre os valores 1.33 e 3 do parametro a, podem ser de natureza cadtica.
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Figura 38- a) digrama de bifurcacio do parametro a do motor pela resposta do sistema b) digrama de
bifurcaciao do parametro do motor pelo expoente de lyapunov

A figura 38 b) € o diagrama de bifurcacdo do expoente de Lyapunov, também chamado
de bifurcacdo do expoente de Lyapunov. Diferentemente do diagrama de bifurca¢do do sistema
com resposta em amplitude, no eixo das ordenadas sdo plotados os valores para expoentes de
Lyapunov. O pardmetro de controle a é variado de 0 a 10 e o pardmetro b=0.002. Para essa
simulacio a massa € considerada como m=5 kg As condicdes iniciais s30:

x,=0.0004,x,=0,y,=0,y,=0,0,=0,¢ =30rad / s

O diagrama de bifurcacdo do expoente de Lyapunov demonstra a relagdo entre o
parametro do motor e a resposta do sistema em termos de expoente de Lyapunov. Para cada
parametro testado um expoente correspondente € plotado. Na Figura 38 b) hd uma relacdo entre
0s picos positivos do expoente com as regides em preto no grafico a). As regides positivas em b)

correspondem , em valor de a, com as regides irregulares em a).
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Figura 39- a) diagrama de bifurcacio pela resposta x b) bifurcacio do parametro a pelo expoente de
Lyapunov. Condicao inicial diferente

A figura 39 foi obtida com mesmos parametros citados acima. Observa-se além dos
fendmenos ja descritos para a figura 38 , a repeticdo da mesma estrutura de bifurcacdes apds o
instante a=2.4 e ap6s a= 6. Além disso, apds o cessar das bifurcacdes com grandes amplitudes,
perto de valor de a=1.9 surge uma pequena estrutura de bifurcacdes com amplitudes menores,
inexistente em figura 38. Em b) observa-se os picos do valor do expoente de Lyapunov quando

ha em a) o aparecimento de regimes irregulares indicando a caoticidade desses regimes. Ao
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mesmo, tempo observa-se a diminui¢cdo dos valores do expoente em b) quando em a) a dinamica
¢ visivelmente mais regular como quando os valores do parametro a sao: a= 1.76, 2.08 < a <
2.72;3.36 <a<3.65 ema=5.28;56<a<6.56eema=6.88. A ocorréncia de valores negativos
de expoentes de Lyapunov em b) em locais onde nido ha visivelmente ocorréncia de regimes

regulares em a) estd associada a presenca de “‘janelas” periddicas.

As simulagdes numéricas deste capitulo demonstraram os regimes regulares e irregulares
presentes de acordo com o pardmetro de controle do sistema. Foi visualizado o efeito
Sommerfeld e o fendmeno do salto, através do diagrama de resposta em freqiiéncia. Um andlise

do espago de fase revelou variacdo deste quando foi variado o do parametro de controle.
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Capitulo 5
Consideracoes Finais e Perspectivas de Trabalhos Futuros

Neste trabalho foi estudado um sistema mecanico de um rotor ndo-ideal que consistem de
um disco de massa m e com uma excentricidade p fixo a uma barra flexivel. Considera-se que a
fonte de energia do rotor tem poténcia limitada e o sistema apresenta formulacdo ndo-ideal , o
que se denota através do acoplamento entre as coordenadas do deslocamento do sistema e a
coordenada ¢ de rotacdo do rotor. O sistema de equagdes que modelam o sistema fisico é,
portanto, um sistema autonomo de trés equagdes diferenciais de segunda ordem. Esse problema
foi formulado em [30] onde ele é estudado através do método assintético da média [11]. O estudo

da Estabilidade , através do critério R-H revelou que o sistema serd estivel sempre que a

caracteristica da fonte de energia é decadente dd—QL(Q) <0.

A principal contribui¢do desse trabalho foi o estudo numérico. O sistema foi estudado
através de simulagOes numéricas para visualizar a sua dindmica ndo —linear. As simulagdes
visaram entender a influéncia do torque na passagem pela ressonancia, obter uma faixa de
parametros do motor, visualizar bifurcagdes no sistema, estudar a evolucdo do espago de fase
com a variacdo do parametro de controle do motor e por fim, demonstrar o efeito Sommerfeld e o
fendmeno do salto, presente nesse sistema nao ideal. As simula¢des foram realizadas no software
Matlab™ e Dynamics. O primeiro deles € largamente utilizado em simulagdes cientificas e
aplicacdes de engenharia e o segundo tem a ferramentas especiais para um estudo mais apurado

de um sistema dinamico.
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Os diagramas temporais obtidos do deslocamento x e da velocidade angular ¢ mostraram
oscilagdes regulares e irregulares de acordo com o parametro de controle do motor. Foram
verificados: o fendmeno de staling quando o rotor ndo tem torque o suficiente para vencer as

forgas resistivas e a passagem pela ressonancia quando ha energia suficiente para vencer o torque

resistivo.

Por sua vez, o diagrama de resposta em freqiiéncia demonstrou o fendmeno do salto e
revelou a faixa de instabilidade no qual ha descontinuidade na curva, vindo a confirmar o estudo
da estabilidade realizado no capitulo 3. Notou-se também que a curva de resposta em freqii€ncia
era inclinada devido as forcas restauradoras ndo lineares e a faixa de instabilidade indicava que a

fonte de energia era do tipo suave.

A investigacdo dos espacgos de fase revelou uma dinidmica rica e intensa. A varia¢do dos
parimetros de controle do motor revelou a evolucdo do espaco de fase do sistema e a
modificacdo da sua topologia pressupde a existéncia de diversos tipos de bifurca¢des. Constatou
se que com baixos valores de parametro de controle @</) a dinamica era mais rica. Com o
aumento do paradmetro de controle os espaco de fases “achatava”, ou seja, percebeu-se que quanto
mais limitada € a fonte de energia mais intensa era a interacao entre o motor e o sistema vibrante

€ mais rica era a sua dinamica.

Além disso, foram efetuadas simulacdes numéricas para investigar a dindmica ndo linear e
cadtica. Foram realizados diagramas de bifurcacdo, mostrando a faixa de valores para os quais
existia um regime regular e irregular. Os diagramas de bifurcacdo foram confirmados pela

bifurcagdo dos expoentes de Lyapunov.

No campo das perspectivas para um trabalho futuro, um dos aspectos ndo contemplados
por esse trabalho e que seria de um interesse promissor é um estudo criterioso das bifurcacdes
presentes no sistema. Como foi mostrado a presenca de bifurcacdes altera a topologia do espaco
de fase e pode até levar uma atrator a desaparecer repentinamente do espaco de fases, como
ocorre por exemplo em bifurcagdes catastréficas. Um estudo matematico criterioso das condicoes
de ocorréncia e dos tipos de bifurcacdo presentes no sistema seria interessante para um trabalho

futuro.
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Outro ponto que mereceria uma discussdo futura seria a consideragdo do problema com
dois rotores fixos na mesma barra. Sabe-se que dois osciladores acoplados apresentam o
fendmeno de sincronizacdo que estd associado a movimento quase-periddico cuja condi¢do de
ocorréncia € uma bifurcacdo. Além disso, no sistema com dois rotores acoplados é possivel
realizar um estudo das ressonancias ja que aparecem duas freqiiéncias naturais distintas. Nesse
caso um estudo numérico elaborado seria interessante para a visualizacdo da dinamica do sistema

na passagem pelas ressonancias.

Uma outra possibilidade seria a consideracdo do mesmo sistema de rotor estudado neste
trabalho, porém, com a assimetria da barra. Tal problema ja foi formulado em [28] e embora
tenha sido estudado analitica e numericamente seria interessante um estudo da influéncia da

assimetria na dindmica ndo-linear do sistema.

Por fim, uma abordagem experimental do sistema estudado no presente trabalho
possibilitaria um estudo pratico da influéncia de vérios parametros, além da fonte de energia, na

dinamica do sistema.
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Anexos

Neste anexo encontram-se as rotinas em Matlab™ que foram utilizadas para realizar

simulacdes da curva de resposta em freqiiéncia numérica.

% PROGRAMA RESPOSTA EM FREQUENCIA - CURVA DO SALTO
% Elvira Rafikova abril 2005
% Realiza a integracdo de um sistema nao-ideal e plota a curva do salto

clear all;
close all;
global a;

%intervalo de integracao
ti=0;

tf=20;

intt=[ti tf];

9condicoes iniciais
x0=0.04;

xlo=0;

yo=0);

ylo=0;

fio=0;

filo=50;
y0=[x0;xlo;yo;ylo;fio;filo];% condicdes iniciais

a=0.7;

fin=3.0;

while (‘a < fin ) % lagco que varia o parametro de controle
a=a+0.1;

y0=[xo0;xlo;yo;ylo;fio;filo];% condicdes iniciais
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[t,y]=0de45('functcurva3SI,intt,y0); % integra tudo pra um parametro do motor
Jomini=min(y:,1));
for j=1:10 % tira o transiente
Y(j,l):();
end
[maiorx1,maxinl]=max(y(:,1)) % pega a amplitude maxima do vetor resultado da integracao
maiorphil=y(maxinl,6);% pega a frequencia equivalente
y(maxinl,1)=0;
[maiorx2,maxin2]=max(y(:,1)); % pega a amplitude maxima do vetor resultado da integracao
maiorphi2=y(maxin2,6);% pega a frequencia equivalente
amed=(maiorx1+maiorx2)/2;
phimed=(maiorphil+maiorphi2)/2;
figure(1);
plot(phimed,amed,'k.",'markersize',5);
hold on;

end
grid;

% fungao que contem as equagoes do sistema nao-ideal de um rotor
function yprime = functrotorb(t,y)

global a;

m= 5.35; % masssa kononenko

r=0.0004; %excentricidade konoonenko
¢=28400; % coeficiente rigidez kononenko
hi=0.00075; % kononenko

q=0.00077;% my q que usei pras energias
1=0.00125; %kononenko

b=0.02; %parametro do motor

k= 0.00000015; % damping kononenko

yprime =[y(2)
(-cFy(D)+c*r¥cos(y(5))-(k+hi)*y(2)-k*y(6)*y(3))/m
y4)
(-c*y(3)+c*rsin(y(5))-(k+hi)*y(4)-k*y(6)*y(1))/m
y(6)
(a-b*y(6)-q*y(6)-c*r*(y(1)*sin(y(5))-y(3)*cos(y(5)))-k*(y(2)*y(3)-
y@)*y())+k*y(6)*(y(D2+y(3)"2)/1];

84



