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“Renova-te.

Renasce em ti mesmo.

Multiplica os teus olhos, para verem mais.
Multiplica os teus bragos, para semeares tudo.
Destroi os olhos que tiverem visto.

Cria outros, para as visoes novas.

Destroi os bragos que tiverem semeado,
para se esquecerem de colher.

Sé sempre o mesmo.

Sempre outro.

Mas sempre alto.

Sempre longe.

E dentro de tudo.”

(Cantico XI1I, Cecilia Meireles)

viil



Resumo

Equagdes diferenciais parciais constituem uma classe importante de equagoes,
presentes em quase todas as areas da Engenharia e da Fisica. Um problema bastante
frequente envolvendo as equagOes diferenciais parciais sdo as equagdes de convecgao-
difusdo as quais, mesmo em casos bastante simples, sdo capazes de formular ou
descrever fendomenos fisicos importantes. Contudo, a obtengdo da sua solugio,
especialmente nos casos nao lineares, constitui uma tarefa dificil. Na maioria dos casos
sd0 possiveis solugdes aproximadas. Devido a gama de aplicabilidade, alguns
pesquisadores tém buscado sua soluc¢do usando varias técnicas numéricas.

O presente trabalho tem como objetivo aplicar o método de diferengas finitas de
alta ordem na solugdo de problemas bi e tridimensionais convectivo-difusivos
transientes.

No caso dos problemas lineares bidimensionais, as simulagdes numéricas foram
realizadas para investigar o termo de dissipac¢do viscosa na equacdo de transferéncia de
calor bidimensional. No caso tridimensional foi dada énfase na aplicagdo envolvendo
troca de calor num canal retangular.

Para problemas nao lineares, o0 método de Newton para a linearizagdo do termo
convectivo foi usado para resolver a equacao de Burgers bi e tridimensionais.

Nas aplicagOes propostas, quando possivel, as solu¢des analiticas disponiveis na
revisdo da literatura foram utilizadas para comparagdes com as solugdes numeéricas e
validag@o do codigo, sendo a analise dos resultados feita a partir das normas Ly e L. O

esquema desenvolvido mostrou-se simples e computacionalmente rapido.
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Abstract

Partial differential equations form an important class of equations, very often all
areas of Engineering and Physics. A well-known problem involving partial differential
equations are the convection-diffusion equations which, even in simple cases, describe
important physical phenomena. However, obtaining its solution, especially in nonlinear
cases is a difficult task. In most cases, approximate solutions are possible. Due to the
range of applicability, some researchers have tried a solution by using numerical
techniques.

The present study aims to apply the high-order Finite Difference Method to
transient diffusive-convective problems in two and three dimensions.

Numerical simulations have been undertaken to investigate, in the linear
problems, the viscous dissipation term in the two-dimensional heat transfer equation
with emphasis, in the three-dimensional case, on the application involving heat
exchange in a rectangular channel.

For nonlinear problems, the Newton's method for the linearization of the
convective term was used for solving the two and three dimensional Burgers equation.

For the proposed applications, whenever possible, the analytical solutions found
in the literature review were used to compare with the numerical solutions. The analysis
of results was done from the L, and L, norms. This scheme is simple and

computationally fast.
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1 INTRODUGAO

Neste capitulo serd apresentado um historico acerca das equagoes diferenciais
parciais e uma breve revisdo bibliogrdfica sobre técnicas numéricas na obtengdo da
solugdo dessas equagdes, com énfase no método das diferencas finitas, bem como as

contribuicoes deste trabalho.

1.1 Aspectos Gerais

Equagdes diferenciais parciais estdo presentes em quase todas as dareas da
Engenharia e da Fisica. Contudo, a obten¢@o da sua solugdo, especialmente nos casos
ndo lineares, constitui uma tarefa dificil. Na maioria dos casos s@o possiveis solugdes
aproximadas. Devido a gama de aplicabilidade, alguns pesquisadores t€ém buscado sua
solucdo usando varias técnicas numéricas como o método de elementos finitos
(ZIENKIEWICZ et al., 2013), o método dos volumes finitos (MALALASEKERA ¢
VERSTEEG, 2007), o método shooting (ROBERTS e SHIPMAN, 1972), o método
modificado da decomposi¢ao de dominio (WAZWAZ, 2001), a transformagao de Cole-
Hopf (FLETCHER, 1983), o método de colocacdo com fungdes de base radial (ISLAM
et al., 2012), o método de transformacgédo diferencial (LIU e HOU, 2011), o método de
quadratura diferencial (MITTAL e JIWARI, 2009), o método da decomposi¢do de
Adomian (ZHU et al. 2010) e o método das diferencas finitas (THOMAS, 1995;
MORTON e MAYERS, 2005; FORSYTHE e WASOW, 2013), o qual sera utilizado
neste trabalho.

As aproximagdes das derivadas usando diferengas finitas representam um dos
mais simples e antigos métodos para resolver equagdes diferenciais ja conhecido por
Euler (1707-1783) para problemas unidimensionais no espago e provavelmente
estendido para duas dimensdes por Runge (1856-1927) em 1908. O advento dessa
técnica ocorreu no inicio da década de 1950 estimulado pelo surgimento dos
computadores. Ao longo das ultimas décadas, muitos avangos t€ém sido obtidos em
relagdo a sua precisao, estabilidade e convergéncia.

Os métodos das diferengas finitas sdo relativamente simples para desenvolver

aproximagdes numéricas para problemas de valor de contorno e sdo mais suscetiveis aos



erros de truncamento da andlise em séries de Taylor, propriedade essa explorada neste
trabalho para desenvolver aproximagdes de alta ordem.

O mais popular dos esquemas de diferencas para equagdes diferenciais parciais
de segunda ordem é o método das diferengas centrais, no qual a primeira e a segunda
derivadas parciais em cada ponto da malha s3o representadas pelas combinagdes
lineares de trés valores da fun¢do em pontos diretamente adjacentes ao ponto da malha

na direcdo das coordenadas correspondentes.

1.2 Contribuicoes desta tese

O objetivo principal deste trabalho ¢é a aplicagdo do método de diferencgas finitas
de alta ordem a solu¢do numérica de problemas bi e tridimensionais de convecgio-
difusdo.

No caso de problemas lineares bidimensionais, uma investigacdo numérica do
termo de dissipagdo viscosa na equagao de transferéncia de calor serd realizada. Desta
forma ¢ possivel determinar as situagdes nas quais o termo de dissipac¢do viscosa pode
ser negligenciado na equacdo de transferéncia de calor. Para os problemas lineares
tridimensionais, sera enfatizada uma aplicacdo de resfriamento num canal retangular.

Agora, no caso de problemas ndo lineares, a fim de linearizar o termo
convectivo, sera utilizada uma técnica baseada no método de Newton a qual ¢ iterativa
em cada intervalo de tempo. Para os problemas bidimensionais, a solugdo numérica sera
comparada com a solugdo analitica para a validagdo do codigo, além de uma outra
aplicagdo sem solugdo analitica. J4 no caso tridimensional foram feitas comparagdes
com solugdes analiticas disponiveis na literatura visando validar o programa
computacional. Os estudos foram realizados para uma aplicacdo de escoamento num

canal retangular.

1.3 Revisao Bibliografica

Varios esquemas numéricos baseados em diferengas finitas tém sido
desenvolvidos para a solug¢do de equagdes diferenciais parciais, merecendo destaque, de
acordo com Chung (2002), na solucdo de equagdes elipticas, os métodos iterativos de
Jacobi, de Gauss-Siedel, o das relaxagdes sucessivas (Point Successive Over-Relaxation
Method) e o Método Implicito da Direcdo Alternada (Alternating Direction Implicit
Method), além do Método Direto com Eliminagdo de Gauss; para as equagdes

parabolicas os métodos explicitos centrais com avango no tempo (Forward-

2



Time/Central-Space Method), o de Richardson e o de Dufort-Frankel, além dos métodos
implicitos de Crank-Nicolson, o de Laasonen, o método 3, bem como os de fatoragdo
aproximada, de passo fracionado e o método direto com matriz tridiagonal. Finalmente,
para as equagdes hiperbdlicas, tem-se os métodos explicitos, como o de Euler
progressivo no tempo e no espaco (Euler’s Forward Time and Forward Space), o de
Euler progressivo no tempo e central no espago (Euler’s Forward Time and Central
Space), o de Euler progressivo no tempo e atrasado no espaco (Euler’s Forward Time
and Backward Space), além do de Lax, o do ‘pulo do sapo’ (Midpoint Leapfrog
Method) e o de Lax-Wendroff, bem como os implicitos.

Baseado nesses métodos e seus derivados muitos autores tém desenvolvido
pesquisas na busca da solucdo numérica de equagdes diferenciais parciais e suas
aplicagdes. A seguir apresentamos um resumo destes avangos nas ultimas duas décadas.

Radwan (1999) resolveu as equacdes bidimensionais transientes de Burgers, que
sao uma simplificacdo das equagdes de Navier-Stokes, usando um esquema de quarta
ordem baseado no método implicito da dire¢do alternada e também um esquema de
quarta ordem de DuFort Frankel. Foram testadas a precisdo e a eficiéncia computacional
dos mesmos. O esquema implicito da direcdo alternada mostrou-se estavel, eficiente e
com melhor resolugdo para o calculo do gradiente em comparacdo com o outro
esquema.

Ja Dai e Nassar (2002) desenvolveram uma variante incondicionalmente estavel
do método implicito da diregdo alternada padrao para a solucdo de equagdes parabdlicas
bidimensionais. As derivadas de segunda ordem em relacdo ao espago foram
discretizadas usando diferengas finitas compactas de alta ordem. Foi feita uma
generalizagdo para o caso tridimensional e varios exemplos numéricos foram
apresentados para a validagdo do método desenvolvido.

No trabalho de Karaa e Zhang (2004) foi desenvolvido uma variante do método
implicito da diregdo alternada de quarta ordem no espago ¢ segunda ordem no tempo
para problemas convectivo-difusivos bidimensionais. Tal método permite usar varias
vezes o algoritmo tridiagonal unidimensional com uma consideravel economia do
tempo computacional. Por meio de uma analise de Fourier discreta provou-se que o
método ¢é incondicionalmente estavel para problemas bidimensionais. Experimentos
numéricos foram realizados para testar a sua alta precisdo e compara-lo com o método

implicito da dire¢ao alternada padréo de segunda ordem de Peaceman-Rachford (1959).



Dehghan (2003) utilizou uma técnica do passo fracionado, eficiente e de facil
implementagdo computacional, para o desenvolvimento de um método implicito da
direcdo alternada para a solu¢do da equacgdo de difusdo tridimensional. O método
apresentou uma boa precisdo. Numa comparagdo do tempo computacional utilizado
com um esquema implicito de diferengas finitas para o mesmo problema, ficou
demonstrado que a técnica implicita da direcdo alternada ¢ computacionalmente
superior, além de obtidos bons resultados numéricos.

Li et al. (2006) elaboraram um método implicito da direcdo alternada de sexta
ordem aplicado as equagOes parabolicas bi e tridimensionais. Demonstraram a
estabilidade do método usando problemas de difusdo linear com condigdes de contorno
periddicas. Foram apresentados quatro exemplos numéricos para a validacdo do
esquema.

You (2006) desenvolveu um método implicito da direcdo alternada de alta
ordem para a solucdo de equagdes de convecgao-difusdo transientes. As aproximagoes
de Padé para as derivadas espaciais levaram a uma precisdo de quarta ordem com
propriedades de alta resolug¢do no espago, enquanto que uma precisdo de segunda ordem
¢ mantida no tempo. O procedimento de solugdo consistiu num nimero de
multiplicagdes e inversdes das matrizes tridiagonais, o que é computacionalmente
econdmico. O método apresentado ¢ incondicionalmente estavel e produziu melhores
solucdes que o método implicito da direc¢do alternada padrao de segunda ordem.

No trabalho de Tian e Ge (2007) foi construido um método implicito da dire¢ao
alternada exponencial de alta ordem para a solugdo de problemas de difusdo-convecgao
bidimensionais transientes usando o método de Crank-Nicolson para a discretizagao
temporal ¢ um esquema de diferencas finitas exponencial de quarta ordem para a
discretizacdo espacial. Através da andlise de Fourier foi demonstrado que o método ¢é
incondicionalmente estavel. A robustez do método foi demonstrada através da aplicagdo
em problemas uni ¢ bidimensionais. Os resultados computacionais comprovaram que o
método implicito da dire¢do alternada proposto possui eficiéncia e robustez, além de
ndo requerer malhas refinadas para resolver adequadamente os gradientes de solugdo
nos problemas de convec¢ao dominante.

Ma et al. (2009) construiram um método implicito da diregdo alternada usando
diferengas finitas com estabilidade e convergéncia comprovadas por andlise de Fourier.
Para validagdo do esquema, foram calculadas as solugdes aproximadas de problemas

tridimensionais parabdlicos.



Liao e Sun (2010) realizaram uma analise tedrica para estimar o erro maximo
dos métodos implicito da direcdo alternada padrdo e compacto para problemas
parabolicos bidimensionais. Mostraram que o método implicito da dire¢do alternada tem
solucdo incondicionalmente convergente com ordem de convergéncia quadratica.
Considerando, ainda, uma expansdo assintotica da diferenca na solugdo e, usando
extrapolag@o de Richardson, obtiveram uma aproximac¢ao de quarta ordem no tempo e
no espago.

Qin (2010) desenvolveu um novo esquema implicito da diregdo alternada para a
solu¢do de equagdes parabolicas tridimensionais com condi¢des de contorno ndo
homogéneas ¢ verificaram a estabilidade do método pela andlise de Fourier. O esquema
proposto ¢ de quarta ordem no espago, de segunda ordem no tempo € permitiu uma
consideravel economia no custo computacional. Exemplos numéricos foram
apresentados para testar a sua alta precisdo e demostrar a sua superioridade em termos
de precisao e custos computacionais em relagdo a outros esquemas.

Tian (2011) desenvolveu um método implicito de dire¢do alternada e alta ordem
para a solugdo numérica de problemas de convecgdo-difusdo bidimensionais. O método
¢ de segunda ordem no tempo e quarta ordem no espago. Foi mostrado, através da
andlise de Fourier, que o método ¢ incondicionalmente estdvel. Trés exemplos
numéricos foram apresentados para a validagdo do método e, embora o método tenha
sido proposto para problemas de convecgdo-difusdo, pode também ser estendido para
casos de difusdo pura ou convecgao pura.

Fernandes e Fairweather (2012) desenvolveram um método implicito da dire¢ao
alternada para a solugdo aproximada de equagdes bidimensionais de reagdo-difusao
baseado na extrapolagdo de Crank-Nicolson, chamado orthogonal spline collocation
method, ja explorado em trabalhos anteriores dos mesmos autores (BIALECKI E
FERNANDES, 2009; FERNANDES et al., 2011). Sua eficacia foi demonstrada para a
solug@o de exemplos conhecidos, como os modelos de Brusselator, Gray-Scott, Gierer-
Meinhardt e Schnakenberg, ¢ as comparagdes foram feitas com outras técnicas
disponiveis na literatura.

Uma aplicagdo relevante nas pesquisas envolvendo a solu¢do numérica de
equagdes diferenciais parciais é a investigacdo acerca do termo de dissipagdo viscosa
uma vez que muitos trabalhos na literatura desconsideram este efeito. No entanto, a
avaliagdo da sensibilidade da solu¢do quanto a energia gerada em escoamentos viscosos

tem sido bastante recorrente em recentes pesquisas, uma vez que a dissipagdo viscosa
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pode ter um papel dominante em escoamentos a alta velocidade, especialmente quando
a viscosidade do fluido ¢ alta. Isso se manifesta como um aumento significativo na
temperatura do fluido devido a conversdo da energia cinética do fluido em energia
térmica (CENGEL, 2006). Um trabalho pioneiro sobre os efeitos da dissipac@o viscosa
em fluidos newtonianos foi Brinkman (1951), no qual a distribuicdo de temperatura na
regido de entrada de um tubo circular foi examinada considerando uma temperatura
uniforme na parede e condigdes de contorno adiabaticas. O trabalho numérico de Cheng
e Wu (1976) investigou a influéncia da dissipacgdo viscosa para um fluxo de um fluido
newtoniano num canal de placas paralelas. J4 Pinho e Oliveira (2000) analisaram os
efeitos de dissipacao viscosa sobre conveccdo laminar forcada através de um tubo e
canal considerando um escoamento com o fluido Phan-Thien-Tanner e concluiram que
a dissipacdo viscosa aumentou a elasticidade do fluido. Estudos mais recentes tém
abordado o assunto analisando diferentes configuragdes de dominio, como Sheela-
Francisca e Tso (2009) que analisaram os efeitos de dissipagdo viscosa sobre
transferéncia de calor entre duas placas paralelas fixadas com condi¢des de contorno
com fluxo de calor constante. Dehkordi e Memari (2010) realizaram um estudo
numérico para analisar, dentre outros aspectos, a influéncia da dissipagdo viscosa no
nimero de Nusselt local, considerando a regido de entrada num escoamento
completamente desenvolvido. J4& Mondal e Mukherjee (2012) avaliaramm
analiticamente o valor limite do nimero de Nusselt, incluindo o efeito da dissipagdo
viscosa na transferéncia de calor num escoamento laminar entre placas planas paralelas
infinitas, Neste, a placa do fundo foi fixada ¢ a do topo movimenta-se no sentido do
eixo com velocidade constante. Observaram uma forte influéncia da dissipac¢ao viscosa
na analise do fluxo de calor. Recentemente, em Ragueb e Mansouri (2013) foi analisado
os efeitos da dissipagdo viscosa sobre um escoamento de fluido n3o-newtoniano no
interior de duto eliptico e os resultados obtidos mostraram uma boa concordancia com
os encontrados na literatura para um escoamento em se¢des transversais circulares e
elipticas, sem efeitos de dissipagdo viscosa.

No estagio atual, o método de diferengas finitas de alta ordem tem sido uma
ferramenta muito utilizada por varios autores para resolver a equacdo de convecgao-
difusdo ndo linear. Nesse sentido, Bahadir (2003) propés um método totalmente
implicito de diferencas finitas para resolver as equagdes de Burgers bidimensionais, cuja
exatidao foi analisada por comparagdo com outros resultados analiticos e numéricos,

apresentando boa performance. Ja Radwan (2005) resolveu as equacdes de Burgers

6



transientes bidimensionais usando o esquema compacto de dois pontos de quarta ordem
e o esquema de quarta ordem de Du Fort Frankel, os quais mostraram-se eficientes e
estaveis quando comparados com outros esquema de mesma ordem. Young et al. (2008)
demonstraram a capacidade e simplicidade de um método Euleriano-Lagrangeano para
as solugdes das equacdes ndo-lineares transientes de Burgers e compararam os
resultados numéricos com outras solugdes, analiticas e numéricas. Também Ma e Ge
(2010) estenderam o método de diferencas finitas proposto por Sun e Zhang (2004) para
a solucdo da equacdo uni e bidimensionais de convecgdo-difusdo para o caso
tridimensional. O método ¢ uma variante do método implicito da direcdo alternada
baseado em diferengas finitas de quarta ordem e também na técnica de extrapolagdo de
Richardson. Experimentos numéricos foram apresentados, comprovando a validade do
mesmo, em compara¢do com resultados obtidos através de outros esquemas disponiveis
na literatura.

Liao (2012) desenvolveu um método das diferengas finitas de quarta ordem para
a solucdo da equacdo de difusdo-convecgdo transiente. Inicialmente, transformou a
equagdo de conveccao-difusdo numa equagdo de reacdo-difusdo, a qual foi resolvida por
um método de alta ordem compacto. Esse novo método ¢ incondicionalmente estavel e
tem precisdo de quarta ordem no espago e no tempo. Dois exemplos numéricos foram
resolvidos demonstrando a eficiéncia e precisao do método.

Romao et al. (2012) propuseram quatro formulagdes de alta ordem para resolver
a equacdo de convecgdo-difusdo-reagdo com coeficientes variaveis e as condigdes de
contorno de Robin. Foram aplicadas em duas situagdes: um caso convectivo-difusivo no
qual o coeficiente de difusdo ¢ variavel ¢ um outro também convectivo-difusivo com
coeficientes variaveis e condi¢ao de contorno de Robin.

Recentemente, Cui (2013) utilizou um método de diferengas finitas compacto de
alta ordem com a técnica do passo fracionado para resolver problemas de difusdo
transiente multidimensional usando o esquema de diferengas finitas compacto, obtendo
bons resultados.

Ge et al. (2013) desenvolveu um método exponencial compacto implicito da
direcdo alternada de alta ordem para a solu¢do da equacdo de convecgdo difusdo
tridimensional. O método é de quarta ordem no espaco e de segunda ordem no tempo e
incondicionalmente estavel. Trés problemas numéricos foram resolvidos a fim de

demonstrar a precisdo e a eficiéncia em relagdo ao esquema classico de implicito da



diregdo alternada de Douglas-Gunn e ao esquema implicito da diregdo alternada de alta
ordem proposto por Karaa (2006).

Nesse contexto, neste trabalho o método das diferencas finitas de alta ordem foi
implementado para a solucdo de problemas bi e tridimensionais convectivo-difusivos
transientes. No caso dos problemas lineares bidimensionais foi investigado o termo de
dissipacdo viscosa na equacdo de transferéncia de calor e, no caso tridimensional foi
feita uma aplicagdo envolvendo troca de calor num canal retangular. Para problemas
ndo lineares, o método de Newton para a linearizagdo do termo convectivo foi usado
para resolver a equacdo de Burgers bi e tridimensionais. A andlise dos resultados feita a
partir das normas L, € L., sendo que o esquema desenvolvido mostrou-se simples e

computacionalmente rapido.



2 MODELO MATEMATICO E METODO NUMERICO

Neste capitulo serdo abordadas as ideias basicas do Método das Diferengas
Finitas bem como sua extensdo como Método de Alta Ordem. Também a técnica de
linearizagdo e o método de Gauss-Seidel, utilizado para a solugdo dos sistemas lineares

envolvidos nesse trabalho.

2.1 Modelo Matematico
2.1.1 Introducao
Um problema bastante frequente envolvendo as equagdes diferenciais parciais

sdo as equacdes de convecgao-difusdo as quais, mesmo em casos bastante simples, sdo
capazes de formular ou descrever fendmenos fisicos importantes como a modelagem da
convecgdo-difusdo envolvendo massa, energia, vorticidade e calor (MORTON, 1996;
PEACEMAN, 1977; LOMAX et al., 2004, RASHIDI ¢ ERFANI, 2009), a modelagem
de ondas acusticas e os problemas de dindmica (MOSLEM et al., 2008; Basto et al.,
2009), bem como a difusdo de néutrons (GUSTAFSSON, 2008).

2.1.2 Formulacao Matematica

A equacdo tridimensional do transporte para escoamento de fluidos com
propriedades constantes em coordenadas cartesianas ¢ dada por
2 2 2

w0 oy a_w_K[a v Oy 0 Wsz

tUu—+v—+w
ot ox oy oz o’ oy’ oz

(1)

sendo ¢ o tempo, u(x,y,zt), v(x,y,zf) e w(x,yz?) as componentes dos campos das

velocidades, x uma constante positiva arbitraria, ¥ uma grandeza que pode ser a

temperatura ou campo de velocidades e f o termo fonte.

2.2 Método Numérico
2.2.1 O Método das Diferencas Finitas (ANDERSON, 1996; CHUNG, 2002)
A solugdo de uma equacdo diferencial parcial num dominio implica na obtengao

dos valores para a variavel dependente em cada ponto dele. Computacionalmente,



somente pode-se lidar com uma regido continua se determinarmos uma férmula
analitica para a solug@o do problema. Em se tratando de técnicas numéricas de solugao,
ndo ¢ possivel tratar o dominio como um continuo, uma vez que o método numérico
obtém a solugdo em alguns pontos do dominio. Nada impede, no entanto, de se escolher
alguns pontos dentro do dominio e somente neles calcular a solugdo do problema,
processo esse conhecido como discretizagdo.

Para que seja possivel o tratamento numérico das equagdes diferenciais parciais
pelo método das diferencas finitas faz-se necessario discretizé-las, ou seja, representa-
las por expressdes algébricas em termos dos pontos da malha. Tais expressdes ¢ o que
se denomina aproximagoes por diferengas finitas. O conjunto final desse processo €
uma equagdo algébrica, denominada equacdo de diferencas finitas, escrita para cada
ponto da regido discretizada em que se deseja calcular a solugdo do problema.
Resolvendo-a, determina-se a solug¢@o aproximada do problema.

A ideia basica dos métodos das diferengas finitas consiste em aproximar o
operador diferencial substituindo as derivadas da equagdo usando quocientes
diferenciais. O dominio ¢ dividido no espago e no tempo e as aproximagdes da solu¢do
sdo calculadas nos pontos espaciais ou temporais. O erro entre a solu¢do numérica e a
solucdo analitica sem arredondamentos ¢ chamado erro de discretizagdo ou
truncamento e reflete o fato que apenas uma parte finita de uma série de Taylor foi
utilizada na aproximagao. Tal erro pode ser reduzido a medida que se aumenta a ordem
de discretizacao.

As aproximagdes de diferengas finitas se baseiam na expansao em série de Taylor
de uma fungdo f. Supondo f continua no intervalo [a,b], derivavel até ordem n, pelo

teorema de Taylor, qualquer que seja x € [a,b], tem-se

o) _ o SE+A) = () 2
ox A0 Ax

Se f(x+Ax) for expandida numa série de Taylor em torno de f{x), tem-se:

_ Y (x)  (Ax)* &’ f(x) | (Ax)* 0°f (x)
f(x+Ax)=f(x)+Ax . + 5 P + 3 P +... 3)
e, substituindo a Eq. (3) na Eq. (2):
SOAA)—f()_ @) AT, _A@ paey
Ax ox 2 ox’ ox

a qual é uma aproximagio de primeira ordem. O simbolo O(Ax") representa a ordem n
do termo Ax que foi truncado.
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Escrevendo a expansdo de f em série de Taylor para os nos i+1 e i-1, com Ax

constante:
3
f,-+1=f,-+Ax(%j (2 (e A (o ﬂ { +...(52)
ox ), 2 ! 3! o’ 4\ ot stolox” ),
o)  Ax’(o AP (& ‘ot A (00
Jfa=1i~ (fj { - / { — f: +...(5b)
ox ), 2 lox . 3 4' o™ ) 5 oxT )
Rearrajando a Eq. (52), obtem-se a diferenca progressiva
I _ St
= | =214 O(Ax). 6
( o 1 ~ (Ax) (6)
e, de maneira similar, a diferenca atrasada:
I _ ST
— | =1—"=+0(Ax). 7
( o 1 . (Ax) (7
Ja a diferenga central é obtida subtraindo a Eq. (5b) da Eq. (5a):
(@j St RIS ®)
ox ), 2Ax

Note que o erro de truncamento para as diferencas progressivas e atrasadas sao
de primeira ordem, enquanto que a diferenga central produz um erro de truncamento de
segunda ordem.

Agora, adicionando as Eq. (5a) a Eq. (5b), obtém-se a expressao para a diferenca

central para a segunda derivada de f:

[azfl:fm _i{;+fi—1 +0(Ax2). (9)

2
ox
Para as diferencas progressiva e atrasada, tém-se as seguintes expressdes com

uma precisdo de O(Ax”) para a primeira derivada de f

Progressiva: (QJ _ 23t i =i +0(Ax?). (10a)
ox ), 2Ax
Atrasada: (gj = 3 =4t fiuz +O(Ax?). (10b)
ox ), 2Ax

Além disso, para a diferenca central de O(Ax*), tém-se as seguintes expressoes:

(qj —Jin H8fi —8fi + fi +0(AxY) (11a)

Oox 12Ax
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ox’ 12Ax°
Para um aprofundamento do tema, pode-se recorrer a vasta bibliografia
especializada, além dos ja citados, vale destacar Mitchell e Griffiths (1987), Thomas

(1995), Strikwerda (2004), Morton ¢ Mayers (2005) e LeVeque (2007).

2.2.2 Método das Diferencas Finitas de Alta Ordem (FORTUNA, 2000)

M¢étodos com precisdo maior que O(sz) sao chamados métodos de alta ordem.
O ntimero de pontos necessarios aumenta com a ordem da aproximagdo e da derivada a
serem discretizadas. As formulas que utilizam grande nimero de pontos podem
apresentar algumas dificuldades pois, em geral, quanto mais pontos forem envolvidos
numa aproximagao, mais sujeito a instabilidades estara o método, além do aumento do
custo computacional. Também, na proximidade do contorno, alguns pontos da férmula
podem ficar fora do dominio. Embora algumas vezes seja possivel, por meio de
consideragdes fisicas ou das condi¢des de contorno, determinar o valor nos pontos do
contorno, no caso geral, utiliza-se uma outra discretizagao nesses pontos.

Vale ressaltar também que a expansao em série de Taylor de uma fungdo so6 ¢
representativa quando essa fun¢@o ¢ suficientemente continua para que oS sucessivos
termos da série tenham valores decrescentes. Portanto, se as solugdes da equagdo
diferencial parcial apresentarem descontinuidades, o que ¢ muito comum no caso das
equagdes hiperbolicas, ndo ha garantias que as derivadas presentes na série de Taylor
sejam limitadas ou mesmo que diminuam de magnitude. Nesses casos, a ordem formal
da aproximacgdo de diferengas finitas, i.e, dizer que uma dada aproximacgao é de O(Ax)
ou O(sz), perde seu significado. Isso se deve ao fato de que, quando aproximamos a
primeira derivada da fun¢2o usando diferengas finitas estamos considerando que a
derivada de segunda ordem, presente no erro de truncamento local e representado pela
notagdo O(Ax), é pequena o suficiente para ser desprezada. Quando existem
descontinuidades na solu¢do numérica, essa hipotese ndo é mais valida.

De acordo com Fletcher (2008), simulagdes numéricas sugerem que, quando a
malha é menos refinada, as formulas de alta ordem ndo necessariamente fornecem
aproximagdes melhores que as formulas de ordens menores. Em malhas mais refinadas,
no entanto, o cenario muda, com as féormulas de alta ordem se destacando pela precisao

¢ pelo maior custo computacional. A fim de controlar a precisdo da solu¢do numérica €
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feito o ajuste dos valores do passo espacial e temporal dentro do razoavel, até que se

consiga uma boa relagdo entre o custo computacional e a precisdao dos resultados.

2.2.3 Técnica de Linearizacao

A solugdo numérica da equagdo de convecgdo-difusdo usando o método das
diferencas centrais apresenta algumas dificuldades sendo a primeira delas devido a
presenca do termo convectivo, o qual € ndo-linear ¢ ndo-simétrico. Na literatura, varios
autores tém apresentado procedimentos de lineariza¢do para o termo convectivo,
valendo destacar Galpin e Raithby (1986), Ozisik (1994), DeBlois (1997), Smith (1998)
e Sheu e Lin (2004, 2005).

Neste trabalho utilizamos a técnica de linearizagdo proposta por Jiang e Chang
(1990) e Jiang (1998) segundo a qual, para um passo de tempo suficientemente

pequeno, os termos convectivos da equacdo de convecgdo-difusdo podem ser

linearizados expandindo em série de Taylor a fungdo F = f @’ a qual, por
X

simplicidade de notacdo, sera denotada por F'=st. Dai:

g | g J{ aﬁ (7" )}(Sm ')+ [ a (s tn)}(tm )
A)

ot
:>Sn+1tn+1 zSntn +Sn+1tn _S”t" +Sntn+1 —S”t"
n+l  n+l n+l n n gn+l nun
=>s t =S U +st —st.
Fazendo a substitui¢do, vem:

e a n+l . a n+l - a n ”a n
If sz +f lL_ff

/ ox ox Ox E

(12)

Tal método € usualmente conhecido como método de Newton pois propicia uma
convergéncia quadratica (DENNIS E SCHMABEL, 1983). Note que esta técnica nio
requer uma linearizagdo iterativa em cada intervalo de tempo, tornando mais rapido o

célculo de f.

2.2.4 Método de Gauss-Seidel

Gauss apresentou seu método iterativo para resolver sistemas de equagdes
provenientes do Método dos Minimos Quadrados. Seidel foi aluno de Jacobi e publicou,
em 1874, a versdo hoje usada. O método de Gauss-Seidel pode ser considerado como

uma modificacdo do método de Jacobi.
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Considerando, portanto, um sistema de equagdes lineares com m equagdes € m
incognitas escrito usualmente da seguinte forma (CUNHA, 2000; SPERANDIO et al.,
2003):

a,x,+a,x, +..+a,x, =b

a, X, +a,x, +..+a,x, =b,

(13)
amlxl +am2x2 +.. +amnxm - bm
sendo «,, b,ij=1,2,..,m
Supondo a,#0, i =1, 2, ... , m, pode-se reescrever o sistema anterior da
seguinte forma:
n
b~ Z%xf
7=
x,=——— i=1,2,..,m (14).
a;
X0 = [ O x0T iva inici 3 i
Sendo x,x,...,x” | uma tentativa inicial para a solu¢do do sistema de
equagoes lineares, para k = 0, 1, 2, ..., calcula-se a sequéncia de aproximagdes para a
solugdo X, {X**Dy = [xfk“),xgk“),...,xff*“]r ,k=0,1,2, ..., por meio de
_ N M (k)
bf z a;X; Zau X
c j=1 1 .
= S Li=1,2,.n k>0  (15)
aii
até que o seguinte teste de parada seja satisfeito:
x|
(k1) _ 3 (k)
[x - x®| < ou [ <& (16)

sendo ¢, € &, as tolerancias.

Neste trabalho, utiliza-se como tentativa inicial o valor da variavel no passo

anterior do tempo, acelerando, assim, o processo de convergéncia.

2.2.5 Discretizacio Temporal e Espacial da Equacido Governante

Na Eq. (1), considerando =T, K:L e f =£ tem-se a equagdao da

Py PCp

energia tridimensional em coordenadas cartesianas, dada por:

k
or  or_ T or k T _k OT k T u® _,

17
ot Ox oy oz e, ox* oc, oy’ oc, oz’ pe, (1n
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sendo u a viscosidade dindmica, sendo ky, k, € k; a condutividade térmica nas diregoes x,

y € z, respectivamente, p a massa especifica, ¢, o calor especifico € @ a dissipagdo

viscosa, dada por

2 2 2 2 2 2
=2 (%j + ol +(%J + 6_u+@ + @+@ +(@+6_uj (18)
ox oy oz oy Ox Oz Oy ox Oz

Para a discretizagdo temporal, sera utilizado o método de aproximacgdo da
familia o no qual uma média ponderada da derivada da variavel dependente y em
relacdo ao tempo € aproximada por dois passos consecutivos no tempo através de uma
interpolagdo linear dos valores da variavel para os dois passos, i.e,

a_l// ~ {‘/7}n+l B {‘/7}” — (1 _ 9){6_'//}” + g{a_(//}nﬂ (19)
ot A" ot ot

sendo 0< @<, te [t",t"”], n=1,2,.., mt,no qual mt é o nimero de passos de tempo.

n+l — tn+l

Ainda, { }" indica o valor das varidveis no passo n e At —t" € 0o (nt1)-ésimo
passo de tempo. Para diferentes valores de & s3o definidos métodos de discretizagao
temporais bem conhecidos. Neste trabalho serd adotado o método de Crank-Nicolson,
com 6 = 0,5 (REDDY, 2005).

k

,a,=—— ¢ a =——sendo a , «a,
wp u ml) pcp ’

X

Rearranjando a Eq. (1), fazendo o, =

e a_ adifusividade térmica nas diregdes x, y e z, respectivamente e aplicando o método

de Crank-Nicolson para a discretizagdo no tempo, tem-se:

(T,;;“—T,;;j 1( T T 0T o oT aTJ””
L= q, +a + —

2

= x A2 y A2 TG U
At Ox oy Oz ox oy Oz

ik

1( &°T T °T oT or or) ud,
+t-la,—F+a,—S+a —S—u—-Vv——-w—| +—=—
Ox T oy oz Ox oy Oz

2 w PO
oquelevaa
1 aZTfHI aZTfH—l aZTfH—l anHl anH-I anH-I Tfﬁ—l
——| o, —L—+ a, B, — Ly —L gy gy G, (20)
2 ox oy 0z ox oy 0z At
sendo
0T 0T o'T! oT;, oT;, oT;, T
G, _L o, — o, T pg Ty Ty Iy Ty Oy +-2 21).
o2 T ox Yoy 0z ox oy 0z pe, At

Para a discretizacdo espacial da Eq. (20) sera adotado o seguinte critério:

15



- Para os n6s com distancia Ax e Ay do contorno utiliza-se o método das diferencas

centrais com O(Ax?):

az w n+l ay v n+l ax u n+l
(_ 202 E)T”“’“ " {_ 2007 4Ay]Ti’j_1’k " (_ AR 4ijT"“’“'

ax av o, 1 n+l ax u n+l1
+ st ——St—5+t— T;-jk +| - st —— T;'+1jk
A A A A A 4Ax) TV

av v n+ az w ne R
* [‘ 20y dny AyJT,-,ffl,k + (— A T AZ]T,;,,-}H =Gy (22)
sendo
"= 2, T’Zl Jok 2Tl/’;( T’ll NS + J Ttn/+l k ZTI/’;c Tt"/ 1k +& 7:”/ k+1 27—:/’5( Tz”/ k-1
"2 Ax? 2 Ay 2 A7

_/U(D(jk u T;Zl;k Tﬁl,j,k T1"/+lk Z‘Z‘—l,k T;"/ k1 Tf:_’i,k4 +i]:,,; 23)
pc, 2 2Ax 2 2Ay 2 2Az At

- Para os demais utiliza-se 0 método das diferengas centrais com O(Ax4):

ax w n+l zaz 2W n+l ay v n+l
T+ ans i | T3 e [k Jaaat * an [T
24Az7  24Az 3Az"  3Az 24Ay°  24Ay

2a\’ v n+ ax u n+ 2a\' u n+
H s Tt st Tt oo~ [T
3AV 3Ay 24Ax%  24Ax 3AY 3Ax

1,25«
+(1,25ax . v L25a 1 jT,,H +(_ 2a, +LJT”“

+ S
Ax? Ay? A2 At )T 3Ax?  3Ax )

ax u n+l 2a}’ v n+l a}’ v n+l
+ 2 Ti+2}jyk +| - 2 + Tiyjﬂ,k + 2 ij+2.k
24AY° 24Ax 30 3Ay 24A)7  24Ap

2az w n+ az w n+ n
+(_3AZ2+Ejz,;,;+l+(24AZ2_24AZ] Ijl:+2_Glj]( (24)

sendo

a ( " H16TT  =30T% +16T, —T,-fz,,,kJ

w0 12Ax°

a, ,,+2A+16T,n,+u_30Tn +16T1nj 1A_T,nj 2k
+ 5

2 12Ay°
+ a. 1/A+2 +16Txnj k+1 30Tq’/l\ +16Txn,/\ 1 T;nj/\ 2

2 12Az?

4 ,U(DUA _ ]-;ZZJ et STIZU k 8Tif1,j,k + TZZ,j,k

oc, 2 12Ax
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_ T;”j+2k +8Tt”j+lk 8Tt”j Lk T;”j 2,k Tt”/ k+2 +8]’;"] k+1 8Tl"jk 1 T’lﬁk—z T;]r;( (25)
2 12Ay ) 12Az A
. . k y7.)
Ainda, considerando a Eq. (1),se w =T, xk=——, f=— e w=0 tem-se a
pcP pcp

equacdo da energia bidimensional em coordenadas cartesianas, dada por

2
6_T+u6_T+v6T k(8T+8TJ_;@:O (26)

o ox dy ope,\x ) p,

sendo u a viscosidade dindmica e @ a dissipacdo viscosa, dada por

(&) (3 58]

Assim, rearranjando a Eq. (26) e aplicando o método de Crank-Nicolson para a

discretizagdo no tempo, tem-se:

n+l

L -1 1 k OT &T\_ or_ or
At 2\ pe,\ ax* oy ox oy )
ij

> ) n
+l k (0 12"+6 72’ u@T or +/I(D,-j
2\ pc,\ ox” Oy

1 aZTTHl l OZT.'.'H 8T.'.'+] aT_{Hl TTHI
—— k S k C—tu——+v——+——=G (27)
2 pc, Ox 2pc, Oy ox oy At

sendo

o°T; o°’T! oI oTy T
_1 kK Lk LN T (28)
2 pe, o’ 2 e, oy’ ox @ pc, AN
Como anteriormente, para a discretizagdo espacial da Eq. (27) sera adotado o
seguinte critério:

- Para os nés com distancia Ax e Ay do contorno utiliza-se o método das diferengas

centrais com O(sz):

k v n+l k u n+l k k 1 n+1
- 27 g T 2 i1y + >t
2pc,Ay"  4Ay 2pc,Ax”  4Ax 2pc,Ax ZpCPAy At

T (T [ e (29)
2pc,Ax" 4Ax : 2pc,Ay" 4Ay )

sendo

17



G= k 7711,- _2Ty"1 + T:'flj " k T;H _2]—;;1 + ]11;'1—1 _ /J(Dij
Ax* 2pc, Ay* pe,

_u T,-L,-—T,-fl,- v 0{11_7},’"—1 +i7}7’-
21 2Ax 2l 24y At

(30)

. r oy e . . 4
- Para os demais nos utiliza-se o método das diferengas centrais com O(Ax"):

k + 14 _f”l 4| = 2k _ _{z+l + u .n+l.
24pc Ay*  24Ay ) "7 3pc, Ay’ 3Ay |7 24pe, At 24Ax | Y

2k u n+l Sk Sk 1 n+l 2k u n+l
+| - 2 A [Hi-y 2t 2t T A A2 i+1]
3pc,Ax”  3Ax 4pc,Ax” 4pc, AyT At 3pc,Ax” 3Ax

kv g2k v g [ K Y ey
24pc,Ax® 24Ax ) T 3pe, Ayt Ay )T 24p0,A07 24Ay )7

sendo

G= k _7132,""1673'21/_30%'”+16T;€1/_T:2,’
2pc, Ax?
n k B Tyn+2 + 161:]’11 - 30Tijn + 1671';’-1 - Tyn—z
2pc, Ay’

_ HD; _ Z[_ T, +8T5, =81, + T, J _ K(_ T + 8T, - 8T, + T, J Al T}. (32)
PRt

+—T.
pc, 2 12Ax 2 12Ay

Agora, considerando na Eq. (1), w =u,v,w, k =v ee f =0 tem-se o sistema de

equagodes tridimensionais ndo lineares de Burgers, dado por:

ou Ou Ou ou o’u o'u Ju
—tU—+V_—tw—=V| S+ S+ (33a)
o oOx Oy oz ox~ oy 0Oz

2 2 2
@+u@+v@+wgzv 8_121+8_121+8_\21 (33b)
o ox oy 0z ox~ oy oz

(33¢)

ow ow  Oow ow w O'w  Ow
—tU—HV— AW — =V S 5+
ot ox Oy oz ox~ oy oz

sendo v a viscosidade cinemadtica, as quais coincidem com as equagdes tridimensionais
para um escoamento laminar incompressivel, caso os termos de pressdo forem

desprezados.

Aplicando o método de Crank-Nicolson para a discretizacdo no tempo, tem-se:
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+

n+l n 2. n+l 2. n+l 2. n+l n+l n+l n+l
u"" —u ou ou ou ou ou ou
( ] — O,S[V v Ry _ un+1 _ vn+1 _ Wn+1

At ox® oy’ oz ox oy 0z
2. n 2 n 2. n n n n
Y i i i Y A (34a)
ox oy 0z ox oy Oz

n+l n 2 n+l 2 n+l 2 n+l n+l n+l n+l
Vi —y ov ov ov ov ov ov
A G 0’5 v - +v - +v = _ u/1+1 _ vl1+1 _ Wn+1 .
At ox oy oz Ox oy oz

—+V——tV——u
Ox oy 0z Ox Oy

2. n 2. n 2. n n n n
+O’5(V8u o' ", ov ,,Gv_w,,ﬁv] (34b)

W Lavial P azwnu . aw'”] . 8Wn+l - awnH
— =03 v ——+V—FFV————u" ———V -w
At Ox oy 0z ax o ¢
2_n 2..n 2,50 " ¢ "
+0,5 Vawz +vaM; +vav‘2} _u,,aw _v,,é‘w —W"aw (34c)
ox ay Oz ox ay 0z

Aplicando a técnica de linearizagdo (Eq. 12) para os termos convectivos da

Eq. (34a-c), obtém-se:

n+l n+l n n
g o o ot ou” (35a)
Ox ox ox Oox
n+l1 n+l n n
et c%at ! ﬁléy 4y % oy % (35b)
Yy y
n+1 n+l n
o QU OO Ou (35¢)
oz oz oz oz
n+l1 n+l n
n+l ov ~ 1" ov +u"+] ov n v (35d)
ox ox ox ox
n+l n+l n n
n+l 8‘} ~ v" aV + v"+l aL — v" av_ (356)
oy o oy oy
n+l1 n+l n n
n+l 8‘} ~ w” 6‘} + w"+l GL — wn al (35f)
Oz Oz Oz oz
n+1 n+l n 7
T oWt ow” L Ow (359)
ox ox ox ox
n+l n+l n n
el (3:; ~ vn a‘gy T vn+1 a(;/v o vn agv (35h)
Y Y y
n+l n+l n n
et W oo o (35i)
oz oz Oz Oz

Dai, substituindo as Eq. (35a-c) na Eq. (34a):
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un+l _ un aZunH aZunH aZunH , aunﬂ . aun ) 6l/ln
—— =05\ v———+V—Ft+tVv———u -u" —+u
At Ox oy oz Ox Ox ox
n au,Hl n+l au" n 61’[" n aunﬂ n+l1 au" n 61’["
- -V —+ - W' —+w
oy oy Oy 0z Oz oz
ow" o' o' ,ou"  ,ou" . ou"
+05\v—F+tv—F+v——u' — V' —-w
ox oy 0z ox oy oz
aZunJrl aZunJrl aZunJrl . aun+l . aunJrl . aunJrl
=05 -—v—FVv—75—- —+u +v +
Ox oy oz Ox oy 0z
n n n n+l
n+l aL _vn+1 aL _ Wn+1 aL + u — Fvl (36)
Ox oy oz At
n 2. n 2. n 2. n
sendoFl=u—+0,5 v8u2 +vau2 +v&u2 .
At o o oz

Agora, substituindo as Eq. (35e-f) na Eq. (34b), vem:

v,,_,_[ _v” 62v11+l 62vn+l aZvn+1 . avn+1 el avn . avn
— =05 VvV — 5 —u vt
At ox oy 0z Ox Ox Ox
n aV”+1 n+l o' n ov" n aer-l n+l ov" n o'
o » e &
azv,, azvn aZvn . avn . avn . 8\/"
+05\v—+v—F5+v——u -V -
ax 8)} 62 ax ay aZ
62V’1+1 aZer—l 62v11+1 . av"‘*l ; av’H’l . 8V’1+1
=05 —v =V >~V ;U tv tw
ox ay Oz ox ay 0z
n n n n+l
_un+1 6\/‘_ _ Vn+1 aL _ Wn+1 aL + v — F2 (37)
ax 6)} OZ At

n 62 n 82 n 62 n
sendoF2=V—+0,5 v VZ +v v2 +v 1/2 )
At Ox Oy 0z

Finalmente, substituindo as Eq. (35g-i) na Eq. (34b), obtém-se:

wn+1 _ Wn aZW’HI 62wn+l aZWIHI i awnﬂ ol awn ) awn
— =05 v —+v —+v S——u —u"" —+u
At Ox Oy 0z ox Ox ox
, awnﬂ ol awn ) awn ) 6w"+l . 8Wn ., awn
4 -V +v - W 4 +w
oy oy oy 0z 0z oz
aZWn aZWn aZWn . 8Wn , awn ) awn
+05\v—Ft+v—+Vv—F-—u -V -w
ox oy oz Ox oy oz



1
aZWnJr 82wn+1 aZWnJrl . awn+1 ) awnH ) 6wn+l

=0,5 -v ——V ——V S—+u +v +w
ox oy oz ox oy 0z
n n n n+l
_ul1+1 aw _vn+1 aw _ Wn+1 aw + W _ F; (38)
ox oy oz At
w' o'w" o*w" o*w"

sendo F; =—+05| v——+v——+Vv—
At Ox oy oz

Considerando os nds com distancia Ax, Ay ou Az do contorno e usando o método

das diferengas centrais com O(Ax?), obtém-se, para a Eq. (36):

n+l n+l n+l _2un+l n+l

n+l
1+l/k_2u1/k+ull/k 1/+lk 1/k+u1/1k
~0,5v N ~0,5v N
)
n+l n+l n+l n+l n+l n+l n+l
—2u", +u, L — U o — U
k+1 k k—1 1,j.k -1,j.k LJ+Lk LJj-Lk
0,5y Lk A'Z; L0 5ul SRR |05y | S
)
n+l n+l n+l n n n
u' . —u u' ou: . ou; ou;
LJok+1 Ljk—1 LJ .k L Jk L Js JJs
05w/ | LA I TRIE o 5y R 5y R 0 5y A =
i,j.k i,j.k i.j.k ° i,j.k 1
’ 2Az At T ox oy 0Oz
n
OJSV 0’25w1',j,k n+l 0 SV 0 25\), Jsk n+l 0 SV 0 251/[1 ,Jk n+l
A2 A ST T T T Ay [T T AT A i

u' ou’ ou’
V2+ V2+ Vz +i+0,5 i,j.k ’n+lk 05 ljk ’n+lk 05 l/k W’)Hlk
Ax® A Az At ox . oy . 0z v

n+l n+l

05v 0,254, 050 0.25v7, 050 0.25w, W F (39
A t— A ik Ay + Ay i+l AL o PV (39)

sendo

n

U iy Ui
Fl=my 1O - Ax? A :
\y Az

n n n
= 2u; ik +u; Lk uz,j+1,k TR T VA

=2, +u’, u;
i,j.k i,j-Lk + i (40)

Da mesma forma, para a Eq. (37):

n+l n+l n+l n+l n+l n+l
—0.5v Vil jk =2y, gk TVisi ik _ 0.5y Zitik _2",',,/,/( Vi ik
° 2 ’ 2
Ax Ay
n+1 n+l n+l n+l n+l n+l n+l
_ 055 1 J.k+1 - 2v1 .k + Vl k=1 + O Sun ‘ i+1,/.k - vi—l,j,k + O SVTI ) i,j+Lk - Vi,jfl,k
AZ2 =L )k L)k A
Y
n+l n+l n+l n
=V V! ov! ov! ov!.
i,j.k+1 i,j,k-1 i,j.k 1 k 1 k 1 )k 1
+0,5w] | — + = 40,5u", —25 40,50 —L5 40,5, — = F,
o 2Az At ox oy 0z
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05y 025w ) .. 050 025, . 05v 025, .,
=~ A A | + Ayz —Ay Vij-tk T Al A [
ov! ov!. ov!.
O 5 i,j.k ln+lk + V2 4 V2 " V2 +i+0,5 i,j.k ’n+lk O 5 i,j.k W’n;rlk
ox | A Ay A At oy - Oz

0,25u 0,25v". 0,25w! .,
+[§%—mﬁymwﬂf%-AW%%ﬁ&ghM%ym 1@
I e (0

Sendo

_ 2vll 2vll

n n

ljk ll,j,k 1]+lk ljk 1] Lk Ijk+l 2V1/k Ijk—l 42
2 + 2 + 2 - (42)
Ax Ay Az

ol :Vi,j,k 105y 1+1/k
oA

Finalmente, para a Eq. (38):

n+l n+l n+l n+l n+l1 n+l
_0 Sv[wi+l‘jk —2w gkt wi—l‘j‘k]_o Sv(wi.jﬂk _2szk W lkJ
9 9

Ax® Ay’

n+l n+l n+l1 n+l n+l n+l1 n+l
_ 0.5y Wiiket —=2W T W 105y | itk T Witk | son | Wik T Wik
, - Sup' | = (40,50 | s
Az o 2Ax o 2Ay

n+l n+l n+l n n
W Wi W ow, -, ow' . ow, .
+0 SWI jk[ Lkt Ly, + i,j, +0 5 n+l L), 0 5 n+l i,], +0 5 n+l LK Fvl3

2Az At Mk oy Yk oy Wik "o,

L05v 025w, 0,5v 0257, | . 05v  0.25u,, ) .
= A2 Az Wik t|— A - Ay — Wik T TAY Ax Witk
ow’ ow'. 1 ow'.
+| 0,520k ul"h +| 0,5 —=L5 4 L T S Wit

ox oy Ax~ Ay” Az At Oz e

0,25u 0,25v; ., 025w, .,
+[§% &ﬂwm{&?+Aw}mwﬂﬁbg“y%F@w
Y 3 '

sendo

n
w, 2w
3 k +1A kT IA Lk
F'l _ ’/ 05 ’ /s ’/2 J ’/
At

2w

lj/\ 1/1.k+ lj]ﬁrl

2w

lj]\ lj/\l

Ay Az?

- (44)

Agora, considerando os nds internos ¢ usando novamente o método das diferencas

centrais com O(Ax4), obtém-se, para a Eq. (36):

i,j.k i-1,j.k i-2,j.k

05( 'y +16u =30u 160~

5 +
12Ax
n+l n+l n+l n+l n+l
1]+2k+16u1]+1k_30u1]k+16uljlk ul] 2k+
12Ay°
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n+l n+l n+l n+l n+l
+16u =300 +16u]  —u' ),

1 Jok+2 i,j,k+1
12Az°
_un+1 + 8un+l _ 8un+l + un+1 _ un+1 + 8un+l _ 8un+l + un+1
05 n i+2,].k i+1,],k i-1,j.k i-2,j.k 05 i,j+2.k i,j+1k i,j-Lk i,j-2,k
Ot 12Ax O3 124y
n+l n+l n+l n+l n
+8u; —8u; +u 1 ou
1/k+2 i,jk+1 i,j,k-1 i,j,k=2 l/k n+1
+05W1/k +| —+0,5 i
12Az At ox
ou’. ou’ .
ij.k  n+l i)k r1+1 1
+0,5 ik +0,5 e w=F
n n n
v . Wik | 4l - v Wik | oan v, Vijk | an +
24027 24z | T T 3A2 T 3Az | T 2any?  24ay |
n n n
_2v Vi N B Ui jk ! L 2v Uy Ly
i j—Lk 2,7k i—1,/,k
3Av 3Ay | 24Ax*  24Ax ) T 3Ax* 3Ax ) T
n n
1925‘/ 1925‘/ 19251/ L ou i,j.k n+1 ou;, lj,k n+l1 aui,/,k n+l
o + A o +At+0, 3 u; ,+105 Vet 0.5 Wk
X
n n n
v Upp | o v Wik | ne v Vg | e
T3A 3Ax | T 2aan? 24Ax | T T3y 3y [
n n n
v Vijk | ns 2v Wik | ns v Wi ik o Fl 45
240y 24ny [T T3a2 T 3z | T Jaaz? 24az [l “3)

sendo

n
u; Uy 4 106U

—-30u’., +16u’, ., —u’, .
szl Z’A_jk+0,5 i,j.k i-1,j,k i-2,j.k
t

12Ax7

i+1,7,k
oS- +

n
ug oy tl6u] =300 160, —u oy

12Ay
Ijk 2 +16uljk 1 30”‘,”,1f +16u,”, K+l ui’jj}k+2 (46)
12Az° '
Da mesma forma, para a Eq. (37):
- V,"++21/ Kt 16",’:1/ K 30":’;11( + 16",’”11, ' V,"+21/ ko

~0,5v /
12Ax

n+1 n+l n+l n+l n+l
Vi j+2.k +16v Vi j+lk _30szk +16sz 1k~ Vijok

12A)°

+

n+l n+l n+l n+l n+l
_Vi,j,k+2+16vljk+l_30v k+16V,,k 1~ Vi
12AZ°
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n+l

n+l n+l n+l n+l n+l
+0.5," Vieajk T8V =il ju tVi, +8
i,j.k

n+l n+l
i-2,j.k +05vn 1]+2k lj+1k_8vlj 1k+vlj 2.k
i jk
12Ax " 12Ay
n+l n+l n+l n+l n n n
+8v =R 4V o' 1 ov; ov
k+2 e+l k-1 k-2 ik k k
e I/1+2Az B M 7 vl 8y/ Vi +03 é/ W =F
t z
n n n
|4 w; . 2v w; . % V..
2t v V?;'lkfz - 7 = v;1/+'11f—1 + >t v~ V?ﬁzk +
24ANz°  24Az ) 3Az 3Az | 7 24Ay°  24Ay ) 77
n n n
_ 2v _vi,j,k n+l1 + v ui,j,k n+l1 +| = 2v _ui,j,k n+l +
3A° 3Ay | M| 24Ax®  24Ax ) T 3Ax>  3Ax ) M
ov; 1,25v 125v 125v 1 oy ov!
+] 0,525 4| S T 2 — 0,5 W 40,5 Vi W
’ Ax Ay Az At oy 0z
n n n
v U | v Uik | ns v Vi |
3ax”  3Ax )T 2aae 2aax ) "

- 3Ay2 3Ay i j+Lk

n

n n
v vf,_i,k n+l 2V Wi,j,k n+l Vv Wi,j,k 11+l _F2 47
2Ny 24Ay | T\ T3a2 Az ) T 2aa 2aaz ) e “7
sendo
n n
P2 = Vi ik +0.5v Vi e T1OVE, 132(2’xzk +16v], =V s .
n n n
=V oy H L6V =30V 16V v
12Ay
n n
1 //\ -2 + 16V LJk—1 —30V J.k + 16v1 LJk+1 vi,j,k+2 48
12Az2 ' %)
Finalmente, para a Eq. (37):
n+l n+l n+l n+l n+l
—05V 1+2]A+16w1+1/k_3owlj/\+16w1le_wz2]k+
’ 12Ax°
n+l n+l n+l n+l n+l
_le+21\ +16le+l/\ _30W +16le Lk Wi,j—Z,k +
12Ay
n+l n+l n+l n+l n+l
Wi k2 +16w,; okl —=30w] ik +16w, k=1 " Wi k2
12A2°
+0.5" - W;T;/k + 8W”++11/ k _8W”+11/k WITZlJ.k + 0 5" B Wlnﬁrﬂf + 8W’H/.ilk B 8W”;11 k + Wz - Zk
ijk k
T 12Ax o 12Ay
n+1 n+l n+l n+l n n n
- +8w L 8w+ W ow 1 ow! .
k+2 k41 k-1 k-2 13 13 ik
+0,5w! i T 1*2AZ &k M2 405 alj u't +0.5 alj Vi o+ X+0’5 alj w' =F,
y t
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14 W;jj,k n+l 2v Wi’fj,k n+l v v;jj,k n+l
= >t Wik |~ 2 Wik T 7t Wikt
24Az°  24Az 3Az7 3Az 24Ay”  24Ay
2 vi” j + ul{1 j + 2 ul{1 j +
- V2 -t Wi’tjil,k + . 7+ ™~ szizl,j,k + - V2 - Wz{ilfj,k +
3Ay™  3Ay 24Ax"  24Ax 3Ax"  3Ax

ow' . ow; ow'.
T 0’5 i,j,k Z4;1+1 T 0’5 i,j.k V;H-lk i 1,25V " 1,251/ i 1,251/ +i " 0’5 Wl,j,k wl”“k
ox Oy /s s

e AP A AP A oz
=t W | S W S i
3Ax  3Ax | MR 24A%% 24Ax | T 3y 3Ay )

v Viik | v W] 4 Wik | 3
— L | e | B = (49
(24Ay2 24AyJ Bk ( 3Az2 0 3Az | R 24AZ2 24Az ) R > (49)

sendo

n n n n n n
w' -w', +lew! . =30w’  +16w’ . —w',
F23 — i,j.k +0,5V i+2,j.k i+1,/.k z,2j,k i-1,j.k i-2,j.k +
At 12Ax
n n n n n
=W, H1OW o =30w F oW W
12A)°
n s 1 s n
Wikt 16Wf,j,k4 - 30Wf,j,k + 16Wf,j,k+1 Wi k2 50
12AZ° ] (50)

Se, na Eq. (33a), adotarmos w=u, x=v e f =0, tem-se a equacdo
tridimensional ndo linear de Burgers, dada por
ou Ou Ou Ou u 0'u Ou
u U—=V| St —5t=> (51
o ox Oy 0Oz ox~ oy Oz
a qual serd utilizada como caso-teste para a validagdo do modelo envolvendo o método
de diferengas centrais de quarta ordem e a técnica de linearizagdo para a solugdo

numérica do sistema de equagdes (Eq. 33a-c). As discretizagdes espacial e temporal s@o

analogas as apresentadas anteriormente, considerando-se y =u=v=w.
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3 RESULTADOS

Neste capitulo serdo apresentadas algumas aplicagoes usando o Método
de Diferencas Finitas de Alta-Ordem. No caso de problemas lineares bidimensionais,
uma investiga¢do numérica do termo de dissipa¢do viscosa na equag¢do de
transferéncia de calor serd realizada e, nos tridimensionais, analisado o resfriamento
num canal retangular. Ja no caso de problemas ndo lineares, sera utilizada uma
técnica a fim de linearizar o termo convectivo. Para os problemas bidimensionais, para
a validagdo do codigo, a solugdo numérica sera comparada com a solugdo analitica,
além de outra aplica¢do sem solugdo analitica. Ja no caso tridimensional foram feitas
comparagoes com solu¢des analiticas disponiveis na literatura visando validar o
programa computacional e, ainda, considerado uma aplica¢do de escoamento num

canal retangular.

3.1 Introducao

Nas aplicagdes a seguir, o sistema linear gerado pela equacdo governante e pelas
condi¢Oes de contorno foi resolvido usando o método de Gauss-Seidel e a solugdo
numérica comparada com a solu¢do analitica, quando existe, usando a norma L,

1/2
Nnost /

definida em Zlamal (1978): ||L2|| = ZL,z / Nnost | , sendo Nnost o nimero total de
i=l1

nos da malha e L, :‘y/(num)- ~Wiam | » onde Wuum € W @y € o resultado da solucdo

numérica e analitica, respectivamente. Ja a norma L, que ¢ o erro maximo no dominio,

¢ definida por L] =i — Wi

, onde, como anteriormente, Wuum € Wan € O

resultado da solugdo numeérica e analitica, respectivamente. Todos os calculos foram
executados em um computador particular /ntel Core i7/2.4G usando aritmética de

precisdo dupla.

3.2 Investigacio Numérica do Termo de Dissipacdo Viscosa na Equacgao de
Transferéncia de Calor Bidimensional
Nesta aplicacdo, considera-se a equagdo da energia em coordenadas cartesianas
bidimensionais dada pela Eq. (26) e a discretizacdo temporal e espacial dada pelas Egs.
(29-32).
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Caso 1: Neste caso-teste, adotou-se um pardmetro 4 como coeficiente dos

2 2
termos difusivos da equacdo —%—T+Ba—T+BG—T+ 107 .1 a—T:O, escolhido de tal
t

ox oy Ao’ ! A o’
modo que, & medida que o valor do parametro 4 aumenta, o problema assume
caracteristicas estritamente convectivas. A equa¢do tem como solug¢do analitica
T(x,y,1)=¢ %34 (e'O’SAB" +e'°’5AB"') (CAMPOS et al., 2014) e o dominio computacional é
0<x<0,01;0<y<0,01e0<¢<0,01. A Tabela 1 apresenta os resultados da norma L,
quando o valor 4 aumenta segundo um incremento espacial de Ax = L,/100 e Ay =
L,/100, e temporal de At = L/100, com L, = L,= L; = 0,01 e considerando B = 0,01.

Pode-se notar que, mesmo para 4 = 105, i.e, no caso de um problema altamente

convectivo, o0 método atinge uma precisao de duas casas decimais.

Tabela 1 — Resultados da norma L, para Ax = L,/100, Ay = L,/100,
At=L,/100,com L,=L,=L,=0,01.
A 10" 10° 10° 10 10°
norma L, 2,28E-03 2,79E-03 6,01E-03 9,48E-03 1,05E-02

Caso 2: Nesse caso, assumimos, inicialmente, hélio a pressdo atmosférica e
temperatura de 300 K, escoando num dominio retangular com dimensdes L, = 10 m por
L,=0,05m (Fig. 1) et=2s.

Foram adotadas as seguintes propriedades termofisicas, de acordo com Incropera
e DeWitt (2006): p = 0,1625 kg/m’, ¢, = 5193 J/kgK, u = 199 x 107 N.s/m’,
k = 0,152 W/m.K para a massa especifica, calor especifico, viscosidade dindmica e
condutividade térmica, respectivamente. Também foram adotadas as seguintes
condigoes de contorno: x =0 m para 7=353 K, x =L, paradT/dx=0ey=0mey=1,
para =278 K. A condi¢@o inicial ¢ T=278 K.

Lt R

Figura 1: Configura¢do do dominio cartesiano.

Comparando com os resultados da aplicagdo (Tabela 1), ¢ possivel notar que

k 1
— 2E_O4>Z =E-05. Considerando um perfil de velocidade parabodlico
Py
2
u(x, y,t)= L“‘a" —z—+ ¥y |, o qual se aproxima de um perfil de escoamento laminar

27



completamente desenvolvido onde, na linha de centro (y = L,/2), a velocidade ¢ maxima

(U = Upg). Para o computo do termo de dissipacdo viscosa, tem-se

ou(x,y,0) AU [ _2y
oy L L )

y
Agora, a Tabela 2 apresenta a diferenca média e maxima, denotadas,

respectivamente, por D,, € Dy, entre os valores da temperatura para todos os pontos,
negligenciando (= 0) e considerando (=199 x 107 N.s/m?) a dissipacio viscosa para
o hélio (He), para alguns perfis de velocidade. Note que, para
Unax = 0,1 m/s, os valores obtidos para D,, ¢ D,,, foram menores que 10® e, portanto,
desprezados. Ja na Fig. 2, considerando L, =4 m, L, = 0,05 m, L;= 2 s; Ax = L,/200,
Ay = L,/40 e At = L,/1000, sdo apresentados perfis de temperatura para U,y = 2 m/s.

Tabela 2 — Resultados de D,, e D, para He considerando
Ax = L,/200; Ay = L,/10 e At = 1/1000.

Umax Dm Dmax
0,1 0 0

0,5 | 2,08E-07 | 1,00E-05
1 | 8,20E-06 | 2,00E-05
1,5 | 2,58E-05 | 5,00E-05
4,93E-05 | 1,00E-04
1,27E-04 | 2,90E-04
2,38E-04 | 6,40E-04
5,51E-04 | 1,95E-03
9,58E-04 | 4,23E-03
1,43E-03 | 7,57E-03

o

RN (R[N

p—
>

1 X 2 3 4

Figura 2: Perfis de temperatura para U, = 2 m/s considerando L, = 4m; L, = 0,05m;
L;=2s; Ax=L,/200; Ay = L,/40 e At = L,/1000.

Sera considerado, agora, gases ou liquidos saturados a pressdo atmosférica e

temperatura de 300 K escoando num dominio retangular com dimensdes Lx = 51 m,
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Ly = 0.05 m e, ainda, t = 0.5 s e Umax = 100 m/s. As propriedades termofisicas

adotadas nas Tabelas 3 ¢ 4 foram adotadas de acordo com Incropera ¢ DeWitt (2006).

Tabela 3 — Resultados para D,, and D,,,, para gases com
Ax =L,/510, Ay = L,/100 e At = #/1000.

Gases p(kgm’) | ¢, I/kgK) | k (WmK) | g (N.s/m’) D, Do
Ar 1,161E+00 | 1,007E+03 | 2,630E-02 | 1,846E-05 | 8,847E-03 | 3,335E-01
Aménia [NH;] 6,894E-01 | 2,158E+03 | 2,470E-02 | 1,015E-05 | 3,953E-03 | 1,573E-01

Dioxido de Carbono [CO,] | 1,773E+00| 8,51E+02 | 1,650E-02 | 1,490E-05 | 5,906E-03 | 2,487E-01

Monoxido de Carbono [CO] | 1,123E+00 | 1,043E+03 | 2,500E-02 | 1,750E-05 | 8,424E-03 | 3,21E-01

Hélio [He] 1,625E-01 | 5,193E+03 | 1,520E-01 | 1,990E-05 | 8,210E-03 | 1,521E-01
Hidrogénio [Hs] 8,070E-02 | 1,431E+03 | 1,830E-01 | 8,960E-06 | 2,.813E-03 | 5,525E-02
Oxigénio [0] 1,284E+00 | 9,20E+02 | 2,680E-02 | 2,072E-05 | 9,82E-03 |3,696E-01

Tabela 4 — Resultados para D,, and D,,,, para liquidos saturados
com Ax = L,/510, Ay = L,/100 e At = /1000.

Liquidos Saturados P (kg/m®) ¢, J/kgK) | k(WmK) | g(N s/m?) D,, D,
Oleo de motor (virgem) 8,841E+02 | 1,909E+03 | 1,450E+00 | 4,860E-01 | 1,840E+00 | 8,704E+00
Etilenoglicol [C;H4(OH),] | 1,114E+03 | 2,415E+03 | 2,520E-01 | 1,570E-02 | 3,760E-03 | 1,789E-01

Freon [CCLF,] 1,305E+03 | 9,78 1E+02 | 7,200E-02 | 2,540E-04 | 1,280E-04 | 6,110E-03
Glicerina [CsHy(OH);] 1,259E+03 | 2,427E+03 | 2,860E-01 | 7,990E-01 | 1,684E-01 | 8,016E+00
Merciirio [Hg] 1,352E+04 | 1,393E+02 | 8,540E+00 | 1,523E-03 | 5,060E-04 | 2,282E-02

Pode-se notar nas Tabelas 3 e 4 que apenas as situagdes em que a alta velocidade
foi combinada a um fluido com alta viscosidade dindmica (no caso, 6leo de motor
8,70°C e glicerina 8,01°C) apresentam significativas diferencas entre as temperaturas,

desprezando ou nao a dissipagdo viscosa na Eq. (2).

3.3 Técnica de Lineariza¢do aplicada a Solu¢cado Numérica da Equacio de
Conveccao-Difusao Nao Linear Bidimensional

Aqui, considerara-se a versdo bidimensional da Eq. (51), dada por

ou ou ou o’u  Ou
—tu—tu—=v|—S+—
ox~ Oy

o ox oy (52)

onde u(x,y,?) é o perfil de velocidades nas diregdes x e y e v ¢é a viscosidade cinematica.

Nos casos 1 e 2 a seguir, o valor inicial da solu¢do analitica é tomado como
sendo a condigdo inicial, e as condigdes de contorno também sdo especificadas pela
equagdo anterior em cada passo de tempo. J& para o caso 3, as condi¢des serdo
especificadas no proprio caso. Foi considerado como dominio computacional 0 <x <L,

0<y<L, comt>0.Nos casos 1 e 2, a solugdo numérica foi comparada com a solugdo
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analitica considerando a norma L, definida anteriormente. Agora, uma vez que o caso 3
ndo possui solugcdo analitica, foi utilizada uma malha grosseira ¢ outra mais refinada

para mostrar as oscilagdes numéricas da solugdo em cada caso.

Caso 1: Considerando a solugdo analitica da Eq. (52) dada por

1
x+y—t

(LI et al., 2006; VELIVELLI e BRYDEN, 20006) foi feita

u(x,y,0) =
1+ exp( oy
a comparagdo com a solugdo numérica. As variaveis foram escolhidas a fim de evitar
que o perfil de velocidade fornecido pela solugdo analitica se aproximasse de zero ou da
unidade. Dessa forma, na Fig. 3, a direita, foram considerados v = 10", 1=0,1 ¢
0<xy<0,l.

Pode-se notar, no caso da Fig. 3(a), por exemplo, que, parax =0 e y = 0,035 o
perfil da velocidade atinge u ~ 0,58, o que ¢ compativel com o valor fornecido pela
solu¢@o analitica, que é u =~ 0,5854. Ja na Fig. 3(b), considerando, por exemplo, x = 0,04

e y =0, o perfil da velocidade v atinge o valor aproximado de 0,95, o que se aproxima

do valor obtido via solug@o analitica (u# = 0,9525).

— 006
X

Figura 3: Perfil da velocidade u para Ax = Ay = At =0,1/100, £ = 0,1 e considerando-se
(a) v=10"com |L,| =7,78E-04 e (b) v= 107 com ||L,| = 6,12E-02.

Na Fig. 4(a), pode-se verificar que, por exemplo, para x = 0,03 ¢ y = 0, o perfil
da velocidade atinge u = 0,7, semelhante ao valor encontrado via solu¢do analitica

(u = 0,7005). Da mesma forma, no caso da Fig. 4(b), tomando, x = 0,0375ey =0, o
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perfil da velocidade atinge u = 0,9997, compativel ao encontrado através da solugdo

analitica (# ~ 0,999704).

0.08 |-

0.02

0.06 ¥
X X
(a) (b)
Figura 4: Perfil da velocidade u para Ax = Ay = At =0,1/100, ¢ = 0,2 e considerando-se
(a) v=10"com |L,| = 4,56E-04 e (b) v= 10" com |L,| = 2,61E-02.

Nas Fig. 3 e 4 pode-se notar que foi possivel obter uma precisdo de pelo menos duas
casas decimais, o que ¢ considerado bastante satisfatério para a maioria dos problemas

em engenharia.

Caso 2: Neste segundo caso, foi considerada a solugo analitica dada por Zhang

xX+y—t

e Yan (2008): u(x,y,t)= % - tanh(
1%

j. O valor inicial da solugdo analitica foi

tomado como condi¢do inicial e as condi¢gdes de contorno foram especificadas também
pela equagdo anterior e modificadas de acordo com o tempo.

Verifica-se, na Fig. 5(a), ao considerarmos x = 0 e y = 0,08, por exemplo, o
perfil da velocidade atinge, aproximadamente, u ~ 0,6, o que se aproxima do valor
fornecido pela solugdo analitica (v = 0,6973). Da mesma, na Fig. 5(b), parax =0,1 e y
=0, o perfil da velocidade u atinge o valor de 0,5, coincidindo com o valor obtido via
solucdo analitica (u# = 0,5).

Analise similar pode ser feita em relagdo a Fig. 6 (a-b) na qual, no primeiro caso,
tomando x = 0,045 ¢ y = 0, por exemplo, o perfil da velocidade atinge,
aproximadamente, u = 1,15, se aproximando da solugdo analitica (u = 1,1593) e, no
segundo, para x = 0 e y = 0,09, por exemplo, o perfil da velocidade atinge,
aproximadamente, u ~ 1,3, em concordancia com a solu¢2o analitica (u = 1,3329).
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0.1 0.1

0.08 |

0.02 0.02

(a) (b)
Figura 5: Perfil da velocidade u para Ax = Ay = At =0,1/100, t = 0,1 e considerando-se
(a) v=0,05 com |L,| = 3,74E-03 e (b) v= 10" com ||L,| = 3,07E-02.

0.1 -
008l
0.06
0.04

0.02

004 006

X
(b)
Figura 6: Perfil da velocidade u para Ax = Ay = At =0,1/100, A= 0,2/100 e 1 = 0,2

considerando-se (a) v= 10" com ||L2|| =1,27E-02 e (b) v=10,05 com

L, = 1,27E-02.

Caso 3: Aqui, foi considerado um dominio computacional da forma

0<xy<1et>0,acondigdo inicial u(x,y,0) = 0, bem como as seguintes condi¢des de

contorno u(0,y,1) = 1, u(x,0,t) = u(x, 0,1,1)=0¢ g_u (1,0, ,1)=0.
X
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0.4

0.2

04 06 _ 0.2 0.4
X X
(a) (b)
Figura 7: Perfil da velocidade u para (a) v=10"er=1e(b) v=10"er=2,
com Ax =Ay=10,01 e Ar=0,05.

0.6 0.8

(b)
Figura 8: Perfil da velocidade v para v=107¢e =1 com Ax=Ay =0,01 ¢
(a) At=0,05 e (b) Az=0,001.

Uma analise qualitativa dos resultados dos dois instantes de tempo para a malha
adotada e v = 10" (Fig. 7) mostra que ndo ha oscilagdes numéricas e, ainda, os valores
numéricos encontrados estdo no intervalo de 0 a 1. Contudo, para v = 10" e At = 0,05
(Fig. 8a), obteve-se um valor maximo para u = 1,48537, totalmente fora do intervalo de
0 al. A fim de amenizar as oscilagdes numéricas foi necessario diminuir Az = 0,001

levando a uma solu¢do numérica sem oscilagdes € com todos os valores nodais de u no

intervalo de 0 a 1 (Fig. 8b).
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De modo especial, em relacdo a técnica de linearizacdo dos termos nao lineares
da equagdo, ela ndo necessita de qualquer tipo de processo iterativo dentro de cada

intervalo de tempo, representando uma economia consideravel no custo computacional.

3.4 Técnica de Lineariza¢do aplicada a Solucio Numérica do Sistema
Bidimensional de Equacdes de Conveccao-Difusao Nao Lineares

Nesse caso, foi considerado o sistema de equagdes ndo lineares de Burgers dado
pelas Eq. (33a-c), tomando-se w=u, w=0 e z =0, as quais coincidem com as equagoes

bidimensionais da quantidade de movimento para escoamento laminar incompressivel.

Caso 1: Considerando as equacgdes governantes com as condi¢des iniciais

u(x,y,0)=x+y, v(x,y,00=x—y e a seguinte solu¢do analitica (BIAZAR e
AMINIKHAH, 2009; ZHU et al, 2010): u(x,y,t)= xwzyiz—?xt e
-2t
v(x, y,1) = x—lyiz—%yt , t>0, sendo o dominio computacional dado por 0<x<L_,
-2t

0<y< L ,com L =L =05¢eAt= 10, Os resultados numéricos encontrados foram

comparados com Zhu et al. (2010), considerando o erro maximo para o critério de

parada para 0 método de Gauss-Seidel de 107 e
Erro 1 = [Numérica — Analitica u(x,y,t)| e Erro 2 = [Numérica — Analitica v(x, y,1)]|.
As solugdes numéricas para diferentes intervalos de tempo e diferentes pontos da malha
sao dadas pelas Tabelas 5 ¢ 6.

Nas tabelas a seguir pode-se notar que o método atinge uma precisdao, a0 menos,
na ordem de 10 quando comparado com o trabalho de Zhu et al. (2010), o que

demonstra um excelente desempenho.

Tabela 5: Comparacao do Caso 1 paraz=0,1.

Zhu et al. (2010), Presente trabalho,
Pontos da Ar=10", Ax=Ay=0,025 A=10", Ax=Ay=0,05
malha Erro 1 Erro 2 Erro 1 Erro 2
(0,1;0,1) 3,30750E-06 1,05384E-06 3,87467E-14 9,85322E-15
(0,3;0,1) 5,56160E-06 3,30770E-06 4,59632E-14 1,18516E-14
(0,2;0,2) 6,61520E-06 2,10766E-06 7,67719E-14 1,96925E-14
(0,4;0,2) 8,86940E-06 2,25400E-06 3,45279E-14 9,02056E-15
(0,1;0,3) 7,66960E-06 7,52340E-06 4,32986E-14 1,11577E-14
(0,3;0,3) 9,92330E-06 3,16150E-06 5,48450E-14 1,42177E-14
(0,2;0,4) 1,09769E-05 8,57700E-06 3,14193E-14 8,27116E-15
(0,3;0,4) 1,21040E-05 6,39600E-06 2,79776E-14 7,38298E-15
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Tabela 6: Comparacao do Caso 1 parat=0,4.

Zhu et al. (2010), Presente trabalho,
Pontos da A=10", Ax=Ay=0,025 At=107%, Ax=Ay=0,05
malha Erro 1 Erro 2 Erro 1 Erro 2
(0,1;0,1) 1,01945E-04 3,54833E-04 3,55271E-14 4,36733E-14
(0,3;0,1) 5,58724E-04 1,01946E-04 4,95714E-14 6,08402E-14
(0,2;0,2) 2,03891E-04 7,09666E-04 8,17124E-14 9,98090E-14
(0,4;0,2) 6,60670E-04 4,56779E-04 4,25215E-14 5,19376E-14
(0,1;0,3) 1,50942E-04 1,31739E-03 4,55191E-14 5,57331E-14
(0,3;0,3) 3,05837E-04 1,06450E-03 6,67244E-14 8,16013E-14
(0,2;0,4) 4,89963E-05 1,67222E-03 3,71924E-14 4,56301E-14
(0,3;0,4) 1,79393E-04 1,77417E-03 3,51940E-14 4,36317E-14

Caso 2: Considerando novamente as equagdes governantes com a solugdo

3 1
analitica (BAHADIR, 2003; ZHU et al., 2010): u(x,y,t)= i e
—(—l—4x+4y)
41+ e(”“ j
3 1
v(x:yat):_-l' 5 f>0,
4 [L(—t—4x+4y)j
4 1+

As condigdes iniciais e de contorno sdo dadas pela solugdo analitica e o dominio

computacional do problema ¢ 0<x<L, e 0<y<L,

com L = L = 1. Os célculos
numéricos foram realizados usando uma malha uniforme com largura constante

Ax=Ay =0,05. Para a comparagdo foi calculada a solu¢do numérica em alguns pontos

da malha para alguns intervalos de tempo considerando Az =10"". As Tabelas 7 ¢ 8
mostram os valores numéricos de u e v para alguns pontos da malha considerando

v=1/100 para os instantes de tempo = 0,01 ¢ = 0,5.

Tabela 7: Comparagio dos erros absolutos para u(x, y,f) em v=1/100, Ax = Ay = 0,05
(tempo de execucdo = 1,094 s para = 0,01 € 92,796 s para t = 0,5).

t=10,01 t=0,5

Pontos | Zhu et al. | Bahadir | Younget | Presente | Zhu et al, | Bahadir | Younget | Presente
da malha | (2010), (2003), | al. (2008), | trabalho, | (2010), (2003), | al. (2008), | trabalho,
At=10" | At=10" | Ar=5x10" | Ar=10" | Ar=10" | Ar=10" | A¢=5x10" | Ar=10"

(0,1;0,1) | 5,91E-05 | 7,24E-05 | 7,58E-04 | 2,28E-06 | 2,78E-04 | 5,13E-04 | 9,72E-04 | 6,55E-05
(0,5;0,1) | 4,84E-06 | 2,43E-05 | 1,21E-05 | 2,27E-05 | 4,52E-04 | 8,86E-04 | 7,13E-04 | 6,63E-06
(0,9;0,1) | 3,41E-08 | 8,40E-06 | 1,10E-05 | 1,57E-07 | 3,37E-06 | 6,53E-05 | 6,92E-04 | 8,93E-08
(0,3;0,3) | 5,91E-05 | 825E-05 | 6,30E-05 | 6,47E-06 | 2,78E-04 | 7,32E-04 | 1,25E-03 | 8,08E-03
(0,7;0,3) | 4,84E-06 | 3,41E-05 | 2,07E-06 | 2,36E-05 | 4,52E-04 | 6,27E-04 | 7,43E-04 | 1,94E-04
(0,1;0,5) | 1,64E-06 | 5,62E-05 | 4,04E-06 | 2,46E-05 | 2,87E-04 | 4,02E-04 | 9,14E-04 | 3,25E-04
(0,5;0,5) | 5,91E-05 | 7,33E-05 | 6,30E-05 | 6,48E-06 | 2,78E-04 | 3,47E-04 | 1,10E-03 | 1,40E-02
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Tabela 8: Comparagio dos erros absolutos para v(x, y,?)
em v = 1/100, Ax = Ay = 0,05.

t=0,01 t=0,5

Pontos | Zhu et al. | Bahadir | Younget | Presente | Zhu et al. | Bahadir | Younget | Presente
da (2010), (2003), al. (2008), | trabalho, | (2010), (2003), | al. (2008), | trabalho,
malha | Ar=10" | Ar=10" | Ar=5x10" | At=10" | Ar=10" | Ar=10" | Ar=5x10" | Ar=10"
(0,1;0,1) | 5,91E-05 | 8,36E-05 | 7,30E-05 | 2,28E-06 | 2,78E-04 | 6,17E-04 | 9,08E-04 | 6,55E-05
(0,5:0,1) | 4,84E-06 | 5,14E-05 | 7,93E-06 | 2,27E-05 | 4,52E-04 | 4,67E-04 | 1,38E-03 | 6,63E-06
(0,9;0,1) | 3,41E-08 | 7,03E-06 | 9,00E-06 | 1,57E-07 | 3,37E-06 | 1,70E-05 | 1,39E-03 | 8,93E-08
(0,3;:0,3) | 5,91E-05 | 6,15E-05 | 6,30E-05 | 6,47E-06 | 2,78E-04 | 6,25E-04 | 7,18E-04 | 8,08E-03
(0,7;0,3) | 4,84E-06 | 541E-05 | 2,07E-06 | 2,36E-05 | 4,52E-04 | 4,66E-04 | 1,38E-03 1,94E-04
(0,1;0,5) | 1,64E-06 | 7,35E-05 | 5,96E-06 | 2,46E-05 | 2,87E-04 | 8,72E-04 | 7,96E-04 | 3,25E-04
(0,5;0,5) | 5,91E-05 | 8,51E-05 | 6,30E-05 | 6,48E-06 | 2,78E-04 | 6,23E-04 | 1,72E-04 | 1,40E-02

Através da analise dos erros absolutos apresentados, pode-se verificar que a
aproximacdo numérica do método desenvolvido neste trabalho €, de modo geral, melhor
ou compativel com as apresentadas por Zhu et al. (2010), Bahadir (2003) e Young et al.
(2008) sendo que a ordem de precisdo obtida neste trabalho € superior em, a0 menos,

uma ordem, com excec¢ao do ponto de coordenadas (0,5, 0,5) no passo de tempo ¢ = 0,5,

debido ao fato de que a solugdo analitica, nesse ponto, apresenta uma descontinuidade.

Caso 3: Neste caso, considera-se a seguinte solu¢do analitica dada por Kweyu et
al. (2012):

u(x,y,t)y=v

v(x,y,t)=v

2y — 272" ((cos () - sin(z))sin(zy))

100+ xy + 272" (cos(rm) -sin()sin(zv))

— 25— 272" (cos(7zx) + sin(m))sin (7))

100+ xpy + Zﬂe“(’z”z') ((cos(;zx) — sm(mc))sln(ﬂy)) ’

O dominio computacional ¢ dado por 0<x,y <0,5 e foi utilizada uma malha

uniforme com Ax=Ay =0,025, além de At=10"".

Tabela 9: Comparago da solugdo numérica com a solugdo analitica
de alguns pontos na malha parau e vem¢=0,01 e v =1/1000.

Pﬂ;‘°s u(x, y,t) v(x, y,1)
malaha Analitica Presente Analitica Presente
trabalho trabalho
(0,1;0,1) -1,4433E-05 -1,4435E-05 -7,7122E-05 -7,7130E-05
(0,3;0,1) 2,2955E-06 2,2959E-06 -8,9486E-05 -8,9494E-05
(0,2;0,2) -1,2148E-05 -1,2149E-05 -7,4861E-05 -7,4868E-05
(0,1;0,3) -3,8419E-05 -3,8422E-05 -4,8262E-05 -4,8267E-05
(0,4;0,3) 2,6737E-05 2,6740E-05 -5,4746E-05 -5,4751E-05
(0,2;0,4) -2,1156E-05 -2,1157E-05 -3,1025E-05 -3,1028E-05
(0,3;0,4) 5,2222E-06 5,2236E-06 -3,3145E-05 -3,3148E-05
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Nota-se, a partir da Tabela 9, que foram alcangados bons resultados para alguns
pontos do dominio computacional. As solugdes aproximadas de u(x,y,t) e v(x,y,t),

propostas pelo presente método segundo as condigdes do caso 3, ou seja,

t=0,01 e v =1/1000, s3o apresentadas na Fig. 9.

Figura 9: Solu¢des numéricas para (a) u e (b) vem = 0,01 e v =1/1000.

Vale ressaltar que a técnica de linearizagdo proposta neste trabalho tem a
vantagem de, além de ser de facil implementag@o, ndo requer o uso de varias iteragdes

dentro de cada passo de tempo.

3.5 Conveccao-Difusao Linear Transiente Tridimensional

Nesta aplicagdo, serda considerada a equagdo da energia em coordenadas
cartesianas dada pela Eq. (17) e a discretizagdo temporal e espacial dada pelas
Egs. (22-25). O sistema linear gerado pela equagdo governante e pelas condi¢des de
contorno foi resolvido usando o método de Gauss-Seidel e a solucdo foi comparada com
a soluc¢do analitica no caso 1 usando a norma L.

Caso 1: Nesta aplicago, considerou-se um caso puramente difusivo segundo a

equacao 6_T_l T +62—T+82—T
auag ' o

a3 j cuja solugio analitica é T(x,y,z0)= "7, O

dominio computacional ¢ 0 < x,y,z < 1 e ¢t = 1 e foi utilizada uma malha com
espacamento regular Ax = Ay = Az. A Tabela 10 apresenta os erros associados a solucdo
numérica em comparagdo com a solugdo analitica segundo a norma L., considerando o

erro maximo para o critério de parada para o método de Gauss-Seidel da ordem de 10°®
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ao passo que a Tabela 11 mostra o tempo gasto, em segundos, para a execugdo
computacional.

Tabela 10: Erro associado segundo a norma L.

At Ax=Ay= Az

1/10 1/20 1/40 1/50
0,1 2,18E-03 | 1,81E-03 | 1,79E-03 | 1,79E-03
0,05 | 9,29E-04 |4,76E-04 | 4,50E-04 | 4,48E-04
0,01 | 6,25E-04 | 6,27E-05| 1,91E-05 | 1,74E-05

0,005| 6,16E-04 |5,74E-05| 6,13E-06 | 4,20E-06

0,001 | 6,13E-04 |5,60E-05| 4,40E-06 | 1,90E-06

Tabela 11: Tempo gasto para execucdo (em segundos).

At Ax = Ay =Az

1/10 1/20 1/40 1/50
0,1 | 0,859 | 12,266 | 291,594 | 856,844
0,05 | 1,125 | 14,156 | 334,063 [ 1019,172
0,01 | 2,219 | 19,203 | 439,656 | 1269,281

0,005 | 2,734 | 24,485 | 453,406 | 1494,672

0,001 | 8,844 | 52,343 | 709,250 | 2009,328

Caso 2: Nesta aplicacdo, considerou-se um caso convectivo-difusivo segundo a

. 0T . oT o'T oT oT
equagdo 5+2—:

5 +72+72 (t+x+y+z)‘ O
ox Ox oy Oz

cuja solugdo analitica € T(x,y,z,)= ¢

dominio computacional ¢ 0 < x,y,z < 1 e ¢t = 1 e foi utilizada uma malha com
espagamento regular Ax = Ay = Az. A Tabela 12 apresenta os erros associados a solucdo
numérica em compara¢do com a solu¢do analitica segundo a norma L., considerando o
erro maximo para o critério de parada para o método de Gauss-Seidel da ordem de 10°®
enquanto que Tabela 13 mostra o tempo gasto, em segundos, para a execugao

computacional.

Tabela 12: Erro associado segundo a norma L.

At Ax=Ay=Az

1/10 1/20 1/40 1/50
0,1 492E-04 | 6,27E-04 | 6,35E-04 | 6,36E-04
0,05 | 1,36E-04 | 1,49E-04 | 1,57E-04 | 1,57E-04
0,01 | 2,11E-04 | 1,73E-05 | 4,96E-06 | 4,93E-06

0,005| 2,13E-04 |1,86E-05| 1,30E-06 | 5,20E-07

0,001 | 2,14E-04 |1,91E-05| 1,49E-06 | 1,48E-06
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Tabela 13: Tempo gasto para execucdo (em segundos).

At Ax=Ay=Az

110 | 120 1/40 1/50
0,1 | 1,375 | 18,875 | 492,563 |1547,500
0,05 | 1,906 | 27,766 | 778,922 2222391
0,01 | 3,031 | 40454 | 1136,250 3210,422
0,005 | 4,954 | 46297 |1273,188 |3604,047
0,001 | 11,562 | 89,500 |1535,500 |4204,719

Caso 3: Nesta aplicacdo, considerou-se um caso convectivo-difusivo segundo a

T T oT oT T 0T 0T
equagdo or +0,8 or + or + or =0,01 6—2 + 8—2 + 8_2 cuja solugdo analitica é dada
ot ox oy Oz ox~  oy° oz

por (KARAA, 2006; GE et al., 2013):

|
TCrp.z.t)= (At +1)> exp| - —
(.20 =+ Xp{ 0.01(4+1)

As condiges de contorno de Dirichlet e as condigdes iniciais sdo tomadas

(- 0,82~ 0,57 + (1~ 0.8~ 0,5 + (= 08¢ ~0,5) ]}

diretamente da solu¢@o analitica.

O dominio computacional ¢ 0 <x,y,z <2, = 1,25 e foi utilizada uma malha com
espacamento regular 1 = Ax = Ay = Az.

Foi adotado /# = 0,025 a fim de comparar os resultados obtidos neste trabalho
com os apresentados por Ge et al. (2013) que implementou trés metodologias para a
solucdo da equacdo de difusdo-conveccdo baseadas no método implicito da diregdo
alternada usando diferencgas finitas. Nota-se, pela Tabela 14, que os resultados deste
trabalho, em comparag¢do com a literatura escolhida, apresentam uma precisdo igual ou
superior, para diferentes valores de A, sendo A = At/2h*. Mesmo considerando uma
malha menos refinada (4 = 0,05), a metodologia aqui proposta apresenta uma precisao
equivalente aos obtidos por Ge et al. (2013) com uma malha mais refinada. J& a Tabela
15 mostra o tempo gasto, em segundos, para a execugdo computacional.

Tabela 14: Erro associado segundo a norma L, para t = 1,25, At = Ah?, considerando
h=0,025¢ h=0,05 e diferentes valores de A.

h =0,025 h = 0,05
Método ADI de | Método compacto

Método ADI de Karaa ADI exponencial de

Douglas-Gunn (GE et alta ordem Presente Presente
A (GE et al.,2013) al.,2013) (GE et al., 2013) trabalho trabalho
5 5,599E-04 5,184E-05 5,266E-05 5,261E-06 | 4,900E-05
10 5,764 E-04 5,268E-05 5,309E-05 1,353E-05 | 5,431E-05
20 5,991E-04 6,978E-05 6,674E-05 4,845E-05 | 8,152E-05
40 7,329E-04 2,035E-04 1,858E-04 1,907E-04 | 2,413E-04
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Tabela 15: Tempo gasto para execucdo (em segundos).

h =0,025 h=0,05
Método compacto
Método ADI de Método ADI de ADI exponencial de
Douglas-Gunn Karaa alta ordem Presente Presente
(GE et al.,2013) (GE et al.,2013) (GE et al., 2013) trabalho trabalho
5 762,04 1081,65 829,45 897,953 121,344
10 379,87 551,39 412,14 476,562 72,203
20 188,42 280,35 207,96 316,64 41,875
40 97,45 142,28 104,11 138,891 28,36
Caso 4: Neste caso, considerou-se a equagdo

oT or k (o°T o°T 0T
—tW— >+—+—[=0.
ot oz pc,\ox° oy Oz
Foram adotadas as seguintes propriedades termofisicas (INCROPERA e
DEWITT, 20006): p = 1,1614 kg/m’, ¢ = 1007 J/kg K,

k =0,0263 W/m.K, para a massa especifica, calor especifico e condutividade térmica,

respectivamente. Assim, LEO,00022488. Também foi considerado um perfil de
pc P

2 2
velocidade parabolico w(x,y,z,t)= 1L6U2” [—;— + x]{— ;— + y} sendko U, a

x »
velocidade méxima na linha de centro do escoamento.

Foi considerado ar na pressdo atmosférica e temperatura de 300 K, escoando
num canal retangular com dimensdes L, x L, x L., com as seguintes condi¢oes de

contorno, conforme a Fig. 10:

- no plano XY com z=0: 7= T,,, sendo T, a temperatura de entrada no canal;

-no plano XY comz = L.: or =0;
oz
-no plano YZcomx=0oux=L,: or =0;
ox
- no plano XZ com y =0: a—T=O;
oy

- no plano XZ com y = L,: T = T, sendo T,y a temperatura mais baixa que 7 para

resfriar do fluido.
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—=0 or
— -0
Lo /6:
orT
)
o “
> T= T

Figura 10: Dominio computacional e condi¢des de contorno.

Considerando uma temperatura inicial e de entrada igual a 30°C, o objetivo é o
resfriamento do ar a uma temperatura média de 23°C na sec¢do de saida do canal. Se
L,=L,=02m; L. =1me L =100 s e considerando um refinamento da malha
Ax = L/40, Ay = L,/40, Az = L./100 e At = L,/500. Variando-se os valores da
temperatura de resfriamento (7.,) na entrada, os resultados para temperatura média,
denotada por T,.; na se¢do de saida do canal estdo apresentados na Tabela 16,
considerando-se a ordem de precisdo de duas casas decimais.

Pela Tabela 16, nota-se claramente que a medida que a temperatura de
resfriamento decresce em 1°C a temperatura média da se¢do de saida reduz-se 0,16°C.
Assim, a fim de atingir uma temperatura média de 15°C na segdo de saida, serd
necessdria uma temperatura de resfriamento de aproximadamente —14°C.

Outras duas estratégias para que a temperatura média esperada na saida fosse
atingida foram a variagdo do comprimento e a dimensdo da se¢do de entrada do canal.
Assim, tomando-se L, = L, = 0,2 m e variando-se L. e L; = 100 s considerando um
refinamento da malha Ax = L,/40, Ay = L,/40, Az = 0,01 m e At = L,/500, com
T.esy = 1°C fixada, obteve-se os valores numéricos apresentados na Tabela 17. Nota-se,
que foi necessario um comprimento z = 3,5 m para que a temperatura de 23,06°C fosse
atingida evidenciando a relagdo entre a variagdo do comprimento do canal e o

resfriamento do mesmo.
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Tabela 16: Resultados da temperatura média (7},,.4) na se¢do de saida do canal
em funcdo da temperatura de resfriamento na entrada (75.g),
considerando Ax = L,/40, Ay = L,/40, Az = L./100 e At = t/500.

Tresf (§9) Tmed (‘O
10 26,78
9 26,62
8 26,46
7 26,30
6 26,14
5 25,98
4 25,82
3 25,66
2 25,50
1 25,34
0 25,18
| 25,02
2 24.96
3 24,80

Tabela 17: Resultados da temperatura média (7,,,.s) na segdo de saida do canal
em fungdo da variagdo do comprimento do canal
considerando Ax = L,/40, Ay = L,/40, Az = 0,01 m e At = L/500.

L(m) | T,u(°0)
1,0 25,34
15 24,67
2,0 24,14
2,5 23,71
3,0 23,35
3,5 23,06
4.0 22,81
45 22,61
5.0 22,45
5.5 22,32
6,0 2222
6,5 22,16

Considerando, agora, a variagdo da se¢do de entrada do canal e tomando-se
L.=1meL,= 100 s e variando-se L, = L, e considerando um refinamento da malha
Ax = Ay = 0,005 m, Az = L./100 e At = L/500, com T,y = 1°C fixada, obteve-se os
valores apresentados na Tabela 18. Pode-se notar que, para L. = 1 m, L, = L, = 0,1 m,
Tresy = 1°C e L; = 100 s foi atingida a temperatura Treq = 22,25°C. Porém ao se testar
L; =200 s ou L, = 300 s, os resultados na secdo de saida ndo se alteraram, o que

comprova o regime permanente de distribui¢do de temperatura.
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Tabela 18: Resultados da temperatura média (7),.4) na se¢do de saida do canal
em fun¢do da variagdo da se¢do de entrada do canal
considerando Ax = Ay = 0,005 m, Az = L,/100 e At = L,/500.

Ax = Ay (m) Tmed (DC)
0,20 25,98
0,19 25,16
0,18 24,98
0,17 24,77
0,16 24,54
0,15 248
0,14 23,98
0,13 23,65
0,12 23,26
0,11 22.80
0,10 2225

Apos esses resultados, testou-se para L. = Sm, Az = L. /500, L, = L, = 0,1 m,
Ax = Ay =L, /20, L, = 100 s, At = L/500 para T,.,y = 1°C. Os resultados obtidos nesse
caso sdo apresentados na Fig. 11. Pode-se notar que a temperatura média de 23°C foi

atingida apos 18 s.

22 T T T
0 5 10 15 20

t(s)

Figura 11: Resultados da temperatura média na secdo de saida
do canal em fungdo do tempo
3.6 Técnica de Linearizacdo aplicada a Solu¢do Numérica da Equaciao de
Conveccao-Difusio Nao Linear Tridimensional
Nesse caso, foi considerada equagao tridimensional ndo linear de Burgers dada

pela Eq. (51).
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Caso 1: Tomando a solucdo analitica da Eq. (51) dada por

(x+y—2z+6tj
1%

u(x,y,z,t) =exp foi feita a compara¢do com a solugdo numérica.

Foram considerados v = 10%, 1= 0,1 ¢ 0 < x, 1,z < 0,1 e foi utilizada uma malha com
espacamento regular # = Ax = Ay = Az = 0,1. A Tabela 1 apresenta os erros associados a
solugdo numérica em comparacdo com a solucdo analitica segundo a norma L.,
considerando o erro maximo para o critério de parada para o método de Gauss-Seidel da

-1 . ~ . .
ordem de 10, além do tempo de execucdo computacional e a taxa de convergéncia

(CR), definida por (SCHATZMAN, 2002):

R~ [08(E\/E))
log(At,/At))’

sendo E, e E, os erros absolutos médios correspondentes as discretizagdes Af, e At,,
respectivamente.

As condig¢des de contorno de Dirichlet e iniciais foram tomadas a partir da
solucdo analitica. Inicialmente, foi considerado # = 0,005, ¢t = 0,1 e variou-se At de
0,005 até 0,001. O erro associado a norma L, ¢ o tempo de CPU gasto sdo apresentados
na Tabela 19. Pode-se notar que o método atinge a precisdo de 2,03 x 10 com um

refinamento temporal de Az = 0,001 enquanto que, para z = 0,0025 atinge a precisdo de

9,03E-09.

Tabela 19: Erro associado a norma L., tempo gasto para execucao (em segundos)
e taxa de convergéncia para ¢ = 0,1.

h=0,005 h=0,0025
At tempo de tempo de
norma L, CPU (s) CR norma L, CPU (s) CR
0,00500 | 4,69E-07 60,781 - 4,58E-07 1744,875 -

0,00250 | 1,16E-07 103,172 2,02 1,05E-07 2873,437 2,12
0,00167 | 5,29E-08 137,375 1,93 4,14E-08 3708,547 2,29
0,00125 | 3,06E-08 165,328 1,91 1,92E-08 4842,578 2,67
0,00100 | 2,03E-08 189,110 1,84 9,03E-09 5391,891 3,38

A Fig. 12 mostra a norma L, do erro e perfil da velocidade u no plano X7,
considerando-se Ax = Ay = Az = L,/20, sendo L, = L, = L. = 0,1. Pode-se notar que o

maior erro ocorre no centro do plano analisado, conforme a Fig 12(a).
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Xo.e B
(b)
Figura 12: (a) Norma L., do erro ¢ (b) perfil de u, ambos no plano X7,

considerando-se z=0,05¢ r=0,1.

Caso 2: Considerando, agora, o dominio computacional como sendo um cubo
unitario e ¢ = 0,1, sujeito a condi¢do inicial u(x,y,z,0)=sen(27zx)cos(2ny)z e a
condigdo de contorno u(x, y,z,t) = sen(2x)cos(27y)ze' .

Nas Figs. 13 ¢ 14 a seguir sdo apresentados os perfis bi e tridimensionais,
respectivamente, da velocidade u no plano XY com z = 0,5 e no plano XZ com y = 0,5

considerando v = 10° e Ax = Ay=Az=L,/20 e At = L/20.

0.4 0.6
X X
(a) (b)
Figura 13: Perfil bidimensional de u (a) no plano XY com z = 0,5 e (b) no plano XZ

com y = 0,5, considerando-se v = 10°.
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(a) (b)

Figura 14: Perfil tridimensional de u (a) no plano XY com z = 0,5 e (b) no plano XZ
com y = 0,5, considerando-se v = 10°.

Nas Figs. 15 e 16, a seguir, ¢ apresentado o perfil bidimensional da velocidade u
no plano XY com z = 0,5 e no plano XZ com y = 0,5 considerando-se, respectivamente,

y=10"e v =107 ambos com Ax = Ay = Az = L,/20 e At = L,/20.

-0.05/

0.4 0.6
X X
(a) (b)
Figura 15: Perfil bidimensional de « (a) no plano XY com z = 0,5 e (b) no plano XZ
com y = 0,5, considerando-se v = 10,
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0.4 06
X
(b)
Figura 16: Perfil bidimensional de u« (a) no plano XY com z= 0,5 e (b) no plano XZ
com y = 0,5, considerando-se v = 107,

A fim de amenizar as oscilagdes numéricas presentes nos casos anteriores, foi
feito um refinamento na malha, considerando-se, agora, Ax = Ay = Az = [,/40 e
At = L/20 Assim, nas condigdes do caso anterior, foi obtido o perfil de velocidade

apresentado na Fig. 17.

0.4 0.6

X X
(a) (b)

Figura 17: Perfil bidimensional de u« (a) no plano XY com z= 0,5 e (b) no plano XZ
com y = 0,5, considerando v = 107,
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3.7 Técnica de Lineariza¢do aplicada a Solucio Numérica do Sistema
Tridimensional de Equacoes de Conveccao-Difusao Nao Lineares

Nesse caso, foi considerado o sistema de equagdes governantes (Egs. 33a-c) bem
como sua discretizagdo temporal e espacial dada pelas Egs. (39-50).

Serdo apresentados trés casos, sendo que, nos dois primeiros para efeito de
validagdo do codigo, serdo feitas comparagdes com solugdes analiticas disponiveis na

literatura e, no terceiro, sera considerado escoamento num canal retangular.

Caso 1: Nesse caso, com o objetivo de validar o cddigo computacional, foi adotada

-0,5x+y+z—-2,25xt
1-2,25¢

a seguinte solugdo analitica (ROMAO, 2014): u(x,y,z,t) =

3

x—05y+z-225yt
1-2,25¢

x+y—05z-2.25z

e wx,y,z,t)= Y

v(x,y,z,t) =

Considerando-se L, = L, =L.= 1, L;= 0,1, Ax = Ay = Az = L,/20, At = L,/20, os
resultados numéricos encontrados foram comparados com as solugdes analiticas
apresentadas anteriormente. considerando o erro méximo para o critério de parada para
o método de Gauss-Seidel da ordem de 107,

A Tabela 20 a seguir apresenta a precisdo numérica da solucdo de u, v e w de
acordo com as normas L. e L, para a malha utilizada. Nota-se que a precisdo para a
norma L, ¢ da mesma ordem do erro de truncamento do método de Gauss-Seidel. Tal
fato foi evidenciado em outros testes realizados, ou seja, 8 medida que se alterasse a
ordem do erro de truncamento da precisdo numérica da solucdo de u, v € w, 0 mesmo

acontecia com a ordem do erro de truncamento para o método de Gauss-Seidel.

Tabela 20 - Analise de precisdo numérica da solucdo de u, ve w
segundo as normas L. e L;.

norma L, norma L,
u 1,48E-13 4,46E-14
v 1,51E-13 4,55E-14
w 1,54E-13 4,64E-14

A Fig. 18 (a-c) a seguir mostra os perfis de velocidade de u, v e w no plano XY,
respectivamente, para z = 0,5. Pode-se notar, por exemplo, na Fig. 18 (a), para x =y =1
o perfil da velocidade atinge, aproximadamente, u ~ 0,8, o que se aproxima do valor
fornecido pela solucdo analitica, que € u ~ 0,7928. J4 na Fig. 18 (b), para x =0 e

y = 0,15, o perfil da velocidade v atinge o valor aproximado de 0,4, o que coincide com
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o valor obtido via solu¢do analitica (v = 0,40025). Finalmente, na Fig. 18 (c), parax =0
ey =0,75, tem-se w(0;0,75;0,5;0,1) =~ 0,4, o que se aproxima do valor de w = 0,3964,

obtido via solucdo analitica.

(©)

Figura 18: Perfil bidimensional de (a) u (b) v e (¢) w no plano XY com z = 0,5.

Caso 2: Considerando as equagdes governantes dadas pela Eq. 33 (a-c) com a seguinte

solucdo analitica proposta por Srivastava et al. (2013):

49



—a,
u(x,p,2.0) 2 a,+asy+az+ayz+ 7A(B cos )X — Csen;oc)(Dsen@) + E cos @))(Fsenyz + G cos ,LZ)E[ fe J
Vs Zyl)=—— )
Re H

-,
— 2 a3+a5x+a6z+a8xz+5A(Bsen;oc+Ccos;oc)(Dcos&y—Esené)z)(Fsen,uz+Gcos,Lz)e( e ]
Vo Zl)=——— - 5
Re H

-,
Wtz t) = 2 a +a6y+a7x+a8xy+,uA(Bse;17x+Ccos;oc)(Dsen@/+Ecos@)(Fcos,uz—Gsin,uz)e[ e ]
T Re H

sendo

H = aytarx+asytasz+asxytagyztamxztagxyz+A(B senyx +C cosyy)(D sendx +E cosoy)
s

G constantes arbitrarias.

(F senux +G cosuy) e s a, ¥ 0, W, ay, Ay, as, da, ds, de, A7, dg, d3, A, B, C, D, E, F e

Tomando a1 =, =1;a3=as=..=a3=0;,A=B=D=F=1,C=E=G=0;
y = 0 = u =1 e a=+Re, a solugdo analitica utilizada ¢ da forma:
u(x,y,z,t):—i 1+cosxsenysenze”—’ , v(x,y,z,t):—i senxcosysenze ' .
Re| 1+ x+senxsen ysen ze Rel\ 1+ x +senxsen ysen ze

2 senxsen ycosze
Re '

e w(x,y,z,t)=—— -
1+ x +senxsen ysen ze

Considerou-se h =Ax = Ay=Az, L, =L,=L.=L,;=0,] e o erro maximo para o
critério de parada para o método de Gauss-Seidel da ordem de 1070,

A Tabela 21 apresenta a andlise do erro em u, o0 qual € idéntico aos encontrados
para v e w, considerando-se 4 = At = 0,005 ¢ variando-se a viscosidade cinematica. Vale
ressaltar que foram feitos alguns testes computacionais fixando a viscosidade
cinemadtica e refinando espacialmente ou temporalmente a malha, sendo insignificante o

ganho na precisdo da solugao.

Tabela 21 - Andlise de precisdo numérica da solugdo de u
para & = At = 0,005 variando-se a viscosidade cinematica.

v (m’ls) norma L., norma L,
10 2,95E-05 9,80E-06
10° 5,79E-06 1,98E-06
107 1,98E-06 7,12E-07
10 2,70E-06 9,66E-07
107 9,76E-07 3,29E-07
107 1,45E-07 451E-08
107 1,60E-08 4,78E-09

As Figs. 19-21 mostram, respectivamente, os perfis de velocidade de u, v e w no
plano XY com z = 0,5, considerando a viscosidade cinematica igual a 10° ¢ 102 Na
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Fig. 19(a), ao se considerar, por exemplo, x = 0,02 e y = 0, o perfil da velocidade atinge,
aproximadamente, u ~ -1,96, o que se aproxima do valor da solugdo analitica

(u = -1,9607). De maneira similar, na Fig. 19(b), para x = 0,075 e y = 0, o perfil da

velocidade u atinge o valor de -0,01860, coincidindo com o valor obtido via solucao

analitica (1 = -0,01860).

0.1

0.08

0.02

004
X

(a)
Figura 19: Perfil bidimensional de u no plano XY com z = 0,5
considerando-se (a) v = 10%e (b) v= 102

0.1 0.1

0.08 0.08

0.06 0.06 Lo
i
> > 5 2
B T |
0.04 0.04 ‘
0.02 0.02

X X
(a) (b)
Figura 20: Perfil bidimensional de v no plano XY com z = 0,5
considerando-se (a) v=10"¢ (b) v=10".
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0.1

0.08

0.06

0.04

0.02

0.04 :
X
(a)
Figura 21: Perfil bidimensional de w no plano XY com z = 0,5
considerando-se (a) v=10" ¢ (b) v=10".

Caso 3: Nesse caso, consideramos como dominio computacional o canal retangular
com dimensodes L, =L, =L.=0,1 m, L, = 0,2 s e como condigdo inicial u =v =w = 0.
As condicdes de contorno, conforme a Fig. 22, sdo as seguintes:

-no plano XY comx=0: u=v=w=0,1 m/s;

u_ov_ow_

- no plano XY com x = L,: ==
Oox Ox Ox

0;

- nos outros planos foi adotada a condi¢ao de ndo deslizamento, i.e, u=v=w =0.

u=v=w=0,1m's

A g I/ u=v=w=90
ZJ’

Figura 22: Dominio computacional e condi¢des de contorno.
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As Figs. 23-25, a seguir, apresentam o perfil bidimensional da velocidade u no
plano XY com z = 0,05 m, levando-se em consideragdo diferentes valores de v (Figs. 23
e 24) e fixando-se v= 10 m?/s e fazendo o refinamento espacial (Fig. 25). Em todos os
casos, os valores numéricos de u atingiram o intervalo de 0 a 0,1 m/s, com exce¢@o do
caso da Fig. 24 (a) na qual os resultados ficaram no intervalo de —1,05E-07 2 0,111 m/s.
Note ainda que, no caso da Fig. 25, o refinamento espacial (2 = L,/40 no caso (a) e

h = L,/100 no caso (b)) amenizou as oscilagdes numéricas.
0.1
0.08
0.06

0.04

0.02

0.04 0.06 0.06

X X
(a) (b)

Figura 23: Perfil bidimensional de # em m/s no plano XY com z = 0,05 m,
h = L,/40, At = L,/100 considerando (a) v = 10° m*/s e (b) v= 10" m%s.
01
0.08
0.06

0.04

0.02 =

0.04 0.06 0.02 0.04 0.06 0.08

X X
(a) (b)
Figura 24: Perfil bidimensional de # em m/s no plano XY com z = 0,05 m,
h = L,/40, At = L,/100 considerando (a) v =107 m?/s e (b) v=10" m%s.
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0.08

0.06
>
0.04
0.02
_ . % 0.06 0.08
X X
(a) (b)

Figura 25: Perfil bidimensional de # em m/s no plano XY com z = 0,05 m,
v= 10" m%/s, At = L,/100 considerando (a) & = L,/40 e (b) & = L,/100.

Para o caso em que v = 10° m?s, devido & falta de memoria virtual, ndo foi
possivel realizar um refinamento significativo na malha e, consequentemente, a
convergéncia dos resultados. Assim, foi necessario reduzir as dimensdes do dominio
para que se realizasse um refinamento no qual a convergéncia dos resultados pudesse
ser alcancada. Dessa forma, nas mesmas condigdes iniciais ¢ de contorno utilizadas
anteriormente, porém agora num canal retangular com dimensdes L, = 0,1 m,
L,=L.=0,01 m, Ax = L,/200, Ay = Az=L,/50,02<t<10e At= 107 s, obteve-se os
perfis de velocidade u mostrados, nas Figs. 26 a 30, parat =0,2s,t=04 s, t=1 s,

t=5set=10s, respectivamente.

0.008
0. 006

0.004

0.02 0.04 0.06 0.08
K

Figura 26: Perfil bidimensional de # em m/s no plano XY com z = 0,05 m,
h=1L1,200, =02 s, considerando v= 10" m?s.
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c.008

0.006

0.004

Q0.002

.02 .04 0.06 .08
xX

Figura 27: Perfil bidimensional de # em m/s no plano XY com z = 0,05 m,
h=L,/200,¢=04s, considerando v= 10" m%s.

o.008

O.006

O.004

O.002

o.04 0.06 .08
xX

Figura 28: Perfil bidimensional de # em m/s no plano XY com z = 0,05 m,
h=L1,/200, = 1s, considerando v= 10" m%/s.

0.008

0.006

0. 004

o.04 0.0 o.08
>

Figura 29: Perfil bidimensional de # em m/s no plano XY com z = 0,05 m,
h=L,200, =5 s, considerando v= 10" m?/s.
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o.008

.04 0.06 .08
xX

Figura 30: Perfil bidimensional de # em m/s no plano XY com z = 0,05 m,
h=L1,/200, =10 s, considerando v= 10" m?/s.

Pode-se notar, pelas Figs. 29 e 30 que, parat =5 s e t = 10 s, o escoamento

atinge o regime estacionario.
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Conclusoes e Sugestoes

Neste trabalho, o método de diferencas finitas de alta ordem foi aplicado a
solug¢@o numérica de problemas bi e tridimensionais de convec¢do-difusdo. No caso dos
problemas lineares foi feita uma investigacdo numérica do termo de dissipagdo viscosa
na equagdo de transferéncia de calor. Ja no caso de problemas ndo lineares, para a
linearizacdo do termo convectivo, foi utilizada uma técnica baseada no método de
Newton para a solu¢do da equacdo de Burgers. Em ambas as situagdes, a equagdo de
convec¢ao-difusdo foi bem resolvida usando o método proposto. O esquema numérico
desenvolvido é simples e computacionalmente econdmico e pode ser aplicado com éxito
quer na solugdo de problemas bi ou tridimensionais, seja no caso de difusdo ou
convec¢do dominante.

No caso dos problemas lineares bidimensionais, foram analisadas as aplicagdes
nas quais o termo de dissipacdo viscosa pode ser negligenciado ou ndo na equagdo de
transferéncia de calor. Os resultados numéricos confirmaram uma relacdo evidente entre
situacdes em que a alta velocidade foi combinada com uma alta viscosidade dinamica
conduzindo a uma diferenga significativa entre as temperaturas. Ja no caso dos
problemas lineares tridimensionais, os exemplos numéricos mostraram que o método
pode ser usado para se obter, com boa precisdo, a solu¢do numérica da equagdo, com
énfase na aplica¢do que envolve a troca de calor em um canal retangular.

Da mesma forma, em se tratando das equagdes lineares tridimensionais,
excelentes resultados puderam ser obtidos. Embora na literatura esteja disponivel uma
gama de resultados que apresentem boa precisdo numérica, no caso deste trabalho, a
técnica de linearizacdo proposta, além de facil implementac¢do, ndo faz uso de varias
iteragcOes dentro de cada passo de tempo, o que acarreta baixo custo computacional no
calculo das variaveis do problema quando comparado com as outras técnicas. E, no caso
das equagOes ndo lineares tridimensionais, a técnica mostrou-se simples, estavel e
precisa e sem requerer qualquer tipo de processo iterativo dentro de cada intervalo de
tempo, o que representa uma importante economia em tempo de calculo.

Pretende-se dar prosseguimento as pesquisas empreendidas neste trabalho,
principalmente no que se refere aos seguintes temas de interesse:

- aplicar o método na solucdo de problemas de conveccao-difusdo-reagao;

- aplicar o método na simulagdo de dispersdo de poluentes na atmosfera;

- aplicar o método para a simulag¢ao de nanofluidos.
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