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Resumo

A presente pesquisa trata do ajuste de modelos de elementos finitos consistindo
de sub-estruturas conectadas entre si através de juntas mecanicas cujos coeficientes de rigi-
dez e amortecimento sdo desconhecidos. O modelo é ajustado estimando-se os parimetros
das juntas através do ajuste das curvas das Funcbes de Resposta em Fregiiéncia {FRF} me-
didas usando-se uma técnica de minimos guadrados nio-linear modificada a qual usa um
método de busca unidimensional com interpolagao quadritica. Uma formulacio de sintese
dos modos dos componentes com amortecimento ¢ usada para calcular as FRF's tedricas
da estrotura monfada. Mostra-se que uma boa aproximacio da matriz de sensitividade
pode ser obtida por diferencas finitas 2 um custo computacioral menor do que pela for-
mulagéo exata. Trés exemplos usando dados simalados e um wsando dados experimentais
sdo apresentados a fim de flustrar o método preposte. No primeiro exemnplo o método &
usade para simular o ajuste de um modelo de pardmetros concentrados composto por mas-
sas, nolas e amortecedores onde as juntas sdo caracterizadas por molas e amortecedores.
O segundo exemplo mostra a simulagio do ajuste de um modelo consistindo de duas vigas
engastada-livre, com cada urma modelada pelo Método dos Elementos Finitos (MEF) e in-
terligadas por molas lineares. No terceiro exemplo usa-se o método para simular o ajuste
de um modelo composto por duas. vigas livre-livre, modeladas por MEE .2 interligadas por.
molas e amortecedores lineares. Nos 1rés casos dos exemplos simuolados, as FRF’s usadas
como dados experimentais foram calculadas usando-se a base modal completa da estrutura
como um todo e em seguida polufdas com um rufdo Gaussiano aditivo. No dltimo exemplo
mvestiga-se 2 aplicagdo do méiodo em um sistema experimental consistindo de duas vigas
Livre-livre de ago carbono, modeladas analiticamente por MEF e conectadas através de
juntas de elastémero de baixa rigidez coladas entre elas. As FRF’s medidas foram obti-
das em teste experimental através de um analisador espectral multicanal, onde com um
exritador eletrodindmico aplicou-se uma. forga periddica do tipo “chirp” e captaram-se as
respostas com acelerdmetros em 20 pontos ao longo do sistema.



Abstract

The present research investigates the finite element model updating of subs-
tructures connected through mechanical joints whose stiffness and damping coefficients
are unknown, The model is updated by estimating the joint parameters via the curve fit
of measured Frequency Response Functions (FRF) using a nonlinear least-squares modi-
fied technique which use a unidimensional search method with quadratic interpolation. A
damped component mode synthesis formulation is used to calculate the theoretical FRFs
of the assembled structure. It is shown that a good approximation of the sensitivity matrix
may be obtained by finite differences at a smaller computational cost than by the exact
formulation. Three numerical examples using simulated data and one experimental exam-
ple using real data are presented fo iustrate the proposed method. In the first example
the method is used to update a lumped parameter model consiting of concentrated masses,
springs, and dash-pots when the joints are characterized by springs and dash-pots. The
second example consists of two clamped-free beams, each one modeled by the Finite Ele-
ment Method {MEF) connected through linear springs. On the third example the method
is used to simulate the model updating of a structure composed by two free-free beams,
modeled by FEM, connected through linear springs and dash-pots. In the three simulated
examples, the FRFs used as experircental data were calculated using the complete modal
vector base of the whole sirucinre, and then polluted with additive Gaussian noise. [n the
iast example, the method was applied to an experimental system consisting of two free-
free carbon steel beams, analytically modeled by FEM, connected through joints made of
low stiffness elastomeric mounts which were bonded between them. The measured FRFs
were obtained in the experimental testing with a multichannel spectral analyzer using an
slectrodynamic shaker attached to the structure af a single point. A chirp periodical force
was applied and the responses were measured with accelercmeters at 20 poinis along the
system.
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Capitulo 1

Introducao

O desenvolvimento de um modelo matemitico que descreva o comportamento
de wm sistema fisico constitui-se em uma das exigéncias bisicas de gualgquer andlise na
engenharia. Apds a obtengiio deste modelo do sistema, torna-se possivel a realizacao de
analises tais como projeto, avaliacdo, controle, previsio, definigio de experimentos, ete. 0
estado da arte atual no campe da dindmica estrutural é tal que a solucio dos problemas
pode ser abordada de duas formas: utilizando-se as técnicas de solucio do preblema direto
ou analise, on através da solugio do probleme fnverso ou identificagio de sistemas.

Apesar de serem bastante sofisticadas, as técnicas de solugio do problema
direte t&m seus tesultados altamente dependentes da adequacio e precisdo do modelo
assumido. Na dinfmica estrutural, o problema direto consiste basicamente na realizacio
dos segnintes passos:

determinar uma forma de modelo paramétrico especifica para o sistema;

1

escolher valores especificos para os pardmetros do modelo;

]

descrever as forcas de entrada;

— resolver as equacdes dindmicas resultantes a fim de obter a resposta do sistema
pa forma mals conveniente {(deslocamento, aceleracio, deformacio, resposta em
{reqiiéncia, etcl.

Atualmente oz méiodos numeéricos para solucio de problemas da dinamica
sgtrutural, tals comeo o Método dos Elementos Finltos (MEY), tém sido comumente usados
nas analises. Contudo, os modelos formulados por tais métodos contém algumas fontes
de erros, tals como: erros inerentes 53 lels fisicas usadas para descrever o comportamento
da estrutura; erros de aproximagao quando alguma linearizacdo de equacses é usada para
simplificar os procedimentos da solugdo; erros adicionais devido A redugdo das equagdes



diferenciais parciais para equacdes diferenciais ordindrias e 3 distribuicdo de cargas em
posicGes nodals,

No problema inverso tenta-se obter informagdes sobre o modelo a partir dos
dados de entrada e saida medidos. Quando nio existe conhecimento g priovi sobre o
sistema, a forma paramétrica e os valores dos parimetros devem ser determinados e o
problema & conhecido como identificapdo de sisternas. De ontra maneira, se a forma do
modelo é conhecida ou assumida, apenas os valores dos pardmetros devem ser determina-
dos e o problema é chamado de estimagdo de pardémetros ou, também, no case da dinimica
estruiural de gjuste de modelos. Observa-se que o objetivo de gualquer método de identi- -
ficacio de sistemas ou estimacdo de parametros é tornar preciso um determinado modelo
matemético incompleto de um sistema utilizando-se de dados medidos experimentalmente
& informagio a priort adequada. Um infeliz aspecto dos problemas inversos & que estes sdo
intrinsicaments instdveis ou mal-condicionados.

Recentemente, tem sido crescente o ndmero de trabalhos publicados referentes
ac desenvolvimento de métodos de solugio de problemas inversos a fim de melhorar os
modelos dindmicos estruturais. Os primeiros trabalhos referentes a métodos de solucio de
problemas inversos aplicados & dindmica estrutural surgiram na década de 606. O primeiro
levantamento dos trabalhos de modelagem matemdtica a partir de dados modais medidos
fol realizado em 1969 por Young & On citados em [1]. Em 1971, o marco inicial na
direcdo das técnicas de ajuste de modelos via méiodos de ajuste diveto das matrizes ol
realizado com o trabalho de Berman & Flannelly [2], o gual assume uma forma simples
da matriz de massa e usa os modos medidos para construir uma matriz de massa a partir
das equagbes de ortogonalidade. Em seguida, esta matriz de massa é usada junto com
os modos medidos para construir a matriz de rigidez incompleta, assim chamada por nio
conter & conbribuigao dos modos mais altos nic medidos. Com um enfoque diferente mas

mantendo o mesma Bnha'de ajustar diretamente as matrizes, aparece em 1678 o trabalko ™

de Baruch 3], cujo método assume que a matriz de massa est4 correta e ajusta a matriz de
rigidez minimizando a distancia entre as matrizes de rigidez ajustada e analftica vsando
multiplicadores de Lagrange. Posteriormente, técnicas similares de ajuste foram propostas
por Berman [4], Chen, Kvo & Garba {5}, Sidhu & Ewins [6], e outros citados em 7).

Em 1974, baseado na andlise da sensitividade inversa de primeira ordem e
considerando a natureza aleatdria dos erros das medidas, Colline af el. [8], usaram um
processo iterative para ajustar um modelo analitico de modo que a diferenca entre os
parémetros modais do modelo analitico e do modelo medido fosse minimizada em termos
da norma Buclidiana. Este trabalho pode ser considerado como o marco inicial na direcio
das téenicas de ajuste de modelos via meétodos da sensitividade inversa. Posteriormente,
técanicas similares de ajuste foram propostas por Chen & Wada 9], Lallemant & Piranda
[10] & outros citados em [7], lembrando que todos estes métodos fazem nso apenas dos



pardmetros modais como dados.

Recentemente tem sido observado v nimero crescente de publica¢Ges sobre a
rdentificagao de pardmetros de um sistema a partir das fungdes de resposta em freqiiéneia
(FRF) medidas, Em 1981, Martinez [11] iniciou o uso de FRF’ como dados medidos
na estimagao de pardmetros usando Filtro de Kalman Estendido {EKF). Posteriormente,
outros trabathos surgiram fazendo uso das FRF's como dados medidos aliadas aos mais
diferentes métodos de estimagio de pardmetros, tais como os trabalhos de Arruda [12], Lin
& Ewins {1} e outros citados em [7]. Considerando-se aqueles mais recentes gue aliam
o uso das FRF's como dades medidos as técnicas de ajuste de modelos pelo método da
sensitividade inversa obtém-se os trabalhos [13, 14, 15, 16].

Dentre os trabalhos possiveis de serem recuperados, nenhum apresenta em sua
esséncia o mesmo enfoque do presente trabalho. A combinacio de algumas ferramentas
efou estratégias diferentes tem sido usada em vdrios trabalhos a fim de produzir novos
métodos com caracteristicas de desempenko e eficiéncia diferentes. Dentre as mais recentes
pode-se citar algumas, tals como:

a) utilizagdo da estimativa da fungho de resposta em freqidncia (FRF) como dados
medidos {11, 12, 1, 13, 14, 15, 16];

b} aplicaglo dos métodos de sintese modal (sub-estraturagic) como forma de redu-
gzir a ordem do modelo {11] ou para identificar os parimetros das conexdes entre
estruturas {17, 15];

¢} o uso dos métodos de estimagio de pardmetros com diferentes tipos de estimadores
{11, 7, 21};

Existem muitos trabathos na literatura que tratam com questdes altamente
tearicas relacionadas com a solugéo de problemas inversos, Neste estudo nio se pretende
trabalhar com guestdes tedricas sobre a natureza geral do problema inverso de identificacio
de pardmetros. Ao invés, tratam-se questdes especificas associadas com a estimacio de
pardmetros para uma forma particular de modelo dindmico estrutural. Neste caso, & es-
trutura consiste de duas ou mals sub-estruturas, as quals podem ser razoavelmente bem
modeladas usando-se 0 MEF, conectadas entre si através de juntfas, cujo comportamento é
geralmente dificil de prever-se tedricamente. Assim, os parimetros da junta mecinica {ri-
gidez e amortecimento) podem ser identificados usando-se os dados experimentais. Através
da aplicagdo do método de sintese dos modos dos componentes amortecidos obtém-se a
forma paramétrica do modelo dindmico estrutural assumido a priori, ou seja, uma estru-
tura definida por um conjunto de sub-estruturas inter-conectadss por juntas mecinicas,
onde vs pardmetros incégnitos sde a rigidez e o amortecimento das juntas.



Emprega-se e justifica-se o uso de um enfoque no dominio da freqiiéncia que
ter se mostrado 0til na drea da dindmica estrutural. Neste caso o enfoque consiste em
obier-se, através de feste experimental vis forga de excitacio periddica, uma estimativa
da FRF (H{w))[18], e, em segnida, usam-se estes dados medidos e as equacdes do modelo
na técnica de estimacdo de pardmetros por minimos quadrados nio-Hnear modificado.

Tnserido neste contexto, o presente trabalho € dnico e contribui para o campo
de ajuste de modelos de vérias maneiras. Propbe um nove método de ajuste de mode-
los através da estimacBo dos parimetros das conexdes entre sub-estruturas, o qual usa a
téenica de minimos guadrados ndo-linear modificado {19], combinando o uso das FRF's
como dados medidos com um modelo matematico obtido pelo método de sintese dos mo-
dos dos componentes amortecido {DCMS) {20, 21]. Contribui para o campo da estimacio
de parfmetros no desenvolvimento de um método que permite a identificagio das proprie-
dades estruturais (rigidez e amortecimento) de elementos discretos (junta} inseridos entre
duas ou mals sub-estruturas, as quals podem ser modeladas pelo MEF, Contribui na drea
de sintese modal fornecendo nma avaliagio critica sobre as diferengas entre oy principais
métodos de sub-estraturacido dinamica, bem como, estendendo a formulacio do método
de DCMS a fim de incluir o cdleulo de FRF’s. Como o referido método de ajuste envolve
o uso de acoplamento entre sub-estrufuras as dimensdes do problema de estimacao serdo
reduzidas, permitindo gue estruturas majores » mails complexas sejam resolvidas. Por
outro lado, o uso de FRF’s como dados medidos faz com gue estas possam ser obtidas
diretamente de um analisador espectral multicanal baseado na transformada rdpida de
Fourier {FFT), facilitando a sua obtengdo ¢ a realizagido de um experimento 6timo [19].

A inexisténcia de um modelo de elementos finitos com precisido razoavel para
prever o comportamento dindmico das juntas de conexfio entre o foguete central e os
foguetes laterais do Velculo Langador de Satélites {VLS), ora em desenvolvimento pelo
Instituto de Aeronduiica e Espaco - CTA, fol um dos principais motivos da realizacio
deste trabalho. A figura 1.1 mostra uma vista do VLS destacando-se o foguete central, as
jontas e os foguetes laterais.



Figura 1.1: Veiculo Lancador de Satélites {VLS), cortesia do JAE-CTA.

Esta tese de doutorado, organizada em seis Capitnlos e um Apéndice, apresenta
de métodos de estimaglo de pardmetros e de métodos de sub-estruturacio aplicados &
dinamica de estrufuras.

Ne Capitulo 2 o problema de estimag8o de pardmetros por minimos quadrados,
em sua forma geral, € definido e investigado para o caso de funches lineares & nio line-
ares pos parametros. Definem-se especificamente os sstimadores de minimos guadrados
ordindrio (OLS) e ponderado (WLS). Apresentam-se, ainda, o método de minimizacio
de frauss e sua modificagio imposta pelo método de Levenberg-Marquardt, usados na
estimagio nao-Hnear. Descrevem-se os algoritmos com seus respectivos critérios de con-
vergéncia utilizados na implementacio do cddigo computacional usade no método de ajuste
proposio.

No Capitule 3 apresenta-se um estudo genérico dos diferentes métodos de
sintese modal, baseado em formulagio generalizada para vibracdo livie nio-amortecida, a
gunal permite apresenta-los em funcio das diferentes escolhas dos modos das sub-estroturas



e dos diversos acoplamentos entre si. De forma mais detalhada, apresenta-se o desenvol-
vimento tedrico completo do método de sintese modal aplicado neste trabalho.

O Capitulo 4 apresenta ¢ desenvolvimento tedrico completo da normalizacio
gue deve ser aplicada acs modos reais de numa sub-estrutura para que possam ser usados
como modos complexos, como € ¢ taso do cilenlo da sintese modal onde os algoritmos
implementados ja previam a utilizacdo de modos complexos.

No Capitulo 5 apresenta-se uma andlise completa dos resultados obtidos na
aplicagio do método de ajuste a trés exemplos simulados e uwm exemplo experimental nas
diferentes condigbes impostas a cada un.

Finalmente, no Capitulo 6 apresentam-se as conclusfes extraidas neste trabatho
e algumas sugestOes referentes a Areas para futuras pesquisas.

No Apéndice A apresentam-se as formas dos modos das estruturas do segundo
e terceire promblema exemplo mostrados no Capfiule 5 .

Ne Apéndice B apresentam-se cdpias completas dos trabathos publicados du-
rante o periodo desta pesquisa.



Capitulo 2

Método de Ajuste de Modelos

2.1 Introdugao

A crescente demanda por gualidade e confiabilidade em todos os tipos de estru-
turas tem gerado a necessidade de obter-se previsdes mais precisas de suas caracteristicas
dindmicas. A satisfagdo desta necessidade s6 pode ser obtida pela disponibilidade de
modelos matemdticos adegnados das estruturas em estudo. Com o desenvolvimento das
cigncias fisicas e matematicas, a modelagem na forma fechada de alguns elementos estru-
turais, tals como vigas e placas uniformes, tornou-se hoje uma. realidade. Contudo, para
estruturas praficas complicadas ndo existem ainda, em geral, solucdes analiticas com-
pletas. Portanto, alguns modelos discretos aproximados, os quals podem representar a
estrutura sob condigdes relevantes, tem que ser determinados de modo que suas carac-
teristicas dindrmicas possam ser analisadas. Tal modelo serd considerado bom se for capaz

de prever as respostas-da estrutura dentro-de-uma faixa-de freqiéncia de interesse e se for;—

também, representativo das suas caracterfsticas fisicas quando for tratado como parte de
am sistema maior. Existem duas formas de estabelecer-se nm modelo matematico discreto
de uma estrutura pratica:

1. Modelando experimentalmente, por exemplo, via anilise modal;

2. Modelando tedricamente, por exemplo, via algum méiodo numérico como o Método
dos Elementos Finitos {MEF), o Méiodo dos Elementos de Contorno {MEC), etc.

Devido as 1écnicas de medighes e & precisdo da instrumentacio disponivel atual-
mente, ¢ geralmente aceito que os dados medidos séo considerados como os mais préximos
da representagio verdadeira de uma estrutura, enguanto o modelo analitico, devido is
hipdteses simplificadoras, & falta de um conhecimento mais profundo da estrutura e as di-
ficuldades no modelagem das condigbes de contorno, é considerado menaos preciso. Baseado



em tals fatos deve-se buscar a correcfio do modelo analitico usando-se os dados medidos.
Na hipéiese em gque os dados medidos estejam corretos surgem dois enfoques;

a} A partir dos dados medidos estabelecer um modelo matematico em termos das
coordenadas medidas de interesse;

b) Correlacionar um modelo analitico j4 existente com os dados medidos para produzir
um modelo analitico ajustado.

A modelagem matemdtica a partir do uso direto dos dados modais medidos,
foi tentada em anos recentes usando-se os resultados do teste dinamico para identificar-se
os pardmetros diretamente nas equagdes de movimento. Contudo, é geralmente aceito que
2 menos que o ndmero de modos medidos seja maior ou igual ao nimero de coordenadas
de interesse, nio hd unicidade do modelo obtido. Young & On citados em [1] mostram
uma revisdo dos trabalhos nesta drea.

Vérios métodos que tratam do methoramento do medele analitico através da
sua correlagdo com os dados modais medidos tem sido publicados na literatura [7]. A
filosofia embutida nesta préitica é de que o modelo analitico, embora contendo erros de
maodelagem, é aceito como representativo da estratura dentro de alguma precisio, de modo
que 08 dados medidos no teste ofereceriio a possibilidade de ajustd-lo.

O procedimento de ajuste do modelo analitico pode ser dividido em dois passos:
a localizacdo e a correcio dos erros. Muitas dificuldades sfo encontradas no primeiro passo
devido as incompatibilidades inerentes aos préprios modelos. Em muitos casos praticos
o niimerc de coordenadas definindo o modelo de MEF excede em muito as coordenadas
medidas. Também, as coordenadas medidas nao sio frequentemente as mesmas do modelo

de MEF, algumas sendo- dificels de medir;-come-as rotagbes, ou fisicamente inacessiveis, - -

come as coordenadas internas a estrutrura. Em maitas téenicas de ajuste requer-se uma
correspondencia um a um entre os conjuntos de dados, o que leva a duas possibilidades: a
redugdo do modelo de MEF, através de algnm método tal como a redugéo de Guyan {22],
ou a expansdo do modelo experimental, através de algum método de expansio dos modos
medidos [7]. Outras dificuldades, também, sfo oriundas dos erros sistem#ticos e aleatdrios
inerentes ao prdprio processo experimental. Entretanto, uma vez que a localizagao dos
erros € conhecida, torna-se relativamente ficil corrigi-los no modelo.

Do exposto, pode-se concluir que o ebjetivo do ajuste de modelos é refinar um
modelo analitico existente qua represente a estrofura em sstudo. Este terd gue reproduzir
as propriedades modais e fungbes de resposta em freqiidéncia {FRF) emr gualguer ponto do
maodelo, tenha sido ele medido ou n&o.

Considerando-se os métodos de ajuste de modelos propostos de que se tem

eonhecimento, & possivel classificd-los em dois grandes grupos: |



a} Métodos Diretos.Estes métodos procuram corrigir o modelo analitico através
do ajuste direto das matrizes de massa, rigidez e amortecimento das equagdes do
movimento. Nesta categoria podemos citar dentre outros os métodos de Baruch &

Berman {3, 23], Chen, Kuo & Garba {5] e Sidhu & Ewins [6];

b} Métodos da Sensitividade Inversa. FEstes métodos fazem uso da estatistica
tomo base para o ajuste do modelo. Quase todos os métodos baseados na sensiti-
vidade caleulam a matriz de sensitividade X, ou seja, a derivada parcial da funcio
do modelo em relagio aos seus pardmetros estruturais, via uma expansio de Tayior
truncada. A eguagdo matricial resultante é da forma

n=Xg, {2.1)

onde os elementos de B sdo os parimetros estruturais que se deseja identificar o
7, £ a resposta dindmica da estrutura. A eguagio (2.1} é resolvida para B a fim
de obter-se uma nova funcio 7 e, no processo, o modelo analftico 4 ajustado. Um
novo problema € calculado e o processo se repete até que a fungio desejada seja
obtida. A fun¢lo do modelo pode ser composta pelos pardmetros modais {Ae d)
ou pela resposta dindmica da estrutura (FRF’s ou resposta ro tempo).

Embora existam diversas estratégias para o ajuste de modelos [7], usar-se-4
neste trabalbe um método da sensitividade inversa onde as medidas das FRF's siio nsadas
diretamente para ajustar um modelo de elementos finitos {12]. O uso de FRF’s apresenta
as seguintes vantagens:

— o3 dados medidos podem ser usados diretamente sem a necessidade de qualquer
andlise modal; o o

— o méiodo € aplicdvel a estruturas de dificil modelagem modal devido ao alto amor-
tecimento e/on alta densidade modal;

- a solugdo pode ser obtida estatisticamente, jd que o problema & sobre-determinado
devido 3 disponibilidade de dados das FRF’s em vdrios pontos de freqiiéncia;

— as medidas das FRF’s contém informactes sobre os modos deniro e fora da faixa

de interesse,

2.2 Estimacgao de Parametros

Conforme {of visto na segdo 2.1, pode-se concluir que os métodos de ajuste
de modelos, em geral, estdo fundamentalmente ligados com o conceito de extragio de
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informagho a partir de dados. Neste contexto revela-se a importancia do assunto estimacdo
de pardmetros, o qual tem por objetivo fornecer ferramentas para o uso eficiente de dados
na estimagdo de constantes que aparecem nos modelos matemiticos e para ajudar na
modelagem do fenbmeno. Em suma pode-se dizer que ajusie de modelos e estimagbo de
pardmelros contem o mesmo significade no caso em que 0 modelo matemitico for definido
& priori. O modelo fisico em estudo neste trabalho consiste de sub-estraturas conectadas
entre si por juntas mecanicas. Uma formulagio de sintese modal ¢ usada para calcular
as FRF’s da estrutura como um todo. O modelo ¢ ajustado estimando-se os pardmetros
das juntas {rigidez e amortecimentc) através da téenica de minimos quadrados nio-linear
modificado [18].A fim de expor sobre tal técnica, torna-se necessdrio estabelecer alguns
coneeitos bisicos sobre o assunto, conforme serd mostrado nas segdes a seguir.

2.2.1 Modelos e Hipdteses

Em um modelo linear nos pardmetros assume-se uma relagio funcional entre
diversas varidvels mensurdveis (¥, 2;,...,24), vm ou mals parametros {8y, Ba,.. i e
valores particulares de uma ou mais varidvets aleatérias (5,5(”, .. .,5{”‘}), A medida das
varidvels mensurdvels fornecem as observagbes. Os pardmetros sio incdgnitas e deseja-
8¢ estimar no minimo alguns deles, Os valores particulares das varidveis aleatdrias '
sdo incognitas. Neste trabalho fratar-se-d apenas com os casos em que cada observacio
envolve somente uma varidvel aleatdria, assim pode-se abandonar os indices das varidveis
aleatérias acima. Assumindo-se que os £'s podem ser combinados em um ¢ e que o
erros 530 adilivos, pode-se exprimir uma das varidvels mensurdveis em termos das outras
obiemdo-se

¥ =92, 8 01, Bp) FE, (2.2)

oy para varias observagdes obtém-se

¥ == 8] +e. (2.3)

no caso deste trabalho a funco 7 corresponde a FREF # do modelo de elementos finitos a
ser ajustado, ou seja,

(=, B) = H{w,B) {2.4)

sondo

y = FRY medida
1= FRY descjada
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x = w = freqliéncia
B = coeficientes de rigidez e amortecimento das juntas

E = £TTO

A distribuico dos £'s é geralmente desconhecida. Se 0s 's sio correlacion ados,
a estimagdo de par@metros pode ser muito mais dificil € o estimador menos confidvel [19].
Portanto, neste trabalho, tratar-se-4 apenas com casos de £’s independentes.

Para estimar pardmetros deve-se primeiro ohfer os dados e em seguida analizd-
ios. K essencial que os procedimentos experimentais sejam tais que os dados possam ser
analizados. A forma da fungiic usada na equagdo {2.3) e o procedimento experimental
devem ser desenvolvides juntos. “Projeto de Experimentos® é uma técnica que {rata com
a escolhia dos valores dos #’s para facilitar as andlises e melhorar a precisio da estimacio
[19].

Certas condigdes relacionadas 2o modelo e &s hipéteses podem ser expressas
de forma mais geral usando-se a notagio mairicial. Fazendo-se a varidvel dependente n
ser dada pelo modelo linear

= Xﬁa (2‘5)

onde para a mesma varidvel dependente medida n vezes, as dimenstes de 7 sfo [n x 1] e
a5 de X séo [n x p]. O vetor de pardmetros 8 é [p x 1]. Assim, obtém-se:

h L1 Py Tip B

2 ’ Ty @z ... Zzp B2 b i
7 = . ;X o= ) . . B = k ] (2*6)

Hn Tnt Fnz .. Tap ﬁp

Qutra situagdo que pode ser representada por % na equagio (2.5} ¢ o caso
multi-resposta. Neste caso i e X podem ser dados por:

??(1) m(1)

7 = 1}(:2) onde (¢} = 7}2:(5) (2.7}

7?(”) "?m(i)
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X(l) fm"}}(ﬁj) e xlp(z’)
= X:(QJ onde X (i} = x’ﬂ:(t) o zz;:(ﬁ) (2.8)
X{n) Zmi(f} .. Zap(i)

Neste caso a varidvel z;i(i) € para a j-ésima varidvel dependente em 7, para o k-8simo
pardmetro & no i-ésimo instante. Nas definicies de n e X das equaghes (2.7} e {2.8)
existe um total de n instantes e m varidveis dependentes resultando em 7 ser um vetor
[mnx1]e X tendo dimensdes de {mn x p|. Casos de multi-resposta normalmente aparecem
em problemas de estimacio de parfmetros envolvendo equacies diferenciais parciais e
ordinarias.

Observa-se que ro caso do modelo ser niio linear nos pardmetros a matriz X
nas equagbes {2.6) e (2.8) serd definida como a matriz de sensitividade, onde os coeficientes
de sensitividade s&o definidos por:

dy; ) '
Jijkmgé;;t:I,,..,n;’g::I,,,.;}:r, (29)
para a equagdo (2.6) e
~  OndDy | .
zili) = (;gi) t=1,...,m 5=1,...,m, {2.10}

para a equagéo (2.8).

Durante todo este capitulo a hipdtese de erros aditivos serd mantida. Portanto,
para o modelo genérico definido na equacio {2.5), obtém-se:

szﬁ-{*&, (2“11)

onde € € o erro desconhecido e o é a medida em X. Contude, o modelo dado pela equagio
{2.11} pode representar dois casos distintos [19]:

1. Medelo com Erros nas Medidas

2. Modelo com Erros{Ruidos} no Processo

Independentemente do modelo de erro, o problema de estimacio é formalmente
o mesme para 0§ modelos fisicos considerados. Contudo, o significado de 5 e € & diferente,
como sho as estatisticas para €. Apenas o modelo 1 serd considerado ao longo deste
trabalho.
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Para cada problema de estimagio de pardmetros deve-se estabelecer cuidadosa-
mente as hipoteses referentes aos erros das medidas. Se estas nio descrevem os dados com
preciséo, pode-se pelo menos apontar as hipéteses que nio sio satisfeitas. A simples iden-
. tificagBo das hipdteses incorretas pode levar a hipéteses mais realistas e consequentemente
& estimadores melhores.

Diferentes hipdteses levam a métodos de estimagfio diferentes. Contudo, neste
trabalhio serd enfocado apenas o método de minimos quadrados e suas variagdes. A se-
guir definem-se as chamadas hipitese estalisticas padrde usadas por vdrios métodos de
estimacan:

1. y = 9{X,8) + & {erros aditives nas medidas).

2. E{e} = 0 (média zero dos erros das medidas).

3. V{ylB) = o* {varidocia dos erros constante).

4. E{le; — E{ed]le; — Ble;)]} = 0 para i # j {erros nio correlacionados).
5. & tem distribuigdo normal (normalidade).

6. Conhecimento dos pardmetros estatisticos que descrevem &.

7. Varidveis independentes sem erros.

8. 3 é um velor de parAmetros constanies e nio existe informagio a priori.

Se existe interesse em obier-se a “molhor™ estimativa e suas varidncias, os
problemas de estimagio ficam menos dificels quando as hipdleses padrdo sio vélidas [19).

2.2.2 Estimagio por Minimos Quadradous Linear

A estimagdo de pardmetros nsando minimos guadrados ndo necessita que ne
nhuma das hipbteses estatisticas padrio sejam vilidas, basta minimizar vma fungio {soma
dos guadrados) em relacio aos pardmetros. Contude, para fazer-se uma afirmagio es-
tatistica com relaglo aos estimadores & necessario possuir informagbes com relacio aos

erros das medidas,

Estimador de Minimos Quadrados Ordindrio (OLS)

A funcho soma dos gquadrados, on também chamada fengdo objetivo, usada
para minimos quadrados ordindrio com o modelo linear # = X3 é dada por

Sps = (v~ XB) (v - XB). {2.12)
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O conceito de minimos quadrados diz que o estimador dos pardmetros pode ser obtido
minizando-se 55, Ou seja, fazendo-se o gradiente de Sps igual a zero e resolvendo-se o
sistema de equages lineares resultante, Da equagio (2.12) segue que

VoSLs = 2 Valy — X8) (v - XB), (2.13)
onde
i
HAy
Vg=1 :
a8
B3,
Mas
Vily - XB) = -5 X" = - xT, (2.14)

assim, subtituindeo-se na equagiio (2.13) e igualando-a a zero em 3 = byg, obtém-se:

~XTy+ XTXb;s = 0. (2.15)

Ubserva-se que a derivada parcial de segunda ordem de Sy em relagio a 8 &

3515

8B’
Esta matriz serd tdo positiva definida quanto X se aproxime do rank miximo. Assim, a
solugdo da equagio {2.15) é dnica ¢ minimiza Srs. A equagds (2.15) pode ser escrita como

= XTX. {2.18)

(XTXbrs = XTy. (2.17)

Tal sisiema é conhecido como a equagho noermal [24]. Assumindo-se que X tenha rank
méximo, a inversa de X7 X existe e o estimador de minimos quadrados ordindrio de B é
dado pon

brs = (XTX) 1 X7y, (2.18)

Para obler-se o vetor da estimativa dos pardmetros brg nao ¢ necessario
invocar-se gnaisquer das hipdteses estatisticas padrio. Contudo, se alguma afirmacgio
estatistica sobre by g deve ser feita, mplica que hipdieses com relagdo & estrutura proba-
hilistica dos erros devem ser introduzidas. Neste caso, as hipdteses 1, 2, 7 e 8 da segho
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2.2.1 sao invocadas, ou seja, 0s erros sio aditivos, a média dos erros em yézeroe X e P
nao sdo estocdsticos. Assim o valor esperado de by g é

E(brs) = E[XTX)1XTy

(XTX) XTE(y)

= (XTX)'XTX3B.

Elbrs) = 8. (2.19)

Com as guatro hipdteses acima, o estimador de minimos quadrades é dito ser nio-
polarisado,

Usando a equagdo {2.19) e mantendo-se as hipdieses acima pode-se determinar
a covaridncia de byg. Pazendo-se

brs=F(XB+e)=8+Fs, (2.26)
onde

F= (XTX)HIXT S

visto que FX = I. Assim a covariincia de by s € dada por:

El(bLs — B)Ybrs ~ B)7]

cov(brg)

E{{B+ Fe - BYB+ Fe - BY]

= FYFT (2.21)

visto que ¥ = E{ee?). Usando a definicic de F, obtém-se:

covlbrs) = (XTX 7 XTr X (XTX)y? = Pps. (2.22)
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Sem as hipSteses estatisticas padrio adicionais de que a varidncia dos erros
das medidas sdo constantes (hipitese 3) e que os erros néo sdo correlacionados {hipétese
4}, o estimador OLS nic serd um estimador de varidncia minima e, portanto, ¢ dito ser
ineficiente. Considerando-se gue as hipSteses padrio 1,2,3,4,7 e 8 sejam vilidas, entio T
sera dado por:

Y = E{ee”) = 0%1 {2.23)

& obiém-se:

cov(bys) = (XT XV e?, (2.24)

a qual ¢ a matriz de covariincia minima de bpg. Desta forma obtém-se byg como um
estimador eficiente.

Estimador de Minimos Quadrados Ponderado (WLS)

Existem casos em que & matriz de covaridncia dos erros ndo é conhecida mas
deseja-se inchuir alguma informacgio geral relativa aos erros. Neste caso, introduz-se na
fungdo a ser minimizada wma matriz de ponderagdo W simétrica e positiva definida.
Assim, para o modelo linear 3 = X3, esta {fungho serd

Swis = (v~ XBY Wy~ XB), {2.25)

a gual produz o gstimador

bwis = (XTWX) 1 XTwy. (2.26)

Usando-se as hipdteses padrao 1,2,7, & 8, a matriz de covariancia de bw s pode ser mos-
trada da equagdo (2,21} como:

cov(byrs) = (XTWX VI XTWrwx(xXTwx )y (2.27)

Com base nas hipdteses padrdes anteriormente definidas poder-se-ia obter ou-
tros estimadores diferentes dagueles de minimos quadrados, tals coma, por exemplo, es-
timador de mixima probabilidade (ML), estimador de mdximo a posteriori {(MAP}, etc.
Contudo, por estar fora do escopo deste trabalbo prefere-se declinar desta agdo e deixar

como indicacio as refleréncias {19, 24, 251



17
2.2.3 Estimagao por Minimos Quadrados Nio-Linear

Neste secdo apresentam-se alguns métodos de minimizagio de nma funcio
genérica onde & varidvel dependente & nio-linear em termos dos pardmetros. Fmbora nio
seja trivial e constitua-se no primeiro problema de otimizagdo na estimagio de pardmetros,
a fungdo a ser minimizada ¢ assumida como conhecida. O segundo problema de otimizagio
na estimagao de pardmetros, objeto desta segio, é a minimizagdo da funcio escothida.

Nas cibncias muitos fendmenos sdo modelados usando-se equagdes diferenciais,
onde suas solugbes podem ser obtidas na forma fechada ou através de algum métode
numérico. Independentemente do método de solugo, estes modelos 530 frequentemente
nma {uncio nfo-linear nos pardmetros, As equagdes e suas condigdes de contorno e iniciais
podem ser Lineares no sentido matemdtico mas ainda assim tem uma solucio que é nio-
linear nos pardmetros.

Pode ser provado que o minime obtido para a fungdo objetivo guando o modelo
& linear nos parametros, serd aquele corrigido pela estima¢do OLS desde que as hipdteses
padrao invocadas sejam satisfeitas e exista um dnico ponto de minimo. Garantia total nio
pode ser dada para os casos ndo-lineares, visto que pode existir mais de wm minimeo, Se
exitem razdes para duvidar-se que o minimo encontrado é aquele desejado, recomenda-se
gue graficos dos contornos de 5 constante sejam tracados na regifo em que a solugdo é
esperada. Outra possibilidade é comegar o procedimento iterative com diferentes conjuntos
de valores iniciais dos parametros [18].

Deve-ge observar gue os mesmos problemas associados ao mal-condicionamento
em problemas lineazes, também aparecem em problemas de estimacdo nio-lineares, FEm
problemas Hneares a existencia de -.m minimo tedrico pode ser um problema para casos
mal-condicionados, isto- 8, aqueles wssociados a valores de. | X7 X || relativaraente peqgue-...
nos. Nestes casos peguenas variag0es nas medidas podem causar grandes modificagdes na
posicio do minimon, resulfando em grandes perturbacdes nos valores dos pardmetros esti-
mados. Devido a esta sensitividade nos casos mal-condicionados, as provas de convergéncia
e casos ndo-lineares s3o mais académicas que praticas.

Existem diversos métodos de localizagio de minimos de fungdes arbitrdrias [19],
contudo, em vez de discutir vdrios destes, serd enfatizado um método bisico e algumas de
suas modificaghes. Tal método & conhecido como método de Gauss, o qual tem se mos-
trado bastanie efetive para uma grande classe de problemas de estimagio de pardmetros
diferentes,
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Fungdo Objetivo

Na estimacio de minimos gquadrados ordindrio, minimos quadrados ponderado,
maxima probabilidade ¢ méximo & posteriori, as fungdes objetivo a serem minimizadas sio
geralmente diferentes. Entretanto, em alguns casos, a funcio objetivo na estimagio MAP
redug-se quela da estimacho ML, a qual por sua vez reduz-se aquela da estimagao QLS.
Por isto, mostra-se a segulr uma fungio objetivo que & propicia as estimacées OLS, WIS,
ML e MAP, quando adequadamente especializads. Fsta funcdo é dada por:

§=ly—n(B) Wy - (B8] + (8~ 0 UB - p), (2.28)

onde W e U sdc malrizes de ponderagiio simétricas; W & positiva definida e I/ & semi-
positiva definida. Em muitos casos W e U serfo assumidas como sendo completamente
contheridas.

No caso da estimagio por minimos quadrados, obijeto de interesse neste traba-
tho, faz-se U = 0 e a equagdo {2.28) reduz-se a

§ =y~ (B Wiy - 1(8)]. (2.29)

Método de Minimizacio de Gauss

Constitui-se em um dos mais simples e efetivos métodos de minimizagio da
fungdo §. Considera-se um método atrativo por sua relativa simplicidade e por mostrar a
direcio e a magnitude das correcbes do vetor de pardmetros. Mostra-se efetivo na busca de
um minimo que seja ragoavelmente bem definido, desde que ns estimativas injciais estejam
ua regido do minimo. Para os casos dificels, isto &, aqueles com minimo indistinto, as
medificagfes do método de Gauss sio recomendadas.

A coudigho necessdria na minimizagio de § & que o sen jacobiano seja ignal a
zero, Desta forma, obidm-se:

VS =2~V (B)]Wly — n(8)]. (2.30)

Usando a notag@o X{F) para a matriz de sensitividade,

X(B) = 2AVeT (B), (2.31)

de modo que, fazendo-se a equagio (2.30) igual a zero em 2 = [3 esta torna-se;
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XT(BWy ~n(B)] = 0. (2.32)

Tendo em vista que 3 aparece implicitamente em 7 e X, nio se pode resolver
facilmente a equagio (2.32). Suponha que se tenha um estimador de B indicado por b.
Agui duas aproximagies sio usadas na equagho {2.32). Primeiro substitui-se X (B) por
X (&) e, depois, desenvolve-se n{3} em série de Taylor para 8 = b, sbtendo-se:

7(B) = n(b)+ [~V (BY (B -b)+.... (2.33)

Substituindo-se estas aproximagoes na eguagio (2.32) produz-se:

XT(6)WTly — n(b) — X(b)(B - b)] ~ 0, (2.34)

Observa-se que a equagfio (2.34) € linear em B. Se u for aproximadamente
lingar em B na regido da solugiio da equagdo (2.32) e se esta regizo incluir b, o valor de B que
satisfaz a equagho (2.34) serd uma melhor aproximagio para a solucio da equagdo (2.32}
do que a fornecida por b. Assumindo-se que estas condigdes sdo verdadeiras, z equagio
(2.34} é igualada a zero. Para usar wma notacio compacta e indicar um procedimento
iterativo faz-se

b = b, b0 = B B = by, X® = X(b). (2.35)

Usando esta notacio na equagio (2.34) e igualando-a a zero produz-se p equacdes na forma
matricial para bEFD),

B = bR 4 P TR (y - 58], (230)

onde

plkR = y Ty x B {2.37)

A equagho {2.36) é conhecida como a eguucdo de linesrizagdo de Gauss. Observa-se que
nos modelos lineares 7 = X3 ¢ a equagiio {2.36) reduz-se & equagio (2.24) quando se faz
5% jgual a zero.

Usando-se a equacho {2.36) em casos sdo-lineares, uma estimativa inicial de 8,
designada por b{%), & necessiria. Desta forma 5@ & X podem ser calculados, os guais
por sua vez, sko usados na equagdo {2.36) para ohter-se 0 vetor estimado 51 melhorado.
Isto completa a primeira iteragio. Em seguida, 'V e X sio avaliados de modo que
5 possa ser determinado. Este procedimento iterativo continua até gue a variagdo em
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qualquer componente de b seja considerada desprezivel. Um critério para indicar isto é
sugerido por Beck & Arnold [19):

ey AL/
|b£{k}l + &4

onde & é a tolerdncia, a qual é um némero pequeno, geralmente da ordem de 10-*%. A

<dparat =1,2,...,p {2.38}

fim de evitar problemas caso bk vz para gero, o valor de & é feito igual ac menor valor
numérico que ainda € maior que o zero da midquina em que o algoritmo esta implementado.

Neste ponto, deve-se apresentar alguns comentirios ¢ observacdes importantes
com relagdo & equagdo de linearizagio de Gauss, 0s quais séo mostrados a seguir:

a}) Fazendo-se W = I, a equagdio (2.36) fornece o estimador de OLS,

b} Para estimar-se os pardmetros usando a equacio (2.36) é necessério gue P! tenha

uma inversa, portanto, sen determinante fem que ser diferente de zero (ou seja,
HXTW X1 # 0) na regido do minimo. Esta condigio é conhecida como condigde
de identificabilidnde. Caso este determinante seja igual a zero, em geral, ndo existird
urn ponto finico de minimo. Deve-se alertar que o método de Gauss nio produzird
gualquer solugdo neste caso.
Para estimagio OLS (W = I}, também é necessiric que A = || X7 X # 0 nas
proximidades do minimo de 5. Contuds, a condigdo de dependencia linear é quase
satisfeita em multo mals casos do que seria esperado. Nestes casos em que A é
quase zere, ¢ que se eniende como um mal-condicionamento, & fungio 5§ terd um
dnico ponto de minimo, entretanto, este ponto pio serd bem pronunciado.

¢} Embora a equacio (2.36) tenha sido obtida usando-se a aproximacio linear de
Taylor, & equagin de Gauss nic €& uma aproximacio rigorosa de primeira ordem
porque uma série de primeira ordem nio foi usada para X+,

Tem sido mostrado que as dificuldades encontradas na convergéncia do método
de Gauss sdo, freguentemente, devidas a dependencia linear aproximada citada no item
{b). Na maloria dos casos é aconselhdvel que os graficos dos coeficientes de sensitividade
saiam tragados para gue se possa examind-los antecipadamente. Em uma esiimagio nio-
linear efetiva, o exame cuidadoso destes coeficientes & imperativo.

Aodificagbes do Método de Gauss

O método de Ganss tem a caracterfstica de fornecer a diregfo e a magnitude
da variagio na estimativa dos pardmetros em cada passo do procedimento Herativo. Pe-
nuenas variagdes dos pardmetros na diregdo indicadsa pelo método de Gauss diminuem a



21

funcio objetivo. Contudo, ocasionalmente, o tamanho da variagio indicada pelo método
& tio grande que as sucessivas estimagbes oscilam e chegam até a piorar o procedimento,
tornando-o instavel. Tal fato pode ser resuitade da guase dependencia linear dos coefici-
entes de sensitividade efou estimativas iniciais dos parimetros muito infelizes. Quando
os coeficientes de sensitividade sdo aproximadamente dependentes, deve-se considerar ou-
tras alternativas em adigho a outros procedimentos de minimizagio, tais como, diminuir
o nimero de parGmetros a ser estimado ou reprojetar o experimento de modo que a cor-
relagdo entre os pardmetros seja reduzida.

Algoritmos muito complexos tem sido propostos para melhorar a convergancia
do méiodo de Gauss. Alguns destes podem ser chamados modificacbes do métado de
(auss enquanto outros poder-se-iam chamar distintamente de métodos diferentes, Nesta
iltima categoria estio os métodos de Levenberg e Marguardt [18),

Como a aproximacio linear € vélida sobre alguma regiio, uma corre¢io su-
ficientemente pequena na dire¢do dada pelo métode de Gauss melhoraria a estimativa.
Muitos métodos tém side propostos os quais usam a dire¢do fornecida pelo método de
{xauss mas modificam de alguma forma o tamanho do passo. Assim pode-se generalizar a
equacio (2.36) para

R Y R Y eV WAL {2.39)

onde

AW = PUNXTRW (g — 5], (2.40)

Na equacio (2.39) A & am fator de interpolagio escalar. Deve-se observar que este
fator pode ser dependente da jteracao e, se este for feito igual & unidade obtém:se o métode
de (Gauss original.

Em uma determinada classe de métodos, e de particular interesse neste traba-
tho, ama busca dtima de hyeyqy € feita a fim de determinar-se precisamente o minimo de
5 ao longo da diregio de Gauss.

Métodos de Levenberg e Marquardt

Levenberg ¢ Marguardt desenvolveram métodos para determinar a dire¢io do
parametro & cada passo iterativo, Tais métodos tém a mesma idéia essencial em comum,
ou seja, jomando-se uma fungdo WLS pode-se generalizar uma funciae de Levenberg-
Marguardt adicionando-se o termo '}f(k).!?{“ na equagdo 2.37 e, conseguentiemente, irans-
formando a equagdo 2.36 em
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bl o B 4 (XTI x (k) 4 () U= 3 TlRbpy 1y 7™}, (2.41)

onde £2%) § nma matriz diagonal e seus efeitos sio reduzir o tamanho e a variagdo da
diregiio do passo. Desde que exista um iinico minimo, o qual é o dinico ponto estaciondrio,
e a convergéneia do procedimento iterativo seja dada pela equagio (2.41}, as estimativas
encontradas serdo aquelas procuradas. A presenca do termo Y E2E tende a reduzir
as oscilagOes ou instabilidades particularmente quando as componentes da diagonal de
+ #1020k 456 feitas relativamente grandes quando comparadas com os termos de XTW.X .

Levenberg provou que § diminui nas teracdes iniciais se -y for grande no inicio
e diminua em seguida, ressalvado que § néo tenha nm ponto estaciondrio em %), Uma
recomendagio de Levenberg era fazer 219 = I entretanto, se neste caso v for mujto
grande a equagio (2.41) pode ser escrita como:

B+ = pB) 4 g X TE W (g — ), (2.42)

onde

K = [yt

este método ¢ conhecido como método do gradiente. Tal método fornece a diregdo mas nio
o tamanho do passo, por isso, pode ser muito ineficiente quando préximo do mMmimo. En-
tretanto, ndo requer inversio de matriz como ¢ método de Gauss e Levenberg-Marquardt.

Concomitantemente com §28 = 7 Levenberg sugeriu duas possibilidades:
fazer ¥ ser um valor constante ou varid-lo quando ¢ minimo estiver proximo. Uma
possibilidade € que o k-4simo valor de v{*) geja:

T{k) (k) x» T{k] {k}
*‘}r‘{k} - € WX 5::: We , (2‘43)

onde
ek = g - ﬁ{k},

chama-se este procedimento de métode de Levenberg desbalunceads. Observa-se que k)
dado pele equagio (2.43) vai para zero quando o minimo § se aproxima, pois cada compo-
nente de X7 We vai para zero no minimo de §. Quando préximo do minimo, § também
diminui mas o numerador diminul mais depressa.

Outra recomendagio de Levenberg era fazer $28%) igual aos termos da diagonal
de XTW X, Tal escolha tem o efeito de fazer a iteragdo do problema invariante sob as
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variagbes da escala nos pardmetros. Para esta escolha de 2k, seguinte expressio de
4%} foi sugerida:

%) _ TR x5y x Tl otk)

- i \
a qual também vai para zero quando se aproxima do minimo. Usando esta expressio e a
condicho de que 92, = diag( X7 W X) obtém-se o que se chama de método de Levenbery
balanceado,

¥ (2.44)

Quando §2 = I e quando v é dado por

wy_ 3w xBlg xTEpw el
C eTWw x B XTI W elk)
chama-se este procedimento de mélodo de Levenbery modificado.

) (2.45)

Como foi citado anteriormente, 0 método desenvolvido por Marquardt é similar
20 de Levenberg. A diferenga enire os métodos reside na forma com que se determina os
valores adequados paray. Da mesma forma, se vQ for grande comparado com XTW X, a
correio dos pardmetros estard na mesma diregio dada pelo método do descenso méximo,
o gqual ndo requer que || X7 W X # 0. Por isso os métodes de Levenherg e Marquardt sio
iiteils quando X7 W X & fracamente condicionado no vetor de parametros iniciais mas é
methor condicionado na vizinhanca da solugdo de minimos quadrados. Ambos os métodos
fornecem um compromisso entre o método do descenso médximo e 0 método de Gauss, com
iteracoes iniciais proximas do primeiro e finais préoximas do segundo. Marquardt propds o
que é chamado por Box & Kanemasu [19] o algoritmo (7,7} no qual v(*) ¢ calculado por

o o
“y T {2.48)
O valor iicial de (¥} correspondendo A primeira iteragio, serd 51 %) = jﬁ-?—'—“—
onde 1 é algum valor constante malor que a unidade. Este método possue supostamente
as virtudes dos métodos do descenso méximo e de Gauss aonde cada um é mails efetivo.

O método de Levenherg foi proposto antes do advento dos computadores digi-
tais e é de interesse mais académico, enquanto o método de Marguardt tem sido largamente
wsado ¢ é razoavelimente eficiente e confidvel [26].

2.3 Método de Ajuste de Modelos Usado no Trabalho

Poder-se-ia definir o método usado no trabalhe como uma estimagio por
minimos quadrados amortecido modificado. Baseado nos ronceitos apresentados nas seqdes
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anteriores este método consiste de nma estimacio por minimos quadrados ndo-linear com
a minimizacdo de Gauss modificada por Levenbreg-Marquardt. O algoritmo final foi inici-
almente implementado por Arruda [27] no ajuste de modelos de rotores e, posteriormente
foi adaptade por Arruda & Santos {21) para ser usada no ajuste de modelos de estruturas
de uma forma geral. Tomando-se como ponte de partida que as FRF's obtidas experi-
mentalmente e os pardmetros modais (A e @) das sub-estruturas obtido por MEF sejam
dados, o algorftmo consiste basicamente dos seguintes passos:

— Passo 1. Arbitrio dos valores iniciais dos parimetros (b{z}).
— Passo Z. Realiza a sintese modal das sub-estruturas e calcula as FRF’s %)

~ Passo 3. Determinacio da mairiz jacobiana (XU;}) do vetor (%) em b = 5B,

5 on:(b . . .
(B = “"55(—*)* vi=1,...mi=1,...,p (2.47)
2 Apmplk)
- Passo 4. Célculo do vetor direcio de busca &gb("}}, obtido pela solugdo do sistema
de equacbes lineares sobre-determinado, dado por

WX ABHE = W(y - n®) (2.48)

— Passo 5. Determinagio da magnitude do passo através de uma busea unidimen-
sional na diregio de busca minimizando §, isto é, determinando A*™! na equacio

(2.39)

— Passo 6. Testaa convergéncia da busca nnidimensional, cu seja, se § (&H’l) < S{bi‘)
vé para o Passo T, caso contrério faz o Passo 2 com ¥t ¢ volia no Passo §.

- Passo T. Testa a convergéncia do ajuste, ou seja, se {051} < S(BF) e 1) « BB
¥4 para o Passo 8, caso contrério, introduz “amortecimento” na direcio de busca
fazendo-se

P = xTRw xR () {2.49)

e aumentando 7% quando XTW X for menos condicionado no vetor de paramstros
on diminuindo na condigdo contrdria. Em seguida volia no Passo 2.

- Passo 8. Pare, convergéncia atingida,

As FREF’s experimentais s&o obtidas através de medigfes diretamente na estru-
tura em teste, enguanto, as FRI's analiticas sio obtidas através do método de sintese dos
modes dos componentes amortecido {(vide Capitule 3}, & partir dos parimetros modais de
cada sub-estrutura calculados em um programa de MEF.
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A matriz jacobiana pode ser calcnlado numéricamente por diferencas finitas ou
através da formulagio exata da derivada das FRF’s, obiidas a partir do método de sintese
dos modos componentes amortecido, com relagio aos parimetros de rigidez e amorteci-
mento da junta [16], Outros métodos também sho possiveis de serem usados, contudo,
come o problema € iterativo, € melhor tomar-se a primeira diferenca, pois apresenta re-
sultados com precisio suficiente a um custo computacional mais baixo. Assim obtém-se a
matriz jacobiana dada por

oo = O, b + Ab) - mi(hy)
Y Ob; Ab;

. (2.50)

A escolha de Ab; pode ser critica. Normalmente, o seu valor serd tio pequenoc
quanto possivel, enfretanto existem limitagBes devido ao truncamento numérico. Neste
trabalho, utiliza-se o critério proposte por Brown & Dennis [26}:

Ab; = mia(lill, §;), (2.51)

onde

) 10m? sefb) < 1070
7T 1878 se byl > 1070

O sistema de equacoes lineares é resolvido por decomposigio em valores sin-
gulares (SVD) {28].

A busca unidimensional £ feita usando-se o método de Coggin [29], o qual
usa wm algorftmo de interpolagio quadratica. Assumindo-se que b8} plet1) gik) o glk+1)
sejam dados, usa-se o critério de comvergéncia proposto por Wolfe {26], cujo algoritmo
consiste dos segnintes passos:

— Passo 1. Faz ¢ = 1,

- Passo 2. Se {551 < & vd para o Passo 5.

~ Passzo 3. Se tbg{k“} - ;’J,;{"‘)[ > &3}t vi para o Passo 12.
— Passo 4. Va para o Passo 6.

~ Passo 5. Se |5 — 5, 5 ¢y v4 para o Passo 12.

~ Passo 8. Sei < p,faga i =1+ 1 e v4 para o Passo 2.

— Passo 7. Se |§+1)] < ¢4 v4 para o Passo 10.

~ Passo B. Se |S+) — g 5 41 04) 4 para o Passo 12.
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~ Passo 8. Vi para o Passo 11.

— Passoe 10. Se [Stk+1) SN > ¢ vé para o Passo 12,
— Passo 11. Convergéncia atingida. V4 para o Passo 13.
— Passo 12, Convergéncia nio é atingida,

— Passo 13. Pare.

Este critério de convergénceia garante que ambos § e b cessardo de variar sig-
nificativamente da iteragfio £ paraa k+ 1. Os valores de ¢; {i = 1, .. ., 6} usados foram:
£ = 10“3, £q = 10_’5, £z = 19"2, €4 = 10“3, £ = 107% e €g = 1072,

Desde que algumas das hipdteses padrio (1,2,3,4,7 e 8) se verifiquem a matriz
de covariagneia minima do estimador OLS para o caso linear, equagio {2.26), pode ser
aproximada para a obtenglio das varidncias da solugio de minimos quadrados nio-linear
por {25}

brs; = (XTX ) a?, (2.53)
onde

Srelby
o2 x Stsllis)

. p {2.54}

Na equagio {2.54) n € o nimero de elemenios em y ¢ p é o nimero de elementos
em B. Para (n — p) — oo a distribuigio de probabilidade de brg tende a distribuicio

Gaussiana ¢ o intervalo de confianga para cada pardmetro by g, pode ser estabelecido [25].

Desta forma, pode-se obter a previsie do erro estimado, &3, dada por

6p,s, ™ V(X K )G 0 (2.55)

Muite embora & formulagBo de ajuste de modelos seja apresentada na sua
forma mals geral possivel, no taso desta aplicagdo do método algnmas particularizacdes -
foram feitas as quals devem ser observadas. A matriz de ponderagio é feita igual a unidade
{W = I}, assim como, a introdugho do “amortecimento” no processo iterative do ajuste,
gue embora esteja implementado no programa nio fol efetivamente usado neste {rabaltho.



Capitulo 3

Métodos de Sub-estruturacao Dinamica

3.1 Generalidades

A resposta de uma estrutura complexa a uma excitagio dinimica é usnal-
mente obiida airavés da andlise de um modelo de elementos finitos. Como tais modelos
podem conter milhares de graus de liberdade, ¢ visto que a estrutura pode conter virias
sub-estruturas as quais podem ser projetadas ¢ fabricadas por diferentes organizacdes, é
desejavel gue se tenha wm método de anilise dindmica que permita a reducio do nimero
de graus de liberdade, bem como, permita a maior independ®ncia possivel com relacio ao
projete e as andlises de cada sub-estrutura,

Os métodos de sub-estruturagio constituem hoje as melhores e quigd as dnicas
estratégias de resolugdo para analise dindmica de estruturas complexas. O uso destes
métodos ¢ justificado pelas vantagens gue apresentam no plano da eficiéncia numérica ¢
por levarerm em conta as resirigbes da ergaﬁiza@iﬁ de grandes projetos. Tais métodos
permitemn a resolugdo de grandes problemas de forma mals econdmica com precisdo satis-
fatdria, sua estrutura modular faz com gue o impacto das modificacdes das sub-estruturas
sobre a andlise do sistema como am todo se mastre reduzido e, finalmente, possibilitam a
verificacdo dos modelos de sub-estruturas através de ensaios de identificacio modal.

Existem dols enfoques fundamentais de resolugdo dindmica de sub-estruturas:
& condensagio de Guyan em diferentes niveis » a utilizacho dos métodos de sintese modal
ou também chamados de métodos de sintese 4o modos dos componentes ou acoplamento
de sub-estruturas.

O Método de Condensngdo de Guyan em IHferenies Niveis é uma extensio da
condensagio de Guyan {22], cujo principio bisico counsiste em obter um autoproblema de
tamanho reduzido alterande o minimo possivel o especiro de baixas freqgiiéncias do sistema
inicial, Para tal, efetua-se uma partigdo do conjunto dos grans de liberdade da estrutura
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em dois sub-conjuntos: o dos graus de liberdade dinimicos ou principais, que servirio
para caracterizar apenas o comportamento dindmice da estrutura, e o complementar, dos
graus de liberdade secunddrios. O método de condensacio de Guyan em diferentes niveis
consiste em efetuar-se, em nma primeira fase, uma condensagio de Guyan para cada sub-
estrutura mantendo como graus de liberdade dinfimicos os graus de liberdade da interface e
determinados graus de liberdade internos. Em seguida, efetua-se a montagem das matrizes
condensadas das sub-estruturas e eliminam-se, por uma nova condensacio de Guyan, certos
graus de liberdade da interface ou internos, que n8o se considere essenciais para a andlise
dindmica da estrutura completa. Os inconvenientes do método s3o evidentemente os
mesmos da condensagio de Guyan, ou seja, é dificil obter uma precisio satisfatéria com
uma boa eficiéncia numérica.

Os Métodos de Sintese Modual sio variacSes do método dos modos assumidos
{421, ou aproximagdo de Ritz, nos gunais se escolhem como base de vetores para cada sub-
estrutura os modos normais e os modos de deformagao estdtica vom diferentes tipos de
condigdes de contorno. A resolugio por sintese modal oferece uma precisiio superior a
condensagac de Guyan com uma eficicla numérica maior [43], assim comeo, permitem a
verificagio dos modelos de sub-estruturas através de resultados experimentais,

Neste capitulo pretende-se mostrar alguns dos principais métodos de sintese
modal dando um ernfase major pars aguele utilizade ne trabalho, ou seja, o método de
Martin & Ghlain [20].

3.2 Métodos de Sintese Modal

(Os métodos de sintese modal estdo baseados nas diferentes escolhas dos mo-
dos das sub-estruturas, bem como, em seus diversos procedimentos de avoplamento. Para
simplificar as andlises consideraremos primeiramente um sistema ndc-amortecido em vi-
bragdo livre. Embora qualquer mimero de componentes possa ser acoplado para formar
um sislema, serdo usados apenas dois componentes na apresenfa¢do do modelo. A Figura
{3.1} mostra uma viga engastada dividida em dols componentes a e 8. O sistema de co-
ordenadas fisicas P dos componentes pode ser dividido em um sistema J das coordenadas
da juncio (interface), u;, e o sistema J das coordenadas interiores, u;.
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Figura 3.1: Componentes de uma estrutura. {a)Estrutura acoplada. (b) Componentes
com snas coordenadas fisicas.

A equagao do movimento para um componente pode ser escrita como

ma i | [a) Tk ks [ fwd (R
[m’f* mii}{ﬁi}+[kj‘ k;']{u;‘}“{ j}~ 1)

As eoordenadas fisicas, u, podem ser representadas em termos das coordenadas generali-
zadas do componente, p, pela transformacdo de coordenadas

u = ¥p, {3.2)

onde ¥ & a malriz dos modos do componente,
3.2.1 Revisdo Bibliogrifica
Hurty [30], em 1965, apresentou primeiro trabalho sobre Sintase Modal ca-

paz de analizar sub-estruturas com interface redundanie. Modos normais com interface
fixa, modog de corpo rigide & modos de restricio redundanie sfo usados para definir
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as coordenadas generalizadas das sub-estruturas. Craig & Bampton [31] modificaram o
método de Hurty mostrando que era desnecesssirio separar os modos de resiricio em
modos de corpo rigido e modos de restricio redundantes. Posteriormente, indmeros tra-
balhos propondo novos métodos de acoplamento de sub-estrutnras para analises dindmicas
foram apresentados, alguns dos mais destacados podendo ser encontrados nas referéncias
[32, 33, 34, 35, 37, 36, 38]. Diversas revisdes da literatura de Sintese Modal tém sido
apresentadas {39, 40, 41]. Alguns destes métodos estio descritos em pelo menos trés livros
{42, 43, 44]. O método utilizado neste trabalho foi desenvolvido por Martin & Ghlajm [20]
¢ constitui-se também em um métode de sintese modal de sub-estruturas usando modos
normais com interface livre, Este difere dos outros métodos devido ao fato das interfaces
das sub-estruturas ndo serem redundantes, mas estarem ligadas entre si por elementos
discretos de rigidez & amortecimento.

3.2.2 Definicdo dos Tipos de Modos das Sub-estruturas

(s métodos de sintese modal estko baseados nas diferentes escolhas dos modos
das sub-estruturas e nas condigbes impostas na interface quando da determinagdo dos
mesmos, Portanto, torna-se importante definir as diferentes possibilidades de escolha dos
modos das sub-estruturas para poder-se efetnar uma classificagio dos métodos, Dentre as
escolhas possiveds distinguem-se os modos estdticos e 0s modos normais.

Maodos Normais com Interface Fixa
Meodes normails com interface fixa sio obtidos fazendo-se « ; = U e resolvendo-

se & equacdo (3.1) para os modos de vibra¢io livre da sub-estratura {(f; = 0). Assim a
equagdo (3.1) reduz-se ao problema de autovalor

(ki - wgmg,-)@ = {} (33)

Os autovalores da sub-estrutura formam a matriz diagonal

A = diag(wh,wh, ... .wiy,) (3.4)

e os correspondentes autovetores normalizados formam a matriz modal

& = { & } (3.5)

onde N; é o ntimero total de coordenadas internas da sub-estrutura.



Modos Normais com Interface Livre

Modos normais com interface livre sio obtidos fazendo-se f; = 0 na equagio
{3.}) & resolvendo-a para vibragdo livre f; = 0. Assim

{k - &?m)d = Q. (3.8)

A matriz dos autovalores é

A = diag(@?, &2, .. .,a&%), (3.7)

onde N = N; + N; é o nimero total de graus de liberdade da sub-estrutura. Como
s sub-estrutura poderd estar livre-livre, esta poderd ter N modos de corpo rigido. Os
autovetores normalizados formam a matriz modal

= @i by .. B
¢=| 7 oF A 38
éjl Pig v éjn’ ( )

Modos Normais com Interface Carregada

Modos normais com interface carregada sdo obtidos aumentando-se a massa
e/oun a rigidez da interface na equagdo (3.6) para obter, por exemplo,

ki kg L] THij ¢ [ _L 0
[ [’“;i ’%} | {mis_ (miﬁ&mﬁ)] ]{ b; } | { 0 } | (3_“_9)

onde Amj; € a matriz do carregamento na interface A matriz modal resultante tem a
forma dada na equacio {3.8).

Modos Estaticos de Restrigdo

Um modo de restricdo & definido impondo-se estaticamente um deslocamento
unitdrio sobre wma coordenada fisica e deslocamento zero no restante de um sub-sistema
das coordenadas fisicas da sub-estrutura. ) procedimento para obter os modos de restrigao
& equivalente & aplicacio de uma redugio de Guyan a todas as coordenadas interiores, isto
&, desprezando-se a massa na primeira linha da parti¢io da equagiio {3.1) e impondo-se
deslocamentos unitirios sucessivamente em todas as coordenadas da jungio teremos
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0 0 o, ki ki U, 0
[ma‘é mff}{ﬁf}+[ki' kﬁ”ﬂ:‘}:{fj}' (310)

Logo da primeira linha da partigio da equagio (3.10), obtém-se;

ki + kiju; = 0, (3.11)

donde:

U; = ~&;}1k@-u}-. (3.12)

Aplicando-se a transformagioe de coordenadas u = W u;, ou seja,

;g ~k ki
Lo )= ) o

ent&o a matriz dos modos de restricio é dada por:

P, = [ g’? } , {3.14)

onde ¥y = “k;;ik.gj.

Se a sub-estrutura for livre-livre, &, conterd N, modos de corpo rigido linear-
mente independentes,

Modos Estdtices de Juncio

Modos de juncdo s20 modos estaticos que podem ser usados para complementar
0s modos normals de uma sub-estrutura com interface livre. Um modo de juncao é definido
como a deflexao estética da sub-estrutura a qual resuita quando uma forga unitdria &
exercida sobre uma coordenada fisica enquanto o restante de um sub-sistema especifico
das coordenadas fisicas estd livre de forcas. Modos de jungdo serfo descritos primeiro para
sub-estruturas restringidas e em seguida para sub-estruturas livre-livre.

Modos de jun¢io para sub-estruturas resiringidas. Modos de juncio para uma
sub-estrutura restringida s80 obiidos resolvendo-se um problema de muiltipla deflexfo
estatica, onde
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Bl e
ki ki |1 ¥ 1 -

Definindo-se a matriz de flexibilidade g = k', Entao a matriz dos modos de juncio serio
as colunas da matriz de fexibilidade, ou seja

& 9:;
&, = = 2
{ Vi ] [ 95 ] (3.16)

Modos de jungfio para sub-estruturas livres. Para uma sub-estrutura livre devemos
restringir seus movimentos de corpo rigido através de um conjunto de R restrictes deter-
minadas estaticamente. Logo, os modos de juncéo relativos ss R restrighes sio definidos
por

ki ki Ry Py 0
ki ks ke Wi | =1 L (3.17)
kri k«rj krr Y Rr_',-

Da mesma forma gne no caso das sub-estruturas restringidas, os modos de juncio sio
sssencialmente colunas de uma matriz de fexibiliade:

¥y Gi;
Vo= | ¥y =1 g {3.18)
o 0

Nesta formulagio as coordenadas B podem ser quaisquer, desde gue restrinjam
os movimentos de corpo rigido da sub-estrutura, exceto aquelas onde as forgas unitérias

serfio aplicadas.

Modos de jungdo com alivio de inércia. Uma forma alternativa de definir modos de
juncao para uma sub-estrutura com liberdade de corpo rigido leva-nos acs modos de alivia
de inércia usados por McNeal [35] & Rubin [37]. Estes modos sio definidos, também,
aplicando-se uma forga nnitaria em cada coordenada do sistema, 1sto é

8
F= [ I, } (3.19)

Fstas forgas sfo aplicadas nas sub-estruiuras, cuja equacio do movimento &
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Mi+ Ku = F, (3.20}

onde w ¢ a matriz da soma dos deslocamentos de carpo rigido e flexivel, dada por

ﬁ:ur+uf« (3'21)

Como Ku, = 0, teremos

FEEMﬁf+KuI$F——MﬁT (322)

a qual define o sistema de forgas equilibradas aplicadas aos modos eldsticos. Os deslocas
mentos das coordenadas fisicas devido os deslocamentos das coordenadas generalizadag de
corpo rigido sdo dados por:

%, = ¥, p,. {3.23)

A equagio diferencial para os deslocamentos de corpo rigido devide as forcas externas F

&

[+N

M, p, =@l F (3.24}
onde
M, =wl My, (3.25)

Assim, das equagbes {3.22}, (3.23} e (3.24), teremos:

F.=F- MU M 'WIF=DPpP, {3.26)

ande

D=1-MpMIET {3.27)

As relagoes entre as forgas elasticas F, ¢ as forgas externas F estao restringidas
por tantas condiges de equilibrio quantos forem os graus de liberdade de corpo rigido N,
Logo quando N #£ 0, D serd uma matriz singular. Contudo, guando N = 0, D serd a
matziz identidade I, pols ndo haverd for¢as inerciais de corpo rigide. Indicando a matriz
de fHexibilidade do corpo restringido por G, 3 correspondente deflexio para este problema

"
BETZ



w = G F, = GDF. (3.28)

Este ¢ um problema estitico incomum em que a matriz de flexibilidade resul-
tante G € singular e em geral assimétrica. Qualquer coordenada que seja fixada para
evitar movimento de corpo rigido produzird uma correspondente linha nula na matriz de
rigidez e consequentemete em G, A deflexo resiringida v difere do deslocamenta de
corpo flexivel desjade, uy, por certos deslocamentos generalizados de corpo rigido p',, isto

o

)

uy =u-—-¥.p,. {3.29)

A exigéncia que wuy esteja livre de qualquer contribuigio de corpo rigido é
satisfeita determinando-se o p’, tal que u; seja ortogonal aos modos de corpe rigids, on
sejar

T .
M u-¥,p,] =0 {3.30)

Resalvendo. a equacdo (3.30) para 2/,, teremos:

.= MWW M. (3.31)

Substituindo-se a equagioe {3.31) na equagio {3.29), obtém-se;

up=ull - @MW M|, (3.32)

ande

= o M7 M) = DT (3.33)

Substitnindo-se a equacio {3.28) na eguacglo (3.32) obtém-se a mairiz de fexibilidade
elastica giméirica €&, onde:

uy = GF, G=D7G.D. (3.34)

Relembrando que o modo de jungio ¢ definido como a deflexdo estdtica da sub-estrutura,
teremas, o8 modos de juncgéo com alivio de inéreia dados por:

¥, = (D'G.D)F, (3.35)
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onde a matriz de flexibilidade restringida G, e as forqas externas F podem ser escritas na
forma particionada como:

g g5 O 0
Ge=| g5 g5 01; F=|TI;l|. {3.36)
¢ o ¢ )

Os modos de jungdo com alivio de inércia sio usados em vez dos modos de
Jungdo devido & sua formulacfio ser consistente com o métedo de superposicao modal em
aceleracio.

Modos de jungio com flexibilidade residual. Modos de juncio residual tém sido em-
pregados em diversos métodos de sintese modal, entre estes podemos destacar os Métodos
de Craig & Chang [38] e de Rubin [37]. Pode ser mostrado que a matriz de flexibilidade
eldstica da equagdo (3.34) pode ser escrita como

G =w 0 ot (3.37)

onde ¥, sdo os modos normals elisticos ortonormais. Separando os modos normais
elasticos em modos mantidos, D¢, e modos descartados, ¥y, a matriz de flexibilidade
eldstica serd dada por

G =0 Q0] + ¢, 07107 (3.38)

A matriz de flexibilidade residual é dada por;

Gy =V 02007 (3.39)

a qual pode ser obtida sem o conhecimento direto de ¥y e 1244, mas combinando-se as
puagdes {3.34), (3.38) e (3.39), para obter-se:

Gy = DTG D -w 07lel. {3.40)

Das equagdes (3.35) e (3.40) um mode de jungdo com alfvie de inéreia residual, ¥y, é
obtido, onde

W, = GuF (3.41)

Se a estrutura nae tiver modos de corpo rigido, I = [, logo a squacgdo {3.40) reduz-se

Para



Gy=G. - 20wl (3.42)

a qual & a mairiz de flexibilidade residual e as equagdes {3.41) e (3.42) podem entdo ser
cotsbinadas para dar os modos de juncdo residuais.,

3.2.3 Classificagio dos Métodos de Sintese Modal

Unia classificacio dos métodos de sintese modal de sub-estruturas estd haseada
nas condigbes impostas na interface entre uma sub-estrutura e as sub-estruturas adjacen-
tes quando da determinacio dos sens modos. Fstes podem ser Métodos com Interfuce
Frza, Métodos com Interfoce Livre € Métodos Hibridos dependendo se todas, nenhuma ou
algumas das coordenadas da interface, respectivamente, sio restringidas. Relacionados
com alguns métodos de interface livre existe uma classe que pode ser chamada de Meétodos
com Intesface Carregada [38]. Grande parte dos métodos de sintese existentes podem ser
descritos por uma formulagio bastante compreensiva e simples. As diferencas entre estes
métodos resuitam do uso dos diferentes tipos de modos (vide segio 3.2.2) que descre-
vem as coordenadas generalizadas das sub-estruturas e as diferentes formas de forcar a
compatibilidade das interfaces das mesmas. Desta forma é possivel mostrar nas seghes se-
guintes uma formulagio generalizada, usando o método dos multiplicadores de Lagrange,
da sintese modal de sub-estruturas para andlise dindmica.

Formulagio Generalizada de Sintese Modal para Vibragio Livre Sem Amorte-

cimento

Considere um sistema composto de duas sub-estruturas, o e f, as quais tem
uma interface comum. Os deslocamentos fisicos na interface estdo restringidos por

u = uf {3.43)

e as forcas pa interface estdo relacionadas por

o g .
i+ f; =0 (3.44)
A obtencdo das equagdes do movimento do sistema estario baseadas nas equacbes

do movimento de Lagrange com coeficientes indeterminados [44]. Usando as expressdes
para energia cinética e snergia potencial do sistema teremos

T = 1/2p7 pp = 1/25°Tu*p® + 1/ 20" P pP (3.45)
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£

Vo=1/2% kp = 1/2p°Tkop® 4 1/2p5TkPpf, {3.46)

ande

ﬂcr — Spa-Tmagpa’ &% = g;.rkaaspcx’ (347)

o mesmo valendo para pf ¢ k7 ¢ ainda:

Y I S I

Equagbes de restrigdo tals como a equaciio (3.38) podem ser escritas em termos
de coordenadas generalizadas p e combinadas para formar uma matriz de equagdes de

restricdo da forma

Cp =0, {3.49)

0 Lagrangiano para o sistema pode ser escrito como

L=T-V+elCp, (3.50)

onde o & um vetor dos multiplicadores de Lagrange. As equacghes do movimento do sistema
podem agora ser obtidas aplicando-se a equacio de Lagrange na forma

d 0L 8L
e il | = 22 = G, {3.51)
dt | 8¢, B,

onde , refere-se ou a p, ou 0, e {J; é a “forya generalizada®. Para o problema de vibragio
livre, as forgas sho exercidas somente nas interfaces dos componentes, assim:

W= (6ud)T FE+ (sul )T £l (3.52)
= (bu3YT(f2+ =0, (3.53)

onde as equaches (3.43) e {8.44) foram usadas. Como §W = @, §, = 0, substituindo-se as
equagdes {3.45], {3.46) e {3.50) na equacio {3.51) resulta:
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rp+rp=Cla. {3.54)

Iniroduzinde-se uma transformagdo linear da forma

p = 8¢, {3.55)

e particionando-se p em coordenadas dependentes, py, e coordenadas linearmente inde-
pendentes, py, e aplicando-se na equagio {3.49), teremos:

{ Cy Cg ] { Pa } =10 (3.56)

L}
onde Cyg ¢ uma matriz quadrada e ndo-singular, ¢ a equacio
~1
e} Pd ~C 1 Ca = -
p o] —— = S 3- f
{ 7 } [ I Pr=og (3.57)

define 5 e g. Das equagbes {3.56) e (3.57) é visto que UF = 0. As equacbes {3.54) e
{3.55) podem agora ser combinadas para dar

Mg+ Kq=87C"0, (3.58)

onde

M=58uS, K=5"ks, (3.59)

Visto gque 'S = 0, a equacdo {3.58) reduz-se a:
Mg+ Kg=190. {3.60}

3.2.4 Método de Sintese Modal de Martin & Ghlaim

O método de sintese modal utilizado neste trabalho foi originalmente proposio
por Martin & Ghlaim [20]. Baseado nas se¢fes anteriores poder-se-ia classificd-lo como
um método de sintese modal que utiliza os modos normals com interface livre. Con-
tudo, apresenta uma caracteristica diferente quanto 3 forma de forgar a compatibilidade
nas interfaces das sub-estruturas, a qual é obtida airavés de elementos discretos de rigi-
dey e amortecimento usados como nngdes entre as sub-esiruturas conectadas. Tal fato
caracieriza-o como um método em gque as interfaces das sub-estruturas nde sio redun-
tantes, permitindo assim, a caracterizagio das juntas mecdnicas, normalmente dificeis de
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serem modeladas. Esta evidéncia revelou-se como um fator bastante significative quando
da escolha deste método em detrimento de outros. A seguir apresenta-se uma visio tedrica
maig detalhada do método.

Desenvelvimento Tedrico

Considere dois componentes o ¢ f§ que sio conectados por molas e amortece-
dores como na Figura {3.2).

componente o componente

& A

Figura 3.2: Estrutura formada por dois componentes conectados por molas e amortecedo-
res.

(Cada componente tem massa, rigidez e amortecimento, logo, pode ser repre-
sentado por

Mi+Cu+Ku=f (3.61)

a equacio acima pode ser reduzida a um sistema de equaches de primeira ordem usando-se

y= { u } {3.62)
w

Assim, pode-se reescrever a equacdc {3.61) como:

& vetor de estado y, onde
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At N i T )

ou na forma compacta

Ay + By =gq. (3.64)

Para vibragdo livre g = 0 e a equacio (3.64) é dada por

Ay + By = 0. {3.65)

Assumindo-se uma solugio da forma

y = we, (3.66)

onde s ¢ um ndmero complexo ¢ 9 & um vetor modal de elementos complexos, obtém-se:

# = s%e® = sy, {3.67)

Substituindo-se as equa¢des (3.66) e {3.67) na equagio (3.65), obtém-se:

(sA+ BW =0, (3.68)

o gual € um problema de autovalor solivel pelos métodos padrdes, onde obiém-se os
autovalores s e 08 autovetores ¥ do componente. A matriz modal é dada por

T o ], {3.69)

a qual é ortogonal as matrizes 4 e B, donde segue-se que

&1 A = |a) (3.70)

v BY = |b]. (3.71)

Assim, as coordenadas fisicas y e u, podem ser representadas em termos das
courdenadas generalizadas, 2z, pela transformacio de coordenadas

y = ¥z, {3.72)



42
Substituinde-se na equagio (3.65) e pré-multiplicando-a por ¥7, obtém-se:

ar + bz =40. (3.73)

As equagfes sdo desacopladas, obtendo-se o sistema;

% + bz = 0. (3.74)

Assumindo-se uma solugdo da formas

&= Z,‘esi:, (3.75)

3 equagho {3.73) pode ser reescrita como:

(siais + bz = 0 (3.76)
¢ os antovalores podem ser expressos por;
bis

8 = g (3.77)

Torna-se conveniente normalizar a matriz modal:

L
3%

Q= {3.78)

A nova matriz modal normalizada corresponde a uma transformagiio diferente, ou seja,

y = dw {3.79)

Usando as condigOes de ortogonalidade das equagBes (3.70) e {3.71) pode-se escrever a
equagdo {3.63) como:

fir - [slw = 87, {3.80)

onde I & a matriz identidade e | ] ¢ a matriz diagonal com os elementos da equagao (3.77).

Asgsumindo-se duas sub-estruturas o ¢ § com n, e ng graus de liberdade,
respectivamente, a equagdo (3.80) pode ser escrita para ambas como:

J S G Wy 1 sa { Wy - @';‘z 0 G . (3.81)
0 Inﬁxng wﬁ G Sﬁ wﬁ B é"}; ‘Zﬁ .
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Considerando-se os componentes o e J ligados entre si por molas e amorte-
cedores, suas influéncias podem ser levadas em conta no termo ¢ da equagiio {3.80), ou
¢ i,

G = G + oy (3.82)

onde g, representa as forcas de conex@o entre as sub-estruturas:

_ Yo
Qa: - Q { yﬁ } H (3.83)

onde @ ¢ a matriz de conexdo cujos elementos sho uma combinacho dos coeficientes de
rigidez e amortecimento na conexio ¢ g, é o vetor das for¢as externas atuando sobre as
sub-estroburas o e 5. Assim,

(3.84)
fs

A equagho (3.88} pode agora ser reescrita como:

Ip + (-~ 8] + 7 Qo)w = #7q,. (3.85)

{} novo problema de autovalores para vibragdes livres da estrutura conectada serd:

(AI+NR=0, - {3.86) -

onde;

U=0"Qé - |s (3.37)

e a solu¢do produz os autovalores A, e os correspondentes auntovetores da matriz modal:

R=[R R, ..|. (3.88)

Para expressar os modos da estrufura conectada em iermos do sistema de
coordenadas de cada sub-estrutura, ¥, € Y4, € necessirio aplicar a transformagio

B=®R {3.89)
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Deve ser observado que a matriz ¥ na equacio {3.86) poderd ser assimétrica
NOS Cas0s em que as conexdes entre as sub-estruturas propiciarem a ndo simetria da matriz
de conexdo Q. Assim, as condigSes de ortogonalidade devem ser expressas em termos dos
autovetores & diveita e & esquerda [42], Os autovetores & direita s3o obtidos da equacho
(3.86) e representam os modos. Os autovetores § esquerda sio obtidos da problema trans-
posto, oun sela,

(AI+UNL =1 {3.90)

e podem ser inferpretados como coeficientes de influencia das forcas externas. De forma
analoga a equacdo {3.89), é possivel expressar os autovetores & esquerda em termos das
coordenadas g, e yp

L =®L. (3.91)

(s antovetores & direita e & esquerda podem ser normalizados de forma gue:

L'R=1, (3.92)
UR = |X]. (3.93)

Substitiimdo-se a transformacio de coordenadas

w= Rz {3.94)

na equagio {3.85) e pre-multipicando-se por L7, obtém-se:

i+ Nz=LT¢7q.. {3.95)

Aplicando-se a transformada de Fourier em ambos os lados da equacio {3.95}, obtém-se:

lwf + A1 Z = Pe?q,, (3.96)

F F . F . . .
onder=+/~1,2 & Z g, & Q. e z i wi sio as respectivas transformadas de Fourier.
F F -
Transformado-se 05 velores de estado y & ¥ e w & W, a transformacio de coordenadas
também se aplica as suas transformadas, isto &,

Y = W = $RZ (3.97)

Visto que a matriz [af + {A]] € dingonal pode-se reescrever a equagio (3.96) come:
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Z = [_5_-;“ L'o%qg, . {3.98)

Substituindo-se a equagho {3.98) na equaciio (3.97) e das equagdes (3.89) e (3.91) obtém-se;

Y =R [wi ;\] i"q, (3.99)

A fungéo de resposta em freqiiéncia (FRF) entre a forga de excitacio no grau
de liberdade (GDL) 7, {Q, };, e a resposta em deslocamento no GDL {, Y}, serd dada por:

Ingt+ing 7 =
R Ly,
Hi{w)y= S (3.100)

A eguacgio (3.100) requer modos complexos cuja dimensio é duas vezes o
nimerc de GDL’s (deslocamentos e velocidades). Contudo, o modelo de MEF das sub-
estruturas produzird uvsualmente, modos reais. Eventualmente, pode-se querer introduzir
coeficientes de amortecimento modal o gue implica em obter-se um modelo com amorte-
cimento proporcional. A fim de sebrepor estes problemas desenvolveu-se uma formulagio
adequada para poder-se usar os modos reals em modos complexos incluinde amorteci-
mento. Psta formulagio serd desenvolvida no capitulo a seguir,



Capitulo 4

Aplicagao de Modos Normais em
Formulagao de Modos Complexos

4.1 Introducao

Devido ac métedo de sub-estruturagio dindmica {vide Capitule 3) ter sido for-
mulado para o caso geral de amortecimento viscoso nfo-proporcional, tornou-se pertinente
desenvolver uma formulaglo alternativa que permitisse a utilizagio do método, também
nos casos nao amortecidos e nos casos com amortecimento proporcional, sem que se fizesse
necessario alterar a formulagdo jé existente e, consequentemente, os ¢ddigos computacio-
nais implementados. Tal faio conduz a uma guestdo que vem sendo discutida por vérios
autores {45, 46, 47|, que & a correta interpretagds fisica dos conceitos de modos normails
{reais} e de modos complexos. Neste caso em particular, procura-se aplicar os modos
normais em uma fornmulagio-de - modos. complexos. ...

4.2 Formulacao do Modelo com Modos Complexos

Um modelo com modos complexos presume amortecimenio e, desta forma,
senoides com decaimento exponencial sio obtidas na resposta caracteristica do modelo,
Fsta pode ser investigada sem perda de generalidade assumindo-se a influencia de apenas
urm modo. A solugdo procurada sera da forma:

¥ = BT, e cos(,1) — ST, Y™ sin(0,1), (4.1)

onde oy =Sy e L mw/l~fPer=1,..., N,



47

Observa-se que esta formulagio descreve uma fungo de valor real no tempo

e no espago, a qual é a soma de duas formas vibrantes com decaimento no tempo, em
quadratura de fase e na mesma freqiidncia. Agrupando os dois vetores modais em um par

de vetores complexos conjugados, a mesma fungio no tempo pode ser expressa em termos
de exponenciais complexas;

y = 1/2{R(F,) +13(2,) )7 H9) L 2R, ) - 1S(W, ) el or—ifr) (4.2)

a qual pode ser abreviada como
y = 1/2{ & ePrt 4 @ret), (4.3)
Pode-se observar das equagbes {4.2) e {4.3) que cada solucio é a soma de dois

termos complexos conjugados, A solugio amortecida da equagio (4.1) é uma solucio
vélida de:

Mi+Cu+ Ku = §, (4.4

contudo, 0 método de solugdo requer que a equagio {4.4) seja reformulada em
termos de vetores de estado [48], ou seja,

Aj+ By =g, (4.5

ou na forma estendida,

o e we

A solucio desta equacdo é determinada em concordanda com:

SHet
. . eAt _
el A

. . g At
. U S FA A A 0O e .



onde
A= diag{AliAZ:” ‘sAN}

V= [@11‘1,23-'*':‘;-’4’\’]

substituindo-se as equagbes (4.7), (4.8) e (4.9) na equacio {4.6), obtém se:
0 M vA w4 [ A 0 ][ M
1/2 ., 34+
M C v e 0 A ] A%t
~M o]  [oA wra]l{ eM 0
simplificando e rearranjando a equacio (4.10), obtém-se;

FA TTA" A 0| | -MWC -MTK TA T*A" .
W o 0 A* I o Y A (4.11)

ou de forma compacta

©A =GO, (4.12)

onde

A A A 0
@ = M = :
[ 'J_}' . !I;* . } H [ 0 4’1‘ ] e (415)

Assim, a equacdo (4.12) apresenta um problema de autovalor/vetor o gual
pode ser resolvido por algum dos algeritmos conhecidos. Na esséacla, transformaram-se
N equacdes diferencials de segunda ordem para um conjunto de 2N equacdes de primeira
ordem. Contudo, observa-se realmente nm anmento de 8 vezes na dimensdo da solucio, on
seja, buscam-se 2N auntovetores cada um de comprimento 2N onde cada um é formado por

ot

dois elementos, um real e um imagindrio. Os 2N autovalores associados, A, sfo pares de
polos complexos conjugados, isto é, solucbes de polos de frequencia positiva e negativa sao
encontradas. A componente imagiaria de cada pole, .., € a Treqiiénela natural amortecida
& a componente real, o,, ¢ igual & metade da largura da banda do modo.

A matriz modal @ representa a iransformacgio entre as coordenadas modals
{isicas do sistema, especificamonte:
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()2}

Aplicando-se a equacdo {4.14) sobre a equacio (4.5} obtém-se a transformacio
congruente

T A0p + ®TBOp = @Tp, (4.15)

Abrindo as matrizes da equagio {4.15), obtém-se:
ApT  @? ¢ MiiwvA A" P
el gH . .+
e M C ¥ ¥ b

ApT @t T - @A At fpl o *
AgH gH o o p Yo’ (4.16}

iogo, teremos:

2APTMT + 2T CP (A+ AWMy +oTow P .
(A+ AW ME L eiow Ao Mo L 98 Cpr P

AN TR + TEYD —AAFTME + TR B 0 .
w gy B §id w2 B * H - = » {4.17)
AT MO s PP RE A M P R 0 -

de onde obtém-se as seguintes equacdes de ortogonalidade:

(A4+ A WTAME +¢TCP" =0
(A+ AWHMY L PHCw =0
~AATT M L T RKP* = 0

~ AT MY P RE =0

(4.18)

-
Como cada um dos Ay = wp{ & — z\/l — £2), onder = 1,..., N, substituindo-
se nas equacdes {4.18), obfém-se:

~Z T MO 4 FT 0T = 0

O LMY, L eF O, =0
s T MET + OTKY =0
w2 MY, PR, =

(4.19)




a0

das guals obtém-se:

T 5

. {4.20}
@ @ Kg“r
[ el “—‘%—'—'“—-w =
r ¥, My,
nestas expressbes my,, ky e ¢, podem ser descritos como parimetros de massa, rigidez e
amortecimento modal, embora o significado seja ligeiramente diferente dagquele usado em

GUires Casos.

i

A

a

Retornando & equagdo {4.17) e impondo as condigdes de ortogonalidade, ohtém-
s

o 2ATH ME* 4 wHOP

~ AT MY + 9T K 0 pl_Jfo
o _A*?‘@HMSE’* + g,HI{,:p* p - 0 : (4‘21)

ou, de forma compacta

[ 24T M + T Cw 0 J { ) }+
P

ap+bp=0 (4.22)

onde @, e b, gio matrizes diagonais.

4.3 Modos Normais em Formulacgido de Modos Complexos

Conhecendo-se a equagho (4.21) para o caso geral de vibragles com amorte-
cimento visceso, pode-se aplicar sobre a mesma as condigbes de ortogonalidade para os
casos de uin sistema ndo-amortecido e com amortecimentoe proporcional.

Iniciando-se com um sistema nio-amortecido, tém-se C = 0 e as condicdes de
ortogonalidade das matrizes, on seja,

ST AID = m
S RS = m” )
STKS = {4.23)

e e = b,
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onde:

m = diag{my, my, .., My}
ko= diﬂg{k;,ka,.“,k}v}

substituindo-se as equagbes {4.23) na equagio {4.21), obtém-se:

2Am 0 P k- A*m 0 P 0
R LN L W L S Rt

Na formulacie com modos complexos ¥ = & 419, onde P é a matriz dos
modos reais. Substituindo-se este valor na equacho {4.23), obtém-se: '

(@ + 3V M(P +18) = m. (4.25)
Simplificando, obtém-se:

m = 267 M@, (4.26)

loga,

m =12, (4.27)

onde, & = & MP. Usando-se a noi-nalizagio de massa unitdria, obtém-se da equagio
{4.22)

24m =1
. 4.2
2A4Tm" =1 (4.28)
Novarnente cada um dos A, = —§ruy T/ 1 — £ onde 7= 1,... N. Mas
neste caso & = 0, assim A, = —w,. Logo da equagio (4.28) obtém-se:
m, = R {4.29}
Bl QAT-E L
substitnindo-se . e A, na equagio (4.28}, obténi-se:
120, = L (4.30)
I ]

logo,
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i

ar= o | (4.31)

Analogamente & obtencio da equagio {(4.27), pode-se mostrar que 7 K@ =
k=128, Logo, do segundo termo da equagio (4.24), obtém-se:

k— A*m =128 - A%2a. (4.32)
onde
a = dieg{og, 09,...,an}

B3 = dieg{$, B, ..., PN}

Mas,
k. ”
— wr - g—— (4»33)
(LS X
Asgsim,
ky = Xim, = 200,70 — 120, A% {4.54)

Simplificando e rearranjandc os termos da eguagio {4.34), abtém-se:

k, — Xfm, = e, = X", {4.35}

No caso do amortecimento proporcional, mantém-se as equagdes {4.23) juntas
com mals duas equaghes devido ao amortecimento, on seja,

T CP = ¢

HCP" = o~ (4.35)

wndde
c = diagley, e2,.. ., 05}

Substituindo as equagdes (4.23) e (4.36) na equacio (4.21), obtém-se:

24Am +e 0 P k- A*m 0 pl _J 0
a SAYT + P 0 k* — A mt p{ 1ol

(1.37)
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Novamente, vsando a normalizacio de massa unitdria , obtém-se:

Am+e=1
2AMM® + ¢* = 1. {(4.38)

Neste caso, como cada um dos e, = 26, mu0, ¢ A, = £ w0, + 1w/l - £.2
obtém-se:

2m €,y = w1~ £,7) + 2, My, = 1. (4.39)

Simplificando e rearranjando, obiém-se;

H
e 4.40
wef1-¢,° (4:40)

Contudo, substitnindo-se m, da equagio (4.27) na equagio (4.40), obtém-se:

m, =

3
donf1~ €%

Desta forma torna-se possivel usar 0s modos reais em uma formulagio de modos

Xy =

(4.41)

cotaplexos obedecendo-se as devidas normalizagdes,; ou seja, normalizando ¥, = @, + 1d,
Lo

T MP, = 3o (n@v-amortecido) {4.42)
& T MP, = {amortecimento proporcional) (4.43)
dwr\/;‘msr?. e

Conforme fol visto no Capitulo 3, a equagio para obtencdo da fungio de res-
posta em freqiiéncia (FRF) entre a forga de excitacdo no grau de liberdade (GDL) 7,
{7, };, e a resposta em deslocamento ne GDL 4, Y, 2 dada por:

Frgting 7
L e
mi = 35
r=}

Tal equagdo reguer modos complexos cnja dimensao é duas vezes o nimero de
GDL%s devido a formulacdo de estado. Entrefanto, o modelo dos programas de MEY



54

(ANSYS e COSMOSM) usados para obtencio dos parametros modais (A, e ¥,,r =
1,...,n}de cada sub-estrutura produzirio apenas modos reais. Em alguns casos, também,
deseja-se obter um modelo com amortecimento proporcional através da introdugio de coefi-
cientes de amortecimento modal{£,,r = 1,...,n}. Devido a tais fatos e para evitar-se cons-
tantes alteragGes nos codigos computacionais, converte-se os modos reais em modos com-
plexos podendo-se incluir amortecimento também. Esta conversio é feita normalizando-se
os modos reals obtidos do programa de MEF conforme as equagdes (4.42) e {4.43). Se os
modos reais obtidos por MEF tiverem normalizacio de massa unitdria, isto é :

ETME, =1, {4.44)

os modos normalizados corplexos de cada sub-estrutura serdo obtidos por &, = &, 42,
onde cada @, é dado por:

P, = %:, {ndo-amortecido) {4.45)
@ . .
$, = et {amortecimento i
r \/ \/______; { proporcional} (4.46)
4w/ 1-£
desta forma monta-se a2 matriz modal complexa da sub-estrutura como:
T gt drtidr ... fatida |- (4.47)

Foi mostrado na equagie {4.12) que a matriz modal complexa com ordem
dobrada da sub-estrutura pode ser montada como:

vaA WA
2 = .

& a matriz dos autovalores com ordem dobrada da suh-estratura como:

. fa o
A= [ ) A*}_ (4.49)

Este procedimento deve ser aplicado a cada sub-estrutura antes de iniclar-se o
processo de sintese dos modos dos componentes amortecida.



Capitulo 5

Analise dos Resultados

5.1 Introducao

Este capitulo apresenta os resultados obtidos com a aplicagio dos métodos
anteriormente descritos {Capitulos 2 e 3} e usados para o ajuste de modelios de EF através
da identificagdo dos pardmetros das juntas. Trés exemplos de modelos diferentes foram
simulados. Procurou-se, em cada um destes; a validagio dos métodos e a andlise dos
procedimentos de ajuste dos modelos. As simulacdes foram feitas nsando-se am modelo
referido como pseudo-experimental, cujas FREs foram caluladas analiticamente e poluidas
com a adigdo de um ruido de tipo Gausgianoe. Este ruido é obtide multiplicando-se um
sinal Ganssianc com média nnla e desvio padrio unitério pelo valor percentual desejado
do valor médio quadrdfico da FRF {que ¢ igual ac valor médio quadrdtico da funcio
resposta ao impulse correspondente). Os procedimentos de ajuste dos modelos para cada

problema exemplo foram realizados variando-se as falxas de fregiidncia, pontos deexcitagio -

e resposta e o3 niveis de ruido aplicados s FRF's pseudo-experimentais. Neste capitulo
inclui-se, também, os resuliados obtidos com a aplicagdo destes métodos a um problema
experimental de uma estrntura consistinde de duas vigas de ago conectadas por duas
junias de elastGmereo.

5.2 Sistema Massa-Moeola- Amortecedor

O primeire problema exemplo apresentado consiste de um sistema de massas
soncentradas composte por massas, maolas € amoriecedores, onde as juntas sdn caracte-
rizadas por molas e amortecedores [21]. Tais elementos foram arranjados conforme esta
mostrado na figura 5.1. Este problema exemplo é o mesmo apresentado em {20} com
algumas alteracbes nos valores dos pardmetros do sistema. Tals alteragfes tornaram-se
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necessarias devido a um mal condicionamento do problems original, onde o surgimento de
dois autovalores reais perturbavam o cdlenlo da FRF. A tabela 5.1 mostra os valores dos
parimetros do sistema usados neste modelo, em referdncia & figura 5.1,

sub-estrutura o junta , sub-estrutura B
e edes =
‘s “q4
e N IR S | S
k 1 T2 FAAMA 4 LA~ k. Lo
b k s =
m k 4 -AAA/
1 m3 mal 8, cxlm o
ANV ANA 7 5 6 §
4 | O e FO—
1 2 SAAA AN
k 4 ks

Figura 5.1: Sub-estruturas e juntas do primeiro problema exemplo.

elemento HEREEY rigidez amortecinento

kgl | [N/m] [N.s/m]

my = 10| &y = 10,000 ;=3

subeestrutura o | mqg = 10 { &y = 20.000 €p = 5
myg = 10 | ks = 10.000 -

_ myg = 10 | kg = 15.000 ¢4 = 3

sub-estrutura 3 | me = 10 | ks = 16.000 eg == T
mg = 10 | ks = 20.000 -

junta - kr = 20.000 cr = 12,5
- kg = 12.000 eg = 10

Tabela 5.1: Valores dos pardmetros do primeiro exerplo.

A fim de validar o método de Sintese dos Modos dos Componentes Amorte-
cidos {DOMS), as fungbes de resposta em fregiiéncia {FRF) obtidas através deste foram
comparadas com as FRF' obtidas usando-se os dados modais do modelo completo. Am-
bas FRIs forma calculadas usando-se todos os modos do sistemna. As figuras 5.2, 5.3,
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5.4 e a tabela 5.2 mostram uma comparagio destes resultados, onde pode-se observar
gue o método de DCMS produz resultados iguais para as FRF’s quanto os obtidos dos
autovalores do sitema.

DOMS.

dB ref=3,19E-10 [m/N]
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Figara 5.2: Compara¢ao das FRF’s Hgg obtidas pelo cdlculo do modelo completo e por
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Figura 5.3: Comparagio das FRY’s H, 5 obiidas pelo cdleuio do modelo completo e por
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Figura 5.4: Compara¢do das FR¥F's Hya obtidas pelo cdlculo do modelo completo e por

fregiidncia amplitude {m/N]

{rad/s] modelo completo DOMS
0.0 4.3333334421218D-05 | 4.33333320885541)-05
10.1 5.2871466518030D-05 | 5.2871464861844D-05
20.2 8.08709207877751-05 | 6.9870927509858D-05
30.3 2.577809712654513-05 | 2.5778585694888D-05
40.4 2.29686308803151-05 | 2.20686247288311-05
535 | 90.4001791556258D-05 1 9.4003 787449724 D-05 -
60.6 2.4216332152588D-05 | 2.4215333121257D-05
70.7 2.530760711728RD-04 | 2.5307607446405D-04
80.8 5.2412684242141D-05 | 5.24126843908%0D-05
90.9 3.4534202808172D-05 | 3.4554202092865D-05
100.0 2.0085788613331D-05 | 2.00857886567591)-05

Tabela 5.2: Comparacio de alguns valores das amplitudes das FRE's Hgg obtidas pelo
calenlo do modelo completo e por DUMS.

Para mostrar o uso do método de ajuste, estimaram-se os pardmetros da junta
do modele mostrado na figura 5.1 {ky, ks, ¢z @ ¢g) através do ajuste das curvas {analitica
# psendo-experimental} de uma das FRF’s do sistema, neste caso, a FRY Hge {excitagdo
na massa mg e resposta na massa mg). A figura 5.5 mostra nma simulacéo feita com




nma PRI do modelo completo com 1% de ruido e a FRF calculada por DCMS usando
valores iniciais arbitrrios para os pardmetros de rigidez e amortecimento da, junta. Apds
algumas iteragbes do processo de busca automatizado, os testes de convergéneia do ajuste
das curvas 580 satisfeitos e uma estimacio dos parametros da Junia é obtida.

140 . . : ;

modelo pseudo experimental ¢
130 r calculado ¢/ val. iniciais - s
modelo ajustado —

Z. 120
8
o 110
o
§ 100
A 90 |
2 80
70
60 i I ] ]

¢ 20 40 60 80 106
Freguencia [rad/s]

Figura 5.5: FRF's Hgg do primeiro problema exemplo obtidas com medelo completo
com 1% de ruide, calculada com valores inicials dos pardmetros ¢ previsia com modelo
ajustado.

As tabelas 5.3 a 5.6 mostram a comparagdo entre os valores exatos, os valores
inicials arbitrdrios e os valores dos pardmetros estimados com seus erros estimados € em
relagdo ap valores exatos, para diferentes faixas de freqiiéncia, com e sem ruido, para a
FRY Hpe e para a FRF Hyj, com 1 % de rufda.

{¥s erros estimados sdo obiidos de maneira aproximada na forma do desvio
padrdo vormalizade dos valores dos pardmetros assumindo-se uma distribuicio normal
como proposto por [19], a partir dos valores singulares da matriz d- sensibilidade e do erro
guadratico total do ajuste da curva {vide equagio 2.55).



Pardmetro |  Valor Valor Valor Emro Erro
da Junta | Inicial Exate | Estimado | [%] | Estimado[%]
kr [N/m] | 3,06+04 | 2,0E404 | 2,081E404 | 4,0 0.7
ks [N/m] | 3.0BE+04 | 1,2E404 | 1,220E404 | 1,7 0,6
ey [N.s/m] 30,0 12,5 15,25 22,0 15,1
s IN.s/m} | 30,0 10,0 11,48 | 148 12,1

G0

Tabela 5.3: Resultados da estimagdo dos parfmetros das juntas do primeiro problema
exemplo usando & FREF He g com 300 pontos na faixa de fregiiéncia de 0 - 100 [rad/s] sem

ruide.

Pardmetro | Valor Valor Valor Erro Erro

da Junta | Inicial Exato | Estimado | [%] | Estimado[%]
k7 [N/m] | 3,0E+04 | 2,0E104 | 2,002E404 | 01 14

ks (N/m] | 3,0BE404 | 1,2E4+04 | 1,241E404 | 34 1.3
er [N.s/m]| 30,0 12,5 837 330 57,8
eg |N.s/m] 30,0 10,0 4,98 6,2 35,6

Tabela 5.4: Resultados da estimacio dos par@metros das juntas do primeiro problema
exemplo usando a FRF Hge com 300 pontos na faixa de freqiiéncia de 0 - 100 [rad/s] com
1% de ruido.

Pardmeire | Valor Valor Valor Frro Erro

da Junta nicial Exato | Estimado | [%] | Estimado|%]
kv [N/m] | 30E+04 | 2,0E+04 | 2,144E+04 | 7,2 16,7

kg [N/m] | 3,0E4+04 | 1,2E404 | 1,17T3E+04 | 2.3 7.9

er [N.g/m] 30,0 12,5 3140 -4 -

cs [N.s/m)] 30,0 10,0 16,7 - 67,8

“Frros majores gque 100%.

Tabela 5.5: Resultados da estimacio dos pardmetros das juntas do primeiro problema
pxemplo usando a FRF Hgg com 300 pontos na faixa de freqiiéncia de 0 - 45 [rad/s] com
1% de ruido.
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Parametro | Valor Valor Valor Erro Erro
da Junta | Inicial Exate | Estimade | [%] | Estimado[%]
ky [N/m] | 3,0B4+04 | 2,0E+04 | 1,855E4+04 1 7,2 3,2
kg [N/m] | 30E+04 | 12B4+04 | 1,248B4+04 | 4,0 -8
o7 [N.s/m] 30.0 12,5 289 - 35,0
e [N.s/m] 30,0 10,0 10,7 7,0 73,2

“¥rros maiores que 100%.

Tabela 5.6: Resultados da estimacdo dos par@metros das juntas do primeiro problema
exemplo “sando a FRF Hs 5 com 300 pontos na faixa de freqiiéncia de 0 - 100 [rad/s} com
1% de ruido.

(s resnltados apreseniados mostram gue para um sistema do tipo massa-mola-
amortecedor o uso do método de DCMS é consistente e provavelmente pode ser estendido
para estruburas malores e mais complexas. Pode-se observar da figura 5.5 que as FRF's
calenladas por DCMS exibem distorgtes guande comparadas com as FRF's calculadas
com o modelo completo, mas como estas sao pequenas torna-se possivel ajustar as FRF’s
“medidas” com as obtidas por DUMS. Os resultados das tabelas 5.3 a 5.6 mostram que
o8 erros enire valor exato e estimado da rigidez das juntas (ky e kg) sio inferiores a
10% independentemente das variagbes aplicadas em cada caso. J4 os mesmos erros para
o amortecimento {¢y e ¢g) apresentam valores bastante dispares, podendo-se obter em
alpuns rasos valores estimados com erros acima de 100%. Um resultado similar pode
ser observado no caso dog erros estimados, & excecio dos casos das tabelas 5.5 ¢ 5.8,
onde ¢ erro estimado de uma rigidez apresenta valores acima de 10% e acima de 100%,

respectivamente. Tais evidéncias mostram gue, de forma geral, para este tipo de modelo -

o método consegue obter um bom ajuste entre as FRITs “medidas” e calculadas, com
pequenos erros nas estimativas dos valores da rigidez das juntas, mas com variagdes muito
grandss na estimativa dos valores de amortecimento, em fung@o das variaghes da faixa de
freqiiéncia, do ponto de excita¢io/resposta da FRF ¢ do nivel de ruido aplicade avs dados
“medidos”,

5.3 Sistema com Vigas Engastada-Livres Usando Elemen-
tos Finitos

Nesta secdo apresenta-se o segundo problema exemplo, o qual consiste de duas
vigas engastada-livre onde cada uma destas foi modelada com 8 elementos finitos do tipo
viga Timoshenko no plane [49]. As vigas foram interligadas entre si por juntas modeladas
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Figura 5.6: Sub-estruturas e juntas do segundo problema exemplo.

por molas lineares. A figura 5.6 mostra a montagem e & discretizagic do sistema.

42

Usando-se o programa COSMOSM [50] procedeu-se a uma andlise do antopro-
blema para cada sub-estrutura extraindo-se pelo método da Iteragio no Subespaco [51]

a5 1% primeiras freqiiéncias naturais e suas correspondentes formas dos modos. Para o

usados neste modelo,

Descrigao Valor
Area da seco das vigas As = 20 x 5 [ram?]
Ag = 15 x 10 fram?]
Médulo de Young E =207E + 11 [{N/m?

Comprimento das vigas ! = 400 [mm)]
Densidade p = T.80E + 03 [kg/m7]
Coeficiente de Poissan v=I03

Rigidez das juntas ky = 6,0E + 05 [N/m]
ko = 1,0 + 05 {N/m]

célenlo do DOMS a base modal foi truncada usando-se os 7 {sete) primeiros modos para a
sub-estrutura e e os 5 (cinco) primeiros modos para a sub-estrutura §. Entretanto, para
o calculo das FR¥’s psendo-experimentals, usou-se a base modal completa do modelo de
slementos finitos da estrutura como umn todo, ou seja, o modelo caleulado com as duas
vigas conectadas entre si por duas molas {0 Apendice A mostra as formas dos 8 primeiros
modos deste sistema) . A tabela 5.7 mostra os valores dos pardmetros fisicos do sistema

Tabels 5.7: Valores dos pardmetros fisicos do segundo exemplo usados na anilise de EF
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A figura 5.7 mostra uma comparagio da FRF Hgg obtida com o modelo com-
pleto calenlade por elementos finitos com a mesma FRF obtida por DUMS com 8 base mo-
dal de cada sub-estrutura truncada. Tal figura mosira que os resultados obtidos maniém-ge
oo uma boa concordéncia,

120 . ‘ ! i |
modelo MEF
modelo DCMS -~ -
¢ -
@i
é

dB ref=3.76E-09 [m/N]

S
i

_20 ! 1 3 I h]
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

Frequencia [rad/s]

Figura 5.7: Comparagio das FRF’s Hg s obtidas pelo cdleulo por E.F. do modelo completo
¢ por DOMSE com truncamento dos modos das sub-estruturas.

A fim de mostrar o uso do método de ajuste com modelos de elementos finitos,
estimaram-se os parametros da junta do modelo mostrado na figura 5.6 {k e ky) através
do ajuste das curvas (analftica e psendo-experimental) de uma das FRI’s do sistema,
neste caso, a FRY Hgg {excitacdo no né 6 e resposta no mesmo nd). A figura 5.8 mostra
uma simulacio feita com uvma FRF psendo-experimental com 1 % de ruido ¢ a FRF
valenlada por DCMS com base modal truncada e usando valores iniciais arbitrdrios para
os parametros de rigidez da junta. Apds o procedimento normal ja descrito no casc
do problema exemple anterior, a estimaco dos pardmetros da junta é obtida ¢ & corva

ajustada.
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Figura 5.8: FRF's Hgg do segundo problema exemplo obtidas com modelo pseudo-
experimental com 1 % de ruido, prevista com valores inicials dos parimetros e prevista
com o modelo ajustado.

As tabelas 5.8 a 5.12 mostram os valores iniciais arbitririos, os valores dos
parmetros estimados e 0s erros estimados comparados com valores e erros exatos, para

diferentes faixas de freqiiéncia, com e sem ruido, para a FRF Hgg e para a FRE Hgg, com ...

1 % de ruide.

Pardmetro | Valor Valor Yalor Frro Erro

da Junta | Imicial Exato | Estimado | {%] | Estimado{%]
ky [N/m] | 3,0E405 | 6,0E405 | 5,92E4+05 | 1,29 0,47

ke {N/m] | 0,E+05 1 1,0E4+05 | 1,00E+05 | 0,10 0,14

Tabela 5.8: Resultados da estimacio dos pardmetros das juntas do segundo problema
exemple wsando a FRF Hgg com 300 pontos na faixa de freqiiéncia de 0 - 3000 [rad/s]

sem ruido.



Parimetro | Valor Valor Valor Erro Erro
da Junta | Inicial Exato | Estimado | {%)] | Estimado[%]
ky [N/m] | 3,0E+05 | 6,0E+05 | 5,97E+05 | 0,47 1,67
ky [N/m] | 0,5E4+05 | 1,0E+05 | 0,99E405 | 0,99 0,47

Tabela 5.9; Resultados da estimagio dos pardmetros das juntas do segundo problema
exemplo usando & FRF Hgg com 300 pontos na faixa de freqiiéncia de 0 - 3000 [rad/s]
com 1% de rufdo.

Parametro | Valor Valor Valor Erro Erro

da Junta | Inicial Exato | Estimado | [%] | Estimado[%]
By [W/m] | 3,0E+05 | 6,0E+05 | 1R,50E4+05 | -© *»

ky [N/m] | 0,53E+05 | 1,0E405 | 0,54E4+05 | 46,0 -

“Erros malores que 166%.
"Lrros maiores gue 1000%.

Tabela 5.10: Resultados da estimagéo dos pardmetros das juntas do segunde problema
exemplo usando a FRF Hg ¢ com 300 pontos na faixa de freqiiéncia de 1000 - 2000 [rad/s]
com 1% de ruido.

Pardmetro | Valor Valor Valor Erro Erro
da Junta | Inicial Exato | Estimado | [%] | Estimado[%)]
ks [N/m} | 3,0E+05 | 6,0E+05 | 5.01E405 | 155 | . 1,14 _
ky [N/m] | 0,5E405 | 1,0E405 | 1,01E405 | 0,70 0,53

Tabela 5.11: Resultados da estimacio dos pardmetros das juntas do segundo problema
exemplo usando a FRF Hgp com 300 pontos na faixa de fregiiéneia de 0 - 2000 [rad/s]
core 1% de ruido.
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Pardmetro | Valor Valor Valor Erro Erro
da Junta | Inicial | Exato | Estimado | [%] | Estimado[%]
ky [N/m] | 3,0E+05 | 6,0E405 | 2,22E4+05 | 63,0 3,21
ke [N/m] { 0,5E+05 | 10E4+05 | 1,10E405 | 9,60 0,89

Tabela 5.12: Resultados da estimagfo dos pardmetros das juntas do segundo problema
exermplo usando a FRF Hog com 300 portos na faixa de freqiiéncia de 0 - 1500 {rad/s]
eom 1% de ruido.

Dos resuliados acima pode-se observar que, para um sistema composio de sub-
estruturas de massa e rigidez distribuidas conectadas por molas e com pardmetros modais
calcutados por MEF, o uso do métado de DUMS, também £ consistente e provavelmente
pode ser estendido ainda a estruturas maiores ¢ mals complexas. Da figura 5.8 ohserva-se
um bom ajuste entre as FRF's do modelo psendo-experimental com aguela do modelo
ajustado com os pardmetros das Juntas estimados. Os resultados das tabelas 5.8 a 5.12
mostram que os erros entre valor exato e estimado e os erros estimados da rigidez das
juntas {ky e ko) sdo inferiores a 2 ¥ nagueles casos onde a faixa de {fregiiéncia era de
nrdem superior on igual a 2000 rad/s, ja para uma faixa de freqiigncia da ordem de 1000
rad /s apresentam valores dos erros entre valor exato e estimado acima de 100% e erros
estimados bem acima de 1000%. Um resultado similar pode ser observado no caso da
tabela 5.12, onde o erro entre valor exato e estimado de uma rigidez apresenta valores
acima de 50% em uma faixa de freqiiéncia inferior a 2000 rad/s e em outro ponto de
excitagdo/resposta da FRF. Este resultados indicam que, em geral, para este tipo de
maodelo o método consegue obter urn bom ajuste entre as FRIF's “medidas” e calculadas
e que erros muito pequenos nas estimativas dos valores da rigidez. das juntas podem ser
obtidos com nma escotha adequada da faixa de freqiiénceia e do ponto de excitagdo/resposta
da FRF escolhida,

E sabido que o principal objetivo das técnica de ajuste de modelos é refinar o
modele analitico que representa a estrutura em estudo. Portanto, este terd de reproduzir as
propriedades modais e FRF's em qualquer ponto do modelo, tenha sido ele medido ou néo.
Baseado neste fato é possivel validar um modelo ajustado por uma FRY medida, usando-
se os parametros das juntas identificados para caleular uma outra FRY e compara-la com
s mesma FRF medida, caso estas apresentem um bom ajuste entre as curvas calculada.
¢ medida significa que os parfmetros identificados reproduzem as propriedades esperadas
em putro ponto do modelo. Assim, a validagie do modelo ajustado neste exemplo pode ser
verificada através da figura 5.9, 2 qual mostra uma boa concordancia na comparacio das
cirvas psendo-experimental e analitica da FRE Hy g4, sendo que a analitica o caleunlada
nsando-se o8 valores dos pardmeiros das juntas identificados com a2 FRY Hge.
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Figara 5.9: Comparacdo das FRI s H4 4 obtidas pelo calculo por E.F. do modelo completo
e por DUMS usandos-se os valores dos pardmetros das juntas obtidos no ajuste com a FRF

Hea.

5.4 Sistema Viga Livre-Livre Usando Mola e Amortecedor

na Junta

Nesta segao apresenta-se o terceiro problema exemplo o qual consiste de duas
vigas Hvre-livre onde uma destas foi modelada com 20 ¢ a outra com 16 elementos finitos
do tipo viga Timoshenko no plano {15, 16]. As vigas foram interligadas entre si por juntas
modeladas por molas e amortecedores lineares. A figura 5.10 mostra a montagem do
sistemna e a discretizagio usada no calenlo de slementos finitos,
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13 5 7 %8 1 13 15 17 19 21

Figura 5.10: Sub-estruturas ¢ juntas do terceiro problema exemplo.

Usando-se o programa ANSYS [52] procedeu-se uma anélise do autoproblema
para tada sub-estrutura extraindo-se pelo método de Householder [51] todas as freqiidncias
e modos dos 42 grans de liberdade (GDL) da sub-estrutura o e dos 34 GDL da sub-
estrutura 4. Para o cdlculo da DCMS 2 base modal foi truncada usando-se os 16 primeiros
modos para as sub-estruturas ¢ & § (0 Apendice A mosira as formas dos 8 primeiros modos
deste sistema). Entretanto, as FRF’ pseudo-experimentais foram geradas usando-se o
modelo DOMS com todos os modos das sub-estruturas de modo a poder-se investigar de
forma realista o efeito do truncamento da base modal no método de ajuste proposto. A
tabela 5.13 mostra os valores dos parametros fisicos do sistema usados neste modelo.

Descricao VYalor
Comprimento das vigas I, = 1,0{m]
lpg = 0,8 [m]
Médulo de Young E = 207TE + 11 [N/m?
Area da SecBo das vigas A=2,41F — 04 [m?
Densidade p = T.R0E 4 03 [kg/m?]
Coeficiente de Poisson = 0,3
Amortecimento modal das vigas E=0,01
Rigidez da junta ky = kg = 2,5E 4 05 [N/m]
Amortecimento da junta e = ¢2 = 2,0 {N.s/m]

Tabels 5.13: Valores dos pardmetros fisicos do terceiro exemplo usados na andlise de EF

A figura 5.11 mostra uma comparagio da FRE H7 7 obtida por DOMS com
o modelo completo com a mesma FRE obiida com a base modal {runcada de cada sub-
estrutura. Tal figura mostra que os resultados obtidos mantém-se com uma boa con-
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cordancia na faixa de balxas freqfitncias, mas vio piorando com o aumento da fregiiéncia,
conforme era esperado.

1(}0 T ¥ T T T

G0 ¥ modelo MEF ¢f todos os modos ——
modelo MEF truncado ¢f 16 modos -

50
T
60
50
40
30
20
10

dB ref=3.82E-09 [m/N]

0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Frequencia {rad/s]

Figura 5.11: Comparagio da FRF Hy7 calculada via DCMS com o modelo completo e
com modelo truncado,

A figura 5.12 mostra uma comparagio das sensitividades da FRF Hysr com
relagdo aos par@metros das juntas &y e ¢, obtidas usando-se a eguagdo da derivada
analitica {16] com aquela aproximada por diferencas finitas. Pode-se observar que existe
ama bos concordincia entre os valores obtidos pela aproximacdo por diferencas finitas
com a solugdo analitica exata. Como as sensitividades sfo usadas para calcular a direcio
de busca em cada passo da iteracio do programa de ajuste, nio é necessdrio caleuld-las
com alta precisdo. Coniude, como sdo calculadas muitas vezes, sen casto computacional
deve ser minimizado. Portantoe, noe ceddigo computacional implementado, as sensitividades
580 calculadas via diferencas finitas.

{s modos de corpo rigido da estrutura montadas, quando caleuladas via DCMS,
mostraram uma alta sensitividade ds perturbagbes dos pardmetros da junta no cialculo por
diferencas finitas, o que nio tem sentido fisico ja que os modos de corpo rigide nio sdo
afetados pelos coeficlentes das junias. A fim de sobrepor tal problema, as variagdes dos
maedos de corpo rigido nio foram inchiidas nos cdlenlos das curvas de sensitividade usadas
no processo de ajuste, bem como, naguelas mostradas na figura 5.12.
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Figura 5.12: Comparagho des sensitividades da FRF Hagr caloulada com a equagan
analitica — o aproximada via diferencas finliag -+ em relacdo an parfmeiro {a}e e
{bles.

Keste problema exemplo, grapos de FREs foram usadas simultdneamente para
estimar o¢ coeficientes de rigidez e amortechnento das duas junias de conexds, Neste
£as0, tomou-se esta medida devido ao método ter apresentado dificnldades de convergdncia
grandeo usava-se apenas uma PRE. Cada FRF {u simulada com 512 pontos dentro da faixa
de {reqiducia especificada. As tabelas de 534 2 517 mostram os resultados obtidos para

diferentes niveis de ruide » diferentes grupos de FRFe. Em 0% CRSOS, O Processo de
Hferentes niveis de ruido e diferentes grupos de FRFe. Em todos L O T 1

siusie do modelo ol iniclado com as FRYs e escals logarfimics (dB). Apds a convergéndia
THEFs em e

o processo de busca ers reiniciade com a8 -ala linear. Desta {orma, estimativas

mals pracisas dos parametros foram obtidas e & minimizagdo tornou-se mals robusta.

Parametro Vaior | Valor Valor frro | Frro
da Junta Inicial Exaio Sstimado | [%] | Estimadol%%]
T s T ey I N T LIV i R
he IN/m] | 375E405 | 23E4+00 | 245E4053 1 2,0 2.2
ey [N.sfm] 1.25 2, DR 41.0 7.1
ey INsjm] 125 ] 4D 1,34 330 14,5

Tabela 5.14: Resultidos da estimacio dos parfmetros das juntas do terceiro problems
exemplo usando as FRF's Hy 7, Hia0, Hopr, e Hger coan 312 pontos na {aixa de freglitncia
de 1000 - 3000 Irad/s] com 1% de ruido.



Pardmsiro Valor Valor Valor Erro Erro

da Ju Imicial Exat Bstimade | [%] | Estimado[¥%]
iy [N DAL+05 | 8 4SE405 | 0.8 Togs
kg ¥/ 2ARE405 | S50E+05 ] 0.0 .02
1 [N.s 2.4 2,24 12.4 G
¢y [7\” 2.0 203 1,5 1.6

Tabelz 5.15: Resultados da estimacio dos parimelros das juntas do terceiro problema
exemplo nsando as FRF's Hy 2, Hiar, Hosn, o Hagr com 512 pontos ne faixa de fregiifncia
de 160 - 2000 [rad/fs] com 1% de ruido.

arhneiro Valor | Eere o
da hzrﬂ‘?j"_,_ Estimado | [%] | Estimado{%]
__ 95 ;ii:rP{la (.4 0,2
9 5E4+05 | 2460405 | 1.3 0,2
ey [N.g/mi 2.0 2\?2 36,1 7.8

rp (Nogfml ] 123

140 Levg | 137

Tabeln 516 Besuln

dos da sstimaghoe dos pards
exermolo vzande as FHEF's Hex, Hovn Hosss
de .1{_:%\}0 - 3000 frad/s] com 1% de ruido.

1eiros Gas junias do terceivo problerna
@ Hag»rom 312 pontos na faiva de fregiiduna

Farameiro Vaior Yalor Erro
da Junta Iniclal | Exato Estima éo 1'%}

by [N/m] | 5.755005 | 250405 | 246E405 | 16
kg [ij} 3. 75E00 | 25E405 | 2,3204+05 | 1,

O
e [N.sfm)] 1,25 1 20 2.07 3.35
oo [Nosfm}i 125 1 28 908 4,65

Tabela 5.17: Resuliados da estimaclo dos parfmetros das juntas do terceiro problema

exemplo nsando as FRF's By 7, Hiar Moz, & Hagy com 512 pontos na faixa de frequencia
de 1000 - 3000 jrad/s} comw 5% de yruido,

Com base nos resultados apresentados pode-se mostrar que, para um sistema
do tipe viza Hvredivre conectadas por juntas com rigidez e amortecimento, ¢ uso do método
de ajuste com DOMS mantém a sva consisiéncia comprovada nos casos anteriorss, Os

recultados das tabelas 5.14 a 5,17 mostram que 0s eryos entre valor exate ¢ estimado da
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rigides das juntas (ky e ky) o jguals ou nisriores 2 2% mdependentenente das varingdes
aplicadas em cada caso, Contudo, os erros para o amoriecimento {e1 © ¢z} apresoninm
resultades diferentes, podendo-se obler em alguns cusos valores estimados com erros de

timades, sendo
que para a rigidez estes séo inferiores a 8,5 % ¢ para o amortacimento inforiores a 15,0 %.
Fiea evidente que para este tipo de modelo o método consegue obter nm bom ajuste enrs
as FRE's “medidas” e calenladas com erros bem peguenos nas estinativas dos valores da
rigidez das juntas, mas com variagdes razodvels, em alguns casos, na estimativa dos valores
de amaorteciniento. Estes nivels de erro na estimativa do amortecimento sio t ambém, neste
caso, Tungho das variagdes de faixa de fregiiéncia, do ponto de excitacio fresposta da FRE
e do nivel de ruido aplicado aos dados “medidos®.

Neste ponto, é importante sallentar que, ainda que usando o mesme método
de ajuste de modelos, va resultados da 2stimacio dos parmetros obtidos por este modelo
mostram-se bastante superiores dqueles oltidos para oc modelos anteriores. Fmbora néo

tenha sido feita uma verificagio nos exemplos anteriores, supbe-se que esta melhoria na

precisao dos valores estimados seja decorrente do e riguecimento da base de dados quando

%

do use de mals gue uma FRE nos dados “medidos™.

As figuras 5.13 & 5,16 mostram os ajustes obiidos para ¢ caso da tabela 5.14.
Restas prde-se observar um bom ajuste entre as FRF's do modelo pesendo-experimental

cod aguedas do modelo ajustado com os parimetiros das junias estimados.
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Figura 5.14: FREF’s Hyyr do terceito problema exemplo obtidas com modelo pseudo-
experimental com 1 % de rufdo, prevista com valores inicials dos parfmetros e provista

o modele ajustade,
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Figura 5.16: FRF's Hiar do terceiro problema exemplo obtidas com modelo pseudo-
experimental com 1 % de rufdo, prevista com valorss inicials dos parfmeiros ¢ previsia

com modeln ajustado.
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5.5 Exemplo Experimental

A - g - X . | ; H -

Nesta seqiio apresenta-se um problema experimental o qual consiste de duas vi-
gas de ago ao carbono ABNT 1020 conectadas enire si através de duas juntas de elastémero
de baixa rigidez (borracha usada na vedagio de porta de vefculos), O teste experimental foi
reslizado para o sistema livre-livre conforms mostrade esquemdticamente na figura 5.17.
A foto de fignra 5.18 mostra uma vista completa da montagem do teste experimental.

2 3 4 5 6 7 8 & 10 i1

i
aaaaaiwewa
l{lgit:,—.:{:i Kzi:dcz
i2

£ i L B B & &
13 14 15 16 17 18 1& 20

Figura 5.17: Esquema das sub-estruturas & juntas do problema experimental.

Fipura 5.18: Vista da montagem das sub-estruturas e juntas do problema experimental.

¢ modelo experimental desta estrotura foi discretizado com 20 nds, onde no
nd 4 aplicon-se uma for¢a de excitagdo periédica do tipo “chirp” [48], através de um
excitador eletrodindmico. As respostas foram captadas nos 20 acelerdmetvos colocados
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em cada um dos nds, cada um pesando cerca de 17 gramas. Os sinais das respostas foram
adguiridos separadamente mas simultdneamente com o sinal da forca de excitagdo. As
FRI’s estimadas foram obtidas com 10 médias wsando-se o estimador H; [18]. Desta
forma, abliveram-se dols conjuntos de dados, com 20 FREF’s cada, onde cada FRF contém
512 pontos, nas faixas de freqliéncia de 0 a 128 Hz e de 0 a 512 Hz.

Os valores dos parimetros fisices usados no modelo siio dados na tabela 5.18.
Pode-se observar que as dimensées e propriedades das vigas sho as mesmas do problema
sxemple dado na segdo 5.4, Este fato permitin que se usasse no cdlenlo do DUMS deste
problema a mesma base modal das sub-estruturas o e § j& calculadas nagquela se¢lo ¢
com o mesmo {runcamenfo. A fim de considerar ¢ amoriecimento interno do material,
¢ coeficiente de amortecimento modal £ = 6.001 foi introduzido em todos os modos das
duas sub-estruturas usando-se o eguacionamento do Capitulo 4. Flementos de massa
concentrada foram introduzidos nos nds do modelo de MEF para levar em conta o efeito
das massas dos acelerdmetros. As juntas foram construidas de borracha elastomérica de
baixa rigidez, com dirensdes aproximadas de 38,1 x 6,35 x 6,3%5mm e de propriedades
fisicas desconhecidas, i seguida, estas foram coladas entre as vigas formando o sistena
experimental. A foto da figura 5.19 mostra uma vista em detalhe de uma das juntas colada

entre as vigas,

Descrigao Valor
Comprimento das vigas Io = 1,0 [m]
Iz = 0,8 [m]
Médnlo de Young E = 2,07TE+11 [N/m?]
Area da Se¢io das vigas A = 241E-04 [m?]
Densidade p = T.80E+03 [kg/m?]
Coeficiente de Poisson = 8,3
Amortecimento modal das vigas £ = 0,001

Tabela 5.18: Valores dos pardmetros fisicos do exemplo experimental.
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Figura 5.19: Detalhe da montagem das juntas do problema experimental.

0 procedimento de ajuste de modelo por minimos quadrados ndo-linear ja des-
crito foi usado & fim de tentar-se estimar os coeficlentes de rigidez e amortecimento das
juntas: ky, kg,c3 € ¢o. Devido ao desconhechmento dos possiveis valores dos coeficientes
de rigidez e amortecimento da junta, foram realizadas algumas fentativas de arbifric dos
valores inicials no sentido de definir uma ordem de grandeza destes valores baseado na ex-
periéncia pessoal e na avaliagio visual do primeiro ajuste obtido entre as curvas das FRF's
obtidas experimentalmente e calculada com estes valores arbitrados. Desta forma, tornou-
se possivel detectar que valores de rigidez na faixa de 1.0E404 a 1L.OE405 [N/m] e de
amortecimento na faixa de 5 a 50 [N.s/m] mostravam-se como provéveis de encontrarem-
se dentro da regiio do minimo para este problema. Arbitrando-se trés valores iniclais de
Ey = by = 2.5E404; 4,5E404 ; e 1,0E405 [N/m] e dois de ¢; = ¢z = 10,0 e 40,0 {N.s/m],
procedeu-se ao ajuste do modelo para quatro casos diferentes combinando estes valares
conforme mosita a tabela 5.19.

Caso{ Valor Inicial do Pardmetro - -
by (Nfm] | kg [Nfm] | e [Ns/m] | o [N.5/m]
A 2.5E+04 | 2.5E4+04 10,6 6.0
B 455404 | 4.554+04 10.0 10.0
> 1.0E405 | LOE485 16.0 160
D 2.5E4+04 | 2.5E4+04 44.0 40.0

Tabels 5.19: Valores iniciais dos pardmetros para os diferentes casos investigados.

Cada caso fof ajustado em trés faivas de fregiiéncias diferentes, ou seja, 314 a
802,7 [rad/s] com 492 pontos, 62,8 a 3210,7 [rad/s] com 502 pontos e 62,8 a 1602,2 [rad/s]
com 246 pontos. Os ajustes do modelo foram realizados em escala logaritmica usando-
se come dados medidos grupos de 4 FRF's obtidas experimentalmente, onde o ponto de
excitagho permanecia fixo e variavam-se os pontos de resposta. As tabelas 520 e 5.21
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mostram os resultados obtidos para uma das combinacbes das FRF's medidas ( Hq4, Hr.q.
Hiyna, e Higy) e dos valores iniclais de rigidez e amortecimento das juntas escolhidos.

Pardmetros de | Caso Faixa de Freqiiéncias
Rigidez 314 a 628 a 62.8 a
802,7 [rad/s] | 3210.7 [rad/s] | 1602.2 [rad/s)
ky [Njm] A .3762E405 | G.2857E405 | 0.3242E405
errog, Y 1.11 2.18 1.32
B 0.40405 405 0.2887E4-05 (0.3588E+03
1.17 1.94 (.18
C 0.7250E405 | .20228405 0.357T1E405
5.85 1.71 1.43
D G.4007E4+05 | 0.3655E4+05 §.3612E+05
1.11 1.64 1.39
kg [N/m] A | 0.2841E4+05 | 0.3512E405 | 0.2025E+05
errog, [%) 1.54 1.5 2.36
B (.2815E4+05 | 0.4546E405 0L.2648E4+05
1.82 1.60 2.74
C 0.7986E4-05 | (.4101E4+05 0.2564E 405
261 143 3.13
D (28500405 | 0.2732E405 .2501E405
1.78 2.21 315

Tabela 5.20: Resultados da estimac8o dos pardmetros de rigidez das juntas do problema
experimental nsando as FRYF's Hy 4, Hy s, Hi2.4. € Higa vas faixas de freqiifncias e valores
inicials investigados.




Parameiros de | Caso Faixa de Ireqiiéncias
Amertecimento 314 & 62,8 a 62.8 a
802,7 [rad/s) | 3210,7 [rad/s] | 1602.2 [rad/s]
¢y [N.s/m)] A | 0.1G00E+402 | 0.1282E402 | 0.1018E+02
errog, %] 5.05 5.00 7.56
B 0.1621E402 1 0.1253E4+02 0.88408+01
5.66 4,93 7.94
C 0.9235E+02 | 0.1128E-4+02 0.8476E4+111
5.54 4.58 8.48
D | 0.1480E+02 | G.9873E+01 | 0.831TE401
5.46 5.51 8.52
e [N.g/m)] A | 0.5388E+02 | G.IB50E402 | (.4338E4-02
errog, [%] 3.57 7.27 6.38
B | 0.5880E+02 | 0.1654B402 | 0.4978E+402
3.69 £.28 5.83
C (.9812E402 | 0.1433E402 (3.551614-02
5.41 7.04 6.00
D | 0B018E402 | D2107E+02 | 0.5534E402
3.45 7.59 5.73

Tabela 5.21: Resultados da estimaglo dos pardmetros de amortecimento das juntas do
problema experimental usando as FRF's Hy g, Hry, Higg, € Higq nas falxas de freqliéncias
& valores iniclals investigados.

Neste caso do sistema experimental ndo hd conhecimento a priori dos valores
verdadeiros dos pardmetros de rigidez e amortecimento das juntas, assim, as andlises terdo
#ue sor feitas com base nos erros estimados dos valores identificados. Os resultados das
tabelas 5.20 e 5.21 mostram que, & excecdo do caso €, va faixa de fregiiéncia mals es-
tretta (31,4 a 802,7 [rad/s]), os valores ¢ erros estimados da rigidez e amortecimento das
juntas mostram-se bastanie coerentes, assim como revelam-se independentes do valores
iniciais arbitrados, desde gue estes obedecam 4s condigBes j& anteriormente estabelecidas
aos exeraplos simulados, Baseado em tals fatos, pode-se estabelecer o critéric de que as
“melhores” estimativas dos valores de rigidez e amortecimento serfo aquelas que apre-
sentarem um menor erro estimade, No caso deste problema seriam obtidos das tabelas
520 e 5.21 o5 seguintes valores: ky = 0.3588E405 [N/m]; ky = 0A101E4H05 [N/m]i ¢4 =
0.1128E4+02 [N.a/m]; e e2 = 0.6015E+02 [N.s/m]. As figuras 5.20 a 5.23 mostram as
eurvas das FRF's experimental, ealeulada com valores inicials e ajustada, obtidas para
alguns casos da tabela 5.19. Nestas pode-se observar um bom ajuste entre as FRIF's

experimentais com agquelas do modelo sjustado.
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Figara 5.20: FRIF’s Hy4 do sistema experimental, na faixa de 62,8 a 32107 [rad/s],
obtidas com dados medidos, previsia com valores iniclals do caso A e prevista com modalo
ajustado,

S{} T 7 1 T T T T T
00+ modelo experimental |
catculado of val, inicials ——
= 60 - modelo ajustade - ]
% 50 ¢ .
2 40 + ;
2 30 } .
[
% 20 | 1
8 10 | N
o) Yy
Ty
S0+ 4

_-20 ) 5 I.. | T Il 4 5
0 100 200 300 400 300 o600 70O ROO 9D
Frequencia frad/s]

Figura 5.21; FRF's Hy, do sistema experimental, na faixa de 31,4 a 802,7 {rad/s], ob-
tiftas com dados medidos, prevista com valores iniciais do caso B e prevista com modelo

ajnstado,
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Figura 5.22: FRF's Hyp4 do sistema experimental, na faixa de 62,8 a 3210,7 [rad/s],
obtidas com dados medidos, prevista com valores iniciais do caso C e prevista com modelo
aiustado.
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. Figura 523 FRF's Hieaq do sistema experimental, na faixa de 314 a B02,7 [rad/s],
 obtidas com dados medidos, prevista com valores inicials do caso I) e prevista com modelo
ajnstade.
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Considerando-se a evidéncia observada nos resultados das tabelas 5.20 ¢ 5.21
com relagio & relativa independéncia do método aos valores iniciais arbitrados, explorou-se
uma nova estratégia a fim de tentar confirmar os resultados obtidos. Esta nova estratégia
ronsiste em manter um mesmo conjunto de valores iniciais dos parimetros das juntas
& variar ¢ conjunto das FRI's medidas nas trés faixas de freqiiéncias j& estabelecidas.
Escolhendo-se ky = kg = 4.5E+04 [N/m] e ¢; = ¢3 = 10.0 [N.s/m] como valores iniciais e
os conjuntos das FRF’s mostradas na tabela 5,22 como os valores medidos, obiiveram-se as
estimativas dos valores e dos erros dos pardmetros de rigidez e amortecimento das juntas
mostrados nas tabelas 5.23 2 5.24, respectivamente,

Conjunto FRFE’s Usadas
Hy Hyg Hrg, Hizaoe Higa
Hp Hya, Hyy g, Hisa, 0 Hoou
Hap Hyqy Mg, Hoay Hr1a0 Hing, Hysa, Hisae Hupg

Tabela 5.22: Conjuntos das FRF's usadas como dados medidos nos diferentes casos inves-
tigados.

Parametros de | Conjunto Faixa de Fregiéncias
Rigidez de FR¥’s 3da 62,8 2 62,8 a
802,7 [rad/s] | 32107 {rad/s] | 1602.2 [rad/s]
by [N/ml Hyu 0.4040E+05 | 0.2807E405 0.3588E4-05
errog, | %) 117 1.4 {5.18
Hp 0.3650E+05 | 032625405 0.3281E4-05
' 1.51 1.11 17
Hagp 0.3706E+05 | .3243E405 3.3500E+403
(.88 1.10 .81
ke [N /) Hy (1.2818E405 | 0.4546E405 0.2648E4-05
e¥T Ok, |75 1.82 1.60 2.74
Hgp 0.2449E405 | 0.2004E405 0.2807E-+05
2.01 1.33 222
Hap 028556405 | 0.392BE+05 (L2615E+05
1.15 1.18 1.86

Tabela 5.23: Resultados da estimacio dos parimetros de rigidez das junias do problema
experimental nsando valores iniciais ky = ky = 4.5E404 [N/m] e ¢; = e = 10.0 [N.s/m]
com diferentes conjuntos de PRF's o faixas de fregiiéncias.



Parametros de | Conjunto Faixa de Fregiiéncias
Amuorteciments | de FRF's 314 a 628 a 62,8 a
802,7 [rad/s] | 3210,7 [rad/s] | 1602.2 [rad/s]
oy [Nosfm] H 4 816215402 | 0.1253E402 0.9940E+01
erro., (5] 5.66 4.93 7.94
Hg (.2078084+02 G.1116E4-02 0.1000E4-02
5.16 3.51 6.11
Hap 17818402 | 0.1165E402 0.8395E-+01
3.56 3.28 5.47
ey [N.gfm] Hy .5980E+02 | 0.1654E+02 0.4978E+02
ETTOe, |70} 3.69 6.28 583
Hg §.6078E4+02 | D.1733E402 0.4795E402
3.53 4.76 4.98
Han | 0.5304E4+02 | 0.1936E402 | 0.4044E+02
2.54 4.12 3.75

Tabela 5.24: Resultados da estimacdo dos pardmetros de amortecimente das juntas do
problema experimental usando valores inictais ky = by = 4.5E+04 [N/mje ¢y = ¢ = 100
[N .s/m] com diferentes conjuntos de FRF’s 2 faixas de freqiiéncias.

Os resuliados das tabelas 5.23 e 5.24 mostram que, de uma forma geral, os
valores e erros estimados da rigidez e amortecimento das juntas mostram-se bastante co-
srentes, assim como os erros estimados diminuem significativamente com o aumento do
nimero de FRF's usadas como dados medidos. Isto pode ser visto claramente no caso de
conjunto de FRE’s H 45. Baseado no critério anteriormente definido, de gue as “melhores”
sstimativas dos valores de rigidez ¢ amortecimento sero aquelas que apresentarem um me-
not erro estimado, obtém-se das tabelas 5.20 e 5.24 os seguintes valores: by = 0.3588E403
[N/l ke = 0.2855E405 [N/m]; e; = 0.1165E+02 [N.s/m]; ¢ ¢ = 0.5304E402 [V.s/m].
Ohserva-se que estes resuliados estao bastante proximos dos valores dos coeficientes rigides
¢ amortecimento das juntas obtidos no caso anterior.

As figuras 5.24 & 5.26 mostra as curvas das FRF’s experimental, caleulada com
o5 valores imicials e ajustada, obtidas para alguns casos das tabelas 5.22 . Nestas pode-se
ohservar um bom ajuste entre as FRI’s experimentais e aguelas do modelo ajustado.
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Figura 5.24: Comparagio das curvas das FRE's H 4 obtidas por dados medidos, calenlada
com valores iniciais e ajustada usandos-se og pardmetros identificados com o conjunto de
FRF's Hp, na faixa de freqiiéncia de 62,8 a 1602.2 [rad/s].
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Figura 5.25: Comparagio das curvas das FREF's Hr 4 obtidas por dados medidos, caleutada
com valores iniciais e ajustada usandos-se os parmetros identificados com o conjunto de
FRIS Hap. na faixa de fregiidncia de 31,4 a 802,7 [rad/s].
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Figura 5.26: Comparacdo das curvas das FRF’s Hyy 4 obtidas por dados medidos, calculada
com valores iniciais e ajustada usandos-se os pardmetros identificados com o conjunto de
FRE's Hap, na faixa de freqiiéncia de 62,8 2 3210,7 {rad/s].

Baseado em um fato observado nos resultados das tabelas 5.23 e 5.24, onde
o awmento do nimero de FRF's usadas como dados medidos resulton em uma redugio
significativa do erro estimado em relagdo aos casos anteriores, levou a exploragio de am
outre caminho para tentar determinar de que forma e em gue quantidade ¢ aumento do
ntimero de FRF's como dados medidos influenciava na redugdo do erro estimado, Para tal
manteve-se um mesmo conjunto de valores imicials dos parimetros das juntas e varion-se
o mimere de FRIs contidas em cada conjunto das FRF’s medidas em uma mesma faixa
de freqiiéncia, neste caso, na faixa de 62,8 a 3210,7 {rad/s]. Escolhendo-se &y = ks =
LOE4B5 [N/m] e ¢7 = e2 = 10.0 [N.s/m] como valores inicials e o conjuntos das FRIs
mnstradas na tabela 5.25 como os valores medidos, obtiveram-se as estimativas dos valores
e dos erros dos parfmetros de rigidez e amortecimento das juntas mostradas nas tabelas

5.26 e 3.27, respectivamente.



Conjunto | No. de FRFs FRF's Usadas
Hy 41 Hia g4
H, 02 Hrge Higy
Hy 04 Hyq, Hiypa, Hisa, e Hogy
Hj 08 Hyqo Hyqo Hea, Hyy gy Higa, Hys g, Higa e Hogy
Hy 12 By, Hyq, Hsg, Heg, Hrg, Hoa, Hyya, Hyng,
Higa, Higa, Higae Hapy
Hy 16 Hyg, Hyyg, Hya, Hsa, Hogy Hes, Hay, Hou,
Hivg iz, Hraa, Hisa, Hiss, Hiva, Hisg e Hapg
s 20 Higaté Hogy

Tabela 5.25: Namero de FRF s em cada conjunto nsado como dados medidos nos diferentes

casos investigados.

Conjunto Pardmetros de Rigidez das Juntas
de FRF’s key ETTOg, fq eTT oL,
(¥ /m %] [NV /m] [%]

Hpe 0.3240E4-05 | 368 | 6.3312E+05 | 543
Hy (3.2583E408 | 2.32 | .AI89E4H08 | 3.00
H, 0.3006E405 | 128 | 0.4150E405 1 1.28
Hy (0.2605E+05 1 0.85 | 0.4277TE+DE ] 0.52
Hy 0.3079E4+05 1 1.03 | 0.3986E4+05 ] 0.87
He (.3023E+05 | 0.89 | 0.3934E+051 0.85
Hg DILBIEHGE T 072 0.3246E405 1 (.88

Tabela 5.26: Resultados da estimacio dos pardmetros de rigidez das juntas do problema
experimental wsando como dados medidos conjuntos de FRI's compostos por diferentes
nimeros de FR¥’s, na faixas de freqiiéncia de 62,8 a 3210,7 {rad/s, com valores iniciais
Ey = kyp = 1OE4HD5 [N/m] e ¢y = ¢y = 10.0 [N.s/m].
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Conjunto | Pardwmetros de Amortecimento das Juntas
de FRF ¢y ETTD, Ca erro,,
(N.sfm] | (%) | Nefm] | (%)

Ay 0.1288E402 1 10.86 | 0.2313E402 | 12,12

I, 0.1515E4+02 | 4.94 | 02711E+02 | 4.92 |
H, 0.1022E+02 | 5.01 | 0.1563E402 | 5.52
H, 0,1036E4-02 | 3.15 | 0.1820F4+02 | 3.23
Hy Q1234E+02 1 2.62 | 0.1601E402 1 381
Hy 0.1244E402 1 225 | 0.1719E402 1 3.13
He | 0.1141E+02 | 0.01 | 0.2110E4+02 | 1.40

Tabela 5.27: Resultados da estimagio dos pardmeiros de amortecimento das juntas do
problema experimental usando como dados medidos conjuntos de FRF’s compostos por
diferentes nimeros de FRF’s, na faixas de fregiiéncia de 62,8 a 3210,7 {rad/s], com valores
iniclals &y = &y = 1.OE405 [N/m] e ¢; = o3 = 10.0 [N.s/m].

Os resultados das tabelas 526 e 5.27 mostram que, de uma forma geral, os erros
estimados da rigides ¢ amortecimento das juntas, respectivamente, sofrem uma reducio
significativa em seus erros estimados com ¢ aumento do nidmero de FRF's usadas como
dados medidos. Este fato aparece com maior intensidade na estimacio do amortecimento
do que na rigidez. Baseado no critério ji definido, obtém-se da tabela 5.26 os seguintes
valores: &y = 0.3151E403 [N/m]; e kg = 0.3934E405 [N/m], e da tabela 5.27 obtém-se:
¢; = 0.1141B+02 [Nsfm); ¢ e = 0.2110E4+02 [N.s/m]. Observa-se que, & excecho do
parfumetro oz, estes resultados estdo bastante priximos dos valores dos coeficientes rigidez
o amortecimento das juntas obtidos nos casos anieriores.

Az figuras 5.27 a 5.29 mostram as curvas das FRIVs H7 4 experimental, caleun-
lada com os valores iniciais e ajustada, obtidas para alguns casos da tabela 5.25. Nestas
pode-se observar um bom ajuste entre as FRF's expertimentais e aguelas do modelo ajus-
tado.
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Figura 5.27: Comparagio das FREF's Hy 4 obtidas por dados medidos experimentalmente,
calculada com os valores inicials e ajustada usandos-se os pardmetros identificados com o
conjunto de FRF’s Hy, na faixa de {reqiiéncia de 62,8 a 3210,7 [rad/s].
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Figura 5.28: Comparagio das FRF's Hy 4 obtidas por dados medidos experimentalimente,
calenlada com os valores iniciais e ajustada usandos-se os parimetros identificados com o
conjunto de FR¥’s Hy, na faixa de freqiiéncia de 62,8 2 3210,7 [rad/s].
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Figura 5.29: Comparacho das FRI's H4 obtidas por dados medidos experimentalmente,
calculada com os valores iniciais e ajustada wsandos-se os pardmetros identificados com o
conjunie de FRI’s Hg, na faixa de {reqiidncia de 62,8 & 3210,7 [rad/ ¢].

A fim de verificar se os resuliados identificados em cada caso aproximam-se dos
valores Teals dos coeficientes das juntas deve se aplicd-los a outro conjunto de FRY's dife-
rente daguele utifizado para estimar estes pardmetros. Para facilitar a interpretacio dos
resulfados graficos construiu-se a tabela 5.28 correlacionando cada caso com os respectivos

valores dos parimeiros com o menor erro estimada.

Caso Tabela de Valor Estimado do Parimetro
Origem ky [N/m) ky [N/m] | o [N.s/m] | £z [N.s/m]
1 520 e 5.21 0.3588E405 | 0.4101E405 | 0.1128E-+02 | 0.8015FE402
2 523 e5.24 0.3888E4-05 | 0.2855E4-05 | 0.1165E+02 | 0.5304E402
3 5.26 e 5,27 s/ Hy | 0.2505E405 | 0.3034E4+05 | 0.1244B402 | 0.1719E4+02
4 5.26 @ 5.27 ¢f Hg | 0.3151E405 | 0.3934E4-05 0.1141E4+02 1 021108402

Tabela 5.28: Valores estimados dos parmeiros para os diferentes casos investigados.

Assim, usando-se estes resultados no cdlenle das FRF's Hoy, Higa, Hiza,
e Higa, na faixa de fregiiéncia de 62,8 a 3210.7 [rad/s], e comparando-as com aquelas
obtidas experimentalmente, obtém-se os graficos das figuras 5.30 a 5.33, os guals mostram
um bom ajuste entre as curvas medidas e estimadas.
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: Fipura 5.31; Comparacio das FRF's Hyp 4 obtidas por dades medidos experimentalmente
calcnlada nsando-se o8 valores dos pardmetros das juntas obtidos no ajuste do modelo com
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Figura 5.33%: Comparacdo das FRFs Hyg 4 obtidas por dados medides experimentalmente
caleulada usando-se os valores dos parimetros das juntas obtidos no ajuste do modelo com
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Capitulo 6

Conclusao

O ajuste de modelos através da estimagdo dos coeficientes de rigidez e amor-
tecimento das juntas mecdnicas conectando duas ou mals sub-estruturas pode ser feito
com a téenica de minimos guadrados nio-linear modificada, ajustando-se as curvas das
FRF’s medidas com aguelas obtidas teoricamente pela técnica de sintese dos modos dos
componentes amortecidos. A utilizagdo da sintese modal permite a aplicacio do método
a estroturas de grande porte.

O procedimento proposto foi Hlustrado com trés exemplos numéricos diferentes,
onde foram estimados os coeficientes de rigidez e amortecimento das juntas a partir de
FRE’s simuladas polufdas com um tuide aditive Gaussiano. Um exemplo experimental
fol também investigado, onde estimaram-se os coeficientes das juntas a partir de FRF
medidas baseado no critério do menor erro estimado do parfmetro. Em todos os casos
o efeito do truncamento da base modal das FRF's calculadas via IICMS {foi levade em
consideracie, onde demonstra-se que as distorgdes entre estas e as FRF's com a base
modal completa sdo peguenas.

Os resultados dos véarios testes realizados com o método comfirmam duas das
afirmativas preconizadas por Beck & Arnold [19] com relagdo as técnicas de estimacio
nao-lineares de pardmetros, quais sejam:

~ A ndo garantiz de um dnico ponto de minimo, fazendo com gue, em alguns casos,
o método convirja para valores errados dos pardmetros. Este fato ocorre sempre
que os valores dos pardmetros arbitrados no infcio do processo estiverem muito fora
da regiace do minime. Isto mostra a necessidade de se mapear esta regido através
du untilizagdo de diferentes conjuntos de valores inicials dos parfmetros aliado a
experiéncia pessoal de analista com relagio & ordem de grandeza dos parimetros,
Esta evidéncia sugere o desenvolvimento de sistemas para vizualizacio de ima-
gons multi-dimensional dos dados da variacio da fungio objetivo com relagio aos
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parbmetros a fim de obler-se um mapeamento global e de facil interpretagio destas
regioes,

~ Como nos casos lineares, os problemas associados ao mal-condicionamento de al-
guns casos nao-lineares faz com que pequenas variagbes nas medidas causem grandes
maodificacdes na posi¢io do minimo resultando em grandes perturbacfies nos valo-
res estimados, Este fato ocorre sempre gue a matriz de sensitividade mpresentar
valores singnlares muito baixos (préximos de zero). Isto pode ser observado ne
método através da andlise da sensitividade dog pardmetros. Esta mostra os niveis
de sensitividade dos pardmetros em fungio da faixa de freqiiéncia através do va-
lor singular da mafiriz de sensitividade correspondente. Por esta andlise £ possivel
avaliar o nivel de dependéncia linear entre os pardmetros e determinar um projeto
de experimento dtimo que evite o mal-condicionamento do caso atravéds da escolha
4tima do posicionamento dos sensores e da excitagio do sistema, bem como (juais
e gquanfos parametros sio possiveis de estimar de cada vez.

Mostra-se que a matriz de sensitividade pode ser calenlada numéricamente por
diferengas finitas sem perda significativa de precis@o mas a um custo computacional baixo
em relacio ao cdloude feito pela formulagdo analltica exata. Entretanto, alguns problemas
de convergéncia poderdo ocorrer em fungho do valor ¢scolhido para variagdo imposta ac
pardmetro no calcule por diferencas finitas {vide equagiio 2,50}, nesie caso o critério de
Brown & Dennis usado mostrou-se satisfatorio.

Nas primeiras simulagdes realizadas com o terceiro problema exemplo ficou evi-
dencizda nma diferenca bastante acentuada entre as FRE's obiidas por DCMS com todos
os modos e agaelas truncada vom apenas 8 modos em cada sub-estrutura. Este fato levou
a amplacio da base modal usada, passando-se de § para 16 modos em cada sub-estrutura
{vide Capftulo 5). Isto mostra que o método de DCMS apresenta algumas limitacdes
com relacio a uma guantidade minima de modos necessdrios a uma boa reprodugio das
caracterfisticas da esirutura como nm todo, como era esperado,

Fica evidenciado, do terceire exemple, gue o uso de apenas uma FRY medida
na identificacio dos pardmetros dificulta a convergéncia do método, fato que pode ser
suplantade através do avmento do nfmero de FRIF s

Dos resultados analisados mostra-se que os modos de corpo rigido da estruturg
montada quando calculados via DCMS apresentam uma alta sensitividade as perturbaghes
dos parametros da junta na derivagio por diferengas finitas, levando a resultados errados
destes valores. Assim, as variagdes dos modos de corpo rigide nio devem ser incluidas nos
calculos das curvas de sensitividade usadas no processc de ajuste,

Ds resultados do exemplo experimental confirmam as conclusdes anteriormente
apresentadas, bam como indicam algumas outras, tais como:
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~ Desde que os valores inicials arbitrados estejam na regido do minimo da funcio e
que a faixa de freqliéncis escolhida contenha wm ntimero de modos representative
do fendmena, os valores dos parametros convergirdo para valores corretos com erros
estimados baixos, independentemente dos valores especificamente arbitrados. Fste
fato confirma a necessidade de explorar bem a regido provivel da localizacio do
minimo, bem come diferentes faixas de freqiiéneia.

- {3 critério do menor erro estimade pode ser usado para escother os melhores valores
estimados dos pardmetros.

~ 0 aumento do nimero de FRE’s usadas na estimagio dos pardmetros deixa evidente
a redugdo dos erros estimados e a consequente melhora na estimativa do valor do
parimetyo.

Como decorrencia destas conclusdes @ dando continuidade ao trabalho, apresentam-

s# alpumas sugestdes para estudes futuros:

~ A implementacioe de métodos recursivos para o ajuste dos modelos.

~ A introdugdo de métodos de validagio do modelo ajustado através da verificagio
da normalidade do resfduo do ajuste.

— A otimizacio do programa para minimizagio do custo computacional através de:

a} Otimizagdo da solugio do problema de autovalor usande em cada passo do
processo iterative do cddigo computacional os autovalores calculados no passo
anterior.

b} A simetrizagio das matrizes do problema de siniese modal.

- Ideniificar experimentalmente os pardmetros da junta como hase para a partida
daos pardmetros iniciais,
— Investigar por que o8 modos de corpo rigido influenciam no cdlenlo da sensitividade

dos pardmetros.
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Apéndice A

Formas dos Modos das Estruturas dos
Problemas com Viga Engastada-Livre e
Viga Livre-Livre

Este apéndice contém as formas dos eito primeiros modos das estruturas do
segunde (figura A1) e terceiro (figura A2} promblema exemplo apresentados no Capitulo
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Figura A.l: Formas dos B Primeiros Modos das Vigas Engastadas-Livre com Molas nas

Juntas. - - - Estruiura Ndo-Deformada e Posigdo das Juntas, — Estrutura Deformada.
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Figura A.2: Yormas dos 8 Primeiros Modos das Vigas Livee-Livre com Molaz ¢ Amorte-

cedores nas Juntas, - - - Estrutura Nio-Deformada e Posigdo das Juntas, — Sstrotura
Breformada.
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Este apéndice contém uma coletinea da integra de todos os artigos publicados
durante o perfiodo de duracdoe deste trabalho.
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ABSTRALT

The dynamic behavior of mechanical joints it gen-
eraliy difficelt to characterize and complex steur~
tures often consist of substroctures conpected by
rechanical Joints. In most of the cases the former
£3n be sodelled conveniently, while  the Yatter
Cannot. Under artual assemblage conditions, the
Joimts can esually be fairly well characterized by
# a1l mumber of linearized stiffness and damping
ceefficients. In this paper, the possibility of
estisating mechanical Joint parameters by curve-
~fitting frequency response functions { FRF 3
BEEsUTEd on the assembled structure is investigated
The analytical FREs are calculated for d&ifferent
parameter valyes using # modal synthesis technigue,
where gach substructure iz mr-proportionall damped
Toe curve-Titting 15 done using a rmsdified-damped -
~leasi-souares technigue which can tw classified as
an faverse sensitivity model afjusting method, The
proposed method is wsed to adjust the mode) of 2
staple synten of contentrated masses, springs  and
dash-pots connseted by Joints which consist of
springs and dash-pots,

HOMENCLATURS

« X{t} displacement vector {response)

- ¥{t} extermal force vector {excitation)
time derivative of wertor u fvelocity)
BALS matrix
stiffness matrix
damping matrix

) Frequency response matrix
;5 f) Frequency Besponse Function {FR¥}

circular freguency in rad. fsez.
Fourier transform {or series} of xi{t}

{w Fourier transform {or series) of f (t)
j vertor of elements Xi(m}
s } vertor of elements F?(“}
pried tne-sided power spectral density watris

ef the inputs .

Cyele) ene-Sided cross-spectral density matrix
between inputs ¥ and sutpuls x
¥ tonjugate tframspose of a matrix or vector
T
T ir o

ual de Lampinas
IE DE

B oom .
¥ State vector {x x} .

g external forces { f )
y-iQ ¥ Fourier transform {or series) pair

¥ Fourier transform {or series) of b
£ complex eigenvectors

g modal matriz which colunms are the o
S, tomplex gigenvalues

4 dizgonal matriz of elements s

. stalar coefficients which scale K, . fw)

modal coordinate for unceusled eguations

&

¥ normalized modal matrix

z

¥ transformed cpordinate for structure

2ssembiing,
¥ Fourter transform {or series) of w
e B indices for different substructures
f number of degrees—of-freedon of

substruct?re L
%=fgn%w

& Fourier transform {or series) of g,

£ fe external forces acting on substructures

1+ vector of connection forces

& connection matrix

¥, eigenvalues of the assembled Structure

s right-sigenvectors of the szsemhled strug
ture relative to coordinates w

E wodal matrix of columns s

ﬁﬁ right-eigenvectors of the assembled strug
ture relative to coordinates y

ol teft-eigenvectors of the assembled strug
ture relative to cpordinates w

L mode} matrix of columms r]

ie teft-vigenvectors of the assemblec Strur
ture relative (o coordinates ¥

Re LB right and left modal matrices ‘

£ modal coordinate for unCoupled soustions
of the assembled strutture

E Fourier transforn {or series) of £

e, scalar coefficients which stale Hij{w}
for the astembled structure

Py PAYEmELEr 1o be estimated

pw verior of elements p,

BumEr pf parsmeters io be estimated




nfrig punber of feequenties where the FRF i3
calcutated

Wy ¥ th. value of cirvcular frequency

iqﬁi,gj FRE &8¢ freg. g 17 2 given vector p

gkji sormatized sensitivity coefficient for
paramster pj &t {reguency wy

rk} sensitivity matrix element

8{p phiective function to be minimized

K mrasured FRF vector

Hzip}) anzlytical FRF calculated for parametersp

We weighting matrix

méwamm

%awad&ys there is no further need to emphasize the
importance of combining experimental and analytica)
wodgls for the analysis of the dynamic behavior of
stryctures. Fost ef the congresses and conferentes
on the dynamics of structures have one or more
sesgions 1o discuss related problems{i).

Experizental models are obtained using modal testing
techniques znd apalytical wmodels are gemerally ob-
tained viz finite element analysis. Combined analy-
sis means comparing and sodifying analytical  and
experizents) data in order to have one validated
dynamic model to De wsed in further dynamic snalysis
L£.g. simulation. Fost of the existing cooewrcial
"computer codes for structure analysis work around a
data base where amalytical and experimental date are
stored with the same file structure. Finite elesent
aastysxs program and experimental modal analysis
program generate the data and & combined 2malysis
prograw performorthogonality checks {2-4}, calcy -
lgtes the soedal assurance criterion (WAD) matrix {5)
and does other anaiytnc&i{experimeﬁta} guantitative
comparisens. When the discrepancy is not acceptable,
small parametric varigtions say be done im the
ama%ytmcal zodel in erther to improve the agreement
between analytical and experimental data. When this
is achieved, the validated analytical model is tzken
as the dynamic model of the structure.

The task of changing the ana!yticai wodel in order
A+ gaye good agreement with experience is calied
ners model adjusting.,

in this paper we shall be concerned with a2 techninue
o 5@%9 the task of wodel adjusting. Existing tech-
sigues for model adjusting (6-9) generally consist
of using the inverse of the formulation used far
strycture modification. Small variations in the nat-
ural freguencies snd mode shapes may be calculated
from variations in the mess and stiffness matrices
withiout re-caiculating the whole structure. These
refavions may be used to obtain analytically 3
sengitivity matrix which is used in the inverse prob
jem of calculating the mess and stiffness variations
thaa are necessary to sodify the modal parameters so
that they agree, in 3 leasi-squares sense, with the
exparum&nta%iy derived data.

The most important draw-back ¢f these methods is the
é1f§tcuity of interpretation of the system matrices
variations, which do not necessarily coreespond o
gn¥secaliy wezningful changes in the structure par-
ameters.

& madifies approsch eonsist of atlowing only mass
and istiffness matrices varialions which are related
1o ahysxca? parameter varistions {9). This approach
sesms to be the most syitable for model adjusting
when the moda] perameters are used.

in §ﬁ#ﬁ applications, §1 is wery difficuli or even

impossible to perform 2 complete modal test, and
only & few dynamic measurements are aveilzhle to
validate {pariially) ar snslgtical model). In recent
papers {10-12} one of the suthors has proposed 2
method which can be vsed in such situstions. The
method has been developed for rolor system models,
for which it is often ¢ifficult to perform conven ~
tional sodal analysis due to rotation,

in this paper, the proposed method is used for the
estimztion of parameters of mechanical joints connec
ting substructures. Thereseems to be a frequent situ~
ation where welli-characterized structures are connes
ted by joints which are difficult to characterize.
Joint stiffness and damping coefficients cannot be
obtained analytically and tests performed separstely
on the joints frequently fail 1o reproduce their
behavier when mounted on the actual structure.
Substructuring s also an efficient way to reduce
computational costs when using the proposed method.
Lomponent mode synthesis i3 2 form of substructure
analysis extensively wsed and well reported in the
Titherature (for & very good review see ref. 13},
this paper the technigue proposed in reference 14 is
wtilized. This technique allows internal damping in
the component svbstructures and damping in the
comwctions.

A very simple sistem consisting of Jumped masses ,
springs and dash-pots is teated to illustrate the
propased meihod, The component sode synthesis formu-
lation used here allows easy extention of the method
to treat more general structures.

MATREMATICAL MODEL OF LIBEAR DISCRETE STRUCTURES

Assuming a Vinear discretized model with non-propor-
tional viscoos damping, the dynawic behavior of 2
given structure may be expressed by:

Ki+Cx+Kkx=f {n

where x=x{t} , f=f{t) are the displacement and force
vertors respectively at instant . M, K and € are
the mass, stiffoess and damping nxn matrices respect
ively, where n is the number of degress-of-freedom
of the discrete model.

From & dynamic systems theory point of wiew, the
inputs are the forces f. {i=1,n} and the outpuls are

the displacements x, {1~],n) The reiation betlweeh

them for stable, ti&e tnyvariant systems, may be
expressed by the freouency response matrix H{w}:

H{w)wii‘.-u.zﬁ-ﬁu.uc;] i)

where i = /=1 . The rejation between inputs and
cutputs in the freguency domain for transient {and
periodic) signals is given by:

£{w) = H{u}Flw) {3}

where %{w} and Flu} are vectors of ithe Fourier inie-

grals {or series] of the output vecter x{t) and the

input wector f{t)} respectively.

For stationary random signals the relation is gieen
(15)

Cypfw) = Hlu)Gpple) ‘ (4}

wHEre D

Eyplw) = E[X(w)F )] ()



is th; crass~spectiral density matrix and:

{6}

45 the: auto-spectral density matrix of the inputs.
{? denptes the expected value and the superscript
B denotes the conjugate transpose of a matrix or &
werior.
1t 45 possible to express the frequency respbnse
functibns H, . {w) 25 & function of the  modal  par-
ameters, Fof the case of non-proportional damping
it is necessary to re-state eguation 1 ina modified
state space formulalion:

¥ ﬁ';{ R
o-M Y Tip!

Geptud = E[F{)-F )

b e (72)

Qe {?b}

whote:
{8}

The homopeneous equation corresponding to equations
7 are in a standard eigenvalue problem form. It 1s
possibie to express any of the FRFs in terms of the
complex eigenvectors & {r=1,Zn) and complex eigen-

yvatues 5, {r=T,n):
e r&i rej
©olw) = D e s T (9)
; =1 a,(‘“ "By
where | &, $s the 1 th. element of the eigenvector
r% corresponding 10 the response coordinate 7 and
r%j ig the j th. element, corresponding to the

excitation coordinate j. The scalar coefficient a

iy ohtained from the orthogonality properties of

{i0)

The frecuency response matrix fully characterizes
the dynemic behavior of @ linear, discrete, time -
~ipvariant model. From equation Z it is clear that
21} of the structure parvameters {stiffoess, mass
and damping coefficients) are present in any of the
FRF glements Hij{w} {i,i=1,n}.

WODE SYNTHESES TECHNIQUE

The component mode synthesis technique used here
has besn proposed by Martin and Ghlaim in reference
{16}, For complete, discrete structure models, this
frap-interface technigue works well for the calcu-
jation of the assembled structure natural  fre-
qgeﬂgies and mode shapes. FOr continubus, real struc
tures. 4t must be enhanced by the intlusion of
eiher types of wodes {e.qg. constrained and charged
interface modes) Lo have a more complete modal base
{zee for instsnce veference {13)]. As this paper
interds to discuss the use of a moded adjusting
methor by freating a simple, discrete multi-d.o.f.
struckuve example, the technigue may be used as it
was originally described in reference (16). This
yechmiaue will be extended here (o include & fre -
quency response function formulation. As 3t will be
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shown latter, the caiculation of the FRY from  the
modat synthesis model presents more aumerical prob
Tems then the calculation of natursl freguencies
ant mode shapes.

The modal metrix of each substructure. gay o, has
the form: )

B =

= [1ie) LB et

4

{1

and it is used fora coordinate transformation:

ye 0z e,
The orthogonality conditions are eaxpressed by:
T .
6& Au Ou [‘an {133
T
0,8, 9 = [Lb] (13t
The sguations 7 become, thus, uncoupled:
GBp bz = 0 {15}
Assuming the solution of the form:
asrt
r = Zﬂ £
the sguation 14 can be re-written:
{ asr aar abr ) z& =L {15
and the eigenvalue may be expressed as:
oSy T 7 abe /gl (16
It is convenient to normalize the wodal matrix:
oti3 T o %l o (i

The new normalized modal maftrix corvesponds to 2
different transformaiion:

= %
23

¥

A {17}

¥

24

Using the orthogonality conditions of eguations 13,
gguations 7 may be written:

where I iz the identify matrix and the elements &y

{1%)

pf the disgonal matrix are given by eguation 16.
Assuming two substructurescand & with n and ng

degress of fresdom respectively, equations 18 for
both of them may be combined to give:

rl(i xn 3 4] 1 ® 3 ] ¥ i y7 { ]
! '2""a RO I s o !-Qu\{QGj
b Mnom e 70N si‘w e i
* EUE e LB e BT
or. in & shortened form:

Paw- [s] v = ¢ o (21"
with:

V=% W {22}

fonsidering the connections of cemponents o and

by sprinas and dash-pots. their influence may  be
sccounted for im equations 21 and in the term oo
g =g, 4G {23z}




whire ¢ represents the conaection forces:

y
g = ~-Qf %

g {23b}

&=

{ is tﬁe conneclion matriz of which the elements are
@ amgbzﬁatxen'cf the connection stiffnecs ang
damping coefficients and 9, 5 the vector of exter-

a8l forces acting on substructures g and B .

g, = i1, 0 ¢ 0} {24)
Faustions 21 may now be written as:
* ¥
twe sl o g Jws= 7Tgx (25}

The now elgesvalue problem for the assembled strig -
ture is:
[u1eu] r=o0 {26}

where:

U=-Kl+¥ gy (273

and the svlution gives the eigenvalues u. and the

gigepvectors (T The new modal matrix in terms of

coprginates w is R

. Re [larifer) ete... ]

Te express the mode shapes of the assembled strue -
ture in terms of the coordinate system of each sub-

Stepliure yo and yp it is necessary to apply  the
trapsformation:

Ro- v & {28)
To extend the formlation in order to be able o
sbiain the assembled structure FRF it should be
roticed that the matrix U in equation 26 4is ot
sypmpeinge. Thus, the formulation given in the preed
ing section cannot be applied directly. The ortho-
gonglity conditions mest now be expressed by the
so-cailed right and left eigenvectors {17}, The

right eigenvectors are obtained from equation 26 and.
represent the mode shapes. The left eigenvectors
are obiained from the transposed probiem:

lu.t+8711=-0¢ (29}

and can be interpreted as influence coeffivients
for the external forces, as it will be shown latter
in an anzlog form to eguation 28, it is possible to
gxpress the left efoenvectors in terms of the coor-
dinates ¥, 80dy, :

Yo - vt (30}
S Y, araarerinrme
Steriing with equatien 25 and using the modal trang
formgtion: -
! wsz R 5 {31}
ang @r&—m&lt%p?ying by et
" %.Tﬁf;i-L?iJﬁr,erngx (32}

Applying the Fourier transform {er series) on both
sides of equation 37 and using the orthogonality
condigions:

Poled e feds =1 v

{33)

x

where ¢ L‘i and g L ﬁz are Fourier transform

{or series] pairs. Using equations 31 and 27 that
can 8150 be applied o the Fourfer transforms { or
series) of the wectors y and w, eguation 13 may be
written as:

1 T T
¥ ?V=YRE*TR[\?&;;E;~*L ¥ Gx (34’
where  y *ﬁ—Y ard w £ W are Fourier pairsg.
R, using equations 2B and 30:
R 1 T g
y =R D}ngy ¢ 6, (35)

From equation 35, any FRF matrix element is givenby:

L, R
"% % 9.3e1.n and...

r
P21 SU8 0T 41,20 4n. (36)

Hij(w} b

2
]

where B =n_ 4+ n..
Q o

MOBEL ADJUSYINC METHOD

The model adjusting method used here has been pro-
posed in previous publications {30,17) and will he
shortly presented here. A¢ it has been pointed out
before in this paper, any FRF depends upon all of
the structuve parameters. This depsndence % guan -
tified by the normalized sensitivity coefficients
”kj relative to parameter pj at frequency el

p. 3w .p}
Vg ® 3 x : 3=1,npar. {37}
H{@k Wi 3PJ'
In the 2bove equation, p i35 a vecter of apar el-

enents P; and w, is & discrete fregquency value at

which the FRF is evaluated.

Assuming that most of the structure analytical model
parameters are known, to adjust the asalytics! sodel
consists of estimating the unknown parameters. In

the proposed method this estimation ¥s done by means
of & non-linear curve-fit of one or more measured

- ERFs. The modified-damped-least-squares {MDLS) curve

fitting method {17) may be shown to be eguivalent
1o & Gauss-Kewton minimization of an objoctive
function O(p}, which is the weighted sum:

O{p) =1 Hn - Ha{p))'We { Hm - Ha{p}l {38)

where Hm 1% 2 vector of elemeats Hm, which sre the
measured FRF values st frequency wy, {k=1,nfraq} and .

Ha are the FRF values calculated with the analytical
model for a given set of parameter values p at the
same frequency values.

Sore important features of the implemented
computer code gre:

- The THFs are taken in logarithmic scale in the
minimization process. This ameliorates the
search process stability in the presence of 2
targe amplitude dynamic range of the FRF.

micre-

~ The sensitivity matrix is caliculated by numeri-
cal differentiation as propesed by Brows  and
Dennis {18]. The sensitivily matrix P, has the
same expression of ks but without nﬁ?éaizzattﬁn

- The sclution of the linear system of eguations



¢ determine the search direction ig done by
inguler value decomposition.

ne singuiar values of the semsitivity matrir
nd the sensitivity coefficient wvectors { «oi-
wnns of the matriz v . of equation 37) may be

plotied st esch iteration step. The Tirear
dependence of the sensitivity vectors may be
wsed a5 2 identifiability eritevion {17}, The
difference betwegn consecutive singular values
may be used 10 detevmine the number of
parameters that can be estimated at gach
reration step for & given FRF 2t & given fre-
ROy range.

W W40 e OO

ks

Tne singular values may also be used as an
ntimal experiment criterion, consisting of
koosing the exgitation and measurement points
and the frequency range thal produce the greater
smallest singutar value {17},

toper and lower bounds may be imposed for the
psrameters to be estimated, They are taken into
crount in the search process by externally
snalizing the pbjective function.

¢

2

he rowputer code is highly intersctive, and
Tiows changes in the parameter set to be
stimated at each iteration step, as well as
harging the FRF to be curve-fitled or the
mitia) values during the adjusting process.

e DY BT

BODEE ADJUSTIRG PRDCEDURE
In &3
in wh
&Y £
antl 1
e ass

ig paper, the problem of concern is thai one
igh twe or more well charscterized structures
snnected by mechanical joints with stiffness
amping properties which are difficult to
re directly or to estimate theoretically.

The proposed procedure consists of following the
SLEpS:
1. Caleulate the natwra) frequencies and mode

shapes {complex} of each substrucrure.

formulate @ wathematical model for the joints,
i.e., prepare the connection metrix of which
the elements are combimations of & limited set
ipf stifiness and damping paramelers.

Investigate numerically the FRFs and frequency
ranges that produce the better identifiabitity
for the parameter set to be estimated.

4. Measure the FTRFs.

rurve-fit the measured FRFs, estimating the
connection stiffness and damping coefficients.

Loz

Lre

£ Verify the adjusted model by comparing other
measured FRFs to FRFs calculated with  the
sdiusted model.
Yo iliustrate the above procedure, & simple example
of & discrete structpre will be treated in the next
spofion.

SIMPLE EXAMPLE APPLICATION

the discrete structure system shown in figure 1 is
trepred here to i1lustrete the model adjusting
pethod using component mode synthesis. Tne same
system of reference {14) have been used herg  for
conkenience. The parameter values have been chamad
hechuse the parsmeters given in reference (14)
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lead 1o an ill-conditioned protler where two real
eigenvalues upset the FRF caloulation.The freguenty
response functions were symuiated using the compicte
syster modal parameters {eaquation 8}, im order te
yerify the sccuracy of the FRFs obtained by compe-
nent mode synthesis {eouation 38}, they have been
compared to the simulated FRFs. Figure 7 and table.
show ar example 0f such 2 comparison resuits. 1t
tan be observed that the component mode synihesis
method used here produces results which are as
good for FRFs as for the system eigenvalues {ses
reference 14}, The simulated FRFs, wpon whick the
model adjusting method is applied, were polluted Oy
the addition of Caussian noise. The noise is guan -
tified in terms of percents of the hiphest amplituk
value encountered in the FRF. This type of noise
correspongs to & freguently encouniered type of
noise in real-life sitwations, due to the limited
dynamic range of the instrumentation.
For simplicity, only the amplitude values of the FRF
were used in the model adjusting procedere. It is
well-known that the amplitude values of the FRF are
sufficient to characterize a linear relation, The
phase of the FRF may in fact be calculated from the
ampiitude by Hilbert transform (1%}.
To itlustrate the use of the proposed methot, the
connection parameters of the system shown in figurel
{k7,k8,c?,c8} can be estimsted by curve~fitting

one of the svstem FRFs, e.g. FRF 66 {excitalion a1
MmEEs Mg ant response at mass me). Figure 3 shows the

simulated FRF with 1% noise and the FRF calculated
by mode synthesis using arbitrary initial valuves for
the connection stiffness and damping parameters.
After some iterations of the avtomated searth pro-
cess, the curve-fit convergence fests are satisfied
and an estimation of the connection parametlers 15
abtziped. Fioure 4 shows the fina) curve - f 11
achieved and table 3 shows the estimated parameter
values and estimated ervors compsred fo the exact
values and errors.

The estimated arrors are obtained in & very approxi
mative way in the form of nomalized standard devi-
ations of the parameter valuss assuming & normal
distribution {nfrec >» npar) as proposed in ref. 17,
page 7.65, from the singular values of the sensi -
tivity matrix and the tolal souare error of ihe
curve-fit,

As it nas already been pointed out in 2 previous
saction, a compuler program was developed which is
highly interactive. AL each iteration step {the non
-Yinear curve-fit is an jterative process), after
the calrulation of the search direction , the wser
mey cheose one of the follewing sltermatives:

continue to perforsm a Time search in the calcu-
Jated direction, doing one more iteration.

change the search direction by fixing some of
the parameters which should not vary during the
next fteration step.

choose another measured FRP to be fitted in the
nexi iteration step.

continue aviomatically until convergente or
pntil the maximum selected number of ifterations
iz attained.

ask for HELP, which means to perferm s sensi -
tivity analysis consistine of plotting the

sensitivity vectors and the difference between
consecutive singular values of the sensitivity
matrix as well as printing its singular values




and the estimated errors.Based on identifiabiity
criteria, those informations guide the cheige of
ane uf the above options,

*

One snteresting thing fo notice is the advantage of
taking & logaritimic scale FRF to curve-fit. This
ameliorates the stability of the search process.
tnce convergence is aitaimed, the search process may
tontinue with weighting {see squation 38). The ¥e
matrix may be a4 diagonal matrix which elecents are
the Yinear scale values of the FRF amplitude. This
wilghting allows a more accurate estimation of the
paramelers once the parameter values are close to
the exact values.

Table 3 also shows other results pbtained for differ
ent simuiated FRFs. The influence of noise, measure”
point Jocation and freguency range may be evalyated
from these results,

The number of FRF calculations in table 3 mean the
nurber of times the FRF has bees calculated for dif-
ferent parameter values during the whole adjusting
process. Figures in fable 3 show the impartance of
using Lomponent mode synthesic with this method.
Otharwise, the amount of calculstions of FRFs for
the complete struciure by finfte-elements would be
pronibitive in the case of large, real structures.

CONCLUSIONS

The possibility of estimating & Timited set of strue
ture parameters by curve-fitting measured frequency
response functions has been imvestigated. The use of
cogpanent mede synthesis allows extending the wse of
the proposed method for large, real-iife structures.
& formuiation for the freguency respeonse functions
obiained frow the componant mode synthesis has been
presented. It was verified thatthe FRFs calculated
¥i3 wode synthesis exibit distortion when compared
with the exact FRFs, but this distorties iz small,
2ng 1t ¥s passible to curve-fit measurpd FRFs with
the wode synthests model.

The proposed method consists of a non-linear curve-
-fit of peasured freguency vesponse functions . The
features of the son-linear ¥it method wtilized nere
have been discessed. The proposed method is  well-
-siyited for the estimation of mechanical joint
parameiers when enknown joints connect well-char -
acterized substrucrures.
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table 1. System parameter values {see figure 1],

mass {Kg} stiffness {N/m) damping (Niim)
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Figure 1. Simple svstem:

ﬁable 3. Estimated connection paraweters for different FRF curve-fits.

cemponents and connection.
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JOSE MARIA CaMPOS DOS SANTOS

Thiz paper treats the problem of Finite Flement
Model updating of structures consisting of
subsrructures connected through joints, & damped
component mode synthesis formulstion is used to
calculate the theoretical Frequency Regponse
Funections of rhe assembled structure for 2 set  of
joint stiffress and damping parvameter values. The
FE model is updated by estimating the joint
i parameters with a non—linear least-squares  curve—
£ir of measured FRFs. The problems of sensitivity
imatriz calculation, identifiability and estimation
grrors are discussed. An example comsisting of two
g lzmped-free beams connected through spriangs is
shown to fliustrave the model updating method,
| KOMENCLATURE
% - displacement response vector
axternal foree vector
time derivative of wector x
mass wmatrlx
stiffness matrix
viggous demping matrix
-~ wector of function values caleulated with the
theoraticsl model
« vezror of messured function values
- weighting watrix for sxperimental dats
-~ weighting matrix for parameters p
- wectoy of parameter valiues toe be estimated
- T infrial {guess) wvalues for p
~ gealay eoefficient denoting the confidenre in

the theoretical wmodel

sud £

o8 - subscriprs denoting substructures o

a{x} srare vector
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FINITE ELEMENT MODEL UPBATING USING FREQUENCY
RESPONSE FUNCTIONS AND COMPOMENT MODE SYNTHESIS

JOSE ROBERTO DE FRANCA ARRUDA

Departamente de Mecanica Computacional
Universidaede Estadual de Campinas
Bragil

gw{f}- gouble order external force vector
4

A, B ~ system matrices

lso] - diagonal matTix whose elements are the
giganvalues . 6., =1, o, of substructurs a.

¥o - wmodal matrix of substructure a

w, — state vector of substructure o

I - didentity matTix

n, — mumber of degrees-of-freedom of substrcture v

g, — external ferces vector for the assenhled
structure
g, — commection forces vector for the assembled

structure
¢ ~ coupection matrix
B.» Lo« right-hand and left-hand eigenvectors

«~ right-hand and left-hand eigenvectors, in

)Er
physical coordinates.

4
H,{w} ~ Frequesvy Besponse Function
Wiwy] - Freyuency Hespomse Matrix
w ~ gircular freguency in rad/s

Er

-~ glgenvectoy scaling factor

n

r — cemplex eigenfrequency

5 - sensitivity matrix

Ap. ~ perrurbation applied to parameter P3 to

caleulate a derivative
W% - Fourisr traznsform of w

G

. — Fourler transform of g

§ ~ estimsted values for parameters p

o, - dimension of vector F



dimension of vector ¢

? o~ wariance of the measurement nolse

&
FRF - Frequency Rasponse Function
FE ~ Finite Elements

INTROVUCTION

Two different sitvations occur is the problem of

struciural FE model updating:

~ The parameters of the theorerical mode} that
shold %e{ggﬁ?ged are unknown and shoyld be
invgliized .

= The a priori knowledge of the structure indicates
clesrly the parsmeters to bhe adiusted,

sper deals with the larter situation, Ir
common in structural applications to
actures which can he modelled

tently connected through joings, whoge
;v is very difficult to predicr.This problem

o be calling the attention of the ?zna?icists
~5

is
have
quite

This o
nei un
subruy
nonven
behavi
HEERE
and sope recent publications deal with it

finire
of
an
investigated.

In this
elemant

Fager. the problem of updating
medels of structures consisting
substrycturas connected through joints based
experinentally derermined FRFs is
The setimation wethod used here is the weighted
izast sguaves method, but a more generalizad
appreach, which can take into account the relatrive
zonfidence in both the theoretical wodel and the
maas&reﬁ data, is slso discussed.

gwious papér(7) the authors have applied
posed method to @ lumped parametar system,

in a pr
the pro

paper, an snalytical formulatiom for the
cion of the sensitivity matrix {Jacobian)

i In this
Poealenla
| of che

FRE with respect to the jolnt stiffness and
; damping parameters is derived, and the resules  are
i cumpared to the finite-differences selution,
% Eimulation resulrs for = system consisting of two
¢ beaws cdnnected through springs and dash-pots  are
;| pressnted.
| In the treacad example, the influence of the modal
i base trupcation in the damped couponent mode
i synthesis is investigared.
| MODEL UPDATING PROCEDURE
?Kﬂdel pé%ametar estimstion is done by ainimizing
¢ the diffprenre with vespect to weasured data from
Lthe impur er the ocutput of the system( 10},
P Expevimental modal snalysis consists usually ef
inormalizing the outputs with rYespect te the ioputs
(im the frequency domain {FEFs} and then estimating
imodal pavsmeters from these outputs, characterizing

fan outpul errer method, Ko a priori koowledge wirh
irespest ro the particnlar structure under test  is
fuswally taken into account. The only & priori
Pinowledpe waed s the facr thar the structure has 2
[linesr behaviour and can be Tepresented by 3 modal
imedel. Efpervimentsl wodal snalysis produces a
irapresﬁniaﬁion wmadel,

bk

It 1s pessible to use the FRFs directly, or to use
the acdal parameters to update FE models of
struetures. The former approach is used here (7,8

Putting the experimentall

¥ obtained FEF in & wvector
talled FX and

v accordingly, the predicred valuas

in F¥, and given z cer of phivsical, parameters of
the theoretical model in vector form p, to he
estimated starting from intirial guess valueg Pos
updating the model consfsts in winimizing Lise
ebjective funcrionlll-13},

Ho) = [F* — FTWR(F® ~ P4 5lp = pol Walp -~ 1) (1
in this expression, Wp 1s the welghting matrix aof
the experimental dars, expressing the relative
confidence {statistically the inverse of the
covariance matrix) In the experimentally  obtained
FR¥q, Wp is & weighting matrix expressing the
relative confidence In the theoreripal mode ],
parameters {statistically the inverse of the
covarfance matriz, usually unknown)., The sealar vy
expresses a global relative confidence berween
theoretical and experimental models, If ¥=1{ the

wintmization of the objective function produces the

generalized least-squares solution. If k= the
minimization leads to the trivial selurion P*Pas
and the experimental data is not taken into
account,

The weighting matvices way be chogen expirically
in practical situarions, giving to the analyst
the possibility of weing any 4 prieri subjective
knowledge about the problem,

When obtained from the sratistics of the problem,

this approach is the Bayesian approach{12},

The solution which minizes J{p) may be shown to be:

P = P (W S W) W ~p* 34 SR (F = ) (2
where 5 is the senmsizivity matrix given by the
Jacobiam af function FY with respect fo the
parameters:
g7

5= By {3}
Due to the fack that FU iz non-linear ip the
parsseters, the minimization process is iterative
and k represents the iterative step. To starg the
process an initial guess of the parameter values
Po is needed. The calculstion of the seasirivity
matrizx will be discussed later in this paper.
In the cagse of FE modal updating by estimating
connecting joint parameters, there is usually a
very lew confidence in the guess values of the
jeint sciffoess and dawping parameters and, 54,
T=0 in equation }. In the examples treated here,
the zbsolute value of the FRF in logarithmic scals

is used. It was ohssrved that the legarithmic scale
twproves the conmvergence. & diagonal welighoing
metrix ¥p whose elements are the thecretical walues




i
Y
-
3

nf the FRF in l1inear scale iz used after & high
eorvelation level is sttained bepween FY and F* ip
ghe {terative Process,

nAMPED COMPONERT MODE BYRTHESIS

tne component wode gynthesis formulation used here
ts due to Martinm an Ghlale and has been
extended to Iinclude the Frequency Response Function
formulation by the authors in a previous paper 7,
‘oply the basic equations will be yveviewed here.

ach substructure is modelled with non-proportional
iscous damping. Using subscripts ¢ snbB for the two

ubetructures {the formulation can be easily
crended to more than two substrucfures):
Agi{, 4+ Batia = fo
Agyp + Bpyp = 98 (43
hers, for substrucfure of
G, M K, ]
e[t [ L]
v M 6}’ 8 M
* " {5)

we{ffee{5)

he same iz valid for substruecture B,with KM  and
being the stiffness, inertia end dasping matrices,

espectively, x being the displacement TE3pOnSe
weotor and f the external force vector,
Eguetion & may be diagonalized vsing the medal
imatrix obtained from the generalized eipenvalue
‘problem:
B.¥, = A tﬂz‘g
Bp¥s = Aplss] (6}

iwith the proper norwalization of the modal wmatrix:

Tty ~ LS;;}!ED = \sza
Tuig ~ E'é_s‘zwg = ‘}';Qg (¥

iwhere wa = Wole ws = ¥pys.

Equations 7 may be put together as:

L e {5 2 15

. 'F:: 0 Ho
-5 a5 ®

(where B, and n, rapresent twice the number of
gegrees-ofi-freedom of substructures a and B,
respectively.

timinating the subscripts for the equation of

worion of the complets system:

i - s]w = ¥y (9
we spritation forces vector g contains the
sonecting forces when the substructures are put

pgether through joints wodelled with springs  and

g= gt e (10}

whete g, are the external forces and g, ste the
compection forces:

we-a{ ) o

0 iz called the connection matrix, whose elements
are the stiffness and damping coefficients of the
jointe. Putting the term g, to the left side of
equation 9 gives:

Jie = [~15] = ¥ Q¥w = ¥ 5 012
Soiving the gigenvalue problem given by equation
17 produces the systew eigenvalues uy, right~hand
eipenvectors Ry and left~hand eigenvectors Ly
(hecause ¢ is non-symmetric). To express the
eigenvectors in the physicsl coordinates of the
substructuTes it is necessary 1o use the
transformation matrix s
R=%R
L=%L a»
Tt can be shown that the FRFs for the assenbled
structure mey be expressed as t
et Mg }'ﬂ'zr ¢ . )
am et A =1, {n n
Hofed= :);; PITIES vy (Ro £ 78 (14
where
oo = ETR v = L fna 4 na) {13)

SERSITIVITY MATKIX CALCULATIONS

¥. + recent pspers treat the problem of eslculaving
¢ semsitivity matrix § of equatiomn 2 with
¥ oect to the structure paraneters (14,17} in
ti. .5 paper, a specifir formwlation will be derived
for the case of frequency response functions,
obrained from a compoment node synthesis method,
with reszpect to the joint stiffness and damping
pax‘ameters.

Another approach, which is always feasible,zonsists
in caleulering the sensitivities by finite
differences. Different formulations are possible
bhut, as the problem is iterative, it is usually
betrer to take the first difference, because ir

costs computationally lass and gives gnough
accurate resulis:
_OF Fiptn)- £
v B, Ap, (16}

The rheice of Ap; may be critical. It should be as

small as possible, but there are 1imitations due o
Denpis U

mmericsl truncation. Brown and
suggest:
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fap, = min{{ £ (g, 6, {I7)
whers
107 ifipd < 2070 (18)
b= { 10-3p,l el 2 167°
Applying the Fourler Transform to both sides of

gquation 1 leads fo:

[tiw — &1+ %7 Q¥IW = ¥7 G, €193

where the uppercsase letters denote a variable in
the frequency domain.

The Freﬁuem&y Response Matrix can be expressed as:

) = ¥B T W {20}

é whare

Blw) = [l — &} + ¥ QY] (21)
E Bzing the known property for the inverse gquare
; matrix derivative (?9}:
é we tha%ﬂ, for & specific FRF:

?%:}E‘:“l = #‘z::szi:‘??ﬂ(w)é? (23
; whers

D*(w) = B“*{w}ﬁ”%—fﬁﬁ"i"’} (2)
; In the cpunnection matriz Q, the stiffness and

: dampingé&oaffiaientﬁ of the joints appear Iinearly
© and, because of that, to obtain its partial
i derivatives with respect to sach parameter pg it is
isufficient to replace the parameter valims by  one,
?&ﬁé #il %ha pther parameter values by zero, py = 0,
3N

i¢sing this analytical formulation to calculate more

Epze:iﬁzi% the sensitivity matvix c¢an improve the
icouvergence of the iterative non-linear least-squures
fgrﬁcaduré but this is done at the expense of F-]

ihigher cgmpurational effort. This is because it is
imecessary to invert wmatrix B(w) or, oumerically,
cto solve s linesr system of algebraic equations,
requency w where the Frequency  Response
a¢ measured, vhat means doing it hundreds
ands of times.
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ks the simulation results shown here have been
cbtained with & microcomputer, it has mnot bheen
feasible to fmplement the analvticel Jacoblan
solution in the model updating computer code.

Figure 1 shows 8 cowparison of sensitivity matrices
obtained via both procedures. It cen be seen  thae
the finite-differences method gives faivly prenise
results when compared to the exact, analytical
solution. In the examples trsated here, only
finive~differences caleulation of the Jacobian has
been used. The FRFs were raken In 4B scale and,
hence, sensitiviries are given in [dB w/N].

ESTIMATION ERRORS

The variances of the generalizel son-linear least-
~squares solution in the case of additive Caussian
acise may be shown to be approximated by

var[ﬁ}ﬁ Esrg}-]ﬁ'z {25)

where 5% {s the warlance of the noise which can be
estinmated with

ot (P}
Tne -, {Z6)

where 2, is the number of elements of FX ang n

is the number of zlements of p. For {n, —np}— = the
probability distriburion of p rends to be Gaussian
and the normal confidence intervals for fy may be
established (19}

In the model updating procedure treated here, the
estimation of the joint parameters is npt the main
goal, but thelr wvariances mav be uwsefull to

evzluvate the gualiry of the combined model.
UNIQUENESS ARD IDENTIFIARILITY

A guestion that is always present is the apdel
updating and parsmeter estimation fields is
wheather the models ars unique. This guestion will
be discussed here,

Given 3 set of modsl parameters {natural
frequencies, modal dampings and scaled mode shapes),
the only possibility of defining unigquely the
structure stiffnegs, mass and damping matrices  is
to have a complete modal model whare 311 modes are

measured on every degree~nf-freedom. This ig
practically impossible because real SrTuUCLuTes
are continuvous and because it posts too much ta
experimentally fdentify high order modes, as

pointed out by Berman

%o, omecannot Iintend to find the model of the
structure, but, hopefully, 2 wodel consistent with
the a priori knowledge sbout the structure and with
the measured data. Recent papers deal with vhe
structural model uniquensss problenm s,

In the case where only a small set of parameters
of the theoretical wodel is estimated from
experimental data, the problez may be formulated



ig
independently

gs sn identifiability problem. The gquestion
wheather the paramefers can be
estimated from the svailable data.

There exist some criteris of identifiabilicy  end,
for the pattiecular problem of nou linesr least-
~squares estimation,one of them consists of looking
for the number of non ne§1igible singular vaiues of
the sensitivity metyix {is8}, They sre related to
the Linesr independence of the sensitivity vectors,
which are the colusns of the sensitiviey matrix. It
may be proved(13) that, 1if the semsitivity wvectors

relsted to & group of pavameters sve linearly
dependent, that group of parameters cannot be
estimated uniguely. In the implemented computer
code, squation 3 is selved by a singnlar walue

decomposition of the sensitivity matrix and the
singular values are used at each iterarion shep
te choose the nusber of pavamerers which can be
sstimated gt that step.

SIMDLATION EXAMPLE

Figure I shows the structure treated here o
i1lustrate the model updating procedure. Each
damped~free bess is modelied by 8 Timoshenks  beam

finire elements gconstrained to in-plane deflection.
The connecting joints are modelled as simple linear
springs in this iliustrative example. An eigenvalue

anzlysis iz made for ezch substructure. ID the

mode synthesis only the 7 first modes are kept for
substructure s and the 3 first wodes for

substrucuture 8.

The FRFs simulating experimental data are

calrulated uging the couplete modal base of the
ipite element medel of the whole sfructure

sonsisting of the fwo connected beaws.

1t was not possible to include damping in the

ronnecting jeints because the ¥E computer cpde fhat
wae nsed did not allow such type of element.

a comparison of a ¥RF ghtained with
by
tha

Figure 3 shuws
the complete model and the same FRF obrained
wode synthesis with truncated modal bases of
substructures.

procedure
errors,
faussian
perrentage
of
the

in order fo test the updating
gensitivity with respect to gxperimental
the simulated FRFs were polluted with
noise sdded to the FRFs. The nolise
represents the guotient between the rms wvalus
rhe total added moise and the tms value of
response signal corresponding to the FRF.
wzhle 1 shows the resulis phtained for diffevent
noise levels and different frequency ranges of the
FRF. The validation pf the updated madel iz done
by comparing other experimental asd anaglytical FRFs
which have not been used ia the updating procedure.

Figura & shows the snitial fit of an TEF with the
{nitial jeint parameters guess values ané the
final fit. Figure 5 shows another comparison of
gnalytical end “experimental” FRF for the
vaiidation of the updated model.

the last case presentsd in Table 1 merits a
comment. Comparing other FRFS predicted with the
updated model with “measured” ones, it would be

1199

sasily verified that the model was not covrect in
this case, slithough s good fit had been chrainad
with FRF %9,

Tt i interesting to notice that the frzquency
range way be selected based op an “oprimus
experiment” criterlon which consists in choosing

the frequency range that produces the biggest walue
of the smaller singular value of the sensitivicy
natrix

To put the normsl modes Ypi r=l,n obtzined from
the FE wodel in the complex mode form {double order)

one can start by pormalizing the normal modes 80
that:
T My stirztn
* 14 4&#,‘ —_ A TEs {2?}
Wirh the modes normalized as shown io the previous
equation, & complex mode may be constructed:
ér:¢’r+i‘é‘rl":l-ﬂ‘ £28)
and, finally, the double order complex modal
matrix wmay be written ass
® o’
&= “lya 28
[ 13 ¢ ] 9
where
PP SV TRV B (30
The eigenvalue matrix may be written:
A D
Ls?z—lﬁ 3.1 (31}
With ¢ and Is] given by egustions 28 and 3,
conetructed for each substructure, the damped

ermponent wode synthesls may be applied.
CORCLUSION

The nop~linear least 3QuUaTes curve-fit of measured

FEFs may be used to update mathematical models  of
structures, In this paper, the mathematical wodel
consists of a damped component mode synthesis
model, where each substructure is modelled by its
¢irst modes obtained frow & FE model. The
parTaneters estimared in the updating procedurse  are
the stiffness znd demping coefficients of the
mechanical joints connecting the subsbructuras.

The praposed procedure wWas varified using FR¥s
simulated with the modal paramefers gbrained frow
& FL model of the assenbled siructure. in the
treated example the connection doints were
wodelied only by springs because of limitations of
the FE computer code that was used. It has hEeT



ihat the modzl dets base tyuncation of

shown the
substrpctures 4s not & major obstacle.

The suihors ars now working on the experimental
applicsrion of the proposed methed. for that

purpoas

uEed

freely isuspended substructures with
modes .,

¢, the damped component mode synthesis method
keve iz being adapied to he able to treat
rigid-body
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Table 1 Model updating resulrs for different measurement point locations,

frequency ranges and nolise levels.
FR¥ used for [K 1 exact lerror |[estimated (K2 exact jerror {estimated Bo., of
model updacing |6.E 5R/m error 1.ESK/m BrYOY iterations
FRFY 66
03000 radfs |5.92ES 1.29% [0.47% LLO0ER G.i0% j0.14% 4
fi noise
FRY 66
§-3000 radfs }5.97E3 G.47T 11.67% G.99E5 0.99%7 [0.472 4
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1G-200 radfs | 18.5ES 268.% 11935.7 LBLEDS 1,34 378.1 - 10
1% noise [intermpted)
FRF &6
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IZ noige
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RESUMO

Neste trabalho apresenta-se o problema de Ajuste de Modelos de Elementos Finitos
consistindo de sub-estruturas conectadas através de juntas. Uma formulaco de Sintese
dos Modos dos Componentes (CMS) com amortecimento € usada para calcular as Fungoes
sde Resposta em Frequéncia {FRF) da estrutura montada para um grupo de valores dos
pammetms de rigidez ¢ amortecimento da junta. O modelo de elementos finitos € ajustado
estirnando-se os par@metros da junta através do ajuste das curvas das FRF's medidas
manéo—se a técnica de minimos guadrados néo-linear. Um exemplo € mostrado a fim de
ilustrar o método de ajuste de modelos.

INTRODUCAO

A situagao neste problema de ajuste de modelos de elementos finitos é aguela em que o
conhecirnento a priori da estrutura indica claramente os pardmetros que devem ser ajus-
tados. Nao € incomum em aplicacbes estruturais encontrar-se estruturas que podem ser
modeladas mals convenientermente por sub-estruturas copectadas através de juntas. Con-
tudo ,devido o comportamento dinamico da junta mecénica ser, geralmente, dificil de ser
previstoe tal problema vem chamando 2 atengio dos pesquisadores da drea. Este trabalbo
¢ também vma aplicacao estrutrual, onde investiga-se o problema de ajuste de modelo de
elementos finitos ermn uma estrutura consistindo de sub-estruturas conectadas através de
%untas, com base nas FRF’s determinadas experimentalmente. Na estimacga dos parimetros
isssa-»se o métede de minimos guadrados ponderado, o qual leva en conta a confianca rel-
;faziva de ambos modelos tedrico e experimental. Resultados da simulacd de um sistema
consistinde de duas vigas interligadas por molas e amortecedores 530 apresentados e a in-
Auéncia do trucamento da base modal na sintese dos modos dos componentes com amortec-
imento é invesiigada.

PROCEDIMERTO DO AJUSTE DO MODELG

A estimacao de parametro do modelo € feita minimizando-se & diferenca com relagan
aos dados previsio ¢ os medidos na entrada {excitacio) ou na saida {resposta} do sistema
[1). A anadlise modal experimental consiste usualmente, da normalizagio das saidas com
relagao as entradas no dominio da frequéncia {(FRF’s), seguido da estimagio dos pardmetiros
modais a partir destas saidas, caracterizando-se desia forma em um método de erro na




 saida. Nenhum conhecimento & priori com relagio & particular estrutura em teste € levado
em conta, excelo o fato de que » estrotura tem um comportamento linear e pode ser
 representada por um modelo modal. Pode-se usar as FRF’s diretamente para ajustar
| modelos de elementos finitos de estruturas |2], e este ¢ o enfoque usado aqui. Colocando
a FRF experimental no vetor F; e os valores previsto em F,, ¢ fornecendo um conjunto
 de parimetros fisicos do modelo teérico na forma de um vetor p, a ser estimado & partir
de valores inicials de teniativa pg, 0 ajuste do modelo consistird na minimizagho da funglo
obietivo

J{p) = |Fx = R'Wg[F. — F] +1lp - po)]" Wilp ~ po] (1)
onde Wr e W, sao as matrizes de ponderagdo que expressam a confianca relativa {es-
iatisticamente 2 inversa da matriz de covarineia) nas FRF’s obtidas experimentalmente
¢ tedricamente, respectivamnente. O escalar vy expressa 2 confianga relativa global entre os
maodelos tedrico & experimental. Se vy = 0 2 minimizagio da equagio 1 produz a solugao de
minimos quadrados generalizado, de outra forma (v — o0} a minimizagdo leva & solugio
irivial p = pg € os dados experimentais nao sao levados em conta. As matrizes de pon-
deracao podem ser escothidas empiricamente nas situagdes préticas, dando ao analista a
possibilidade de usar qualguer conhecimento subjetivo sobre ¢ problema. Quando obtide
de dados estatisticos do problema este enfoque é chamado de Bages:ano {3]. Pode ser
mostrado gue 2 solu¢do que minimiza J(p) é dada por

Pra1 = pi + (W + S'WeS) T [Wipo — pi) + S'Wr(F; ~ F)] {2)

onde § & a matriz de sensibilidade dada pelo Jacobiano da funcio F; com relacio aos
pardmetros p, ou seja,

aF,
§= = (3)
dp
. Devido ao falo de F, ser n&o-linear nos pardmetros, o processo de minimizagao € iterativo
e k representa o passo da iteragio. Para iniciar o processo é necessirio arbitrar os valores
iniciais de py por tentativa. O célculo da matriz de sensibilidade é feito por diferenciagio
 numérica como proposto por Brown e Dennis [4]. Um outro enfoque consiste em caleular 2
matriz de sensibilidade por uma formulagio especifica para o caso das derivadas das FRF's
com relagao aos parametros de rigidez e amortecimento da junia. Os avtores mostram em
{2] gue este método pode melhorar a convergencia do procedimento iterativo mas &s custas
~ de umn esforgo computacional muito alto. No caso de ajuste de modelos de elementos Binitos
por estimacio dos parametros da junia de conexao, exisie ussalmente uma confianga muito
~ baixa nos valores de tentativa dos par@metros de rigidez e amortecimento, assim, v = 0 na
| equagio L.

SINTESE DOS MODOS DOS COMPONENTES

A formulagio de sintese dos modos dos componentes usada agui € devido a Martin €
. Ghlain [5] e foi extendida pelos autores em [6] para incluira formulagio de Fungio de Re
 sposta em Fregquéncia. Somente as equagdes bisicas serdo revistas aqui. Cada subestrutura
¢ modelada com amortecimento viscoso nao-proporcional. Usando os indices o e § para
as duas subesiruturas teremos

Aa!}a -+ cho = fa (#)
Apls + Bpys = gp



onde parz a sub-estrutura o teremos

e M), _[K o
A“'[Ma o]'f”“"[o ~M§.] (5)

yam{z:};gn={{;*}

O mesmo se aplica para a sub-estrutura 8, com K, M e C sendo as matrizes de rigidez,
ércia e amortecimento, respectivamente, x sendo o velor de deslocamento e f o vetor das

rcas externas. A equagdo 4 pode ser dizgonalizada usando-se 2 matriz modal obtida do
problema de avtovalor generalizado, ou seja,

B.¥, = Auls.] (6
Bp¥p = Aplsp]
Normalizando-se adeguadamente a matriz moda! obtém-se
Ty — |83]we = ¥Tg, (7)
hig ~ [sgiwp = Vjgp
onde
wo = Walkaiwp = Wals.

As equagdes em 7 podem ser agrupadas obtendo-se

F{ng x n,) 0 ty { |5 O w, | | ¥T 0O Go (8)
0 I{ng x ng) Wg 0 sp wg § | O @'g g5
onde n, e ns representam o dobro do nimero de graus de liberdade das subestruturas

w e B, respectivamente, Eliminando-se os indices para 2 equagao do movimento do sistema
completo, obiém-se

i — |slw = ¥7g {9)

O vetor das forcas de excitagho g contém as forgas de conexdo guando as subestruturas
fo conectadas entre si através das juntas modeladas com molas € amortecedores, assim

= g: 1 & (10)
onde g. é o velor das forgas externas e g, das forgas de conexao, Jogo
¥o
= — : 11
8. ¢ { s } ( }

onde @ é chamada de matriz de conexdo, cujos elementos sao os coeficientes de rigider
amortecimentio das juntas. Colocando g, do lado esquerdo da equagac 9 teremos

I~ {~18] + ¥TQ¥jw = ¥y, {12)

Resolvendo o problema de autovalor dado pela equagdo 12 produz-se os autovalores
o sisiema ©,, £ 05 correspondentes autovetores & direita R, ¢ & esquerda L, {devido a
o simetria de ). Para expressar os autovelores em coordenadas fisicas da estrutura ¢
ecessario usar a matriz de transformagao




R=VR (13)
L=vL

Pode ser mostrado que as FRF's para a estrutura montada podem ser expressas como

6]

in, +2ny jz,i,.
H;J{w) = Z i ! "4

% efiw ) d T et ) (14)

onde

& =LTRr= 1,2{n, + ny) {15}

ERROS DA ESTIMACAO

As variancias da solucio de minimos quadrados generalizado ndo-linear no caso de ruido
gaussiano adtivo podem ser aproximadas por 1]

varlp] 2 |87 8] 0 {16}
onde ¢ é a variancia do ruido a qual pode ser estimada por
Ji
G‘Z e EP) (1?)

n, — %,

 onde n, é o ntmero de elementos de ¥, ¢ n, é ¢ nimero de elementos de p. Para
{ﬁg ~ m,} — oo a distribuigdo de probabilidade de § tende a ser gaussiana e o intervalo de
confianga normal para p, pode ser estabelecido {7]. No procedimento de zjuste de modelo
ira%ada aqui o principal objetivo nao € a estimagao dos pardmetros da junta, mas suas
*mnanczas que podem ser dteis na avaliagio da qualidade do modelo combinado.

EXEMPLO DA SIMULACAO

. A figura 1 mostra a estrutura usada para ilustrar o procedimento de ajuste de modelo.
i';}aéa viga livre-engastiada é modelada por 8§ elementos finitos de viga typo Timoshenko
?estnm no plano. As juntas de conexio séo modeladas como molas lineares simples. Uma
anah%e de autovalor é feita para cada sub-estrutura. Na sintese somente os 7 primeiros
modos da sub-estrutra & sko mantidos e os 5 primeiros da sub-estrutura . As FRF's

simulando os dados experimentais séo calculadas usando a base modal completa do modelo
de elementos finitos da estrutura completa consistinde das duas vigas conectadas. Nao foi
;}{xsswei incluir amortecimento nas juntas devido o cédigo coputacional de elementos finitos
nsado nao conter um elemento deste tipo.

. A figura 2a mostra uma comparagao de uma FRY obtida com o modelo completo e 2
mesma FRF obtida pela sintese dos modos dos componentes com as bases modals das sub-
wtrutnras truncadas. A figura 2b mostira o ajuste inicial de uma FRF com os pardmetros
iniciais da junta por tentativa e o ajuste final obtido.
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Figura 2: {a} FRF calculada com a base modal completa £ por sintese dos modos dos componentes com &
base modal truncada. {b} Ajuste das curvas po procedimento de ajuste de modelos.

A fim de testar a sensibilidade do procedimento de ajusie com relagloe aos erros experi-
mentals, as FRF's simuladas foram poluidas com um ruido gaussiano adcionado 2 elas. A
ercentagem de ruido representa o guociente entre o valor rms do ruido total adicionade
o valor rms do sinal da resposia correspondente para a FRF. A tabela 1 mostra os re-
sultados obtidos para diferentes nivels de ruido e diferentes faixas de freguencia da FRF.
A validacio do modelo ajustado € feita comparando-se outras FRF’s experimentals ou
analiticas, as quais néo tenham sido usadas no procedimento de ajuste,




FRF uvsada para Faixa de Coeleficiente | Erro | Erre (%) | No. de
zjustar o modelo | Frequ. [rad/s) | da Mola [N/m] | (%) | Estimado | itera.
FRF 66 0-3000 Kl =582E+5 1 1.29 0.47 4
0% ruido K2 = JL.OOE+5 | 0.10 0.14
FRF &6 -3000 Kl = 597E+5 | 0.47 1.67 4
1% ruido K2 = 0.99E45 | 0.99 0.47
FRF 66 1000-2000 | K1 = IB85E+5 {2080 18350 10
1% ruido K2 = 054E45 | 46,0 | 3780 | interromp.
FRF 66 -2000 Kl = 581E+5 | 1.55 1.14 5
1% ruido K2 = 1.01E45 | 0.70 0.53
FRF 99 0-1500 K1 = 2.22E+5 | 63.0 3.21 3
1% ruido KZ = 1.10E+5 | 9.60 0.88

Tabels 1: Resultados de ajuste de modelos para diferentes pontos de medida faixas de frequéncia ¢ niveis de
ruldo,

CONCLUSAQO

O ajuste das curvas das FRF’s medidas por minimos quadrados nao-linear pode ser
usado para ajustar modelos de estruturas. Neste artigo, o modelo matematico consiste de
um modelo de sinteze dos modos dos componentes amortecido, onde cada sub-estrutura
¢ modelada por seus primeiros modos obtidos de um modelo de elementos finitos. Os
pardmetros estimados no procedimento de ajusie sio os coeficientes de rigidez e amortec-
imento das juntas mecénicas coneciando as sub-estruturas. O procedimento proposto foi
 verificado usando-se FRF’s simuladas com os parémetros modais obtidos de um modelo de
elementos finitos da estrutura montade. Ne exemplo tratado as juntas foram modeladas
apenas por molas devido as limitagdes do cbdigo computacional de elementos Enitos que
foi usado. Neste caso mostrou-se gue ¢ truncamento da base modal das sub-estruturas nao
 é o maior obsticulo.
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SUMMARY

This paper treats the problem of Finite Element Model Updating of structures con-
siting of substructures connected through joints. A damped component mode synthesis

formulation is used to calculate the theoretical Freguency Response Functions and the FE
'model is updated by estimating the Jjoint parameters with a non-linear least-squares curve-
£t of measured FRFs. Simulation results for a system consisting of two beams connected
through springs and dashpots are presented and the inBuence of the modal base truncation
in the damped componente mode synthesis is investigated.
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ABSTRACT

Large structares often consist of substrusinres connecled
through mechaniesl joints, whose dynamic behsvior is
generally difficult to charscterize. In previcws publics-
tioms, the nuthors heve proposed and verified pumerically
a method to solve the problern of modebng this kind of
structure. It consists of updsting & component mode
synthesis model by adiusting the stiffncss und damping
enefBoients of the joints based on edthey experimentsl
racdal paramelers or oo measured Frequency Response
Functions. In this paper, the spplicability of the pro-
posed methed is investigated csing an experimental ex-
ample consisting of two beams connected by elastomeric
mounts. The issues of mode synthesis with ngid-body
modes, sensitivity computation, and convergence sre dis-
russed based on preliminary experimental results.

ROMENCLATURE

G, 0;  joint damping coefficients

Et{p}) total sguece error {cost funetion)

{F,}  enslytical dynamic functions
{either FHFs or modal parameters)

{Fy}! cxperimental dynamic functions

feorresponding to {F41)
5 naturs] frequency of mode r n Hz
H., FRF for excitation at node j and
rrsponse at node 1
juint stiffness coefficients
snalytical model parameters

Ko b
ir}

fru} analytical model parameters values
ut the ED feration

(58] senstiivity matyix

oy complex-to-real ratio of mode {¢.}

Node: All other symbols appearing in this paper are de-
fned in the Netation for Modal Testsng H Anelysis
- Version 1 of June, 1992
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EXPERIMENTAL ESTIMATION OF MECHANICAL JOINT
PARAMETENRS USING FREQUENCY RESPONSE FUNCTIONS AND
MODAL PARAMETERS
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Centro Téonico Acroespacial
129725 Sio José dos Campos, SF
Brasi

1 INTRODUCTION

Model updating methods may be roughly classified as
global or local methods {1} Methods of the first type
generally consist of correcting the mass and for the stiff-
ness malrices in & global sense, so that they produce
eigensolutions matching with experimentally identified
mods]l paremeters [2,3]. The adjusied system matvives
are usually obtained by = straightforward, non-iterative
way, but the results mey lack iv physical meaning, Prac-
tical interpreiation of the adjusted matrices is often awk-
ward, In the second type of method, the correction 1
eentered on & few parameters, of lmited spatial regions
of the structure [4,5,6]. These regions may be chosen &
ther by automatic Jocalization methods [7] or by ¢ prient
knowledge of the model. Local adjusting methods allow
immediate physica! intespretation of the modificaiions,
which iz handy in practical applications,

One of the main sources of discrepancies between theo-
retical and experimental models is the poor kpowledge
of mechanical joint properties [8]. Stiffness and derop-
ing of the ropnections between substructures sre bardly
ever knows with suficent accuracy to generale reason
sble dynamic models. This problem can be overcome
when the behavior of the joints can be sssumed linear ip
the neighborhood of & given oporating condition.

The local model adjusting method used in this paper
was developed to deal with this problems. It was pro-
posed and verified numencally by the authors in previ-
ous publications [5,10,11]. I the proposed method, &
dsiaped component mode synthesis {12] method is used,
asswming there is good confidence in the models of the
individual substructares {& prien knowlodge). The lin
entived siiffness and dumping coefficients of the connect
ing joints are estimated by minimizing the weighted sum
of mguares of the differences between experimental and
theorsticsl dynamic functions, e.g., Freguency Respouse
Functions {FRFs) (9,10} snd modal parameters [11].



. This paper is 5 contribution to the discussion of the main
. problesus of the practicsd application of inverse sensitiv-
ity wode] updating techniques, namely the poor con-
vergence, the presence of rizid-body modes in the mode
synthesis, and the excessive compuiations! cost. The
dﬁamfssizm is based on preliminary experimental results
obtuined for » simple structure consisting of two beams
eonnected through slsstomeric mounts,

2 NONLINEAR LEAST SQUARES

Most locsl updating methods use the inverse sensitiv-

ity spprosch, which corresponds mathemationlly to the

ponkinear least-squares problemn. Given the sensitivities

of sone dynsandc function {which can be both eslodaled

. using the xealytival model and obisined experimentally),

{Fa}, with respect to 8 set of snnlytics! model prrame
ters, {p}, in matrix form:

| pmrsmneter vaiues from the difference between {Fi) snd
the corresponding experimental values {Fr ). As {Ful
nonlinenr with respect 10 the parmineters {p}, this is an
flerative process, whick doos sot slways converge, The
corrected parameters st Beration k4 1, {puyy ), ave given
relstive lo the values st Heration k by the expression

{pres} = {md + IST({Fx} — {Fal)- {2}
i In order 4o enhance the vonvergence of the inverse sensi-
tivity method, it is pecessary o introduce & one-dimen-
sions! search o the direction of ({pig} — {pe}) This
Tine sensch secks the minhmization of the toir! squared
. error function, given by:

E({p}) = ({Fx} ~ {Fah*({Fx} ~ {Fa}),

(3}

least squares method can be further enhanerd when there
¢ s some knowledge of the statistics of the errors present in
the experimental date snd the analytical model parame-
| ters, in which case it can be generalized into » Bayesian
| estimation [4].

Once the updating method is choscn, one s still left with
the following questions: what dynamic functions to use
and how to eslculste them efficiently ) how fo obtain
{he sensitivitios in s computationally efficient way 7; how
i improve convergenze 7 .

3  COMPONENT MODE SYNTHESIS

fr, the iterative search of the optimal parameter values
Ip} based on Eq. 2, it is kmportant to minimize the coin-
putational cost, because the jterative search process in-
votves caleulating the dynamic responscs teas, of fved
thousands of times. When the parameters to be ad-

wsing quadratic or cubic interpolation. The ponlinear .
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justed are joint parnmeters, componert mode synihesis
can be used s sn efichent way to eompute the dyramie
responses of the modified system,

in previous papers, the suthors have shown o dets’! how
to ealculate modal parameters {11 sod FRFs [10) us-
ing the Martin and Ghlsim's Damped Component Mode
Synthesis {DBOMS) method. This iz a free-interface syn-
thesiz method, which assumes viscous, non-proportionsl
dasping inn the substroctores and in the jointg,

The substructore component modes, calenlated using a
Finite Element {FE) model, are veually real. When in-
ternul damping is taken into consideration, this s gener-
ally done through modal damping eseflicients, which are
specified nocording to the kind of structure, hused on
previous experience or identified expuimentally. How
ever, the DUME techoigue requires that the double o
der, complex modal matrix [#] be normalized so that:

o [(F et @

Therefore, given & real modal matris [$], mass normal-
ized so that:

(@7 (M11#] = U, (s)
it in pecessary to bulld matnx {#]. Using the wellknown
struciure of matrix [8], 1t is ensy to show that, in order
to achieve the normelization of Eq. 4, it is pecessary to
make:

W =S i, @)
where:
s
o =(g7h "

Problems arise when the free-interfnee substruetures have
rigid-body modes. In this case, BEg. § cannot be applied
hecnuse w, = 0. Yo overcome this difficulty, the authors
have found that it is possible to obdals good synthe
sia results using the residual, non-zero aatural frequency
values obieined using stsadard FE codes. When enly
exact rigid-body modes with zere natural frequency are
available, one simple solution consists of contaminating
the exact rigid-body mode with residual contributions
of Bexible modes, preferably higherorder modes, not in-
cluded in the synthesis. The residual natural frequency
then becomes:

: {eTIEHe)

TR TRM)

{8)

Figure 1 shows # typical compurisee of an FRF com-
puted with the DUMS compaured to the FE rendt ob
tained for the whole assernbled structure, Results on
Fig. 1 comrespond to the example shown in Fig. 2, bue
without damping, neither in the sabstroctures nerin the



e, s 1l FE eode naedsbid uot sdbacsion ps et tionnl
sffnees eoefBrient vahies peed i
Fig. t were: Ky = A= 1.0 % 107 K/m. The otler phys-
sinl prrsmeters of the struclure are given in Table 1

i
Sangang,  The joit

-

Phe sensitivities were caleulated using Both the closed-
form solution derived in previous publications [10,11] and
Snite differences (frst difference). The closed - form solu-
Gon was oply used to velidate the Snite-difference ap-
proimmation. The Bnite-difference Is preferred becanse
i has a much sosaller cost when compared to the closed-

fﬁma selution,

SENSITIVITIES

Sperind care 3s needed in the caleuiation of the sensitiv-
sties of FRFs using the DUMS when rigid-body modes
age present. It was observed that the rigid-bady mode
parameters of the sssernbled structure become sensitive
1% the joint stiflness snd damping cosficients, which is
not physivally mesningful. This problem affects the sen-
sitivity matrix, introducing significant errors. To avoid
that, the simple solution found by the anthors consisted
of holding the the assembled stracture’s ngid-body made
pf%.x-wzewrs fixed while perturbating the joint parameters
16 cabeulste the pensitivities. The caleuistion of the sen-
sitivities of the modal paramelers with respect to the
jeint paremeters is not afected by this problem because
the rigid-body mode parameters are not intladed o ver

%rﬁ%}

F;ga;m 3 shows FPRF sepsitivity plots compasing closed-
form and fnite fference resolts for the structure ex-
mple of Fig. 2. The excellent agreement validates the

finite-diffecence approximstion.

5 CONVERGENCE PROBLEMS

1t is well known that the ponlinear least-sguares method
is prone Lo POOr CONVErgence. The wsual mesns to make
it more yobust consist of introducing & one-dimensional
sesrch. In the example shown in this papers, gouadratic-
interpolation line search methods were used. The Box-
Konemssu [12] method was gsed in the model updating
based on modal parameters snd Cogpin’s method {12]
was used with FREs

wns shown by one of the suihors {13] that, when
g FRFs the logarithmic amplitude stale Jeads to
ore smnoth cost functions, and, hence, Improves con-
eygenee.  Farthermore, in previous publicstions {14},
s author huve shown that there’'s no peed for usiag the
Loaer Jnformation when updsting dynamic models using
FFs. The authors have slso derived the gxpression of
e sepsitivity of FRF amplitudes in decibel scale [10}.
Towever, it was observed thel in the zrample treated
ere the PRF apli-resonsfines Wer strongly affected by
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the mnarnracy of the righl body susdes ealeulated v
DHOMS. This miny eavse a poor estimonbion of the ot
PraIneiers,

To overcome this difficulty, the strategy ward bere con
msted of slarting the updating proosss with logarithmic
sente FEFs. Once sonvergence was achicved, the process
was restarted msing hoesr smpliude scxde FRFs. By
doing this, befter estimates of the joint parameters oan
be obtained, and the convergence improvement of the
logarithinic scale FHFs is preserved,

6 EXPERIMENTAL RESULTS

A modal test was performed on the structure shown
schematically in Fig. 2. 11 sceelerometers, oach weigh-
ing 17 grams, were atiached st the nodes shown in this
figure. The structure was driven by an electromagnetic
shaker placed at node 4. The foree signal was 2 peniodic
chirp.. The response signals were acquired separately but
shmultancously with the excitation force signsl. FRF es-
timntes were obtained with 10 aversges, using the H,
estimaator.

Table 2 shows the natural frequencies and modal dump-
ing roefScients identified using the Complex Exponential
method {15]. The eigenvectors were identified using the
circie-Bt method. The physical parsmeters used i the
FE model of the substructures are given in Tsble 1. A
econstant modal damping coefBdent of { = 00K was
introduced in all the modes of the fwo substructures us-
ing Eqs. § and 7 to take into account the materis! internal
dumping. Concentrated mass elemenls were introduced
at the nodes to mode! the massload effect of the ac
celerameters.

The noplinear least-squares updating procedure described
previously was then used to try to estimate the joint 15
earized stifiness nnd damping cocficents: Ky, Ky, G,
and €. As nll the sttempts 1o estimnte the four param-
sters using either FRFs or modal paramelers failed, iz,
0o convergenee was attained, & constraint — numely that
the two joints were identicsl, ie, K} = RO =Gy -

was introduced. Following that, it was possible to ob-
tain convergence wsing the first identified cigenvalues.
However, convergence was not atained when using mea-
sured FRFs directly. Only s somall improvement in the
sgreement between experimental sad predicted FRFs
was possble. Furthermore, joinl-parameter estinates
were pot consistent arnong the different cases {reated.

Table 3 shows PHustrative results obtained vuing FRFE.
The different cases corvespond to different sets of FRFs
used in the updating procedure. Each FRF is deanted
by H,, where § is the excitation DOF and i the response
BOF. Gﬁ&e 1: FRF& H;_q, .H?,.Q, H;g‘.‘, and B;&_‘ wWETE
nsed. Cwse 2 FRFs Hoe Hiva, snd Hapg were used.
Al FRFs were messured with 8 frequency resolution of




0 Hz in the fioquency range 0-517 He, bul only the
snge 16-240 Hz was used in the updating, Figure 4
ows one of the experimental FRFs of case | compared
the ansiytical FRE ealeolated with the initial and up-
ated medels. Although 2o convergence was stiained,
inprovement of the curve-fit can be obsorved after &
# iterations.

Tuble 4 shows Mluatrative resudts obisined using modal
arameters. [o case 1 ouly the elgenvelues of Saxible
odes 4, 5, snd § were used, while in case 2 the elgenval-
v of the Srst § Bexible modes were used. The inclusion
gigeavectors huve worsen the convergence problems,
and no good results eonld be found using them. Several
Hifferent fnitial guess vdues were tried, and the joint.
oarameter values tonverged systematically to the same
values, with varistions of less than 0.1%.

¥ DISCUSSION

Fu thiz experimenta] example there nre po exact joint-
prrameter valves to eotopare with, as it was the cese
in the numerical examplos of the previous publications.
Actually, this is Bkely fo octur in most real situations,
Therefore, the guality of the updated mode! can only be
erified hy compering predicted ard moasured results,
referably dats which have not been used in the updat-

Hng provess, This condition is essential becawse compar-
ing only dats which was curve-Btted do not validste the
spdated model. Az = matter of fact, provided there sre
enough parameters to adiust, i is always possible to ob-
‘txin & ressonable i im the process, but this does pot
necessarily mean that the updated model is good for dy-
maic sesponse prediction. However, & good sgreement
hetween analytical and experimental data not used in
the updating process is & sirong evidence that a good
dynasnic model was obtatned.

Figure 5§ shows the comparison of a measured FRF, Hyo,
nd the corvesponding analytical FRF predicted asmg
e DOMS model that was updated based on modal pa-
nmeters {Table 4, case 2). The FRF was generated us-
g sl the BCMS model elgenvalues, not only the ones
sed in the updating process. Figure € shows the eomn-
arison of flexible mode shape 4 obtained experimen-
ally with the snadytical modes using both the initial and
e updated models {Table 4, case 2). Finally, Table &
eows the first & Bexible-mode natural frequencies ob-
Hained experimentally compared to the analytical values
cnlenlsted with the initial and updated DUMS models
{Table 4, case 2).

The fact that the inclusion of elgenveciors have worsen
ithe convergence was probably caused by the relatively
poar precision of the identified wodes. Another reason
is possibly the fact that no prior updating of the models
iof the substractures was performed. It was ansumed that
ithe FE maode] of the benns was goud enough, whick s
probubly not the case, This agrevs with the fact that the
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updating {ailed when using FRFs, which depead wpon
the mode shapes ns well a5 the eigenvalues.

8 CONCLUSION

It was shown hiow the nonlinesr Jeast squares parsmeter
estimation method can be used to update dynamic mod-
els of large structures condsting of wellcheracterized
substructures connected through poorly modeled mechan-
ical joiots. The updsiing consists in the sdiustment

of the joint Bnearized siiffoess and damping coefficients

.besed on experimental dats, which can be modal param-

eters, FRFs, or eny other dynamic function that can be
both predicted with the analytical mode] and experimen-
tally determined.

In previous publizations, the anthors have already wali-
dated the proposed method wsing nuanerically simulated
data. In this paper, o experitmental example of 8 freely
suspended structure was used to illustrate the spplica-
hility of the method. To be able to trest the experimen-
tal exsmple, some extensions of the previcusly proposed
method were developed. The damped component mode
synthesis method wies extended to trest substructures
with rigid-body modes. It was shown that approxims.
tionz of the pensitivities with ressonably good scousacy
can be obisined by fnite differences at & lower compu-
tabioual cost.
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Tuble 1 Physical parsnmeter vadues wsed in the FE model
»f the expsuple structure in Fig. 2.

Desrriplion Koiation Yalue
Lengih of beam o i, 10 m
Tengih of beam £ g 08m
Young's module E 2.07 x 188 N/m?
Poimon’s corfiicient 3 0.3

Musy density ) 7.8 % 10° kgfmw®
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Fig. 1: Comparison of FRF Hip s obiained via DCMS

and FE for the structure in Fig. 2. — FE, ~— DCME,
x {
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Fig. 3: Comparison of FRF sensitivities calnulsted by
dosed-form volution and by Snite diffevences relative
to: {&} stiffiness K, (b) demping £ for Hyga ~—
Ciosed-form, ++ Onite differences.

Tuble 3; Linearized joint stiffness mod damping coefi
cients esthmstion results for model up<dating vsing FRFs.

Joint Initial Crae {Cnse
prrameter Euoes 1 2
Ry =K [Nfm} 10105 £429 % 10° 6336 % 10°
C; = €y [Ns/m] 14, 2881, 3557,
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Fig. 2. Example structure indizating the nodes used in
the FE model.

T&h%w% 9. Waturs! frequencies snd damping cosfBclents of
the fist & Bexible modes estimated using the Complex

mode Mo, i i 3 4 5 6
). iﬁz} SRET T 4208 G182 10850 18002 1N
08104 A0058 00048 D035 00071 00055

’E’ahie 4 Linesrized joint stiffness snd dampang cosefli-
ients estimation results for model updating using modal

p&r&%ﬁﬁaim

Jont Testinl Cuse Case
wrameter Euess i 2
R = B, Njm 16x 100 1977 x10° 1816 10
< 236. 245,

e Qg {Nn}m} 11

Table 5 Compatison of patural frequencies and damping
weﬁ%a%mts of the first 6 fexible modes oblained exper-
jmentslly with the wralytical values predicted using the
iitial DOMS medel and using the updated model {Ta-
ble 3, case 1}

Jnedde expe ritaental anslytical
‘ Ho. {Hz] initial {He} up<isted [Hz]
i a3 6T 32 88 %341

3 42,060 4019 41.84

3 £3.62 54.15 84,61
4 105.90 8431 113.32
5 159.72 120.70 16629
& 191.27 161.13 18265

€ oot} | m

= j 1

u ,

B 50r :

m '.‘ .

o, v
S6i00 150 200

Frequency {Hz}

Fig. 4 FRF Huae obtained experimentally compazed
with the anslytical predictions using the initisl DOMS
model and the updated model {Table 3, case 1} —
Measured, — initial snalytical, —— updated analytical.

(4B ref 1.E-09 m/N]

w50 s 150

Fraquency [Hz}

50

Fig. 5 Validation of the mode! updated using sneatal
parameters { Tabled, case 2} by companing experimnental
and predicted FRFs, Hig0. — Measured, —- inifial
znalytical, —— updated analytical.
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Fig. 6 Comparison of gnalytical and experimental
mode shape {mode 4} before and after the model

updating using experimental eigenvalues {Table 4,
case 1). -— Measured, — ipitial mnalytical, —— updated
snalytical,




