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Resumo

FENILIL, André, Modelagem matemdtica e andlise dos comportamentos ideal e ndo ideal de
estruturas flexiveis de rastreamento, Campinas, Faculdade de Engenharia Mecénica,
Universidade Estadual de Campinas, 2000, 333 p. Tese ( Doutorado ).

Neste trabalho desenvolve-se modelos matematicos para sistemas dinidmicos denominados
estruturas flexiveis de rastreamento. Dois tipos diferentes de abordagem sfo utilizados
abordagem de sistema ideal e abordagem de sistema ndo ideal Dois diferentes modelos
matematicos sd0 propostos para a deflexiio da estrutura flexivel de rastreamento ( tipo viga ) :
curvatura linear e curvatura nio linear. Um protétipo experimental € projetado e construido com
o intuito de levantar caracteristicas que auxiliem na modelagem de tais sistemas. Um novo
modelo matematico para o atrito interno do motor de corrente continua utilizado
experimentalmente é obtido através da identificagiio de seus parimetros fisicos e ajuste do
modelo matematico. Simulagdes numéricas sio efetuadas comparando os modelos propostos e
sua aplicabilidade ou no em determinadas situacdes. Técnicas de perturbagdo sdo utilizadas para
a obtencdo da solucdo analitica das equagGes governantes do movimento, obtidas através do
Principio Estendido de Hamilton, para cada um dos modelos matematicos propostos. Os
resultados desse trabatho sdio da maior importincia no estudo de estruturas leves tais como

painéis solares em satélites e manipuladores robéticos delgados e rapidos.

Palavras chave

- Sistema Ideal, Sistema N3o Ideal, Estrutura Flexivel de Rastreamento, Equagdes Diferenciais

Néo Lineares.



Abstract

FENILI, André, Modelagem matemdtica e andlise dos comportamentos ideal e ndo ideal de
estruturas flexiveis de rastreamento, Campinas, Faculdade de Engenharia Mecénica,

Universidade Estadual de Campinas, 2000. 333 p. Tese { Doutorado ).

In this investigation are developed mathematical models for the dynamical systems named
slewing flexible structures. Two different approaches are proposed : the ideal system approach
and the nonideal system approach. Two different mathematical models are proposed for the
beam-like slewing flexible structure deflection : linear curvature and nonlinear curvature. An
experimental prototype is designed and built with the objective of obtaining data that may help in
the modeling of such systems. A new mathematical model for the experimental d¢ motor internal
damping is obtained through the identification of its physical parameters and mathematical
model fitting. Numerical simulations are realized comparing the proposed models and its
applicability or not under determined situations. Perturbation techniques are used for obtaining
the analytical solution of the governing equations of motion, derived through the Hamilton
Extended Principle, for each one of the proposed models. The results presented in this work are

very important in the study of light structures such as solar panels in satellites and long and fast

robotic manipulators.

Key Words

~ Ideal Systems, Nonideal Systems, Slewing Flexible Structures, Nonlinear Differential
Equations
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Capitulo 1

Introducio

1.1 - Aspectos gerais

Velocidades de operagio cada vez maiores associadas a estruturas cada vez mais leves
alertam ao fato de ndo ser plenamente satisfatério tratar alguns componentes desses sistemas
como rigidos. Para sistemas mecdnicos nessas condi¢des, sabe-se que alguma deflexiio é

inevitavel. Operar sistemas desse tipo torna-se um desafio quando desempenho e alta precisdio

530 necessarios.

O efeito da flexibilidade no comportamento dindmico de sistemas mecinicos tem sido o
objeto de numerosas investigagdes. Entre esses estudos, a dindmica de uma viga ligada a um
corpo movel ( em rotagdo ) merece alguma aten¢do especial ( Yigit et al, 1988 ), pois pode
representar uma variedade de problemas tecnologicos tais como rotores de helicoptero ( Stafford

et al., 1975 ), pas de turbina ( Rao et al., 1970 ), um satélite com painéis flexiveis ( Likins,
1972 ), ete.

O movimento de rastreamento pode ser compreendido como um movimento similar aquele
realizado por uma porta quando gira em torno de suas dobradigas. Trata-se de um movimento em
torno de um eixo perperdicular ao plano no qual este movimento se realiza. Um modelo tipico
para o estudo de estruturas flexiveis de rastreamento assemelha-se aquele apresentado na figura

1.1. O trabalho desenvolvido aqui ird envolver somente o estudo de estruturas flexiveis de apenas
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um membro, conforme representado nessa mesma figura. A transmissdc mecnica nZo sera

considerada neste trabalho.

€1x0 de rastreamento
{ subsistema 2 )

atuador !
{subsistema 1}

estrutura flexivel
{ subsistema 3 )

Figura 1.1 - Estruturas flexiveis de rastreamento : subsistemas

De uma forma geral, a modelagem de estruturas flexiveis de rastreamento compreende a
modelagem de trés subsistemas : atuador, estrutura flexivel e interag@io atuador-estrutura flexivel.

A Figura 1.1 ilustra esses subsistemas. Um possivel quarto subsistema a ser analisado podera ser

a transmissdo mecdnica, ndo incluida aqui.

Quando se estuda a modelagem de sistemas dindmicos do tipo estruturas flexiveis de
rastreamento, o atuador { subsistema 1 ) geralmente utilizado ¢ o motor de corrente continua. Na
interacdio atuador-estrutura ( subsistema 2 ), o modelo comumente encontrado na literatura diz
respeito aos sistemas ideais { vide comentarios sobre esta disting3o no item 1.1.3 ). O subsistema
3 é geralmente representado por uma viga do tipo Euler-Bernulli { Sinha, 1998; Khorrami, 1992 e
Sah,1990 sdo apenas uns poucos exemplos ). Um modelo incluindo o sistema de controle ira
adicionar mais um subsistemna ao esquema apresentado na Figura 1.1. Este estara associado aos

sensores € ndo sera objeto de estudo deste trabalho.



1.1.1 - Subsistema 1 : motor dc¢

O atuador geralmente utilizado nas aplicagSes descritas neste trabalho ( e principalmente
em aplicagbes ligadas a robética ) ¢ o motor de corrente continua. A razéo principal advém da
facilidade com que se pode controlar sua velocidade. Uma maior cu menor velocidade de rotacio
do eixo do motor pode ser conseguida simplesmente variando-se a tensdo elétrica em seus

terminais.

O modelo béasico de um motor de corrente continua, aqui considerado como um sistema
ideal ( ver item 1.1.3, a seguir ), pode ser facilmente encontrado na literatura { [ Electro-Craft
Corp., 1973 1, por exemplo, para um bom livro texto sobre o assunto ). O modelo para o mesmo
tipo de motor agora como fonte de poténcia limitada ( nfo ideal, ver 1.1.3 ) pode ser encontrado

com aplica¢des em sistemas dindmicos em [ Kononenko,1969 ].
1.1.2 - Subsistema 2 : sistema ideal ¢ sistema nao ideal

Considerando a interagdo entre a fonte de poténcia ( excitacdo ) e o sistema sobre o qual
esta atuando, um sistema dindmico pode ser classificado como ideal ou nfo ideal. Qs sistemas

ideais sdo os comumente encontrados na literatura.

Os sistemas dinémicos classificados como ideais sdo aqueles cuja excitagdo é previamente
conbecida e, portanto, pode ser de alguma forma prescrita. Nestes casos, o atuador influencia a
dindmica da estrutura sobre a qual esta atuando mas a dinimica dessa estrutura no influencia a

dindmica do atuador. Para esses sistemas, a excita¢io é geralmente uma funcio do tempo.

Nos casos aonde a dindmica da estrutura influencia a fonte da excitagdo que influencia a
dindmica da estrutura e assim por diante, o perfil da excitagio nio pode ser conhecido a priori.
Os sistemas dindmicos aonde isso ocorre sdo classificados como ndo ideais. Para os sistemas nio
idéias, as equagbes do atuador ( excitagio ) devem ser integradas juntamente com as equagdes
governantes do movimento da estrutura a fim de que o comportamento do sistema possa ser

avaliado. A excitacdo niio ¢ apenas uma fungio do tempo mas também das varidveis da estrutura.



Com rela¢dio ainda aos conceitos de ideal e ndo ideal aqui empregados, este trabalho divide-

se em duas categorias, conforme apresentado na Figura 1.2.

As expressdes comportamento ideal e comportamento ndo ideal fazem analogia ao fato de
a viga ndo estar interagindo ou estar interagindo com o eixo de rastreamento, respectivamente,
nos instantes apds o motor ( fonte de poténcia ) ser desligado. O movimento do eixo de
rastreamento ¢é o responséavel direto pela excitagdo sobre a estrutura ( deslocamento angular, 0 )

quando o motor esta ligado. O reponsével indireto € a voltagem nos terminais do motor (U ).

Quando U = 0, ou seja, ndo ha uma fonte de poténcia alimentando o movimento do eixo de
rastreamento, surge a proposta diferenciacio de nomenclatura. O eixo de rastreamento € a
estrutura podem continuar ou n3o interagindo e retroalimentando-se até o movimento de ambos
extinguir-se por completo. O estudo desenvolvido nos Capitulos 4, 5, 6 e 7 representa um

primeiro passo para o estudo mais geral apresentado nos Capitulos 2, 3 e 8 e Apéndice A.

> Capitulo 2
Fonte de poténcia ideal ou
ndo ideal : motor de —» Capitulo 3
corrente continua
(U=0) P Capitulo 8
—% Apéndice A
Nio procede falar em > .
fonte de poténcia ideal ou Capitulo 4
nio ideal ( trabalha-se > .
a partir do instante em que Capitulo 5
o motor ¢ desligado ; :
U=0). Fala-se em ’ Capitulo 6
comportamento ideal ou
ndo ideal do sistema. ’ Capitulo 7

Figura 1.2 - Fonte de poténcia ideal e ndo ideal e comportamento ideal ¢ n#o ideal
( U representa a voltagem nos terminais do motor de corrente continua )



1.1.3 - Subsistema 3 : curvatura linear e curvatura nio linear

Modelos diferentes para a curvatura da estrutura flexivel { tipo viga ) podem ser propostos.
Cada modelo tera a sua limitagdo. O modelo comumente encontrado na literatura € aquele que

considera a curvatura linear. Esse modelo tem se mostrado suficientemente bom dentro das

aplicagdes a que foi proposto.

Um modelo mais complexo, que leva em considera¢iio grandes deslocamentos dos ponios
sobre a estrutura, como € o caso do modelo de curvatura ndo linear proposto neste trabalho,
encontra suas dificuldades, por exemplo, na parte de manipulagio das equagdes governantes do

movimento e na limitago do nimero de modos que seria vidvel em uma analise mais acurada.

Para o caso no linear, o niimero de modos na discretizagio do sistema continuo aumenta

consideravelmente a complexidade do sistema de equagdes diferenciais ordinarias obtido.

Algumas questdes importantes que podem ser levantadas neste ponto sdo : (1) quantos
modos serdo suficientes para uma boa representacio do sistema sob determinadas condigdes e (2)

em que situagdes um modelo € preferivel a outro, mais simples ou mais completo.
1.2 - Algumas aplicacdes

Devido a desenvolvimentos recentes associados ao programa espacial, estruturas flexiveis

tém se tornado o foco de numerosas pesquisas.

Baixo amortecimento, baixas freqiiéncias naturais e extremamente leves s3o algumas das
caracteristicas comuns a esses sistemas e também o que os fazem wvulneraveis a qualquer

disturbio externo ou interno tais como manobras de rastreamento, impactos, etc.

A necessidade de identificar o acoplamento entre os movimentos de corpo rigido e o
comportamento flexivel envolvidos no problema tem sido fortemente estudado. As implicagdes
de tal acoplamento e de sua modelagem ( ver item 1.3, a seguir ) sdo vitais para uma aplicagio

significativa e para o desenvolvimento de técnicas de controle ([Barbieri, 1988]).
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O estudo e metodologia desenvolvidos nesta tese encontram inameras aplicagdes
( imediatas ou nfo ), dentre as quais pode-se citar: painéis solares em satélites, pas de helicoptero,
palhetas em turbinas, manipuladores roboticos e estruturas aeroespaciais. Matematicamente, o
modelo pode apresentar uma completa variedade de caracteristicas ndo lineares dependendo dos

requerimentos da aplicagfio em particular ([Barbieri,1988]).

1.3 - Esquema geral da tese : parte teérica

A idéia basica envolvendo a parte tedrica deste trabatho é apresentada nas Figuras 1.3 e 1.4.

A Figura 1.3 apresenta, de maneira geral, a metodologia utilizada neste trabalho que se
inicia com a proposigiio de dois diferentes modelos para a curvatura da estrutura flexivel de
rastreamento. Para cada um desses modelos, duas consideragbes sdo feitas com relagio a
interagdo atuador-estrutura flexivel : o sistema se comporta de maneira ideal ou o sistema se
comporta de maneira ndo ideal. Ambos os casos sio aqui verificados. Tem-se, entdo, quatro
modelos diferentes para estruturas flexiveis de rastreamento. Para estes modelos, sfo obtidas as
equagdes governantes do movimento na forma adimensional e perturbada ([Nayfeh,1973],
[Nayfeh,1981], [Kevorkian,1981]).

Com as equagdes governantes do movimento em mios, busca-se resolvé-las

numericamente e, se possivel, analiticamente.

A solug3o analitica do problema nZo perturbado é obtida e analisada. Nesta andlise, o
amortecimento estrutural da estrutura flexivel ( tipo viga ) é considerado com diferentes ordens
de mmporténcia ( da ordem dos termos lineares € da ordem das perturbagdes ). Passa-se, entdo, a
resolver o problema completo ou perturbado ( equagbes com todas as ndo-linearidades
consideradas ). A solugio numérica é obtida utilizando-se um integrador do tipo previsor-

corretor.

A Figura 1.4 apresenta um dos grandes desafios encontrados na modelagem de estruturas

flexiveis. Essas estruturas sdo sistemas de pardmetros distribuidos ( ou, simplesmente, sistemas



continuos ) e, portanto, sdo representadas por equacgbes diferenciais parciais e apresentam
"infinitos" graus de liberdade. Tais modelos sfo utilizados em simula¢des de algum tipo e em

malhas de controle.

A maneira mais complexa de lidar com essas equa¢des consiste em resolver o problema
espago-temporal diretamente aplicando alguma técnica de solugio da teoria de equagdes

diferenciais parciais. A mais conhecida dessas técnicas de solugiio é a separacio de variaveis.

soluge do
equacoes Cﬁ} probiema nao
. 8 3 perturbadao
modelo 1.1 » ideal governantes :> ar?lalfi%iz
curvatura —r R do movimento solugao do
linear L ndo ideal na forma T2 oroblema
adimensional perturbade
———J> e perturbada :
modelo2:| » ideal termo linear +
curvatura _| terrnp r}éo lingar . o ——
‘ndo linear | & ndo ideal m:;{:r};f:f;nzor )| solugdo | | TREE
‘ | parametro numernca corretor

Figura 1.3 - Esquema geral da parte tedrica

O meétodo de resolver equagdes diferencias parciais através da técnica de separagio de
variaveis € geralmente aplicado quando a equagdo diferencial parcial ( ou o sistema de equagdes
diferenciais parciais ) é suficientemente simples ( geralmente linear, nio amortecido e nio
acoplado ). A solugo final sera representada pelo produto da solugdo no espago pela solugio no

tempo.

Neste sentido, o método mais difundido e utilizado é o método dos modos assumidos, o
qual evita de se resolver a parte espacial do problema. A solugfio espacial é proposta como sendo
os modos de vibrar da estrutura e o problema a ser resolvido passa a ser apenas temporal. Esse

método ¢ comumente empregado devido a sua facilidade de aplicagdo. Geralmente, nos



problemas aonde esse método € empregado, a expansdo modal ignora os modos de alta
freqtiéncia ( Khorrami, 1992 ).

estruturas flexiveis de
rastreamento - modelo :

equacbes diferenciais
ordinarias { motor ) e parciais
(viga:vu=1fxt))

"infinitos” g.d.l. : solug&o

v v v

separacao de método dos resolver
variaveis modos assumidos | | 0
problema
espa@oie (t’empo apenas tempo é espag:o-tempora!
resolvidos resolvide ( espago é ,
separadamente prescrito ) diretamente

Figura 1.4 - Esquema geral do tratamento dado para a solugio das equag0des governantes
do movimento.

Na técnica de separagio de variaveis, a solugdo espacial encontrada para cada modo
( resolvendo o problema espacial ) nfo necessariamente serd representada por formas
semelhantes aos modos de vibrar assumidos do sistema. Por exemplo, caso haja acoplamento
entre o deslocamento longitudinal e o deslocamento transversal de cada ponto sobre a estrutura
flexivel ( no caso de grandes curvaturas ), a forma dos modos deverd se desviar daquela
considerada nos casos aonde apenas o deslocamento transversal ocorra ( Hsu, 1992 ). A
semelhanga entre as diferentes abordagens devera ocorrer apenas em alguns casos especificos

( sistema linear, n3o amortecido ¢ livre de esforgos externos ).



A escolha do melhor fungfo de forma ( modo assumido ) também é assunto de constantes
pesquisas. Alguns autores ( Barbieri, 1988 ) consideram basicamente duas familias desses modos
naturais : os modos de vibragdo restritos ( constrained ) e os modos de vibragio ndo restritos
( unconstrained ). Os ultimos levam em consideragiio as propriedades de inércia das partes
envolvidas ( rigida ( atuador ¢ transmissao mecanica, basicamente ) e flexivel ( viga )) enquanto
os primeiros sio simplesmente os modos naturais da viga sem qualquer influéncia do sub-sistema
ao qual esta conectada. Outros autores usam os termos engastada-livre e pinada-livre para definir
condigdes no engaste da viga e auxiliar na escolha das melhores formas para os modos

( assumidos ; Garcia, 1989 ¢ Garcia, 1990, por exemplo ).

Para sistema mais complexos, mais acuradas e dedicadas deverdo ser as fungdes de forma
assumidas. Por exemplo, para estruturas flexiveis de rastreamento ( tipo viga ) com massa

atracada a extremidade livre, as autofungdes podem ser como aquelas encontradas, por exemplo,
em ( Kojima, 1986 ).

Construindo um modelo de dimens#o finita para esses sistemas, tanto utilizando um método

quanto O outro, surge uma nova questio . quantos modos serfo necessarios para representar o

comportamento do sistema dentro das condigdes estudadas ?
E esta € uma questfo crucial para este tipo de modelagem.

Por exemplo, sob o efeito da velocidade de rastreamento, a estrutura flexivel ( tipo viga )
aumenta sua rigidez estrutural devido a tensdes adicionais provocadas por forgas centripetas
( Hoa, 1979; Putter, 1978 ) ou devido & influéncia do acoplamento cinematico entre
deslocamentos longitudinais e transversais advindos da consideracio de termos de ordem
superior na definicdo da curvatura da viga ( curvatura ndo linear ) { Hsu, 1992 ). Esse efeito ¢
verificado nas simulagSes numéricas realizadas aqui e verifica-se que a velocidade de
rastreamento aparece multiplicando termos ndo lineares nos modelos. Para o modelo de curvatura
linear o nimero de modos nio se mostra importante ( para as condigdes estudadas foi
considerado até 3 modos ! ). As equagdes modais nfio aparecem acopladas entre si ( no tempo )
nesse modelo. Para o modelo de curvatura nfio linear ( aonde as equagbes para os modos

aparecem completamente acopladas ( no tempo )) o nimero de modos a considerar mostrou-se



relevante. No entanto, o aumento no numero de modos considerado provoca um aumento na
complexidade das equagdes governantes do movimento. No caso ndo linear esse acrescimo de

complexidade torna a analise proibitiva.

As equagdes do motor de corrente continua, que serdo acrescentadas as equagdes
discretizadas da estrutura flexivel a fim de completar o modelo do sistema sob anéalise, sdo
equagdes diferenciais ordinarias. Uma dessas equagBes € de segunda ordem ( equagdo mecinica
do motor ) ¢ a outra de primeira ordem { equagdo elétrica do motor ), conforme pode ser

conferido no Apéndice A.

Um tratamento das equag¢des diferenciais parcias utilizando técnicas de perturbagdo pode

ser conferido em [Kevorkian, 1981].
1.4 - Esquema geral da tese : parte experimental

Na parte experimental deste trabalho dois tipos de verificagio serdo feitas : identificagdo de
um motor de corrente continua e estudo do comportamento de diferentes vigas em movimento de

rastreamento.

Qs pardmetros do motor de corrente continua a serem identificados experimentalmente
sio : R, ( resisténcia de armadura ), Ky, ( constante de forca contra-eletromotriz ), K. ( constante
de torque ) e Cn ( atrito interno do motor ). Essa identificacfo ird gerar um novo modelo para o
atrito interno no motor e, por conseguinte, um novo sistema de equacdes governantes do

movimento para o motor de corrente continua.

O estudo das diferentes vigas em diferentes velocidades de rastreamento auxilia, por
exemplo, na determinagdo do melhor modelo matematico para o engaste da estrutura com o €ixo
do motor e a verificacio da quantidade de modos da viga que participam da vibragio da estrutura

sob determinadas condigdes.

1.5 - Contendo da tese
Segue uma descrigdo do conteido desta tese capitulo a capitulo.
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Os capitulos 2, 3 representam a espinha dorsal da parte tedrica deste trabalho. O Capitulo 2
apresenta a modelagem matematica de estruturas flexiveis de rastreamento sob a hipotese de
curvatura linear. O Capitulo 3 apresenta uma modelagem matematica diferente para o mesmo
sistema dindmico apresentado no capitulo anterior : a hipétese de curvatura néo linear do membro
flexivel, ou seja, nfo-linearidades geométricas serdo incluidas no modelo, tornando a estrutura
apta a grandes curvaturas. No trabalho desenvolvido aqui, alem dos dois modelos para a
curvatura da estrutura flexivel, que serdo colocados um contra o outro, aborda-se também dois
modelos para a interag@io dessa estrutura ( tipo viga ) com o atuador responsavel pelo movimento
de rastreamnto do sistema ( motor de corrente continua ). Trabalha-se, entfio, também com as
hipoteses de sistema ideal e de sistema nao ideal ( de acordo com (Kononenko, 1969 ), embora a
abordagem dada a esses sistemas aqui seja ligeiramente diferente daguela apresentada no citado

Hvro ).

Nos capitulos 4 ¢ 5, a solugdo do sistema de equacdes diferencias ordinarias ( atuador +
estrutura ) linear associado aos modelos adotados nos Capitulos 2 € 3 ¢é apresentada. Esse sistema
linear é o mesmo para ambos os modelos de curvatura, pois, tanto em um ¢aso uanto em outro,
as nfo-linearidades s3o tratadas como perturbacdes em torno deste sistema, cuja solugdo deve ser
conhecida. No Capitulo 4 o amortecimento estrutural da estrutura flexivel de rastreamento €
considerado de ordem 1 enquanto que no Capitulo 5 esse mesmo pardmetro € considerado da
ordem das nfio-linearidades existentes no modelo ( ou seja, da mesma ordem da perturbagio ). A
solugdo obtida aqui mostrou-se simples o suficiente, permitindo que a anilise pudesse ser
prosseguida utilizando-se uma técnica de perturbagio ( método dos modos assumidos e expansio
direta ) com o objetivo de se encontrar as solugBes dos sistema ndo lineares associados a
curvatura linear e a curvatura nao linear. No caso do modelo de curvatura linear, o acoplamento

da dinfmica da viga com a dindmica do atuador ( no caso nio ideal ) torna o sistema nio linear.

Os Capitulos 6 e 7 tratam da solugio analitica via métodos de perturbacio das equacgdes
governantes do movimento para o sistema estrufura flexivel de rastreamento apresentadas nos
Capitulos 2 e 3. O Capitulo 6 mostra o desenvolvimento da solugio para o modelo matematico
considerando curvatura linear ( ideal e ndo ideal )} ; o Capitulo 7 apresenta a solugdo para ¢

modelo matemético considerando curvatura ndo linear ( ideal e ndo ideal ). Nestes capitulos, a

1



solugdo para o caso ndo ideal ( mais complexa que para o caso ideal } encontra-se devidamente

estruturada e algum trabalho nesse sentido € deixado para pesquisa futura.

Em ( Anderson et al., 1996 ; Hanagud et al,, 1985 ; Holmes, 1995 ; Nayfeh, 1973 ; Nayfeh
et al, 1979 ; Nayfeh, 1981 ; Nayfeh, 1993. ), por exemplo, métodos de perturbagio so utilizados
em toda a sua potencialidade para determinar as ressondncias presentes em um sistema dindmico
sob determinadas condigGes de excitagdo e estudar 0 comportamento desse sistema dindmico nas
vizinhangas dessas ressonéncias. Este mesmo método também pode ser utilizado para a resolugio
de equacBes diferenciais ndo lineares ( perturbadas ou fracamente ndo lineares ), de acordo com
( Nayfeh, 1973 , Nayfeh et al, 1979 ; Nayfeh, 1981 ; Nayfeh, 1993. ), por exemplo. Nos
Capitulos 4, 5, 6 e 7 métodos de perturbagio s3o utilizados para a obtengio de uma solugio
aproximada das equagbes governantes do movimento. O estudo de ressondncias nio faz sentido

neste trabalho de acordo com a maneira como o problema ¢ tratado aqui.

O Capitulo 8 apresenta exaustivas simula¢des numéricas comparando os modelos propostos
neste trabalho : curvatura linear ideal, curvatura linear nfo ideal, curvatura nfio linear ideal,
curvatura nfo linear ndo ideal. O integrador utilizado € o previsor-corretor. Os resultados
apresentados aqui foram de grande valia ( no sentido de sensibilidade acerca do comportamento
dindmico do sistema sob as condigdes estudadas ) para o desenvolvimento das solugdes analiticas

apresentada nos Capitulos 6 e 7.

Os capitulos 9 e 10 correspondem a parte experimental desta investigacio e apresentam os
resultados de um trabalho desenvolvido por um periodo de cerca de sete meses no Nowlinear
Vibrations Laboratory do Engineering Science and Mechanics Department da Virginia
Polytechnic Institute and State University ( Blacksburg, VA ) sob a orientagdo do Prof. Dr. Dean
T. Mook, cujo interesse e disposigdio para com esta pesquisa se mostrou sem limites e foi

extremamente bem vinda.

O objetivo da parte experimental deste trabalho, tendo-se em vista o tempo disponivel para
realiza-la e todos os imprevistos, consistiu em obter-se dados acerca da deflexfio de estruturas
tipo viga sobre determinadas condigdes de velocidade e geometria do membro flexivel e a

observagdo da iteragdo motor-estrutura relacionada ao deslocamento angular do eixo de
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rastreamento.

O Capitulo 9 trata da identificagiio dos pardmetros do motor de corrente continua utilizado
no protdtipo construido no citado laboratério. Dessa identificagio, um novo modelo para o atrito
interno do motor de corrente continua € desenvolvido, fazendo com que as equagdes para a fonte
de poténcia apresentadas no Apéndice A fossem ligeiramente alteradas ( n#o-linearidades de
ordem 2 sdo introduzidas nesse modelo ). Este novo modelo para o motor ndo sera utilizado na

parte teorica deste trabalho, sendo esta abordagem também deixada para trabalhos futuros.

O Capitulo 10 apresenta os resultados obtidos quando diferentes vigas foram testadas no

suporte desenvolvido para o estudo de estruturas flexiveis de rastreamento.

O Capitulo 11 apresenta as conclusdes obtidas por meio do trabalho desenvolvido e

apresenta algumas questdes para futuras investigacdes.
Seguem, entfio, as Referéncias Bibliograficas e os Apéndices A e B.

O Apéndice A apresenta o modelagem matematico de um motor de corrente continua e, ao
contrario da maiona dos trabalhos na area e até mesmo em livros-texto ( como por exemplo :
Nobrega, 1994 ; Sah, 1990 ; Harwood, 1948 ; Leonhard, 1990 ; Gottlieb, 1994 ), a induténcia do
motor, assim como a variagio da corrente de armadura nio sfo quantidades ignoradas ( ou
negligencidveis ) e uma equacfio diferencial de primeira ordem para a corrente de armadura €
incluida no sistema de equages diferenciais governantes do movimento para o sistema completo
( atuador+estrutura ), conforme apresentado ao longo deste trabalho. Da maneira apresentada
aqui, obtém-se um sistema de equagdes diferenciais muito mais representativo do sistema real.
Estas consideragbes sdo feitas principalmente devido ao fato de, para o caso ndo ideal, o
comportamento do atuador ( motor dc ) ser desconhecido, uma vez que a sua dindmica interage

com a da estrutura sobre a qual atua ( excita ).

O Apéndice B apresenta o projeto do suporte para o estudo de estruturas flexiveis de
rastreamento desenvolvido e construido na Virginia Polytechnic Institute and State University e

algumas fotos da montagem experimental
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Capitulo 2

Modelagem matemaitica de
estruturas flexiveis de rastreamento :

curvatura linear

2.1 - Introducio

A gbordagem utilizada neste trabalho para a obtenc@io das equacles governantes do
movimento consiste na aplicagio do principio conhecido como Principio Estendido de Hamilton
{ Hagedorn, 1984 ; Crandall et all, 1968 ; Garcia, 1989 ; Rossi, 1996 ; Meirovitch, 1967, por
exemplo ). Esta formulagio trabatha com a energia acumulada e/ou dissipada em um sistema

dindmico durante a sua evoluciio no tempo ¢ € invariante com respeito ao sistema de coordenadas
utilizado.

Adota-se neste trabatho o modelo de viga de Euler-Bernoulli { Popov, 1978 ).

O modelo de viga de Euler-Bernoulli leva em considera¢iio apenas a inércia transversal € a
elasticidade no sentido de deflexfio para o continuo. Neste modelo de viga, negligenciam-se 0s
esforcos de cisalhamento ( as vigas s3o suficientemente longas e finas ) e a inércia de rotagdo da

seccio transversal ( as seccOes planas permanecem planas apos deflexdo ) ( Leckar, 1999 ; Craig,

1981; Popov, 1978, por exemplo ).

14



2.2 - Medelo geométrico

Seja uma estrutura flexivel de rastreamento apresentando ligeira curvatura ( ou seja, apenas
o suficiente para provocar deslocamentos transversais nos pontos ao longo da estrutura ) e

conduzida por um torque aplicado ao eixo de rastreamento. Esta estrutura movimenta-se 10

plano, conforme mostra a figura 2.1.

A posigio de qualquer ponto P ao longo da estrutura, em relagio ao sistema de referéncia
inercial, XY, ¢ definida por:

Rz(xcosewvsene)i+(xsen9+vccse Y] (2.1)

aonde i e j representam os versores ao longo dos eixos do sistema de referéncia inercial, X e Y,

respectivamente, € X, v ¢ 6 encontram-se definidos na mesma figura 2.1.

bl

Figura 2.1 - Estrutura flexivel de rastreamento ( planar ) - curvatura linear
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Neste modelo, ( em relagdo ao sistema de coordenada local ( xy ), que rotaciona com a
estrutura ), qualquer ponto sobre a estrutura ¢ livre para mover-se verticalmente para uma nova

posi¢io paralelamente ao eixo y. Para o modelo de curvatura linear, os deslocamentos

longitudinais serdo negligenciados.

A velocidade de qualquer ponto ac longo da estrutura pode, por conseguinte, ser escrita

Como |

R = (xcosO -xsenB 6 - vcos® § - vsend }i + (xsen® +xcosf § +

+ VvcosO - vsend § )j (2.2)

2.3 - Equacdes dimensionais do movimento

Seja EC a energia cinética ¢ ED a energia de deformag8o acumuladas pela estrutura flexivel
de rastreamento durante uma evolugdo qualquer no tempo. A parcela correspondente 4 energia de
deformac@io acumulada pelo sistema é representada pela energia de deformagfo transversal da

estrutura. Estes pardmetros serdo representados por :

EC=‘/2T“Q{(1}+XG ¥+ (v8 )Yl (2.3)
0

ED=%TEI(V")de (2.4)
0

Neste primeiro modelo de curvatura ( linear ), a curvatura devido 2 flexibilidade da estrutura

sera representada por v" . Esta consideragdo encontra respaldo na maior parte da literatura

consultada ( Popov, 1978 ; Sah, 1990, por exemplo ).

Seja o lagrangiano ( L ) do sistema considerado definido por:
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L=EC-ED (25)

e seja o Principio Estendide de Hamilton ( Meirovitch,1967; Greenwood, 1977; Fox, 1987 ), o
qual postula que:

ty t,
3{Ldt=8[(EC-EP)dt=0 (2.6)

Y t

com mudangas infinitesimais imaginarias ( virtuais ) de configuragio nulas com relagfio &

configuragio da viga nos instantes t; e t; , ou seja,
8(t) = 8(ty) = 0 (27)

Em outras palavras, as configuragtes inicial ( t,) e final ( t; ) do sistema sdo prescritas e coincidem

com o caminho real ou Newtoniano { Hurty, 1964 ).

O Principio Estendido de Hamilton pode ser descrito da seguinte forma : o caminho real

tZ
( Newtoniano ) seguido por um sistema dindmico faz com que o valor da integral j'L dt seja
tl

estaciondrio com respeito a todos os possiveis caminhos ( virtuais ) na sua vizinhanga { e que o
sistema possa seguir, respeitando as condigdes de contorno ) entre os instantes t; e t, . O valor

estacionario da integral corresponde a um minimo do funcional L.

No caso de sistemas nfo conservativos, —8EP =8W , aonde W representa o trabalho virtual

realizado por todas as forcas que agem sobre o sistema dinimico.

Utilizando ( 2.5 ) pode-se escrever :

L=l/z?p{(ﬁ+xé)2+(vé)2]dx~%TEI(v")de (2.8)
0 0
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Substituindo ( 2.8 ) em ( 2.6), obtém-se :

t2 1z L L
8 [(EC —EP)dt = 8| {1 p[[(0x + 1'»)2+(év)2]cﬁcm~;—£’] [y 2dx 3t =
0

Eol it 0
2 L
= }{pj{(éx+ﬁ)6f;+(ﬁé+x92)8x+ (Ov? +6x* +vx)80 + (0°v)8 vide -
0
L
- EI{(v")8(v")dx}dt
0

Efetuando a integragdo por partes dos termos multiplicados por &v, 80 e &v"( e

posteriormente 3v” ) e eliminando-se os termos multiplicados por 6x( uma vez que ndo ocorre

variagio neste parametro, x ), obtém-se :

) L 2 L
atj (EC - EP)dt = pj [(® x+ i’)é‘)vl j; J —p [[] (Bx + 0 +V)ovax]dr+
Fal Y 110

?2 L -n - - -
j; ldx ~ p[[[Bv? + 26w + Bx” + 26x% +

L
+p[[v* +6x% +vx)50
0 s 0

t, L i
+ Vx + vX)80 dx 1dt +p[[[(O*v)Svax]dt — [[EI(v")ov|§1dr +

n 0 f

+ ]%[Ef(v"’)évlﬁ 1dt — rj[]f ET(v™ Y8vdx]dt

4 50

Resultando :
2 2 L . . ) L 4 .
8| (EC — EP)dt = [{ [ (p(§*v —bx ~¥) — EN")ov + [p(—6v* —26vv —
fi a0 0

~Bx? —9x) 50 ] dx Yt
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e os termos de contorno :

L

[{Ip(6x +¥)J0v | 2 3ait (2.10)
0

2

I[(Efv”)ﬁv’f}‘}dz‘=0 (2.11)
tl

L
f[p(évz +0x? +vx)50
0

jf Jdt (2.12)

12
[[Ep"8v
il

Mai=0 (2.13)

Como 3v e 86 sdo considerados nulos nos tempos t; e t; ( condigiio ( 2.7 ) ), as expressdes

(2.10)e(2.12 ) se anulam, justificando (2.6 ).

De acordo com a mesma expressdo ( 2.6 ), as expressdes {(2.11)e(2.13 ) podem ser

reescritas como |

[ED"8v],o +[ER"8v],., Yt =0 (2.14)

)

L
[{[EV"SV], o +[ED"8V],, }dt = 0 (2.15)

4

Em x =0, devido a condi¢do de engastamento da estrutura, tem-se que dv(0t)=0¢e

3v' (0,t) = 0. Devido ao mesmo fato, emx=0:

v(0,) =0 (2.162)
V' (0,8)=0 (2.16b)

Portanto, para satisfazer (2.14 ) ¢ (2.15), deve-se ter :
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EIVI(L,1) =0 (2.17)
EIvi(L,f) =0 (2.18)

Desta forma, as condi¢des de contorno para este problema sdo dadas pelas expressbes
(2.16a), (2.16b), (2.17) ¢ (2.18).

Assim, a seguinte equagio do movimento para a variavel v ( deflexfio transversal da

estrutura ) é obtida de (2.9 ), aplicando (2.6 ) :
p[6%v —x — ] EV™ =0 (2.19)

mais as condigGes de contorno:

v(0,)=0 (2.20a)
Vv(0,1)=0 (2.20b)
v'(L,1)=0 (2.20¢)
v(L,1)=0 (2.20d)

As equagDdes do movimento associadas ao comportamento de corpo rigido da estrutura
( rotagio © em torno do eixo de rastreamento ) advém do equacionamento do motor de corrente
continua responsavel por este movimento e sio obtidas e comentadas no Apéndice A. O sistema

poder4, entdo, ser considerado ideal ou ndo ideal.

Em um sistema ndo ideal, variaveis associadas ao comportamento dindmico da estrutura
( neste caso, associadas & deflexdo transversal v ) influenciam a fonte de excitagdo ( neste caso

considerada de poténcia limitada ) que atua sobre a mesma estrutura, excitando-a.

Em um sistema ideal, o comportamento dinimico da estrutura movida ( carga do motor )

ndo influencia a fonte da excitacdo.
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No final deste capitulo, as equagBes do motor serio adicionadas a equagdo (2.19)
adimensionalizada, formando o conjunto completo das equagdes para a estrutura flexivel de

rastreamento ( curvatura linear ).

2.4 - Adimensionalizacdo das equacdes do movimento

O primeiro passo no processo de adimensionaliza¢do das equagdes do movimento consiste

em definir as novas varidveis independentes, ou seja, a variavel espaco adimensional (x" )e a

variavel fempo adimensional (t" ).

A varigvel espaco adimensional sera definida como:

* ].
X =—x 2.21
7 (221)
aonde L representa um comprimento caracteristico associado ao tipo de sistema em andlise. No

caso da estrutura tipo viga tratada aqui, L representara o comprimento original ( inextensivel ) da

estrutura.

A variavel tempo adimensional sera definida como:

« 1
= — 2.22
t Tt ( )

aonde 7 ¢ um tempo caracteristico também associado ao tipo de sistema em analise. Para sistemas
dindmicos como o estudado neste trabalho, 7 representa o periodo da vibragio de um modo
qualquer ( ¢ usual utilizar-se o periodo do primeiro modo ) do sistema linear associado, nio

amortecido e livre de esforgos externos ( e que se obtém fazendo 8 =0)em (2.19)).

Seja a frequéncia natural para a vibrag8o transversal do primeiro modo de uma viga
engastada-livre linear, nfio amortecida e livre de esforgos externos dada por ( Craig, 1981, por

exemplo ):
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w; = (1.8780%) gg
pL

Consequentemente, o periodo associado a esta freqiiéncia sera :

1 pL*
2.23
1.8780% \V EI (2.23)

O periodo 7; conforme definido em (2.23) sera o tempo caracteristico 7 para o problema

em questdo.

De (2.23 )tem-se (fazendo 7; = T') :

4
pL —=1.8780"
EIT

As derivadas parciais na equagdio ( 2.19 ) devem ser reescritas em fungfio das novas

variaveis independentes.

Por exemplo, as derivadas primeira e segunda da vanavel dependente v

( deslocamento transversal da viga flexivel ) em relagio a x" ficam

v 1{ év

o130 (224)
A%y 1 &

éx? :F x ? (224b)

E assim por diante. O mesmo procedimento pode ser empregado para # e suas derivadas

em relacdo a x .
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De maneira analoga a4 efetuada em relagfio & variavel independente espacial, em relacio &

variavel independente temporal pode-se chegar a expressdes como:

v 1{ é&v

61 T\ a1 (2.232)
v 7 52v\

o7 1) (225b)

O préximo passo no sentido da adimensionalizagdo das equagdes do movimento, consistira

em definir as novas varidveis dependentes adimensionais v e 6.

Sejam as variaveis dependentes dimensionais definidas em fungfo das variaveis dependentes

adimensionais conforme :

2

v=eLv’' ou vz(ﬁ%}v* (2.26)

2
8=c6" ou ex;:—ze* (2.27)

O pardmetro € em ( 2.26 ) e ( 2.27 ) representa um pequeno pardmetro que deverd
aparecer nas equagoes governantes do movimento de forma a tornar as nio-linearidades inerentes
ao sistema perturbagdes em torno de um conjunto de equagdes lineares mais simples e de solugio
conhecida. Com as equagbes na forma perturbada, a ordem das ndo-linearidades ficara aparente e
o sistema de equagOes ndo lineares poders ser resolvido através de algum dos métodos conhecidos

de perturbacgdo ( Nayfeh et al., 1979 ).
O pardmetro € sera melhor apresentado no préximo capitulo.

O parametro » que aparece em (2.26) e (2.27) representa o raio de giragdo da sec¢do

transversal da viga.
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2.5 - Equacdes adimensionais do movimento

Sejam as novas derivadas e os novos pardmetros independentes adimensionais, definidos no

itemn 2.3, substituidos na equagdo governante do movimento para curvatura linear ( 2.19 ) :

A @ ]

(228)
L4
Multiplicando as equagoes  2.28 ) por 1ot resulta :
2 2 4
1_8780“[ ae PO\ —-672 Lx" - a*\; i Y o
ot A ot ot ot ox™*
(2.29)

A seguir, substituem-se as variaveis dependentes adimensionais, resuftando :

6 * * 2 20 2 2. % 2 4 *
1.8780* %g_e_ QQ;_V*__[_ a? [ 8\: _r af o
r’\a” | o e Ll o™ Ll ax

(2.30)

L rt
Multiplicando ( 2.30 ) por -~ , fazendo €= —1;:2— ( a razdo para tal sera esclarecida no
r

proximo capitulo ) e passando a representar as quantidades adimensionais sem o (*), resulta

éx+ﬁ+——i—zviv—ezézv=0 (2.31)
1.8780
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2.6 - O método dos modos assumidos

O método dos modos assumidos, também conhecido como Método de Ritz, pode ser
entendido como um método que busca contornar o problema de se trabalhar com equagdes que
representam os infinitos graus de liberdade ( Meirovitch, 1967, Thomson, 1988 ; Craig, 1981, por

exemplo ).

O método dos modos assumidos resulta na discretizagio das equagbes do movimento do

sistema dindmico valendo-se de uma expansfo em fungdes espaciais e temporais,

Desta forma, o sistema podera ser trabalhado como possuindo n graus de liberdade
evoluindo somente no tempo ( as fungdes espaciais serdo conhecidas ), aonde n, o numero de
modos suficiente para representar o comportamento dindmico do sistema sera especificado de

acordo com as exigéncias do sistema em estudo.

De acordo com este método, a variavel relacionada ao comportamento flexivel da estrutura,

v(x,t), pode ser reescrita de forma discretizada através da expansio [ Meirovitch, 1967,

Thomson, 1988 ; Craig, 1981, por exemplo ] :

v =D, i) q) (232)
i=]

aonde n representa o numero de modos ( ou fatores de forma ) adotado na discretizagdo e
considerado suficiente para representar satisfatoriamente 0 comportamento dindmico da estrutura.

Cada uma das fungdes ¢; (x) que aparece em ( 2.32 ) representa cada um dos modos
proprios do sistema. As variaveis g; (t) sio os pardmetros do sistema que se pretende determinar

daqui por diante, atraves da equagfo discretizada apresentada no item 2.7 a seguir.

O problema temporal ¢ usualmente resolvido analiticamente utilizando-se um método de

perturbagio conveniente ( tal como o método do balango harménico, a técnica de Lindstedt-



Poincaré, o método da média, o método das multiplas escalas,... ) ou numericamente através de

algum integrador numérico ( tal como Runge-Kutta, previsor-corretor , ... ).

Tomando como base a equagdio ( 2.31 ), pode-se escrever a equacdo do problema linear
associado fazendo-se e= 0. Para a analise da viga engastada linear, sem amortecimento ¢ livre de
esforgos externos ( e fazendo 6= 0 ), obtém, entdo, a equagdo ( adimensional ) comumente

encontrada na literatura { Craig, 1981; Paz, 1991, por exemplo ; em alguns casos a menos da

constante 3
1.8780

.. 1 v
3 b oo P ) 233
1.87804 (@33)

Seja a solugio de (2.33) na forma dimensional :
wxt)= o,(x)e™ (2.34)
Em (2.34), fazendo x =xL e t =1'T,, obtém :
WX )= 6,0y 2.35)
aonde v e ¢, agora sdo fungdes de quantidades adimensionais.
Substituindo (2.35) em (2.33) e escrevendo as quantidades adimensionais sem o {*), obtém :

1 54
“Wfﬂz‘i’;'(x)'Fl——S“g“ i (x)=0

L4 )- 4, (9)=0 (2.362)
1.8780% (@D '
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A express@o ( 2.36) pode ser reescrita como :

2
Wi

(aL)*

1

I 8750° ¢, (x) (2.36b)

¢ (x) =

As fungbes ¢,(x) sdo solugBes do problema de autovalores e autovetores ( 2.36).

Para um problema engastado-livre, tem-se as seguintes condi¢des de contorno :

$,(0)=0 (2.37a)
$;(0)=0 (2.37b)
0" =0 (2.37¢c)
¢"() =0 (2.37d)

Resolvendo-se a equagdio da viga ( 2.36a ) com as condi¢des de contorno de acordo com o

modelo adotado { ¢ indicadas em (2.37) ), obtém-se como solugdo uma equacio transcendental do

tipo :
¢,(x) =cosh(ax) - cos(ax) - «; ( senh(aix) - sen(aix) ) (2.38a)
aonde :
o = cosh{a;L) + cos(a;L) (2.38b)
senh(a;L) + sen{a;L)

Fazendox=x L em 2.38 ( ou seja, adimensionalizando os fatores de forma ¢,(x)) resulta :
;(x") =cosh( aL.x ) - cos(aL.x") - o, ( senh( aLx") - sen( aL.x"))

ou, cancelando os (*) mas lembrando que a partir de agora a expressio dos fatores de forma e

adimensional :
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$,(x) =cosh(alLx)-cos(alx)~ o, senh{ al.x) - sen( ;L x) ) {2.38¢)

aonde ¢, continua a mesma expressdo representada em (2.38b).

25

primeire modo
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segunhdo modo
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terceiro modo
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N
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Figura 2.2 - Os trés primeiros modos de vibrar do sistema viga linear sem amortecimernio €
livre de esforgos externos
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A substituicdo de (2.38¢) nas condigbes de contorno (2.372)-(2.37¢) leva a relagdes que sdo

imediatamente satisfeitas. A substitui¢io de (2.38c¢) na condi¢fo de contorno (2.37d ) leva a
cos{ &l ) cosh(al )+ 1=0 (2.39)

aonde 2; L rtepresenta cada uma das raizes de (2.39) e esta associado aos autovalores do sistema

livre e ndo amortecido.

O numero de raizes da equagio (2.39) e infinito. Geralmente trabalha-se com os dois ou trés

primeiros modos proprios do sistema.

A seguir, a nivel de ilustraglio, apresenta-se os valores para as trés primeiras raizes da

equacdo ( 2.39 ) e as formas dos trés primeiros modos de vibrar do sistema ( Figura 2.2 ).

a; L. = 1.8780
al. =4.6943
a;l = 7.8548

2.7 - Equacdes adimensionais discretizadas do movimento

Fazendo a expansio para a variavel v(x,?) de acordo com (232) em (2.31), obtém-

8¢ !

z¢ ©q,0) - €2 623 0,() ;1) = 0

1-—1 =]

x+§¢,(x)q,(t)+ po—

(2.40)
Substituindo (2.36b) em (2.40), resulta :
2
Bx+ 30,0, (0) + }: L) = 6;(x)g; (1) —€° ezm (g, =0
=l &
(2.41)
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Na equagdo (2.41), seja

2
2 Wy

Wg = .
(& 1)?

Multiplicando a expressio ( 241 ) por um modo ortogonal, ¢,

{ lembrando

1 1
que H)id)jdle se i=] € J'd),-é)jdx*"—“ﬁ) se i} ) e integrando de x =0 a x =1,
0 0

obtém :
. 2 A 2 A2 _
gy +We gy +a._ge'—€ {6 Qg]—o (242)

aonde:

1
o, =] xp,dx (2.43)
mais as condigSes de contorno adimensionalizadas :

v™(L£)=0 (2.442)
v(L,1)=0 (2.44b)

2.8 - Sistema ideal { estrutura flexivel + equacdes do motor )

Adicionando a equagio (2.42) as equagdes do motor definidas no Apéndice A { equacles

A25 e A26, fazendo cos = 0 em A.26 ) e acrescentando o termo de amortecimento pg, em

(2.42), as equagbes governantes do movimento para a estrutura flexivel de rastreamento para a

abordagem de sistema ideal tornam-se :

i, +coji, +c0,8 =co U/
0+co36-cosi, =0

e +Wiqy +1d +ab-e? [6%g,1=0
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mais as condigbes de contorno (2.44) e (A.27).
2.9 - Sistema néo ideal ( estrutura flexivel + equac¢des do motor )

Da mesma forma que no item 2.8, adicionando a equagdo (2.42) as equagdes do motor
definidas no Apéndice A ( equagdes A.25 ¢ A 26 ) ¢ acrescentando o termo de amortecimento
ug, em (2.42), as equagdes governantes do movimento para a estrutura flexivel de rastreamento

para a abordagem de sistema néo ideal tornam-se
i, +coji, +c0,0=co,U
. - n
0+c030—coyi, —cosy O{1)7(0)=0
i=1
. 2 . . 2 . 2
Ge +Wiqe +1g + a0 [67g,]=0

(2.46)

mais as condi¢bes de contorno (2.44) e (A.27).



Capitulo 3

Modelagem matemadtica de
estruturas flexiveis de rastreamento :

cuarvatura nao linear

3.1 - Introducio

A consideragdo das ndo-linearidades presentes em um sistema fisico faz com este seja mais
dificil de ser modelado, analisado e identificado ( Keisler et al., 1985 ). Contudo, a maior parte dos
sistemas fisicos encontrados na pratica sdo, de fato, nfo lineares em natureza. Mesmo sistemas
que podem ser representados por modelos lineares tendem a exibir comportamento ndo linear sob
certas condigSes. Em tais casos, um engenheiro freqiientemente € for¢ado a tomar decisOes acerca
da inclusdo ou ndo de efeitos ndo lineares em seus modelos matematicos. Este capitulo apresenta a
inclusdo de ndo-linearidades geométricas e um modelo mais acurado e complexo para o sistema

tratado no capitulo anterior.

O modelo matematico proposto neste trabalho para a curvatura ndo linear da estrutura
flexivel de rastreamento parte do pressuposto de que qualquer elemento infinitesimal localizado ao
longo da estrutura ira ocupar, apds a deflexfo desta, uma nova posicdo no plano ( considerando
sempre o movimento de rotac@o e deflexdo restritos a um plano, embora a estrutura se mova no

espago ) tendo alteradas tanto a sua abscissa quanto a sua ordenada em relagfio ao sistema de
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referéncia moével xy.

A variavel 8(t), assim como na andlise do capitulo anterior, representa a posigio do eixo do
motor de corrente continua conectado a extremidade engastada da estrutura flexivel e,
consequentemente, representando a posigdo de corpo rigido desta. O sistema de coordenadas xy
acompanha o movimento de corpo rigido da estrutura e serve como sistema de coordenada

local para a determinaciio das varidveis associadas & curvatura da mesma ( deslocamentos

transversal e longitudinal ).

Adota-se aqui, assim como no capitulo anterior, o modelo de viga do tipo Euler-Bernoulli.

3.2 - Modelo geométrico

As componentes do vetor deslocamento do elemento infinitesimal sobre A movendo-se para

A’ no sistema de referéncia mével sdo representados pelas quantidades vetoriais # (x,t) ¢ ¥ (xt)

nas diregdes “;’x e j, ,respectivamente, conforme ilustrado na figura 3.1.

Portanto, o vetor posi¢io final do ponto A { ou o vetor posigdo de A' ) relativamente ao

sistema de referéncia mével ( xy ) € dado por:
Foy = (X =) + V], (3.1)
que pode ser verificado na mesma figura 3.1 como 7 .

A velocidade do elemento infinitesimal sobre A' relativa ao sistema de referéncia movel

(xy ) pode ser encontrada derivando-se (3.1 ) em relagio ao tempo, resultando :

7, = (k-0 4], =V



Figura 3.1 - Componentes do vetor deslocamento de um elemento infinitesimal qualquerem A
sobre o membro flexivel apds a deflexdo

A quantidade X € igual a 0, pois a posigio inicial de um elemento qualquer sobre A ( ver

figura 3.1 ) medido 4o longo do eixo x do sistema de referéncia mével é constante. Entdo:
Vret = i, +Vj, (32)

As quantidades vetor deslocamento e vetor velocidade relativa deverfo, entdo, ser

transformados do sistema de referéncia local ( xy ) para o sistema de referéncia inercial ( XY ).

No sistema de referéncia inercial, o vetor posi¢3o do elemento infinitesimal da viga sobre

A' (equagdio ( 3.1) ) serd reescrito como:



Fyy =[(x~u)cos® —vsendli +[(x —u)send +vcos0]] (33)

vY

(%) 0%

Figura 3.2 - Transformacdo do sistema de referéncia mével para o sistema de referéncia inercial

A figura 3.2 ilustra a transformacfio entre os sistemas de coordenadas local ( movel ) e

inercial.

A velocidade do elemento infinitesimal sobre A', portanto, no referencial inercial

torna-se:
;}XY = §yy= [(X—a)cos® — O(x - u)sen® — vsend — vcos66]7 +
+ [(% —u)send + B(x — u)cosB + VcosO — vsen66] j

(3.4)
3.3 - Equacdes dimensionais do movimento
A energia cinética acumulada pela estrutura flexivel durante o movimento de rastreamento

sera representada por:
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L
EC=1pf|¥yy|? dx (3.5)
0

aonde p representa a densidade do material por unidade de comprimento ( assumida como
sendo constante ao longo de todo o comprimento da estrutura ) e L representa o comprimento

original da estrutura.

Desta forma, substituindo ( 3.4 ) em ( 3.5 ) obtém-se :
1 & 5 5
ECrEpj{(Bv+u) +[00x —u) +v]* Yax (3.6)
0

A energia total de deformagio ( transversal + longitudinal ) acumulada pela estrutura flexivel

apos deflexdio sera representada por:

ou ( lembrando que v'=¢ e, portanto, v"=¢" ):
1§ 1§

ED=—[M¢'de+— [ Ne py d (33)
25 25

aonde M representa 0 momento interno, relacionado a deflexdo angular ¢ através da expressio

{ Popov, 1978 ):

M= Efmgl—zﬁff-@] (3.9)

u (d di
d¢
Nas expressdes 3.8 3.9
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angulo entre a tangente & viga defletida no ponto de tangencia e o eixo x do sistema

6 =
de referéncia movel ;
dl = elemento do comprimento de arco ao longo da viga defletida ( disténcia entre A’ ¢ B’
sobre a estrutura deformada - figura 3.3 ) ;
= modulo de elasticidade transversal da estrutura ;
I = momento de inércia de area da secgio reta transversal em torno do eixo neutro da

estrutura.

Na expressio da energia total de deformacgdo, (3.8), N representa a forga interna axial

atuando na estrutura, representada por:

N=FEA &, (3.10)

aonde:
A = area da secc¢fo reta transversal ;

&gt = deformaglio axial ( variag8o no comprimento / comprimento original ).

DEFLETIOA

MOTOR

Figura 3.3 - Medelo representativo da deformacio do membro flexivel

37



e (1-u")dx _)

di

A!

v

— utud e
.m.........> u é___
<— &

Figura 3.4 - Um segmento infinitesimal do eixo centroidal nas posicbes
nfo defletida (A, B )e defletida (4, B’) da estrutura.

Os pontos A e B, conforme mostra a figura 3.4 sdo separados por uma disténcia infinitesimal

dx sobre a posiciio ndo defletida da viga. A deformaciio axial (g4 ) € dada por ( Popov, 1978 ) :

L _di-dx
a5 0 (3.11)

De acordo com a figura 3.4 pode-se escrever a expressio :
1
dl=[(1-u) +v?]? &

a qual, expandida em Série de Taylor resulta :
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dl = (1-w+iv?s )ax (3.12)

Ainda de acordo com a Figura 3.4 pode-se escrever :

’ ’

~1
sen¢ = Y = d = v’[i—2u+%v’2 +j =

1 1
[A-u?+v'2]2 (1-2u"+u'? +v'?)2

=y (1—!—2:’««%1)’2 +) = v'+u'v’—%v’3 +0(°)

e, expandindo sen¢ :
1 3 ' 1t I '3
- =V UV ——v"
¢ 6¢ >
Seja :

=V +¢,

aonde ¢, ¢ uma pequena corregdo para v'. Substituindo esta Gltima expressdo na anterior e
desprezando termos de ordem superior obtém-se :
- 1,43 4
¢ =w' V-V +0OV")

Desta forma :

¢ =v+u'v—+v? +0v* ) (3.13)

A expressdo 3.11 pode, entdo, ser reescrita como:
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€ gt = —u+3v2+000") (3.14)
Derivando 3.13 :
de=(V'+u"V4 V' v yde (3.15)
Desta forma :

1 d
L ¢ — v"+2u'v"+u”v’-—%v'2 v"+u’u”v’—-§—u”v’3+u’2 vn_%u,v.z vu+é_v.4 W
e .

(3.16)

Vale relembrar que, na analise de estruturas flexiveis considerando curvatura linear,

conforme apresentado no capitulo 2, considerou-se :

aonde rc representa o raic de curvatura. A expressdo (3.16) recai nesta se ¢ =0 ( ou seja,

v=0)e u'=0.

A expressdo ndo linear para a curvatura comumente encontrada em livros de geometria

( Maurer, 1967 ; por exemplo ) € escrita como :

1 "
Fo 3
(1+v'%)2

que também recai na expresséo linear utilizada no Capitulo 2 ( e reescrita acima ) quando v' = 0.
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Esta expressdo { devidamente expandida ), por sua vez, recai na ( 3.16 ) quando, naquela, # e suas

derivadas sdo iguais a zero.

Neste capitulo, dedicado a curvatura nio linear, serdo considerados os termos em ( 3.16 )

ate ordem 3. Desta forma :

2
d __do__ B _ sy Sy (3.17)

e (d) d 2
dé
Finalmente, substituindo (3.9), (3.10),(3.14)e(3.17 ) em ( 3.8 ) resulta :

L
EP 2{EIJ.[(V”) 4+ 2ty H+3u|(vn) ‘%(V’)Z(V”)Zldx+Ez‘1_‘-(“u'+—é‘vrz )20135}
0
(3.18)
Aplicando o Principio Estendido de Hamilton ( Meirovitch, 1967 ), obtém-se as seguintes
equagdes do movimento para as varidveis # e v ( componente longitudinal e componente

transversal da deflexfio, respectivamente ) da estrutura flexivel de membro Gnico e continuo

apresentando curvatura nfo linear :

p(ézv + 264 — Bx + Bu — v) EIVY +u®v'+du' ' v'+6u" v+ 3u'y

_2 n3 —~ 10V ; 12 IV) EA(Z!”V"*"H P ivgz V”) o
(3.19a)
p(~ Oy - 20V —ii —§%x + 9211) —EI(V'vY) — E4(-u"+v'v") = 0
(3.19b)
mais as condi¢des de contorno :
u(0,t)=0 (3.20a)
v(0,t)=0 (3.20b)
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v (0,5)=0 (3.20¢)
ET v (L0 /(Lo (L,O)+ EA@ (L) ~3v(L,n*) =0 (3.20d)
EI[ 3V (LWL, 1) = (L) — " (LWL, 1)~

— 3 (LW (L,£) - 3u' (L, V" (L,1) +

+ V(L VLOW EA[-u' (LY (L) + 1 (L)' ]=0

(3.20e)
EIV(Ltp"(L,0)]=0 (3.20f)

EIV' (L oy " (LW (Loy+3u (Lo (L) — SvI(L1) V"' (L,1)]=0
(3.20g)

3.4 - Adimensionalizaciio das equacdes do movimento

. - . . * \ . ® -

As variaveis espago adimensional (x ) e tempo adimensional (t) sfio representadas pelas
mesmas expressdes (2.21) e (2.22), respectivamente, conforme observado no capitulo anterior. As
novas derivadas parcias reescritas em fungéo destas novas varidveis independentes sdo as mesmas

vistas em (2.24) e (2.25).

Da mesma forma, as varidveis dependentes dimensionais definidas em funcfo das varidveis

dependentes adimensionais seguem conforme (2.26) € (2.27), aonde agora, inclui-se também :

u=c® Lu
ou
4
u=ly (321)
LJ
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O pequeno parametro de perturbagio, €, que aparece em (2.26), (2.27) e (3.21) e cuja
definicdo foi imposta no capitulo 2 serd definido em detalhes a seguir. A razio pela qual

u = O(e* ) (lembrar que v=0fe) ) sera comentada posteriormente neste mesmo capitulo.

3.5 - Equacdes adimensionais do movimento

Substituindo as novas derivadas e os novos pardmetros independentes adimensionais e

colocando-se termos em evidéncia, as equagses ( 3.19 ) serfo transformadas em :

R AT A 0 s b S e s
W%{’a“J e G e B o )

L[ o et 1fav v Y &) s1( e o
T ox™* L2 ox” fox? \ex?) 2% ax?
' o' E4| 1 62v(8u)+§i aﬁv[av)zm
21:2 ax Ligx'* \oax" ) 2%\ & Ao’
[ JJW
(3.22a)
ol (%) [ 5v_62umae\2Lx*+aezum
T2 o o o ) e ) et J or
e 1 & Y o) B4l azuLl v Y o) _,
t L\ox” fox™ )| | \&x™) Llax’ ox™
(3.22b)
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4

L
Multiplicando cada uma das expressdes ( 3.22 ) por — resulta:

El

pLt [ (3% ) (&%), . aze au ® Yoo |
EIr? o) & 2 o | o
4 4 300 -2 ~3
B 8:; : 1 il [ &% *\; +6~1~— o“u o*\; N
ox ox * \ax N ox Liax™ | ox
- ~4 2. ~3 s 2 \3
-1—3-1~— ozi 0“\:'1 10_“1__ 8v 6‘*\; o*\; m512 6*\; 3
Liéx A\ &x *lox” \ax™ |ox 207\ 6x 7
2
sifav (ot 4?1 62\;(5”};”1"“’5%\"@\;}2“
21t \ox" j\ax™)] I Lla™ ") 2% & jax'
- 2
_E{£¥J o | o (3.23a)
Liax™ \ax'?
rf] (%) (Y o) (o) (Y oY
P - P v—2 * x| | * Lx*+ poral B b
EIT?| (&t CA .G ot ot ot
Jala Yot )| 4| (@) 1 Y o™)|_,
Liax o™ )| T | \ax™) Liox" ) ox™
(3.23b)

Ao se substituir as novas denivadas do tipo visto em ( 224 ) e (225 Yem ( 319 ) e

L4
multiplicar cada uma das expressdes por

4

pL
EIT?

AL*
i
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O termo ( 3.25 ) nfo aparece no tipo de modelo proposto no capitulo 2. Na ordem natural
deste trabalho, os procedimentos para curvatura nfo linear verificados neste capitulo foram
executados primeiramente. Contudo, as mesmas operagOes realizadas para as equagdes ( 3.19 )

foram executadas para as equagdes { 2.19).

De (2.23 ) tem-se (fazendo 7; = T) :

pL*

T2

= 1.8780*

O pequeno parimetro de perturbagio { € ) para o problema de estrutura tipo viga em analise

2

neste trabalho estard associado ao termo , aparecendo naturalmente através das operacdes
descritas neste mesmo item 3.5 para a adimensionalizacio das equagdes ( 3.19).

2

O termo pode ser reescrito como :

AP AP P 1
1 A7 P e (3.26)

aonde r representa o raio de giragdo da area da secgdo reta ( A ) e L representa o comprimento

inextensivel da viga flexivel. Para uma viga tipica, € << 1 { Nayfeh, 1979 ).
Portanto, de {3.26 ) :

r2
€= 77 (3.27)

Segue-se, entfio, 0s mesmos passos indicados no item 2.5 do capitulo 2. Substituindo as
varidveis dependentes adimensionais ¢ desprezando-se termos de O( <) e O( <), as equagdes do

movimento ( 3.19 ) adimensionalizadas tornam-se :
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P+

- v+ Bx+e? | —8%v - 260 — Ou -+ ! - uV - du™v 6™V +3u v —
1.8780 1 0

—-1(}v’v"v'"—£v"3—~§v'2v"v - 14 ~v’u’—v'u"+iv'2v” =0
2 2 1.8780 2

(3.28a)
e A2 A A 1,V i t 1 e?
e[u-a—e x+0v+20v+ rikdid ].... 4[u ——v j =0 (3.28b)
1.8780 1.8780 2
mais as condi¢Oes de contorno adimensionalizadas :

u(0,)=0 (3.29a)

v(O,n)=0 (3.29b)

v (0,t)=0 (3.29¢)

W(LO-IV AL e[ )7 —v LV (L)) =0 (3.29d)

—2v(L 1)+ € [-20 (L (LD + V' (LIF ]+ € [ YLV LD - 20 (LY (L) -

—6u" (L V' (1,t) — 61 (Lt V' (Lt) + V(L1 v"(L,H)]=0 (3.2%)
eV(LOv'(1,D]=0 (3.29F)
WL+ e " (L' (L3 (L' (L) - vV (1,1 ]=0 (3.29¢)

3.6 - Equacdes adimensionais discretizadas do movimento

A equacfio do movimento para a variavel u, (3.28b), sera eliminada a fim de que se possa

trabalhar apenas com a equag8o para v e as equagdes do motor definidas no Apéndice A.
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Da equagdo do movimento ( 3.28b ) segue que:

1 ' . . “ ‘.
4[14’—“—}—1»’2} n@(ﬁ+92x+ev+ze v+ ! v’v‘vj
1.8780 2 L 1.8780%

{u'—%v’zj =0{e) (3.30)

Portanto:

u’-~-1-v’2

> =F(£)+0(e) (331)

Contudo, a condi¢io de contorno ( 3.29d ) mostra que :

W(L)-3vV(LO = [ 3v" (LY —v' 1,V (L] (332)

ou seja, que F(7)=10.
Logo:

i
u’—-z-v’z =09 (3.33)
Resultando:

u"=vv"+ 0(e) (3.34)
2

"=y vy +0(e) (3.35)

a® o= 3y Loy 4 0(e)

(3.36)
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Substituinde  as  expressSes (333 )-(3.36) na equagio do movimento
( 3.28a ), obtém-se:

V o+

1.8780°

v Bt € | - 6% — 260 — B+ — 4v’v”v”'+ww3 2 vﬂj;_
1.8780 2(1.8780%) |

]

1 ? r 1 1‘2
—@L 878041:[—24 +-£v ﬂ =0 (3.37)

O dltimo termo de (3.37) ¢é realmente de 0(@2) porque (—u'+%v”) = 0(g) , de acordo
com (3.33).

Seja a condigdo de contorno ( 3.29g ) reproduzida a seguir :
V(L + € WLy (L) + 3Ly (L) - $v(L)Pv" (L) ]=0
Substituindo as derivadas de # de acordo com (3.33 )e(3.36) obtém-se :
v(L1)=0 (3.38)
Seja a condi¢do de contorno { 3.29¢ ) reproduzida a seguir :

—v"(LO+ e[~ LV LD+ 3V (L)Y ]+ €2 ] -;—v'(i,t)v”(l,t)z— w" (L' (1,6~

=3y (L' (LO=-3u' Loy (L,O+ %v'(l,t)zv”'(l,t)] =0
Novamente, substituindo # e suas derivadas, obtém-se:
v"(1,1)=0 {3.39)

Assim, utilizando ( 3.33 ), expandindo v através da expressio ( 2.32 ) e integrando em
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relagdo a x , botem-se

1Y N x
U= 5{224@{]@'(&)@-'(@d&} +0(e)+G(r) (3.40)

i=] jul

Derivando a expressdo (3.40) em relagéo ao tempo ( e lembrando que ij =ji ), tem-se :

=Y > qigiRy + o) (341)

N N
i=1 j=1

aonde :

R,(x)=[ 0)(E0;(E)da=R,(x)  (342)

Derivando ( 3.41 ) em relagdo ao tempo, obtém-se :

i = Z > GGRy+ Y. > qGiRy + o(€) (3.43)

iml =i i=l j=1

Para u(0,7)=0, G(f) =0

Portanto,seja:

4

1 ( u’+1v’2] e[ i —8%x —6v—20v ! '
- — =€ | —H#—-6"x—-06v-20v- viy®
1.8780% 2 1.8780* J

(3.44)

Substituindo { 2.32 ) e (3.43 yem ( 3.44 ), resulta :
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N 1 N N R
“"Z(GQZ+‘?'QQI)¢1“ 4zzqij¢; :V ”*«O(E )
oy’ 1.8780 ¢ {71 4
(3.45)
Integrando ( 3.45 ) de 0 a x e utilizando (2.36b), obtém-se :
1 , 1,2 N, .. 1:2 5 Yot .
— —y' = —-“ N N7 B .- -—---e e e . 29 g -
el { Y3l a5, 00-36% - o280 o
N N 5
“ZZWij‘Iszj(x)‘“H(t)
=} j=1
(3.46)
aonde :
2 w? w?

W ] _ n

P @)t 1.8780°

O pardmetro w; representa cada uma das freqiiéncias naturais do sistema linear associado
( =0 ) racionalizadas de tal forma que, quando n ( =j ) = 1 tem-se w7 =1. Ou seja, wi=1

representara a primeira freqiiéncia natural do sistema linear associado e todas as demais

freqiiéncias naturais deste sistema serdio consideradas em relagdo a primeira.

1
O termo H(t) em ( 3.46 ) € escothido tal que — ' +~2~v’2 =0 emx=1, poisem (338)

mostrou-se que v' =0emx = 1 e em { 3.39 ) mostrou-se que v"" =0emx =1 e, de acordo com

a condi¢do de contorno (3.32), reproduzida a seguir :

(L) - 3L [V v LV (L]
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tem-se que :

w(LO-1v(L1) =0

ou

~uw (L) +3v(Le) =0 (3.47)

Seja (3.46) reescritaem x =1 :

! (—u'(l £+~ z)z}e wii(@(t)q O+ ;00 ,0) S, 1) = 2612 -
1.8780° 2 iR A AL AUA

N . - N AT
—Zj(e(z)qi(r)~+~ze(t)q',-(r))Vz-(I)mZZw;‘?q,-(r)qj(rm;j(i)—ﬂ(z)

= i=1 j=1

Utilizando (3.47), tem-se que :

N N N
-3 00,0+ 610,050 - 6071 =Y B0 0+ 803,01 0)-
=l j=1 i=1

N N
=3 N wlqi e, wy ()- HE)=0

f=1 j=1

(3.48)
Para satisfazer (3.48), pode-se alterar ligeiramente as defini¢des de S, V: e W;; para que,

quando x = 1, tenha-se S,(1) = V(1) = Wy(1) =0 e H(t) = —-;-e(:)"‘.

Q termo :

S5()= "Ry €) ~ [ R, (€
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pode ser reescrito como :

S,00=—[| [ ei@@em (349
Portanto, S,(1) = 0.
O termo :
Vi(x)= [T eue)ee - [ o.()az

pode ser reescrito como

Vix)=-[ o8 (3.50)
Portanto, V/{1)=0.
E otermo :

W, ()= [ 0:(8)0,()de - | 0:(6)0, (8}

pode ser reescrito como :

W) =-[oi(e)e,(e)de  (3.51)

Portanto, Wi(1) =0

Substituindo ( 2.32), (3.40), (3.41), (3.42),(3.45) e (3.46) em (3.37 ) resulta -

52



N

.. N N
S (G +wlg,)o, +Bx+ € [ 922%4); 22[29[ qfqﬂzq;qj) B(qqiqf}%-*

=l ] 1=l j=] 2

99,4 MWU% +

R NNN ) N N )
w20, 0% |+ 0 3 g, (e + gde)S 10! + R0 [+ 3 Paa, + 2609, Jor, v, +

i=] j=lk=1 i=l j=1

%‘Mz

N N N N N
+§§i§qquq{l Saags IO+ mza pr— )M %} gg

-t
L.

+¢§¢j)'§'iéz%(“§(xz “"“Dé’:‘*‘x‘b'z}}zo (3.52)

Muitiplica-se, entdo, a expressio ( 3.52 ) por ¢,, valendo-se da propriedade de
ortogonalizagdo dos modos. Desta maneira, as equacgdes ( 3.52 ) ficardo desacopladas em relagdo
4 variavel espacial ¢, e acopladas somente em relag8o as varidveis temporais ¢; . A seguir, integra-

se (3.52) de x = 0 a x = 1, obtendo-se as expressdes finais para as equagdes governantes do

movimento para a coordenada generalizada temporal g; :

) s . NN . )
G, + wiq,+a0+ € 6 ZB:’Z‘?{ _ZZ( p:ﬂe‘}qu' “}'i_fze%qf')'*'

i=1 i=1 j=1

N N N . . N N N
+355 Apea( Gd+a,d ) + 23D T, =0
1=l = sl i=1 j=1k=1
(3.53)
aonde:
1
o, = | xb,dx (3.54)
1, 1 ”
Bie = [!0(x¢i¢£ +5(x2 ‘1)¢f¢f)‘i‘]"1 (3.55)
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By = I;(2R7j¢£ - 2‘4)1‘”;/}'4)5 - 2¢;¢j¢f)‘b‘ (3.56)

Mye = f;[“ —:;Rf;-d’e +47V 0, + 6,6 j¢e)dr (3.57)
Agee = o (S 07, + Ry 00, i (3.58)
Ty = Ié["iwma;m S NN R YT +w:j¢;;¢e)]¢c
1.8780 2(1.8780%)
(3.59)
mais as condigdes de contorno :

v(0,)=0 (3.60)

v (0,1)=0 (3.61)

YL, £)=0 (3.62)

v"(L#)=0 (3.63)

3.7 - Sistema ideal ( estrutura flexivel + equac¢des do motor)

Adicionando a equagdo (3.53) as equacbes do motor definidas no Apéndice A ( equacdes

A25 e A26, fazendo cos = 0 em A.26 ) e acrescentando o termo de amortecimento g, em

(3.53), as equagBes governantes do movimento para a estrutura flexivel de rastreamento para a

abordagem de sistema ideal tornam-se :
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i, +coyi, +c0,8 =co U
B+co30-coyi, =0

. - N N N . .-
G, +wiq, e +ug, +e? { GZZBm% —ZZ( £499.4; _A'Q'EGQiqj)+

i=t i=1 j=1

N N N o . N N N
+ZZZAW%(%%+%%)*ﬂZZZRMMﬂ4ﬂO

=1 jul k=1 i=1 j=1k=1

(3.64)

mais as condi¢Bes de contorno (3.60)-(3.63) e (A.27).
3.8 - Sistema nio ideal ( estrutura flexivel + equacdes do motor)

Da mesma forma que no item 3.7, adicionando a equagfo (3.53) as equacdes do motor
definidas no Apéndice A ( equagdes A25 e A.26 ) e acrescentando o termo de amortecimento
ug, em (3.53), as equagbes governantes do movimento para a estrutura flexivel de rastreamento

para a abordagem de sistema ndo ideal tornam-se :
i, +coj, +c0,8 =coU

é + €03 @ ~C0y ia - COsZQi (t)d’?(e) =0
i=]

. L NN . ..
q; +w§q£+af9 + 1, +e? 92231-3% —ZZ( c@rjﬂegiqj' “?‘zﬂe‘}qu' )+

i=1 i=1 j=]

N N XN o . N N N
355 Ml dd a8 )+ XYY Twd,9,9. | =0

izl j=tk=1 i=t jelk=l

(3.65)

mais as condi¢Oes de contorno (3.60)-(3.63) e (A.27).
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3.9- Variaveis espaco-temporais originais e componente longitudinal da deflexio

Conhecendo os resultados de g; (t) através da integrago de (3.64) ou (3.65) ¢ as expressdes

para ¢, através das expressdes (2.38 a,b), pode-se obter o comportamento da varidvel original

v(x,1), componente transversal da deflex@o, apos redimenstonalizacio, através da expressio :

N
v =2 6.(x)q,(t) (3.66)

Fuel
que € a mesma expressio (2.32) reproduzida aqui.

Para a determinagdo do comportamento perturbado da varidvel u(x,t) deve-se integrar
numericamente a equacio 3.28b, reproduzida ( e reescrita ) em (3.67), onde ji se consideram

conhecidos os comportamentos { numeéricos ) de 8 (1) e v(x,t).

Em (3.67), as derivadas espaciais de v s3o repassadas, através da discretizagio ( método

dos modos assumidos ), para os fatores de forma, ¢ (x), também conhecidos. A derivada temporal

de v é também obtida numericamente ( pela discretizagio citada anteriormente, através de ¢, ).

A variavel u(xt) devera, entdo, ser discretizada como um somatorio de um produto de
fungdes temporais por fungdes espaciais nos mesmos moldes de v{(x.,t) ¢ para o mesmo fim. Obter-

se-4, entdo, uma solugdo para a componente temporal de #(x,t). A componente espacial de #(x,t)

sera uma fung¢do modal conhecida.

1 1 . . . ,
eii—(_‘—‘“;‘Ju" = '[""‘“‘"{)V'V% E[ —92x~9v—29¢—(m}~m)v’ij
1.8780 1.8780 1.8780%

(3.67)

Esta verificacio sera reservada para trabalhos futuros.
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Os comportamentos das variaveis espago-temporais u(x,t) ( nfo perturbada ) e v(xt)
( perturbada ) encontram-se ilustrados no final do Capitulo 8 ( item 8.5 ), para um dos casos

simulados numericamente naquele capitulo ( perturbado e nio perturbado ).
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Capitulo 4

Problema nio pertarbado (€ = 0):

simulacdes numéricas e solucio analitica

para amortecimento O(1) — 1 modo

4.1 - Introducio

Dispondo-se de uma dada condigdo inicial, uma dada condigio de contorno e um conjunto
especifico de parametros, pode-se utilizar computadores modemnos cada vez mais rapidos e
poderosos para efetuar a integraciio de equacgdes diferenciais lineares e ndo lineares com razoavel
acuracia. Contudo, caso o problema em questdo exija a obtencdio de informacdes acerca do
comportamento das solugdes de equagdes diferenciais ndo lineares e sua dependéncia em relagdo a
determinados parametros, precisar-se-a repetir os célculos numéricos para tantos quanto forem os
valores dos pardmetros e condigdes iniciais que se pretende verificar. Mesmo para problemas ndo
lineares simples, a solugo numérica pode ser tdo complicada a ponto de dificultar o
reconhecimento de fendmenos simples e gerais. Por outro lado, métodos analiticos podem
facilmente detectar fendmenos gerais, produzindo resultados Gteis em forma fechada. Para alguns
casos, a combinagdo de métodos numéricos e analiticos pode estabelecer um procedimento otimo

para a solugio de problemas nfo lineares ( Nayfeh, 1993 ).

Frequentemente o pesquisador se vé envolvido em problemas nos quais um ou mais

pardmetros apresentam-se ou muito grandes ou muito pequenos. Tipicamente, estas sio situagdes
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dificeis de serem tratadas diretamente por métodos numéricos. Nessas situagdes, métodos
analiticos podem providenciar aproximac¢les acuradas e até mesmo sugerir uma maneira de se

aprimorar o procedimento numérico.

Dentre as técnicas analiticas mais utilizadas estdo os métodos sistematicos de perturbacio
( expanses assintéticas ) em termos de pequenos ou grandes parimetros ou coordenadas. Para
que qualquer uma dessas técnicas de perturbagio possa ser utilizada, a solugdo do problema nio
perturbado ( ou de ordem zero, geralmente ) deverd ser conhecida ( Kevorkian et al., 1981;
Nayfeh, 1973; Nayfeh et al,, 1979; Nayfeh, 1981, Nayfeh, 1993 ). Os termos nfo lineares serdo

considerados perturbacgdes em torno de uma solug@o conhecida { linear ).

Buscar solugdes de equagdes diferencias ndo lineares perturbadas utilizando técmicas de
perturbagio exige, no minmimo, um conhecimento anterior acerca de solugdio de equagdes
diferenciais lineares. Nesse sentido, alguns bons livros podem ser citados como referéncia, entre

eles ( Boyce et al., 1986 ; Andronov, 1966 ; Davies et al., 1966 ; Keisler, 1986 ).

As equagdes perturbadas ( ideal e ndo ideal ) foram apresentadas nos Capitulos 2 e 3 deste
trabalho. A solugdio das equagdes ndo perturbadas ( ideal e ndo ideal ), condigdo necessaria para a

obtencdo da solugdo das equagdes perturbadas, sera objeto deste capitulo.
4.2 - Solucio analitica para o sistema nio ideal

Em (2.46) ou (3.65), fazendo =0, obtém-se 0 mesmo sistema de equagbes diferenciais

lineares descrito pela expressdo (4.1) :

i, +coyi, +¢0,8 =co,U

8+co30—coyi, —cosy.Q;(1)$7(0) =0

i=l

G, +wiq, +ug, +o,8=0 4.1)



Seja £= n =1 ( expansdio para a variavel v considerando apenas o primeiro modo ). O

sistema de equagdes (4.1) sera reescrito como :

i, +coji, +c0,0 =co U
8 +c0o;8-co,i, ~cosd](0)0,(1)=0

g, +wiq +ug +a,f=0 (4.2)

A solugio analitica que se pretende encontrar aqui refere-se ac estado do sistema apés o

desligamento do motor. Neste caso, em (4.2), faz-se U = 0 . Seja também A4 = co,¢](0) . Entio,

o sistema de equacgdes (4.2) podera ser finalmente reescrito como

1, +coi, +c0,0 =0

(4.3a)
B+c0y08~co,i, —Adg, =0

(43b)
g, +wiq +ug, +o,8=0

(4.3¢)

Para que os sistemas de equagdes diferenciais (2.46) e (3.65) tenham uma solu¢io analitica
através de algum método de perturbaciio ( por exemplo, o método das multiplas escalas ), a
solucdo analitica do sistema linear (4.3) devera ser conhecida ( Nayfeh et al., 1979 ; Holmes, 1995,
Kevorkian, 1981 ; Krauss, 1998 ).

4.2.1 - A soluciio analitica para g4;

Multiplicando a equagio (4.3¢) por — 1 e somando a equagio (4.3b) resulta :
oy

2
—[J«w}iji “[Kl—-i- M}ql -—(—E—Jql +co3éw—co4ia =0 (4.4)
o

1
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Isolando 7, em (4.4) :

. 1 e w? AA . COx )
iy m-—[ ]qi -[ : +——]q;-( u )ql +[——3}9 (4.5)
L0, o,c0, €Oy, o,C0, co,
Derivando (4.5) em rela¢iio ao tempo resulta :
. | R w? AA . €O,y |
(2 (2] w
o, co, AC0,4  CO4 I co,

Substituindo ( 4.5) e (4.6) em {4.3a) resulta :

1. co, TR wi A4 cop |,
- g1 + dy - + + qr ~
o0, oCo, €0, C,c0, €O, O,C0,
2
- [colwi + CO}AAJql «{_c_oﬁ_J 8 + [____colcog, + coné =0
a0,  CO, co, co,
Da equacéo (4.3¢c) :
. 1. w? TR
92“[_}% *(“l_]% _(_)‘11 (4.8)
o, o, o

Integrando (4.8) de 0 a t, obtém-se :

s (L), (e, (e
6= {(xl)‘h (QIM% (al}h (4.9

Substituindo (4.8) e (4.9) em (4.7) resulta :

(4.7)
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co, u O,

1‘304

W;

A4 co co
+ 4 1ii+ 5H

+ + g~
o, O,€0, €0,

COyCO Co.
" =3 + 2

oL,C0,

co,AA  cow}
+ +

co, OO0, OO0, QC0, O,

co,Cco co
L% 3EJ+ 2 M

=
(
{coiwl
[

2 2\t
COCO3W; AL -0
4 =
a,co, o /b

9

4y

(4.10)

Derivando (4.10) em relagéio ao tempo e multiplicando a mesma equagdo por (-1) resulta :

aonde:
1
Aﬁm
o,C0,
co co
B= L S

A4§,+B§, +Cg§+Dg, +Eq =0

0,C0, O4CO4  OLC0,

2
w A4 co
1 4k

co CO.C0, €O
+ 3P+ 1603 L €0

C=

€0, CO4 O €05 O CO, ©C0, O
2 2

cow;  coAA  coyw! cocosi co

D£11+1+31+13+2P’
o co, €Oy oCo, 0004 o
co,cow?  co,wl

st i 1k W 14

oc0, o,

(4.11)

A equagio (4.11) representa uma equacdo diferencial ordinaria a coeficientes constantes de

quarta ordem somente na variavel g; .
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A equagdo caracteristica associada a (4.11) sera dada por :
A+ Br+CrP+Dr+E=0 (4.12)

A solugdo analitica de (4.12), apesar de obtida facilmente através de um software como o
Mathematica® , e extremamente complexa para se poder trabalhar com a mesma. A melhor opgéo
sera resolver (4.12) para coeficientes conhecidos ( casos especificos ). Algumas consideragdes

podem, no entanto, ser feitas.
Se {(4.12) possuir apenas raizes reais ¢ n3o iguais, a solu¢io de (4.11) serada forma:
gy =Cie™ +Cle™ + e+ C et (4.13)

Se (4.12) possuir apenas raizes complexas, a solugfio de (4.11) sera da forma :

30" Cos(ry, 1) + C e sin (r,, 1)

q,= Cie™ cos(ry, 1)+ C,e % sen(ry, 1)+ Cae’
(4.14)
aonde :

ia

- rigt
L=natim — e " cos(r,t)

h=Ta=in — € sin(r,0) (4.15)
O parametro 1; representa cada uma das raizes complexas de (4.12).

As constantes C, Cy, Cs e Cq em (4.13) e (4.14) deverfio ser determinados através das
condi¢Ges iniciais do sistema. A analise em questdo, conforme mencionado anteriormente,
relaciona-se ao estado do sistema apdés o desligamento do motor. Seja o tempo inicial

representado por Z. .

A solugfo numérica e a solugdo analitica deverfo caminhar juntas a partir deste ponto. O

tempo a partir do qual a voltagem nos terminais do motor, U, torna-se zero é conhecido, assim
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como, através da simulagio numérica conhece-se q; (¢ ), §,(,), i, (), 8(t,)e 6(z,) . Assim,

tem-se que

q:(t) = qir (4.16)
@) =4, 4.17)
io ()= oy (4.18)
0(1,)=9, (4.19)
0(,)=0, (4.20)

Sejam as equagdes (4.3) emt =1,

i,(t,)+coi,(t,)+co,0(t,)=0

(4.21a)
0(t,) +co, 0(t,) —co,i,(t,)— AAq,(t,)=0
(4.21b)
G @)+ wiq () +ug (t,) +a,8,)=0
(4.21c)

Utilizando (4.16),(4.18) e (4.20) em (4.21b) resuita :

8(1,)=-c0, 0, +co, i, +AAq, =6, (4.22)
Utilizando (4.16),(4.17) e (4.22) em (4.21¢) resulta :

4@ty =-wlq, —ud, -o,0,=4, (4.23)
Utilizando (4.18) e (4.20) em (4.21a) resulta

ia (tr) =—COy,, Cozé re iar (424)
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Derivando (4.21b) e utilizando (4.17),(4.22) e (4.24) resulta :
8(t,)=-c0,8, +co,i, + Adq, =8, (4.25)
Derivando (4.21¢) e utihzando (4.17),(4.23) e (4.25) resulta :
G)=-wi g, —ug, 8, =4, (4.26)

Assim, o seguinte sistema algébrico pode ser construido utilizando (4.13) ou (4.14) e suas

derivadasemt =1,

(4.27)

aonde, para (4.13) :

Ag — e’ia‘r
A; = e"z::fr
As = e"3atr
A = e’éa‘r

Tlatr
As Ha€

. r2alr
As = rye

riglr

A7 BRET



— T4alr
Ag=ry,e

.2 Tialr
Ao= H, €

L2 raaty
Am— P, €

2 Tialr
A” =h, €

.2 ragtr
A}g = Funy €

3 Tialr
Apz=r, ¢

.3 Tra2gir
AM = Fa, €
r3alr

3
Ais=ry, €

_ .3 ragtr
A= 1, €

e, para (4.14) :

A; = &9 cos(r,t,)

!

Ay = ¢ 7 sen(ryt,)
As= €7 cos(ryt,)

Ay = e %l sin(r%t,)

la

t I, N
As= "'1affrlar Cos(rlbtr)_rlber " sin(ry,t,)

Za

As = rZGerzazrsen(r%t,)+r2ber I’ cos(#y, 1, )

. T3alr r3gtr -
Ay = r,e Cos(ryy2, ) —rye sin {73, 7, }
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Ay = roe 9 sen(ryt, ) rye T cosry,t,)

A= (r{fI -1 )eri"t’ cos(ryt,)—(2n,r, ) e @7 sin(r,t,)

A= (rzza ”‘“"zzb)erzatrse"("zbtr)"' (Zrza”zb) e 2 cos(ryt,)

A= (?’3%; ~ I3 )e”atr cos(ry2,) — (21,13 )erhtr sin(ry, 1, )

Ap = ("ﬁa “”42b)er4afrse”(’"4bfr)'§‘(2"4a”4b)er4atr cos(ry, 1, )

Az = (1"13; = 314" e’e” cos(ry, tr)“"(’fi» ~3r2n, )enatr sen(r,1,)

r2alr

3 2 r2at
A1‘4= T2a—3r2al’zg, e Sen(ertr)+(—er +3r2afzb)€ arCOS(P‘Zblr)

rig! r I3 .
e "7 cos(r,t )+ (r:f}, —3rr, )e 9 sin (ry2, )

Faanl raagt
e "7 sen(ry, z,)+(-~rj; +3rfar4b)e 49 cos(ryt, )

Resolvendo (4.27), as constantes C; serdo conhecidas e as solugdes (4.13) e (4.14) serdo

bem definidas.

Porém, a equaglio para cada uma das variaveis ¢,, de acordo com (4.1), e de ordem 2. A
solugdo para ¢, , portanto, deverd conter duas raizes reais ou uma raiz complexa. Desta forma, as

constantes C; e C> ( por exemplo) em (4.13) nfo possuem significado fisico. Com efeito, todas as
simulagdes numéricas efetuadas mostrou que as duas primeiras raizes da equacfo caracteristica de

(4.13) s3o negativas e suficientemente grandes para fazer C; = C; = 0. Assim, (4.13) e (4.14)

podem finalmente ser reescritas como

gy = C3e% +Cyeltat (4.28)

q = C3er3“t cos (13 1)+ Cae 44 sin(ryy 1) (4.29)

O sistema (4.27) reduz-se a :
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4, Ae;:}{cs}r{‘hr} 431
[A., A 1| Gy G1r 43

Resolvendo (4.31) obtém-se :
Aog, — A9
Cs= Asﬁr A4i1r (4.32a)
34g — Ay,

= AsAgq,, + (A4 —24,4,)q,,
Az A2 ~ A, A, A

Ci= (4.32b)

Todas as constantes que aparecem em (4.32) sdo as mesmas ja definidas anteriormente.

Em (4.28), caso as duas raizes da equagdo caracteristica sejam reais e iguais, tem-se

_ gl
g =Cse

aonde Cs = Cs + Ca.

Cale relembrar nesta altura que, de acordo com (4.15), em (4.29) tem-se que :

r3a' mrlla (433)
Py =Fap

ou seja, (4.29) pode ser reescrita como :
q = C3e "3al cos (r3p £+ C4er3até‘fﬂ {3 )

4.2.2 — A soluciio analitica para ©

Integrando (4.9) em relagio ao tempo tem-se

1 wz £t f
0 [m]q(w] [ quara (_u_] [ gt @34)
! %1 /%% %%
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Com a expressdo para ¢; obtida no item anterior ( 4.2.1 ), pode-se encontrar I I q, dtdt

6o
t
jqi dt .
0
Utilizando a expressio de g; obtidaem (4.13), obtém-se :
0=z[ Gie™ +Gpe ™ + Gy +G e ]+ M (4.35)

aonde :

AV \
G = -Co_ zi G _[,.&, Cy
a; (o )\ 7 ) () \ 7
N NN
G.--G_[M][S _{_9_ G
2
Oy \% J\ Tag ) \C1/\T5 )
N A h
G. - _.%,,_[W? Cs m[_e_\ C,
Oy Gy \r:?a/ S WANEY:
Utilizando a expressdo de g; obtidaem (4.14), aonde :
; o
jaeﬁf cos(yt jdt z—————[BeB? cos(yt)+yeP! sen(yt}]
2.2
5 B* +y
t a
jaeﬁz sen(ytjdl = Ty [Beﬁ’ sen(yt ) —veP! cos('yt)]
+
0
obtém-se
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rigi 4
0=z Ee cos(r, )+ Ee’ ™ sen(r, 1)+ Esze
rigl t
+Ese > cos(ry, 1)+ Ege > sen(ry, 1) + Ee
aonde
2
E = *Q__[Wl J Cyrz - C’ib] Clrla }
o
oy 1 "za "“'15 1

*([

2
w 20,17
E2 :_{ 1 ] L= 1atle
oy (r1a+"15

E_aﬂ
roaN(
G Wy Czrza Cz"zb
Es=——®t—
LN VAN rZa ’"25
o
-G Wy C"za C"Sb
Ey=——2
oy \alj\ zr‘3a+r3ZJ

2
w 2C,n,r
E(S :_[ 1 J a 3b
G, (rh ‘“’35

2 2
Cyriy —Cury

2 2
(r4a +r4b )1

Egz_g_m[fij

2
[Wl] 2C2"2a"zb _ [ Carz )
oy (r:zg +er Tae 735

=(}f;_} 2C7’4a"4b _ (C:;r«ab }
oy (r4a "'7'45 i 1,

_(_}_‘__}[ Cytay
oy f’fa%r‘fb

Cyryp

+rlb}

Cz"za }
r2a+r2b

C3”3a )
"3a “”’317

Cstyy )
"3a“’*“"3b

?’2al’

cos (73, 1) + Ese"2e sin (7, 1) +

T4 08 (ry 1) + Ege e  sin (ry, 1) ]+ M

(4.36)

O parametro z que aparece em (4.35) e (4.36) € necessario para o acerto da condigdo inicial

para 6 analitico, que deve ser a mesma condigio inicial ( a partir do instante em que U torna-se

zero ) encontrada para a solugdo numérica. Ou seja :
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enumen‘co (tr) = Ze analitico (tr )

O pardmetro M que aparece em (4.35) e (4.36) representa uma constante necessaria para
que a solugdo analitica oscile em torno do mesmo valor em torno do qual a solugdo numérica
oscila ( novamente a partir do instante em que {J torna-se zero ). Este pardmetro apenas desloca o

grafico da solugdo analitica.

O pardmetro M e obtido através da media dos valores de 0 compreendidos entre

numerico

t . . X ~
ro;rf € loa. Este parametro ¢ necessario apenas para fins de comparagfio entre as duas solugdes

( analitica e numérica ).
Assim como para a variavel g,, a equag8o dindmica que define a varidvel 6 também e de

ordem 2. Fazendo C; = C; = 0, tem-se que E; = E; = E:= E;= G, = G, = 0. Entdo, {4.35) e

(4.36) podem ser reescritas como :
0=z Gye 3 +Ge™" e M (4.37)

0= z[ E5er3"z cos(r3bt)+E5er3”rsen(r3bt)+E7er4"z cos (7, 1) + Ege” 44" sin (74, 1) ]+M

(4.38)

Utilizando as relagdes (4.33), a solucio (4.38) pode ser reescrita de forma ainda mais

simples :
0=F, e cos{r;,, )+ F, ersarsen(r_,,b ) +M (4.39)

aonde: Eg=z(Es+ E7) e Ejg=z(Es+ Eg).

Em (4.37), caso as duas raizes da equagdo caracteristica sejam reais e iguais, tem-se :
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0=Gse ™ +M
aonde Gs = z{ Gz + Ggy).

4.2.3 — A soluciio analitica para 7,

Seja a equaglo (4.5) reproduzida a seguir :

. 1. wi AA ( . €Oy | .
lam_( ]%“‘“{ . +_LI1“L = JQi'*‘[——S' 0
0L,C0, o, co, ) o,C0, co,

Substituindo g; de acordo com (4.13) ¢ suas derivadas primeira ¢ segunda e a derivada de
0, definido em (4.35)), a equagdio (4.5) torna-se :

. riat ragt r3gt
iy =H e +Hye ™ + Hye? +H e % (4.40)
aonde :
2N 2
H = - Cihg | [ W C. - ﬂclrla] [CosGlrla
! 1
aC0, | alco4 040, co,
7 2N (L2
H, = — Cotza | | W WC MGy, Costrza
2 2
Q€04 | | 0100, 004) o400, co,

H;

i

TN
210
8 |
Sl
A
&

o 1,
49
8

F:

{
{

e _ [gcsrﬂ [G]
{

T
i
PN
210
[v]
S .
M
| !
TN
R
s—-q ,,§ fuy
Q (3]
'y
h
\..___,/ \,*.__../
p

Substituindo ¢, de acordo com (4.14) e suas derivadas primeira e segunda e a derivada de

60, definido em (4.36)), a equagio (4.5) torna-se :
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14 .
i, = Fie " cos(n, 1)+ Fpe " sen(r, 1) + Fye *' cos(ryst) + Fye 28 sin (ryy 1) +

+ Foe 39 cos(ry, D)+ Foe > sen(ry, t)+ Fre 4@ cos(ry, 1) + Fee” %4 sin (1, 1)
(4.41)

aonde :

F o= Cire —Cihy _ wi ,,_AA C. - uCihg + coy(Eyn, + Estiy)
g 04COy oco, co, ) - | ayco, co,

£ =[2C1"1arib]4«(116’1"11:)4“("93("151% “{‘“Ezria)J
AN

o;c0, a,C0, co,

Fo = (‘ZCZrZaer]“(quZerJ_;_(COEI(EBrZa '*‘Ecc"zb)]
'y =

a,co, o,c0, €0,

F; m"[czrga —Czrzzb)“[ wf + AAJC} _[ucgrza]+(003(—E3r2b +E4r2a)}

oC0y oc0, €04 oL C0, co,

7 EMECJ;‘; MCS%J'[ wi N AA]Q _[u(,}rz,a\ +[co3(E5r3a + Egry, )J

o C0, o,co, co, oC0, co,

Fy= (2C3r3ar3b J+[Mcsrsbj+[cos(_E5"3b ‘*‘Es’éa)\

€0, o,C0, co, )

Fo = (QCJM’%]“(P‘CJ%]_{C%(E?’% + Eyrys))
=

o,C0, oCOy co, J

£ x_[CJfa —ngb)_[ w}i N AA]C4 __(uC4r4aJ+[co3(——E7r4b +E3r4a)J

o,c0, o,co, €O, o,C0, €0,

De acordo com as consideragdes feitas anteriormente, as solugbes (4.40) e (4.41) sdo

reescritas, respectivamente, como .

ia _ H3er3af +H4er4at | (442}
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H .
i, = Fse?% cos(ry, 1) + Fye 3 sen(ry, ) + Fe * cos(ry, 1) + Fee 4@ sin (7,, 1) (4.43)

Utilizando as relagbes (4.33), a solugio (4.43) pode ser reescrita de forma ainda mais

simples :
i, = fy e 3 cos(ry, 1)+ F, e 3 sen (73,1) (4.44)
aonde: Fo=Fs+ F7 e Fip=Fg+ Fy.

Em (4.42), caso as duas raizes da equagfo caracteristica sejam reais e iguais, tem-se :

aonde Hs = H; + H,
4.3 - Solucdo analitica para o sistema ideal

Para o caso ideal, a partir do instante em que a voltagem nos terminais do motor,{/, torna-se
zero, tem-se : = constante, 8= 0 e §= 0. A solugio para 8 e i, tornam-se irrelevantes e podem

ser prescritas de acordo com algum perfil desejavel. A equagio que define o comportamento da

variavel g,torna-se:

dr +Wiq, +1g, =0 (4.45)
ou, considerando apenas o primeiro modo :
g +wiq + ug; =0 (4.46)

A equagfo caracteristica associada a (4.46) ¢ dada por ( Boyce et al., 1986 ; Andronov,
1966 ; Davies et al_, 1966 ):
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4+ ur+wl=0 (4.47)

A solugdo de (4.47) e

_=lEgu ——ﬂmz!2

(4.48)

Em (4.48), como w; =1 ¢ p”sera sempre menor que 4, o termo dentro da raiz serd sempre

menor que zero. Portanto, as raizes de (4.48) serdo sempre complexas. Sejam, entdo:

- U
Chy
w,zz ~-»4w12
Ny =_‘_________. 5
A solugio de (4.46) e
g, =Cie" cos(r, 1)+ C,e 1% sin (1, 1) (4.49)

e as constantes C; em (4.49) deverdo ser encontradas da mesma forma que em 4.2.1.

4.4 - Solucio numérica

A fim de que a solugio numérica pudesse ser integrada através de um algoritmo previsor-

corretor, algumas alteragdes foram efetuadas na forma de estado do sistema de equagles

diferenciais (4.3), reproduzido a seguir :

i, +coji, +c0,8 =0
8+co,0—co,i, — Adq, =0

q}-kwlqu +ug, +a1§:O
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a fim de se eliminar 8 da terceira equagio.

O sistema (4.3), na forma de estado, torna-se :

X = Xy

. 2 .

Xg = WXy — X, — 0 Xg
Xq = Xg

Xg = =CO3Xg + 04X, + Adx,

X9 = _Colxg - COng

aonde % =Q1. %= Q,; %= 0% =0 eXs =1,

Que pode ser reescrito como :

X| = X,
Xy +0Xg = -—wfx1 - UXy
X, = Xg
Xy = —CO3Xg +C0,X, + Adx,

ou, em forma matricial :

Seja :

1 060 0 07[%]
01 0 o 0%
0 01 0 0Pkyb=d
000 1 0fx
000 0 1{%] |
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X2
2
—WiX) - HXs
Xz
—C03Xg +C04Xo + AAX
— G0 X9 —COgXg

(4.50)

(4.51)



1 00 0 0
01 0 a, O
R={0 01 0 0
000 1 0
00 0 0 1]

Multiplicando ambos os lados de (4.51) por R, resulta :

?-ii 1 0 0 0 0 Xa
Xq ] 010 ~o4 O "W}z}ii"”f.ixg
%7b=[0 0 1 0 0 Xg
Xg E 0 0 0 1 0]l ~cogxg +CouxNy T AAX
%] |00 0 0 1] ~€0Xg ~C0yXg
Ou:
ki = X2

X, = —wfx1 —UX, —al(—cogxg +C0, X9 + AAX, )
X, =Xg
Xy = ~C04Xg +C0,Xq +AAX
Xg = —C0;Xg —CO,Xg
(4.52)
O sistema (4.52) representa o sistema de equagdes diferenciais ordinarias integrado para se

obter a solu¢io numérica do sistema linear associado { €=0) as equagdes governantes do

movimento vistas nos capitulos 2 e 3.

4.5 - Solucio analitica X solucfio numérica : resultados

Dois casos sdo estudados, aonde os dados do motor e os pardmetros de cada sistema em
analise 530 .
Motor : Cm = 0.004629000 |,
Lm = 0.003100000 ; Ra = 1914952000 ;
0.000065400 ; T = 0000036900 ;
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Kt = (.052814000 ; Kb = 0.052814000 ;

Cm = 0.00462%000 ; IMOTOR =



Caso 1 :L=135m;Umax =02V ;Ng =1;altura = 0015 m ; base = 00005 m ;
E=0.7%10" N/m>; u =0.01 Kg/ms; tempo de excitagio t = 0.5 s ( perfil | e perfil 2).

Caso 2 : L =03 m; Umax = 02 V ; Ng = 1 ; altura = 0.0050 m ; base = 0.0005 m ,

?

E=0.7%¥10" N/m’; u =0.01 Kg/ms; tempo de excitagio t = 0.5 s ( perfil 2 ).

Os comentarios das simulacdes s3o feitos no item 4.5.

(a)
0.2 ﬁ
0.15 ?S
=
5 041 1
0.05 ]
OO 2 4 6 8 10
tempo (s)
(b)
0.2 //\
0.15 // \\
)
0.05 // \‘\
0
0 0.2 0.4 06 08 1
tempo (s)

Figura 4.1 - Perfil de excitagfo : perfil 1 { inha vermelha ) ; perfil 2 ( linha azul ) -
( a)tempo total ; ( b ) zoom de (a)
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dieta/dt (rad/s)
g oo
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[
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w
|
,,-—""—,‘

\
/ \

0 0.2 0.4 06 g8 1
tempo (s)

o o
- M
-»-\_‘“\

[

Figura 4.2 - Velocidade angular { numérica ), 8, e a escolha da condicio inicial
para a solucdo analitica - caso 1 - perfil 1- ideal.

0.2

0 0.5 1 1.5 2 25
termpo (s)

Figura 4.3 - Velocidade de deflexio ( numérica ), §;, e a escolha da condig8o inicial
para a soluglio analitica - ¢casol - perfil 1 - ideal.
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0.1

sl N

0 2 4 6 8 10
tempo {s)

Figura 4.4 — Solugdo analitica ( linha vermelha ) contra solugiio numérica { linha preta ) :
deflexdo - caso 1 - perfil 1 - ideal.

038
07 /f
06

o
o

dteta/dt (rad/s)
o
p-%

o
w

[ T oo |
i N
W_‘_’_’M_,_......‘—-—-""‘

[on ]

0 0.2 04 08 0.8 1
tempo (s)

Figura 4.5 - Velocidade angular ( numérica ), 8, e a escolha da condigfo inicial
para a solucdo analitica - caso 1 - perfil 2 - ideal.
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dq1/dt (ms)

© S ©
PRI SR

oa
\

05 \ .

06 T
. \__._,_,.o-"‘"

-0.7

0 0.2 0.4 06 08 1
tempo (s)

para a solugfo analitica - casol - perfil 2 - 1deal.

0 2 4 8 8 10
tempo (s)

Figura 4.7 — Solugdo analitica ( linha vermelha ) contra solugio numérica ( linha preta ) :
deflexdo - caso | - perfil 2 - ideal,

81

o



0.7
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o
0.4

o)L

0:2 { \

B/ -

.

dteta/dt (rad/s)

-0.2

0 05 1 1.5 2
tempo (s)

Figura 4.8 - Velocidade angular ( numérica ), 6, e a escolha da condigfio inicial
para a solugdo analitica - caso 1 - perfil 1- ndo ideal.

0.2

dat/dit (mv's)
S
h
et
[ e——

0 0.5 1 1.5 2
tempo (s}

Figura 4.9 - Velocidade de deflex3o ( numérica ), ¢, ¢ a escolha da condicdo inicial
para a solugfo analitica - casol - perfil 1 - nfio ideal.

82



12

)\

teta (graus)

0 2 4 6 8 10
tempo (s)

Figura 4.10 — Solugio analitica ( linha vermelha ) contra solugdo numérica ( linha preta )
deslocamento angular, 6 - caso I - perfil 1 - nfo ideal.

0.02 /] rmﬁ\%
A T~

st L.

/
g-ﬂﬂd; ‘J
= 006 i
il
0.1
0124
0 2 4 6 8 10

tempo (s)

Figura 4.11 — Solugdo analitica ( linha vermelha ) contra solugdo numérica ( linha preta ) :
deflexdio - caso 1 - perfil 1 - ndo ideal.

83



x10

¥
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Lot
EMM’.”‘
-2
0 1 2 3 4 5 6 7
tempo(s)

Figura 4.12 — Solugdo analitica ( linha vermelha ) contra solugio numérica ( linha preta ) :
corrente de armadura, i, - caso 1 - perfil 1 - ndo ideal.

c8
06 \
@ 04
Ee]
£
g 02
B
o i e N
0 //‘}ff
-0.2 /
v/
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35
tempo {s)

Figura 4.13 - Velocidade angular ( numérica ), 8 , ¢ a escolha da condicdo inicial
para a solugio analitica - caso 1 - perfil 2- ndo ideal.
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-0.4 /
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kT

0 0.5 1 1.5 2 25 3 35
tempo (s)

Figura 4.14 - Velocidade de deflexdo ( numérica ), ¢y, e a escolha da condicdo inicial
para a solug¢fo analitica - casol - perfil 2 - ndo ideal.
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[ |

2 4 6 8 10
ifempo (s)

Figura 4.15 -~ Solugdo analitica ( linha vermelha ) contra solugdo numérica ( linha preta ) :
deslocamento angular, 6 - caso I - perfil 2 - nfo wdeal.
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o 2 4 6 8 10
tempo (s}

Figura 4.16 — Solugdo analitica ( linha vermelha ) contra solugdo numérica ( linha preta ) :
deflexfio - caso 1 - perfil 2 - nfio ideal.

ia (A)
©
&

G 2 4 5] 3 10
tempo(s)

Figura 4.17 — Solugdo analitica ( linha vermetha } contra solugio numérica ( linha preta ) :
corrente de armadura, i, - caso | - perfil 2 - ndo ideal.
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4.5.2 - Caso 2

0.02
0.018
0.016
0.014
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0.01

dteta/dt (rad/s)
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o
&

0.006
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0.002

R S o S R
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termpo (s)

para a soluglio analitica - caso 2 - perfil 2- ideal.

T
1 / / N\ /
g, /{ / \ \\
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A /
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tempo (3)

8
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10

Figura 4.19 - Solugio analitica ( linha vermelha ) contra solu¢io numérica ( linha preta )

deflexdo - caso 2 - perfil 2 - ideal.
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tempo (3)

Figura 4.20 - Velocidade angular ( numérica ), 8, e a escolha da condig#o inicial
para a solugiio analitica - caso 2 - perfil 2- ndo ideal.
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Figura 4.21 — Solucdo analitica { linha vermelha ) contra solu¢io numérica { linha preta )
deflexfio - caso 2 - perfil 2 - ndo ideal.
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4.6 - Solugdio analitica X solu¢io numérica : comentarios

Seguem alguns comentarios acerca dos resultados apresentados no item 4.5 :

1 - O primeiro caso apresentado ( caso 1 ) apresenta viga com inércia de corpo rigido em
torno do eixo de rastreamento ( eixo do motor ) maior que a inércia do conjunto motor +
eixo de conexdo { do eixo do motor com a viga ). Em torno do mesmo eixo de
rastreamento, O caso 2 apresenta viga com inércia de corpo rigido menor que a inércia do

motor + eixo de conexfo.

2 - O perfil 1 da excita¢@o nos terminais do motor { U (V) ), mais suave que o perfil 2 ( ver
Figura 4.1 ), produz curvas mais suaves na transi¢iio de U =0 para U = 0 ( ou seja, a partir
do instante em que a excitagio nos terminais do motor torna-se zero ). Esses perfis sdo
teoricos € a transi¢fo citada da-se de forma brusca. Essa brusquidio gera descontinuidade
na excitagdo cujos efeitos na solugio do sistema de equagSes diferenciais deverdo ser
minimizados pelo integrador numérico apds um determinado intervalo de tempo. A disténcia
entre as duas linhas azuis verticais que aparecem em todas as figuras apresentadas neste
capitulo representa este intervalo de tempo necessario ao integrador para superar os efeitos

da descontinuidade citada.

3 - Como niio fo1 efetuado neste trabalho nenhum tipo de analise envolvendo a tensio
méxima de flex3o nas vigas estudadas antes dessa colapsar ou deformar-se
permanentemente, ¢ valor maximo da excitagio ( tensdo elétrica nos terminais do motor )
foi determinado teoricamente como aquele necessario para produzir amplitudes de deflexdio

razoéveis na viga ( no maximo, de até 20 % do comprimento, L , da viga ).

4 - Quando comparado entre mesmo tipo de interagiio atuador-estrutura ( ideal comparado
com ideal e nfo ideal comparado com nio ideal ), o perfil de excitagiio 2 produz sempre as
maiores amplitudes de vibragio em relagdo ao perfil de excitagio 1. De acordo com a Figura
4.1, ambos os perfis de excitagdo ( perfil 1 e perfil 2 ), possuem a mesma amplitude maxima

( nas simulagGes apresentadas neste capitulo, o valor é de 0.2 V). Devido & forma dos perfis
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escothidos, para o perfil 2 ( pulso quadrado ) o valor maximo da excitagdo perdura por mais
tempo € a descontinuidade citada anteriormente € mais brusca ( ou seja, de maneira mais

repentina se da a passagem de U= 0O para U=10).

5 - Para o mesmo perfil de excitagio, o sistema ideal apresenta serpre as maiores
amplitudes de vibragdo quando comparado com o sistema nfo ideal equivalente, No sistema
ndo ideal, aonde a interag@o atuador-estrutura ¢ mitua, parte da energia da estrutura flexivel
( viga ) escoa para o eixo do motor, fazendo com que as amplitudes sejam menores. Esta

interagio podera ser devidamente explorada futuramente para propoésitos de controle.

6 - Verifica-se que, para o mesmo perfil de excitagdo e para 0 mesmo tipo de interagio
atuador-estrutura, os efeitos da descontinuidade na excitagio ( na transi¢io de U= 0 para U
= ( ) sdo mais rapidamente amenizados pelo integrador para o caso 1, aonde a inércia de
corpo rigido da viga em torno do eixo de rastreamento é maior que a inércia do conjunto
motor + eixo de conexdio. Esta observagio pode ser comprovada, por exemplo,

comparando-se as Figuras 4.16 e 4.21.

7 - Duas condi¢des iniciais diferentes s3o apresentadas para a solugfio analitica, a fim de que
esta possa ser comparada 4 solucdo numérica. Estas diferentes condigdes iniciais serdo
doravante denominadas CI1 e CI2. A condigdo inicial denominada CI2 adapta a solugio
analitica perfeitamente bem & solugdo numérica enquanto aquela denominada CI1 ndo
adapta de maneira aceitavel a solugdo analitica em alguns casos e conduz a resultados
analiticos completamente diferentes dos equivalentes numéricos em outros. Estas condigdes

iniciais ( CI1 e CI2 ) definem as linhas azuis verticais anteriormente citadas.

8 - As linhas azwis verticals nas figuras apresentadas neste capitulo indicam as duas
condi¢des iniciais utilizadas na solugdo analitica { sempre na ordem : CI1 seguida de CI2 )
com as respectivas solu¢Ses analiticas partindo de cada uma. Vale ressaltar neste ponto que
as condi¢Oes iniciais utilizadas para as simulagbes numéricas foram sempre, a partir do

instante t = 0, iguais a zero para todas as variaveis e suas derivadas primeiras.

90



9 - Em trabalhos futuros, novos perfis de excitagio, mais suaves, poderdo ser testados.
Nesses novos perfis, a descontinuidade sera eliminada fazendo com que o intervalo CI1-CI2
venha a desaparecer. A condigo inicial para a comparagio das solugbes numéricas e
analiticas podera ser, entfo, aquela tomada no instante em que a tensdo elétrica nos
terminais do motor vai a zero, que € a condi¢io adotada neste trabalho a partir da qual
busca-se uma solucdo analitica para o sistema de equagdes governantes do movimento. Este
instante eqlitvale ao ponto denominado CI1, que representa a primeira linha vertical azul nos

graficos.

11 - Quanto maior o momento de reacdo da viga sobre o eixo de rastreamento, maior sera a
interagdo atuador-estrutura e, portanto, mais significativo o comportamento ndo ideal do
sistema dindmico. Desta forma, quanto mais rigida a estrutura, menos significativo sera o
seu comportamento nio ideal ou, em outras palavras, menos significativa seré a troca miitua
de energia entre o atuador e a estrutura, no caso extremo, toda estrutura rigida ird se

comportar como um sistema ideal.

10 - Conclui-se que, sob as condi¢Bes apresentadas, obteve-se boas solugSes analiticas para

o sistema linear associado ( tanto ideal quanto n#o ideal ) para o caso em que p=0(1).
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Capitulo 5

Problema nio perturbado (€ = 0):
simulacoes numéricas e soluciio analitica

para amortecimento O( € ? )—1 modo

5.1- Introducio

No capitulo anterior, apresentou-se a busca pela solugio do problema nfio perturbado
considerando o amortecimento estrutural { da estrutura flexivel tipo viga ), p . da mesma ordem
dos termos lineares ( ordem 1 ). A tUnica diferenga entre o Capitulo 4 e este consiste no fato de

que agora considera-se que o mesmo amortecimento estrutural, | , seja da ordem dos termos ndo

lineares e, portanto, ndo aparece no sistema de equacgdes diferenciais lineares a ser resolvido.

Os mesmos procedimentos descritos anteriormente para a obten¢io da solugiio geral sdo

utilizados aqui. Por esta razdo, apresenta-se neste capitulo apenas as expressdes finais.

Em todos os textos aonde aparecem equacgdes perturbadas e amortecimento de qualquer
ordem ¢ incluido no modelo, a ordem deste ¢ sempre aquela proposta neste capitulo ( Capitulo
5 ), ou seja, da ordem das ndo-linearidades. A razdo desta escolha ficar4 mais clara quando os

Capitulos 6 e 7 forem lidos.
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5.2 - Solugdo analitica para o sistema nio ideal

Em (4.1), ebminando o termo de amortecimento, u¢,, obtém-se o sistema de equagdes

diferenciais lineares descrito em (5.1) :

i, +coji, +c0,0 =coU

6+co38-coyi, —cos) 0,(1)7(0) =0

=]

.

g, +w?qg +0cg§=0 (5.1)

ou, para £=n =1

i, +coji, +c0,0 =co,U

6 +c0,8~co,i, ~cosd](0)0,(H)=0

g1 +wi2q1 +0L1ém0 (5.2)

A solugio analitica a ser determinada, assim como no capitulo anterior, refere-se ao estado
do sistema a partir do instante em que a tensio elétrica nos terminais do motor, U, torna-se zero.

Em (5.2), fazendo U= 0 e 44 = co;7(0) , obtém-se :

i, +coi, +c0,0 =0 (5.33)
8+co,6—co,i, — Adq, =0 (5.3b)
G +wig +a,8=0 (5.3¢)

Assim como no Capitulo 4, para que os sistemas de equacdes diferenciais (2.46) e (3.65),

com o fator representando o amortecimento da estrutura da ordem de ? , tenham uma solugéo
analitica através de algum método de perturbagdo ( por exemplo, o método das multiplas escalas ),
a solugiio analitica do sistema de equages diferenciais lineares (5.3) deverd ser conhecida

( Nayfeh et al., 1979); Holmes, 1995 ; Kevorkian, 1981 ; Krauss, 1998 ).
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5.2.1 — A solucfio analitica para ¢q;

Através das mesmas operacdes realizadas e consideragdes feitas no capitulo anterior, as
expressdes para ¢; tornam-se as mesmas desenvolvidas no Capitulo 4 ( expressdes 4.28 ¢ 4.29,
reproduzidas a seguir ). Os coeficientes que aparecem aqui sfo os mesmos definidos

anteriormente, devendo-se apenas tomar o cuidado de se fazer =0 aonde este termo aparecer.
Assim,

g =Ce™ +C e (5.1)
ou

g = Cse > coslry, 1)+ C e sin (ry, 1) (5.2)

dependendo das raizes da equag@o caracteristica, conforme explicado anteriormente.
5.2.2 — A solucio analitica para 6

Valendo-se da mesma discussio feita no item anterior ( 5.2.1 ), as expressdes para 0 sdo as
mesma desenvolvidas no capitulo 4 ( expressdes 4.39 e 4.40 ). Os coeficientes que aparecem aqui
sdo os mesmos defimdos anteriormente, devendo-se apenas tomar o cuidado de se fazer p=0

aonde este termo aparecer,
Assim,
6=FE r3gl! r3gf
=Ege ™" cos(ry, D)+ Ege " sen(ry, 1)+ M (5.3)

ou.

0=Ge ¥ + M (5.4)

dependendo das raizes da equag8o caracteristica.
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8.2.3 — A soluciio analitica para 7,

Novamente, conforme os itens 5.2.1 € 5.2.2 | as expressBes para i, tornam-se

i, = Fye > cos(ry, )+ Fyy e > sen(ry, 1) (5.5)

Ou.

i, = Hse (5.6)

dependendo das raizes da equagfo caracteristica.

As expressdes 5.5 e 5.6 podem, novamente, ser encontradas no capitulo anterior com 0s

devidos cuidados quanto a .

4.3 - Soluciio analitica para o sistema ideal

De acordo com o raciocinio desenvolvido no item 4.3 e as consideragdes feitas no item 5.2,

a equacdo que define o comportamento da variavel g, torna-se simplesmente

Go+wyqe =0 (5.7)
ou, considerando apenas o primeiro modo ;

v 2

G1+wiq1 =0 (5.8)

que representa uma equagdo diferencial de segunda ordem comumente conhecida e cuja solugdo

¢ dada por:

q) = Cycos(wyt)+Cysin(wyt) {5.9)

e as constantes C; em (5.9) deverfio ser encontradas de acordo com as condigdes iniciais a partir

do instante em que a tensdo elétrica U torna-se zero, conforme discutido no capitulo anterior.

93



5.4 - Soluciio numérica : equacdes para u(ez) e =0,

Para a integracdo das equagles (5.3) através de um algoritmo previsor-corretor, estas
mesmas equagGes sdo transformadas ( através do mesmo procedimento apresentado no capitulo

anterior ) em ;

X1 =%
Xy x-wlle —ouy{(—co3xg +cogxg + AAx; )
X7 =Xg
Xg = —CO3Xg +C04Xg + AAXx;
Xg = —COXg —COy Xg
(5.10)

aonde  x,=Q,. = Q:X:=0;X:= 0 e X, =i,
5.5 - Solucio analitica X solucio numérica ; resultados

Dois casos sdo estudados. Os dados do motor e os pardmetros do sistema em analise s&o :
Motor: Cm = 0.004629000 Kt = 0.052814000 ; Kb = 0.052814000

Lm = 0.003100000 ; Ra = 1.914952000 ; Cm = 0.004629000 ; IMOTOR =
0.000065400 ; ISHAFT = 0.000036900 ;

2

Caso 1 L =15m; Umax =02 V ;Ng =1, altura = 0015 m ; base = 00005 m ;
E=0.7%10" N/m’; p =0.00 Kg/ms; tempo de excitagio t =0.5 s ( perfil 1 e perfil 2).

Caso 2: L =03 m; Umax =02 V ; Ng= 1, altura = 0.0050 m ; base = 0.0005 m ;
E=07*10" N/m’; p =0.00 Kg/ms; tempo de excitagio t = 0.5 s { perfil 2 ).

Os perfis de excitagfio denominados 1 e 2 sdo os mesmos apresentados no capitulo anterior,
com representacdo grafica ilustrada na Figura 4.1. Os comentarios acerca das simulaces sdo

feitos no item 5.6.
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Figura 5.1 - Velocidade angular ( numérica ), 8, e a escolha da condigfo inicial
para a solucdo analitica - caso 1 - perfil 1- ideal.
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Figura 5.2 - Velocidade de deflexfo ( numérica ), ¢y, e a escolha da condi¢do inicial
para a solugfo analitica - casol - perfil 1 - ideal.
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Figura 5.3 — Solucdo analitica ( linha vermelha ) contra solugdo numérica ( linha preta ) :
deflexdo - caso 1 - perfil 1 - ideal.
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Figura 5.6 — Solug8o analitica ( linha vermelha ) contra solu¢do numérica ( linha preta ) :
deflexdo - caso 1 - perfil 2 - ideal.
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Figura 5.9 — Solugfo analitica ( linha vermelha ) contra solugdo numérica ( linha preta ) :
deslocamento angular, 6 - caso 1 - perfil 1 - ndo ideal.
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Figura 5.10 — Solug#o analitica ( linha vermelha ) contra solu¢@io numérica ( linha preta ) :
deflexdo - caso 1 - perfil 1 - nfo ideal.
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Figura 5.11 — Solugdo analitica ( linha vermelha ) contra solugio numérica ( linha preta ) :
corrente de armadura, i, - caso 1 - perfil 1 - n#o ideal.
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Figura 5.12 - Velocidade angular ( numérica ), 0, e a escolha da condig#o inicial
para a solucgdo analitica - caso 1 - perfil 2- nfo ideal.
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Figura 5.13 - Velocidade de deflexfio ( numérica ), ¢y, e a escolha da condi¢fo inicial
para a solugdo analitica - casol - perfil 2 - ndo ideal.

25
= /
v
2
8
2 10 \_/j
5 z/
0
0 2 4 6 8 10
tempo (s)

Figura 5.14 — Solugdo analitica ( linha vermelha ) contra solugdo numérica ( linha preta ) :
deslocamento angular, 8- caso 1 - perfil 2 - nfo ideal.
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Figura 5.15 — Solugdo analitica ( linha vermelha ) contra solugio numérica ( linha preta ) :
deflexdo - caso 1 - perfil 2 - ndo ideal.
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Figura 5.16 — Solugdo analitica ( linha vermelha ) contra solugdo numérica ( linha preta ) :
corrente de armadura, i, - caso 1 - perfil 2 - nfo ideal.
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Figura 5.18 — Solugdo analitica ( linha vermelha ) contra solugdo numérica ( linha preta ) :
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5.6 - Solucio analitica X solucio numérica : comentarios

Os comentarios sobre os resultados apresentados no item 5.5 sd3o os mesmos apresentados

no item 4.6 do capitulo anterior, e ainda :

1 - Para o sistema ndo ideal, a troca de energia entre o eixo do motor ( eixo de
rastreamento ) € a estrutura ( viga ) amortece consideravelmente a vibragdo desta Gltima.
Percebe-se que o amortecimento proveniente desta interagdo tem maior efeito sobre a
vibragdo da viga que o amortecimento estrutural, g ( considerado neste trabalho : 0.01
Kg/ms, suficientemente grande ! ), conforme mostra a comparago entre as Figuras 4.4 e
53,47e56¢e4.19¢5.18 (aonde a interagdo motor estrutura ndo existe e |1, portanto,
predomina ) ¢ entre as Figuras 4.11 ¢ 5.10, 4.16 ¢ 5.15 ¢ 421 ¢ 520 ( aonde p € o
amortecimento devido a interacdo motor-estrutura coexistem embora este Ultimo se
sobressaia ). Embora a transferéncia de energia da viga para o motor ( em virtude da
interagdo atuador-estrutura ) e o amortecimento estrutural da viga sejam conceitos

completamente diferentes, seus efeitos sobre a amplitude de vibragio da estrutura flexivel

sd0 comparaveis.

2 - Conclui-se que, sob as condigdes apresentadas, obteve-se boas solu¢des analiticas para o
sistema linear associado ( tanto ideal quanto ndo ideal ) para o caso em que p=0(<?). O

estudo deste sistema € importante para o estudo do sistema n3o linear ( perturbado ).
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Capitulo 6

Solucao analitica :

curvatura linear

6.1 - Métodos de perturbacio

Obter solugdes analiticas para sistemas néo lineares nZo ¢ uma tarefa facil ( ou, algumas
vezes, possivel ). Contudo, existem muitos sistemas reais para os quais os efeitos ndo lineares
podem ser considerados suficientemente pequenos. Em tais casos, solu¢des analiticas aproximadas
podem ser obtidas at€ uma especifica ordem de acuracia utilizando-se técnicas tais como o método
de multiplas escalas ( Hanagud et al., 1985 ) ou o método da expansio direta. Métodos de
perturbacgio t€ém se mostrado promissores no tratamento de manipuladores flexiveis ( Khorrami et

al., 1992 ; Atluri, 1973 ).

Para que alguma método de perturbag@o ( expansdo direta, método das multiplas escalas,
método da média, ... ) possa ser aplicado a uma equagdo ou sistema de equagdes diferenciais
ordinérias ( no caso ) no intuito de se obter uma solugdo aproximada de 2.45 ou 2.46 ¢ 3.64 ou
3.65, a solugdo para o problema linear associado a cada um desses sistemas de equagdes

diferenciais ordinarias deve ser conhecido. Os Capitulos 4 ¢ 5 trabalham na solu¢fo desse sistema

linear associado. Seja esta solugdo a partir de agora representada por 0, q;0 € Iao.

108



Devido as caracteristicas peculiares de cada sistema de equaggo desenvolvido neste trabalho,
dois métodos de perturbagdo serfo aqui utilizados ( © mesmo vale para o proéximo capitulo ): a
expansio direta para os sistemas n3o ideais e o método das multiplas escalas para os sistemas

ideais.

A peculiaridade dos sistemas nfo ideais apresentados aqui consiste no fato da parte linear
deste apresentar vibragdo amortecida ( confirmado através da simulagdo numérica ). Para estes
casos, a expansdo direta podera ser um bom método, uma vez que esta solucdo ndo devera
apresentar termos seculares. Para o caso ideal, o sistema linear apresenta vibragao harménica ndo
amortecida ( também confirmado através da simulagio numérica ) e os termos seculares deverdo
aparecer. Para estes casos, 0 mme parece ser o melhor método. A expansdo direta néo se aplica

aqui pois a solugio a ser obtida fatalmente apresentara termos seculares.

6.1.1 - O método das multiplas escalas ( mme )

Aplicar o mme, conhecendo-se 0,,q,o€ Iao, eqiiivale a buscar uma solugéo aproximada

uniforme ( ou que ndo contenha termos seculares ) para 2.45 ou 2.46 e 3.64 ou 3.65 da forma:

0(t;€) =8, (T,, T)) +€* 6,(Ty, Ty) 6.1
q:(t:;€)=q50 (T<),'I‘1)'*‘€2 q1(To, Ty) (6.2)
Ia( t;e)=Ia0 (To.T1)+ €? Ia1(To.T1) (6.3)

aonde a variavel independente "t" que aparece em (6.1) a (6.3) representa o tempo adimensional.

Introduzindo as escalas de tempo T, e T, as derivadas em relagdo ao tempo ( t ) tornam-se:

+E€—+e (6.4)

d_ 2
& oT, oI,  oT,
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2 ~2 2 2 2
d° _ % e 2|8 i, 0 (6.5)
s e T 0T, aT,?  0To0T,

6.1.2 - A expansio direta ( straightforward expansion )

Aplicar a expansdo direta, conhecendo-se 0,,q,0€ Iao, eqilivale a buscar uma solugio

aproximada uniforme ( ou que n3o contenha termos seculares ) para 2.45 ou 2.46 e 3.64 ou 3.65

da forma;

B(t;€) =6, () +<2 0,(t) (6.6)
q;e)=q,0t) +€? g4, (1) (6.7)
Ia(t;e)=Ta0 (t)+ &2 Iar(t) (6.8)

aonde a variavel independente "t" que aparece em (6.6) a (6.8) representa o tempo

adimensional.
6.2 - Sistema ideal ( 1 modo )

As equagdes governantes do movimento para a estrutura flexivel de rastreamento ideal
considerando o modelo de curvatura linear, anteriormente obtidas através do Principio de

Hamilton ( conforme verificado no Capitulo 2 ), sdo reproduzidas em (6.9) ( na forma

adimensional e perturbada ), considerando-se £ modos na expansio modal e sem amortecimento.

I, +coji, +c0,0 =co,U
0+co30~co,i, =0

G, +wiq, +o,6-<*[6%g,]1=0 (6.9)

mais as condigdes de contorno (2.44) e (A.27).
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Para o caso ideal, a variavel dependente deslocamento angular, 0 , € prescrita ( ou conhecida
a priori ) e, portanto, ndo se faz necessario resolver todo o sistema (6.9) mas apenas a ultima
dessas equagdes. Fazendo /=1 ( um modo na expansiio modal ) o sistema (6.9) reduz-se ao

sistema (6.10) a seguir, aonde 6 ( e suas derivadas ) é conhecido.
g, +wiq +0,0-€*[8%q,1=0 (6.10)
6.2.1 - Amortecimento de ordem &2

Fazendo com que o termo de amortecimento, |ij;, tenha a mesma ordem de grandeza das

ndo-linearidades ( ou dos termos de perturbagdo ), a equagdo (6.10) torna-se :
g, +wigq, +o,0 - [6%q, +ug,1=0 (6.11)

Fazendo €=0 em (6.11), o sistema linear resultante
g, +wiq+a,8=0 (6.12)

tem sua solugdo apresentada no Capitulo 5.

6.2.2 - Solu¢io através do MME para o sistema ideal com
amortecimento de ordem &

Para o caso ideal, quando U = 0, tem-se que 0 = constante. Assim, substituindo 6.4 e 6.5

em 6.11 e fazendo®=0 ¢ 6 = 0 obtém-se :

azc11 2 82% 2 2 0q,; 2 0q,
—+2 — |+ - — I+ — 6.13
8Ty’ N 0T, 0T, e 0T, =" on (613

Substituindo 6.2 em 6.13 resulta :
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5’ o’ o* G,
Ch;) +W12Cho+€2l: Chzx +2 10 +wlqy, ‘H[ (ho] }_
dTo T, 0T, 0T, T,

2
<[ (a3

(6.14)
Considerando os termos até O(e? ), 6.14 reduz-se a :
o 6’ o
Ch;) +W,2q10+ez[ q121 ) Q10 +W%q“_u[a(ho) j}zo
0T, To 0T, 0T, T,
(6.15)

Em 6.15 coleta-se, a seguir, os termos de mesma ordem de <.

Os termos de ordem < resultam :

— 2+ Wigo =0 (6.16)

Os termos de ordem €2 resultam :

2 P! 2
2 +Wfqn=u[ qloj_z 040 (6.17)
T, 0T, 0T, 0T,

A forma da solugdo de 6.16, de acordo com o Capitulo 5, sera dada por :
Q10 = C,(Ty)cos(w, Tp) + Co (Ty) sin (w, Tp)

que pode ser reescrita como :
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410 = A(T)) '™ + CC (6.18)

aonde A(T)) representa uma fungo complexa arbitraria e CC representa os termos complexos

conjugados de qio -

Substituindo 6.18 em 6.17 obtém-se :

2 . -
9°4n Chzx + w2q,, = ipw,A(T,)e™ 1T -Ziwl(w)e’wlT° +CC (6.19)

Eliminando os termos seculares de 6.19 ( em outras palavras, eliminando os termos

multiplicados poreiwlT" responsaveis pela geragdo de termos na solugdo de (6.19) que a fara

tender a infinito quando o tempo tender a infinito ) resulta:

dA(Tl)j o

uw, A(T)) - 2W1[ T
1

Ou simplesmente :

A- (E)A =0 (6.20)

aonde o ponto () agora representa derivada em relagdo a T.

Seja A escrito na forma polar como :
1 i
A= Y ae (6.21)

Substituindo 6.21 em 6.20 obtém-se :
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1. . L .
—ae'P +ia1[3e"3 - E(lae‘ﬁ}zo

2 2 212
(6.22)
A equagdo 6.22 pode ser reescrita como :
a+iaf - (-;i}a =0 (6.23)
Separando 6.23 em parte real e imaginaria resulta :
afp=0 (6.24)
a-Ya=0 (6.25)
2
A solugdo para a em 6.25 € dada por :
By
a=age (2) (6.26)
aonde ao € uma constante.
Substituindo 6.26 em 6.24 resulta :
(%)Tl .
ape B=0 (6.27)
Portanto, B: 0e
B = constante = (6.28)
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Substituindo a ( através da expressdo 6.26 ) e B ( através da expressdo 6.28 ) em 6.21

obtém-se :

A:l a0 e((%)’ﬁ ’ iﬁo] (6.29)

A =-;: ao e([%) - MO] (6.30)

A escala de ordem superior ( T; ) afeta a amplitude e fase da solug¢do de ordem 1, qio.

Para uma solu¢iio uniforme de primeira ordem, ndo € necessario resolver para qu

[Nayfeh,1981] ( para isso eliminam-se os termos seculares de 6.19 ).

Portanto, substituindo 6.30 em 6.18 e 6.2 resulta ( e sem se preocupar com a solugdo para

Qi1 ), obtém-se :

1 ((%) t+i(wit + BO)J 1

i1 =5 a0¢€ +—2—a0e

(GESTS)

2
(6.31)

6.2.3 - Amortecimento de ordem 1 ( observacées )

Fazendo com que o termo de amortecimento, ig,, tenha a mesma ordem de grandeza da

parte linear das equagdes governantes do movimento ( O(1) ), a equagdo (6.11) torna-se :
d; +wiq, +a,0+pq,- < [67,1=0 (6.32)

115



Fazendo €=0 em (6.32), o sistema linear resultante

4, +wigq; +o,0+ug, =0 (6.33)
tem sua soluc¢io apresentada no Capitulo 5.

Para o caso ideal, quando U = 0, tem-se que © = constante. Assim, fazendo®= 0 em 6.32,
obtém-se a mesma equag@o apresentada em (6.33). Ou seja, a dindmica do sistema curvatura
linear ideal perturbado reduz-se a dindmica do sistema curvatura linear ideal ndo perturbado

( ou simplesmente o sistema linear associado ).

A solucdo para 632 ( ou 633 ), nessas condigles, torna-se a mesma encontrada
anteriormente para o sistema linear visto no Capitulo 4. Nio faz sentido falar em sistema

perturbado.

6.3 - Sistema nao ideal ( 1 modo )

As equagdes governantes do movimento para a estrutura flexivel de rastreamento nfo ideal
considerando o modelo de curvatura linear, anteriormente obtidas através do Principio de
Hamilton ( conforme verificado no Capitulo 2 ), s3o reproduzidas em (6.9) ( na forma

adimensional e perturbada ), considerando-se £ modos na expansdo modal e sem amortecimento.
1, +coj, +c0,0 =co,U

0+cos0—co,i, —cos Y q,(£)p](0)=0

i=1
4q, +Wz?qe +(x2é- e’ [ézqz] =0

(6.34)
mais as condi¢Ges de contorno (2.44) e (A.27).
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No caso nio ideal, a variavel deslocamento angular,, ndo é conhecida a priori. Fazendo

£=1 (um modo na expansio modal ), o sistema (6.34) reduz-se ao sistema (6.35) a seguir.

i, +coji, +c0o0 =coU
0 +co;0-co,i, —cosq,67(0)=0
g, +wiq +a,8-€[0%¢,]1=0

(6.35)

6.3.1 - Amortecimento de ordem <

Fazendo com que o termo de amortecimento, lig;, tenha a mesma ordem de grandeza das

ndo-linearidades ( ou dos termos de perturbagio ), a equagdo (6.35) torna-se :

i, +coji, +¢€0,0 =co,U
.. . . .
0+co;0—co,i, —cosq,${(0)=0

G§ +wiq +0,0-€*[6% +ug 1=0 (6.36)

A solugio a ser encontrada neste trabalho para o caso ndo ideal visa representar a vibragdo
"livre" da viga e sua interagdo com a fonte de excitagio ( eixo do atuador ou eixo de
rastreamento ) a partir do instante em que a tensdo elétrica no motor, U, vai a zero ( ou seja, a

partir do instante em que o motor € desligado ).
O termo "livre" no paragrafo anterior foi assim assinalado devido ao fato de que a vibragdo
da viga mesmo apés o motor ser desligado continua a influenciar e ser influenciada pelo

movimento de rastreamento ( ou movimento angular do eixo do motor ) até a sua total extingfo.

A solugdo analitica aqui almejada buscara representar a maneira como a resposta associada a

cada uma das variaveis dependentes do problema decai com o tempo. Com efeito, de acordo com
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as simula¢des numeéricas efetuadas neste mesmo trabalho, cada uma dessas respostas € amortecida.

Isso ocorre devido ao carater ndo ideal do modelo do sistema dindmico estudado.
Assim, em (6.36), fazendo €=0 e U =0, o sistema linear resultante

i, +coi, +co,0=0

G +wig+a,0=0 (6.37)
tem sua solugdo apresentada no Capitulo 5.

6.3.2 - Solucio através da expansiio direta para o sistema nio ideal
com amortecimento de ordem &>

Seja o sistema de equagdes 6.36, reproduzido a seguir, fazendo U=0:

i, +coi, +¢€0,0=0
8+coy0-co,i, —(cos6](0)) g, =0

4 +wiq +0o,0-€*[0%g, +pg, 1=0 (6.38)

Substituindo 6.6 a 6.8 em 6.38 resulta :

dis +¢0qi,0 +CO ggi~!~esz diay +¢041,, + coO 49,
dt 11a0 2 dt at 1ta; 2 dI

d%e de _ , d?e de
[ dtzo J”*' °°3("d‘t‘0“j = €041,y —(cos§1(0) )qyo + e’ H dtzl)—rco{-—a—l-]—

—co,41, —(cos $1(0))qy; }: 0

Il
<
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d*qy0 2 d?8, 2|[d%ay 2 d?0, | (d6, )’
(-é?“ +Wido t oy it2 +e ‘gtg“ TWid % _Et_z_ . di0 +
2 2
d do d0, Y do dq do
“{ (cliéo ﬂﬂLg {‘[ dto) q“"’“( dto, dtqu10+u[ e ]}’66 {_( dtlJ o™

do, Y do e, \?
A ) {—(—g—) =0

Eliminando os termos de O(e*) e superiores e agrupando os termos restantes em mesma

ordem de € resulta :

Ordem €°:

di,, . de,
22 |+ ¢0ql,0 +CO5| — |=0

dze de . ”
( dt20 }‘}- 003(—&;9—) —004130 "(COS ¢1(O))q10 =0

2 2
[d q;°)+w12q10+ a{dd i"}:o (6.39)
dt t

d*qy 2 d%e, | (do, 2 dq;o
-—-—d—ti—— +W1q11 +a1 dtz = --a;— q10-° 31 ——&-t—— (640)
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Para a solucdo do sistema 6.39, duas possibilidades sio analisadas nos Capitulos 4 e 5:
raizes reais e raizes complexas da equagio caracteristica obtida através da metodologia de solugéo

proposta. A forma geral da solugdo pode ser reescrita como :
i, = Cle(a+ib)t +‘(':“1 o (@bt
8, =C, olatib)t | -Cz o(a-ib)t

d10 = Cs o(atiblt +—C3 o (amib)t

(6.41)
aonde C;, C,,C; e seus complexos conjugados s3o constantes a serem definidas.

Quando as raizes da equagio caracteristica ( conforme apresentado no Capitulo 4 ) forem
complexas, as expressoes 6.41 se aplicam. Quando as raizes da equagio caracteristica forem reais,

basta fazer b =0 em 6.41 e obter as novas solugdes.

O caso mais geral sera estudado aqui ( o outro trata-se de um caso especial deste ).

Substituindo 6.41 em 6.40 obtém-se :

di,, ‘ de,

. +€041,, + coz(—&—-)=0

dzel del . 40) =0
—a-—t—z—— + CO4 —Et—‘ ' 004131 _(305 ¢1( ))QU -

2

d? d’e . - .
_qull ]+W12q11 +a1[ dtzl ] =[(a+ib)*C} ;1™ +(@a~ib)? C] C31e ™" +

[(a+ib)? CZC; +2C,C,Cs(a+ib)(a—ib) 1e* ™ 4 [(a-ib)?> CZC, +

+2C,C,Cs(a+ib)(a—ib)]e® ™" — [u@+ib)C;1e ™" ~[u(a-ib) C;]e ™"

(6.42)
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A solugdo do sistema 6.42 ndo apresentara termos seculares. Buscar-se-4, a seguir, resolver

6.42 utilizando metodologia semelhante aquela apresentada no capitulo 4.

O modelo ndo ideal aonde o amortecimento estrutural ( p ) € de O(1) ndo fard parte do

escopo deste trabalho.

Seja 6.42 reescrito como :

di,, ) do,

e +€01, + coz[-—&—t—-]zo

d291 del : "

_.-—-.dtz + CO3 -*d—t— — COy4 lal "‘(COS d)l(o))qll =0

d?qy, 2 d’e, 3(a+ib)t 3(a—ib)t (3a+ib)t
—2 |+ Wiqy T =N;e +N,e + Nje +
32 dn o = 1 2 3

N, eGaiN _ N o (a+ib)t ~N, o (a-ibt

(6.43)
aonde :

N;= (a+ib)>C2C,

No= (a-ib)*CZC;4

Ns;= (a+ib)? C2C; +2C,C,C5(a+ib)(a—ib)
N.= (a-ib)2C2C; + 2C,C,C;(a+ib)a—ib)
Ns= p(a+ib)Cs

No= p(a—ib)C,

A solugdo particular de (6.43) pode ser obtida através do somatdrio das solugdes

particulares obtidas de cada um dos seguintes sistemas :
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dlal }

d2q11
)

dt

2=

+ oopal + ooz[ddetl ) =0

+CO3

~ ©041g —(c05¢{(0))q11 =0

2 .
}+w12q11+a1(“—d el]= N 3@ HD)
a2

di
2 }*’o"lial + ooz[—dé?l) =0

2
9761 |, coqf 4811 co4 ia) —(c05¢1(0))q11 =0
412 é

d%q11

dig) J

|

at?

d2q11

*)

dig , de;
+C0jig, + €O} —= =0
a ] Hay 2( & )

a%e,
at?

d2q1 1

&2

)

2

2
d“o -]
+ wi qq1+ al(_IZ—L] = N»g 33(3 ib)t

+ °°1ia1 + coz[d—dtql—j =0

|

2

2

+wiqp +a)

_-.]+ 003(3‘%-)- ©04 ig; —(c054{(0))q11 =0

2 )
twiqi+ al["—“‘d A } = N3 e(a+ib)t
)

&
3] ]+°°lia1 + ooz(gdg;l—} =0

de .
)-!- 003[#}‘ C04 131 "(305 ‘ﬁ(o))qll =0

2
d“e : —i
wian+ al[ﬁ) = I\‘4‘3(3a b)

._..}r co3[9§1—)- c04 ia; —(cos¢{(0))q11 =0

2 .
d (;1 - _Nse(aﬂb)t
dt
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diy ae
1|4 cogipg + cog| —L|=0
(dt ) ats SR ™

2
(1521 J*‘ coB[é&?'L)’ c04 igy —(c056{(0)q11=0
o |, .2 % (a-ib)t
L2 | TrTarel = ~Nee o4

6.3.2.1 - A solucdo analitica para qn

Seguindo o mesmo raciocinio desenvolvido no Capitulo 4 ( e no Capitulo 5 ), as solugbes
para qu; ( uma solugdo para cada um dos sistemas 6.44 a 6.49 ) serdo dadas, respectivamente,

pelas solugdes particulares de :

Aqy, +Bq, +Cdy,+D4y +Eq;; = M X" (6.50)
Ady, +Bd;, +Cd;+Dq; +Eq; =M™ (6.51)
A4y, +Bq; +Cd;;+Dgqy, +Eq; = Mge®™" (6.52)
Aau'*“B.qu +Cd;, +Dqy; +Eqy = Mye® ™" (6.53)
Aqy,; +B{q;,; +Cdy,+Day +Eq;; = Mge®™* (6.54)
Ady +BG, +Cd,;+Dg,; +Eqy = Mye®™ (6.55)

aonde 4, B, C, D e E sdo constantes definidas no Capitulo 4, fazendo p = 0, e as demais

constantes que aparecem em (6.50) a (6.55) sdo dadas por :

o o G010 cox GNICAMP
s TECA ("EN?%%
1 MR

co, +Coy QEELE{} I
= }Lf"! SR

M, —&‘1‘;0;"‘ QE)Q }%O CERCE
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1

o,C0,

= M,N; +3M,N;(a+ib)+9M;N,(a +ib)?
Ms= M,;N, +3M,N,(a —ib) + 9M,N, (a —ib)?

= M;N; +M,N;(3a +ib) + M;N,(3a +ib)?
M;= M,N, +M,N,(3a-ib)+M,N,(3a —ib)?
Mg= —M;N—M,N;(a+ib) - M;N;(a +ib)?

Mo = —M,;Ng —M,N(a—ib) - M,N,(a —ib)?

As equagdes (6.50) a (6.55) sdo equagdes diferenciais ordinarias de quarta ordem com

coeficientes constantes € somente na variavel q;;.

(6.50)

Seja qi1 a solucdo para q; obtida através da resolugdo da equagio (6.50) e assim por

diante para (6.52) a (6.55). Resolvendo (6.50) a (6.55) utilizando o software Mathematicd” (e

eliminando a solug@o homogénea ) obtém-se :

6.50 P 3 a+ib)t
q]l( )" Mloe ( ! )
6.51) 3(a~ib)t
qll( ) D]lle ( 1 )

qu®? = M,,e Co+idX

6.53) _ 3a-ib)t
qu( V= M133( aib)

q11(6'54) = My, o (atib)t
6.55) _ ~ib)t
Chl( )= Mlse(a )
aonde :
r, =(n — 1) —13)(r; — 1)
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Ig = (r—1)(1y — 13 Nry —14)
I, = (1 — )15 —12)(15 ~ 1)

1, = (13 —14)(r3 —1)(14 ~13)

1 1 1 1
M= M, : - : - - - -
AGa+3b-n)r, AQGa+3ib-r)rg AQBa+3ib-r3)r, AQBa+3ib-14)r,

1 1 1 1
M = M - - - - - - -
A(Ga-3ib-n)r, AQRBa-3b-1)r AQBa-3ib-ry)r, A(Ba-3b-1)r,

M= M 1 B 1 3 1 _ 1
12 6 AQGBa+ib-n)r, AQGa+ib- ) AQGBa+ib-1 ), AQBa+ib-rgr,

1 1 1 1
Mj; = M7 ; - : - . - :
AQBa-ib-r)r, AQ@Ba-ib-r)y AQGBa-ib-p); AQBa-ib-r)rg,

1 1 1 1
My = My ; - : - : - :
A(a+ib-1)r, A(@+ib-1r)rg  Af@+ib-r)r, Afa+ib-ry)r,

1 1 1 1
M;s = M, ; - , - - - -
A@@-ib-1)r, A(a-ib-1)ry A(a-ib-n)r;, A(@a-ib-1r,

e 11, I, I3 € Iy Tepresentam cada uma das raizes da equagfo caracteristica (4.12) ( ver Capitulo 4 ).

Portanto, a solugio para q; em (6.43) sera dada por :

qu = Mme3(a+ib)t + M“eii(a—-ib)t + Mue(3a+ib)t + Mlse(iia—ib)t + Ml4e(a+ib)t + Mlse(a—ib)t

(6.56)

A expressdo (6.56) considera (implicitamente) que todas as quatro raizes da equagdo

caracteristica sejam possiveis. Esta ¢ uma consideracio matematica advinda das operagdes
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realizadas para a transformac8o dos sistemas originais (6.44) a (6.49) nos sistemas (parciais, pois
apenas para qu) (6.50) a (6.55). No entanto, conforme visto no Capitulo 4, a solu¢do para q
devera conter duas raizes reais ou uma raiz complexa, pois o sistema original ( em q;;) ¢ de ordem
2. Esta considerag@o ira fazer com que as expressdes para My a M5 sejam ligeiramente alteradas

posteriormente, eliminando-se alguns termos das mesmas.

6.3.2.2 - A soluc¢io analitica para 6,

Novamente seguindo-se o raciocinio desenvolvido no Capitulo 4 ( € no item 6.3.2.1 ),

obtém-se uma expressdo para 6, da forma :

I 2\t t tt
0,69 = _ ml__Jq{IG.SO) —(&jjjq{f'so)dtdt-i-(—E-)IJNIe3(a+ib)tdtdt (6.57)
% % Jo% %1%
£ 1) 24 r
6,60 = _| L |gresu | M1 j j q{f"“)dth(—l-Jj j N,e3 (@) gy (6.58)
&y ) % o0 %1/%%
1 2\t ¢t 1 tt
9,65 = {__,, (6% _(__1._ j j q{f'”"dtdt-{——)j J' Nse3+) gy (6.59)
&y ) 1 Jo% “1/0%
1 w2 tt 1 1
9,659 = _[___J gl&s | ML } j’ J‘ &% drdt _{_(___] J' J‘ N3Gy (6.60)
% %1 /5% %1/%%
1 w2 tt 1 tt
6,5 = _{__)qi(f.w ,[__L '[ j q! f-5“)dtdz—[—-—j j' jNSe( ) et (6.61)
o o
1 1Joo 1700
1 w2 tt 1 tt
6,59 = _[__Jql(gsw_ Al j j q(%%% drdr +| — j j' Ne(“ ™) didy (6.62)
oy %1 Jo% 41 /0%

Desenvolvendo (6.57) a (6.62) e agrupando termos resulta :

0, (6.50) _ M 3@+ | M, (1+3at +3ibt )
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9, = M e + Mo (1+3at - 3ibt)
9,62 = M,e > + M, (1+3at +ibt )
9,659 = M,,e @™ + My (1+3at—ibt)
9,65 = M,,e @™ + M,5(1+at +ibt)

0,59 = M,e @™ + M, (1+at—ibt)

aonde :
M, wiM;o - N,
Mis = - - 22
o 9a,(a+ib)
- W12M1o -N;
7 90, (a+ib)>
Mie = My _ leMll"N2
18 o 90, (a —ib)?
= wiM;; -N,
¥ 9q,(a—ib)?
Moo = M, _ WIZMIZ"N3
0T T, o, (3a +ib)?
wiM,, -N
1My — N3
My = —————
o, (3a+ib)
Mo, = Mz wiM;; - N,
27 a, o, (3a—ib)?
_ wiMy -Ny
2 & Ga-ib)?
Mos = M14 _ W%MM_NS
#T g a,(a+ib)?
2
wiM,—N
My = 114 25
a,;(a+ib)
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Mg =— M;;5 _(WIZMIS ‘st

oy o, (a—ib)?
W12M15 —Ng
My = D
o, (a—ib)

Portanto, a solugéo para 6, em (6.43) sera dada por :

elz M16e3(a+ib)t + M18e3(a—'ib)t + M2Oe(3a+ib)l +M226(3a—ib)1+M24e(a+ib)t+ Mzse(a-ib)l +
+ M, (1+3at+3ibt) +M,(1+3at —3ibt) + M, (1+3at +ibt) + My (1+3at —ibt) +
+M,5(1+at+ibt) +M,,; (1+at—ibt)

(6.63)
6.3.2.3 - A solucio analitica para i,

Novamente utilizando os procedimentos descritos no Capitulo 4 ( e itens 6.3.2.1 € 6.3.2.2),

obtém-se as seguintes expressdes para cada uma das solugdes particulares de i,

< (6.50) __
1al( ) =

2 (6.50) ” 6.50
_ 1 dqy, 7 | wi N c05$7(0) | (6.50) , [ €03 do{*>" Ni ) 3a+ibyt
- . q$s79 + + e
0C0y dt €0, €O, €Oy dt o CO 4

+ (6.51) __
lal( -

2_(6.51 . 651
_ 1) 4%y [ wi L 05910 | 651 _ [ 03 de;*" N2 | 3-ibx
-~ : qis” + + e
0LC0 4 dt 00, co, coy dt oC0,

. (6.52) _
al -

1

2_(652) ” 6.52
= 1 dq;, ™" | wi +°°5¢1(0) 6.52) | €03 de*? N3 ) Ga+ibyt
- ; g + + e
€04 dt o Coy, cOy €Oy dt ® €Oy
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. (6.53) __
la1 -

2_(6.53 . 6.53
_ (1 34 af; ™ [ wi L 0561 (0) 659 +| &3 do{**> L Na | ca-ior
0,C0, dt? 0404 coy u coy dt a0,

. (6.54) _
1a1( ) =

2 (654 , 6.54
_ (1 d?q{5>? : w} +°°5¢1(0) 659 & cos Y 46> [ Ns o (aib)
€Oy dt? o1COy COy H €Oy dt ®;C0y

. (6.55) _
1a1 -

2 (655 ” 6.5
_ ( 1 J(d asy )J_[ wi +C°5¢1(O)} (6.55) [003 J[deg )J [ N ] (a=ib)t
= - 5 a;  * - ©
oqCoy dt o C0, COy €Oy dt oCO 4

Desenvolvendo as expressdes acima resulta :

11650 = M28e3(a+ib)t + M,
65D = M, o3(a-ib)t +Ms,,
1652 = M., o (Baib)t +Ma
1,659 = M34e(3a-—ib)t +M,s
1,659 = Mg o (a+ibt + M,

165 = Mag @ L M,

aonde :

Mzgz_[9M10(a+ib)zj_Mm( w2 +cos¢f(0))+ (3co3M16(a+ib)}+( N, )
o C0y o C0, €Oy coy 0L1COy

3co,M;(a+ib

M29= 3 17( )
CO4

My, = _(QMH(a-ib)z]_Mu( w2 +c05¢;'(0)]+(3co3M18(a—ib)}+( N, J
0LC04 o0, Coy COy4 oCOy
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_ 3cozMy(a—ib)

M3,
€04
M, = — w -My, wi +°°5¢f(0) +(co3M20(3a+ib)j+[ N, )
co;M,,(3a+ib
M33= 3 21( )
CO4
MML[M}.MB[ wl +°°5¢f(0)J+(oogMzz(Saﬁb)jJ{ N, ]
CCICO4 (11004 C04 004 OL1004
co,M,,(3a~ib
M;s = 23 23 ( )
COq
M +1b 2 2 (0 M ib N
M36=’( 14(a+ib) J'MM( wi |, cos¢i( )]ﬂ{co3 24(a+1)]_( s ]
a’lco4 alco;; 004 C04 alco4
cosM,s(a+ib
1\/-[37= 3 25( )
CO4
M= | M@=} | [ wE  cosd{(0) (c0Mp@ib)) ( N
0«1004 a’lco4 co4 CO4 Aq1COy4
cosM,,(a—1b
Mo 3My; ( )

Portanto, a solugio para i.; em (6.43) sera dada por :

ial — Mzse?»(aﬂb)t + M30e3(a—1b)t + M32e(3a+xb)t + M34e(3a-—1b)t + M366(a+1b)t + M3se(a~1b)t e

+ Mo
(6.64)

aonde :

Myo = Mao + M31 + Ms3 + Mss + My + Mas .
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6.4 - Solucio geral

Isolando gi: nas segundas equacdes de (6.44) a (6.49) conclui-se que, na verdade, 0, e i,
ndo poderdo ter termos constantes em suas expressdes, uma vez que q; € 8, nfo irio apresenta-lo.

Estes termos aparecem em 0, ( expressdo (6.63) e, por conseguinte, em i,; na expressio (6.64))
devido a integragdo dupla nas expressdes (6.57) a (6.62) e deverdo ser eliminados para que as
segundas equacOes de (6.44) a (6.49) e, por conseguinte, a segunda equagdo de (6.38), possam
ser verificadas. Cabe ressaltar também que as solugdes numéricas de (6.38) para cada uma das
variaveis estudadas, conforme apresentado no Capitulo 8, apresenta comportamento vibratério de

amplitude decrescente ( amortecido ) ao longo do tempo nas condi¢des estudadas.

Assim, a solugfo geral do sistema original perturbado (6.38, reproduzido a seguir ) :

i, +c0oii, +¢€0,0=0
8+co;0—co,i, —(cos0](0))q, =0

G +wiq +0,0-€[0%g, +ug 1=0 (6.65)

de acordo com (6.6) a (6.8), torna-se :

= Cle(a+ib)t +“C'13(a——ib)t + &2 [ M28e3(a+ib)t + M3063(a-ib)t + M, oGatib)t M34e(33—-ib)t +

+M36e(a+ib)t +M386(a-ib)t J (6.66)

0= Cze(a+ib)t +Eze(a—ib)t + ez[ M e 3@ibn M18e3(a—ib)t + Mzoe(3a+ib)t +M223(3a-ib)t +

+ M, e 4+ M, e PN } (6.67)
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q;= C3e(a+ib)t +'C‘3e(a-ib)t + 62 [ Mloe3(a+ib)t+ Mues(a—ib)t + M126(3a+ib)t +M13e(3a—ib)t+

+Ml4e(a+ib)t + Mlse(a-ib)t J (6.68)

Os coeficientes Mas, Mo, M2, Mg, Mss, Mg, Mis, Mis, Mao, M2z, Mas, Mas, Mg, My, My,
M3, Mis € M5 dependem de pardmetros do sistema dindmico, que serdo conhecidos uma vez que
o sistema dindmico seja especificado e das constantes Cy, El, C,, C,, Cs e C;, que aparecem em

(6.40).

Assim, fazendo para t = tiicial
1a = la inicial

1,=1

a ainicial
0 = 0 inicial
6 = éinicial
q1 = q1 inicial
fh = fh inicial

obtém-se seis equagdes complexas para as seis incognitas : Cj, El, C,, —(32 ,Cse 63. Desta

forma, as solugBes (6.66) a (6.68) serdo bem definidas. No entanto, o sistema de equacdes
algébricas complexas que se obtém nesta operagiio € um sistema de equagdes algébricas nio

lineares nessas incognitas, que deve ser resolvido para a parte real e para a parte imaginaria

separadamente.
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Capitulo 7

Solucio analitica :

curvatura nao linear

7.1 - Sistema ideal ( 1 modo )

As equagdes governantes do movimento para a estrutura flexivel de rastreamento ideal
considerando o modelo de curvatura nfo linear, anteriormente obtidas através do Principio de
Hamilton ( conforme verificado no Capitulo 3 ), sdo reproduzidas em (7.1) ( na forma

adimensional e perturbada ), considerando-se ¢ modos na expansdo modal e sem amortecimento.

i, +coyi, +c0,0 =coU
6‘\“0039“‘004ia =0

. - N N N - -
q; + wiq,+a,0+¢€’ GZZBizCh “ZZ(JOisz%Qj —A‘ijleqiqj)+
i=1 i=1 j=1
N N N . N N N
+ZZZAijkeQi(Qij+Qj(ik)+zzzriju%q]'% =0

i=1 j=1 k=1 i=1 j=1 k=1

(7.1)

mais as condi¢bes de contorno (3.60)-(3.63) e (A.27).
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Conforme visto no capitulo anterior, para o caso ideal, a variavel dependente deslocamento
angular, 0 , € prescrita ( ou conhecida a priori ) e, portanto, ndo se faz necessario resolver todo o
sistema (7.1) mas apenas a Gltima dessas equagdes. Fazendo £=1 (um modo na expansio modal )

o sistema (7.1) reduz-se ao sistema (67.2) a seguir, aonde 0 ( e suas derivadas ) ¢ conhecido.

4, +W1291+0‘16+62 lézﬁuql “Somé‘hql +7¥111é‘hql+

+A111141Q12 +A1111‘I12‘71 +F1111Qij JzO (7.2)
7.1.1 - Amortecimento de ordem &?

Fazendo com que o termo de amortecimento, g, , tenha a mesma ordem de grandeza das

ndo-linearidades ( ou dos termos de perturbacio ), a equacgio (7.2) torna-se :

g, + Wf‘?l +‘0‘1é+Ez [62311‘11 - 501116‘114'11 "“7‘1116‘11‘11'*”

'*'Auu‘hqlz +A1111q12"]'1 +I"uan+uq'l ij (7.3)

Fazendo €=0 em (7.3), o sistema linear resultante
G, +wiq+a,8=0 (7.4)

¢ o mesmo apresentado em (6.12) e, conforme mencionado no capitulo anterior, tem sua solugio

apresentada no Capitulo 5.

7.1.2 - Solucdo através do MME para o sistema ideal com
amortecimento de ordem <

Para o caso ideal, quando U = 0, tem-se que § = constante. Assim, substituindo 6.4 e 6.5 ‘

em 7.3 e fazendo® =0 e 8= 0 obtém-se
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2
2 2
° q; +2¢&? ( 0°q, }_*_W?qx +e?| Ay [a——-ql }*—Gz (%)J +
6TO a’rOarl arro 5T1
o%q &’q, &q &q
Ayna? Li2e?| —2 14T + Lite? |y =||=0
+ 1111‘11(81,0 € [aToaTlJ] 1111% L{@TO ey T,

(7.5)
Substituindo 6.2 em 7.5 resulta :
2
0 ‘h;) e (6 %1} (6 d10 J ( di13 jJFWlZCho'*‘EZ W12CI11 .
0T, 8110
| 2| 94 oq oq oq
+e2 A 42 ‘ho 11 Yo |, 4 11 10
€ 1111(‘110 qu ( BTO a1, T, aT,
p
O O O
+e? ”ﬂl'l‘}*'e ( (ho) [ qll} )"*Alm Qo +2€? quoqy; +
\To
2 2 2
et CI121 0 Ch;) +e? o° o qy 42l 0°qi0 +0 et 0°qy + ruu(‘lfo‘*
T, 5’1‘0 0T, 0T, 0T, 0T,
oq aq
+3¢? qfo‘ln +3¢&* (110(1121‘*‘66 qgl)‘*‘ !J«( 6’1};} )‘*’ e’ (H(‘éﬁl‘ﬂ +
L2 Ao ||, 4 11 -0
< Mler, 2N
(7.6)
Considerando os termos até O(e? ), 7.6 reduz-se a :
8 8%q 8%q 8910 )
a_;:OJ +Wiqe +€ [ Wf‘ln + (6’T0“}+ 2(8’1"0517(1)'1} "'Aml((ho 3’1‘1:} +
0" Q10
+A1111(Q120)(ar01 J%— l"lm(qlo) u(?}fj }.—.0
(7.7)

Em 7.7 coleta-se, a seguir, os termos de mesma ordem de €.
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Os termos de ordem €° resultam :
62
("’““““qlg} +W12(ho =0 (7.8)

Os termos de ordem ? resultam

o’q o’q B30 ) o%q
51—’;%+W%q11:-2(§f—;§? -—Auu(‘ho ?F_Tl:)l “’Aml((hzo) 61'01;) -

”’rml(Qfo)‘ U[aqlo} (7.9)

T,
A solugdo de 7.8, de acordo com o Capitulo 5 ( ou Capitulo 6 ), ser dada por :
Q1o = A(T)e™% 1 CC (7.10)

aonde A(T,) representa uma fungio complexa arbitraria e CC representa os termos complexos

conjugados de qio -

Substituindo 7.10 em 7.9 obtém-se :

A2

(%) . dA(T iw iw
qlzl + Wiqy = _lel["“d‘?g'je o +2A11, (WE (A(T)))? 31T )y —

1

O
=Ty ((A(T))’ 1% 1 3(A(T, ) A(T, )e™ ™ +3A(T, YA(T, ) ?e ™% +
+(A(T)))* e ) — fuw, A(T, )e™ 1™ +CC

(7.11)
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Eliminando os termos seculares de 7.11 ( em outras palavras, eliminando os termos

multiplicados por e™1To responsavels pela geracdo de termos na solugdo de (7.11) que a fara

tender a infinito quando o tempo tender a infinito ) resulta:

24

) = 3Ty (A(T))* A(T,) ~ipw, A(T;) =0
1

Ou simplesmente :

—2iw,A - 31, ,A*A —ipw,A =0 (7.12)
aonde o ponto () agora representa derivada em relagdo a T;.
Seja A escrito na forma polar como :
A= ae? (7.13)

Substituindo 7.13 em 7.12 obtém-se :

. 1. 1 .0 1 3 A 1
~2iw,| —ae® +—aife® |- 30y, —a’e® | —ipw, | —ae® |=0
1(2 > B ] 1111(8 HW, 5
(7.14)
A equagdo 7.14 pode ser reescrita como :
. .3 3 1.
1aw1—aw1[3+§F1111a +-2-1a1.1.w1=O (7.15)

Separando 7.15 em parte real e imaginaria resulta :
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afp - 3T a3 =0
8w,

a+—a=0
A equagdo 7.16 pode ainda ser reescrita como :
B - 3 1--'1111 a2
8w,

A solug@o para a em 7.17 € dada por :

aonde ap € uma constante.

Substituindo 7.19 em 7.18 resulta :

B= [3r“”ja§,e’ uTy
8w,

Portanto :

B — _.[.BLLI..I..J a%e- uTy -+ BO

uw,

aonde B € uma constante.

(7.16)

(7.17)

(7.18)

(7.19)

(7.20)

(7.21)

Substituindo a ( através da expressdo 7.19 ) e B ( através da expressdo 7.21 ) em 7.13

obtém-se :
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e 3,2 -emy
1 [ T +1 (( - ]aoe +£30D
A=Zage [2) Nl (7.22)

_ 2m 2
Mas como T = €“To = €“t, pode-se reescrever 7.22 como :

2
NI Gl G S
=—3ap ¢
2 8]

(7.22)

Substituindo 7.22 em 7.10 e 6.2 resulta ( neste caso, considera-se que a solugio de ordem
superior afeta a amplitude e fase da solu¢do de ordem 1, quo, € a solugdo para qi; ndo ¢

necessaria ) :

1 - {[%) 2t +i [Wlt + (————-—Zroua% e }1621 + BOD
uw
4 ) ap¢€ : +
1 -((E—] - [w1t+(—————3ru”]a%e_ ”€2t+ﬁOD
t—age 7 bt
2 0

(7.23)
7.1.3 - Amortecimento de ordem 1 ( observacdes )

Fazendo com que o termo de amortecimento, g, tenha a mesma ordem de grandeza da

parte linear das equagbes governantes do movimento ( O(1) ), a equacdo (7.3) torna-se :

d; +wfq1+alé+uql +¢? lé2Buql “50111941(11 ‘*‘7“1116511(11+

+A1111q1€1§ + Ay aidy + g JZO (7.24)

Fazendo €=0 em (7.24), o sistema linear resultante
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d; + wiq+a,0+ug, =0 (7.25)
tem sua solug@o apresentada no Capitulo 3.

Para o caso ideal, quando U = 0, tem-se que 6 = constante. Assim, substituindo 6.4 ¢ 6.5

em 7.24 e fazendo© =0 e & = 0 obtém-se -
2 2
é—-9—;-+262 _od +wfq1+u—?—q—‘— +ue? A,

2
& &q o’q do’q
+e’ [Auu%[[m{) +e? 5’1{ +Annd; aTO; +2¢€’ aroalrl + gt |=0

(7.26)

Substituindo 6.2 em 7.26 e coletando termos de mesma ordem de < resulta :

Ordem €°:

=0 (7.27)

a2‘3111 2 0qy, azc110 040 09,0 :
A wlq, 4y 2 =g 20 [0 | -
oT,’ 191 TH a1, BT, aT, K oT, 1111d10 oT,

az(ho 3
- Amlcﬁo (‘_“‘“‘ - 4o
o

(7.28)

A solugio de 7.27 , conforme apresentada no Capitulo 5, é dada por :
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qio = Ce®®T0 | Ce*®T0 (7.29)

aonde a e b também sdo definidos no mesmo Capitulo 5. Substituindo 7.29 em 7.28 obtém-se :

2 - - » -
0 (h; +W12q11 +“~[6an2 _Z(C(a+ib)e(a+1b)To)__“(Ce(aﬂb)'ro)__
aTO aTO

- Alm(C3 (@ +ib)*e*@* T 1 2C?C(a +ib)(a — ib)e®** T 4 CT2(a —ib)? e+ Mo )___
_ Allll(ca (a + 1b)2 e3(3+ib)TO + 2C2_C—(a + 1b)2 e(3a+ib)To + CEZ (a + ib)2 e(3a——ib)T0 )_—
..I‘uu(c3e3(a+ib)'r0 +3c2'(':‘e(3a+ib)'1'o +3C“C"ze(3a—ib)'r0 +63e3(a_ib)'ro) + e

(7.30)

Para uma solug@o uniforme de primeira ordem ndo € necessario resolver 7.30 para q;;. Nesta

mesma equagdo, ¢ suficiente coletar e eliminar os termos que produzirdo termos seculares em qy;

[Nayfeh,1981].

Assim, eliminando os termos seculares de 7.30 resulta
2Ca +pC +2iCb =0 (7.31)
Portanto, C =0 ou C = constante. Desta forma, C no depende de T;.
A solugfo para q; torna-se, entio :
qy = Cel*™T0 | Ce™To (7.32)

Desta forma, verifica-se que a amplitude e fase de q; ndo sdo afetados pela pequena escala

detempo (T: = €’ To), ou seja, a solugio de 7.24 nfo é perturbada.
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Conforme visto no Capitulo 6 (item 6.2.3 ), a solu¢do do sistema perturbado cai na solugio
do sistema linear associado ( ndo perturbado ) e as ndo-linearidades presentes no modelo sio

eliminadas pelo amortecimento de ordem superior.

Confirma-se [Nayfeh,1981; Nayfeh et al.,1979] que o amortecimento de O(1) ndo ¢ uma boa

hipotese para o modelo proposto para o caso ideal.

7.2 - Sistema nio ideal (1 modo)

As equagdes governantes do movimento para a estrutura flexivel de rastreamento nio ideal
considerando o modelo de curvatura néo linear, anteriormente obtidas através do Principio de
Hamilton ( conforme verificado no Capitulo 3 ), s3o reproduzidas em (7.10) ( na forma
adimensional e perturbada ), considerando-se ¢ modos na expansio modal e sem

amortecimento.

i, +co4i, +c0,0=co, U

0+c0;6—co,i, —cos D q; (1)$](0) =0

i=1

.e - N N N . s
G, +wWigq,+a 0+’ l:GZZBu(Ii “ZZ(@ijee%% —A'ijleq'iqj)—i‘

i=1 i=1 j=1
N N N N

N N
+ZZZAijk£qi(C1jqk +Qj5ik)+zzz Tixeq:q;9x |=0

i=l j=1 k=1 i=] j=1 k=1

—
—

(7.10)

mais as condi¢des de contorno (3.60)-(3.63) e (A.27).

No caso ndo ideal, a variavel deslocamento angular, , ndo € conhecida a priori. Fazendo

£=1 (um modo na expansdo modal ), o sistema (7.10) reduz-se ao sistema (7.11) a seguir.
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i, +coji, +c0,8=co,U
0+co;0—co,i, —cosq,67(0)=0

4, “"le‘h"‘alé"'ez 162511% ”8011169‘1‘?1 +hOqq +

+ Apndidi + Aundid +Tunds J:O (7.11)

7.2.1 - Amortecimento de ordem <>

Fazendo com que o termo de amortecimento, |if,, tenha a mesma ordem de grandeza das

ndo-linearidades ( ou dos termos de perturbagio ), o sistema (7.11)  torna-se :

i, +coji, + 0,8 =co, U
8 + co, 0—co,i, - c05q,67(0)=0

d +W12q1+alé+€2 lézﬁu% ”8011194141 +}"1ué‘hq1+

+A1111‘?11‘?12 + Auu‘lf‘h +Tuuq13 + uq, J:O (7.12)

Novamente, a solugdo a ser encontrada neste trabalho para o caso ndo ideal visa representar
a vibragdo "livre" da viga e sua interagdo com a fonte de excita¢do ( eixo do atuador ou eixo de

rastreamento ) a partir do instante em que a tensdo elétrica no motor, U, vai a zero ( ou seja, a

partir do instante em que o motor ¢ desligado ).
Assim, em (7.12), fazendo €=0 e U = 0, o sistema linear resultante

i +coji, +c0,0=0
0 +co,6~co,i, —cosq,](0)=0

g +wig+0,6=0 (7.13)

tem sua solugdo apresentada no Capitulo 5.
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7.2.2 - Solugiio através da expansio direta para o sistema nio ideal
com amortecimento de ordem <2

Seja o sistema de equagdes 7.12, reproduzido a seguir, fazendo U=0:

i, +coji, +c0,0=0
8+cos0 —co,i, —(c056{(0))q, =0

4, + ‘V"lz‘91+°°1é‘*‘Ez 162511% - 591116‘11‘?1 "‘“7"1116‘11%‘*‘

+A1111Q1412 '*‘Auu‘hz% +r1111‘113+W.71 J:O (7.14)

Substituindo 6.6 a 6.8 em 7.14 e retendo apenas termos até O(e?) resulta :

di, . de di, . de
( dt() )+C°11ao +m2(-—dt2-)+ 62 [[ atl ].1\.(;01131 + 002[—75]:}: 0

d%e de _ , d?e de
[ dt20 )Jr 003(-&{9'] =041,y —(cos §1(0) ) gy + 7 U-&—;—Z—LJ+ cog[—-gtLJ_

—€04 1, —(c05 61(0)) qy; J=0
d*q0 2 d?e, 2 [ d3qy ) d%e,
( dt2 +Wiqe+ @, dtz + € —_d‘tﬁz—- +Wiqp +0y dtz +
a9, )’ d, ( dgyo d%e, ) , dagp 2
+Bu(‘a“t“‘) Ao ”‘5’9111[—&?]{ dt qu +Xm(~a—{2——qu+Aml( dth Qo +

d?qye dq
+A1111(—d—t‘§1”" Q120 “‘rmlcﬁo + [ dtm =0

(7.15)

Agrupando os termos em mesma ordem de € em (7.15) obtém-se :
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Ordem &?:

di,g ) dé,
) b coql,g +COs| —— | =0
[ dt j 1*a0 2[ dat j

d%e de . .,
a }‘ cos{ T2 | ~couiu, =05 410 =0

(42 2
9—%9'}*“’12"110‘*‘ al[d 60]=0
d

dt 12

(7.16)

Ordem €

di,

( 1]+colial+coz(9—e—1J:0

d%e _ )

(dt;}- 603(—-1-} Co41, —(cos57(0))q;; =0

d'ay 2 d%e, d0, )’ d8, \{ dqyg

(ET WA T PEN it & | Qo TPm| T di Q10 ~

4% | 2 dgy Y’ d’q d
—4 A ¢ - A — 10 f2 a3 di0 || _
111( 42 )qlo 1111( m J‘ho un| G0 ~Tundio ~ B = 0

(7.17)

A solugdo do sistema 7.16 ¢ a mesma discutida no capitulo anterior. A forma geral da

solucgio € representada por :
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ia() = Cle(a+ib)t + Ele (a~-ib)t
eo - Cze (a+ib)t + “C'ze(a—ib)t

Q0 = C3e(a+ib)t +‘C’3e(a—ib)t

(7.18)
aonde C,, C, ,Cs e seus complexos conjugados sdo constantes a serem definidas.

Substituindo 7.18 em 7.17 obtém-se :
(di . de

—L |+coqi, + coz(—-&-l-): 0

d’e, de, . .

e +003| |7 Caly —(co5$;(0))qy; =0

d*qy, +wld + d*e, — P, @R | p. @) | p_ 3@+l | p Gatib

2 1411 7 w2 | 1€ +Pe +Pse +Pse +
+ PS e(3a—ib)t + P6e3(a—ib)t (719)

aonde :

Py = —-puC;(a +ib)
P,=- u63 (a—1b)
P;= “BuC§C3(a +ib)2 + <§0111Czcé2 (a+ib)2 - 7‘111C2C§ (a +ib)2 - 2A1111C§ (a+ib)2 - rllllcg

P,= - 28,,C,C,Cs(a +ib)(a —ib) — B;;C2C,(a +ib)? + g,,,C,C;C5(a+ib)? +
+9:111C,C5C5(a +ib)(a —ib) + g9,,,C,C2(a + ib)(a —ib) - 2A,,,C,C,Cs(a +ib)? —
~41C,Ci(a—ib)? — 2A,,,,CZC, (a+ib)(a—ib)—3A,,,,C2C,(a+ib)? —

- A1111C§—C3 (a- ib)2 - 3rllllcg—63
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Ps= —2pB;,C,C,C;(a+ib)(a—ib) ~B,;C5C;3(a—ib)? + p,,,C,C2(a +ib)(a—ib) +
+£111C2C3C3(a +ib)(a —ib) + g9,;,C,C;C; (2 —ib)? —24,,,C,C4C5(a —ib)? —
- M1C,C3 (a+ib)? - 2441, C2C, (a+ib)a~ib)-3A,;,,C5C5(a—ib)* -

—A11116§C3 (a+ib)2 - 3r11116§C3
Pe= —B,,C2C;s(a—ib)? + 9,,,C,C7(a~ib)? - A;;C,C2(a —ib)? - 2A,,,,C (a-ib) - T}y, C2

O sistema de equagdes diferenciais ordinarias (7.19) assemelha-se ao sistema de equagdes
diferenciais ordinarias (6.43) discutido anteriormente ( Capitulo 6 ). Assim, a solugio de (7.19)
sera semelhante & solugdo de (6.43), ou seja, (6.66) a (6.68), com as devidas alteragdes ( por

exemplo, substituindo os pardmetros N; pelos pardmetros P; e tomando-se cuidado com alguns

sinais associados aos parametros N; ).
O sistema algébrico complexo e ndo linear necessrio para a obtengdo dos pardmetros C,,
El, Cz, C,, Cs e C; terd equagdes maiores e sera extremamente mais complicado de resolver

que aquele citado no capitulo anterior.

O modelo ndo ideal aonde o amortecimento estrutural ( p ) é de O(1) também ndo fara

parte do escopo deste trabalho.
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Capitulo 8

Estudo comparativo :
ideal / ndo ideal / curvatura linear /

curvatura nao linear

8.1 - Introducio

As equagbes governantes do movimento que aparecem nos capitulos 2 ( curvatura linear ) e
3 ( curvatura ndo linear ) sdo colocadas em forma apropriada e integradas numericamente ( no

tempo ) através de um método de integragdo denominado previsor-corretor com passo constante.

Na discretizagdo dessas equacGes via método dos modos assumidos, mais de um modo de
flexdo € ( neste trabalho ) considerado ( s3o considerados apenas modos de flexdo ) : trés modos
para o caso de curvatura linear e dois modos para o caso de curvatura ndo linear. Desta forma,
pretende-se determinar, sob as condigGes estudadas, quantos modos ( de flexido ) deverdo ser

necessarios para a representagdo do comportamento dindmico do sistema.
Para o caso ndo linear, neste trabalho, apenas os dois primeiros modos de flexdo foram

considerados devido a crescente complexidade das operagdes a serem realizadas para o acréscimo

de mais um modo na expanséo ( discretizagio ).
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Nos itens que seguem ( 8.2 a 8.4 ), os dois modelos propostos para a curvatura da estrutura
flexivel de rastreamento sdo comparados sob as mesmas condigdes tanto para o caso ideal ( motor

e estrutura interagem ) quanto para o caso n3o ideal ( motor e estrutura nfo interagem ).

A figura 8.1 mostra o perfil de excitag@o ( tensdo elétrica prescrita nos terminais do motor
cc ) utilizado nas simulagdes apresentadas neste capitulo. Para o caso ideal, este perfil gera o
deslocamento angular ( prescrito ) através das equagdes do motor que podem ser tratadas

independentemente das equagdes da viga neste caso.

BRKAHNK

4.5

=y
(]
®
1))
()]
&

tempo (s)

Figura 8.1 - Perfis de excitacdo ( tensdo elétrica nos terminais do motor cc ) :
casol (-0-0-0-0-); caso2 (% -% —% -%- )

Diferentes valores de Unax nos terminais do motor geram diferentes velocidades no eixo do

mesmo ( aqui também referenciado como eixo de rastreamento ).
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O denominado caso I na Figura 8.1 sera considerado doravante o caso aonde tem-se uma

velocidade angular de rastreamento consideravelmente baixa. Neste caso Upax= 1V.

O denominado caso 2 na mesma Figura 8.1 sera considerado o caso aonde a velocidade
angular de rastreamento € suficientemente alta a ponto de fazer com que as ndo-linearidades
presentes no sistema e, consequentemente, a interagio entre os modos de vibrar ( quando houver )
da estrutura flexivel sejam importantes, provocando o diferenciamento entre os diferentes

modelos de curvatura. Neste caso Upax= 5V.

Nas simulagdes apresentadas nos itens 8.2.1, 8.31 € 8.4.1, o objeto de estudo € a interag@o
atuador-estrutura ( sistema ideal X sistema n#o ideal ). Este estudo é realizado para cada modelo (
curvatura linear e curvatura nfo linear ) separadamente. Cada um dos casos propostos ( caso 1 :

baixa velocidade ; caso 2 : alta velocidade ) € estudado nessas condig¢des.

Nas simulagdes apresentadas nos itens 8.2.2 e 8.3.2, o objeto de estudo é a comparagéo
entre os diferentes modelos de curvatura ( curvatura linear X curvatura ndo linear ). Este estudo ¢
realizado para cada tipo de sistema ( ideal e nfo ideal ) separadamente. Cada um dos casos

propostos ( caso 1 : baixa velocidade ; caso 2 : alta velocidade ) é estudado nessas condigdes.

Nas simulagdes apresentadas no item 8.3.3, o objeto de estudo € a comparagio entre os
diferentes nimeros de modos considerados na discretizagio das equagdes governantes do
movimento ( um modo X dois modos ). Este estudo ¢ realizado para cada modelo ( curvatura
linear e curvatura ndo linear ) e para cada tipo de sistema ( ideal e n3o ideal ) separadamente.
Cada um dos casos propostos ( caso 1 : baixa velocidade ; caso 2 : alta velocidade ) € estudado

nessas condigdes.

Nas simulagdes apresentadas no item 8.4.2, o objeto de estudo é a comparagdo entre os
diferentes numeros de modos considerados na discretizagdo das equacles governantes do
movimento ( um modo X dois modos X trés modos ). Este estudo € realizado somente para o
modelo de curvatura linear e cada tipo de sistema ( ideal e ndo ideal ) é estudado separadamente.
Cada um dos casos propostos ( caso 1 : baixa velocidade ; caso 2 : alta velocidade ) ¢é estudado

nessas condigdes.
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A viga utilizada nas simulagdes numéricas apresenta inércia em torno do eixo de
rastreamento inferior & inércia do motor + eixo de conexdo de forma que a condigdo proposta

para a extremidade da viga em contato com o eixo de rastreamento, engastada-livre, possa ser

verificada em detrimento da condigdo pinada-livre.

Os valores dos pardmetros fisicos do motor e da estrutura flexivel utilizados nas simulagdes

Kb = 0.052814000 :

0.052814000
0.004629000 :

que seguem S30 :
Cm =

Motor CC : Cm 0.004629000 ; Kt =
Lm 0.003100000 ; Ra = 1.914952000
IMOTOR = 0.000065400 ; ISHAFT = 0.000036900.

i

material : aluminio ; E = 0.7*10" N/m? ; comprimento : L = 0.30 m ; secgio reta :

Viga :
altura = 0.0050 m ; base = 0.0005 m ; amortecimento estrutural : p =0.01 Kg/ms.

Tempo de excitagdo :t=0.5s.

Relacdo de transmissdo : Ng = 1.
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8.2 - Um modo

8.2.1 - Sistema ideal X sistema nio ideal
8.2.1.1 - Curvatura linear
8.2.1.1.1-Caso 1

?z

w
w o b
‘—“‘

teta (graus)
N
[$,]

2
1.5
1
0.5

0&

0 5 10 15 20 25 30
tempo (s)
Figura 8.2 - Deslocamento angular : caso 1 - curvatura linear ( expansio modal utilizando 1 modo ) -
ideal ( ) X ndo ideal (-O-0-0-0-)

0.015

001 — N\ A /A

T NN
]
YRY

ol
-0.005v d
_0.01 / w il
\/ v \V
-0.015
0 5 10 15 20 25 30
tempo (s)

Figura 8.3 - Amplitude modal associada ao primeiro modo de vibrar, q; : caso 1 - curvatura linear (expansio modal
utilizando 1 modo ) - ideal ( )} X ndo ideal ( -O-0-0-0-)
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8.2.1.1.2-Caso 2
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tempo (s)

Figura 8.4 - Deslocamento angular : caso 2 - curvatura linear (expansfio modal utilizando 1 modo) -
ideal ( ) X nfo ideal ( -0-0-0-0-)
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Figura 8.5 - Amplitude modal associada ao primeiro modo de vibrar, q; : caso 2 - curvatura linear ( expansdo modal
utilizando 1 modo ) - ideal ( ) X ndo ideal ( -O-0-0-0-)
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8.2.1.2 - Curvatura nio linear

8.2.1.2.1-Caso 1

R
>
;?'

w
IS
—

teta (graus)
N
(8} N (8] w

—

0 5 10 15 20 25 30
tempo (s)

Figura 8.6 - Deslocamento angular : caso 1 - curvatura ndo linear (expansdo modal utilizando 1 modo) -
ideal ( ) X ndo ideal ( -O-0-0-0-)

0.015

0.01 A A

NELN NI
FREANAW
mIBVIRVRY
‘°'°‘U v v/ YR

5 10 15 20 25 30
tempo (s)

Figura 8.7 - Amplitude modal associada ao primeiro modo de vibrar, q; : caso 1 - curvatura nfo linear (expansio
modal utilizando 1 modo) - ideal ( ) X ndo ideal ( -O-0-0-O-)
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8.2.1.2.2-Caso 2
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Figura 8.8 - Deslocamento angular : caso 2 - curvatura nfo linear (expansio modal utilizando 1 modo) -
ideal ( ) X ndo ideal ( -O-0-0-0-)
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Figura 8.9 - Amplitude modal associada ao primeiro modo de vibrar, q; : caso 2 - curvatura nfo linear (expansio
modal utilizando 1 modo ) - ideal ( ) X ndo ideal ( -O-0-0-0-)
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8.2.2 - Curvatura linear X curvatura nio linear

8.2.2.1 - Sistema ideal
8.2.2.1.1-Caso 1
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Figura 8.10 - Deslocamento angular : caso 1 - sistema ideal (expansdo modal utilizando 1 modo ) -
curvatura linear ( ) X curvatura nio linear ( -O-O-0-0-)
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Figura 8.11 - Amplitude modal associada ao primeiro modo de vibrar, ¢; : caso 1 - sistema ideal (expansdo modal
utilizando 1 modo ) - curvatura linear ( ) X curvatura ndo linear ( -0-0O-0-O-)
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8.2.2.1.2-Caso 2
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Figura 8.12 - Deslocamento angular : caso 2 - sistema ideal (expansio modal utilizando 1 modo) -
curvatura linear ( ) X curvatura nfo linear ( -O-0-0-0-)
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Figura 8.13 - Amplitude modal associada ao primeiro modo de vibrar, q; : caso 2 - sistema ideal ( expansio modal
utilizando 1 modo ) - curvatura linear ( ) X carvatura ndo linear ( -O-O-0-0O-)
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8.2.2.2 - Sistema nfo
8.2.2.2.1-Caso 1
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Figura 8.14 - Deslocamento angular : caso 1 - sistema nfo ideal (expansio modal utilizando 1 modo ) -

curvatura linear (

) X curvatura ndo linear ( -0-0-0-0-)
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Figura 8.15 - Amplitude modal associada ao primeiro modo de vibrar, q; : caso 1 - sistema ndo ideal (expansio
modal utilizando 1 modo) - curvatura linear (
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8.2.2.2.2-Caso 2
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Figura 8.16 - Deslocamento angular : caso 2 - sisterna nfo ideal (expansdo modal utilizando 1 modo) -
curvatura linear ( ) X curvatura nio linear ( -O-O-0-0-)
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Figura 8.17 - Amplitude modal associada ao primeiro modo de vibrar, q; : caso 2 - sistema no ideal (expansfo
modal utilizando 1 modo) - curvatura linear ( ) X curvatura ndo linear ( -O-O-O-0O-)
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8.3 - Dois modos

8.3.1 - Sistema ideal X sistema néo ideal

8.3.1.1 - Curvatura linear
8.3.1.1.1-Caso 1
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Figura 8.18 - Deslocamento angular : caso 1 - curvatura linear (expansio modal utilizando 2 modos ) -
ideal ( ) X ndo ideal ( -O-O-0-0-)
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Figura 8.19 - Amplitude modal associada ao primeiro modo de vibrar, q; : caso 1 - curvatura linear (expans3o modal
utilizando 2 modos ) ideal ( ) X ndo ideal ( -O-O-0-0O-)

160



1 - curvatura linear (expansio modal

ideal (b)

Figura 8.20 - Amplitude modal associada ao se,

ideal (a ) X ndo

tempo (s)
ocamento angular : caso 2 - curvatura linear (expansdo modal utilizando 2 modos )
ideal ( ) X ndo ideal ( -0-0-0-0-)
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Figura 8.22 - Amplitude modal associada ao primeiro modo de vibrar, q; : caso 2 - curvatura linear (expans3o modal
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Figura 8.23 - Amplitude modal associada ao segundo modo de vibrar, : caso 2 - curvatura linear (expansdo modal

utilizando 2 modos ) - ideal (a ) X nfo ideal (b)
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8.3.1.2 - Curvatura nio linear

8.3.1.2.1-Caso 1
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Figura 8.24 - Deslocamento angular : caso 1 - curvatura nfio linear (expansdo modal utilizando 2 modos ) -
ideal ( ) X ndo ideal ( -O-O-0-0O-)
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Figura 8.25 - Amplitude modal associada ao primeiro modo de vibrar, q; : caso 1 - curvatura nfo linear (expansio
modal utilizando 2 modos ) - ideal ( ) X nfo ideal ( -O-0-0-0O-)
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vibrar, q,: caso 1 - curvatura ndo

xpansio modal utilizando 2 modos ) - ideal (a) X nfo ideal (b)

Figura 8.26 - Amplitude da varidvel de deflexdo asso

linear (e

mo
55555
(9] o~ h -

tempo (s)
angular : caso 2 - curvatura ndo linear (expans3o modal utilizando 2 modos )
ideal ( } X nio ideal ( -O-0-0-0-)
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Figura 8.28 - Amplitude modal associada ao primeiro modo de vibrar, q; : caso 2 - curvatura ndo linear (expansa
modal utilizando 2 modos ) - ideal ( ) X ndo ideal ( -0-0-0-0-)
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Figura 8.29 - Amplitude modal associada ao segundo modo de vibrar, ¢ : caso 2 - curvatura ndo linear (expansa
modal utilizando 2 modos) - ideal (a) X nfo ideal (b)
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8.3.2 - Curvatura linear X curvatura nio linear

8.3.2.1 - Sistema ideal
8.3.2.1.1-Caso 1
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Figura 8.30 - Deslocamento angular : caso 1 - sistema ideal (expansio modal utilizando 2 modos) -
curvatura linear ( ) X curvatura nio linear ( -O-O-0-0O-)
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Figura 8.31 - Amplitude modal associada ao primeiro modo de vibrar, q; : caso 1 - sistema ideal (expans3o modal
utilizando 2 modos ) - curvatura linear ( ) X curvatura ndo linear ( -O-0-0-0-)
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8.3.2.1.2 - Caso 2
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Figura 8.32 - Deslocamento angular : caso 2 - sistema ideal (expansdo modal utilizando 2 modos ) -
curvatura linear ( ) X curvatura ndo linear ( -O-0-0-0-)
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Figura 8.33 - Amplitude modal associada a0 primeiro modo de vibrar, ¢, : caso 2 - sistema ideal (expansio modal
utilizando 2 modos) - curvatura linear ( } X curvatura nio linear ( -O-0-0-0-)
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8.3.2.2 - Sistema nio ideal

8.3.2.2.1-Caso 1
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Figura 8.34 - Deslocamento angular : caso 1 - sistema ndo ideal (expansdo modal utilizando 2 modos)
curvatura linear ( ) X curvatura ndo linear ( -O-0-0-0-)
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Figura 8.35 - Amplitude modal associada ao primeiro modo de vibrar, ; : caso 1 - sistema ndo ideal (expansio
modal utilizando 2 modos) curvatura linear ( ) X curvatura nio linear ( -O-0-O-O-)

168



8.3.2.2.2 - Caso 2
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Figura 8.36 - Deslocamento angular : caso 2 - sistema ndo ideal (expansio modal utilizando 2 modos)
curvatura linear ( ) X curvatura nio linear ( -O-0-0-0-)
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Figura 8.37 - Amplitude modal de deflexio associada ao primeiro modo de vibrar, q; : caso 2 - sistema nfio ideal
(expansdo modal utilizando 2 modos) curvatura linear ( ) X curvatura ndo linear ( -O-O-O-0O-)

169



8.3.3 - Um modo X dois modos

8.3.3.1 - Curvatura linear
8.3.3.1.1 - Caso 1 : ideal
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Figura 8.38 - Deslocamento angular : caso 1 - curvatura linear - sistema ideal (expansio modal utilizando
1 modo ( ) X expanséo modal utilizando 2 modos ( -0-0-0-O-))
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Figura 8.39 - Amplitude modal associada ao primeiro modo de vibrar, q; : caso 1 - curvatura linear - sistema ideal
(expansdo modal utilizando 1 modo ( ) X expansdo modal utilizando 2 modos ( -0-0-0-0-) )
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8.3.3.1.2 - Caso 1 : ndo ideal
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Figura 8.40 - Deslocamento angular : caso 1 - curvatura linear - sistema no ideal (expansio modal utilizando 1
modo ( ) X expansdo modal utilizando 2 modos ( -O-0-0-0-))
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Figura 8.41 - Amplitude modal associada ao primeiro modo de vibrar, q; : caso 1 - curvatura linear - sistema ndo
ideal (expansio modal utilizando 1 modo ( ) X expansdo modal utilizando 2 modos ( -O-0-0-O-))
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8.3.3.1.3 - Caso 2 : ideal
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Figura 8.42 - Deslocamento angular : caso 2 - curvatura linear - sistema ideal (expansio modal utilizando

1 modo ( ) X expansio modal utilizando 2 modos ( -O-0-0-0-))
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Figura 8.43 - Amplitude modal associada ao primeiro modo de vibrar, «; : caso 2 - curvatura linear - sistema ideal
(expansdo modal utilizando 1 modo ( ) X expansdo modal utilizando 2 modos ( -O-0-0-O-}))
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8.3.3.1.4 - Caso 2 : nio ideal
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Figura 8.44 - Deslocamento angular : caso 2 - curvatura linear - sistema ndo ideal (expansdo modal utilizando 1
modo ( ) X expansdo modal utilizando 2 modos ( -0-0-0-0O-))
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Figura 8.45 - Amplitude modal associada ao primeiro modo de vibrar, q; : caso 2 - curvatura linear - sistema nfo
ideal (expansdo modal utilizando 1 modo ( ) X expansdo modal utilizando 2 modos ( -O-0-0-O-))
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8.3.3.2 - Curvatura nio linear

8.3.3.2.1 - Caso 1 : ideal
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Figura 8.46 - Deslocamento angular : caso 1 - curvatura nfo linear - sistema ideal (expansio modal utilizando
1 modo ( ) X expansdo modal utilizando 2 modos ( -O-O-0-O-) )
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Figura 8.47 - Amplitude modal associada ao primeiro modo de vibrar, q, : caso 1 - curvatura nio linear - sistema
ideal (expansio modal utilizando 1 modo ( ) X expansfo modal utilizando 2 modos ( -O-O-0-0-))
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8.3.3.2.2 - Caso 1 : néo ideal
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Figura 8.48 - Deslocamento angular : caso 1 - curvatura ndo linear - sistema nfo ideal (expansio modal utilizando 1
modo ( ) X expansdo modal utilizando 2 modos ( -O-0-0-0-))
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Figura 8.49 - Amplitude modal associada ao primeiro modo de vibrar, q; : caso 1 - curvatura nfo linear - sistema ndo
ideal (expansfio modal utilizando 1 modo ( ) X expansio modal utilizando 2 modos ( -O-0-0-O-))




8.3.3.2.3 - Caso 2 : ideal
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Figura 8.50 - Deslocamento angular : caso 2 - curvatura nio linear - sistema ideal (expansio modal utilizando
1 modo ( ) X expansdo modal utilizando 2 modos ( -O-0-0-0-))
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Figura 8.51 - Amplitude modal associada ao primeiro modo de vibrar, q; : caso 2 - curvatura ndo linear - sistema
ideal (expansdo modal utilizando 1 modo ( ) X expansio modal utilizando 2 modos { -O-O-O-O-))
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8.3.3.2.4 - Caso 2 : nio ideal
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Figura 8.52 - Deslocamento angular : caso 2 - curvatura nfo linear - sistema néo ideal (expansdo modal utilizando 1
modo ( ) X expansio modal utilizando 2 modos ( -O-O-0-O-))
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Figura 8.53 - Amplitude modal associada ao primeiro modo de vibrar, q; : caso 2 - curvatura nfo linear - sistema ndo
ideal (expansdo modal utilizando 1 modo ( ) X expansdo modal utilizando 2 modos ( -0-0-O-O-))
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8.4 - Trés modos ( apenas curvatura linear )

8.4.1 - Sistema ideal X sistema nio ideal
84.1.1-Caso 1
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Figura 8.54 - Deslocamento angular : caso 1 - curvatura linear (expansio modal utilizando 3 modos) -
ideal ( ) X ndo ideal ( -0-0-0-0-)
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Figura 8.55 - Amplitude modal associada ao primeiro modo de vibrar, q; : caso 1 - curvatura linear (expansdo modal
utilizando 3 modos) - ideal ( ) X ndo ideal ( -O-0-0-0-)
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Figura 8.57 - Amplitude modal associada ao terceiro modo de



8.4.1.2 - Caso 2
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Figura 8.58 - Deslocamento angular : caso 2 - curvatura linear (expansio modal utilizando 3 modos) -
ideal ( ) X ndo ideal ( -O-0-0-0-)
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Figura 8.59 - Amplitude modal associada ao primeiro modo de vibrar, ¢, : caso 2 - curvatura linear
(expansfo modal utilizando 3 modos) -ideal ( ) X ndo ideal ( -0-O0-0-0-)
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Figura 8.61 - Amplitude modal associada ao terceiro modo de vibrar, qs: caso 2 - curvatura linear
{(expansdo modal utilizando 3 modos) - ideal (a ) X ndo ideal (b)



8.4.2 - Um modo X dois modos X trés modos
8.4.2.1 - Caso 1 : ideal
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Figura 8.62 - Deslocamento angular : caso 1 - curvatura linear - sistema ideal (expansio modal utilizando 1 modo

( ) X expansfo modal utilizando 2 modos ( -0-0-0-0-) X expansio modal utilizando
3modos (-x-x~x~x-))
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Figura 8.63 - Amplitude modal associada ao primeiro modo de vibrar, q; : caso 1 - curvatura linear - sistema ideal
(expansdo modal utilizande 1 modo ( ) X expansio modal utilizando 2 modos ( -0-O-0-0-) X expansio
modal utilizando 3 modos (-=~x~x~x~ })
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8.4.2.2 - Caso 1 : nio ideal
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Figura 8.64 - Deslocamento angular : caso 1 - curvatura linear -
sistema ndo ideal (expansio modal utilizando 1 modo ( ) X expansio modal utilizando 2 modos ( -O-O-O-
0O- ) X expansio modal utilizando 3 modos (-*-*-+-+-}))
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Figura 8.65 - Amplitude modal associada ao primeiro modo de vibrar, q; : caso 1 - curvatura linear - sistema néo

ideal (expansio modal utilizando 1 modo ( ) X expansio modal utilizando 2 modos ( -O-0-0-O-) X
expansio modal utilizando 3 modos (-+-*-x-+-))
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8.4.2.3 - Caso 2 : ideal
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Figura 8.66 - Deslocamento angular : caso 2 - curvatura linear - sistema ideal (expansio modal utilizando

1 modo ( ) X expansdo modal utilizando 2 modos ( -O-O-0-0O- ) X expansdo modal utilizando
3 modos (-x-x-x-x-))
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Figura 8.67 - Amplitude modal associada ao primeiro modo de vibrar, q; : caso 2 - curvatura linear - sistema ideal
(expansdo modal utilizando 1 modo ( ) X expansdo modal utilizando 2 modos ( -O-0-0-0- ) X expansio
modal utilizando 3 modos (-x~x-*-+-))
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8.4.2.4 - Caso 2 : nao ideal
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Figura 8.68 - Deslocamento angular : caso 2 - curvatura linear - sistema nfo ideal (expansio modal utilizando 1
modo ( ) X expansio modal utilizando 2 modos ( -O-O-O-O-) X expansdo modal utilizando
3 modos (-x-x-=*~x-))
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Figura 8.69 - Amplitude modal associada ao primeiro modo de vibrar, q; : caso 2 - curvatura linear - sistema nio
ideal (expansdo modal utilizando 1 modo ( ) X expansio modal utilizando 2 modos ( -0-0-O0-O-) X
expansdo modal utilizando 3 modos (~*-#*-*-2-))
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8.5 Comportamento de v(x,t) e u(x,t)

As Figuras 8.70 e 8.71 ilustram os comportamentos das variaveis espago-temporais v(x,t) €
u(x,t) conforme as expressdes (3.66) e (3.40)( fazendo os termos de O(€) iguais a zero nesta
ultima ), respectivamente. Os resultados apresentados nas Figuras 8.70 e 8.71 utilizam resultados
numeéricos do mesmo sistema dindmico estudado neste capitulo e o perfil do caso 2. Para a
verificagdo de v(x,t) utilizou-se os resultados do modelo de curvatura ndo linear e do sistema do
tipo ndo ideal ( conforme as simulagdes em 8.2.1.2.2 ). Para a verificagdo de u(xt) simulou-se
novamente apenas a parte linear ( ou ndo perturbada, ou seja, €= 0 ) deste mesmo sistema.

Nessas simulagdes considera-se p=0 (&).
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Figura 8.70 - Comportamento de v(x,t)

Neste capitulo, at€ este ponto, buscou-se apenas observar o comportamento da componente
temporal da variavel v(x,t), denominada q;(t). N&o se havia preocupado, até entdio, com o estudo

da componente longitudinal da deflexdo, u(x.t).
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A maneira como u(x,t) influencia o posicionamento final dos pontos sobre a viga ( para o

caso ndo perturbado ) sera apresentado no item 8.6, a seguir.

t(s)

x{m)

;U=5V.

Figura 8.71 - Comportamento de #(x,t) : sistema néo perturbado

Em cada dessas figuras, a curva plotada no plano ( t, v(x,t) ) ( para a Figura 8.70 ) e no

plano ( t, u(x,t) ) ( para a Figura 8.71 ) representa o comportamento da componente temporal das

variaveis espago-temporais em questao.

Para o caso da Figura 8.70, por exemplo, a curva é a mesma apresentada na Figura 8.9 para

ideal.

0 caso néot
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8.6 Influéncia do deslocamento longitudinal, u(x,t), na posicio final dos pontos sobre a viga

O modelo matematico para curvatura ndo linear ( Capitulo 3 ) introduz a variavel u(x,t), a
qual ndo aparece no modelo matematico para curvatura linear ( Capitulo 2 ). A expressio para

u(x,t), na forma perturbada, aparece em (3.40 ) e € reproduzida a seguir :

N N x
u(x,z)a-—;— {qui(r)q,(t) {Ni(é)d)}(é)di) } + O(e) (8.1)

i=] j=1 0

As Figuras 8.72 ¢ 8.73 apresentam o comportamento ndo perturbado da variavel u(x,t) para
os casos 1 e 2, respectivamente, tratados neste capitulo. Os termos de O(€) que aparecem na
expressdo (8.1) ndo sdo considerados nos resultados apresentados nessas figuras. Isso

corresponde a fazer €= 0 na expresséo (8.1).
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Figura 8.72 - Posicionamento final dos pontos sobre a viga em relagdo ao sistema
de referéncia movel : sistema ndo perturbado ; U=1V.
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Figura 8.73 - Posicionamento final dos pontos sobre a viga em relagio ao sistema
de referéncia movel : sistema ndo perturbado ; U=5V.

Para trés instantes de tempo distintos quaisquer, a posi¢do final de cada um dos pontos
sobre a viga € plotada ( cada ponto ¢ localizado de acordo com os valores de v(x,t) e u(x,t) ). O

resultado apresentado na Figura 8.73 corresponde ao resultado apresentado na Figuras 8.71.

As Figuras 8.73 pode ser melhor compreendida comparando-a com qualquer uma das

Figuras 3.1 a 3.4, utilizadas para a modelagem da curvatura nio linear da estrutura flexivel

proposta neste trabalho.

Os deslocamentos longitudinais dos pontos sobre a viga, como pode ser percebido
claramente na Figura 8.73 ao se observar a extremidade livre da viga ( da maneira como foi

apresentada essa figura e lembrando que se trata da variavel ndo perturbada ), ndo sdo
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negligenciaveis. O mesmo n3o pode ser concluido ao observar-se a Figura 8.72, aonde o

deslocamento longitudinal dos pontos sobre a viga é desprezivel.

Nas condi¢fes da Figura 8.72, o modelo matematico de curvatura linear poderia ser

utilizado sem problemas ( para a analise do problema ndo perturbado ).

Nas condigdes apresentadas na Figura 8.73, um modelo matematico propondo apenas
deslocamentos transversais dos pontos sobre a viga, no entanto, nio apresentara resultados
confiaveis ( para a analise do problema nfo perturbado ). O modelo matematico de curvatura

linear para este sistema nessas condigGes estara apresentando resultados ndo acurados.

8.7 - Sistema perturbado ( curvatura linear e curvatura nio linear ) X sistema nio

perturbado

O sistema perturbado € comparado com o sistema ndo perturbado nas duas proximas
figuras. O mesmo sistema ( e os mesmos pardmetros ) tratado ao longo deste capitulo € utilizado
( assim como os mesmos casos 1 € 2 ). Para o sistema ndo perturbado faz-se €= 0 em cada uma
das condi¢Ges apresentadas ( ou seja, avalia-se apenas a solu¢io numérica da parte linear e nio
perturbada desses sistemas ). Em ambos os casos tratados nesse item considerou-se o sistema do
tipo ndo ideal ( esta consideracéo faz com que o modelo de curvatura linear seja ndo linear devido

ao acoplamento das equagdes para 6 e parav).

Conforme apresentado na Figura 8.74, para baixas velocidades de rastreamento ( U = 1V
nos terminais do motor ; 8 =0.1 rad / s ), o sistema nio perturbado, o sistema perturbado obtido
através do modelo matematico de curvatura linear e o sistema perturbado obtido através do
modelo matematico de curvatura ndo linear apresentam o mesmo comportamento. As ndo-
linearidades ( perturbagdes ) presentes nos diferentes modelos matematicos ndo alteram o

comportamento dindmico do sistema linear associado. Sua influéncia é negligenciavel.

O mesmo ndo ocorre com os resultados apresentados na Figura 8.75, para velocidades de

rastreamento mais altas ( U = 5V nos terminais do motor ; # =0.5 rad / s ). O comportamento do

sistema ndo perturbado e o comportamento do sistema perturbado obtido através do modelo
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matematico de curvatura linear continuam praticamente idénticos e ambos diferem visivelmente
do comportamento do sistema perturbado obtido através do modelo matematico de curvatura nio

linear.
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-0.015
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Figura 8.74 - (—) resposta do sistema ndo perturbado ; (-*-*-*-x-) resposta do sistema

perturbado : curvatura linear ; (-0-0-0-0-) resposta do sistema perturbado : curvatura
ndo linear ; U= 1V.

Quanto maior a velocidade de rastreamento, 6, espera-se que tanto maior seja o
distanciamento entre os perfis apresentados na Figura 8.75, pois a influéncia dos termos ndo
lineares sobre os termos lineares aumenta. Em outras palavras, os termos ndo lineares tornam-se

cada vez mais importantes.

O cuidado que deve ser tomado, entdo, é ndo fazer com que a importéncia dos termos ndo

lineares seja demasiada em relagdo aos termos de O(1). Cabe relembrar que a analise realizada
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neste trabalho faz sentido apenas se os termos n#o lineares puderem ser considerados como uma

perturbag@o em torno do sistema linear ou ndo perturbado.
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Figura 8.75 - (———) resposta do sistema n&o perturbado ; (-x-+-x-+-) resposta do sistema

perturbado : curvatura linear ; (-0-0-0-0-) resposta do sistema perturbado : curvatura
ndo linear ; U=5V.

As Figuras 8.74 e 8.75 mostram a importancia dos termos ndo lineares para cada um dos
modelos matematicos de curvatura apresentado neste trabalho, em duas situagdes distintas

( baixas e altas velocidades de rastreamento ).

8.8 - Conclusoes

De acordo com as simulagdes numéricas efetuadas neste capitulo, algumas conclusdes

podem ser feitas :
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1 - O comportamento dindmico do sistema ideal difere sempre do comportamento
dindmico do sistema ndo ideal, ndo importando o modelo de curvatura ou a velocidade de

rastreamento utilizados.

2 - Para o sistema ideal, o deslocamento angular do eixo de rastreamento, 0, pode ser
prescrito de forma a atingir um valor maximo quando a tensdo elétrica nos terminais do
motor cessa € permanecer neste valor indefinidamente. Para o sistema ndo ideal, sob as
mesmas condi¢Bes de excitagio no motor ( U ), a varidvel 0, obtida agora através de
integracdo numérica e nfo conhecida a priori, apresenta comportamento temporal
oscilatorio em torno do valor méximo prescrito para o sistema ideal. Esta oscilagéo da-se
com a frequiéncia de vibrago da viga e possui amplitude decrescente ( amortecida ), assim

como a daviga. Este comportamento pode ser observado nos casos 1 e 2 nas figuras: 8.2,
8.4,86,88,8.18,821,824, 827,854 ¢8.58.

3 - Para o sistema ideal, a amplitude da componente temporal da varidvel de deflexdo
associada ao primeiro modo de vibrar, ¢;, nfo decresce com o tempo ( ou decresce de
forma negligenciavel ). Neste caso, a influéncia do termo de amortecimento é encoberta
pela influéncia dos demais termos ndo lineares ( ambos considerados como perturbagdes ).
Para o sistema ndo ideal, a amplitude de q;, nas mesmas condi¢Ges, decresce com o tempo,
mostrando que o termo de amortecimento e a interacdo atuador-estrutura passam a se tornar
importantes. A freqii€ncia em que q; oscila para o sistema ideal ¢ ligeiramente diferente
( menor ) daquela em que oscila para o sistema ndo ideal mostrando que, para este ultimo, a
influéncia dos termos néo lineares advindos do modelo de curvatura néo linear faz com que
a estrutura flexivel se torne ligeiramente mais rigida do que suposto no caso de curvatura
linear. Este comportamento pode ser observado nos casos 1 e 2 nas figuras: 8.3, 8.5, 8.7,
8.9,68.19,822,8.25,8.28,8.55 ¢ 8.59.

4 - Comparando o modelo de curvatura linear com o modelo de curvatura néo linear para o
caso 1 ( ideal com ideal e ndo ideal com ndo ideal ), percebe-se que ndo existe diferenca
perceptivel entre os dois modelos. Esta observagdo vale tanto para © quanto para q;. Pode-
se concluir que, sob estas condi¢cdes, qualquer um dos modelos de curvatura pode ser

utilizado. Uma vez que o modelo de curvatura linear é consideravelmente mais simples,
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nada impede seu uso, por exemplo, no projeto da malha de controle, em detrimento do
modelo de curvatura ndo linear. Este comportamento pode ser observado nas figuras: 8.10,
8.11, 8.14 e 8.15. Nas figuras 8.30, 8.31, 8.34 e 835 uma diferenga muito pequena
( praticamente insignificante ) comeca a se desenvolver no tempo ( nas simulagdes aonde o

segundo modo € considerado ).

5 - Comparando o modelo de curvatura linear com o modelo de curvatura ndo linear para o
caso 2 ( ideal com ideal e ndo ideal com ndo ideal ), percebe-se que existem diferencas
significativas entre os dois modelos. Esta observagdo vale tanto para 8 ( sistema ndo ideal )
quanto para q; ( sistemas ideal e nfo ideal ). Para o sistema ideal, 6 é 0 mesmo para ambos
os modelos de curvatura ( Figuras 8.12 e 8.32 ). Nesse sistema, novamente, apesar de
possuir a mesma amplitude ( aparentemente nio amortecida ), a freqiiéncia de vibragdo de
1 de acordo com o modelo de curvatura linear é menor que a do modelo de curvatura nio
linear. Sob condigbes como as simuladas aqui, ou seja, altas ( ou suficientemente altas )
velocidades de rastreamento, deve-se tomar muito cuidado ao se decidir o modelo de
curvatura a ser utilizado. As diferencas entre eles ndio sdo negligenciaveis. Este

comportamento pode ser observado nas figuras: 8.13,8.16 ¢ 8.17.

6 - As discrepancias entre os dois modelos de curvatura descritas no item anterior
aumentam significativamente com a participagdo do segundo modo de vibrar da viga
( sempre modos de flexdo serdo tratados aqui ; estes modos sdo considerado na expansdo

modal de v(x,t) ). Este comportamento pode ser observado nas figuras: 8.33, 8.36 € 8.37.

7 - O acoplamento entre o primeiro e o segundo modos ndo ocorre para o modelo de
curvatura linear. As figuras 8.20 ¢ 8.23 mostram a amplitude da componente temporal da
variavel de deflexdo associada ao segundo modo de vibrar, q,, para este modelo ( da ordem
de 10* metros para o caso 1 e da ordem de 10° metros para o caso 2 ). As amplitudes
apresentam-se ndo amortecidas. No estudo aqui realizado, considerou-se que o

amortecimento estrutural, p, seja 0 mesmo para todos os modos considerados.

8 - O acoplamento entre o primeiro e o segundo modos mostrou-se fraco para o modelo de

curvatura ndo linear para o caso 1. A figura 8.26 mostra a amplitude da componente
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temporal da varidvel de deflexdo associada ao segundo modo de vibrar, q,, para este caso
( da ordem de 10 metros ). A amplitude apresenta-se nio amortecida. No entanto, para o
caso 2, aonde a velocidade de rastreamento é maior ( em relagdo ao caso 1), percebe-se que
o acoplamento entre o primeiro ¢ o segundo modos ¢ significativo. Esse fato pode ser
verificado na Figura 8.29, aonde a amplitude de g, é da ordem de 10 metros. Neste mesma
figura, percebe-se o amortecimento da vibragdo do segundo modo. O carater nfo ideal do

sistema torna-se mais significativo com o crescimento das amplitudes modais.

9 - Para o modelo de curvatura linear, a expansdo da variavel v(x,t) utilizando apenas o
primeiro modo de flexdo ja € suficiente para a representagdo da dindmica do sistema
flexivel de rastreamento, tanto para baixas quanto para altas velocidades de rastreamento.
Este comportamento pode ser corroborado através das figuras nos itens 8.3.1.1, 84.1 ¢
8.42. Nenhuma diferenca € observada com relagdo a discretizagdo valendo-se dos dois
primeiros de flexdo ( figuras 8.38, 8.39, 8.40, 8.41, 8.42, 8.43, 844 e 845 ) nem com
relagdo a discretizagio valendo-se dos trés primeiros modos de flexio ( figuras 8.62, 8.63,
8.64, 8.65, 8.66, 8.67, 8.68 ¢ 8.69 ). As amplitudes negligenciaveis de q; e q3 podem ser
observadas através das figuras 8.56, 8.57, 8.60 ¢ 8.61.

10 - Para o modelo de curvatura ndo linear, a expansio da variavel v(x,t) em apenas um
modo de vibragdo ( o primeiro modo de flexdo ) € suficiente para os casos de baixas
velocidades de rastreamento. Este comportamento pode ser corroborado através das figuras
8.46, 8.47, 8.48 e 8.49.

11 - Para o modelo de curvatura ndo linear, a expansio modal utilizando apenas o primeiro
modo de flexdo mostrou ndo ser suficiente para os casos aonde as velocidades de
rastreamento sdo altas e, por conseguinte, a participagdo do segundo modo de flexdo na
dindmica da estrutura flexivel e do sistema como um todo ndo € desprezivel. Esta interagio
faz com que a freqiiéncia do primeiro modo de vibragio ( flex3o ) da viga aumente. Quanto
maior a velocidade de rastreamento, maior a interagdo dos modos entre si € com o atuador
e, portanto, maiores as discrepancias observadas. Este resultado ¢ ilustrado pelas Figuras

8.51, 8.52 ¢ 8.53. Para o sistema ideal, sob altas velocidades, conforme a figura 8.50, o
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segundo modo de flexdo mostrou nfio ser importante ( neste caso nio existe interagio

atuador-estrutura ).

12 - A Figura 8.73, que mostra a influéncia da variavel u(x,t) na localizagdo dos pontos
sobre a viga ( para o caso ndo perturbado ), corrobora o fato de que, em algumas situagdes,
o modelo de curvatura ndo linear e o modelo de curvatura linear podem produzir resultados
completamente diferentes. Deve-se, portanto, tomar o cuidado necessirio na adogdo do

melhor modelo.

13 - A comparago entre o comportamento dindmico do sistema perturbado ( curvatura
linear e curvatura néo linear ) e o comportamento dinimico do sistema ndo perturbado
( €= 0) apresenta de maneira bem clara a influéncia dos termos nio lineares sob altas
velocidades de rastreamento ( Figura 8.75 ). Para baixas velocidades de rastreamento, 0s
resultados se confundem ( Figura 8.74 ). Em ( Crespo da Silva et al., 1978a,b ) mostra-se
que termos de curvatura geralmente negligenciados ( em uma analise diferente da tratada
aqui e considerando, por exemplo, movimento torsional ) podem ter significativa influéncia

na resposta do sistema.

14 - Apesar do modelo matematico considerando curvatura nio linear ser mais acurado
para as aplicagGes modernas ( estruturas leves em altas velocidades de operagdo ), eles sdo
também computacionalmente mais pesados para servirem como modelo dindmico para
manipuladores flexiveis ( por exemplo ) em situagdes de controle em tempo real ( Wang et
al., 1994 ). Atualmente, técnicas tém sido aprimoradas para se desenvolver o modelo de
estruturas espaciais (_ estruturas conforme as tratadas aqui ) e o seu respectivo sistema de

controle de maneira simultinea, integrada e otimizada em todos os sentidos (Padula et al.,
1992).
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Capitulo 9

Identificacio de um motor

de corrente continua

9.1 - Modelo inicial

O modelo matematico a partir do qual se pretende estudar o motor de corrente continua €
apresentado em detalhes no Apéndice A. As equagdes governantes do movimento de um motor

de corrente continua ideal ( na forma dimensional ; equagdes A.12 ), sdo reproduzidas a seguir :

Ly, +Rj, +K,N,6=U (9.12)

(Lico + ImotorN2 )8 +(C,NZ )6 — (N K, )i, = 0 (9.1b)

A equagdo (9.1a) representa a equagio governante da corrente de armadura ( ia ; equagéo
da parte elétrica do motor ) e a equagdo (9.1b) representa a equagdo governante do deslocamento

angular do eixo do motor (@ ; equagio da parte mecénica do motor ).

Na primeira das equagdes 9.1, considera-se que a tenso elétrica, U(t), aplicada aos
terminais do motor, representa a excitagio sobre o mesmo. A variagdo da corrente de armadura
com o tempo, i,, é um efeito imediato de U(?). Por sua vez, a corrente de armadura, i,, faz com
que seja gerado um torque no eixo do motor, 7, ( = K: is ) € este causa o deslocamento angular,

6.
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Os pardmetros fisicos do motor ( R, ( resisténcia de armadura ), K, ( constante de torque do
motor ), K, ( constante de for¢a contra-eletromotriz ) e C,, ( coeficiente de atrito viscoso ) ) serdo
levantados experimentalmente fazendo com que o motor de corrente continua opere em regime

permanente.

O pardmetro L, ( indutdncia de armadura ) optou-se por medir de outra forma : utilizando

um medidor de indutéincia, com o motor parado.
9.2 - Modelo para operacio em regime permanente

As equagdes 9.1, no instante em que o motor elétrico atinge a condigio de regime

permanente, podem ser reescritas como :

R, +K,N,6=U

(C,N2)6—(NK, )i, =0 (9.2)

aonde os termos que envolvem a variagdo da corrente elétrica através do motor em relagio ao
tempo, I,, € a variagio da velocidade do eixo do motor em relagio ao tempo, &, sdo anulados.

Na primeira das equagdes 9.1, se a tensdo elétrica de entrada ( excitagdo ), U, for constante, cada

um dos termos na expressdo também o deve ser. Assim, se i, for constante ( uma vez que

considera-se R, como sendo ), 7, sera igual a zero. Pela mesma razio, da primeira das equagGes

9.1, se ¢ for constante ( uma vez que considera-se K; e N, como sendo ), na segunda das

equagdes 8.1 tem-se que 6 seraigual a zero.

O modelo matematico proposto em 9.2 sera utilizado doravante até o item 9.7.

9.3 - Montagem experimental para identificacio de um motor de corrente continua

Tendo-se em mente as equagdes 9.2, o que se pretende aqui é projetar um arranjo

experimental que possibilite a medigdo da corrente elétrica através do motor de corrente continua
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e a velocidade angular do eixo do mesmo ( ambos considerados, entdo, constantes ; o motor
operando em regime permanente ). Com estas informagOes acerca de estados do sistema, e
considerando os pardmetros R, , K e C,, em 9.2 como incognitas, pode-se montar um sistema de

tantas equagdes quantas forem as medi¢Ges efetuadas e obter-se o valor destes parametros.

Ao longo de todo este capitulo considerar-se-4 a relagdo de transmissdo, Ng, igual a 1. Nao
se trabalhou experimentalmente com uma caixa de reducgio. A caixa de redugdo entre o motor € a
estrutura envolveria dificuldades adicionais acerca do modelagem deste dispositivo ( por

exemplo, folgas e atrito entre as engrenagens ), néo fazendo parte do escopo deste trabalho.

A
R, 5
[}
&
Umotor g)
<
]
Q
L. 'g
©
=
Ukotal
A
10 D 10 10
Umed
Ry =1/3 ohms
em série com o
v motor cc v

Figura 9.1 - Montagem experimental para a medig¢ao da corrente ( i, ) através do motor
( Utotar= excitagdo ; Umetor = tensdo elétrica através dos terminais do motor ; Umed = tens@o
elétrica através do resistor equivalente ( medida ) : Umed = Req iz )
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O arranjo experimental utilizado encontra-se esquematizado na Figura 9.1. A medi¢do da
tensdo eleétrica ( Umea ) através de uma resisténcia conhecida ( Req ) em série com o motor de

corrente continua fornece a corrente elétrica ( 7, ) através do motor, fazendo Upe = Reqia.
A velocidade angular do eixo do motor foi obtida aproximadamente através dos perfis de
deslocamento angular, obtidos via potencidmetro. Seja um dos resultados experimentais ( Figura

9.2):

deslocamento total = 1183 graus

350

300 f----------

7 0] S, A

[
(o=
(o

.....................

| R,

....................

theta (degrees)
%
Lom}

-
Q
Lon ]

O

IR Y AU SRR
N

P> 3 MU

time (s)

Figura 9.2 - Deslocamento angular para um dos casos estudados ( identificagio do
motor cc ). Devido ao espagamento no resistor do potenciémetro, considera-se que cada um dos
picos ( final de uma volta pelo resistor circular ) ocorra em 360" (ver item 9.9).

Sabe-se que em cinco segundos o eixo percorreu theta = 1183° . Portanto,
q gu p

6 = theta * pi
180%*5

= 41294 rad/s
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9.4 - Resultados experimentais

Seguem os dados obtidos utilizando a montagem descrita na figura 9.1. Os valores
apresentados neste item para a excitagdo ( média ; Tabela 9.1 ) e para a tensfo média através do
motor ( Unaor ; Tabela 9.2 ) serfio corrigidos no item seguinte ( 9.5 ) para o ajuste do modelo

matematico com os dados experimentais.

valor medio= 2225V total = 1183 graus
3 ; 400 ;

S i ' .
5 P R ------- ===
2 ; -
Al SRR S SEEEEEEE Sp—_—
O ,
S :
8 (0 i o] pryind ,
=4 : . T
0) 1 i

-1 : 100 :

0 5 10 0 5 10
tempo (s) tempo (s}
valor medio = 0.3299 V valor medio = 0.9898 A

Figura 9.3 - Dados experimentais para a identificagdo do
motor de corrente continua : I
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valor medio = 2605V

total = 1666 graus

3 :
S | :
= 2F--A------- ----------
= :
SAPY S U
o .
S :
2 O ot - - - - - - - g
3 !
-1 3
0 5
tempo (s) tempo (s)
valor medio= 0.3570 V valor medio= 1074 A
06 ; 15 :
E A A A
04t . ST it . 1----r-‘d—}?w ------- -
= I = E
o2 s B} N I ST R 4 = I P BN N .
g 0.2 : & 05 :
3 : :
0] o R O T s
0. : 05 :
2O 5 10 0 5 10
tempo (s) tempo {s)

Figura 9.4 - Dados experimentais para a identificacio do

motor de corrente continua : II
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Figura 9.5 -

valor medio = 2.889 ¥V total = 2188 graus
4 . 400 .
:7{: 3 k== e = o= = = 300
3 : w
o4 Rk ERECECE EEET EEREES 4 ® 200
— ; ke
& 1r---p------ R EE T 4 = 100
8 : 2
‘;5( o SRR — 0
) :
-1 : -100 :
0 5 10 0 5 10
tempo (s) tempo (s)
valor medio= 03803 v valormedio= 1.141 A
06 . 15 .
04t Y. PR Tp---fp-=- Tty -
> : — :
B 02f---f--m--- LR 1] T - S B -
& ' r !
= : :
02 : 05 :
0 5 10 0 5 10
tempo (s} tempo {s)

Dados experimentais para a identificacio do
motor de corrente continua : 111
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valor medio = 3.263 V total = 2524 graus

4 .
S 5 [remery 2 s PV (NSRS W RO ]
g :
O ' P
= 2F-- TTemtminepemeeeq ® 2000 At -
I S0 EEEEEISS SR S e
U ]
fo .
< Own't"_________:____
= ]

-1 5

0 5 10

tempo (s) tempo {s)
valor medio = 0402 v valor medio= 1.206 A

Figura 9.6 - Dados experimentais para a identificagio do
motor de corrente continua : IV
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excitacao { Utotal (V))

valor medio= 3.750 V

------S ----- L
5 10
tempo (s)
valor medio = 04422 vV
W o -§ ————— Pisdivlippl
0 5 10
tempo (s)

total = 3183 graus

400 :
W i
> L -
©
5 i
E - H J8 00 5 O ¥ S e
3
-1005 5 10
tempo (s)
valor medio= 1327 A
2 :
(1] St I
AHEERTRES
g Th----f----- 1 ---------- .
O E ] e T R .
) e s EEEEE L— A
05 1
0 5 10
tempo (s)

Figura 9.7 - Dados experimentais para a identificagdo do
motor de corrente continua : V
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valor medio = 4243 V
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10

teta (graus)

400

300}
200t
100t

-100

total = 4086 graus

5

10

tempo {s)

valormedio = 1465 A

10

Figura 9.8 - Dados experimentais para a identificagfio do
motor de corrente continua : VI
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Umed (V)

excitacao { Utotal (V))
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Figura 9.9 - Dados experimentais para a identificagio do
motor de corrente continua : VII
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valor medio= 6.042 v
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S 6 b
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Figura 9.10 - Dados experimentais para a identificagio do
motor de corrente continua : VIII
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tempo amplitude deslocamento | tensdo elétrica
de média da angular média através
excitagio excitagdo: Usa total : teta do Reg: Uned
(s) (V) (graus ) (V)
5 2.225 1183 0.3299
5 2.605 1666 0.3579
5 2.889 2188 0.3803
5 3.263 2524 0.4020
5 3.759 3183 0.4422
5 4.243 4086 0.4883
5 4.726 5336 0.5468
20 6.042 34970 0.6795

Tabela 9.1 - Valores experimentais medidos

(*) : ver Tabela 9.3.

Com os dados apresentados na Tabela 9.1, pode-se determinar a velocidade angular
aproximada do eixo do motor, a corrente elétrica média através do resistor equivalente ( e,
consequentemente através do motor ) € a tensdo elétrica média aplicada aos terminais do motor

( Umotor )- Estes dados serdo apresentados na Tabela 9.2.
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velocidade corrente tensdo
angular elétrica média elétrica
do através do média
eixo resistor atraveés
do equivalente : do motor :
motor
i - Umed Umotor = Utotal -
_ _ desloc. total R R Umed

tempo do desloc. !

(rad/s) (A) (V)
4.1294 0.9898 1.8947
5.8144 1.0740 2.2471
7.6365 1.1410 2.5084
8.8104 1.2060 2.8610
11.1097 1.3270 3.3169
14.2611 1.4650 3.7551
18.6244 1.6400 4.1797
30.5206 2.0380 5.3623

Tabela 9.2 - Valores experimentais calculados
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amplitude numero de ganho
original tragos no do

do sinal de dial do amplificador

excitacdo amplificador

(V) (**)

0.9672 12 2.3000
0.9648 13 2.7000
0.9629 14 3.0000
0.9597 15 3.4000
0.9557 16 3.9333 (*¥*¥)
0.9500 17 4.4667 (**¥*)
0.9453 18 5.0000
0.9343 20 6.4667 (*¥**)

Tabela 9.3 - Ganhos do amplificador

(**): estes valores serdo alterados posteriormente para o

ajuste do modelo matematico

(***): valores interpolados ; os demais valores da segunda coluna

foram observados experimentalmente
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Figura 9.11 - Curvas do amplificador ( do sinal de excitagéo ) :
A - valores observados ; B - valores observados e valores interpolados
( na faixa de interesse )

9.5 - Obtencao dos parametros do motor

Para a identificagdo dos pardmetros do motor, oito medicdes foram efetuadas e os
resultados dessas medigGes estdo expostos nas Figuras 9.3 a 9.10 e Tabelas 9.1 a 9.3. Seja a
primeira das equag¢des 9.2, reproduzida a seguir :

Rji,+K,N,6=U (9.3)

Utilizando a Tabela 9.2, pode-se escrever o seguinte sistema de equagdes algébricas
(ondeN;=1) :
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0.9898 R, + 4.1294K, = 1.8947
1.0740 R, + 5.8144 K, =2.2471
1.1410 R, + 7.6365 K, = 2.5084
1.2060 R, + 8.8104 K, = 2.8610
1.3270 R, + 11.1097 K, = 3.3169
1.4650 R, + 14.2611 K, = 3.7551
1.6400 R, + 18.6244 K, = 4.1797
2.0380 R, + 30.5206 K, = 5.3623 (9.4)

O sistema de equagdes algébricas 9.4 pode ser reescrito, em forma matricial, de acordo

com

aonde :

Ax=b

2.2471
2.5084
2.8610
3.3169
3.7551
4.1797
| 5.3623
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0.9898 4.1294
1.0740 5.8144
1.1410 7.6365
1.2060 8.8104
1.3270 11.1097
1.4650 14.2611
1.6400 18.6244
2.0380 30.5206

1.8947 )

(9.5)

9.6)

(9.7)

& (9.8)




O sistema de equagdes (9.5) pode ser resolvido pelo método dos minimos quadrados. Desta
forma, obtém-se :
[AT [Alx =[ATD

ou, fazendoB=[A]' [Ale C=[AT b:
Bx=C

9:9)

Resolvendo o sistema 2X2 descrito em (9.9), conclui-se que :

R,=1.916700 Q

K, =0.052579 Vs

rad
De acordo com [ Kuo, 1995 ], apesar de funcionalmente a constante de torque do motor,
K., eaconstante de forca contra-eletromotriz, K5, serem dois pardmetros distintos, para um dado

motor, seus valores sdo intimamente relacionados e, portanto, pode-se escrever que

K=K, = 0.052579 E\I_Ar_n_

Desta forma, resta determinar o coeficiente associado ao atrito viscoso, Cy,.

Seja a segunda das equagdes (9.2), reproduzida a seguir :

(C.NZ)6~(N.K,)i,=0
(9.10)
Fazendo Ng=1, (9.10) torna-se :

C,0-K,i,=0 0.11)
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Pode-se observar que Unica incégnita em 9.11 é o coeficiente C,. Resolvendo (9.11)

resulta :

Nms
rad

Cm = 0.004638

Os dados experimentais i, (= iz ) e § sdo plotados na Figura 9.12 ( aonde os valores de ir €

& constam na Tabela 9.2 ) contra a equagdo 9.11, considerando os valores encontrados para Cy, e
K.

Prolongando a curva experimental ( curva vermelha na Figura 9.12 ) em direg3o ao eixo das
ordenadas, observa-se que a mesma ndo passaréa pela origem do sistema de coordenadas, o ponto

(0,0), mas cortara o eixo das ordenadas em um determinado valor ( de i, ).

A conclusdo que se pode extrair desta observagdo experimental é que o motor necessita de
uma determinada corrente elétrica minima ( ou, em outras palavras, um torque minimo
desenvolvido pelo motor ) antes que possa iniciar o0 movimento de seu eixo. Esse valor minimo
representa a quantidade necessaria e suficiente para sobrepujar o atrito das partes internas do

motor.

De outra forma, quando a velocidade angular do eixo do motor € nula, nfio necessariamente

a corrente elétrica através do mesmo motor também o sera. Isso contradiz a expressdo (9.11).

Portanto, o modelo proposto em (9.11) para a relagdo entre a corrente elétrica € a
velocidade angular do motor de corrente continua e o coeficiente de atrito viscoso do mesmo nio

condiz com a realidade ( basta observar a curva preta na Figura 9.12).
Um novo modelo para o atrito interno do motor, C,, , ou, de outra forma, uma nova relagio

entre a corrente elétrica do motor, 1., € sua velocidade angular, 0 , deve ser buscada a fim de que

se possa explicar satisfatoriamente os dados experimentais.
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9.6 - O novo modelo para o atrito interno do motor

O primeiro movimento no sentido de se alterar a relagdo (9.11) em busca de um melhor

modelo matematico para o motor de corrente continua sera, utilizando a mesma relagio linear

entre i, € O, fazer com que a curva teérica ndo passe pela origem do sistema de coordenadas
adotado. Assim, o valor minimo exigido para a corrente elétrica ( ou o torque desenvolvido pelo

motor ) vencer os atritos internos do motor sera considerado no novo modelo.

Interpolando os valores experimentais através de uma equacdo de ordem 1 ( reta ndo
passando pela origem ), o modelo matematico 9.11 ¢ substituido pelo modelo matematico 9.12, a

seguir :
C,+C,0-K,i, =0 (9.12)

onde :

Ci = 0.044936 Nm

C,= 0002107 2mS

rad

Os valores tedricos obtidos através do modelo 9.12 € plotado contra os mesmos valores

experimentais da Tabela 9.2 na Figura 9.13.

O novo modelo matematico (9.12) mostra ser muito mais acurado que o modelo

anteriormente proposto (9.11).

Contudo, devido ao aspecto ligeiramente ndo linear da curva experimental, um modelo de

ordem 2 foi desenvolvido.
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Interpolando os mesmos valores experimentais apresentados na Tabela 9.2 através de uma
equagdo de ordem 2 ( parabola ndo passando pela origem ), o modelo 9.11 ( e, consequentemente,

o modelo 9.12) € substituido pelo novo modelo matematico 9.13, a seguir :
C,+C,0+C0%-K, i, =0 (9.13)

onde :

C1=0.040058 Nm

C,=0.002007 N0
rad

2

Cy = -0.000023 Nms
rad

Os valores tedricos obtidos através do modelo (9.13) € plotado contra os valores

experimentais na Figura 9.14.

Observa-se na Figura 9.14 que o modelo proposto na equagdo (9.13) é o melhor dentre
todos os apresentados ( a saber, as expressdes (9.11) e (9.12) ) para a representagdo dos dados

experimentais.

A Tabela 9.4 mostra o erro obtido em cada um dos modelos matematicos apresentados
quando se substitui os valores de i, e @ obtidos experimentalmente em cada um destes e utiliza-
se os valores obtidos atraves das interpolagdes de curvas para os parametros C;, C; e C3 e da
solugdo da equagdo (9.11) para C,. Espera-se que, para um bom modelo matematico, este erro

seja 0 minimo possivel.

Na mesma Tabela 9.4, o conjunto denominado Errol estd associado ao modelo matematico
(9.11), o conjunto denominado Erro2 estd associado ao modelo matematico (9.12) e o conjunto

denominado Erro3 esté associado ac modelo matematico (9.13).

A terceira coluna da Tabela 9.4 ( Erro3 ) apresenta, no geral, os menores valores dentre

todos os apresentados.
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Errol

Erro2

Erro3

-0.03303973970152
-0.02963773666595
-0.02468871279389
-0.02265344664074
-0.01833350989259
-0.01094223179132

0.00014010205267

0.03453405171298

0.00160043779391
0.00071988206503
0.00103789684231
0.00008960469660
-0.00143430862475
-0.00205255912306
-0.00205989213777
0.00209893848773

-0.00039539340034
-0.00031745089223
0.00088951264479
0.00043273173113
-0.00031284358071
-0.00026089788338
-0.00009732793727
0.00006166931802

Tabela 9.4 - Erro ( minimos quadrados ) em cada modelo teodrico apresentado

para a relagdo entre a corrente elétrica e a velocidade angular do motor.

219




Apesar dos erros apresentados nas colunas 1 e 2 da Tabela 9.4 serem aparentemente
pequenos, as curvas construidas utilizando-se os valores obtidos por minimos quadrados ou
interpolac@o, como pode ser verificado nas Figuras 9.12 e 9.13 ( principalmente na Figura 9.12)

ndo se ajustam aos dados experimentais, pois estes modelos ndo sdo fisicamente representativos.

9.7 - O novo modelo matematico para o motor de corrente continua

Tendo-se em vista do que foi apresentado no item anterior, 9.6, 0 novo modelo matematico
para o motor de corrente continua passa a ser representado através do sistema de equagdes

diferenciais ordinarias 9.14 apresentado a seguir.

Loia +Roi, +K N6 =U
Teixo + Imotor N3 ) 8+(C N ) +(C,N2)O+(C3NDHE* —(N,K )i, =0

(9.14)

9.8 - Resultados tedricos X resultados experimentais

A fim de que o modelo matematico apresentado através das equacgdes (9.14) ( equacdes
completas do motor de corrente continua ) possa representar com boa precisio o sistema fisico

real, a curva de ganho do amplificador deve de ser ligeiramente corrigida.

Os valores anteriores e 0s novos valores para os ganhos do amplificador sdo mostrados na
Tabela 9.5. Cabe lembrar que o dial do amplificador nfo apresentavam valores, sendo que os
mesmos tiveram que ser levantados enviando-se um sinal de tensdo, por exemplo, de 1 V , e

observando-se o respectivo ganho na saida do amplificador.
A curva dos ganhos iniciais contra a curva do ganho corrigido é mostrada na Figura 9.15.

Tanto na Tabela 9.5 quanto na Figura 9.15 pode-se observar que os valores corrigidos estdo
muito préximos dos valores inicialmente considerados ( os valores inicialmente considerados
envolvem erros de leitura e de precisdo de valores setados, por exemplo, na entrada do

amplificador ).
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ganhos iniciais ganhos corrigidos
2.30000 2.51230
2.70000 2.80929
3.00000 3.11590
3.40000 3.32604
3.93333 3.72404
4.46667 4.25084
5.00000 4.93790
6.46667 6.63132

Tabela 9.5 - Ganhos corrigidos ( amplificador )

-
N T Y T T
i i i
] i H
i 1 H
H H 1
£ 1 H
6 """"""" e = mm = e R R
i H {
' ' '
1 i {
1 : '
~ H i t
53 afalialt i o jmm e AT
1 ' I
1 ; \
] 1 t
1 i '
. ] i '
4 """""""" prom e -
& ' t g
Pomy [ ' 1
o | '
) ' 1
0 s i e
3 ——————————— e R R B R
t [ - 4
' 1 Q/% t
t t & [
3 i H
[ i _,«’g t
——————————— "--‘----—-—————l—:@————————l—-—-—————-—-—-—
2 ' ey s
' /_9"": :
H @" H i
1 - 1 i
1 __,.5’??"!) ! '
‘] ——————————— [NE o I U . d o mm
1 ' i
' 1 i
t : '
1 ' '
- t ' 1
0 : : I
-
0 5 10 15

numero de tracos

Figura 9.15 - Curva de ganho do amplificador :
valores iniciais ( curva azul ) X valores corrigidos ( curva preta )
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A seguir, na Tabela 9.6, apresentam-se os novos valores para os coeficientes C; ( do modelo
adotado (9.13)), R, , K: e K, Observa-se também que os valores obtidos anteriormente

praticamente ndo se alteram.

Nas Tabelas 9.7, 9.8 € 9.9 apresentam-se os valores tedricos e os valores experimentais para

os varios parametros do sistema em analise, com a corregdo apresentada na Tabela 9.5.

O valor considerado para a inércia do rotor do motor, Inaor, € aquele apresentado no
catalogo do mesmo motor utilizado nos experimentos. O valor de R, obtido através da
identificagdo experimental do motor e o valor de catdlogo estdo bem proximos, sendo o valor de
catalogo igual a 1.9 Q. Os valores de K; ( e, consequentemente de K, ) obtidos através da
identificagdio sdo aproximadamente a metade dos valores apresentados no catdlogo ( K; =
0.10450 Nm/A e K, = 0.10504 Vs/rad ). O catalogo ndo apresenta valor para o coeficiente Cp, e
nem para a indutincia do motor, L. Os valores apresentados no catalogo nio foram, portanto,

levados em consideragdo. O valor de Iy.n foi determinado teoricamente através da geometria do

eixo de conexdo entre o motor e a estrutura flexivel de rastreamento.

Ra( Q) 1.914952
Kt (Nm/A) 0.052814
Kb (Vs/rad ) 0.052814
C, (Nm) 0.040236

Cz (Nms/rad) 0.002914
C; (Nms*/rad®) -0.000023

Tabela 9.6 - Parametros identificados do
motor de corrente continua

Os valores apresentados na Tabela 9.6 serdo utilizados no programa do integrador das

equagdes (9.14) para gerar os dados teéricos apresentados nas Tabelas 9.7, 9.8 ¢ 9.9.
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deslocamento | deslocamento
angular : 0 angular :
(experimental ) (tedrico )
( graus ) (graus)
1183 1185
1666 1667
2188 2187
2524 2524
3183 3184
4086 4087
5336 5334
34970 34940

Tabela 9.7 - Deslocamento angular do sistema motor de corrente continua
valores experimentais contra valores teoricos
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velocidade deslocamento
angular : © angular : 6
(experimental ) |  (tedrico )
Tabzz 82
(rad/s) (rad/s)
4.1294 4.1356
5.8144 5.8170
7.6365 7.6336
8.8104 8.8079
11.1097 11.1121
14.2611 14.2666
18.6244 18.6240
30.5206 30.4968

Tabela 9.8 - Velocidade angular do sistema motor de corrente continua
valores experimentais contra valores tedricos
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corrente corrente
elétrica : 1, elétrica : 1,
(experimental ) (tedrico )
valor médio
(A) (A)
0.9898 0.9826
1.0740 1.0681
1.1410 1.1576
1.2060 1.2140
1.3270 1.3212
1.4650 1.4604
1.6400 1.6384
2.0380 2.0395

Tabela 9.9 - Corrente elétrica do sistema motor de corrente continua -
valores experimentais contra valores tedricos
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Outro conjunto de dados experimentais foram obtidos do motor sem o resistor utilizado
para a identifica¢@o dos parametros do mesmo a fim de confirmar o modelo matematico adotado.

Estes resultados sio plotados ao lado dos resultados tedricos nas figuras 9.16 a 9.25.

As tabelas 9.10 € 9.11 a seguir mostram os diferentes tempos de excitagio utilizados e as
diferentes corregGes necessarias na curva do amplificador, em cada caso, para que os valores
experimentais e tedricos do deslocamento angular do eixo do motor, 8, para a mesma amplitude

de excitagdo do pulso quadrado, sejam os mais proximos possiveis.

niamero valor valor do valor
tempo de do ganho do
de tragcos ganho : corrigido ganho
excitacio no inicial avaliado | corrigido
(s) dial com o avaliado
do (leitura resistor sem o
amplificador | @proximada ) | (identificaio) | resistor
10 1.80000 ne 2.01000
12 2.30000 ne 2.47500
0.5 14 3.00000 ne 3.08000
15 3.40000 ne 3.25000
10 1.80000 ne 1.78250
12 2.30000 2.51230 2.39000
13 2.70000 2.80929 ne
14 3.00000 3.11590 ne
5.0 15 3.40000 | 3.32604 ne
16 3.93333 3.72404 ne
17 4.46667 4.25084 ne
18 5.00000 4.93790 ne
10 1.80000 ne 1.84000
12 2.30000 ne 2.40500
20.0 14 3.00000 ne 2.94000
15 3.40000 ne 3.17000
20 6.46667 6.63132 ne

Tabela 9.10 - Valores do ganho do amplificador corrigidos

divididos por tempo de excitagdo ( ne = ndo existe esta informagdo nos

dados recolhidos )
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namero Valor valor do valor
de tempo Do ganho do
tragos de Ganho : | corrigido ganho
no excitagdo inicial avaliado | corrigido
dial (s) com o avaliado
do (leitura resistor sem o
amplificador aproximada ) | (identificaho) | resistor
0.5 1.80000 ne 2.01000
10 5.0 1.80000 ne 1.78250
20.0 1.80000 ne 1.84000
0.5 2.30000 ne 2.47500
12 5.0 2.30000 | 2.51230 | 2.39000
20.0 2.30000 ne 2.40500
13 50 2.70000 2.80929 ne
0.5 3.00000 ne 3.08000
14 5.0 3.00000 | 3.11590 ne
20.0 3.00000 ne 2.94000
0.5 3.40000 ne 3.25000
15 5.0 3.40000 | 3.32604 ne
20.0 3.40000 ne 3.17000
16 5.0 3.93333 3.72404 ne
17 5.0 4.46667 4.25084 ne
18 5.0 5.00000 493790 ne
20 20.0 6.46667 6.63132 ne

Tabela 9.11 - Valores do ganho do amplificador corrigidos

divididos por nimero de tragos ( ne = ndo existe esta informacio nos

dados recolhidos )
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9.9 - O potencidometro

O potencidmetro € um transdutor eletromecinico que converte energia mecinica em
energia elétrica. O sinal de entrada para este dispositivo da-se na forma de um deslocamento
mecénico, seja este linear ou rotacional. Quando uma determinada tensdo elétrica é aplicada
através dos terminais fixos do potenciémetro, a voltagem de saida, a qual é medida através dos
terminais variaveis, € proporcional ao sinal de entrada ( deslocamento mecénico ) seja

linearmente ou de acordo com alguma rela¢io n3o linear.

Potencidmetros utilizados para medir movimentos rotativos sdo disponiveis
comercialmente na forma em que podem ser utilizados para medir uma simples revolugio ou na
forma em que podem ser utilizados para a medigdo de multiplas revolugdes. Alguns
potenciémetros possuem movimento limitado ( medem uma ou poucas revolugdes ), enquanto

outros possuem movimento rotacional ilimitado.

Um esquema geral do circuito elétrico que pode ser utilizado como uma representagdo do
potencidmetro utilizado na parte experimental deste trabalho para a medi¢do do deslocamento

angular do eixo do motor ( e, portanto, o movimento de rastreamento do sistema ) pode ser

verificado na Figura 9.26.

Uma volta completa pelo resistor eqiiivale a um sinal de saida de 10V e 360° . A medicdo
da voltagem de saida ( proporcional ao deslocamento angular do eixo do motor ) é feita através

dos terminais variaveis.

A "zona morta" indicada na Figura 9.26, para o potenciémetro utilizado neste trabalho,

eqiiivale a aproximadamente 34°.
O deslocamento angular de saida ( apos a conversio de volts para graus ), para mais de uma

volta do potencidmetro, eqiiivalera a uma curva semelhante aquela mostrada, por exemplo, em

um dos graficos da Figura 9.20, reproduzido a seguir ( Figura 9.27).
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Figura 9.26 - Circuito elétrico representativo do potenciémetro utilizado na parte
experimental deste trabalho.

Durante o tempo em que se encontra na "zona morta", a tensdo elétrica ndo se altera através
do resistor e o dado de saida lido € sempre 10 V. Apds atravessar este espago, a tensdo de saida

retorna a ( salta para ) OV e uma nova volta se inicia.

Na Figura 9.27, por exemplo, tem-se, aproximadamente, 1volta + 232° | resultando em um

deslocamento angular total de 592° .

Os resultados do tipo apresentado acima sdo corrigidos adicionando-se o valor equivalente
ao espago ndo preenchido pelo resistor ( 34° ) e no qual o potencidmetro nio marca. Embora nos
graficos apresentados estes valores experimentais ( aparentemente subestimados ) nfo tenham
sido corrigidos, conforme pode ser verificado, todos os valores associados aos mesmos graficos

apresentam a corre¢do citada.
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Figura 9.27 - Verificago da "zona morta" do potencidmetro

9.10 - Montagem experimental : fotos

Seguem fotos da montagem experimental mostrando o potenciémetro conectado ao motor
de corrente continua e a base do suporte ( para o estudo de estruturas de rastreamento ) através
de um pedago de plexiglass ( Figura 9.28 ), a "zona morta" do potenciémetro indicada no suporte
antes citado ( Figura 9.29 ) e o motor de corrente continua cujos parametros foram identificados

neste capitulo ( Figura 9.30).
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Figura 9.28 - O potenciémetro e o motor de corrente continua.

Figura 9.29 - "Zona morta" do potenciémetro (indicado no eixo de suporte da estrutura flexivel
de rastreamento como as duas marcas negras ).
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Figura 9.30 - O motor de corrente continua
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Capitulo 10

Ensaio experimental de

estruturas flexiveis de rastreamento

10.1 - Consideracoes acerca da modelagem de estruturas flexiveis reais -

modos assumidos e separacio de variaveis

No estudo de sistemas continuos ( também denominados sistemas de parametros
distribuidos ), como € o caso das estruturas tipo viga utilizadas neste trabalho, as equagdes
governantes do movimento aparecem sempre na forma de equagdes integro-diferencias

parciais.

As equagdes diferenciais parciais para as quais a teoria € melhor desenvolvida e cujas
aplicagBes sdo mais significativas e variadas sdo as equagdes lineares de segunda ordem. Essas
equagdes podem ser classificadas em trés categorias : equagdes governantes para processos
difusivos, para processos oscilatérios e para processos independentes do tempo ou estacionarios.
A equagdo de condugdo de calor, a equagiio de onda e a equagdo de potencial, respectivamente,
sio exemplos de cada uma dessas categorias. O estudo dessas equagbes geralmente fornece
informacdes acerca das demais equagdes diferenciais parciais lineares de segunda ordem. O
método de separagdo de variaveis talvez seja o mais antigo método sistematico para a solugdo de

equagdes diferenciais parciais [ Boyce et al., 1990 ].
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A principal caracteristica do método de separagdo de variaveis € a substituicdo da equacdo
diferencial parcial por um conjunto de equagdes diferenciais ordinarias, por exemplo, trabalhando
com a variavel tempo e a variavel espaco separadamente. A solugiio desejada da equagdo
diferencial parcial €, entdo, representada por uma soma, usualmente uma série infinita,
envolvendo as solugdes do conjunto dessas equagles diferenciais ordinarias. Em muitos casos,
essas solugBes sdo fungBes senoidais ou cossenoidais. Em alguns casos, ainda, algumas fungdes
especiais sdo empregadas, tal como a fungdo de Bessel ( solugdes por séries de poténcia ; Boyce,
1986).

Uma outra opgdo utilizada para resolver o problema de encontrar uma solugdo para
equagdes diferenciais parciais envolve a aplicagio do método dos modos assumidos [ por
exemplo: Craig, 1981 ]. Este método, apresentado no Capitulo 2, pode ser considerado como uma

simplificacdo do método de separagio de variaveis.

O método dos modos assumidos € bastante utilizado na representagdo de sistemas
continuos com condi¢Ges de contorno engastado-livre. Para sistemas do tipo apresentado neste
trabalho, a perfei¢do desta condi¢dio de acoplamento ird influenciar a troca de energia entre a
estrutura a ser movida ( tipo viga ) e o atuador. Dois fatores sdo importantes nesta troca de
energia: a inércia relativa entre atuador-estrutura e a velocidade com que o movimento de

rastreamento € perpetuado.

Todas as vigas utilizadas na montagem experimental apresentada aqui possuem inércia de
rotacdo em torno do eixo de rastreamento maior que a inércia do subsistema motor + eixo de

conexdo e desenvolvem velocidades de rastreamento e aceleragBes relativamente grandes.

No Apéndice B, aonde o projeto do protétipo experimental € apresentado, o eixo de
conexdo citado anteriormente apresenta-se indicado pela letra B. Este mesmo sera referenciado
doravante através do sub-indice eixo. Na tabela 10.1, sdo apresentados os valores das inércias de
rotagdo das vigas utilizadas na realizagdo do experimento bem como a inércia do motor e do eixo

de conexdo.
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Seja o sistema de equacBes diferenciais ordinarias, A.13, representando a fonte de poténcia

limitada ( ou n&o ideal ) , reproduzido em (10.1), a seguir.

Lyl +Raip +KyN,6=U

(Ieixo +ImotorN§)é +(CmN§)9~(NgKt)ia -

n
EIy Oi(t)i(0)

i=]

(10.1)

aonde o termo assinalado, conforme apresentado no mesmo Apéndice A, representa a interagdo

atuador-estrutura. Essa interacfio sera mais significativa quanto maior for a relagio

I
—&2_ como

motor

pode ser verificado através dos dados experimentais ao longo deste capitulo. De acordo com a

Tabela 10.1, esta relagdo serd significativa para todas as vigas experimentais utilizadas neste

trabalho.

Tmotor (Kg m?) 0.000065400
Leixo (Kg m*) 0.000036900
Lmotor + Leixo (Kg m?) 0.000102300
Liga1 (Kgm®) 0.000703778
Liigaz (Kgm?) 0.016825422
Liga3 (Kgm®) 0.055617208
Liigas (Kgm®) 0.206241341
Ligas (Kgm®) 0.023428847

Tabela 10.1 - Inércias envolvidas ( vigas, motor e eixo de conexao )

A aplicagdo do método dos modos assumidos, conforme apresentado nos capitulos 2 e 3,

somente sera efetiva se a viga em questdo puder ser considerada como engastada-livre. Esta €

uma consideragio geralmente feita quando se trabalha com estruturas flexiveis em rotagdo.

Nestes casos, porem,

L2

motor



Cabe (re)lembrar que um modelo matematico ndo é desenvolvido de maneira estanque.
Deve-se sempre estar oscilando entre a teoria e o experimento. Um sempre fornecendo
informagOes para o outro até se chegar a um consenso, ocasiio em que se tem um modelo

confiavel do sistema fisico.

Assim sendo, a andlise dos resultados experimentais conforme apresentados aqui auxilia a
compreensdo dos limites da teoria ora apresentada e lanca as bases para uma teoria mais acurada

para estruturas flexiveis de rastreamento.

O itens 10.2 apresenta e comenta esses resultados experimentais.

10.2 - Resultados experimentais

As dimensdes das vigas utilizadas nas verificagdes experimentais sdo apresentadas na
Tabela 10.2. Nesta tabela consta também a designagdo que sera utilizada para essas estruturas

doravante ( viga 1, viga 2, ...).

Nas condi¢bes experimentais deste trabalho e tomando o conjunto apresentado na Tabela
10.2, a viga 1 pode ser considerada como a viga mais rigida ensaiada e a viga 5 pode ser

considerada como a mais flexivel dentre todas.

A analise dos dados experimentais, conforme apresentados nos itens 10.2.1 a 10.2.5, devera
ser entendida em duas instdncias : 0 momento em que o motor encontra-se sob excitacdo
(U # 0, ou seja, o instante em que se aplica um determinado perfil de tensdo elétrica nos
terminais do motor a fim de que o movimento de rastreamento possa ser realizado ) ¢ o instante
em que a excitagdo nos terminais do motor se anula ( U = 0, e, portanto, a interagio motor-
estrutura seré a responsavel pelo movimento do eixo de rastreamento deste instante para frente ).

Tendo isso em vista, os resultados experimentais sZo apresentados contra o perfil de excitagio.
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| material | largura |espessura| comprimento
- m | m (m)
viga 1 aluminio | 0.02544 | 0.00316 0.200
viga 2 aluminio | 0.02544 | 0.00316 0.600
viga 3 aluminio | 0.02544 | 0.00316 0.900
viga 4 aluminio | 0.02544 | 0.00316 1.400
viga 5 ago 0.01587 | 0.00082 0.872

Tabela 10.2 - Propriedades das vigas experimentais

Para as diferentes vigas cujo comportamento foi analisado, observa-se que, quanto maior a

viga

relagdo , maior a influéncia da estrutura sobre o eixo de rastreamento. As comparagdes

motor
entre as diferentes vigas, para as mesmas condi¢bes de excitagdo, serfio apresentadas no item

10.3.

Nos experimentos realizados no decorrer deste trabalho, nenhuma viga que apresentasse a

I viga

relagdo muito menor que 1 foi estudada. Os resultados para essas vigas ( aonde as

motor
consideragdes tedricas feitas neste trabalho se aplicam melhor ), sdo apresentados somente
através de simulagdes numéricas ( Capitulo 8 ) e utilizando os modelos matematicos propostos.
Os parametros fisicos do motor experimental ( identificado no Capitulo 9 ) sdo utilizados nessas

simulagdes.

Para uma mesma viga, quanto maior a amplitude de excitagdo ( Umax Ou tensdo elétrica
maxima nos terminais do motor ), maior a velocidade da estrutura, e, como o tempo da excitagdo
¢ mantido constante em todos os casos estudados ( 0.5 s ), maior a sua aceleracdo e, desta forma,
maior a influéncia sobre o eixo de rastreamento. Este comportamento pode ser verificado nas
Figuras 10.3, 10.7, 10.12, 10.19, 10.20, 10.30 ¢ 10.31.
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Para velocidade de rastreamento constante ( e, portanto, aceleragdo igual a zero ) e de
modulo suficientemente pequeno, a interagdo atuador-estrutura se aproxima das condi¢Ges
tedricas impostas neste trabalho. Quanto menor a velocidade de rastreamento, mais o
comportamento dindmico das estruturas flexiveis se aproxima do comportamento dindmico das
estruturas ditas rigidas e o modelo de curvatura linear torna-se um bom modelo para essas
estruturas. ( Stanway et al.,, 1998 ), mostrou que ndo-linearidades de ordem superior sio menos
importantes para manobras lentas. As diferentes velocidades de rastreamento ( manobras rapidas
ou lentas ) podem evidenciar a importincia relativa de varios termos ndo lineares considerados

nos modelos matematicos.

Outro fato que se deve observar diz respeito a vibragdo livre das vigas quando a excitagdo
no motor vai a zero. Este assunto € tratado no item 10.4, aonde € apresentada uma comparagdo
entre a freqiiéncia natural do primeiro modo de vibrar das vigas nas condigdes experimentais
contra alguns valores teoricos para estas mesmas freqiiéncias supondo condi¢io de contorno
engastada-livre. Comparagdes sdo feitas também utilizando as freqiiéncias teédricas da condigdo
de contorno pinado-livre. Para os casos aonde a viga interage com o eixo de rastreamento perde o

sentido falar em "vibragéo livre".

Vale ressaltar nesta altura que o experimento néo foi conduzido com o intuito de se extrair
as FFT's dos dados experimentais. Por esta razdo, certos cuidados nio foram tomados na
obten¢do destes dados, como por exemplo o cuidado de se escolher o periodo de amostragem
correto. Tal fato fez com que certas informagdes fossem perdidas. As FFT's sdo utilizadas aqui
com o unico objetivo de se obter uma idéia acerca da freqiiéncia natural do primeiro modo de
flexdo da "vibragdo livre" das vigas estudadas. Para uma analise mais acurada destas freqiiéncias,

dever-se-4 retornar ao experimento, o que podera ser feito em trabalhos futuros.

Ao longo de todo o experimento ( e ao longo de todo o trabalho tedrico apresentado aqui ),
o perfil de excita¢do utilizado segue aquele apresentado na Figura 10.1. Nesta figura, o perfil
tedrico desejado ( a ser enviado aos terminais do motor através de uma placa conversora DA
ligada ao software Dspace ) e o perfil efetivamente atuando no motor sdo plotados um contra o

outro.
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A descontinuidade no perfil da excita¢do tanto no inicio ( quando a excitagfo vai de zero a
Umax ) quanto no final ( quando a excitagdo vai de Umax a zero ) provoca, em alguns casos, a
manifestacdo de modos superiores, como pode ser observado claramente nas figuras associadas
as vigas 3, 4 e 5. De acordo com Juang et al. ( 1987 ), a concordancia entre resultados teoricos e
experimentais ¢ melhorada ( efeitos de ndo-linearidades sio minimizados ) quando o perfil de

torque (ou da excitagdo ) € mais suave.
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Figura 10.1 - Perfil de excitagdo : tedrico ( vermelho ) e experimental ( azul )
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10.2.1 - Viga 1 ( aluminio ) : 0.0254 x 0.0032 x 0.2000 (m)

Seguem os dados experimentais coletados utilizando-se a viga 1.

o
=z

200

150

100

teta(graus)

teta(graus)

1.6 1.8 2 22 2.4 28 2.8 3 3.2
tempo(s)

Figura 10.2 - Deslocamento angular, ¢, medido através de um potencidmetro conectado ao eixo
de rastreamento, para diferentes valores de Upay - ( vigal).

250



800

700 ol

600 /
500

W\

100 4/
8 2 22 24 26 28 3 32
tempo(s)

16 1.

Figura 10.3 - Deslocamento angular, 6, medido através de um potenciémetro conectado ao eixo
de rastreamento, para diferentes valores de Umay : grafico comparativo- ( vigal).
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Figura 10.4 - Aceleragdo total medida através de um acelerdmetro conectado na extremidade
livre da viga, para diferentes valores de Upax - ( vigal).
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Figura 10.5 - Acelerag@o total medida através de um acelerdmetro conectado na extremidade
livre da viga, para diferentes valores de Upax :
grafico comparativo - ( vigal).



10.2.2 - Viga 2 ( aluminioe ) : 0.0254 x 0.0032 x 0.6000 (m)

Seguem os dados experimentais coletados utilizando-se a viga 2.
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Figura 10.6 - Deslocamento angular, 8, medido através de um potencidmetro conectado ao eixo
de rastreamento, para diferentes valores de Upay - ( viga2 ).
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Figura 10.7 - Deslocamento angular, &, medido através de um potencidmetro conectado ao eixo
de rastreamento, para diferentes valores de Unayx : grafico comparativo- ( viga2).
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Figura 10.8 - Aceleraggo total medida através de um acelerometro conectado na extremidade
livre da viga, para diferentes valores de Upax - ( viga2 ).
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Figura 10.9 - Aceleragdo total medida através de um acelerdmetro conectado na extremidade
livre da viga, para diferentes valores de Upax : gréafico comparativo - ( viga2).
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10.2.3 - Viga 3 ( aluminio ) : 0.0254 x 0.0032 x 0.9000 (m)

Seguem os dados experimentais coletados utilizando-se a viga 3.
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Figura 10.10 - Deslocamento angular, ¢, medido através de um potencidmetro conectado ao eixo
de rastreamento, para diferentes valores de Upax - ( viga3 : I ).
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Figura 10.11 - Deslocamento angular, §, medido através de um potenciometro conectado ao €ixo
de rastreamento, para diferentes valores de Up,y - ( viga3 : I1).
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Figura 10.12 - Deslocamento angular, ¢, medido através de um potencidmetro conectado ao eixo
de rastreamento, para diferentes valores de Upayx : grafico comparativo- ( viga3 ).
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Figura 10.13 - Aceleragdo total medida através de um acelerdmetro conectado na extremidade
livre da viga, para diferentes valores de Upax - ( viga3 : I).
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Figura 10.14 - Aceleragio total medida através de um acelerdmetro conectado na extremidade
livre da viga, para diferentes valores de Upay - ( viga3 : IT).
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Figura 10.15 - Aceleracio total medida através de um acelerdmetro conectado na extremidade
livre da viga, para diferentes valores de Upay : grafico comparativo - ( viga3 ).



10.2.4 - Viga 4 ( aluminio ) : 0.0254 x 0.0032 x 1.4000 (m)

Seguem os dados experimentais coletados utilizando-se a viga 4.
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Figura 10.16 - Deslocamento angular, ¢, medido através de um potencidmetro conectado ao eixo
de rastreamento, para diferentes valores de Uy - ( vigad : T).
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Figura 10.17 - Deslocamento angular, &, medido através de um potenciémetro conectado ao eixo
de rastreamento, para diferentes valores de Upax - ( vigad : I1).
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Figura 10.18 - Deslocamento angular, 8, medido através de um potencidmetro conectado ao eixo
de rastreamento, para diferentes valores de Upay - ( vigad : IIT).
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Figura 10.19 - Deslocamento angular, @, medido através de um potenciémetro conectado ao eixo
de rastreamento, para diferentes valores de Upay : grafico comparativo- ( viga4 ).
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Figura 10.20 - Deslocamento angular, @, medido através de um potencidmetro conectado ao eixo
de rastreamento, para diferentes valores de Upax : grafico comparativo-valores extremos ( vigad ).
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Figura 10.21 - Aceleragdo total medida através de um acelerdmetro conectado na extremidade

livre da viga, para diferentes valores de Uy - ( vigad : 1).
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Figura 10.22 - Acelerago total medida através de um acelerdmetro conectado na extremidade

livre da viga, para diferentes valores de Umax - ( vigad : II).
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Figura 10.23 - Acelerag@o total medida através de um acelerdmetro conectado na extremidade
livre da viga, para diferentes valores de Upax - ( vigad : II1 ).
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Figura 10.24 - Aceleragdo total medida através de um acelerdmetro conectado na extremidade
livre da viga, para diferentes valores de Umay : grafico comparativo - valores extremos ( viga4 ).
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10.2.5 - Viga S (aco ) : 0.0159 x 0.0008 x 0.8720 (m)

Seguem os dados experimentais coletados utilizando-se a viga 5.
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Figura 10.25 - Deslocamento angular, , medido através de um potencidémetro conectado ao eixo
de rastreamento, para diferentes valores de Upay - ( vigaS : 1).
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Figura 10.26 - Deslocamento angular, #, medido através de um potenciometro conectado ao eixo
de rastreamento, para diferentes valores de Upax - ( vigaS : I1).
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Figura 10.27 - Deslocamento angular, &, medido através de um potencidémetro conectado ao eixo
de rastreamento, para diferentes valores de Uppay - ( viga5 : IIT ).
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Figura 10.28 - Deslocamento angular, 6, medido através de um potencidmetro conectado ao eixo

de rastreamento, para diferentes valores de Umax - ( viga5 : IV ).
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Figura 10.29 - Deslocamento angular, 6, medido através de um potencidmetro conectado ao eixo
de rastreamento, para diferentes valores de Upay - ( viga5 : V).

276



400
e

350

N

300

~
\

teta(graus)
S
(@]

17

-
[6}]
(]

e
RS

A

18]
[}

2 25 3 35 4 45 5 55 6
tempo(s)

Figura 10.30 - Deslocamento angular, §, medido através de um potenciémetro conectado ao €ixo
de rastreamento, para diferentes valores de Upay : grafico comparativo - ( vigas ).
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10.31 - Deslocamento angular, 8, medido através de um potencidmetro conectado ao eixo de
rastreamento, para diferentes valores de Upay : grafico comparativo - valores extremos ( vigaS ).
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Figura 10.32 - Deflexdo medida através de um strain gage montado a 3.2 cm da raiz
( extremidade conectada ao eixo de rastreamento ), para diferentes valores de Uy -
(vigaS:1).
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Figura 10.33 - Deflexdo medida através de um strain gage montado a 3.2 cm da raiz
( extremidade conectada ao eixo de rastreamento ), para diferentes valores de Umax -
(vigaS:1I).
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Figura 10.34 - Deflexdo medida através de um strain gage montado a 3.2 cm da raiz
(extremidade conectada ao eixo de rastreamento ), para diferentes valores de Upax -
(viga5:1III).
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Figura 10.35 - Deflexdo medida através de um strain gage montado a 3.2 cm da raiz
( extremidade conectada ao eixo de rastreamento ), para diferentes valores de Upnax -
(viga5:IV).
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Figura 10.36 - Deflexido medida através de um strain gage montado a 3.2 cm da raiz
( extremidade conectada ao eixo de rastreamento ), para diferentes valores de Uy -
(viga5:V).
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Figura 10.37 - Deflexfo total medida através de um strain-gage conectado a extremidade livre da
viga, para diferentes valores de Umax : grafico comparativo - valores extremos (vigas).

10.3 - Comparacdes entre diferentes vigas

A influéncia do comportamento dindmico de cada uma das vigas sobre o comportamento
dinamico do eixo de rastreamento ( ou eixo do motor ) pode ser verificada através das Figuras
10.38 ¢ 10.39 em comparacdo com o comportamento dindmico do eixo de rastreamento sem que
nenhuma das vigas seja conectada ao mesmo ( eixo livre ). A linha vermelha que aparece nestas
figuras demarca as instancias nas quais a excitagdo nos terminais do motor ( tensdo elétrica, U )

ora assume um valor maximo ora vale zero.

Para uma mesma viga, uma maior velocidade de rastreamento implica em uma maior

alteragio no perfil do deslocamento angular, ¢, demonstrando uma maijor intera¢do entre o
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atuador e a estrutura. Para diferentes vigas, uma maior velocidade de rastreamento associada a

uma maior inércia implica em uma maior alteracdo no perfil de 4.

Em velocidades altas ou baixas, sob as condigdes estudadas, o deslocamento angular do
eixo de rastreamento persiste por algum tempo apos a excitagdo nos terminais do motor cessar. A
inércia da viga passa a conduzir o eixo até 0 momento em que um valor limite para 4 ¢ atingido
( atroca de energia entre o atuador e a estrutura cessa ) e tanto a "vibragdo livre" da viga quanto

o deslocamento angular do eixo de rastreamento cessam.

As maiores interagdes entre a viga e o eixo de rastreamento, para as mesmas condi¢des de
operag¢do, ocorre, mesmo para pequenos deslocamentos angulares, com a viga 5, conforme pode
ser observado nas Figuras 10.38 e 10.39. Comparativamente, por ser também a mais flexivel de

todas, € a que apresenta as maiores deflexdes.

A viga 4, de maior inércia de rotagdo em torno do eixo de rastreamento, faz com que este
mesmo eixo demore mais para parar, arrastando-o por muito mais tempo ap6s a tensdo elétrica no
motor cessar. Por ser a maior carga no motor, é também a viga com menor deslocamento

angular.

A curva (a) nas Figuras 10.38 e 10.39, representativa do deslocamento angular do eixo de
rastreamento sem a carga de qualquer uma das vigas, mostra que o movimento de rotacio deste
eixo cessa no momento em que a tensdo elétrica nos terminais do motor se anula ( a inércia do
motor mais a do eixo de conexdo motor-viga ndo sio suficientemente grandes para conduzir o
eixo ). A curva (b), referente a viga 1, de menor inércia de rotagdo em torno do eixo de
rastreamento, sob as condi¢des que sdo apresentadas nestas figuras, ¢ a que apresenta o
comportamento dindmico do eixo do motor mais préoximo ao comportamento dindmico do eixo
do motor livre. Contudo, aumentando a velocidade angular da viga 1, a influéncia sobre o eixo de

rastreamento aumenta, como pode ser observado pela Figura 10.2.
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Figura 10.38 - Influéncias sobre o pardmetro & - comparagio entre diferentes vigas e eixo de
rastreamento sem viga conectada : (a) sem viga ; (b) viga 1 ; (c) viga 2 ; (d) viga 3 ;
() viga 4 ; (f) viga 5 - (azul : aluminio ; magenta : ago ; Upax =2.30V).
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Figura 10.39 - Influéncias sobre o pardmetro ¢ - comparagdo entre diferentes vigas e eixo de
rastreamento sem viga conectada : (a) sem viga ; (b) viga 1 ; (¢) viga 2 ; (d) viga 3 ;
(e) viga 4 ; (f) viga 5 - (azul : aluminio ; magenta : a¢o ; Unax =3.00 V).
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10.4 - Vibracio livre das vigas e condicdes de contorno

Através das Figuras 10.40 a 10.45, pode-se construir a Tabela 10.3 a seguir. Os valores na
segunda coluna desta tabela representam os valores do maior pico em cada FFT. Devido ao
pequeno intervalo aonde U # 0 ( 0.5 segundos ) e a precisdo utilizada na captura dos dados
experimentais ( um ponto a cada 0.01 segundos ), torna-se praticamente impossivel concluir algo
neste intervalo. Pela mesma razdo, dificilmente pode-se concluir algo acerca de picos de
freqiiéncia com relagdo aos dados associados & vibragdo livre da viga 1, cuja taxa de amostragem

deveria, para tal, ser inferior a 0.0025s.

Freqiiéncia Freqiiéncia (tedrica )
( experimental ) - para a vibracio da
vibracéo livre : viga engastada-livre:
primeiro modo primeiro modo
(rad/s) (rad/s)

impossivel avaliar

viga 1 impossivel avaliar 414.7226

impossivel avaliar
173.7731
viga 2 175.5124 46.0802
174.4432
80.2806
80.9388
viga 3 81.0998 20.4801
80.8889
33.9632
33.5103
33.3768
viga 4 33 5316 8.4637

33.7460
33.8961
34.0508

286



5.0265
5.1927
49216
4.6485
5.3055
4.6031

4.4880
viga S 47720 5.5597

4.8332
4.7902
4.7720
5.5324
5.5116
5.0739

5.0333

Tabela 10.3 - Freqiiéncias da vibragio livre das vigas experimentais a partir do instante em
que a tensdo elétrica no motor, U, torna-se nula contra as freqiiéncias tedricas para a viga
' engastada-livre ( primeiro modo ).

A Tabela 10.3 corrobora o fato de a abordagem engastada-livre ndo ser um bom modelo
matematico para as vigas experimentais utilizadas neste trabalho. De acordo com esta tabela, a
freqiiéncia natural experimental do primeiro modo para as vigas 2, 3 e 4 ¢, em média,
aproximadamente quatro vezes aquela calculada teoricamente considerando essa mesma condigdo
de contorno. Para a viga 1 é impossivel estabelecer qualquer comparagio, conforme observado
anteriormente. Para a viga 5 observa-se que a freqiiéncia natural experimental do primeiro modo
é, em média, aproximadamente 0.9 vezes aquela calculada teoricamente, sendo a que mais se
aproxima do valor teorico para esta condi¢do de contorno. A freqiiéncia natural teorica do

segundo modo ¢ apresentada na Tabela 10.4. Na mesma Tabela 10.4 sdo apresentadas a primeira

e segunda freqiiéncias naturais teoricas para a condigdo de contorno pinada-livre.
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Figura 10.40 - FFT para o sinal associado 4 vibragio livre da viga 1 - vermelho : associado a figura 10.3 (a) ; azul :
associado a figura 10.3 (b) ; preto: associado a figura 10.3 (¢).
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Figura 10.41 - FFT para o sinal associado a vibragdo livre da viga 2 - vermelho : associado a figura 10.7 (a) ; azul :
associado a figura 10.7 (b) ; preto: associado a figura 10.7 (c).
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Figura 10.42 - FFT para o sinal associado & vibragdo livre da viga 3 - vermelho : associado & figura 10.12 (a) ; azul :
associado a figura 10.12 (b) ; preto: associado a figura 10.12 (c) ; magenta : associado a figura 10.13 (d).
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Figura 10.43 - FFT parao sinal associado a vibragdo livre da viga 4 - vermelho : associado a figura 10.20 (a) ; azul :
associado a figura 10.20 (b) ; preto: associado a figura 10.20 (¢) ; magenta : associado a figura 10.21 (d) ;
vermelho (...) : associado a figura 10.21 (e) ; azul (...) associado a figura 10.21 (f) ; magenta (...) : associado & figura
10.22 (g).
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Figura 10.44 - FFT para o sinal associado & vibragdo livre da viga 5 (1) - vermelho : associado a figura 10.31 () ;
azul : associado 4 figura 10.31 (b) ; preto: associado 4 figura 10.31 (c) ; magenta : associado & figura 10.32 (d) ;
azul claro : associado a figura 10.32 (¢) ; vermelho (...) : associado & figura 10.32 (f) ; azul (...) : associado a figura
10.33 (g) ; preto (...) : associado & figura 10.33 ¢h).
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Figura 10.45 - FFT para o sinal associado a vibragdo livre da viga 5 (1) - vermelho : associado a figura 10.33 (i) ;
azul : associado a figura 10.34 (j) ; preto: associado a figura 10.34 (k) ; magenta : associado a figura 10.34 (I) ;
vermelho (...) : associado a figura 10.35 (m) ; azul (...) : associado a figura 10.35 (n) ; preto (...) : associado a figura
10.35 (o) .
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freqiiéncia freqiiéncia freqiiéncia
natural tedrica : natural tedrica : natural teédrica :
primeiro modo - segundo modo - segundo modo -
pinada-livre pinada-livre engastada-livre
S {rad/s) {radis) {rad/s )
viga 1 1813.0084 5875.3442 2591.0224
viga 2 201.4453 652.8160 287.8914
viga 3 89.5312 290.1404 127.9517
viga 4 37.0001 119.9049 52.8780
viga § 24.3047 78.7634 34.7346

Tabela 10.4 - Freqiiéncia natural tedrica do primeiro e segundo modos para a condigdo de contorno
pinada-livre e freqiiéncia natural tedrica do segundo modo para a condigdo de contomo engastada-livre.

De acordo com as tabelas 10.3 e 10.4, a freqiiéncia natural tedrica do primeiro modo ( de
flexdo ) que mais se ajusta & freqiiéncia natural experimental do mesmo modo ¢ aquela obtida
através da abordagem tedrica pinada-livre para as vigas 2,3 e 4. Para a viga 1, conforme

mencionado anteriormente, € impossivel esbogar qualquer comentario nesse sentido.

O fato de a freqiiéncia natural experimental da viga 5 apresentar-se proxima da freqiiéncia
natural tedrica para a condi¢do engastada-livre ( e nfio da freqiéncia natural tedrica para a
condicdo pinada-livre, como as demais vigas ) apesar de sua inércia de corpo rigido ser maior que
a inércia do motor + eixo de conexdo indica que talvez este critério das inércias ndo seja o Unico
( como propde, por exemplo : Garcia, 1989 e Garcia, 1991 ) a ser considerado na escolha do
modelo mais representativo para o acoplamento entre o eixo de rastreamento e a estrutura tipo

viga. Esta questdo sera melhor investigada em trabaihos futuros.

A condi¢do de contorno pinada-livre € utilizada por alguns autores na modelagem de
estruturas flexiveis tipo viga ( como, por exemplo, Leckar et al., 1999 ; Garcia, 1989 ; Rossi,
1996 ), e algumas consideragdes feitas no modelo geométrico diferem daquelas tratadas neste

trabalho.

O segundo modo participa da "vibragdo livre" mais significativamente em alguns casos,
como acontece de forma bem clara nos testes realizados com a viga 3. O seu valor obtido atraves

de dados experimentais ( via FFT ), novamente parece estar mais préoximo do valor tedrico para
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o modelo pinado-livre ( para a viga 3, a freqiiéncia natural do segundo modo experimental surge
em torno de 250 rad/s, conforme mostra a Figura 10.42 ). No caso da viga 3, a importancia do
segundo modo cresce com a velocidade de rastreamento. Esse fato também pode ser observado
nas Figuras 10.12 ¢ 10.13.

Nos casos aonde a inércia de corpo rigido da viga ( em torno do eixo de rastreamento )
representa a inércia dominante no sistema, existe a possibilidade de uma consideravel interagdo
dinimica entre o motor e a carga em seu eixo. Um sistema de transmissio mecinica entre o
motor e a viga pode ser ajustado a fim de minimizar esta interagdo ( Sah et al., 1993 ). Em alguns
casos, porém, esta interagdo pode ser utilizada para propésitos de controle, uma vez que auxilia
no amortecimento da vibragdo da viga ( conforme pode ser verificado no Capitulo 8 para as
simula¢des numéricas envolvendo sistemas ndo ideais ). Em ( Garcia, 1989 e Garcia et al,
1990 ) mostra-se que a interagdo dindmica entre um motor € uma estrutura flexivel de

rastreamento pode auxiliar na supressdo de vibra¢des nesta Gltima.

A principal desvantagem do motor de corrente continua ( como o utilizado neste trabalho )
¢ a relativamente grande inércia do rotor, a qual limita a aceleragio do motor. Em muitas
aplicagOes, porém, a inércia da carga ( conectada ao eixo do motor ), é muito maior que a inércia
do rotor ( do motor ). Nesse caso, a inércia da carga domina e a inércia do rotor tem efeito

praticamente desprezivel no desempenho da aceleragio do eixo do motor ( Andeen, 1988 ).

Dentre as razGes que podem ser citadas como responsaveis pelo distanciamento entre as
freqiiéncias tedricas € experimentais ( e, por conseguinte, entre os modelos matematicos

propostos € o sistema real ) observado neste trabalho estdo os que seguem.

Experimentalmente, a interagio atuador-estrutura ocorre de maneira significativa para as
vigas utilizadas ( ver Tabela 10.1 para relagGes de inércia ). De acordo com ( Sah , 1990; Sah et
al., 1993 ), sistemas de rastreamento reais cuja interacdo motor-viga seja minima, possuira um
comportamento dindmico dominado pelas frequiéncias naturais proximas das freqiiéncias naturais
da viga com condigdo de contorno engastada-livre enquanto que sistemas deste tipo com

consideraveis interagSes dindmicas irdo apresentar resposta transiente lenta e as freqiiéncias
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naturais do sistema estardo proximas das freqiiéncias naturais de uma viga com condi¢do de

contorno pinada-livre.

Alteragdo na rigidez da estrutura ( Yigit et al., 1988 ) pode alterar os autovalores de um
sistema dindmico. O efeito geral da presenga de nZo-linearidades na resposta de um sistema
dindmico pode ser no sentido de tornd-lo mais rigido ( hardening effect ) ou menos rigido
( softening effect ) dependendo da forca relativa das ndo-linearidades advindas dos termos de
curvatura ou dos termos de inércia. Nao-linearidades geométricas geralmente produzem efeito de
aumento da rigidez da estrutura enquanto ndo-linearidades associadas a termos de inércia

produzem efeitos de diminui¢do da rigidez ( Anderson et al., 1996 ).

Um fator que pode influenciar na rigidez da estrutura flexivel de rastreamento e, portanto,
alterar as suas freqiiéncias naturais em relagdo a um modelo matematico engastado-livre ( de uma
viga de Euler-Bernoulli, comumente adotado ) é o acoplamento entre os deslocamentos
longitudinal ( #(x.t), conforme referenciado aqui ) e transversal ( v(x,t), conforme referenciado

aqui ) para vigas delgadas como resultado da rotagdo finita desta estrutura ( Hsu et al., 1992).

A velocidade de rastreamento também pode alterar a rigidez da estrutura. A velocidade de
rotagio gera tensdes adicionais no interior da viga devido ao desenvolvimento de forcas
centrifugas, fazendo com que a energia armazenada na viga seja maior que a energia de
deformagio devido somente & deflexdo da estrutura ( Hoa, 1979 ; Al-Ansary, 1998 ; Wright et al.,
1982 ). Em ( Putter et al., 1978 ) propde-se, para pequenos valores da velocidade de rastreamento,
corre¢des para a freqiiéncia natural da estrutura flexivel mostrando que, quando esta velocidade

angular aumenta, aumenta também a rigidez da viga em rotag3o.

Os modos assumidos utilizados na discretizagdo da variavel de deflex@o transversal, V(x,t),
sio fungdes que satisfazem as condigdes de contorno geométricas do sistema e ndo
necessariamente sio aproximacdes acuradas das autofun¢des do mesmo. Os modos assumidos
sdo aproximagdes acuradas somente para o caso mais simples de viga linear, ndo amortecida e

livre de esforgos externos, que ngo representa nenhum caso tratado neste trabalho.

O uso dos modos proprios da estrutura, procedimento freqientemente empregado em

pesquisas afim, parece ser de pouco valor no caso geral ( grandes deslocamentos angulares e
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curvaturas ) devido a natureza ndo linear e altamente acoplada das equagBes semi-discretas

( discretas apenas na variavel de corpo rigido, ) resultantes ( Simo et al., 1986a,b ).

Quando uma estrutura flexivel de rastreamento realiza grandes movimentos angulares, 9,
uma provavel fonte de erros e instabilidades nas simulagdes numéricas advém da interacio entre
os movimentos de rotagdo e a flexibilidade da estrutura ( Yoo, 1995 ). Em ( Wright et al., 1985 ),
um método € utilizado para se obter as freqiiéncias naturais e os modos proprios para vigas em
relativamente grandes movimentos de rotagio ( para rigidez flexural, EI, e distribuicfio de massa

variando linearmente ao longo da viga ).

E possivel definir modos normais para sistemas ndo lineares e extensivo trabalho tem sido
desenvolvido para o caso de sistemas com um ntmero finito de graus de liberdade ( Rosenberg,
1966 ). Até recentemente, havia uma lacuna na formulagio de modos normais para sistemas ndo
lineares continuos com "infinitos" graus de liberdade, preenchida por autores como ( Boivin et
al., 1993 ; Shaw et al,, 1992 ; Hsieh et al., 1994 ; King et al., 1993 ). Nos trabalhos destes autores
investiga-se a discretiza¢do das equagOes governantes da viga engastada-livre com nio-
linearidades geométricas advindas de grandes deformacdes. Estes autores ndo consideram a
analise de vigas em rotagdo. A utilizagio de modos normais definidos para sistemas ndo lineares
¢ uma alternativa para a discretiza¢do dos sistemas de equag¢Ses diferenciais de "infinitos" graus

de liberdade considerados neste trabalho e nfo sera tratada aqui.

Neste trabalho, a utilizagdo de modos assumidos na discretizagdo das equagdes governantes
do movimento apresenta-se COmMo uma primeira aproximagio para o estudo de estruturas flexiveis
de rastreamento ( inclusive contendo n#o-linearidades geométricas cubicas e equacdes
acopladas ). Em pesquisa futura, outras possibilidades deverdo ser verificadas nesse sentido,

inclusive a utiliza¢do da teoria de modos normais para a discretizacio de sistemas nio lineares.
10.5 - Fotos do experimento

Seguem algumas fotos do experimento desenvolvido no Laboratério de Vibragdes Nio
Lineares do Engineering Science and Mechanics Department da Virginia Polytechnic Institute
and State University localizada em Blacksburg, Virginia.
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Figura 10.46 - Vista geral dos PCs utilizados no envio ¢ captura de sinais bem como as respectivas placas utilizadas
para este fim.

Figura 10.47 - Placa utilizada para o envio de sinais ( perfis de tensfo elétrica, U ) para o motor de corrente continua
( responsavel pela geragio do movimento de rastreamento ). Esta placa estd associada ao software Dspace, o qual
utiliza as facilidades do Simulink para a geragdo de diagramas de blocos cujos terminais so conectados diretamente
aos pinos externos mostrados na figura.
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Figura 10.48 - Placa utilizada para a captura de sinais ( enviados pelo acelerdmetro, pelo potencidmetro e pelo strain
gage ). Esta placa estd associada ao software LabView, o qual gera arquivos de dados que podem ser facilmente
lidos através do Matlab.

Figura 10.49 - O suporte para o estudo de estruturas flexiveis de rastreamento e uma das vigas de aluminio ( 1.4 m de
comprimento ) utilizadas na verificagfo experimental.
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Figura 10.50 - Alocago dos acelerdmetros na extremidade livre das vigas. Estes sensores utilizados s8o
extremamente pequenos e leves, razdo pela qual sua massa ndo foi incluida no equacionamento. Para o caso da viga
mais flexivel ( aco ) foi utilizado um strain gage proximo a raiz.

Figura 10.51 - Visdo geral do set-up experimental ( incluindo o amplificador para a placa do Dspace, osciloscopio
para verificagfio dos sinais enviados e fonte de poténcia para o potencidmetro ).
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Capitulo 11

Conclusdes e trabalhos futuros

11.1 - Conclusdes
As maiores contribui¢des deste trabalho sfo :

a)- A modelagem matematica de estruturas flexiveis de rastreamento apresentando

grandes curvaturas ( ndo linearidades geométricas até ordem trés ) - Capitulos 3 e 8

b)-O inicio dos trabalhos de obten¢do da solugdo analitica aproximada para as
equagbes governantes do movimento perturbadas para estruturas flexiveis de
rastreamento ndo lineares ( utilizando o modelo matematico desenvolvido no

Capitulo 3 ) - CapitulosS5e7;

¢ ) - Apresentagdo de um método de ajuste de modelo para um motor de corrente continua

através da identificagdo de alguns de seus pardmetros - Capitulo 9.

A modelagem desenvolvida neste trabalho pretende ser a mais geral possivel no tratamento
de estruturas flexiveis de rastreamento. Os resultados obtidos aqui podem ser utilizados como
base para a compreensdo de uma classe de problemas correlatos. Ao longo de todo o trabalho, a
estrutura utilizada para representar uma estrutura flexivel de rastreamento foi a viga ( do tipo
Euler-Bernouli ). Uma boa compreensdo acerca de alguns sistemas dinimicos ( tais como

manipuladores roboticos leves e delgados, estruturas aeroespaciais, ... ) e uma primeira
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compreensio acerca de outros ( tais como painéis solares de satélites, pas de helicopteros,... )
pode ser empreendida. Matematicamente, pode-se trabalhar com uma variedade de caracteristicas

ndo lineares, dependendo dos requerimentos da aplicagdo em particular.

Este trabalho apresenta quatro diferentes modelos matematicos para o sistema dindmico
estrutura flexivel de rastreamento ( sdefr ), aqui tratado apresentando apenas um membro. A
diferenca entre os modelos versa sobre diferentes abordagens para a curvatura do membro
flexivel e diferentes interagdes com a fonte de poténcia ( atuador ). Sdo esses modelos : curvatura
linear e ideal, curvatura linear e nfo ideal, curvatura ndo linear e ideal e curvatura nfo linear e

n3o ideal.

Dois modelos com diferentes graus de complexidade foram desenvolvidos para a curvatura
da estrutura tipo viga ( idealizada como estrutura flexivel ) e dois modelos foram propostos para a
interagio desta estrutura com o atuador ( motor de corrente continua ). O sdefr ideal € o
comumente encontrado na literatura. O caso nfo ideal torna a analise desses sistemas muito mais
complexa devido a0 fato da excitagdo sobre a estrutura flexivel ( deslocamento angular do eixo
de rastreamento e suas derivadas temporais ) nfo ser conhecida e, portanto, impossivel de ser
prescrita. As equagdes da fonte de excitagdo ( motor de corrente continua ) devem ser integradas
juntamente com as equagdes da viga. O motor ¢ excitado por um perfil conhecido de tensio

elétrica. Este ultimo ira, portanto, excitar indiretamente a carga do motor.

O controle desses sistemas dindmicos representa um desafio em constante pesquisa € esta
intrinsecamente associado aos modelos matematicos desenvolvidos para tais sistemas ( como
acontece com a teoria de controle de uma forma geral ). Pretendeu-se, com este trabalho,
construir uma base sélida para a modelagem desses sistemas e ao mesmo tempo gerar modelos

confiaveis para futura inclusio dos mesmos em malhas de controle.

Qual o melhor modelo para a curvatura da estrutura flexivel ? Duas condigBes foram
verificadas : suficientemente baixas velocidades de rastreamento ( da ordem de 0.1 rad/s ) e

suficientemente altas velocidades de rastreamento ( da ordem de 0.7 rad/s).

Sob baixas velocidades de rastreamento, ambos os modelos de curvatura ( linear e néo

linear ) apresentam os mesmos resultados, ndo importando se ideal ou ndo ideal ( os casos ideal e
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ndo ideal com resultados diferentes entre si ). Uma vez que o modelo matematico para curvatura
ndo linear € muito mais complexo que o modelo matematico para curvatura linear, torna-se mais
racional trabalhar com o modelo mais simples. Para velocidades extremamente baixas, a

curvatura da viga serd negligencidvel e a mesma se comportara como um corpo rigido.

Sob altas velocidades de rastreamento, a escolha do modelo correto para a curvatura da
estrutura flexivel torna-se crucial. A velocidade de rastreamento possui forte influéncia sobre os
termos ndo lineares. As equagdes governantes para as variaveis modais da estrutura sio acopladas
entre si ( e com as equagdes do motor para o caso ndo ideal ). Sob condigdes de altas velocidades,
a frequiéncia com que a viga oscila aumenta ( a estrutura flexivel torna-se mais rigida ), ao
contrario do resultado verificado sob as mesmas condigdes utilizando-se 0 modelo de curvatura
linear ( 0 mesmo acontece tanto para o caso ideal quanto para o caso nio ideal ).

Para cada um dos modelos de curvatura propostos, verifica-se que a "nio-idealidade" do
sistema dindmico age no sentido de amortecer as vibragdes advindas da estrutura flexivel.
Quando € permitido a estrutura flexivel interagir com o eixo do motor ( eixo de rastreamento ),
energia pode fluir de um sub-sistema para o outro. Esta caracteristica observada aqui consiste em
valiosa informagdo a ser utilizada posteriormente no projeto do sistema de controle de tais

estruturas.

Segundo o modelo de curvatura linear, nio importando a velocidade de rastreamento,
mostra-se que o nimero de modos néo afeta a resposta do sistema ( obtida numericamente ). A
expansdo através de trés modos ( de deflexdo ) foi verificada para este modelo. Para o caso de
curvatura ndo linear, o nimero de modos mostrou-se crucial para o caso de altas velocidades de
rastreamento, uma vez que as equagdes modais estdo acopladas e fortemente influenciadas pela
velocidade angular do motor ( ou velocidade de rastreamento ). No entanto, a complexidade das
equacdes obtidas para este caso limita o nimero de modos a ser considerado no modelo

matematico. Apenas a influéncia dos dois primeiros modos ( de deflexdo ) foi verificada.

Solugdes numéricas e analiticas s3o apresentadas.

Para a solugdo numérica foi utilizado um integrador do tipo previsor-corretor.
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Optou-se por buscar uma solucdo analitica para os modelos propostos utilizando-se técnicas
de perturbagdo. Para este fim, o sistema ndo perturbado € resolvido para duas situagGes :
amortecimento estrutural ( da viga ) da ordem dos termos lineares e amortecimento estrutural da
viga da ordem dos termos ndo lineares ( perturbagdo em torno do sistema linear conhecido ).
Mostra-se que, para o caso de sistemas ideais ( curvatura linear e curvatura n3o linear ), o
amortecimento deve ser da ordem das nio-linearidades, sob o risco de mascarar o efeito das ndo-

linearidades imanentes ao sistema.

Para o caso ideal, o método das multiplas escalas foi utilizado. Para o caso nZo ideal
( curvatura linear ), a expansdo direta ( straightforward expansion ) foi utilizada, uma vez que a
simulagdo numérica comprovou a ndo existéncia de termos seculares nas respostas do sistema

( nas condi¢Bes estudadas ).
Para o caso ndo ideal a anélise foi apenas iniciada neste trabalho.

Na parte experimental deste trabalho um prototipo para o estudo de estruturas flexiveis de
rastreamento foi projetado, construido e testado. A identificagio dos pardmetros do motor de
corrente continua utilizado no protétipo resultou em um novo modelo para o atrito interno no

motor. O novo modelo representa fielmente o sistema fisico ( real ).

Embora nio houvesse possibilidades de comprovar os modelos aqui apresentados através
desse protétipo, informacdes acerca do comportamento real destes sistemas puderam ser

verificadas.

Através da montagem experimental, notou-se a importancia da relagdo de inércias entre a
viga e o atuador para o modelo matematico da viga. Esta relagdo ird definir o tipo de contato da

viga com o eixo de rastreamento ( engastada-livre ou pinada-livre ).

11.2 - Trabalhos futuros

Longe de ser um trabalho fechado em si préprio, este se apresenta como um primeiro passo
em um longo caminho. Devido a sua complexidade e inimeras ramificagSes, alguns itens sdo

aqui apresentados como pesquisas futuras :

301



1 - Verificagdo do modelo completo para a estrutura flexivel de rastreamento considerando
o novo modelo matematico para o motor de corrente continua identificado experimentalmente.
Este modelo ( sem cargas ( vigas ) conectadas ao eixo de rastreamento ) possui nio linearidades

quadraticas e verifica o comportamento do motor real.

2 - Solu¢@o analitica para o caso de curvatura ndo linear e ndo ideal utilizando técnicas de

perturbag@o ( expansdo direta ) e seguindo as mesmas idéias apresentadas aqui.

3 - Solugdo das equagdes governantes do movimento sem utilizar 0 método dos modos
assumidos ( uma aproximag&o para o comportamento espacial de sistemas continuos ) e técnicas
de perturbagdo ( uma aproximagio para sistemas fortemente ndo lineares, tornando-os fracamente
ndo lineares ). A idéia aqui seria a de se tentar resolver as equagdes diferenciais parciais
diretamente ( analitica e numericamente ). Para alguns casos em particular, a solugfo

desenvolvida anteriormente ( para o sistema perturbado ) podera servir como referéncia.

4 - Estudo de técnicas de controle utilizando os modelos aqui apresentados. Varias técnicas
poderdo ser estudadas e comparadas entre si, levando-se em consideragio a complexidade dos

modelos matematicos ( curvatura ndo linear e sistemas nio ideais ) aqui apresentados.

5 - Modelagem de estruturas flexiveis de rastreamento ( tipo manipuladores robéticos )

manuseando cargas na extremidade livre.

6 - Modelagem de estruturas flexiveis de rastreamento ( tipo painéis solares de satélites )

como placas finas. Aqui estariam inclusos efeitos como torgio.

7 - Verificagdo experimental dos modelos propostos neste trabalho ( utilizagio de vigas
experimentais com inércia de rotagdo em torno do eixo de rastreamento menor que a inércia do

motor ). SimulagGes adicionais com carga na extremidade livre das vigas.

8 - Alterages no prototipo original propiciando a inclusdo de tipos diferentes de estruturas

flexiveis a serem testadas, tais como placas finas.
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9 - Movimentos ( rotatérios ) repetitivos do eixo de rastreamento ( excitagdo periddica )
simulando, por exemplo, atividades robdticas em linhas de produgio. Sob este tipo de excitaggo,

estruturas flexiveis de rastreamento poderdo apresentar comportamentos dindmicos interessantes.

10 - Movimentos gerais do eixo de rastreamento ( rotagdes + translagdes ), simulando, por

exemplo, as diferentes missdes dos satélites em Orbita.

11 - Considerar estruturas flexiveis compostas por outros materiais mais flexiveis e leves
( por exemplo, polimeros ( Potvin et al., 1998 )), em substituigio ao aluminio e ao ago,
considerados ao longo deste trabalho e geralmente utilizados em trabalhos encontrados na

literatura.

12 - Estudo do modelo matematico considerando condi¢io de contorno pinado-livre e

verificagOes experimentais.
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Apéndice A

Modelagem matematica de um
motor de corrente continua

(ideal / néo ideal)

A.1- Equacdes governantes do movimento de um motor de corrente continua

O balango de tensio elétrica ( diferenga de potencial ) em um motor de corrente continua

controlado por armadura pode ser representado, de acordo com a Lei de Kirchoff, por :

; dig
™ dt

+Raia +Kbgmotor =U (Al)

aonde :

U = tensdo de armadura ( tensZo aplicada aos terminais do motor ) ;
R, = resisténcia da armadura ;

i, = corrente de armadura ;

L,, = indutancia do motor ;

K, = constante de for¢a contra-eletromotriz ;

6,

motor

= posi¢@o angular do motor.
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A equagdo (A.1) pode ser entendida como a equagdo elétrica do motor de corrente
continua controlado por armadura. Esta equagdo diferencial representa a variagio da corrente de

armadura ao longo do tempo.

A somatoria dos torques em relagdo ao eixo do motor produz o que se pode entender
como a equagio mecénica do motor de corrente continua controlado por armadura, representada
por :

Tm = K tia ~Com emotor -1 motor gmotor (AZ)

aonde :

Lotor = inércia do motor |
¢ = atrito interno ao motor ;

7, = torque aplicado a transmissdo mecénica entre o atuador e a

estrutura a ser movida ;

K, = constante de torque do motor.

O deslocamento angular do eixo do motor e o torque aplicado pelo mesmo eixo &
transmissio mecinica entre 0 motor e a carga a ser movida relacionam-se ao deslocamento

angular da estrutura sobre a qual o motor esta atuando e ao torque aplicado 2 mesma por :

T=N,1,

gmotor = N g9 (A4)

(A3)

aonde 7 representa o torque aplicado pelo motor de corrente continua & estrutura a ser movida, @
representa o deslocamento angular desta estrutura e N, representa a relagio de transmissio entre

© motor ¢ a estrutura.

Portanto, em relagdo aos pardmetros da estrutura a ser movida, as equagdes (A.1) e (A.2)

podem ser reescritas como :
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Lois +Raig +KyN 0 =U (A.5)

ImotorN38 +cyN26 = N K,iy +7=0 (A.6)

As equagles (A.5) e (A.6) representam as equagdes ( dimensionais ) governantes do
movimento de um motor de corrente continua. A equagdo {A.5) representa a equagdo para a
corrente na armadura, 7,, € a equacdo (A.6) representa a equagdo para o deslocamento angular,

6.

Na maioria dos casos encontrados na literatura, considera-se que a indutancia do motor,
L., seja desprezivel ( e, portanto, igual a zero ) em (A.5), ou que ndo haja variagdo de corrente de
armadura (i, = 0). Combinam-se, entdo, as expressdes (A.5) e (A.6) isolando-se i, em (A.5) e
substituindo em (A.6). Obtém-se, neste caso, uma unica equagdo representativa do

comportamento do motor de corrente continua ( equacdo para & ). Esta consideragdo (

. e (. L, ,
simplificagdo ) geralmente ¢ feita nos casos aonde a constante de tempo elétrica do motor, —*, é

a

Ra (]motor + ]

KK,

carga)

muito menor que a constante de tempo mecénica do motor, ( Fu et al,

1987).

No estudo realizado aqui, trabalha-se com o modelo mais geral do motor, conforme
representado pelas equagdes (A.5) e (A.6), sem desprezar a induténcia do motor e, portanto,
considerando variagdes na corrente de armadura. Com efeito, o comportamento dindmico do
motor no caso ndo ideal € uma incognita e devera ser verificado devidamente.

A.2 - Acoplamento entre o atuador e a estrutura a ser movida

A opgdo por uma abordagem de sistema dindmico ideal ou por uma abordagem de sistema

dindmico ndo ideal [Kononenko, 1969] irda depender da maneira como o acoplamento atuador-
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estrutura for considerado. Na equagdo (A.6), dependera das consideracdes feitas para a

representagdo do torque 7 .

Optou-se neste apéndice por comegar pela abordagem néo ideal, no caso, a mais geral. A
abordagem ideal, como sera visto adiante, representa uma simplificagdo da abordagem do tipo ndo
ideal.

A simplificagio citada no paragrafo anterior, contudo, em alguns casos, podera gerar um
comportamento completamente diferente para o sistema em questio. Por esta razio, esta

consideracdo ( ideal / ndo ideal ) torna-se importante no modelagem de tais sistemas.

Seja o seguinte esquema representativo do eixo do motor e seu acoplamento a estrutura

flexivel de rastreamento sob anélise :

este lado )
acoplado T(t) eixo
ao motor

estrutura
flexivel

Figura A.1 - Acoplamento motor-estrutura flexivel de rastreamento

Se o eixo em questdo for suficientemente curto ( como, na realidade, se pretende que
seja ), poder-se-a considera-lo rigido. Assim, o torque total, T, atuando sobre a estrutura flexivel

pode ser escrito como :

T=-M+1,,.6 (A.7)
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aonde o pardmetro M representa o momento de flexio da viga atuando sobre o eixo do motor ( ou
sobre o eixo que produz o deslocamento angular, @, no caso de haver uma caixa de transmissao
mecénica ).

Na figura A.1, a caixa de transmissdo ndo se encontra representada. Contudo, o
parametro I, podera também incluir a inércia das engrenagens associada ao sistema de
transmissdo mecanica. Neste trabalho, devido as complexidades ja consideradas, a caixa de

transmissdo esta sendo considerada sem folgas e atritos internos.

Assim, a equagio (A.6) pode ser reescrita como :
(Laiso + ImotorNg )6 + (N )0 ~(NgK, Jig =M =0 (A8)

O momento M pode ser representado, para o modelo de curvatura linear [ Craig,1981,
Hurty, 1964 ; Paz, 1991; Popov, 1978 ], como :

M = EIv" (A.9)

e para o modelo de curvatura ndo linear, de acordo com as consideragdes deste trabalho, como :
” 1, ' 3 2
M=FElv"+2uv" +u"v -Ev’ v (A.10a)

aonde os parametros E e ] e as varidveis v e u sdo definidos nos capitulos 2 e 3.

Utilizando as expressdes para u’ e u” desenvolvidas no capitulo 3 ( expressdes (3.33) e

(3.34) ), a expressao A.10a sereduz a

M= El(v” + -;—v’zv”) (A.10b)
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Expandindo v ( de acordo com 2.32 ) em (A.10b), obtém-se -

i=l i=] j=lk=1

M= EI[Z"Z O/(IBI(0)+ 23 3 300100, (1)04(1)61(0 )8} (0 (0)}

(A.10¢)

Mas como, de acordo com as condi¢des de contorno (2.37), ¢/(0 )=¢:(0)=0, a

expressdo (A.10c) reduz-se a expressio A.9 na origem ( x = 0 ). Com efeito, pois, na raiz

(origem ), a condi¢do de contorno € a mesma para os dois modelos de curvatura.

Assim, valendo-se da expansdo para v discutida nos mesmos capitulos 2 e 3, e utilizada

anteriormente neste apéndice, pode-se reescrever A.8 como :
. . n
(Teswo + L motorNg )6 + (NG )6~ (N K, )i, — EIY. Qy(1)$(0) = 0
j=1

(A.11)

Assim, as equagBes (A.5) e (A.11) representam agora as equacgdes ( dimensionais )
governantes do movimento de um motor de corrente continua atuando como uma fonte de

poténcia limitada ( ou ndo ideal ).
A.3- Equacio da fonte de poténcia ideal

O sistema de equagdes representando a fonte de poténcia ilimitada ( ou ideal ) é fornecido
pela equagdo (A.5) e pela equagio (A.8) fazendo-se, nessa ultima, o momento M igual a zero , ou

seja :

Lyi, + Ry, +KyN 0 =U

(]eixo+]motorN§)é+(cmN§)é"'(NgKt)ia =0 (A.IZ)
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Neste caso, a dindmica da estrutura flexivel de rastreamento, representada pelo parametro
M, ndo influencia a dindmica do motor. Apenas o oposto ocorre, ou seja, a dindmica do motor

influencia a dindmica da estrutura movida.

Nos sistemas ideais, a variavel 8 podera ser prescrita, ou seja, conhecida de antemao.

A.4- Equacio da fonte de poténcia nio ideal

O sistema de equagdes representando a fonte de poténcia limitada ( ou ndo ideal ) e

fornecida pelas equagdes A5 e A.11, reproduzidas a seguir :
L, +Ryi, +K,N,06=U
(Lo + Lmotor N3 )0 + (N3 )6 = (N K, )iy = EIY,0;()](0) =0
i=1

(A.13)

A fonte de poténcia ¢ considerada limitada, neste caso, porque depende da dindmica da
estrutura, ou seja, da deflexdo, ¢, que é uma quantidade limitada. Quando a estrutura flexivel
vibra, esta vibragdo altera o comportamento da fonte da excitagdo sobre a mesma, que altera o

comportamento da fonte da excitagdo e assim por diante . Por esta razéo, torna-se impossivel

prescrever a variavel 6 sem conhecer a vibragdo da estrutura flexivel.

A.5- Adimensionalizacio das equacdes da fonte de poténcia nio ideal

Os procedimentos seguidos aqui s3o os mesmos apresentados nos Capitulos 2 e 3 para a
adimensionalizagio das equagBes governantes do movimento para a estrutura flexivel de

rastreamento e, portanto, maiores explicagdes poderdo ser encontradas naqueles capitulos.

. s . . . . * %
Sejam as variaveis adimensionais deslocamento angular, 6 , corrente de armadura, 7,, €

. * . . .y - . . .
tensdo elétrica, U, associadas as respectivas varidveis dimensionais de acordo com :
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O=c6”
i, =i, ei, (A.14)
U=v, elU”

aonde a corrente caracteristica, i., e a tensdo elétrica caracteristica, v, , sdo representadas por

[ Sah, 19901 :

i, === A15

¢ T (A.15)
K

v, = oy (A.16)
Lm

Seja a segunda das equagdes A.13 reescrita como :
(Leixo + ImotorNg )8 +(cuNZ )~ (N K, )iy — EB" =0 (A.17)

Reescrevendo as derivadas da primeira das equagdes (A.13) e da equagdo (A.17) em
fungdo dos novos pardmetros independentes tempo adimensional e espaco adimensional,

conforme descritos nos Capitulos 2 e 3, obtém-se :

1Y i . 1} oo
Ly = | =5 |+ R, +K)N,| = | — |=U
[TJ{E% } ’ g[T (51 J

2 (1Y d% 1Y 26 .
(Ieixo +ImotorNg)[F)[at*2 J + (CmNg )(?}(5‘{";} - (NgKt)la -

1Y &%v
—E[ =TTy = 0
[Lz )(ax 2 }

(A.18)
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Substituindo em (A.18) as variaveis adimensionais (A.14), obtém-se:
K o K x .+ [ KyR *
L, L) 2e ei, +R,| =% eia+KbNg(—l—)e¢9 =| =2 U
TAL, L, T L,

1 ¥ 1 2% K K
(Ieixo'}'lmotorN;)(}“z’]EQ +(CmN§)[-]-;—)69 —(NgKt)(_Ij—é—JElam

m

’EIG&’] eL(v' )"=0
(A.19)

A partir deste ponto, as varidveis adimensionais serdo representadas sem o (¥).

1
Multiplicando as equagdes (A.19) por — resulta :
€

1 Kb . Kb . 1Y
Lm(}')[};—]la +Ra [—Z:‘)Ia +KbNg (}—;)9 =

(Lewo + I'"O"”'Ng)(_ﬁ]e + (cmNé )(?JB - (NgKt )[-L_LJIG -

- EI(——I—-—)LV” =0
2

/—_';;

S
8

N’
)

(A.20)

.. L
Multiplicando a primeira das equagdes (A.20) por -—Ig— e a segunda por — resulta :

b
. T . [ R, T
i, + Re i, +N6 = —— U

L, L

m

2 00
(Iegxo+]motorNg)L ’n cmN?gL é..(NgKthL)i " =0 (A.22)
; X
EIT? EIT EIL,
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EIT?
3 resulta :
(J eixo T I motorN g )L

Multiplicando a segunda das equagdes A.22 por (

. R, T . (R, T
( : J,-awge:[ a ]U (a23)
Lm Lm
y caNZT ). N K,K,T? _ EIT? .
e+ 3 6 - 5 ig — 5 v'=0
1 €ixo +N gI motor Lm (I eixo T N g] mator) L(I eixo T N gl motor)
(A.24)

Expandindo novamente v em (A.24), resulta, finalmente :

I, +coji, +c0,0 =co,U (A.25)
6 +co360—coyi, —cos> Q,(1)pl(0)=0 (A.26)
i=1
R,T
Le
g
¢, N2T
[eixo + N:gzlmator
N K,K,T?
Lm (]eixo + Nélmotor )
EIT?
L(I eixo T N ;I mator)
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que sio as equagdes adimensionais do motor ndio ideal. As condigSes de contorno sio

representadas por :

i,(0)=0
0(0)=0 (A27)
8(0)=0

Para a abordagem de sistema ideal, basta fazer cos igual a zero em A.26. Em outras

palavras, ndo se considera a interagio motor-estrutura ( ou a influéncia da estrutura na dinamica

do motor ).



Apéndice B

Projeto do suporte para o estudo de

estruturas flexiveis de rastreamento

Este Apéndice B apresenta o projeto do suporte desenvolvido no Nowlinear Vibration
Laboratory ( ESM - Virginia Polytechnic Institute and State University ) por este e pelo Prof. Dr.
Dean T. Mook para o estudo de estruturas ( tipo viga ) flexiveis de rastreamento e algumas

fotografias relacionadas ao experimento.

A Figura B.1 apresenta o conjunto completo do suporte, em corte, seguida do detalhamento
de cada uma das partes componentes, referenciadas de acordo com uma letra ( A, B,... ),

conforme apresentado na mesma Figura B.1. Nesta figura ¢ também representado, em escala, o

motor de corrente continua utilizado e como este se encaixa no conjunto.

As Figuras B.2 a B.5 mostram fotografias do sez-up experimental, do protétipo ( suporte ) e

das vigas utilizadas nos ensaios.
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Figura B.1 - Prot6tipo experimental ( projeto ): conjunto completo
325



QonGw

06z9 ¢
TG
o g2ld

QRDE'|

0ooLE * \

L oadtE
DAEE'Z

GO0 L

-

Q057

b

ey

Ho0s'g
gy
oooa's =y

326



u«.ﬂmﬁc -
| 3.1000
2.1000

| 5000 18000

RN
1

O.F500

1,5 1.40001,1251.0000F= ==== 1.0000 1.,

125
1

e
3
i
i
i
s
|
i

327

v 0000 1.0000

il L ol i




A
0'6
!

328



é,bz

THEL

329



1

330



L

[sa}



Figura B.2 - Protétipo experimental ( suporte + motor + viga ) nas instalagdes do
Laboratorio de Vibrages Nfo Lineares da Virginia Tech.

Figura B.3 - Visdo geral do sef-up experimental
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Figura B.4 - Diferentes vigas utilizadas como estruturas de rastreamento com diferentes
graus de flexibilidade.

Figura B.5 - Protétipo experimental
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