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Resumo

PEREIRA, Carlos Eduardo Leite, Andlise de Sensibilidade Topoldgica em Problemas de Nao-Linearidade
Geométrica e Hiperelasticidade Ndao-Linear Quasi-Incompressivel, Campinas, Faculdade de En-

genharia Mecanica, Universidade Estadual de Campinas, 2006, 115p., Tese (Doutorado).

No presente trabalho, tem-se como objetivo realizar a otimizagao topoldgica em problemas de elas-
ticidade envolvendo nao-linearidade geométrica (grandes deslocamentos e rotagoes) e nao-linearidade de
material, no caso, hiperelasticidade nao-linear quasi-incompressivel, aplicando o conceito de Analise de
Sensibilidade Topoldgica (AST) através de uma formulacao Lagrangiana total. A AST é caracterizada
por uma funcgao escalar, denominada Derivada Topoldgica, que fornece para cada ponto do dominio de
definicao do problema a sensibilidade de uma determinada funcao quando um pequeno furo é criado no
dominio. Assim, considerando a impossibilidade em se obter uma solucao analitica para os problemas
considerados no presente trabalho, uma expressao aproximada da Derivada Topolégica é obtida através
de uma analise assintética numérica para o problema envolvendo somente nao-linearidade geométrica
e posteriormente para o problema envolvendo hiperelasticidade nao-linear quasi-incompressivel. Resul-
tados numéricos para ambos os tipos de problema e as limitagoes quanto a aplicabilidade da Derivada

Topoldgica aproximada obtida para tais problemas sao apresentados.

Palavras-chave
Otimizagao Topoldgica, Elementos Finitos, Elasticidade Linear e Nao-Linear, Andlise de Sensibilidade

Topolodgica, Derivada Topolégica



Abstract

PEREIRA, Carlos Eduardo Leite, Topological Sensitivity Analysis in Problems with Geometric Non-
Linearities and Nonlinear Nearly-Incompressible Hiperelasticity, Campinas: Faculdade de Enge-

nharia Mecénica, Universidade Estadual de Campinas, 2006, 115p., Tese (Doutorado).

The aim of the present work is to optimize the topology of elasticity problems with geometric
nonlinearities (large displacement and rotation) and material nonlinearities, in this case, nonlinear
nearly-incompressible hyperelasticity applying the concept of Topological Sensitivity Analysis (TSA)
and a total Lagrangian formulation. The TSA results in a scalar function, denominated Topological
Derivative, that gives for each point of the domain the sensitivity of a given cost function when a
small hole is created. As an analytical solution is impossible for the considered problems in the present
work, an approximated expression for the Topological Derivative is obtained by numerical asymptotic
analysis first for geometric nonlinearities and after for nonlinear nearly-incompressible hyperelasticity.
Numerical results for both problems and the limitations of the approximated Topological Derivative

are presented.

Keywords
Topological Optimization, Finite Elements, Linear and Nonlinear Elasticity, Sensitivity Analysis, To-

pological Derivative
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivagao

Em muitos projetos de engenharia é interesse do projetista conhecer a forma étima da estrutura,
de tal modo que a mesma desempenhe, da melhor maneira possivel, a sua tarefa. Muitas técnicas
baseadas em métodos da programagao matematica surgiram, principalmente nas décadas de 70 e 80, e

constituem atualmente uma area de intensa pesquisa.

As técnicas de otimizacdo topolégica! permitem obter a forma étima de uma determinada estru-
tura que minimize uma determinada func¢ao custo, de tal forma que respeite determinadas restrigoes
impostas ao problema fisico com pouca ou nenhuma informagao sobre a morfologia inicial da estrutura,

ver Figura 1.1.

Figura 1.1: Otimizagao topoldgica.

5 importante mencionar que o presente trabalho nao versa sobre otimizagao topoldgica no sentido estrito da termi-
nologia. Visto que nao é apresentado nenhuma aplicagdo de algoritmos de programagao matemaética na obtengao dos
resultados. Para uma visdo geral dos métodos de otimizagao topoldgica, ver (Eschenauer e Olhoff, 2001).



Por sua vez, as técnicas que se baseiam em Analise de Sensibilidade & Mudanca de Forma (ASMF)
requerem um conhecimento prévio da morfologia, sendo a forma 6tima obtida através de mudancas na
geometria do contorno do dominio considerado, ver Figura 1.2. Contudo, a ASMF estd atualmente em
um estagio bem avancgado, sendo possivel encontrar um grande nimero de publicagoes visando o desen-
volvimento das expressoes de andlise de sensibilidade ou aplicacoes da otimizacao de forma em diversos
problemas de engenharia. Pode se citar problemas envolvendo néo linearidade geométrica (grandes
deslocamentos, rotagoes e deformagoes), nao linearidades de material (plasticidade, hiperelasticidade,

viscoplasticidade) e nao linearidades de contorno (contato sem atrito e com atrito), etc.

—>

Figura 1.2: Otimizacao de forma.

Varias técnicas de otimizagao topoldgica foram propostas ao longo dos anos. Recentemente, uma
nova aboradagem baseada na ASMF tem despertado o interesse de varios pesquisadores nos meios
académicos em diversos paises. Este novo conceito, se beneficia do arcabougo matematico desenvolvido
para a ASMF e tém sido citado pelos pesquisadores como Analise de Sensibilidade Topoldgica. E
caracterizada por um fungao escalar denominada Derivada Topoldgica que da a sensibilidade de uma
determinada funcao custo quanto a criagao de pequenos furos no dominio de definicao do problema.
Portanto, esta nova metodologia abre caminho para aplicagoes de otimizacao topolégica em uma vasta

gama de problemas lineares e nao-lineares da engenharia e da fisica matematica.

1.2 Revisao Bibliografica

A primeira tentativa de se procurar a forma étima de elementos estruturais aparece no trabalho de
Galileo Galilei (Galilei, 1638). Neste livro, foi realizada a primeira investigagao sistemética no processo
de fratura de corpos frageis. Neste contexto, descreveu-se a influéncia da forma de um corpo em sua

resisténcia, propoOs-se e respondeu-se questoes atribuida a “Teoria dos corpos com igual resisténcia’.



Também pode-se citar os trabalhos do estudioso James Clerk Maxwell (1831-1879) dedicados a for-

mulagoes do problema de otimizagao estrutural apud (Timoshenko, 1953).

Visando o aumento de demanda por eficiéncia, confiabilidade e ciclos de desenvolvimento de
produtos mais curtos, tém-se tornado inevitdvel o uso de técnicas e procedimentos computacionais
para resolver os atuais problemas de Engenharia. Grandes progressos tém sido obtidos na anélise
computacional de estruturas e componentes, especialmente por meio do versatil Método dos Elementos

Finitos (MEF).

Neste sentido, técnicas de otimizagao baseadas na Analise de Sensibilidade & Mudanca de Forma
(ASMF) tém desempenhado um papel bastante importante desde a segunda metade da década de
70. Houve um grande desenvolvimento no sentido de fundamentar as bases matematicas da ASMF,
principalmente pela publicacao da peculiar tese de doutorado (Murat e Simon, 1976). Posteriormente,
grandes contribuicoes foram realizadas no sentido da fundamentacao matemaética e aplicacoes a proble-
mas de Engenharia, (ver por exemplo, os anais do Congresso Optimization of Distributed Parameters

Structures, realizado em Iowa no ano de 1981 (Haug e Céa, 1981)).

Atualmente a ASMF estd com suas bases mateméticas bem postas (ver, por exemplo, (Sokolowski
e Zolésio, 1992) e (Pironneau, 1984)) e aplicagdes a diversos problemas lineares e nao-lineares tém
sido desenvolvidos ao longo dos anos, (ver por exemplo, (Kim, 1999) e (Silva, 2003)). No entanto, o
inconveniente desta técnica é de apenas permitir mudangas na fronteira da configuracao inicial, exigindo
hipéteses prévias sobre a topologia inicial do dominio de definicao do problema, ver Figura 1.2. Para
uma revisao detalhada sobre técnicas de otimizagdo e ASMF ver a Secdo 1.2 da tese de doutorado

(Silva, 2003).

Em muitas aplicacoes, procedimentos de otimizacao de dimensoes de componentes tém se tornado
de uso geral. Entretanto, o desenvolvimento de métodos e estratégias aplicaveis ainda estao em progresso
no sentido de gerar topologias iniciais melhores possiveis para componentes estruturais. Uma revisao dos
diferentes procedimentos é dada em (Bergmann e (eds), 1989), (Eschenauer et al., 1982), (Eschenauer

et al., 1991), (Gallagher et al., 1973) e (Sobieszczanski-Sobieski, 1989).

Nos tdltimos anos, grandes esforgos tém sido feito no desenvolvimento de procedimentos de oti-
mizagao topoldgica. Ha varias diferentes estratégias cujo uso em muitos casos dependem altamente do
problema em questao. Tais estratégias visam determinar a topologia étima de acordo com o problema

de otimizagao definido, independentemente do projetista. Este, no entanto, deve avaliar e controlar o



trabalho iterativo do processo de projeto, pois um célculo de otimizacao isolado freqlientemente nao
leva & um resultado 6timo. Assim, é importante incluir a criatividade do projetista, especialmente

naqueles caso que nao podem ser modelados suficientemente no processo de otimizagao.

Michell (Michell, 1904) desenvolveu uma teoria de projeto para a topologia de estruturas de barras
esbeltas que sao 6timas em relagdo ao peso. As barras nestas estruturas sao todas perpendiculares uma
em relacao as outras e formam um sistema 6timo em termos de maxima tensao de tracao e compressao.
Generalizagoes subseqiientes foram feitas por Prager (Prager, 1969), (Prager, 1974) e Rozvany e Prager
(Rozvany e Prager, 1976), que resolveu um grande ntimero de problemas de otimizagao topolégica por
processos analiticos baseados em critérios de otimalidade. Para uma revisao geral, ver (Rozvany et al.,

1993) e (Rozvany et al., 1989).

Otimizacao topolégica é freqiiéntemente chamada de otimizacdao de layout ou otimizacdo de forma
generalizada na literatura, conforme (Olhoff e Taylor, 1983), (Kirsch, 1990), (Bendsge et al., 1993),
(Rozvany et al., 1995), (Bendsge e Soares, 1993), (Cherkaev, 2000) e (Rozvany e Olhoff, 2001). A
importancia deste tipo de otimizagao estd no fato que a escolha da topologia apropriada da estrutura
na fase conceitual é geralmente o fator mais decisivo para a eficiéncia do novo produto. Além do mais,
a otimizacao de parametros e forma nao pode mudar a topologia da estrutura durante o processo de
otimizagao. Assim, uma solucao obtida por meio de um destes métodos terd a mesma topologia que o
projeto inicial, (ver Figura 1.2). A otimizacao topoldgica é por isso mais valiosa como ferramenta de
pré-processamento para otimizagao de parametros e forma (Fleury, 1986), (Bremicker et al., 1991) e

(Olhoff et al., 1991).

Existem dois tipos de otimizagao topoldgica, discreta e continua, dependendo do tipo de estrutura.
Para estruturas inerentemente discretas, a topologia étima consiste na determinagao do nimero étimo,
posicao e conectividade dos membros estruturais. Esta drea de pesquisa foi ativa por varias décadas e
intensamente desenvolvida por Prager e Rozvany. Uma revisao completa sobre otimizacao topoldgica
de estruturas discretas pode ser encontrada nos artigos de revisao (Rozvany et al., 1992) e (Rozvany
et al., 1995), na monografia de Bends¢e (Bendsge, 1995) e nos trabalhos (Eschenauer et al., 1982),
(Olhoff e Rozvany, 1995), (Gutkowski e Mroz, 1997), (Rozvany, 1997).

Na otimizagao topologica de estruturas continuas, a forma dos contornos externos bem como
dos contornos internos e o nimero de furos internos sao simultaneamente otimizados com respeito a

fungao objetivo pré-definida. E assumido que o carregamento é prescrito e que uma dada quantidade de



material é especificada em um dominio 2D ou 3D com dadas condicoes de contorno. Ha varias pesquisas
ativas concentrando-se nestes problemas e diferentes procedimentos de solucao tém sido desenvolvidos,
desde a publicagao dos artigos (Bendsge e Kirkuchi, 1988) e (Bendsgpe, 1989). Exemplos de publicagoes
mais recentes que oferecem uma revisao geral sobre o assunto sdo (Atrek, 1993), (Kirsch, 1990), (Maute

et al., 1999), (Novotny et al., 2003), (Labanowiski, 2004) e (Amstutz e André, 2005).

Genericamente, a otimizacao topoldgica de estruturas continuas pode ser classificada em duas
classes de abordagem, a abordagem Material ou Micro e a abordagem Geométrica ou Macro. Como
exemplo de técnica pertencente a abordagem Material ou Micro, pode-se citar o método SIMP (Solid
Isotropic Microstructures with Penalization). Os métodos ESO (Evolutionary Structural Optimization)

e TSA (Topological Sensitivity Analysis) pertencem a classe da abordagem Geométrica ou Macro.

Na abordagem SIMP, um campo de densidade p(x) € [0, 1] é definido como varidvel de projeto e
as derivadas totais sao calculadas na forma tradicional. J4 no método ESO é definida uma sensibilidade
aproximada baseada na diferenca finita da funcao custo quando um elemento é removido da malha,
para maiores detalhes, ver (Labanowiski, 2004). Finalmente, o método TSA calcula a sensibilidade de
uma funcao custo quando um pequeno furo é criado em determinado ponto do dominio de definicao do

problema (Novotny et al., 2003).

A primeira abordagem de otimizacao topoldgica, a partir da otimizacao de forma, foi proposta
por Céa et al. em 1973 (Céa et al., 1973; Céa et al., 1974), através da combinagdo de um método
de ponto fixo e a sensibilidade de forma para todo o dominio. A forma e a topologia étima sao
ambos obtidos em um vnico processo. Posteriormente, Schumacher introduziu a primeira definicao
de gradiente topolédgico (Schumacher, 1995). O propésito de Schumacher era introduzir um pequeno
furo no dominio de definicao do problema e aumentd-lo com as ferramentas de otimizacao de forma
classicas, citada como método bolha. Sokolowski et al. deram as primeiras justificativas matematicas
deste método (Sokolowski e Zochowski, 1997). Posteriormente, Masmoudi estendeu a definicio de
gradiente topoldgico para o caso de condi¢ao de contorno de Dirichlet no contorno do furos (Masmoudi,

1998).

No entanto, este conceito, embora extremamente geral, mostra-se, de certa forma, restritivo,
devido a dificuldade matematica na obtencao da derivada topoldgica. Tentando superar tais dificul-
dades, Garreau et al. propos o Método do Dominio Truncado para o cédlculo da derivada topoldgica

(Garreau et al., 1998). Porém este método nao se mostrou eficaz pelo fato de exigir varias hipéteses



simplificadoras, sendo a mais severa, a limitacao da teoria apenas para fungoes custo que nao dependem
explicitamente do dominio de definicao do problema. Por exemplo, se o funcional de energia poten-
cial total do sistema for escolhido como funcao custo, o Método do Dominio Truncado conduz a um

resultado absurdo, resultando a derivada topolégica nula em todo o dominio do problema.

Seguindo o mesmo caminho, nos trabalhos (Sokolowski e Zochowski, 1999) e (Céa et al., 1998),
a derivada topoldgica foi calculada via Analise de Sensibilidade & Mudanga de Forma. Porém, apenas
se mostrou correta para o caso particular de condi¢ao de contorno de Neumann homogénea nos furos.
Enquanto que para outros tipos de condi¢ao de contorno nos furos (Neumann nao-homogénea, Dirichlet
e Robin) a abordagem resultou incorreta. Em conseqiiéncia, nos trabalhos (Garreau et al., 1998)
e (Garreau et al., 2001) afirmou-se que a Anédlise de Sensibilidade & Mudanca de Forma conduz a
resultados incorretos quando utilizada no célculo da Derivada Topolégica. Esta questao foi resolvida no
trabalho de doutorado de Novotny (Novotny, 2003), no qual se demonstrou formalmente a relacao entre
a Derivada Topoldgica e Anélise de Sensibilidade & Mudanga de Forma. Tal relagdo foi formalmente
demonstrada através de um teorema, que conduz a uma nova metodologia que permite aplicar a Analise

de Sensibilidade Topoldgica para uma vasta classe de problemas da Engenharia e da Fisica.

Partindo desta metodologia, a derivada topoldgica para problemas de condugao de calor em regime
estaciondrio (Novotny et al., 2003) e elasticidade plana e 3D lineares (Novotny, 2003) foi determinada.
No caso de problemas néao-lineares, a inica publicagao até o momento, é o trabalho de Novotny (Novotny
et al., 2005a), no qual a derivada topolégica é obtida para o problema de torgdo nao-linear de uma
barra prismatica sujeita a fluéncia estacionaria, caracterizada pela equacao de p-Poisson. Portanto,
o conceito de Andlise de Sensibilidade Topolégica tem sido aplicado somente em problemas lineares
ou nao-lineares no caso potencial. Até o presente trabalho, nenhuma aplicacdo a problemas vetoriais

nao-lineares foi apresentada.

1.3 Objetivos

Baseando-se no atual estagio de pesquisa em Anélise de Sensibilidade Topolégica exposto na secao

anterior, o presente trabalho tém os seguintes objetivos:

e Aplicar o conceito de derivada topoldgica desenvolvido em (Novotny, 2003), para problemas ve-

toriais nao-lineares, descritos por uma formulagao Lagrangiana total;



e Desenvolver uma expressao aproximada da derivada topoldgica para problemas de elasticidade
envolvendo nao linearidade geométrica (grandes deslocamentos e grandes rotagoes), com material
linear, homogéneo e isotrépico (Lei de Hooke). Uma expressao analitica para a derivada topoldgica
para tal problema se mostra invidvel, devido & nao existéncia de uma solucao analitica para as
equagoes nao-lineares que descrevem o problema. Conseqiientemente, experimentagoes numéricas
é adotada com o objetivo de obter uma expressao aproximada para a derivada topoldgica, tal

como proposto em (Novotny, 2003);

e Mostrar a validade da expressao aproximada da derivada topoldgica para o problema envolvendo

nao linearidade geométrica através de exemplos numéricos e discutir suas limitacoes;

e Desenvolver uma expressao aproximada da derivada topolégica para problemas envolvendo nao
linearidade geométrica e nao linearidade material. Neste caso, o material a ser considerado apre-
senta um comportamento hipereldstico nao-linear quase-incompressivel, caracterizado pelo fun-
cional densidade de energia de distorcao de Mooney-Rivlin de dois pardmetros mais o termo da
densidade de energia dilatagao do material, conforme descrito por (Silva, 2003). Seguindo o mesmo
procedimento para o problema envolvendo somente nao linearidade geométrica, a expressao final

da derivada topoldgica aproximada serd obtida por meio de experimentagoes numéricas;

e Mostrar a validade da expressao aproximada da derivada topoldgica para o problema de hiperelas-

ticidade nao-linear quase-incompressivel através de exemplos numéricos e discutir suas limitacoes.

1.4 Organizagao do Texto

De acordo com Segao 1.3, o objetivo deste trabalho é realizar a otimizagao topolégica em proble-
mas estruturais nao-lineares de grandes deslocamentos e hiperelasticidade quase-incompressivel apli-

cando o conceito de Andlise de Sensibilidade Topoldgica.

Assim sendo, no Capitulo 2 é apresentado o conceito de Derivada Topoldgica e sua conexao com
a Anélise de Sensibilidade & Mudanca de Forma formalizada na tese de doutorado (Novotny, 2003).
Além disso, o conceito é aplicado ao problema de elasticidade plana linear, conforme (Novotny, 2003), e
uma expressao exata para a Derivada Topoldgica é obtida. Além do mais, é apresentado um algoritmo
para otimizacao topoldgica visando utilizar o conceito em questao. Por fim, exemplos numéricos sao

apresentados.



No Capitulo 3, o conceito de Andlise de Sensibilidade Topolégica (AST) é aplicado ao problema de
deformacao envolvendo nao-linearidade geométrica, no caso, grandes deslocamentos, formulado através
de uma formulagao Lagrangiana total. Para isso, a andlise de sensibilidade & mudanca de forma é de-
terminada para o problema e posteriormente, uma expressao aproximada para a Derivada Topoldgica é
obtida através de experimentos numéricos. Em seguida, uma andlise em relacao a Derivada Topoldgica
aproximada obtida é realizada e suas limitagoes discutidas. Por fim, é apresentado um exemplo ilus-
trando a aplicagao do conceito de AST ao problema de uma viga longa sujeita a grandes deslocamentos,

porém, com material linear, homogéneo e isotropico.

No Capitulo 4, o conceito de AST ¢é aplicado ao problema de deformacao envolvendo nao lineari-
dade de material, no caso, hiperelasticidade nao-linear quase-incompressivel. Da mesma forma que no
Capitulo 3, primeiramente é desenvolvida a andlise de sensibilidade a mudanca de forma para o pro-
blema com base em (Silva, 2003) e em seguida uma expressao aproximada para a Derivada Topoldgica
é obtida por meio de experimentos numéricos. De forma similar ao Capitulo 3, uma andlise sobre as
limitacoes da Derivada Topoldgica aproximada obtida é realizada. Por fim, exemplos numéricos ilus-
trando a aplicacao de tal conceito em problemas de deformacao plana envolvendo material hiperelastico

nao-linear quase-incompressivel é apresentado.

No Capitulo 5, apresentam-se as conclusoes finais e as perspectivas de futuras pesquisas para o

assunto em questao.



Capitulo 2

Analise de Sensibilidade Topoldégica
(AST) em Elasticidade Linear

2.1 Definicao de Derivada Topoldgica

De acordo com (Novotny, 2003), a derivada topoldgica é uma funcao escalar, estabelecida em
todo o dominio de definicao do problema, que fornece a sensibilidade de uma determinada funcao custo

quando um pequeno furo é criado em determinado ponto.

Na defini¢ao original da derivada topoldgica (ver, por exemplo, (Garreau et al., 1998)), apds o
furo ser criado no processo de otimizacao, nao é mais possivel estabelecer um homeomorfismo entre o
dominio perturbado (com furo) e o ndo perturbado (sem furo), ou seja, ndo é mais possivel estabelecer
um mapeamento bijetivo continuo entre os dominios considerados de tal forma que o mapeamento tenha

uma inversa continua, (ver (Kreyszig, 1989)).

Considere os dominios Q e Q. € R”, sendo Q. = Q — B.. O contorno de €. é denotado por
I'. =T UJB. e B. = B. UOB, é uma bola de raio ¢ centrada em % € Q, cuja medida tende & zero
quando ¢ — 0 (reduzindo-se praticamente & um ponto). Desta forma, € representa o dominio nao
perturbado (sem furo) e ). representa o dominio perturbado (com um pequeno furo), conforme pode
ser visto na Figura 2.1. A definicao original da derivada topoldgica para uma funcao custo ¥ pode ser
escrita matematicamente da seguinte forma (Masmoudi, 1998)

Di (%) = ill% w’ (2.1)



sendo f () uma funcao regularizadora negativa, monotoénica e decrescente, de tal modo que f (g) — 0
quando ¢ — 0 (0 <& < 1) e que dependerd do problema em anélise. Essa definigdo estd ilustrada na

Figura 2.1.

OBe

P (Q) i (Qe)

Figura 2.1: Definigao original da derivada topoldgica, (Novotny, 2003).

Portanto, como pode ser observado, os dominios considerados nao possuem a mesma topologia.

Sendo assim, a derivada (2.1) nao pode ser calculada de forma convencional.

Novotny em seu trabalho de doutorado (Novotny, 2003) propos uma nova definigao para a derivada
topolégica. A idéia é partir de um problema em que o furo B. ja existe, ou seja, definir um mapeamento
entre (2 € R” e um outro dominio ;5. € RN, sendo de uma variacao do raio € de B, dando origem
ao furo B, s. em Q. s.. Assim, pode-se definir um novo dominio perturbado Q5. = Q — By s., sendo
o contorno escrito como I'c ;5. = 'UOJB. ., conforme ilustrado na Figura 2.2. Desta maneira, torna-se
possivel estabelecer um mapeamento bijetivo continuo entre 2. e Q.ys. que possua inversa continua.

Portanto, . e ... passam a ser homeomérficos, conforme (Kreyszig, 1989).

Desta forma, Novotny demonstrou que a Derivada Topoldgica pode ser redefinida da seguinte

forma

Dr (%) = lim

e—0

i, G - m R 22

Convém observar que a nova definigdo da derivada topoldgica, dada em (2.2), fornece a sensibili-
dade da fungao custo 1 quando o furo B, centrado no ponto X e com € — 0 aumenta de tamanho e nao
quando este é efetivamente criado, conforme a defini¢do original da derivada topoldgica (2.1). Porém,

Novotny provou que expandir um furo de raio €, quando € — 0, é equivalente a crid-lo. Entretanto, a
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Figura 2.2: Definigdo modificada da derivada topolégica, (Novotny, 2003).

acao de aumentar o furo B, pode ser interpretada como uma seqiiéncia de configuracoes, denotada pelo
parametro 7. Considerando que o dominio sofra uma perturbacao (aumento do furo), esta pode ser
representada por um mapeamento suave e inversivel dependente do pardmetro 7, definido como X' (x, 7)
com x € Q. C R" e 7 € . Assim, a seqiiéncia de dominios perturbados €2, e contornos perturbados

I"; pode ser definida como
Qr={x eR"Ix€Q, X, =X (x,7), Xr|,_g=%x€ Q| _o=Q},
Fr={x,eR"|Ixecl., x, =X(x,7), X/|,_g=%xe I';| _,=T.}.

Desta forma, o dominio .5, perturbado por uma expansao suave dec da bola B, e o seu

respectivo contorno I'c 5. podem ser escritos em relagao a 7 como

Qrse =0 =0 =Q, 5 e Togo=T,=T.=0,_,. (2.3)

Através de uma expansao em série de Taylor até o termo de primeira ordem em torno de 7 = 0,
o mapemanento X (x,7) é escrito explicitamente como

X (x,7) :X(X,O)—I—WT—I—O(T).

Desprezando os termos de alta ordem O (7) e lembrando que x, = X (x,7) e x = X (x,0), para 7

suficientemente pequeno, a relacao anterior torna-se

Xr =X+ 7V (X), (2.4)
_ 0X (x,0)

T

sendo v (x) uma a¢do de mudanca de forma, fazendo uma analogia com a Mecanica do
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Continuo (Gurtin, 1981). A expressao anterior pode ser entendida como a descri¢ao material do campo

de velocidade.

De acordo com (Zolézio, 1981) somente a componente do campo de velocidade v na diregao
normal ao contono I';, denotada por v,, € significativa nos calculos de sensibilidade. Portanto, o campo

de velocidade para produzir uma expansao uniforme na bola B, é definido como

v =1v,n com v, < 0 e constante sobre 0B; (25)
v=20 sobre I', considerando que I'. = 1" U 0B, '

Considerando o campo de velocidade dado pelas equagoes (2.5) e (2.4), a seguinte relacao é vélida
X, =X+ TU,n, VXEOIB.. (2.6)

Através da equacao (2.6) e das relagoes dadas em (2.3), é possivel associar a perturbagao de com

0 parametro 7 como
de = ||x; — x|| = ||Tvpn|| = T|vn|, Vx € OIB: eV x:€ 0Bcyse. (2.7)

Assim, com base nas defini¢oes dadas acima, a equivaléncia perfeita entre as defini¢cées de Derivada

Topoldgica dadas pelas equagoes (2.1) e (2.2) é formalizada através do seguinte teorema (Novotny, 2003).

Teorema 2.1 Seja f () uma fungdo regularizadora escolhida de modo que 0 < |DJ (X)| < co. Logo,
ambas as defini¢coes de Derivada Topoldgica dadas pelas equagoes (2.1) e (2.2) sao equivalentes, podendo
ainda ser escritas da sequinte forma

Q,
Di (%) = Dy (%) = |—1‘ lig 75 Witk N (2.8)

Demonstracgao 2.1 Ver Se¢ao 2.4 de (Novotny, 2003).

2.2 Derivada Topoldégica para Elasticidade Linear

Nesta secao, a derivada topoldgica para o funcional de energia potencial total serd determinada

para o problema de elasticidade linear, conforme discutido em (Novotny, 2003).

Considere um dominio aberto, limitado e nao perturbado Q. € R", cujo contorno I'; é suficien-
temente regular. O seguinte problema variacional pode ser definido na configuragao nao perturbada

Qg
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Encontre u. € U., tal que

a: (e, m.) =1l (m.), Vn €V, (2.9)

sendo U. = {u6 € [H! (Qa)}dim | uelr, = 1‘1} e V. = {na € [H! (Qa)]dim | .|, = O}, respectiva-
mente, os espagos dos deslocamentos cinematicamente admissiveis e das variacoes admissiveis em um
dominio de dimensao dim < 3; H' (Q.) é o espaco de Sobolev das funcdes com derivada primeira qua-
drado integravel no sentido de Lebesgue; @ é o deslocamento prescrito sobre o contorno de Dirichlet I'p.
Além do mais, a. (+,-) : U X V. — R é uma forma bilinear simétrica, limitada e coercivae l¢ (-) : V. — R
¢ uma forma linear e continua. Para o problema em questao, as formas abstratas a. (u.,n,) e lc (1,)

podem ser escritas como

a: (ug,m,) :/Q C:vu?- v do., (2.10)

ls(n5)=:/g b-1u;d95—%]§ t-m.dl., (2.11)
€ N

sendo C o tensor (de quarta ordem) constitutivo do material. Para o problema em questao, C é dado
por

Ep

R )

(I-v)I+vIeI)], (2.12)

com I e | os tensores identidade de segunda e quarta ordem, respectivamente; £ o médulo de elasticidade
longitudinal; v o coeficiente de Poisson; p a espessura do dominio. Além disso, b é o vetor de forga de
corpo uniforme e sobre ). e t é o vetor de carregamento prescrito sobre o contorno de Neumann I'x

comI'=TpUTly.

Também serd considerado que, o médulo de Young F, a densidade p e o coeficiente de Poisson v

sao considerados constantes em relacao a perturbacao representada por 7.

A expressao (2.9) representa a equacao de equilibrio na configuragao nao perturbada .. Porém,
apos a perturbagao de sobre o furo B, a equagao de equilibrio também deve ser satisfeita para qualquer
configuracao perturbada €1, ou seja, para V7 > 0, pois, é exigido que o corpo esteja em equilibrio em
qualquer configuracgao €2,. Dessa maneira, um novo problema variacional equivalente ao descrito pela

equagao (2.9) pode ser definido sobre 2, da seguinte forma:
Encontre u, € U, tal que

ar(ur,m)=10(n.), Vn,eVreVrT>0. (2.13)
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Adotando como funcéo custo a energia potencial total definida para toda configuracdo 7, a se-

guinte relacao pode ser escrita

V() = U.(uy) _ ! C:Vu?-vu? dQ, — [ b-u,dQ, —/ t-u, dl,
2 Ja, Q- Iy
1
= 3% (ur,ur) =l (uy). (2.14)

Através do conceito de Anélise de Sensibilidade & Mudanga de Forma, a sensibilidade da fungao
custo (2.14) em relagao a perturbagao criada pelo campo de velocidade definido em (2.5) é caracterizada

pela derivada total de ¥, (u,) em relacao & 7 em 7 = 0 da seguinte forma

d¥r (u)| W (ur) — W (uo)’ (2.15)

dr |,—o 70 T

sendo u, uma fun¢ao implicita de 7 através da equacao de estado (2.13) e ug = u,|__, = u. a solugao

da equagao de estado (2.9) definida na configuragdo nao perturbada €.

Formalmente, o célculo da derivada total do funcional ¥, (u;) em relagdo a 7 em 7 = 0, repre-
sentado pela equacao (2.15), pode ser posto da seguinte forma (Novotny, 2003)
dv, (u;)

dr =0 . (2.16)
Sujeito a: a, (ur,m,) =10, (n,) YN . €V,eVT>0

Calcule:

Isto é, a derivada total de ¥, (u,;) em relacdo a 7 em 7 = 0 sobre o plano tangente a restricio dada

pela equacao de estado.

O primeiro passo ¢ montar a funcdo lagrangiana associada a equagao (2.16) na configuragao

perturbada €).. Logo,
L (ur, A) =9, (ur) +ar (ar, Ar) — 1 (A7), VY A€V, (2.17)

Considerando que a equacao de equilibrio (2.13) é satisfeita para todo 7, entao a derivada total

da fungao lagrangiana (2.17) em relagao ao parametro 7 é

dL, dv, L. JOL, . oL, .

dr  dr  0Or +<8ur’u7> <8)\T’>‘T>’ (2.18)
com

. du, . dA,

uT_dTEVT e AT—dTeVT-
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oL,

or

De acordo com a equagao (2.17), a derivada parcial pode ser escrita como

oL, <ax1u7

g aT,l:l7-> +ar (1.17-7 AT) + ar (uT7 AT) -1 (AT) ) (219)

onde se considerou a bilinearidade de a, (u;, A;) e a linearidade de I, (A;).

L, . L
Através das equacoes (2.18) e (2.19), as derivadas direcionais <%, )\T> e <%, 1'17.> dao origem
T Uur

a seguintes condigoes:

1. Para u; € U, solucdo da equagao de estado (2.9) e considerando que . € V;, entio

<g—f\:, >'\T> = a, (u.,, >'\T) 1 (5\7) = 0. (2.20)

2. Para A; € V; solucao da equacao adjunta, tem-se

OL. .\ . ou, .\
<a—mau7>—ar(un)\r)+<8—mau7>—07

ou considerando a simetria da forma bilinear

v,
ar (Ar,ity) = — <%,ﬁr> . Vi, eV (2.21)

Portanto, se as equagoes de estado (2.20) e adjunta (2.21) sado satisfeitas, a seguinte relagao é
valida

dL, (u;, ;) OL, (u,, A,)
dr - or ’

(2.22)

pois neste caso u, e A, tornam-se fixos.

Assim, a sensibilidade do lagrangiano dada na equacao (2.17) para o funcional energia potencial
total (2.14), considerando que u, satisfaca a equacao de estado do problema (2.20) e A; a solucao da
equagao adjunta (2.21) (que para o funcional em questao, A; = 0, ver (Novotny, 2003)), pode ser escrita

como

0L, (u,)
7=0 or

oL, da; (ur,u;)

1
0T =0 2 or (2.23)

7=0
Como pode ser visto em (Novotny, 2003), as derivadas parciais das formas bilinear e linear da
equacao (2.23), em relacdo a 7 em Q7| _, = Q, podem ser calculadas através do Teorema de Transporte

de Reynolds (Gurtin, 1981), respectivamente, como

da, (ur,u;)

or

= / [(T- - vud) 1-2vul T.] - Vv . , (2.24)
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l; (u;)
or

:/ (b-w)I- Vv dS. , (2.25)
7=0 €

sendo T. e Vu?, respectivamente, o tensor de tensdo de Cauchy e o tensor de deformacio de Green-

£

Lagrange linearizado definidos na configuracao nao perturbada (..

Substituindo as equagdes (2.24) e (2.25) em (2.23), a derivada do langrangiano resulta em

oL,
or

= [ = VvdQ.. (2.26)
7=0 Qe

3. pode ser interpretado como o tensor momento energia de Eshelby (Eshelby, 1975) que para este

problema é escrito como

1
2= (T.-Vuf —2b-u.) 1 - Vu!T.. (2.27)

Através do Teorema da Divergéncia e da relacao tensorial div (TETuE) = div(T;) - u. + T - Vu,,
a equagao (2.26) pode ser escrita como

oL,
or

= Yn-vdl, — divX, - v df. . (2.28)
7=0 FE QE

Pode-se provar (ver Proposicao 4.1 em (Novotny, 2003)), que se u, e A;, sdo, respectivamente,

solugoes das equacgoes de estado e adjunta, entao,
divs. = 0. (2:29)

Assim, considerando a condigdo de contorno de Neumann homogénea (T.n = 0) sobre 0B;, o
campo de velocidade definido por (2.5), a relagao (2.18) e a equacao (2.8) do Teorema 2.1, a derivada
topoldgica, a menos do limite, resulta em

N 1 <
Dr (%) = —;1_1)% 7@ /635 <2TE -VuZ —b- ua) doB:; . (2.30)

A equacao (2.30) representa a derivada topoldgica, & menos de um limite, que deve ser calculada.
Para o problema em questao, é possivel calcular este limite através de uma andlise assintotica do termo
integrando, (ver Apéndice A de (Novotny, 2003)). Assim, considerando a auséncia de forga de corpo

(b = 0), a derivada topoldgica para elasticidade linear em estado plano de tensao pode ser escrita como

2 3v—1
Dr(X)=Dis (%)= ———T -Vu'+ —— T S, 2.31
T (%) 7 (%) 150 Vu” + T VQ)tr trVu (2.31)
Para o estado plano de deformacao, tem-se
1—v)4v -1
Dr(x)=Dy(x)=2(1-v)T- vu® + ( 5 (1/1)( 2V ] )trT trvVu?®, (2.32)
— 2
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sendo T e Vu® respectivamente, os tensores de tensdo de Cauchy e deformacio de Green-Lagrange

linearizado, definidos no dominio sem furo 2.

Para os casos particulares de tensao e deformagao planas, respectivamente, com v = 1/3ev = 1/4,
ambas as equagoes (2.31) e (2.32) reduzem-se a

3

Dr (%) = 5T vu®. (2.33)

2.3 Analise de Resposta

No presente trabalho, o problema variacional dado pela equagao (2.13) foi discretizado e resolvido
pelo Método dos Elementos Finitos (MEF). Obter uma solugao analitica para tal problema torna-se
impraticavel devido a complexidades envolvidas no problema, tais como geometria complexa, condicoes

de contorno e carregamento.

Entre os varios métodos numéricos de resolucao de resolucao de equacoes diferenciais existentes
(tais como, Método dos Elementos de Contorno, Método das Diferencgas Finitas, etc.), o MEF é o mais
difundido atualmente. Tal método pode ser entendido como uma maneira sisteméatica e geral de se
construir familias de subespacos de dimensao finita Uy, C U. Assim, o problema dado pela equacao

(2.13) pode ser reescrito da seguinte forma

Encontre up,. € Uy, , tal que

ar (uhpT,nhpT) =1, (nhpT) s YNy €Vip, CVreV 120, (2.34)

sendo Uy, o espaco das fungoes admissiveis discretizado; Vp,, o espago das funcoes teste admissiveis
discretizado; o indice h € (0, 1] C R o parametro de dependéncia da aproximagcao ao tamanho da malha;
o indice p € R o parametro de dependéncia da ordem polinomial das fungbes de base utilizadas para

gerar o espago de elementos finitos.

Como pode ser visto em vasta literatura referente ao MEF, (por exemplo, (Becker et al., 1981),
(Carey e Oden, 1983), (Oden e Carey, 1983), (Szabé e Babuska, 1991), (Zienkiewicz e Taylor, 1989) e
(Reddy, 1986)), a equacao (2.34) conduz a um sistema de equagoes lineares, escrito na seguinte forma

matricial

thﬁhp-r = fhp7 (235)
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sendo 1y, para o problema eldstico linear em questao, um vetor representando os deslocamentos
nodais; fy,, o vetor de carregamento externo equivalente; Ky, a matrix de rigidez global do problema.
Além disso, ¢ comum no MEF considerar que Uy, e Vp, sejam topologicamente equivalentes. Assim,
as mesmas funcoes de base sao utilizadas para gerar ambos os espacos Uy, € Vi), dando origem a uma
formulaca@o variacional simétrica (Becker et al., 1981). Tal consideracao é conhecida na literatura como
método de Bubnov-Galerkin e nos casos em que o operador diferencial do problema é auto-adjunto,
a matrix de rigidez do problema Kj,, resulta simétrica, facilitando, portanto, a resolucao do sistema

representado pela equagao (2.35).

2.4 Algoritmo de Otimizacao Topoldgica

A funcao derivada topoldgica fornece a sensibilidade de um determinado funcional quanto a
criagao de pequenos furos no dominio de definicdo do problema. Além disso, a derivada topoldgica
pode ser utilizada como dire¢ao de descida em um processo de otimizacao topoldgica, (ver (Céa et al.,
1998), (Garreau et al., 2001) e (Eschenauer e Olhoff, 2001)). Portanto, um algoritmo de otimizagao
topolégica que utilize a derivada topoldgica deve obedecer a um determinado procedimento de criagao

de furos no dominio em questdo. Além do mais, uma restricdo adicional do tipo
/ a0 <V, (2.36)
Q

sendo V o volume ou a 4rea minima do dominio, é considerada afim de evitar que o algoritmo tente
levar & solucdo trivial do problema, ou seja, meas (2) = 0. Assim, a restricdo (2.36) ndo é relaxada
na funcao lagrangiana (2.17), sendo imposta como um critério de parada do processo de otimizagao.
Sendo assim, no presente trabalho, o processo iterativo implementado pode ser esquematizado através

do seguinte algoritmo (Novotny, 2003).
Considere uma seqiiéncia de domfnios {€’}, sendo j a j-ésima iteragao, entdo:
1. Fornecer o dominio inicial €2 e o Critério de Parada, caracterizado pela primeira restricao de

(2.16), sendo V a drea ou volume final desejado e Vr valor da drea ou volume a ser retirado por

iteracao.
2. Enquanto o Critério de Parada nao é satisfeito, ou seja, enquanto / dQ) <V, faca:
Q
(a) Resolver os problemas (2.20) e (2.21) via MEF;

18



(b) Calcular Dy (%;)? na forma discretizada em todos os nés %, da malha de elementos finitos;

(¢) Criar os furos nos pontos X; da malha nos quais os valores da derivada topoldgica assumem

o menor valor, até que se atinja a area ou volume V'r especificado a ser retirado por iteracao;
(d) Definir o novo dominio /*1;

(e) Fazer j = j + 1 e retornar ao inicio do passo 2.

3. Ponto onde se espera obter a topologia final satisfatéria.

Em relagao a criagao dos furos no item (c¢) do algoritmo acima, adotou-se 0 mesmo procedimento
sugerido em (Novotny, 1998). Ao invés de adotar o ponto X; como sendo o baricentro do k-ésimo
elemento da malha, conhecida na literatura como método hard kill, (ver (Céa et al., 1998) e (Garreau
et al., 2001)), adotou-se o ponto X; como sendo o k-ésimo ponto nodal da malha'. Portanto, os
elementos a serem retirados sao aqueles que pertencem a uma determinada célula na malha, ou seja,
a composicao de todos os elementos que compartilham o mesmo né da malha, conforme ilustrado na
Figura 2.3. Desta forma, segundo (Novotny, 1998), instabilidades numéricas sao evitadas e a aparéncia
tipo dente de serra no dominio final é minimizada. Alguns resultados, utilizando tal medologia podem

ser encontrados em (Novotny et al., 1998).

i

il
ot

Figura 2.3: Procedimento de geragao de furos na malha.

10s valores nodais da derivada topolégica sdo obtidos, quando necessérios, através de um processo de suavizacio
global dos campos de tensao e deformacao, tal como proposto por (Hinton e Campbell, 1973). Ver também, Segao 3.2 de
(Bittencourt, 1996).



2.5 Estudo de Casos

Para ilustrar o conceito de Anélise de Sensibilidade Topoldgica para problemas de elasticidade
plana linear, serao apresentados nesta secao alguns exemplos de estruturas modeladas como estado
plano de tensoes. Portanto, considere um componente estrutural plano, caracterizado por um dominio
Q) € N2 e por uma espessura p € N que nestes casos serd considerada constante. Tais exemplos tém
sido utilizados na literatura para a convalida¢do do algoritmo de otimizagao (Novotny et al., 1998;

Driemeier, 2002).

2.5.1 Viga Curta Engastada

Neste exemplo, o modelo é representado por um dominio inicial retangular de dimensées L = 50
mm, espessura p = 5 mm, médulo de Young E = 210 x 103> N/mm? e coeficiente de Poisson v = 1/3.
A placa esta engastada na regiao denotada por a = 5 mm e submetida a uma carga concentrada de
F = 5000 N, conforme ilustrado na Figura 2.4(a). Para discretizar o problema foi utilizada uma malha
com 3656 elementos finitos triangulares lineares (ver Figura 2.4(b)). Além disso, foi considerado como
critério de parada que a érea final V = 0,40Vp, sendo Vj a drea inicial do dominio, retirando-se 1%
de area em cada iteragdo. A topologia final foi atingida apds 86 iteragoes do algoritmo de otimizagao
topolégica descrito na Secao 2.4. A Figura 2.4(d) ilustra o decaimento do valor do funcional de energia
potencial total em funcdo da iteracdo j. A topologia final é a mesma obtida em (Novotny, 2003), porém
com um ndmero maior de iteragbes devido a caracteristica de retirada de elementos do algoritmo

empregado.
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Figura 2.4: Viga engastada.
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2.5.2 Estrutura de Michell

Neste exemplo, o dominio inicial estd ilustrado na Figura 2.5(a), sendo L = 50 mm, p = 5 mm,
E =210 x 103> N/mm? e v = 1/3. A estrutura est4 submetida & uma forca concentrada F' = 5000 N.
Além disso, foi considerada a simetria do problema e uma malha com 3656 elementos finitos triangulares
lineares foi gerada, (ver Figura 2.5(b)). Como critério de parada, tomou-se a drea final V = 0,22V,
retirando-se 1% de drea em cada iteracao. A topologia final é obtida apds 139 iteragoes do algoritmo

da Segao 2.4. A Figura 2.5(d) ilustra o comportamento decrescente do funcional energia potencial total

2L

(b) Malha inicia com 3656 elementos lineares.

A T TR

R A AT AT ANATAN

| | | |
20 40 60 80 100 120 140

Iteragdes
(¢) Topologia em j = 139. (d) Energia potencial total x Iteracdo j.

Figura 2.5: Estrutura de Michell.

em funcao da iteracdo j. As mesmas observagoes feitas para o exemplo anterior relativas a topologia
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final sao vélidas para o presente exemplo.

2.5.3 Problema da Duas Barras

Neste exemplo, o dominio inicial, ilustrado na Figura 2.6(a), estd submetido & uma forga concen-
trada aplicada no meio da placa, sendo os demais dados idénticos ao problema da viga engastada, com
excecdo que a area final 6 V = 0,20Vp. Neste problema, a topologia final é obtida com 149 iteracoes e
o decréscimo do funcional de energia potencial total estd ilustrado na Figura 2.6(d). A topologia final

¢ a mesma obtida em (Driemeier, 2002).
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(c) Topologia em j = 149. (d) Energia potencial total x Iteracdo j.

Figura 2.6: Problema de duas barras.
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Uma observacao interessante a ser feita, é a respeito da descontinuidade apresentada na Figura

2.6(d) em j = 115. Tal descontinuidade surge quando a barra comprimida presente na topologia em

j = 114 se rompe, conforme pode ser visto nas Figuras 2.7(a) e 2.7(b). Tal rompimento resulta em um

elevado decréscimo da energia potencial total do sistema.

(a) Topologia em j = 114.

Figura 2.7:

VA AT A
VI\YA-T‘Y‘Y FAVANAYAS
RS,
ﬂb A VAT AT A AT AT AT AT
)

A"A
=¥ 4?,51’& L‘LTA'A"‘Y"LTA'A"‘Y‘
Y LT ‘L'A'A"‘Yl FANANANY

Sy
AT AT A AN AN
AT AT AT AT AN AW AT A AN
L"L"AY‘Y“’L"L"AYA"I

A
AYATL?.H'&YAYAYAYAVL‘

P A A AN AT AT A AN AN AN

(b) Topologia em j = 115.
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Capitulo 3

AST em Problemas com Nao

Linearidade Geométrica

3.1 Definicao do Problema

Neste capitulo, o problema a ser considerado envolve nao linearidade geométrica, no caso, grandes
deslocamentos. Neste tipo de problema a configuracao final do corpo, caracterizada pelo dominio
deformado 2 € R, difere bastante em relagdo a configuragao inicial, que neste trabalho serd adotada

como configuracao de referéncia, e é caracterizada pelo dominio Q° € .

Matematicamente, um corpo é deformado via um mapeamento injetivo f que relaciona cada ponto

material X € Q° a um ponto x € ©, ou seja,
x=f(X)eQ. (3.1)

O vetor u(X) = f (X) — X representa o deslocamento do ponto X, conforme ilustrado na Figura
3.1. Além do mais, é exigido que o corpo nao penetre em si mesmo, o que resulta na hipdtese de
f ser uma funcdo injetora, ou seja, uma relacio um para um entre os pontos X € Q0 e os pontos
x € ). Como VT representa localmente o volume deformado por unidade de volume nao-deformado

(ver (Gurtin, 1981)), a condigao de f ser injetora é satisfeita quando
det Vf > 0. (3-2)

No presente capitulo, considera-se a lei de Hooke generalizada para um material elastico, linear

25



Figura 3.1: Mapeamento entre dominio de referéncia nao-deformado Q° e o dominio deformado .

(com a deformagao), homogéneo e isotrépico. Portanto, para uma Formulacao Lagrangiana Total, a

relagao tensao-deformacao pode ser escrita da seguinte forma
S=C:E, (3.3)

sendo S o segundo tensor de tensao de Piola-Kirchhoff; E o tensor de deformacao finita de Green-

Lagrange escrito em relacao a u da seguinte forma
1
E = Vu’ + §VuTVu; (3.4)

C é um tensor de quarta ordem com simetrias maior (Cj;r; = Cpyi5) € menor (Ciji = Cjin). Representa

o tensor de elasticidade do material e é escrito da seguinte forma
C=2ul+AI®I), (3.5)
com fi e A as constantes de Lamé e | é o tensor unitério de quarta ordem.

Considera-se que o dominio de referéncia Q20 € R seja aberto e limitado e seu contorno '’ =
' ury, (1% NIr% =0) seja suficientemente regular, admitindo a existéncia de um vetor unitario
normal n em quase todos os pontos de I', exceto possivelmente em um conjunto finito de medida nula,
conforme ilustrado na Figura 3.2. Nesse caso, o Problema de Valor de Contorno (PVC) de equilibrio a

ser resolvido sobre Q0 = QY UTY, no sentido cléssico, pode ser escrito como:
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Encontre u € C?, tal que

DivP (u)+ by =0 em Q°
Pno = to em F?V ) (36)

_ = 0
u=—1u em I'p

sendo C? o espaco das funcdes com derivada segunda continua em Q°; P é o primeiro tensor de Piola-
Kirchhoff; by é um vetor na configuracio de referéncia Q°, suficientemente suave e constante, repre-
sentando as forgas de corpo; tg é um vetor na configuracao de referéncia representando o carregamento

prescrito no contorno F?V; e 1 o deslocamento prescrito em FOD.

Figura 3.2: Dominio de referéncia nao-deformado do PVC.

Conforme (Bonet e Wood, 1997) e (Belytschko et al., 2001), o primeiro tensor de tensao de
Piola-Kirchhoff P pode ser relacionado com o segundo tensor de tensao de Piola-Kirchhoff da seguinte

forma
P =FS, (3.7)

sendo F = (I+ Vu) o tensor gradiente de deformagao. Além disso, como F é nao simétrico, P, ao
contrario de S, também é um tensor nao simétrico. Portanto, devido a esta caréncia de simetria, o
segundo tensor de tensao de Piola-Kirchhoff S serd utilizado para representar o estado de tensao na

configuracido de referéncia Q¥ no presente trabalho.

O problema variacional correspondente a forma forte da equagao (3.6) é:
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Encontre u € U, tal que
a(u,6u) =1(du), VoueV, (3.8)
sendo U :{u € [H! (QO)]dim | ulpo = 1‘1} eV = {(5u € [H! (QO)]dim | dujpg = 0} e dim < 3.

A equagao (3.8) representa o Principio do Trabalho Virtual para o problema nao linear em
questao, uma vez que, du representa uma variagdo virtual da solugao u. Cabe salientar ainda que a
forma abstrata a (u,du) é limitada, linear em du, porém nao linear em u e [ (du) é uma forma linear e

limitada. Tais formas podem ser escritas da seguinte forma (Bonet e Wood, 1997)

a (u,u) = P-cSFdQO:/ S-(SEdQO:/ C:E-6Ed° (3.9)
0o 0o 0o
[(6u) = [ by-6ud® + / to - 6u dr? . (3.10)
Qo o,

O termo JE na equagao (3.9) representa uma variagao virtual do campo de deformagao e se

relaciona & du através da seguinte relagao (Belytschko et al., 2001; Bonet e Wood, 1997)

1 1
O = = (FT6F + 6FTF) = Vou® + 5 Vou''Vu+ 5V’ Vou. (3.11)

N —

3.2 Analise de Resposta para Problemas Nao-Lineares

O problema variacional representado pela equacao (3.8) é nao-linear em relagao ao vetor solugao
u. Portanto, uma estratégia basica de solucao consiste no particionamento do problema original numa
seqiiéncia de subproblemas lineares consecutivos. Cada subproblema é entao resolvido, sendo sua

solugao o estado inicial do subproblema seguinte (Simo e Hughes, 1998).

Em problemas nao-estaciondrios, esse particionamento corresponde a discretizacao do periodo
pela qual o fené6meno ocorre em incrementos de tempo por algum método de integragdo. Em problemas
estaciondrios, ou seja, independentes da variavel tempo, procedimento andlogo é aplicado, porém, ao
invés de incrementos no tempo, o particionamento se traduz na aplicagdo de incrementos de carrega-
mentos e deslocamentos prescritos. Assim, numericamente, todos os problemas sao tratados como se

ocorressem em um intervalo de tempo finito discretizado em incrementos.

De uma maneira formal, considera-se I = [O, t} C R o intervalo total de ocorréncia do fendémeno,

sendo conhecido o estado do sistema em ¢ = 0 e ¢ denotando o estado final do sistema. O processo de
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solucao consiste em particionar o intervalo total do fenomeno I em N subintervalos de comprimento

Aty =tpi1 —tn, sendon =0,...,N — 1, de tal forma que 0 =tg < t; < ... < ty = 1.

De acordo com o problema estrutural definido pela equagao (3.6), o processo de particionamento

d& origem a uma seqiiéncia de problemas nao-lineares

DivP, 1+ b0n+1 =0 em Y
PanO = t0n+1 em F(])V 5 (312)
Upt1= Upt1 em I'Y,

sendo conhecida a solucao anterior u,, correspondente ao intervalo anterior.

Similarmente, um problema variacional correspondente & forma fraca (3.12), equivalente & equagao

(3.8), pode ser definido para cada intervalo I,,4:

Encontre u,41 € Uy, 11, tal que

a(uyy1,0u) =1(0u), Voue, (3.13)
sendo
0 (Wysr,00) = / Sy OE A0, (3.14)
Q
l(éu):/ by 1~5udQO+/ to, ., - 6u dr’ . (3.15)
o o, F

Dessa forma, cada intervalo ¢, 1 estd associado a um par de esforgos externos by, , e to,,,, bem como
. . N di _
aos espagos de deslocamentos cinematicamente admissiveis Uy, 1= {unﬂ € [H 1 (QO)} m | upt1 \F% = Ut }

e de variacoes admissiveis V, para dim < 3.

No presente trabalho, a solu¢do do problema variacional nao-linear (3.13) é obtida pelo MEF
(Belytschko et al., 2001). Similarmente & Segao 2.3, o problema variacional (3.13) é substituido pelo

pelo seguinte problema:
Encontre upy, , € Upp, ., C Uny1, tal que
a (uhpn+1,5uhp) = l((Suhp) , Véuhp S Vhp, (3.16)

sendo Uy, ., € Vip, respectivamente, os espagos de deslocamentos admissiveis discretizado no intervalo

de solugdo n + 1 e o espago das variagoes discretizado, definidos da mesma forma que na Secao 2.3.

Em problemas lineares, a solugao pelo MEF conduz a um sistema de equagodes lineares resolvido
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através de um tnico passo. Obviamente, a introdugao de qualquer nao-linearidade, seja geométrica,
de material ou de condicao de contorno, altera essa situacao, exigindo um procedimento de solucao

diferente.

No presente trabalho, o problema variacional (3.16) no intervalo I, y; é resolvido através do
método de Newton-Raphson que consiste de uma seqiiéncia de carregamento incremental, no qual
a estimativa inicial é refinada a cada iteracao. Tal estratégia de solucao é denominada solugdo em
passos de carregamento (Oden, 1972). Formalmente, o método de Newton-Raphson é um procedimento
iterativo de ponto fixo (Kreyszig, 1989) que aproxima a solu¢ao do problema original através de uma

seqiiéncia de solugoes de aproximacoes lineares.

A aplicacao do método de Newton-Raphson a forma variacional (3.16), considerando que o car-
regamento no contorno seja independente da deformacao e omitindo o subescrito hp em u da equacao

(3.16), resulta no seguinte processo iterativo (Silva, 2003)

da ((k)un+1;(k+1) Au, (511) = lpt1(0u) —a ((k)un-I—l» 5“) )

(k+1)un+1 = (k)un+1_|_ (k+1)Au’ (317)

k=k+1 atéque H(kH)Au”‘HH <~v>0,

sendo k o ntimero da iteracao de equilibrio no intervalo n 4+ 1 e v a precisao.

Omitindo os parametros k e n + 1 da equagao acima, a forma abstrata da (u; Au, du) é bilinear
e simétrica em Au e Ju, que resulta da linearizagdo da forma abstrata a (u,du) em (3.16), conforme

(Silva, 2003), e pode ser escrita da seguinte forma

. _ L oK 0
Sa (w; Au, bu) — /ro .<8u,Au> . <au,5u> 400 +
S(u)- B (v (Au)” Vou + VouT'v (Au))] QP (3.18)
Q
sendo
<g—ﬁ, Au> ~ AE - (v (Aw® 4 LYY (Au) + 1V (Au)” Vu> , (3.19)
<g—i}, 5u> B = (V«Sus + %VuTV5u + %V(SuTVu> . (3.20)

Como ly41 (du) —a ((k)unH, (5u) no processo iterativo (3.17) é linear em du, a solucio #+1Au
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em cada passo k + 1 resulta em um sistema linear, que matricialmente assume a seguinte forma (ver

(Bonet e Wood, 1997; Belytschko et al., 2001))
K (u) Au=fep — fin, (3.21)

sendo K a matriz de rigidez tangente do problema, f'eg;t um vetor representando as forgas externas e

-

f;,+ um vetor representando as forcas internas.

O critério de convergéncia indicado decorre da formulagdo usual de algoritmo de ponto fixo
(Kreyszig, 1989). Porém, devido a diversidade de problemas estruturais nao-lineares, outros critérios

alternativos podem ser aplicados, tais como (Bathe, 1996)

] ]~ [f] /H ]~ ]

H [fmt} n+1 - [fmt]nﬂ

que monitoram o médulo relativo direcional do problema de minimizagao descrito por (3.17).

<9, (3.22)

ou

(k) [Au]‘ / \H F‘eﬁ} nt1 - [f"”t} nt1

W [Au1} <, (3.23)

3.3 AST para a Formulacao Lagrangiana Total

Seguindo o mesmo procedimento da Secao 2.1, o conceito de derivada topoldgica pode ser definido

para problemas envolvendo nao-linearidade geométrica com formulacao Lagrangiana total.

Considere um novo dominio QY € ®7, Q2 = Q¥ — B, cujo contorno é denotado I'? =T° U IBY e

BY = BY U 0B? uma bola de raio € e centro no ponto material X e 0, conforme ilustrado na Figura

3.3.

Considerando a redefinigdo da equagao (2.2), uma descrigao lagrangiana total para a derivada
topolégica € possivel, e pode ser escrita da seguinte forma

S . . w (92—1—55) - Q/) (Qg) . w (Qg+5a) - w (Qg)
Dr (X) = lim {élalr_)no Ha e }: glino HETSESICR (3.24)

de—

e—0

Da mesma forma como foi descrito na Secao 2.1, a equacao (3.24) representa a sensibilidade da fungao
custo quando o furo BY, centrado no ponto material X e Q0 e com raio ¢ — 0, aumenta de tamanho e

nao quando este é efetivamente criado, como na defini¢ao original (2.1) da derivada topoldgica.
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Figura 3.3: Definicao modificada da derivada topoldgica para formulagao lagrangiana total.

A acdo de aumentar o furo pode ser considerada como uma seqiiéncia de configuracoes per-
turbadas, caracterizada pelo parametro 7 e descrita por uma fungao suave e inversivel 7 (X, 7) com
X e QVCc R e T € N. Assim, a seqiiéncia de dominios e respectivos contornos de referéncia perturbados

00 e T? podem ser definidos como

Q) = {X, eRIX €, X, =T (X,7), X;|,g=Xe Q)

7=0 - Qg} ’

0= {X, eRIXeT?, X, =T (X,7), X|,g=Xe I? O:FQ}.

T=

Desta forma, o dominio Qg 1 se» Perturbado por uma expansao suave de da bola BY e o seu respectivo

contorno I’g s bodem ser escritos em relagao a 7 como

00, =00 = Q0 = QO (3.25)

0 _ 10 0_ 10
e+de e Fa—f—&e _FT - Fe - FT|

7=0 7=0 "

Expandindo a funcao 7 (X, 7) em série de Taylor em torno de 7y = 0, considerando apenas o
termo linear da expansdo e 7 (X,7) = X; e 7 (X,0) = X, tem-se que para todo ponto material
X, considerando 7 suficientemente pequeno, a fungdo de mapeamento entre as configuragoes pode ser

escrita da seguinte forma

X, (X)=X+7V(X), (3.26)
07 (X,0
sendo V (X) = % a ag¢do de mudanca de forma definida no dominio de referéncia Q0.
T

Portanto, um campo de velocidade equivalente ao definido em (2.5) é definido sobre o furo BY da
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seguinte forma

V =V,ng com V, <0 e constante sobre 8Bg (3.27)
V=0 sobre I'?, considerando que T'Y =T U 9B? .

sendo V,, a componente normal ao furo do campo de velocidade V, na configuracao de referéncia.

Substituindo o campo de velocidade, definido em (3.27) na equacao (3.26), o mapeamento entre

os dominios de referéncia ndo perturbado Q0 e perturbado QY pode ser escrito como

X, =X+71Vyng, VXecoBl (3.28)
Similarmente a equagao (2.7), a perturbacao de é associado ao parametro 7 da seguinte forma

be = |X; = X|| = ||7Vuno|| =7 |V|, VX e€0B)eVX,€dBl,.. (3.29)

Assim, o Teorema 2.1 pode ser aplicado para o problema nao-linear descrito por uma formulacao
lagrangiana total, considerando somente que o dominio usado na andlise de sensibilidade & mudanca de

forma ¢ o dominio de referéncia Q°. Portanto, a equacio (2.8) pode ser reescrita como

, (3.30)

Dy (X) = Dr (X) = ‘ Loy L ()
7=0

Vale=0 f'(e)  dr

sendo D7 (X) a derivada topolégica original, definida entre o dominio de referéncia sem furo Q° e o
domfnio de referéncia com furo Q%; Dy (X) a derivada topoldgica modificada dada por (3.24); e f (¢)

¢ a funcao regularizadora escolhida de modo que 0 < ‘D} (X)‘ < o0.

3.4 Derivada Topoldgica para Elasticidade com Nao Linearidade Geo-
métrica

Anaélogo a Segao 2.2, a derivada topoldgica para o funcional de energia potencial total do sistema

sera calculada para o problema de elasticidade sujeita a nao linearidade geométrica, no caso, grandes

deslocamentos. Considerando que o dominio Y ¢ limitado e aberto e que I'? é suficientemente regular,

o problema variacional definido pela equacio (3.8) em QU pode ser redefinido no dominio de referéncia

nao perturbado Q¥ da seguinte forma:
Encontre u. € U., tal que
ac (ug,0u.) =1 (du.), Vou. €V, (3.31)

33



sendo U e V., respectivamente, os espacos das funcoes e variacoes definidos da mesma maneira que na
Secao 2.2. Assim, de acordo com as equagoes (3.9) e (3.10), a forma abstrata da equagdo (3.31) pode

ser escrita da seguinte forma

S. - SE. d0 — / bo-su. dQ° + / to-u. dT . (3.32)
Q2 Q0 o

De maneira similar, um problema variacional para o PVC (3.6) pode ser definido no dominio de

referéncia perturbado 02, ou seja,
Encontre u, € U, tal que
ar (u;,0uy) =1, (0u,;), Vou,€VyeVr>0, (3.33)
sendo U, e V; os espacos de funcoes e variacoes, respectivamente, definidos em Q2.
O funcional energia potencial total ¥, (u;), definido na equagao (2.14), é redefinido aqui como
W, (uy) = %/ﬂ S, B0l = [ bo-ud0d - [ tguart - S0 (urur) — 1 (u,) . (334

Portanto, afim de obter a sensibilidade da funcdo custo (3.34), a fungao lagrangiana para o

problema ndo-linear na configuracio perturbada Q¥ é escrita da seguinte forma

L, (uB3,) =0, () +ar(ur,B,)— 1, (B.), VB.€Vr (3.35)

Observa-se que a forma abstrata a, (ur,du,) da equagdo (3.33) é nao-linear em u,, porém linear em
du,. Desse modo, B, = m du,, sendo m € R o multiplicador de Lagrange para a restricao de igualdade

ar (ur,0u;) — I (du;) = 0 na funcado lagrangiana (3.35) e B, € V.

Considerando que a equagao (3.33) seja satisfeita para todo 7, a derivada total da fungao lagran-

giana (3.35) sera igual a derivada total do funcional de energia potencial total, ou seja,

dL, dV, OL. /0L, . oL, .

dr dr or ou, a8,
com

. duT I dIBT

uT_dTEVT e IBT_dT eV, .

Levando-se em conta que na equacao (3.35) o funcional ¥, (u;) e a forma abstrata a. (u-,3,)

0
dependem explicitamente de u., entao a derivada direcional <&—T,1'1T> na equagao (3.36) pode ser
Uur
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escrita como

oL, . \ _ /0¥ . dar
() = () B

Considerando a dependéncia de a; (u,,8,) e I (B,) em relacdo & B3,, a derivada direcional

oL, .
<—T, BT> é escrita da seguinte forma
98,

(s o) = (o ) = (5o 39

A derivada direcional da forma abstrata a, (ur,3,) em relagdo & u, na diregdo 0, presente na
equagao (3.37), considerando que para o problema em questao a. (ur,3,) é definida de acordo com a
equagao (3.9), torna-se

8@7 . o . 8E7’ o 85E7— o 0 __ o 1)
<a—117—,u7—> = /S;Q— C: <a—117—,u7—> 5E7— + ST <aT,u7—> dQT = 5&7— (uT7uT7BT) . (339)

-
As derivadas do tensor de deformagao de Green-Lagrange E, e de sua variacao JE, em relagdo a u,

na direcao 0, sao expressas da seguinte forma

aET o . . S 1 T o 1 . T

<8—uT’ u7> =V,u; + §VTUT V:a, + §VTUT Viu,, (3.40)
E, .\ 1_ .r 1 T

<aT“> = g Vritr Velr 5Vl Vot (341)

e a variagao do tensor de deformacao de Gree-Lagrange é expressa em relagdo a u,; e du, como
s, 1o 7 1 T
0E; =V, du] + §VTuT V.ou, + §V.,5u7 V., u,. (3.42)

Por outro lado, a derivada direcional da forma abstrata a, (u,,3,) em relacdo a B, na diregao

BT presente na equacao (3.38) é escrita da seguinte maneira

dar - \ s 1 g . 1_ .7 - :
<a—ﬂT’BT> = /Q 9 S. . [VTﬂT + 5Vl VeB, + 5V, VTuT] 00 = a, (u-,B,). (3.43)

Similarmente, a derivada direcional do termo linear I, (3,) em relacao a B, na diregao BT fica

<§_;,BT> :/ngo-BT d0? +/ro to- B, Al =1 (B,). (3.44)

Portanto, andlogo a Secao 2.2, o célculo da derivada parcial da fungao lagrangiana L. (u-,3,)

em relagdo a 7 coincidirda com o cédlculo da derivada total em relagao a 7 se

L .
<&,ﬁT> = <a—,1'1T> + da, (ur;0,,06,.) =0, (3.45)

ou, ou,
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(G5) = ar (un ) =1 (3) =0 (3.46)

levando-se em conta os resultados das equagoes (3.39), (3.43) e (3.44).
A equagao (3.45) conduz ao seguinte problema adjunto:

Encontre 8, € V;, tal que

dar (ur; B,,0;) = — <% u > , Yurev, (3.47)

auT Y T

onde considerou-se a simetria da forma bilinear da, (u,;0,,3,).
Da mesma maneira, a equacao (3.46) conduz a equacao de estado do problema:

Encontre u, € U, tal que
ar (wB,.) =1 (B,), VB eV (3.48)

Portanto, se u,; e B, forem, respectivamente, a solugao das equagoes de estado (3.48) e adjunta

(3.47), a seguinte relagao ¢é valida

8LT (117—, B’T) dLT (uTn@T)

or dr

(3.49)

u, e B, fixos

No presente trabalho, a funcao custo considerada é o funcional de energia potencial total do
sistema, que é escrito conforme a equacao (3.34). Assim, tomando a derivada direcional do funcional
U, (u;) em relagdo & u, na dire¢ao 0, e considerando a simetria de a, (ur,u;), conforme a equagao

adjunta (3.47), tem-se

<8‘I’57u(;”),m> - % <Wu> B <8l(g$r)’ﬁ7> = ay (ur,0y) — Iy (), (3.50)

de tal forma que

1 1
ar (ur,0;) = | C:E.- (VTﬁf + 5vTquTﬁT + §v7ﬁ’£vTuT> o, (3.51)
QT

I () = /QO by - 0, dQ° + /FO to - i, dl'? (3.52)
T N

considerando que o vetor das forcas de corpo bg e o vetor das forcas de superficie ty nao dependem de

u,.

Para 0, € V,, as equagoes (3.51) e (3.52) sdo equivalentes as equagoes (3.9) e (3.10) escritas
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na configuracio perturbada Q0 e trocando du por 11,. Conseqiientemente, as equacdes (3.51) e (3.52)
representam a equagao de estado do problema de modo que a equagao adjunta (3.47) pode ser reescrita

Ccomo
Sar (ur:B,,0:) = ar (Ur,01;) — 1 (0,) =0, Va1, € Vs (3.53)

Desta forma, a solucao do problema adjunto para o funcional de energia potencial total para o problema

em questao é 3. = 0.

Assim, através da relacao (3.49) e da defini¢ao do funcional de energia potencial total (3.34) e
considerando ainda o fato que a solucao adjunta é 3. = 0, a derivada parcial do lagrangiano (3.35)
escrito na configuragao nao-perturbada Q9| _ = Q2 ¢

0l (ur)
7=0 or

oL,
or

. 1 Oa, (uﬂur)

=0 2 87—

(3.54)

7=0 .
Aplicando o Teorema do Transporte de Reynolds, (Gurtin, 1981), a derivada parcial na confi-

guracio nao-perturbada 0 da forma abstrata a, (u,,u,) fica

_ / [ a (ST . ET)
7=0 B 2 or

0

da, (uT7 uT)

5 + (S: - E¢) DivV] da?

=0

r)

~— 3

= 2 {C:ET-
2

+ 1 (S.-E.)I- VV] dQy . (3.55)
or 2

7=0
A derivada do tensor de deformagao de Green-Lagrange pode ser reescrita da seguinte forma

B 0 (Vruf) 1 0 (VTUZ)

— or 2 or

1_ 7 0(Vru,)
VuT + §vu7 T

7=0

_|_

7=0

(3.56)

or 7=0

Como pode ser visto no Apéndice B de (Novotny, 2003) e em (Fancello, 1993), a derivada parcial
de um gradiente de um campo vetorial u, em relagdo a 7 na configuragao nao-perturbada, considerando
que as equagoes de estado (3.48) e adjunta (3.47) sao satisfeitas, ou seja, que u, e 3, sejam fixos, pode
ser escrito da seguinte maneira

9 (Vuy)

= —-VuVV, .
o | Vu.V (3.57)
ou para o equivalente gradiente simétrico
o (Vu?
M = — (Vu.VV)~. (3.58)
or
7=0
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Portanto, a derivada parcial do tensor de deformacao E; na configuracao nao-perturbada fica

J(E;)
or

1 1
= —(Vu.VV)" — 3 (Vu.VV)! Vu, — §Vu5TVu€VV. (3.59)

=0
Substituindo (3.59) em (3.55) e apds algumas manipulacoes algébricas, a derivada parcial de a

em relagao a 7 na configuragao nao-perturbada fica

da, (ur,u;)

or

1
.y Jaﬁe&ﬂ—V£&—V£Vm&-VVﬂﬁ- (360)
7=0 Qf

De forma semelhante, a derivada parcial da forma linear [, (u;) em relacdo a 7 na configuragao

nao-perturbada 7 = 0, para u, e 3, fixo é

Ol (ur)| - _ / (bo - u.) DivV dQ? + / (to - u.) DivpV dI?, (3.61)
or =0 Q0 F(J)V
sendo
Divp = (I —ny Il()) -VV, (362)

o divergente superficial do campo de velocidade V (Fancello, 1993).

Lembrando da definicio do campo de velocidade V dado por (3.27), V = 0 em I'°. Portanto,
DivprV = 0. Assim, a equacao anterior fica

l; (u;)
or

:/ (bo-u)I-VV d0 . (3.63)
Q

7=0 0
Substituindo a derivada das formas abstrata dadas por (3.60) e (3.63) na equagao (3.54) e apés

algumas manipulacoes algébricas, a derivada parcial do lagrangiano em 7 = 0 fica

dL, 1
or :QJiﬁaEfﬂmwwI—mﬁ&—V£Vw&-vvaﬂ. (3.64)
7=0 €

Similarmente a Secao 2.2, a equacao anterior pode ser escrita da seguinte forma

OL,
S 0. vV an?, (3.65)

sendo que XY representa o tensor momento energia de Eshelby na configuragio de referéncia para
formulacao lagrangiana total, e é denotado da seguinte forma

1
IS 5 8z Ec = 2bg-us)T— Vuls. — Vul Vu.S.. (3.66)

Através das relagoes, P = FS e F = I + Vu, o tensor de Eshelby da equagao anterior pode ser

38



escrito de uma forma mais compacta, ou seja,

)

£

(S.-E.—2bg-u.)I—vVuls. — vul (F. -1I)S.

(S.-E.—2bg-u.)I - VulP.. (3.67)

N — N

Além do mais, através da relacao W, = %Pg' F. = %Sg - E., que represnta a densidade de energia
na configuragio de referéncia nao perturbada QY (ver (Belytschko et al., 2001; Holzapfel, 2000)), a

equagao (3.67) pode ser reescrita como

! =

£

(P.-F.—2bg-u.)I - VulP.. (3.68)

N | —

Cabe observar a semelhanca entre a expressao anterior e a equacao (2.27) desenvolvida na Segao
2.2 para o caso linear. Na equagao (3.68), o primeiro tensor de tensao de Piola-Kirchhoff P, estd no
lugar do tensor de tensao de Cauchy T. da equagao (2.27) e o gradiente de deformacao F. estd no lugar

do tensor de deformacio de Green-Lagrange linearizado Vu?.
Utilizando-se o Teorema da Divergéncia, (Gurtin, 1981) e a relacao tensorial
T
»0. VV = Div [(22) V] - Div (%) -V, (3.69)

a equagao (3.65) pode ser reescrita como

oL,
or

= [ Div(X?) - vdl + [ Xny-Vdr?. (3.70)
I QQ 3 € Fg € €

Proposicao 3.1 Sejam u; e 3., respectivamente, as solug¢oes das equagoes de estado (3.48) e adjunta

(3.47). Logo

Divx? = 0. (3.71)

Demonstracdo 3.1 Por simplicidade considera-se o tensor de Eshelby 0 na forma da equagdo
(8.67). Além do mais, a derivada de u, em relagao a T pode ser feita na prépria configuragdao perturbada

00, para depois avaliar em T = 0. Assim, através da regra da cadeia, tem-se

r_ 00
L + (Vu,)V. com () := 5 o (3.72)

ou;

or

’

=u,
7=0

Assim, através do Teorema do Transporte de Reynolds, da equagao (3.72) e do Teorema da Divergéncia

(Novotny, 2003), as derivadas das formas abstrata a. (ur,u;) e linear l; (u;), em 7 = 0, podem ser
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escritas, respectivamente, como

da, B ‘ , . .
= Q/QOSE'E;ng+/1ﬂ0(SE'E€)nO'VdF27 (373)
ol " dQ° 0 ’ 0
E = /ObO'UEdga+/O(bO-U5)n0-VdFE+/O t0u5+t0(vu5)VdF
7=0 Q2 o o,

= /Qobo.u;dQQJr/FO to - u. dI° +/FO [(bo-ue)nvuZPE} ng-Vdr?, (3.74)
£ N £

onde se considerou by e to constantes em relacao a 7. Assim, substituindo (3.73) e (3.74) em (3.54),

tem-se

oL,
or

= / SE'E;dQQ—/ bO'u;dQS—/ to.u;dr°+/ »0ng -V dr?
7=0 09 09 ro, o

B AN ’ 0 ) 0

= a(we,ul) — L (us)ju/Fg »0ng - V dT? (3.75)
sendo X dado pela equacio (3.67). Portanto, comparando (3.75) com (3.70) e considerando que
u; € V., e o Teorema Fundamental do Calculo Variacional (ver por exemplo (Elsgoltz, 1969)), chega-

se a
/ Din(20)-Vdal =0 VV <= Dixl=0.
2

Assim, a proposicdo estd demonstrada. O

Substituindo o resultado da Proposicao 3.1, dado pela equagao (3.71), em (3.70) e considerando
a definigdo do campo de velocidades (3.27), obtém-se

oL,
or

= —Vn/ >%ng - ng dOBY . (3.76)
=0 oBY

A partir de (3.67),
O 1
Y. ng-ng= §SE -E:. —bg-u. — Pong - (Vu,) ng,

Considerando condigdo de contorno de Neumann homogénea no furo, ou seja, P.ng = 0 sobre 9B e
auséncia de forcas de corpo, by = 0, tem-se

oL,
or

=—Vo | (%s : E> doB? . (3.77)
7=0 0BY
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A derivada topoldgica é obtida substituindo a equacao (3.77) na expressao (3.30), ou seja

D; (X) = Dr (X) = —;ii%%(g) /{)Bg <%S : E> doB? . (3.78)

3.5 Analise Assintdotica Numérica

A equacao (3.78) representa a derivada topoldgica a menos do limite com € — 0 para o problema de
elasticidade envolvendo nao-linearidade geométrica, e material linear, homogéneo e isotropico. Portanto,
afim de se obter a derivada topoldgica propriamente dita, é necessario que o limite para e — 0 em (3.78)

seja calculado, de forma analitica ou aproximada.

No Capitulo 2, a derivada topoldgica foi deduzida para problemas de elasticidade plana linear.
O limite com ¢ — 0 da definicao de derivada topolégica pode ser calculado através de uma andlise
assintética do termo integrando, conforme pode ser visto em detalhes em (Novotny, 2003). Para o
presente problema nao-linear, uma anélise assintética da equagao (3.78) torna-se invidvel, pois neste
caso, nao é possivel obter uma solugao analitica para o problema como descrito nos trabalhos (Novotny,
2003; Novotny et al., 2003; Novotny et al., 2005b). Conseqiientemente, um procedimento alternativo
baseado em experimentos numeéricos para o célculo do limite com ¢ — 0 em (3.78) é adotado, conforme

sugerido na Secao 3.5 da tese de doutorado (Novotny, 2003).

Considere portanto, uma fungao dr (u.) tal que

dr (u.) = —%(5)/832) <%s : E) doB? | (3.79)

de modo que
Dr (X) = lim dr (u.) (3.80)

Serd realizado um estudo numérico do comportamento assintético da funcao dp (u.) em relagao
ao raio €. Para isso, considere um dominio retangular plano, denotado por €2, com dimensdes L = 2 mm
e com um furo de raio € no centro do dominio, sujeito aos casos de carregamento com carga distribuida

to ao longo das bordas laterais de 2, conforme ilustrado nas Figuras 3.4.

A equagao de estado (3.48), representando o problema de elasticidade nao-linear em questao,
que serd discretizada e resolvida pelo MEF, utilizando-se elementos triangulares quadraticos da familia

Serendipty. Além do mais, as malhas sao construidas de modo a manter o mesmo nimero de elementos
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(¢) Modelo do 3° caso.

(d) Modelo do 4° caso.

Figura 3.4: Modelos empregados na andlise assintética.
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(a) Malha com furo de € = 0,16 mm. (b) Malha sem furo.

Figura 3.5: Malhas de empregadas na analise assintética.

no contorno do furo, independentemente do valor do raio €. Conseqiientemente, é calculado o tamanho
aproximado dos elementos mediante a relagao

2
he ~ 1E (3.81)
ne

sendo ne o nimero de elementos requerido sobre o contorno do furo. A Tabela 3.1 mostra o nimero
total de elementos N E das malhas geradas no dominio ) para diferentes valores do raio €, considerando

ne = 60.

Tabela 3.1: Malhas empregadas na anélise assintotica numérica.
g(mm) | 0,01 | 0,02 | 0,03 | 0,04 | 0,05 | 0,06 | 0,07 | 0,08 | 0,10 | 0,12 | 0,16
NE 3876 | 1968 | 1846 | 1760 | 1672 | 1644 | 1592 | 1576 | 1480 | 1408 | 1296

Portanto, considerando modelo de estado plano de deformagao, coeficiente de Poisson v = 1/4
e médulo de Young E = 2100 N/mm?, pode-se construir os graficos dr (u.) f (€) x e para to =
+ {12, 50; 25, 00; 37, 50; 150, 0; 450,00} N/mm? conforme mostrado nas Figuras 3.6 e 3.7, respectiva-
mente, para os casos de tragdo e compressao, sendo que neste ultimo caso nao foi possivel obter a
solucdo para compressio com carga de tg = 450,00 N/mm? por causa da distorcao excessiva da malha.

Mediante andlise destes gréaficos, é razoavel supor a hipotese que estes se comportam como retas que
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passam pela origem, o que permite supor que o termo integrando da equagao (3.79) se comporta como
uma constante em relacao a ¢. Uma fungao f () que satisfaz a condigao 0 < ‘DT (X) ’ < oo do Teorema

216 f(e) = — |B:| = —me?.

35

T T
—— 1°caso —— 1°caso

- 2°caso -7 2°caso
—6— 3°caso —6— 3°caso
—&— 4°caso 31 —& 4°caso 7
251
1r 4
~ w
2 2 af
S ‘:—1
M *
= =
= = 1.5F
< -
0.5
1k
05
0 0
0 0
2 2
(a) Carga to = 25,00N/mm*. (b) Carga to = 37,50N/mm=.
45 T 300 T
9= caso —— 1% caso
—7- 2% caso 7 2*caso
40H —&— 3°caso q —o— 3°caso
—8- 4° caso 250l 4° caso : : i
351
30 200+ 8
~ —
= W
= 25¢ 2
e —
N = 150f 1
= a0k 2
< -
15F 100+
10F
50
5|
0

I
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16
€

(c) Carga to = 150,00N/mm?. (d) Carga to = 450, 00N/mm?.

Figura 3.6: Comportamento assintético de dp (u.) f (¢) em relacio ao raio £ na tracdo no problema com
nao-linearidade geométrica.

Conseqiientemente, as equagoes (3.80) e (3.79) conduzem a
. . 1
Dy (X) = lim dr (u.) = C5S - E, (3.82)
e—0 2
sendo C' uma constante. Assim, a equagao (3.82) é a expressao final da derivada topoldgica a menos

de uma constante.
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dylu) * £(w)

dT(us) *f '(ue)

Figura 3.7: Comportamento assintético de dr (ue) f (€) em
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(c) Carga to = —37, 50N/mm?>.

nao-linearidade geométrica.

(d)

/
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Carga to = —150, 00N /mm?.

relagao ao raio € na compressao no problema com



A anélise da constante C' é realizada mediante o comportamento assintético da fungao dr (u.)

em relagado ao raio e. Tal andlise é realizada tomando o quociente entre a funcao dr (u:) e o termo

integrando calculado no né de uma malha sem furo, cujas coordenadas coincidem com as coordenadas

.’ ~ o 2 .
do centro do furo da malha com furo, ja levando em conta a fungao f (¢) = —7we®, ou seja,
36 : : : 3.6 : : :
b ¢, =12,50 N/mm? - t,=12,50 N/mm?
35 o t,=25,00 N/mm? 35 o= t,=25,00 N/mm?
- % t,=37,50 Nlmm® o % t,=37,50 Nimm’
= t,=150,00 N/mm? - t,=150,00 N/mm?
34 —— t,=450,00 N/mm’ 34 % t, = 450,00 N/mm’
7 t,=-12,50 N/mm? -7 t,=-12,50 N/mm’?
33 — t,=-2500 N/mm® || 33 i t,=-2500 Nimm® ||
& — t,=-37,50 N/mm’ ) o t,=-37,50 N/mm’
v s t,=-150,00 N/mm® || s 4t =-150,00 N/mm® [}
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(a) 1° caso de carregamento. (b) 2° caso de carregamento.
35 ; ; ; 34 ; ; ;
> t,=12,50 N/mm® =t =12,50 N'mm®
a4l o t,=25,00 N/mm? o= t,=25,00 N/mm’?
’ %= t,=37,50 N/mm’ 33 %= t,=37,50 N'mm’
e t, = 150,00 N/mm® - t,=150,00 N/mm’
33r —— ,=450,00 N/mm? | 12 - t,=450,00 N/mm?
7 t,=-12,50 N/mm? [ ’ o t,=-12,50 N/mm?
32k 4 t,=-2500 N/mm® || — t,=-2500 N/mm’
) e t,=-37,50 N/mm? @ 3l e t,=-37,50 N/mm® |2
) = ) )
@ . . tn =-150,00 N/mm’ ¥ ;
Q a
Z P T 3
~ v ~
~ 3F S
B 2
< =29 7
i 1 XS\%,&\Q—Q—E’/—<
2s 28
27+ M@M 27 7
26 L L L L L L L L L 26 M—\ T e I L L
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
1/e 1/e

(c) 3° caso de carregamento.

dr (u
Figura 3.8: Comportamento assintotico do quociente %

linearidade geométrica.
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(d) 4° caso de carregamento.
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O resultado esta ilustrado nos graficos da Figura 3.8.

Mediante andlise dos graficos da Figura 3.8, observa-se um comportamento assintético da equagao
(3.83) quando € diminui, em todos os valores de carga tg, tanto no caso da tracdo, quanto no caso da
compressao. No caso da tragao, conforme o valor da carga ty aumenta, o valor da constante C tende a
ser menor do que 3; no caso da compressao, conforme o valor da carga tg aumenta, o valor da constante

C tende a ser maior do que 3.

A equacao (2.30) representa a derivada topoldgica, a menos do limite com € — 0, para problemas
lineares de tensdao plana (v =1/3) e deformacao plana (v = 1/4). Uma andlise assintética numérica
pode ser realizada afim de obter a expressao final da derivada topolégica para o problema de elasticidade

plana linear do Capitulo 2. Portanto, considere

dr (u.) = —%(E)/BBS (%TE - vuf) dOB. . (3.84)

x107

T
—<— 1°caso
—7— 2°caso
8H —©— 3°caso b
—8- 4° caso

v 1
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16

Figura 3.9: Comportamento assint6tico de dr (u.) f (€) em relagio ao raio e no problema de elasticidade plana
linear.

Da mesma forma que no caso nao-linear, a Figura 3.9 mostra uma reta passando pela origem.

Conclui-se entdo que o termo integrando é uma constante em relacio a € e a funcio f (¢) = —me?

satisfaz a condi¢ao do Teorema 2.1. Logo,
- . 1 S
Dr (%) = hr%dT (ue) = CiT -Vu”.

E—
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Figura 3.10: Comportamento assintético do quociente

elasticidade plana linear.

48

€

d(u)/ (12#TVu)

€

d )/ (1/2*T.Vu®)

32

3.15

w

©»
=3
S

32

3.15

w

»
=3
S

10 20 30 40 50 60 70 80 90
1/e

(b) 2° caso de carregamento.

100

10 20 30 40 50 60 70 80 90
1/e

(d) 4° caso de carregamento.

em relagao ao raio € para o problema de

100



Realizando o mesmo procedimento aplicado ao caso nao-linear, a constante C' para o caso linear
pode ser obtida via procedimento numeérico conforme ilustrado nos graficos das Figuras 3.9 e 3.10, o
que conduz ao valor de C' = 3, o que esta de acordo com a equagao (2.33) deduzida analiticamente em
(Novotny, 2003) mediante andlise assintética

3

Dy (X) = 5T-vuS.

Portanto, para o caso especial onde v = 1/3 para problemas de tensao plana e v = 1/4 para pro-
blemas de deformacao plana, conforme equagoes (2.31) e (2.32), respectivamente, foi possivel recuperar
a expressao exata da derivada topolégica (2.33) por meio da andlise assintdtica numérica, conforme
ilustram os gréficos da Figura 3.10. Porém, cabe observar que para o problema nao-linear em questao,
nao € possivel recuperar a expressao exata da derivada topoldgica, uma vez que, ao contrario do pro-
blema linear, o valor da constante C' se altera conforme o valor do carregamento aplicado é alterado,

como pode ser verificado no gréfico 3.8.

Cabe ainda observar que tanto os graficos da Figura 3.8 quanto os da Figura 3.10, que represen-
tam, respectivamente, o comportamento assintético das equagoes (3.79) e (3.84) sob os quatro casos
de carregamento, sofrem uma variagao em seu valor quando € = 0,01 (E = 100>. Exceto os gréficos
3.10(c) e 3.8(c) que representam, respectivamente, o comportamento assintético das equacgoes (3.79) e
(3.84) sob o 3° caso de carregamento. Tal variacao se deve a distor¢ao dos elementos que estao proximos
ao contorno do furo quando sujeitos ao 1°, 2° e 4° caso de carregamento. Por outro lado, o 3° caso de

carregamento é o que menos implica em distor¢ao para os elementos da malha e portanto nao apresenta

a variagao existente nos demais casos de carregamentos.

Tabela 3.2: Andlise da variagao da constante C para o 1° caso de carregamento de tracao para o problema de
nao linearidade geométrica.

to (N/mm?) 12,50 | 25,00 | 37,50 | 150,00 | 450,00 | Maxima Variacao (%)
W (Nmm/mm?) | 0,03186 | 0,12624 | 0,28133 | 4, 16262 | 31, 69029 99367, 33
E] - 0,00559 | 0,01112 | 0,01661 | 0,06394 | 0, 17667 3060, 47
C ~ 3,00 2,97 2,96 2,88 2,75 ~8,33

Tabela 3.3: Anadlise da variagdo da constante C para o 2° caso de carregamento de tracdo para o problema de

nao linearidade geométrica.

to (N/mm?) 12,50 | 25,00 | 37,50 | 150,00 | 450,00 | Maxima Variacao (%)
W (Nmm/mm?) | 0,03186 | 0,12621 | 0,28133 | 4,16171 | 31, 68205 99341, 46
E[ - 0,00559 | 0,01112 | 0,01661 | 0,06393 | 0, 17665 3060, 11
C ~ 3,00 2,07 2,96 2,88 2,75 —%,33
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Tabela 3.4: Andlise da variagdo da constante C para o 3° caso de carregamento de tracdo para o problema de

nao linearidade geométrica.

to (N/mm?) 12,50 | 25,00 | 37,50 | 150,00 | 450,00 | Maxima Variacao (%)
W (Nmm/mm?) | 0,04534 | 0,18005 | 0,40227 | 6,06545 | 47, 85283 105418, 94
E], 0,00520 | 0,01035 | 0,01548 | 0,06009 | 0, 16878 3145, 77
C ~ 3,00 2,99 2,98 2,86 2,70 —10, 00

Tabela 3.5: Andlise da variagdo da constante C para o 4° caso de carregamento de tracdo para o problema de

nao linearidade geométrica.

to (N/mm?) 12,50 | 25,00 | 37,50 | 150,00 | 450,00 | Méxima Variacao (%)
W (Nmm/mm?3) | 0,12159 | 0,47907 | 1,06224 | 15,14929 | 109, 83755 90234, 36
El, 0,00919 | 0,01822 | 0,02711 | 0,10172 | 0,27091 2847, 88
C ~ 2,99 2,97 2,94 2,80 2,61 —12,71

Assim, o procedimento da anélise assintética numérica, permite no maximo encontrar uma ex-
pressao aproximada da derivada topolégica para o problema vetorial com nao-linearidade geométrica
em questdao. Resta no entanto, analisar a variacdo da constante C' obtida através na Figura 3.8 em
relagdo a variacao do nivel de deformacao e densidade de energia de deformagao no ponto sob o qual
a derivada topoldgica serd calculada, ou seja, no caso o né na malha sem furo cujas as coordenadas

coincidem com as coordenadas do centro do furo nas malhas com furo.

Nas Tabelas 3.2 a 3.5 a norma da matriz que representa o tensor de deformacoes de Green-

Lagrange é definida da seguinte forma, ver (Golub e Van Loan, 1989),

G 2
IEllF= ] > 1E;l"
i,j=1

Observa-se nas Tabelas 3.2 & 3.5, que a variacao percentual dos valores da densidade de energia

(3.85)

de deformacao W e da norma da matriz |E||; do né da malha sem furo, cuja coordenada coincide
com as coordenadas do centro dos furo, é muito superior em relacao a variacao percentual dos valores
obtidos para a constante C na Figura 3.8, para cada valor de carga de tracao tg. Porém, como pode
ser observado na Figura 3.8, a constante C' assume valores diferentes para cargas tracao e compressao
de mesma intensidade.
Portanto, a derivada topoldgica para o problema em questao pode ser escrita da seguinte forma
Dr (X) » C*%S 'E, (3.86)

sendo C* uma constante entre os valores obtidos para C.

50



Uma vez que o algoritmo para otimizacao topoldgica de problemas nao-lineares difere apenas no
calculo da andlise de resposta do problema, e o restante permanece o mesmo aquele apresentado na
Secao 2.4, o valor efetivo de C* torna-se de pouco interesse pratico, pois a derivada topoldgica serd
calculada para todos os nés da malha e os furos serao criados onde a derivada topoldgica assume o

menor valor.

3.6 Estudo de Caso

Seguindo o mesmo procedimento da Segao 2.5, para ilustrar o conceito de Anélise de Sensibi-
lidade Topoldgica para problemas de elasticidade plana envolvendo nao linearidade geométrica, serd
apresentado nesta secao um exemplo de uma estruturas em estado plano de deformacées. Portanto,

considere um componente estrutural plano, caracterizado por um dominio © € R2.

3.6.1 Viga Engastada

Neste exemplo, o objetivo é obter a topologia que minimiza o funcional de energia potencial total
de um modelo de viga sujeita a grandes deslocamentos, porém pequenas deformagoes em seus pontos
materiais. Para isso, toma-se um dominio inicial retangular {2 de dimensdes L = 50 mm, engastado
nas regioes a = 5 mm e submetida a uma carga concentrada de valores F' = {469, 1875, 3750, 7500} N,
conforme ilustrado na Figura 3.11(a). O problema foi discretizado com uma malha de 11014 elementos
lineares (ver Figura 3.11(b)), com médulo de Young E = 210 x 10> N/mm? e coeficiente de Poisson

v=1/4.

A érea final V adotada foi V = 0,32V} e a porcentagem de érea a ser retirada em cada iteracio
foi 2%. Assim, as topologias finais foram atingidas apds 56 iteracoes e estao mostradas nas Figuras
3.11(c) a 3.11(f). Observou-se um deslocamento maximo, respectivamente para cada valor de carga,
de {-0,55;—-2,49; —4,20; —10,96} mm no ponto de aplicacdo da carga. Embora a viga sofra um
deslocamento méaximo de aproximadamente 22% da altura da viga para o caso de F' = 7500 N, a
densidade de energia de deformacao W se mantém em um nivel razodvel, tendo o valor maximo superior
a 35 Nmm apenas perto da regiao de engastamento e aplicacao da carga, e valores inferiores a 5,0 Nmm
em varias parte do dominio, conforme pode ser visto na Figura 3.12. Os graficos da Figura 3.13 ilustram

o decaimento do funcional de energia potencial total em fungdo do ntimero de iteragao.
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(a) Modelo.

(b) Malha inicial com 11014 elementos lineares. (c) Topologia final 7 = 56 para carga F = 469 N.

(d) Topologia final j = 56 para carga F' = 1875 N. (e) Topologia final j = 56 para carga F' = 3750 N.

(f) Topologia final j = 56 para carga F' = 7500 N.

Figura 3.11: Viga Engastada.
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Figura 3.12: Densidade de energia de deformagao na viga em
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3.6.2 Viga Biengastada

Neste exemplo é realizado o projeto de uma viga biengastada sob estado plano de tensao. O
modelo é representado pelo dominio inicial 2 de dimensao L = 20 mm, engastado em suas extremidades
laterais e submetido a uma carga concentrada de F' = 30 mm conforme mostrado na Figura 3.15(a) e
o exemplo apresentado em (Jung e Gea, 2004). O problema é discretizado com uma malha de 11014
elementos lineares, (ver Figura 3.15(b)), sendo que a simetria do ploblema foi utilizada. Adotou-se

médulo de Young E = 30 N/mm? e coeficiente de Poisson v = 1/3.

Como critério de parada, tomou-se a drea final V' = 0,20V} e a porcentagem de &rea a ser retirado
em cada iteragao foi 2%. Assim, a topologia final foi atingida apds 64 iteracoes e estd mostrada na
Figura 3.15(c). Observa-se um deslocamento méximo de —4, 38 mm no ponto de aplicagido da carga que
corresponde aproximadamente & 22% da altura da viga. O valor da densidade de energia de deformacao
W se mantém na faixa de 0,02 Nmm a 0,2 Nmm sendo que este tltimo valor é assumido nas regioes
de aplicacao das condigoes de contorno. Ja a Figura 3.17 ilustra o decaimento do funcional de energia

potencial total em funcao do nimero de iteracao.

A Figura 3.14 ilustra o resultado obtido por (Jung e Gea, 2004) através do método SIMP para o
funcional densidade de trabalho externo. Assim, pode-se observar a semelhanca entre os resultados, a
menos do fato que no presente trabalho utilizou-se a simetria do problema, ou seja, apenas metade do

dominio inicial foi discretizado.

Figura 3.14: Modelo final de viga biengastada sujeita & ndo linearidade geométrica apresentada em (Jung e
Gea, 2004).
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Figura 3.15: Viga Biengastada.
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Figura 3.17: Energia potencial total x Iteracao.
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Capitulo 4

AST em Problemas Nao-Lineares de

Hiperelasticidade Quasi-Incompressivel

4.1 Definicao do Problema

No Capitulo 3 uma expressao aproximada para a derivada topoldgica foi encontrada para o pro-
blema de elasticidade envolvendo nao-linearidade geométrica, no caso, grandes deslocamentos. Porém,
o comportamento do material foi considerado linear, isotrépico e homogéneo, sendo representado pela

lei de Hooke generalizada, conforme a equacao (3.5).

No presente capitulo, a Anélise de Sensibilidade Topoldgica é desenvolvida para o problema en-
volvendo nao-linearidade geométrica e de material. No caso, o material é considerado ser hiperelédstico
nao-linear incluindo a condicao de quasi-incompressibilidade. Observa-se que a condi¢ao de incompres-
sibilidade é uma idealizacao matematica para a situacao limite, na qual certas grandezas fisicas sao

consideradas infinitas.

4.1.1 Definicao de Material Hiperelastico

De uma forma geral, um material é dito ser hipereldstico se o trabalho interno realizado pelas
tensoes durante um processo de deformacao depende apenas do estado inicial no tempo ¢y e a confi-
guragao final no tempo ¢ (Silva, 2003; Bonet e Wood, 1997). Nesse caso, o comportamento do material

¢ independente do caminho das agoes externas.
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Para um material que apresente comportamento hipereldstico sem restricoes internas, pode-se
definir uma funcgao escalar W, denominada densidade de energia de deformacao, de modo que a seguinte
relacao entre o primeiro tensor de tensdo de Piola-Kirchhoff P e seu conjugado, a taxa de variacao do
gradiente de deformagao F, pode ser escrita da seguinte forma

t .
W(EFX),X)= | P(F(X),X) -Fadt, (4.1)
to
sendo que a dependéncia explicita de X permite o tratamento de materiais nao-homogéneos. Neste
trabalho, considera-se apenas o caso de materiais homogéneos. Portanto,
t .
W(EFEFX)=| PFX)) -Fdt. (4.2)
to
Conseqiientemente, a taxa de variagdo da densidade de energia de deformagdo pode ser escrita da

seguinte forma
W=P.F. (4.3)

Assumindo que através de experimentos fisicos é possivel construir a fungao W (F'), a qual define
um dado material homogéneo, entdo a taxa de variacdo de W (F) pode alternativamante ser expressa

co1mo

. ow (F) .
wW="""".F. 4.4

OF (4.4)
Comparando as equagoes (4.3) e (4.4), a seguinte relagao é valida

oW (F)
P=—-. 4.5
OF (4.5)
Similarmente, lembrando que o segundo tensor de tensao de Piola-Kirchhoff S é conjugado com

o tensor de deformagao de Green-Lagrange E (Bonet e Wood, 1997), defini-se que uma equacao cons-

titutiva totalmente lagrangiana anéloga a (4.5), ou seja,

oW (E)
S="%5 (4.6)

As equagdes constitutivas (4.5) e (4.6) representam o comportamento de um material hipereldstico
geral, sem qualquer restricao interna. Uma hipotese classica é a conservagao de volume em solidos,
uma vez que a maioria dos processos praticos de grandes deformagoes acontece sob incompressibilidade
ou mais precisamente sob quasi-incompressibilidade. Tal hipdtese é feita através da inclusao de um

conjunto de equagoes de restricdo no modelo constitutivo do material.
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A forma mais simples de restricao é um funcional suficientemente regular do tipo

h(F) = 0. (4.7)
No caso da incompressibilidade, a equagao (4.7) é dada por

h(F)=detF—1=J—-1=0, (4.8)
pois J = det F representa localmente a variagdo de volume deformado por volume nao-deformado.

Para derivar a equacao constitutiva de um material hiperelastico homogéneo incompressivel, uma

nova fungao escalar W* pode ser definida da seguinte forma (Holzapfel, 2000)
W (F,p) =W (F)—p(J—-1), (4.9)

sendo p € R o multiplicador de Lagrange, que neste caso, corresponde a pressao hidrostdtica. Dife-
renciando a equagao (4.9) em relagao ao gradiente de deformacao F e usando a seguinte identidade
(Holzapfel, 2000)

aJ
= _ g T
OF J ’

a equacao constitutiva para um material hiperelastico homogéneo e incompressivel pode ser escrita
como

oW (E)
P=———+ F~. 4.1

57 TP/ (4.10)
Para o segundo tensor de tensao de Piola-Kirchhoff, tem-se

S=F'P= F—lavgif) +qJCL, (4.11)

sendo C = F~TF o tensor de deformacdo direito de Cauchy-Green (Lai et al., 1996).

4.1.2 Modelo Hiperelastico de Mooney-Rivlin com Quasi-Incompressibilidade

A expressao (4.8) representa a equagao constitutiva de um material hiperelastico incompressivel.
No entanto, verifica-se na pratica que a condigcao de incompressibilidade é uma idealizacao matematica,
pois todos os materiais apresentam um certo grau de compressibilidade. Por isso, a condigao de
incompressibilidade se mostra muito severa e nao reproduz corretamente o comportamento real do
material. Considera-se entao uma certa compressibilidade, e tais materiais sao denominados quasi-

mcompressivets. Um exemplo deste tipo de material sao os elastomeros ou borrachas.
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Em problemas envolvendo incompressibilidade é interessante na maioria da vezes decompor o
tensor gradiente de deformacgao F' em uma parcela distorcional F e outra volumétrica F de forma que

(Bonet e Wood, 1997)

F=J71 e F=J¥F . (4.12)

De forma semelhante, decomposicoes similares podem ser efetuadas para outros tensores de deformacao.

Por exemplo, para o tensor de Cauchy-Green C, a seguinte decomposi¢ao também é valida
C=J31 e C=J2BFTF . (4.13)

Similarmente, segundo (Chen e Pan, 1996), o funcional densidade de energia de deformagao W de
um material hiperelastico isotrépico pode ser decomposto na soma de uma parcela referente a densidade

de energia de distor¢ao W e outra volumétrica W da seguinte forma

W (L, I, Is) = W (I, 1) + W (I3), (4.14)
sendo I e I, respectivamente, o primeiro e o segundo invariante da componente distorcional C do
tensor de deformagao de Cauchy-Green dados por

fl = 11[;1/3, I_Q = IQI?:Q/g;

I3 = det C é o terceiro invariante de C. Além do mais, a seguinte relagdo entre a pressao hidrostatica
p e a parcela volumétrica da densidade de energia de deformaciao W é vélida (Silva, 2003; Chen e Pan,

1996)

_OW (I3)

= = (4.15)

No presente trabalho, a parcela distorcional W da densidade de energia de deformacdo é escrita,

segundo a forma de Mooney-Rivlin de 2 parametros, ou seja,
W(I_l,f_g) = Ao (I_l —3) + Aoy (I_Q—B), (4.16)

sendo Aqg e Agy constantes do material. Por sua vez, a parcela volumétrica da densidade de energia de

deformacio W pode ser escrita da seguinte forma (Chen et al., 1997)
- 1
W () = 26 (1), (4.17)
€
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sendo € um parametro pequeno indicando o grau de compressibilidade. Além do mais, G (J) — 0 mais

rapidamente do que € — 0, o que corresponde a incompressibilidade.

No presente trabalho, a parcela volumétrica W é escrita da seguinte forma (Silva, 2003; Kim,

1999; Chen e Pan, 1996; Chen et al., 1996; Chen et al., 2000)

W (I3) =

N | I

(J—1)2, (4.18)

sendo k =1 /€ 0 médulo volumétrico (bulk modulus) e representa o grau de compressibilidade. Por sua

vez,

G(J)==(J—-1)7. (4.19)

N | —

Portanto, substituindo as equagoes (4.16) e (4.18) em (4.14), tem-se

%4 (fl,jg, J) = Ajg (jl — 3) + Amn (jg — 3) + (J — 1)2, (420)

N | I

que é o funcional densidade de energia de deformagdo para um material hipereldstico homogéneo,

isotropico e quasi-incompressivel, segundo a forma de Mooney-Rivlin de 2 parametros.

4.1.3 Formulagao Variacional do Problema de Hiperelasticidade Nao-Linear Quasi-

Incompressivel

No presente capitulo, o problema considerado envolve tanto nao-linearidade geométrica, carac-
terizada por grandes deslocamentos, quanto nao-linearidade de material, caracterizada pelas grandes
deformacoes sofridas pelos pontos materiais do dominio. Portanto, para uma formulagao lagrangiana
total, o PVC associado é escrito pela equacao (3.6), a menos do fato que no presente capitulo o material
é considerado se comportar de forma nao-linear. O campo de tensao, caracterizado pelo primeiro tensor
de tensao de Piola-Kirchhoff P, é determinado por (4.10) ou (4.11) no caso do segundo tensor de Piola-
Kirchhoff S.

Além do mais, considerando o fato que o presente problema ¢é conservativo, a solucao de equilibrio

em um dominio de referéncia ¥ pode ser obtida através do seguinte problema variacional (Silva, 2003)
Encontre u € U, tal que

I1(w) = jnf 11(6). (4.21)
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sendo U = {u € [H! (QO)}dim | u\p% = 1‘1} com dim < 3 e o funcional II representa a energia potencial

total do problema hiperelastico nao-linear quasi-incompressivel, dada por

e = [ W (1©). 1)+ ;6| a’ — [ oga + [ wgart. @22)

No caso limite, de incompressibilidade (e = 0), o espago U deve incorporar a restricao det F = 1 em sua

construcao.

Embora teoremas demonstrem a existéncia da solugao para a forma variacional de inico campo
dada em (4.21) (Chen et al., 1997), os mesmos nao indicam nenhum procedimento para a sua solugao.
Além do mais, a medida que € > 0 se torna pequeno, a dificuldade envolvida na solucao do problema
discreto formulado a partir do enunciado variacional de tnico campo (4.21) torna-se grande, dando
origem ao fenémeno conhecido na literatura como travamento volumétrico (volumetric locking). Além
do mais, é dificil e desnecessario construir espacos U que satisfazem exatamente a restricao de incom-

pressibilidade det F = 1 para o caso limite de incompressibilidade.

Portanto, segundo (Silva, 2003), é mais eficiente obter o enunciado quasi-incompressivel através

da seguinte forma variacional, que corresponde a um problema de ponto de sela em (u,p),
Encontre u e U e p € Q, tal que
Il (u,p) = inf sup I1(£,q), (4.23)
gcu qeQ

sendo @ = {p € L,y (Q°)}.

Além do mais, o funcional IT : & x Q — R ¢ definido, conforme (Silva, 2003) da seguinte forma

HEo = [ 7 (©.L()+a( (€ -1~ @] d2 — Wer (€), (4:24)
sendo

Wm(ﬁ):/ﬂobofdQOJr/Fo t- & dr? (4.25)

G*(q) = iq? (4.26)

O enunciado variacional (4.23) é denominado Formula¢io Lagrangiana Perturbada, pois relaxa a
condigao de incompressibilidade através da adi¢ao do termo de penalizacao —G* (q). Nesse caso, g é o

multiplicador de Lagrange.
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Afim de obter a soluc¢ao (u,p) do problema variacional (4.23), a condigdo de ponto estaciondrio

de II (&, q) deve ser satisfeita, ou seja, 01 (u, p) = 0. Portanto,

oW (w) . W (u) I o (et 5
/Qol a7 0T+ —5p 0L +p3J + (J () = 1) 6p — G (p) bp| P — { —F ==, du ) = 0.

Como du e dp sao varidveis independentes, a equagao acima pode ser reescrita da seguinte forma

/ 8Wﬂu)5f1+8Wju)5f2 + pdJ an’ —<M,5u> =0 VdéueV
Qo 611 8[2 ou

(4.27)
/O(J(u)—1)5pd90—/OG*’(p)(sdeO:o VépeQ
Q Q
considerando V = {(5u € [H? (QO)]dim | dulpo = O} com dim < 3.
Considerando a variagao das equagoes (4.20) e (4.15), tem-se
ow ow ow OW oI,  OW 0l aJ
— 01 S+ —6J = oz + = JE =S - JE. 4.28
an "t T an R T e (ah o ohL ok 7 8E> (4.28)
A partir de (4.26) e (4.28), o sistema (4.27) pode ser reescrito na seguinte forma abstrata
,ou) + by (du,p) =1(0 VoueV
(. 0) 4y (Bup) = 1(Gw) VeV w0
bQ(uaép)_g(pv(sp)zo V(SPGQ
sendo
oW oI,  OW 0l 0 / & 0
= E dQ° = - 0K dQ) 4.30
a (u, 6u) / [811 3t 6E] SEd [ §-0B a2, (4.30)
= E dQ) 4.31
by (5, p) [ b OB 9 / §.6Ed (4.31)
bo(udp) = [ (7(w)—1)dpdn, (4.32)
Q
_ p 0
g9 (p,dop) = / =op dQ2” (4.33)
Q0 k
[(6u) = / bo - Su d0° + / to - Su dr® . (4.34)
Qo T,
Através das equagoes (4.28),(4.30) e (4.31), pode-se escrever a seguinte relagao
S=S+S8, (4.35)

sendo S e S, respectivamente, as componentes de distorcao e dilatacao do segundo tensor de tensao de

Piola-Kirchhoff.
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4.2 Analise de Resposta

Seguindo a mesma metodologia da Secao 3.2, o problema estrutural é descrito através de uma
formulacao lagrangiana total e a respectiva solucao nao-linear é obtida através do MEF. No entanto, o

enunciado variacional (4.23) conduz a uma formulac¢ao mista de elementos finitos.

Considerando o problema de ponto de sela (4.23) definido em um intervalo I,,11, a solugao é
obtida resolvendo a condicao de ponto estaciondrio representado pelo sistemas de equagoes variacionais

nao-lineares (4.29), da seguinte forma (Silva, 2003)

Encontre u,41 € Up11 € ppi1 € Quyy tal que

a(upy1,0u) + by (du,ppy1) =1(0u) VoueV

, (4.36)
ba (Wnt1,6p) — g (Pnt1,0p) =0 VipeQ
sendo
0 (Wnir,u) — / Sy OB A0 (4.37)
Q
b1 (0w, ppy1) = | Sni1- 0B dQ° (4.38)
Q
by (s, 0p) = /Q (1) — 1) 3p a2 (4.39)
g (Pny1,0p) = / Prl sp aq® (4.40)
Q0 k
[(bu) = / bo,,, - u dQ® + / to,,, - du dr”. (4.41)
Qo o,

Discretizando o sistema de equagoes variacionais (4.36) no intervalo I,,11 através do MEF, tem-se

o problema variacional misto discretizado
Encontre upy, ., € Unp, 1 € Php,it € Lhp tal que

a (uhpn+175uhp) + b1 (6Upp, pp+1) =L (dupy) V dupy € Vi (4.42)
bo (uhpn+1>5php) ) (phpn.Ha 5php) =0 v 5php S th
sendo Upyp,, ., € Vip, respectivamente, o espago de deslocamentos admissiveis discretizados no intervalo

n + 1 e o espaco das variagoes discretizadas definido da mesma forma que na Secao 3.2 e Qp), =

{phpn+1v5php € Ly (QO)}

Adotando a notacdo s = [u,p]T e As = [Au, Ap]T e considerando que o carregamento externo
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nao depende da deformagao, (Silva, 2003), o procedimento de Newton-Raphson aplicado ao sistema

discretizado (4.42), omitindo o subescrito hp, conduz ao seguinte processo iterativo

sa ((k)sn+1;(k+1) Au, 5u) 1 6y ((k)sn_H; 5u’(k+1)AS) = lpt1 (6u) —a ((k)un+1, 5u) ,
—b1 ((5u,(k) pn+1)

8by ((’“)Sn+1;(’““) Au,5u,) — &g <(k)pn+1§(k+1) Ap,ép,) =g ((’“)pnﬂ, 5p)
b (Fuy1,0p) L (4.43)

ks, 11 = Ws, 1+ FHDAs,

k=k+1 até que H(k“)AanH <~ >0.

De forma similar ao processo iterativo (3.17), os critérios de convergéncia (3.22) e (3.23) podem
ser aplicados no processo iterativo (4.43). Os termos do processo iterativo (4.43) sdo dados, omitindo

os parametros k e n + 1, por (Silva, 2003)

. _ . 8E 8E O
da (s; Au,ou) = - C(s): <au,Au> <au,5u> dQ
+ ] 8(s)- % [v (Aw)’ Vou + VouT'v (Au)} dQv (4.44)
Q
. _ JE 9J 0
5by (s; 6, As) — /Q 0 < 8u,5u> S Apda, (4.45)
_ - OF 071
5by (5 Au,ou,) — /Q op [<a—u,Au>-8—E} dod | (4.46)
sa s 20n) = [ o0 (P50 ) a0 (4.47)
Qo Op

OE

E
sendo as derivadas direcionais <8—, Au> e <—
Ju Ju

e (3.20).

,5u> definidas respectivamente pelas equagoes (3.19)

A forma variacional mista representada pelo sistema de equagoes variacionais (4.42) conduz a uma
formulagao mista de elementos finitos. Entretanto, as formas matriciais mistas sao diferentes daquelas
decorrentes da formulagao padrao de inico campo (Silva, 2003; Brezzi e Fortin, 1991). Portanto, cédigos

desenvolvidos para a formulagao padrao nao podem ser aplicados as formas mistas.

Com o objetivo de tornar as formas matriciais compativeis com os c6édigos de elementos finitos de
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dnico campo ja existentes, diversas técnicas alternativas foram propostas de modo que reproduzissem
a precisao na solugao do problema da formulacao mista. Entre as técnicas que foram desenvolvidas,
citam-se a integragao reduzida e os métodos de projecao (Brezzi e Fortin, 1991; Chen e Pan, 1996;

Hughes, 1980).

No presente trabalho, a solugdo do problema variacional misto (4.42) é obtida pelo método de
projecao da pressao, (Chen e Pan, 1996; Silva, 2003). Este método é uma generalizagdo para hi-
perelasticidade nao-linear quasi-incompressivel do método B-bar proposto para a elasticidade linear
incompressivel, (Hughes, 1980; Simo e Hughes, 1998). Estas técnicas sdo denominadas método de de-
formacgao suposta, pois assumem funcoes de forma a prior: para os campos de tensao e deformacao de
forma independente a assumida para o campo de deslocamento. Assim, no presente contexto, a pressao
hidrostatica p do problema variacional misto (4.42) é projetada no sentido de minimos quadrados num

espaco funcional previamente escolhido e entao reescrita em termos dos deslocamentos.

Formalmente, o método de projecao da pressao consiste no problema de aproximar por minimos
quadrados uma funcdo escalar quadrado-intergravel de Lebesgue p. (X) no dominio do elemento e.
Considere uma seqiiéncia de fungdes representada pelo vetor Q (X) = {Q1 (X),Q2 (X),...,@n (X)}.

Logo, tem-se o seguinte problema:

Encontre o vetor pe = {p1,p2, .., Pn }T que minimiza

Ipe (X) = Q(X) 17,01 - (4.48)
sendo |||, (q,) @ norma Lz no dominio do elemento e.

Em problemas de quasi-incompressibilidade, nos quais a deformagao volumétrica é muito pequena,
é vélido assumir a hipdtese de que a relagao pressao hidrostética/deformagao volumétrica é linear, ou
seja, k é considerado constante. Além do mais, a aplicacao do método da projecao no problema
discretizado (4.43) permite realizar uma condensagao estatica em relagdo a varidvel p, tornando o

sistema (4.43) fungao apenas do deslocamento.

Através das condigoes de Babuska-Brezzi, o espago funcional das pressoes e dos deslocamentos
podem ser escolhidos de forma coerente, de maneira que se garanta a estabilidade numeérica do pro-
blema (Szabé e Babuska, 1991; Brezzi e Fortin, 1991). Segundo (Silva, 2003; Kim, 1999; Chen et al.,
2000), a utilizagdo de interpolacao constante dentro de uma zona de integracao para aplicagoes de

hiperelasticidade é satisfatoria. Além do mais, os elementos com interpolagao quadratica de Serendipty
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do campo de deslocamentos e pressao constante também respeitam as condigoes de estabilidade de

Babuska-Brezzi. Assim, esta escolha facilita a condensacdo da pressdo dentro de cada elemento.

Considerando um dominio de integracio Q0 C QY a equacdo (4.19) e pressdo constante p., a

segunda equacgao do sistema (4.27) pode ser escrita como (Silva, 2003)

que é a condensacio estdtica da pressdo hidrostdtica no dominio do elemento QY. No procedimento
iterativo (4.43), a varidvel Fp, .1 ¢ eliminada do sistema através da substituicao do valor calculado

por (4.49).

Como pode ser observado na em (4.49), o método de projecao é uma técnica de suavizagao usada
para eliminar a oscilacdo pontual do valor da pressao. Portanto, é coerente com a formulacdo mista, a

qual trata a pressao como uma restricdo a ser respeitada no sentido da média.

k)

Partindo-se das mesma condicdes para o célculo de Pe,1» @ variacao Ap pode ser eliminada do

sistema (4.27), pela expressao (Silva, 2003)

k OE dJ ®)p,
tDAp - B OB (k1) 99 (k) (k) 1 Peni {40
Abe = T /QQ {<au’ A“> OF (Paa) 7 (P ) -1 P e (450

4.3 AST para Problema com Hiperelasticidade Nao-Linear Quasi-

Incompressivel

Na Segao 3.3, o conceito de Anélise de Sensibilidade Topolégica, caracterizada pela funcao escalar
denominda derivada topoldgica, foi redefinida para problemas envolvendo nao-linearidade geométrica

através da formulagao lagrangiana total é adotada.

Seguindo a mesma metodologia do Capitulo 3, na presente secao é desenvolvida a expressao apro-
ximada da derivada topoldgica para problemas envolvendo nao-linearidades tanto geométrica quanto
material. No caso, o material é considerado ser hipereldstico nao-linear, isotrépico, homogéneo e quasi-
incompressivel, conforme descrito na Segao 4.1.2. A definigdo da derivada topoldgica dada na Segao
3.3 ndo impoem qualquer condi¢ao quanto a natureza da resposta do material. A redefinicao dada pela

equagao (3.24) envolve apenas avaliar a sensibilidade de uma determinada fungao custo ¥, definida

0

0 centrado em X € Q% e com ¢ — 0,

na configuragio nao-deformada Y, quando um pequeno furo B
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aumenta de tamanho. Assim, a mesma metodologia desenvolvida na Segdo 3.3 é aqui adotada. A
derivada topoldgica para o presente problema pode ser relacionada com a Andlise de Sensibilidade &

Mudanga de Forma conforme a equagao (3.30).

Para determinar a derivada topoldgica através da equagao (3.30) para o presente problema resta
determinar a sensibilidade a mudanca de forma de uma determinada funcéo custo W (Qg), no caso a
energia potencial total do sistema, quando o furo B centrado em X € Q2 e com ¢ — 0, aumenta de

tamanho de acordo com o campo de velocidade definido em (3.27).

Assim, considere o problema de elasticidade sujeito a grandes deslocamentos e deformacoes com
material hiperelastico nao-linear, isotrépico, homogéneo e quasi-incompressivel. Considerando que o
dominio QY ¢ limitado e aberto e que I'Y é suficientemente regular, o problema variacional misto, definido
pelo sistema (4.36) em Q°, pode ser redefinido no dominio de referéncia nao perturbado QY da seguinte

forma:

Encontre u, € U, e p. € Q., tal que

a: (ug,du) + bie (0ug,pe) =l (due) VYV ou. € Ve (4.51)
boe (uaa 5p5) — Ge (p67 5p5) =0 V ope € Q-
sendo U, V. e Q,, respectivamente, os espacos das fungoes cinematicamente admissiveis, e das variacoes

e das pressoes, definidos no dominio de referéncia com furo B, nao-perturbado.

Similar ao que foi feito no Capitulo 3, um problema variacional misto equivalente ao definido pelo
sistema (4.51) no dominio de referéncia nao perturbado 2, pode ser definido numa familia de dominios

de referéncia perturbados 2, lembando-se que QQ|T:0 = QY ou seja,

Encontre u, € U, e p, € Q,, tal que

ar (u775u7) +b1r (5117-,177-) =1 ((5117-) Vou,e€V,eVr>0
bQT(uﬂépT)_gT(pTa(Spr):O Vopr € QreV1>0

: (4.52)

de modo que U-, V; e O, sao os espagos de funcoes cinematicamente admissiveis, variagoes e pressoes

definidos em QY, respectivamente.

Da mesma forma, considerando o funcional energia de deformacao por unidade de volume nao

deformado, definido pela equacdo (4.20), o funcional de energia potencial total ¥, (u,) é escrito em QY
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da seguinte forma

WT“”):f/ EV(fh,BT”L)dQQ—:/ bo-quQQ—i/ to - u, dr'? . (4.53)
Q0 Qr I'y
Portanto, afim de obter a sensibilidade da funcao custo (4.53), a fungao lagrangiana para o

problema de hiperelasticidade na configuragao pertubada QY. é escrita como

LT (u77ﬂ77p7797) = ‘IIT (uT)+aT (uTuﬁT)—’_blT (1877pT)+b2T (u7797)_g7' (pTaHT)_lT (IBT)(454)

Sendo B, = m1 du, e 8, = mo dp; (my e my € N) os multiplicadores de Lagrange referentes, respecti-
vamente, a primeira e a segunda equagoes do sistema variacional misto (4.52). Portanto, considerando
que a equagao (4.52) seja satisfeita para todo 7, a derivada da fungao lagrangiana (4.54) serd igual &

derivada do funcional de energia potencial total, ou seja,

dL, dv. 0L, /L, oL, oL,
= = ea— 4-
=== o )+ (G + (G + (G0 ) (4.53)
sendo
du, : dp, . db,
1.17— = u € Vq—, BT - BT S V’T) p € QT7 07’ =——=c QT :
dr dr Cdr dr

Seguindo o mesmo procedimento da Secao 3.4, as seguintes derivadas direcionais podem ser
calculadas

<%¢ > >+<gi'>+<%§m§, (4.56)
< ﬁ» 7_@>+<&m > <%§BJ, (4.57)
(o) = (Ger) = (o), 5%
() 20

As derivadas direcionais presentes nas equagoes (4.56) a (4.59) s@o escritas, da seguinte forma (Silva,

2003)

ou,’
da

(5ur
(5
(
6 ). (459)

<Qﬁﬂy>:/?cmg;Cﬁia»-&;+sf<%§iﬁ»dmhzm4&¢mﬁg, (4.60)
QT

aur 8 ur T

()= [ (e o).

O, -\ [ 0J() JOB 2\ o [ & JOBr o\ o .
<8—ﬂ77ﬂ7> - /Qgpf o (Gan ) d? = /Q9 8, (Gor B ) 492 =i, (Bp.)  (162)
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OE,

E
abzr’ﬁr _ /0 9J (ur) <8 7"1'17_>97- 90 = 8byr (7511, 0, )
Q

O, > /QopTaJ(uT),@E ,ﬁ>d9g:5bh<sﬂﬁr,m>,
)

ou,

T

&7PT> = <8G 7p7> 07’ dQ?— = / &97 dQ?— = 597’ (Pr?pneﬂ-) )
Q0 Q0 k

_ G*H dQO—/QQ%éTdQB:gT(T,éT),

<
<
(Gde) = [ 17 )= 11 a9 = s, (ur.6).
<
<
<

% > /boﬁ do /Fto'BTdF(i:lr(Bf)'

N

(4.63)

(4.64)

(4.65)

(4.66)

(4.67)

(4.68)

Além do mais, as derivadas direcionais em relagdo a u, nas dire¢oes 0, e B, contidas nas ex-

pressoes anteriores sao escritas como

OE, | o 1 L1,
<8—u:’ u7> = Vi’ + §vTquTuT + 5vTquTuT,

aéET . . 1 . T 1 T .
<a—uT>uT> = §v7u7— VTIBT + §v7'57— V. a,,

OB, . s 1 S
(GomsBe) = Vab? + 5Vl Vo 4 593, Vo
ou, 2 2

(4.69)

(4.70)

(4.71)

Similarmente & Secao 3.4, a derivada parcial da fungao lagrangiana (4.54) em relacao a 7 coincidira

com a derivada total, conforme (3.49), se todas as equagoes (4.56) & (4.59) forem iguais a zero. Assim,

através de (4.60) a (4.68), tem-se o seguinte problema variacional:

Encontre u, € U; e p, € Q;, tal que

a, (uT,BT) T by, (BT,pT) —1, (BT) VB, . eV,eVT>0
bQT(uT7éT)_gT(TuéT):O ngEQTeVTEO

que corresponde a equacao de estado do problema em questao. Para o problema adjunto:

Encontre 8, € V; e 0, € Q., tal que

dar (s7;B,,0r) + 0bar (s750,,0,) = — <%7ﬁ7> Va, €VreV7T2>0
Ur

obir (ST;BﬂpT) —49r (pT;eTupT) =0 Vpr€QreVrT>0

)

onde se considerou a simetria das formas bilineares da, (s-; 0, 3,) € 6g; (pr; Pr, 7).
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A derivada direcional do funcional de energia potencial total em relacdo a u, na direcao de 1,

de acordo com a (4.53), pode ser escrita da seguinte forma

<a\117 ﬁ7> _ / <8WT oI, N OW, 01, N oW, 8JT> _<aET . >d92
0o

ou,’ oL, OE, | 0L, OE. ' 0.J. 0E, ) \ou, "

—/ bo.ﬁTdQQ—/ to -, dl'? |
Qr I'n

v,
< 1’17> = () + b (8 pr) — L (1) =0 Vi, € Vs oV T >0, (4.74)

ou,’
considerando que u; e p; satisfaca a equacao de estado (4.52). Conseqiientemente, a solugao da equagao
adjunta (4.73) é (B,,6;) = (0,0) e a derivada parcial do lagrangiano (4.54) escrito na configuracao
perturbada 2 torna-se

o
= — W (E,) dQ°
Il =y (E;) dQ;

l; (u;)
or 7=0 .

0L, 0¥, (uy)

4.
67' =0 87' ( 75)

7=0

Substituindo a definigdo de energia potencial total para o problema de hiperelasticidade nao-
linear quasi-incompressivel, dada pela equagao (4.53), em (4.75) e aplicando o Teorema do Transporte
de Reynolds, a derivada parcial da fungao lagrangiana na configuracao nao-perturbada QQ\TZO =00¢
escrita como

oL, l; (u;)

ow (ET) : 0
= —_— W (E;) DivV dQ; — 4.76
87' =0 /Qg 6’7— =0 + ( E) v e 87' =0 ’ ( )
l; (u;) . . .
sendo 5 dado pela equagao (3.63) para u, e B, fixos e o campo de velocidade V definido
T 7=0

em (3.27). Portanto, a equacao (4.76) é reescrita da seguinte maneira

0L, oW (E,;) OE, . / .
= . E)I-VV dQ, — by -u.)I-VV dQ?,
or 7=0 /QS aET or =0 + W( ) \ € Qo ( 0o-u ) \%
oL OF
T = . T 00 / E.) — b - I- 00 4
87' =0 Q(a) S 67' 0 d € + Q(E) [(W( 8) 0 ua)] VV d e ( 77)

Usando a definicao da derivada parcial do tensor de deformacao de Green-Lagrange E. na con-
figuracdo nao-perturbada Q0 dada em (3.59), a equacdo (4.77), apds algumas operagoes algébricas,
torna-se

oL,
or

7=0

= /QO {[W (E<) —bo - u]I—VulS, — Vu! vuese} V'V dQ? . (4.78)

De forma similar ao que foi feito nos capitulos anteriores, a equagao (4.78) pode ser escrita da
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seguinte forma

oL,
or

T e 3. vV an?, (4.79)

sendo X! o tensor momento energia de Eshelby na configuragio de referéncia nao-perturbada Q0 para

formulagao lagrangiana total, que no presente problema é definido como

30 = [W(E.) —bg-u]I—-VulS, — Vul vu.s.. (4.80)
De forma similar a Secao 3.4, tem-se

¥ = [W(E.) —bg-u]I - VulP.. (4.81)

Através do Teorema da Divergéncia e da relacao tensorial (3.69), a equacao (4.79) é reescrita na

seguinte forma

oL,
or

= / Div (22)-Vd92+ / >y -V ar?. (4.82)
2 re

7=0

Proposicao 4.1 Sejam (u,,p;) e (B,,0;), respectivamente, as solugcdes da equagao de estado (4.72)
e adjunta (4.73). Logo,

D = 0. (483)

Demonstragao 4.1 Seguindo o mesmo procedimento para provar a Proposicao 3.1, considera-se o
tensor de Eshelby XU escrito na forma dada pela equacdo (4.81) e a derivacdo de u, em relagdo a
7 sendo feita na prépria configuracio perturbada Q°, para depois avaliar em T = 0. Assim, através
do Teorema do Transporte de Reynolds, da regra de derivacio (3.72) e do Teorema da Divergéncia
(Novotny, 2003), a derivada parcial do funcional de energia potencial total V. (u;), dado pela equagdo

(4.53), em 7 =0 € calculado da sequinte forma

R (E,) dQ? = / W (E,)| da° +/ W (E.)ng -V dT'Y
or @ 7=0 0 =0 e
_ ow (ET) ! 0 0
_ /Qg 0w, | ol —I—/FgW(EE)no-VdI‘E
= / (8-+5.)-E,| a0+ | W(B)ny-Vdrl. (4.84)
O =0 T
ol D 0 , 0
— = b0~u5d§2€+/ (bO'uE)nO-VdI’E—i-/ to-u. +to- (Vu,) Vdl
or =0 Y o F(J)V
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— [ bo-ul dQSJr/FO to-uldr + [ (b0 u) T+ VP ng- vV, (485)
€ N €

sendo by e to constantes em relagao a 7. Portanto, substituindo as equagoes (4.84) e (4.85) em (4.75),

a derivada parcial da fungdo lagrangiana torna-se

= /QO (ST+ST)-E;

—/ to-u;dro—/ [(bo-ug)I—i—VugTPa}no-VdI‘g.
19 10

N €

oL,
or

7=0 T=

d92+/ W(Eg)no-le“g—/ by - u, dQ°
0 o Q0

Reescrevendo, a expressaio acima, tem-se

aLT o ! ! ! 0 0
o | Qe (ue,us) + b1e (us,pa) -1, (us) + /Fg Yng-Vdl;, (4.86)
sendo
’ — ’ 8V_V (ue) 81_17- 8W (us) 8i27 8E5
c(u,u.)=[ S.-E_d° :/ _ _ : aol .,  (4.87
ac (e, ut) 00 T Joo [ L. OE.  0L. OE,| 07 |y fwo ° (4.87)
’ ~ ’ 8J (u ) aE
. . 0 _ e) € 0

e (ulp:) = /Q , 8-+ B a0 /Q R k= N (4.88)

e X0 ¢ dado pela equagio (4.81). Portanto, comparando (4.86) com (4.82) e considerando a primeira

equagao do sistema (4.72) para u,6 € V., o Teorema Fundamental do Céalculo Variacional garante que
/ Div (30) - Vdl =0, VYV <= DXl =0.
2
Assim, a proposicdo estd demonstrada. O

Substituindo o resultado da Proposigao 4.1, dado por (4.83), em (4.82) e considerando a defini¢ao
do campo de velocidade (3.27), obtém-se

oL,
or

= —Vn/ >%ng - ng dOB . (4.89)
=0 oBY

Através da definicio do tensor de Eshelby 3¢ (4.81), a seguinte relacdo é vélida
ESnO ‘ng =W (E;) —bg-u. — P.ng - (Vu.) ng,

Considerando a condigao de contorno de Neumann homogénea no furo, ou seja, P.ng = 0 sobre dBY,
e a auséncia de forgas de corpo, bg = 0, a derivada parcial da funcao lagrangiana em 7 = 0, torna-se

oL,
or

=V, W (E.) doB? . (4.90)
7=0 BBQ

A derivada topoldgica, a menos do limite com € — 0, é obtida substituindo (4.90) na expressao
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da derivada topolégica para formulagao lagrangiana total, (3.30), ou seja
* o\ v\ _ . 1 0
D; (X) = Dr (X) = ~lim s ooV (E.) doB" . (4.91)

4.4 Analise Assintotica Numérica

A equacao (4.91) representa a derivada topoldgica a menos do limite com € — 0 para o problema de
elasticidade envolvendo nao-linearidade geométrica e hiperelasticidade nao-linear quasi-incompressivel.
Portanto, afim de se obter a derivada topoldgica propriamente dita é necessario que o limite presente

na equagao (4.91) com ¢ — 0 seja calculado, de forma analitica ou aproximada.

Como nao ¢é possivel realizar uma andlise assintética no presente problema, emprega-se o mesmo
procedimento alternativo baseado em experimentos numéricos para o calculo do limite com ¢ — 0
realizado na Secao 3.4.1. Dessa maneira, obtem-se uma expressao final aproximada para a derivada

topoldgica para o problema envolvendo hiperelasticidade nao-linear quasi-incompressivel.

Por isso, seja a fungao dp (u.) dada por

1

dr (u.) = e BBOW(EE) doB? (4.92)
de modo que
Dr (X) = lim dr (u.) (4.93)

De forma andloga ao Capitulo 3, considere um dominio retangular plano, denotado por €2, com
dimensoes L = 2 mm e com um furo de raio € no centro do dominio, sujeito aos casos de carregamento
com carga distribuida ty ao longo das bordas laterais de €2, conforme ilustrado nas Figuras 3.4. Sera
realizado um estudo numérico do comportamento assintético da funcdo dr (u.) em relacdo ao raio €

para varios valores de carga tg.

A equacao de estado (4.72) representa o problema de hiperelasticidade nao-linear quasi-incom-
pressivel, o qual sera resolvido pelo MEF na configuracio de referéncia nao-perturbada 2, utilizando-se
elementos triangulares quadraticos da familia de Serendipty para a interpolacao do deslocamento u., de
acordo com o procedimento descrito na Secao 4.2. As malhas sdo construidas de modo a manter o mesmo
numero de elementos no contorno do furo, independentemente do valor do raio €. Conseqiientemente, o

tamanho aproximado dos elementos h¢ é calculado, conforme sugerido em (Novotny, 2003), através da
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(c) Carga to = 25,00 x 107> N/mm?. (d) Carga to = 37,50 x 1073 N/mm?.

Figura 4.1: Comportamento assintético de dr (u.) f' (€) em relacdo ao raio € na tragdo no problema de hipe-
relasticidade nao-linear.
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(c) Carga to = —25,00 x 1073 N/mm?.

Figura 4.2: Comportamento assintético de dr (u.) f' (¢) em relagdo ao raio € na compressdo no problema
hiperelasticidade nao-linear.
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relagao (3.81) e a Tabela 3.1 mostra o nimero total de elementos NE das malhas geradas no dominio

Q) para diferentes valores do raio € e ne = 60.

Considera-se o modelo de estado plano de deformacao e material de Mooney-Rivlin com (419 =
0,55 N/mm?, Ag1 = 0,138 N/mm? e k = 666, 66 N/mm?). Constrdem-se os graficos para as cargas de
tracdo to = {6, 25;12,50;25,00;37,50} x 1072 N/mm? e de compressio tqg = — {6, 25;12,50;25,00} x
1073 N/mm?, conforme mostrado nos graficos das Figuras 4.1 e 4.2, respectivamente. Mediante andlise
destes gréficos, é razoavel supor a hipdtese que estes se comportam como retas que passam pela origem,
o que permite concluir que o termo integrando da equagao (4.92) se comporta como uma constante
em relagao a €. Novamente, devido a condigao 0 < ‘DT (X)} < 00 do Teorema 2.1, torna-se f (&) =

— |B:| = —me?.

Conseqiientemente, as equagoes (4.92) e (4.93) conduzem a
Dr (X) = lim dr (u.) = CW (E), (4.94)
£E—
ou seja, tem-se a expressao final da derivada topoldgica a menos de uma constante C.

Similarmente a Segao 3.4.1, a andlise da constante C' é realizada mediante o comportamento
assint6tico da fungdo dp (u:) em relacao ao raio . Tal andlise é realizada tomando o quociente entre
a funcao dr (u.), dada pela equagao (4.92), e o termo integrando calculado no né de uma malha sem
furo, cujas coordenadas coincidem com as coordenadas do centro do furo das malhas com furos. Assim,

levando em conta a fungao f () = —7me?, tem-se o seguinte quociente

1
— E BY

W (E)

(4.95)

Os gréficos da Figura 4.3 apresentam o comportamento desse quociente em fungao de 1/¢ ilustrado

para cada valor de tg sob os quatro casos de carregamento.

Andlisando-se esses graficos, observa-se um comportamento assintético da equacao (4.95), em
funcao de € para os quatro casos de carregamentos, tanto para tragao, quanto compressao. Porém,
no 1°, 2° e 4° caso de carregamento, os gréaficos apresentam certa falta de suavidade além de um
acréscimo no valor do quociente em ¢ = 0,01 (E = 100). Tal comportamento se deve a distorcao dos
elementos em torno do furo, se acentuando quando o valor de ty assume valores mais elevados. No caso
da compressao, o problema se mostrou mais acentuado, a ponto de nao ser mais possivel observar o

2

comportamento assintético do quociente para cargas to < —25,00 x 1072 N/mm?2. J4 no 3° caso de
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Figura 4.3: Comportamento assintético do quociente W em relagao ao raio € no problema de hiperelasti-

cidade nao-linear.
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carregamento nao é observado tal falta de suavidade.

Tabela 4.1: Andlise da variagdo da constante C para o 1° caso de carregamento de tracdo para o problema de

hiperelasticidade quasi-incompressivel.

to (N/mm?) 0,00625 | 0,0125 0,025 0,0375 | Maxima Variacao (%)
W (Nmm/mm?) | 0,000327 | 0,001353 | 0,005696 | 0,013592 4056, 57
E[ - 0,015401 | 0,031344 | 0,064420 | 0, 099810 548,07
C~ 2,99 2,87 2,84 2,80 —6,35

Tabela 4.2: Andlise da variagdo da constante C para o 2° caso de carregamento de tracdo para o problema de

hiperelasticidade quasi-incompressivel.

to (N/mm?) 0,00625 | 0,0125 | 0,025 | 0,0375 | Méxima Variacao (%)
W (Nmm/mm3) | 0,000327 | 0,001354 | 0,005699 | 0,013597 4058, 10
B[, 0,015405 | 0,031352 | 0,064434 | 0,009830 548,04
C~ 2,99 2,87 2,84 2,80 —6,35

Tabela 4.3: Andlise da variagao da constante C' para o 3° caso de carregamento de tracao para o problema de

hiperelasticidade quasi-incompressivel.

to (N/mm?) 0,00625 | 0,0125 0,025 0,0375 | Maxima Variacao (%)
W (Nmm/mm?) | 0,000003 | 0,000012 | 0,000046 | 0,000104 3366, 67
E[ - 0,000225 | 0,000456 | 0,000929 | 0,001423 532, 44
C~ 495 515 530 555 12,12

De forma similar ao Capitulo 3, as Tabelas 4.1 & 4.2 comparam os valores de C' com os valores
da densidade de energia de deformacao W e da norma-F' (3.85) da matriz que representa o tensor de
deformacao E. Considera-se o né da malha sem furo, com coordenadas coincidentes com o centro dos
furos. As Tabelas 4.1 & 4.2 mostram que a variagdo do nivel de deformacao e da densidade de energia
de deformagao W é muito superior a variagao da constante C' sob todos os casos de carregamentos

analisados.

A partir da andlise anterior, verifica-se que a derivada topoldgica para o problema de elasticidade

envolvendo hiperelasticidade nao-linear quasi-incompressivel pode ser escrita aproximadamente como

Dr (X) ~ C*W (B), (4.96)

sendo C* uma constante qualquer entre os valores obtidos para C. Portanto, considerando o algo-
ritmo de otimizacao topoldgica apresentado na Secao 2.4, a funcao densidade de energia de deformagao
W (E) torna-se a derivada topoldgica aproximada para o problema de hiperelasticidade nao-linear quasi-

incompressivel, uma vez que o valor de C* nao influéncia na seqiiéncia de células a serem removidas.
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Tabela 4.4: Andlise da variagdo da constante C para o 4° caso de carregamento de tracdo para o problema de
hiperelasticidade quasi-incompressivel.

to (N/mm?) 0,00625 | 0,0125 | 0,025 | 0,0375 | Méxima Variacao (%)
W (Nmm/mm?3) | 0,000353 | 0,001522 | 0,007251 | 0, 019504 5425, 21
B[, 0,015865 | 0,033010 | 0,072311 | 0, 119284 651,87
C~ 11,00 10, 70 9,80 9,00 —18,18

4.5 Estudo de Casos

Para ilustrar o conceito de Analise de Sensibilidade Topolégica para problemas de elasticidade en-
volvendo hiperelasticidade nao-linear quasi-incompressivel, apresentam-se nesta segao alguns exemplos
de estruturas submetidas a estado plano de deformacoes. Portanto, considere componentes estruturais

planos caracterizados por dominios © € R2.

4.5.1 Viga Curta Engastada

Neste exemplo, tem-se um dominio inicial retangular 2 com dimensao L = 50 mm, constantes
do modelo de Mooney-Rivlin Ajg = 0,55 N/mm?, Ag; = 0,138 N/mm? e k = 666,66 N/mm?2. A viga
estd engastada na regiao denotada por a = 5 mm e submetida a uma carga distribuida to = —0, 4444

N/mm? sobre a regido denotada por b = 4,5 mm, conforme ilustrado na Figura 4.4(a).

Neste exemplo foi utilizada uma malha com 3656 elementos finitos triangulares quadraticos ilus-
trada na Figura 4.4(b). Como Critério de Parada, adotou-se que a area final V = 0,40Vj, sendo V; a
area inicial do dominio, e foi retirado 1% de drea em cada iteracdo. O resultado final é atingido apéds 89
iteragoes do algoritmo de otimizagao topoldgica e a deflexdo maxima é de —7, 28 mm na borda superior

direita da viga.

A Figura 4.5 ilustra a distribuicao final da densidade de energia de deformacao W. Como é
possivel observar, W assume valores da ordem 1,0x 1072 Nmm/mm? nas regides préximas as condicoes
de contorno. No entanto, caso o processo de otimizagao continuasse, a regiao a ser removida seria aquela
que apresenta o menor valor de W, a qual assume valores da ordem de 1,5 x 1073 Nmm/mm?3, como
pode ser observado na Figura 4.5. A Figura 4.4(d) ilustra o decaimento do funcional de energia potencial

total do sistema em relacao ao nuimero de iteracao.
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Figura 4.4: Viga curta engastada envolvendo hiperelasticidade nao-linear quasi-incompressivel.
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x 107

Figura 4.5: Densidade de energia de deformacao para o problema de viga curta com hiperelasticidade nao-linear

quasi-incompressivel em na iteragao j = 89.

m3

4.5.2 Problema das Duas Barras

Neste exemplo, o dominio inicial estd submetido a uma forca concentrada F' = —1,0 N, conforme
ilustrado na Figura 4.6(a), sendo os demais dados idénticos ao problema anterior. Somente a area final

éV =0,36V). O resultado final é obtido apds 99 iteragoes do algoritmo de otimizagao topoldgica e a

deflexdo maxima é de —3,75 mm no ponto de aplicacao da carga.

A Figura 4.7 ilustra o valor da densidade de energia de deformacao W sobre o dominio obtido
apos 99 iteragoes do algoritmo de otimizagao topoldgica. Como é possivel observar, W assume valores
superiores & 5,0 x 1072 Nmm/mm3 nas regioes préximas as condicoes de contorno. No entanto, caso
o processo de otimizacao continuasse, a regiao a ser removida seria aquela que apresenta o menor valor
de W, no qual assume valores da ordem de 1,0 x 10~ Nmm/mm3, como pode ser observado na Figura
4.7. A Figura 4.6(d) ilustra o decaimento do funcional de energia potencial total do sistema em relagao

ao numero de iteragao.
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Figura 4.6: Problema de duas barras envolvendo hiperelasticidade nao-linear quasi-incompressivel.
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Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas Futuras

5.1 Conclusoes

O presente trabalho apresentou a aplicacdo do conceito de Andlise de Sensibilidade Topoldgica
para problemas de elasticidade envolvendo nao-linearidade geométrica (grandes deslocamentos e rotagoes)
e nao-linearidade de material (hiperelasticidade nao-linear quase-incompressivel). O objetivo principal
do trabalho consistiu em obter expressoes para a Derivada Topoldgica de cada um destes problemas

tratados através de uma formulacao Lagrangiana Total.

Ao contrario dos problemas lineares tratados por Novotny em sua tese de doutorado (Novotny,
2003), nos problemas nao-lineares do presente trabalho nao é possivel realizar uma anélise assintética
analitica para o cdlculo do limite presente na definicao de Derivada Topoldgica, conforme a equagao
(3.30), quando ¢ — 0, da mesma forma que foi realizada por Novotny. Conseqiientemente, uma
abordagem nuimerica experimental foi adotada para o calculo aproximado do limite quando € — 0, afim
de obter uma expressao aproximada da Derivada Topoldgica para cada um dos problemas nao-lineares

tratados no trabalho.

Embora seja possivel obter uma expressao aproximada da Derivada Topoldgica para os problemas
em questao, a técnica de andlise assintotica numeérica nao se mostrou uma ferramenta totalmente
adequada para o calculo do limite da equagao (3.30) em problemas vetoriais nao-lineares. De acordo
com as andlises realizadas no presente trabalho, a constante C' das equagoes (3.86) e (4.96) se mostrou

dependente de certa forma do estado de deformacao do ponto considerado, sendo a variagao maior no

86



caso em que apenas o sentido do carregamento ¢é alterado.

Por outro lado, através da andlise assintética numérica é possivel recuperar a expressao exata da
Derivada Topoldgica para o problema de elasticidade plana linear (ver Figuras 3.9 e 3.10), quando o
coeficiente de Poisson é v = 1/3 para o caso de tensao plana ou v = 1/4 para o caso de deformagao plana.
Em ambos os casos, a densidade de energia de deformagao (equagao (2.33)) é multiplicada por uma
constante C = 3. No entanto, a recuperacao da Derivada Topolédgica para elasticidade linear quando v
é diferente de 1/3 ou 1/4 nao parece ser possivel. Neste caso, as expressoes da Derivada Topoldgica em
tensao e deformagao plana sdo representadas pelas equagoes (2.31) e (2.32), respectivamente. Logo, a
expressao da Derivada Topoldgica assume uma forma mais complexa, que nao é mais um multiplo da

densidade de energia de deformagao.

O algoritmo de otimizacao topolégica se mostra severamente sensivel em relagdo a quantidade
de material a ser retirada em cada iteragao, resultando em diferente topologias conforme se altera o
valor a ser retirado por iteracdo, mesmo no caso linear em que a derivada topolédgica é exata. Além do
mais, nao hé até o momento, uma conexao clara entre Andlise de Sensibilidade Topolégica e a teoria
da programagao matematica, da mesma forma que nao hd um critério formal que defina a quantidade
de material que deve ser retirado do dominio em cada iteracdo. Essa quantidade é definida de forma

totalmente heuristica.

5.2 Perspectivas Futuras

Embora a Anélise de Sensibilidade Topolégica tenha se mostado uma ferramenta valiosa e inte-
ressante para a otimizacao topoldgica, algumas questoes ainda permanecem em aberto e a aplicacao
em certos tipos de problemas tem se mostrado dificil de ser realizada, embora expressoes aproximadas
para a Derivada Topoldgica via experimentacao numérica podem ser obtidas sob certas restrigcoes para

outros tipos de problemas. Portanto, ficam como sugestoes para futuros trabalhos:

e Formalizar a relagao entre a Andlise de Sensibilidade Topoldgica e a teoria da programacao ma-

tematica;

e Desenvolver uma técnica numérica mais geral para o calculo da aproximado da Derivada To-

poldgica;
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e Desenvolver expressoes da Derivada Topolégica para outros problemas nao-lineares, tais, como,

plasticidade, viscoplasticidade, contato e em problemas transientes;
e Desenvolver um critério formal para a retirada de material em cada iteracao.

Assim sendo, a Anélise de Sensibilidade Topoldgica pode ser vista como uma area promissora

e de intensa pesquisa, tanto aos aspectos matematicos envolvidos quanto ao aspecto de aplicagao em

problemas de Engenharia, e Fisica Matemética.
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