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Nomenclatura

Folhelho. Rocha sedimentar de granulagdo fina. argilosa. com
baixissima permeabilidade.

Familia de métodos para resolugdo de sistemas de equacdes
lineares por gradientes conjugados.

Formulagdo de elementos finitos tipo volume de controle
Método (Esquema) de Diferencas Finitas

Meétodo de gradiente conjugado pré-condicionado por
diagonal scaling, processo mais eficiente do que JCG.

Vetor com Todas as Componentes Unitérias

Equacéo Diferencial Parcial

Elementos Finitos

Formulacdo Hibrida de Elementos Finitos, 0 mesmo que
Elementos Finttos Hibridos.

Formulagdo Mista de Elementos Finitos, o mesmo que
Elementos Finitos Mistos.

Elemento na linha i e na coluna j da matriz {[EKF]

Graus de liberdade (geralmente o numero de variaveis)
Método CG com pré-condicionamento pela decomposigdo de
Cholesky incompleta da matriz quadrada do sistema linear.
Decomposi¢do incompleta de Cholesky que ndo opera em
nenhum dos elementos originalmente nulos da matriz
quadrada do sistema linear (nfio hda o chamado fill-in). Ea
decomposicio IC mais usualmente encontrada.

Matriz Jacobiana

Jacobiano, valor absoluto do determinante da matriz Jacobiana
Método CG de Jacobi: pré-condicicnamento mais simples que
existe, multiplicaciio apenas pelo inverso do elemento da

diagonal na mesma linha.
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Qualquer um dos diversos métodos baseados em elementos
finitos.

Média de Poténcia de expoente v :

Vetor normal a um lado (face) do elemento

Pressdo

Simulador DF de fluxo monofasico e incompressivel em
meios porosos, desenvolvido na PETROBRAS/CENPES.
Problema de Valor de Contorno

Espaco de aproximagéo (hibrido) de Raviart-Thomas de mais
baixa ordem.

Contorno do elemento

Método CG com pré-condicionamento SSOR. Geralmente €
feita inicialmente a operagdo de diagonal scaling (DS) para
melhorar a convergéncia.

Elemento mestre triangular

Dominio do elemento

Campo de velocidades utilizado na Lei de Darcy
Posi¢io do um ponto no espago

Coordenadas de um ponto no espaco

Fungéo (polindmio) vetorial

Componente x da funcfo vetorial nimero i

Componente y da fungio vetorial nimero j

Identificador de vetor

Identificador de matriz. ou tensor
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Resumo

As modernas técnicas de modelagem geologica e geoestatistica permitem a descri¢do
das heterogeneidades dos reservatorios de petroleo em um nivel de detathamento incompativel
com a capacidade de célculo dos programas de simulagdo numérica de fluxo. Com 1ss0, ©
processo de transferéncia de escala - ou seja, a determinagdo de propriedades efetivas ou
equivalentes para uma malha mais grosseira, preservando o maximo de informagdes da malha
fina - tornou-se uma etapa critica dos estudos de reservatorios.

Nesse trabalho, implementa-se uma formulagio de elementos finitos hibridos (EFH)
para o calculo da permeabilidade equivalente de meios porosos heterogéneos, a partir da
simulacio do campo de pressdes e de velocidades do fluxo monofisico e incompressivel em
regime permanente. Utiliza-se o espago de aproximagdo de Raviart-Thomas de mais baixa
ordem. S#o explicados os detalhes da formulagio para o tratamento de elementos deformados.
Construiram-se dois programas: uma versdo 2D, capaz de combinar elementos triangulares ¢
retangulares; ¢ uma versdo 3D, para paralelepipedos regulares.

Esses programas sfo aplicados a diversos casos de meios heterogéneos, comparando-
se a precisdo dos resultados e o desempenho computacional com outros métodos analiticos ¢
numéricos. Observa-se o efeito do refinamento da malha numérica sobre a precisdo do
resultado. Nessa comparagdo, verifica-se que o método EFH é superior tanto ao esquema de
diferengas finitas (5 pontos em 2D e 7 pontos em 3D) como ao esquema de elementos finitos
de Galerkin com funcdes de forma lagrangeanas lineares, considerando que produz resultados
mais precisos para o mesmo nimero de incognitas do sistema linear.

Por fim, com base no padrio de convergéncia desses diferentes métodos numéricos,

propde-se um novo estimador para o célculo da permeabilidade equivalente.

PALAVRAS-CHAVE:

Reservatorios de Petrdleo Transferéncia de Escala
Meios Porosos Heterogéneos Elementos Finitos Hibridos
Permeabilidade Equivalente Espaco de Raviart-Thomas

Propriedades Efetivas Computagdo Cientifica
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Abstract

Recent and sophisticated geological and geostatistical modeling tools allow a very
small scale petroleurn reservoir heterogeneities description that cannot be directly used by
numerical flow simulation codes due to restrictions imposed by the available computing
power. Then. the upscaling process - ie., the determination of effective or equivalent
properties on a coarser grid, maintaining the integrity of the fine scale description - turned out
a critical step for the reservoir studies.

In this study, we implement a hybrid finite element formulation (HFEM) to calculate
the equivalent permeability of heterogeneous porous media subject to steady-state single-
phase incompressible flow. The lowest order Raviart-Thomas approximation space is used.
The details on how to apply deformed elements are explained. Two codes have been
developed: a 2D version, capable of using triangular and rectangular elements; and a 3D
option, for rectangular parallelepipeds.

These codes are applied to several heterogeneous media cases, and we compare the
results precision and computational requirements against other numerical and analytical
methods. We verify that the hybrid formulation is more accurate than both the 5/7-point finite
difference schemes and the lowest order Galerkin finite element method, for the same number
of unknowns.

Eventually, based on the convergence behavior of the different numerical schemes, we

propose a new estimator for the determination of the equivalent permeability.

KEY WORDS:

Petroleum Reservoirs Upscaling

Heterogeneous Porous Media (Mixed-}Hybrid Finite Element
Equivalent Permeability Raviart-Thomas Space
Effective Properties Scientific Computing
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Capitulo 1 - Introducéo

As modernas técnicas de modelagem geoldgica e geoestatistica permitem a descrigdo
das heterogeneidades dos reservatorios de petroleo em um nivel de detalhamento incompativel
com a capacidade de calculo dos programas de simulacdo numérica de fluxo. Com isso, 0
processo de transferéncia de escala - ou seja, a determinagdo de propriedades efetivas ou
equivalentes para uma matha mais grosseira, preservando o maximo de informagGes da malha
fina - tornou-se uma etapa critica dos eestudos de reservatorios.

Dentre as propriedades petrofisicas mais importantes para o escoamento nos meios
porosos, a permeabilidade ¢ aquela que requer mais aten¢io no processo de transferéncia de
escala. Enquanto porosidade e saturacSes efetivas sdo simples médias ponderadas por
volumes, o calculo da permeabilidade equivalente necessita, normalmente. de procedimentos
mais sofisticados.

Apesar de toda a pesquisa que ja foi efetuada, uma metodologia sistematica ainda ndo
foi desenvolvida, nem conclusdes amplamente aceitas foram apresentadas. Assim, continua
havendo espaco para novos estudos, principalmente para a representacio e solugdo de
sistemas com elevados contrastes internos de permeabilidade, como sistemas arenito-argila €
outros casos razoavelmente comuns na pratica, onde os métodos mais simplificados
fracassam. Observa-se, por exemplo, que os programas de diferencas finitas produzem
resultados sistematicamente enviesados (imprecisos), quando nfo ¢ utilizada uma adequada
discretizacdio espacial do dominio de interesse.

O ponto de partida desse trabalho foi a utilizagdo de métodos numéricos para calculo
da permeabilidade equivalente. O objetivo principal da tese foi implementar e avaliar uma
formulagio hibrida de elementos finitos para o escoamento monofésico incompressivel em
regime permanente. Trata-se de uma técnica relativamente nova nas aplicacdes de simulagio
de fluxo. que apresenta a vantagem de uma melhor representagdo do campo de velocidades,
essencial para o célculo preciso da permeabilidade equivalente de meios heterogéneos. Foram
também testadas algumas subrotinas da biblioteca HOMLIB, do projeto muiticliente PROFIT,
para, entdo, comparar os resultados de diferentes métodos entre si e com algumas das

férmulas analiticas mais freqilentemente usadas nos problemas de mudanca de escala.



Em muitos aspectos, a transferéncia de escala e a simulagdo de reservatorios sdo mais
arte do que ciéncia. Muitas das conclusoes obtidas possuem um carater experimental, surgindo
da observacio critica dos resuitados. Uma prova formal ficou para mais tarde.

Esse trabalho ndo pretende ser um texto exaustivo sobre métodos de transferéncia de
escala. Siio revistos os conceitos basicos necessarios para a compreensio do que foi simulado.
sem necessariamente detalhar ou aprofundar todas as questdes.

Uma grande parte do tempo na elaboracdo da dissertagdo foi dedicado a correta
implementag@o dos cddigos de computador, estudando os comandos de alguns diferentes
sistemas operacionais baseados em UNIX, navegando em esta¢des de trabalho. Outra parte
extensa foi usada na andlise e desenvolvimento de formulagdes variacionais para as equagdes
diferenciais parciais em questdo.

No Capitulo 2. situa-se o problema de mudan¢a de escala na area de simulagio de
reservatorios. Apresentam-se as ferramentas mais aplicadas, incluindo um curto historico do
crescimento do uso dos métodos numéricos, especialmente DF.

No Capitulo 3, sdo introduzidos os métodos vetoriais de elementos finitos (EFM e
EFH), ¢ feita uma revisdio especifica da literatura e, em seguida, € feito o desenvolvimento
matematico da formulacdo hibrida para o calculo da permeabilidade equivalente, em uma
notagdo matricial (mais geral e mais proxima do que € implementado em um programa).

No Capitulo 4, sdo mostradas as caracteristicas gerais dos dois programas
desenvolvidos. O primeiro ¢ HYBRID2D, versio 2D que pode trabalhar com tridngulos ¢
retdngulos, malha deformada e qualquer conjunto de condigdes de contorno, a partir da
entrada manual de dados. O segundo ¢ HYBRID3D, para malha estruturada, condigdes de
contorno usuais e de execucdio mais rdpida, principalmente, por ndo efetuar integracio
numeérica.

No Capitulo 5, sio discutidos os resultados das simulagdes em diversos tipos de meios
heterogéneos. Compara-se o desempernho, em termos de precisio e de esforgo computacional,
dos novos programas. construidos segundo o esquema EFH, com programas construidos
segundo os esquemas mais tradicionais de diferencas finitas e de elementos finitos. Sdo
obtidas conclusdes importantes, por exemplo, indicando um nove estimador combinando o
resultado de simulac¢des EF ¢ DF.

No Capitulo 6, resumem-se os pontos mais importantes desse estudo e sugerem-se

algumas possibilidades para estender esse trabalho.



Capitulo 2 - Calculo da Permeabilidade
Equivalente: O Estado da Arte

2.1 - Preliminares

A explotagio economicamente racional dos reservatorios de petrdleo, desde as fases
que antecedem a produgdo até a decisdo de seu abandono definitivo, necessita da previsdo do
comportamento do escoamento no meio poroso. Para isso, existe a simula¢fo de reservatorios,
atividade tecnoldgica cada vez mais valorizada na indistria do petroleo.

O aperfeicoamento da simulagdo de reservatorios requer o continue desenvolvimento
dda modelagem geoldgica; de andlises de rochas e fluidos; de ferramentas matematicas e de
recursos computacionais. Ferramentas matematicas abrangem os modelos de representacio do
fendmeno fisico e os métodos numéricos para resolver eficientemente esses modelos.

A mudanga de escala é uma etapa preliminar & simulagio de reservatdrios. Os dados de
reservatorios, como porosidades, permeabilidades e outros, sdo adquiridos em diversas
escalas, e € preciso transferi-los para a escala em que serd feita a simulagfo de fluxo. Os
modernos métodos de caracterizacio geolégica e geoestatistica de reservatdrios produzem
representagdes tridimensionais das propriedades da rocha em uma escala relativamente fina,
com malhas que podem conter milhdes de blocos. A simulagio do fluxo ndo pode ser feita em
uma escala t8o fina por limitages computacionais e também por razdes praticas. As malhas
de simulagdo de fluxo dificilmente ultrapassam centenas de milhares de blocos nos dias de
hoje.

O processo de mudanga de escala implica no calculo de propriedades equivalentes, de
uma malha fina para outra mais grosseira. Para propriedades nfo aditivas, como € o caso da
permeabilidade, esse processo ndio € trivial. Na verdade, da mesma forma que a simulacfo de
fluxo, a mudanca de escala da permeabilidade estd associada & resolugdo de equagdes

diferenciais parciais.



Para o calculo da permeabilidade equivalente, tém sido aplicadas as mais diferentes

técnicas, com variados graus de sofisticag8o:

o médias simples;

» limitantes ¢ estimadores;

¢ solugdes analiticas para casos especiais;

» métodos numéricos ( DF, EF, EFM, EFH, expansfo espectral, transformada

wavelef .....),

e técnicas de perturbagdo;

¢ métodos para trabalhar com a mudanga de escala em tensores;

+ diferentes formas de renormalizagfo;

+ simulag#o estocéstica, condicional e ndo condicional;

» peoestatistica;

e caminho aleatorio (random walk);

¢ teoria da percolagéio;

¢ analise de Fourier;

o fractais.
Algumas técnicas podem ser utilizadas em conjunto com outras. Antes de passar em revista
alguns desses métodos, serd discutida a prépria nog¢dio de equivaléncia entre um meio

homogéneo e um meio heterogéneo.

2.2 - Conceitos de Equivaléncia

O conceito de permeabilidade equivalente compreende a substituicdo de um meio
heterogéneo, onde a permeabilidade varia no espago, por um meio homogéneo, onde a
permeabilidade ¢ uniforme, de tal modo que a substituigdo seja equivalente para certas
finalidades e/ou para certas situacdes. Em geral, quando se substituem diversos vaiores por
um Unico, ha uma perda de informacfo, e a equivaléncia nfo pode ser absoluta. E preciso
definir critérios e situagles de equivaléncia.

O critério mais tradicional para a equivaléncia ¢ o de igualdade de fluxo. Segundo esse
critério, dois sistemas sfo equivalentes se produzem a mesma vazio total quando submetidos

as mesmas condi¢des de contorno. Determinar a permeabilidade do meio homogéneo



equivalente &, entdo, determinar o fluxo total que atravessa o sistema heterogéneo, sob certas
condi¢Bes de contorno, e adimensionalizar esse valor pela geometria e diferencial de pressdo
aplicado.

Um critério mais moderno ¢ mais geral é o da dissipacdo da energia pelo escoamento
ao longo do meio poroso: de acordo com esse critério, dois sistemas sdo equivalentes se o
trabalho realizado pelas forcas viscosas for o mesmo, para as mesmas condigdes de contorno.

A expressdo para essa perda de energia pode ser encontrada em Romeu [1994, p. 45]:
W=--L F.VPav 2.1)

onde V ¢é o vetor velocidade da lei de Darcy e VP é o gradiente de pressdo. Pode-se verificar

que, para as condi¢des de contorno usuais, do tipo impermedvel, os dois critérios sdo
equivalentes. Sejam, de fato, as seguintes condigdes de contorno aplicadas a um dominio

retangular, conforme a Figura 2.1:
e V.A=0,ao longo de duas faces paralelas (fronteiras impermedveis);
e P=1,naface de entrada do fluxo;

e P=0,na face de saida do fluxo.
Aplicando, em (2.1), o teorema da divergéncia de Gauss e a conservagéo do fluxo (V. v=0),

chega-se a uma forma alternativa

W= IS:&V Pv.ndS (2.2)

a partir da qual se pode verificar facilmente que, nesse caso, os dois critérios sdo equivalentes.

De fato, aplicando as condigdes de contorno definidas, chega-se a:

w=[_  Pv.idS= . 7idS= LAiDAﬁ.ﬁdS (2.3)

S=9V ENTRADA

onde a ultima igualdade € novamente devida 2 conservaciio do fluxo e ao teorema de Gauss.
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Figura 2.1 - Malha Regular ¢ as Condicdes de Contorno Usuais no Dominie Retangular

Além das condigdes de contorno tipo impermedveis, que reproduzem as experiéncias
tipicas de laboratorio, outros tipos de condigdes de contorno tém sido propostos, com o
objetivo de serem mais representativas da geometria do fluxo no sistema global {Durlofsky
[1991], Romeu [1994]). Em geral, a permeabilidade equivalente sera diferente, conforme o

critério de calculo e as condigdes de contorno adotadas.

2.3 - Estimadores Analiticos

A idéia de aplicar médias simples para determinar a permeabilidade equivalente ¢
bastante antiga, remonta a época em que o0s recursos para fazer contas eram a régua de calculo
¢ os dbacos. Ainda hoje, essas formulas sfo utilizadas, seja porque produzem a resposta exata
em alguns poucos casos especiais, seja porque produzem aproximacdes aceitdveis em uma

variedade maior de casos, seja porque, simplesmente, sdo faceis de calcular.



Nesse contexto, as formulas mais conhecidas sdo as médias Aritmética, Harmonica ¢
Geométrica. Elas sfio casos particulares da média de Poténcia, vide Nomenclatura, com
expoentes +1, -1 e 0 (no limite), respectivamente. Seus resultados sio exatos para sistemas em
paralelo, em série e para distribuigdes lognormais isotrépicas em 2D, respectivamente. Qutra
média de Poténcia util € a que usa expoente 1/3, para a caracterizacdo de meios com
distribui¢fo lognormal isotrépica em 3D. Enquanto que os resultados para os sistemas em
série ¢ em paralelo sdo triviais, os resultados para meios lognormais em 2D e 3D merecem
uma discussdo adicional.

Lognormal ¢ uma distribuigfo tal que seu logaritmo (neperiano) ¢ uma distribuicio
normal. Descreve-se a seguir como distribuigdes lognormais sdo geradas para as experiéncias
numeéricas dessa tese.

Para obter-se uma distribuigfio lognormal, gera-se uma distribui¢fo normal e procede-
se a exponenciagfo dos eventos. A produgdo de uma distribuig8o normal, por sua vez, é feitaa
partir da criacdo de uma distribui¢iio uniformemente distribuida. O costume ¢ dar origem a
uma distribuicfo normal de média zero e varidncia unitdria, chamada a seguir simplesmente de
X, que pode ser facilmente transformada em uma distribui¢do com média e varidncia

desejadas, a distribuigdo Y da Equacdo (2.5).

jX: N(;1)

Sejam (2.4)
Y=aX+b

Ha um teorema da estatistica (Box e outros [1978]) que mostra que

Y =N{b;a?) (2.5)

Nessa tese, a distribuicdo uniformemente distribuida sera criada pela FUNCTION

RANI{IDUM), e a transformagfo para N(O; 1) feita pela FUNCTION GASDEV(IDUM),
ambas do conhecido manual Numerical Recipes (PRESS e outros [1992]).



Para uma orientagdo qualitativa, uma possivel classificacdo do grau de heterogeneidade do

reservatorio pode ser dada a partir da varidncia (o quadrado do desvio-padrio) do logaritmo

das permeabilidades (in(K)):

2 . L
O k)= 0 — meio homogéneo;

S fx)S 0.5 > meio levemente heterogéneo;

05<o fn( & < 1.0 — meio medianamente heterogéneo;
¢« lO<o fn(m < 3.0 — meio muito heterogéneo;

* O x> 3.0 > meio muitissimo heterogéneo.

Como ja foi antecipado, a permeabilidade equivalente de um meio lognormal 2D
isotropico e infinito € igual 4 Média Geométrica. Este ¢ um resultado analitico exato, provado
por Matheron [1967].

Para um meio lognormal isotropico 3D, a Média de Poténcia 1/3 ¢ uma aproximagio
de primeira ordem para meios suficientemente grandes e de varidncia pequena. Uma forma
equivalente dessa aproximag#o 3D de primeira ordem é a Média Geométrica multiplicada pela

exponencial de um sexto da variancia logaritmica,

2
% In(K)
6

KEquivaIente = Kgeom© (2.6)

A Média de Poténcia 1/3 € um valor sempre maior do que o valor da Média Geométrica ¢ é
normal que, dada uma mesma distribuicdo estatistica dos valores, a permeabilidade
equivalente em 3D seja maior do que em 2D (Matheron [1967]).

Um outro tipo de férmula para célculo da permeabilidade equivalente € construido a
partir da combinago de médias Aritmética-Harmdnica e Harménica-Aritmética, em diferentes
direcOes. Essas médias combinadas constituem, como sera visto a seguir, limitantes tedricos
para o valor da permeabilidade equivalente.

Cardwell e Parsons [1945] foram possivelmente os primeiros a mostrar que, para o
fluxo numa dada direcdo:

Kiyimy SK S Kpp <K, S K jprr 2.7)

onde:

K gp : permeabilidade equivalente na direcio dada;



K airpy - Média harmonica das permeabilidades locais;
K igir : média aritmética das permeabilidades locais;

K, : valor calculado tomando-se, em uma primeira etapa, para cada secdo transversal
ao fluxo a média aritmética das permeabilidades dos blocos, ¢, em uma segunda

etapa, fazendo a média harmdnica das médias aritméticas;

K, : valor calculado fazendo-se agora, na primeira etapa, a média harménica dos
valores de permeabilidade em cada canal paralelo & diregdo de fluxo, e, na
segunda etapa, calculando a média aritmética das médias harménicas dos canais.

Os limitantes X, e X, sdo chamados limitantes de Cardwell e Parsons, limitantes de

Le Loc’h, ou, simplesmente, médias Aritmética-Harmonica e Harmonica-Aritmética. O
calculo desses limitantes ¢ ilustrado na Figura 2.2 e mais detalhes podem ser encontrados em

Cruz [1991] ou em Galli e outros [1996].

M. Harmoénica

100 60 130 200 150 m—— 108.64

Médias Aritméticas das Se¢des Transversais ao Fluxo

=== Fluxo na diregdo X

200 50 100 200 200 111.11
0 0 200 200 200 M. Harmdnica 0
100 200 50 200 100 e 100.00
100 0 200 200 200 0
100 50 100 200 50 76.92
M. Aritmética-Harmdnica = M. Aritmética{ 111.11; 0; 100.00; 0, 7692} = 57.61

Figura 2.2 - Exemplo Numc¢rico do Calculo dos Limitantes de Le Loc'h

Limitante Superior = Média Harménica-Aritmética = X, = 108.64
Limitante Inferior = Média Aritmética-Harménica= K, = 57.61
Estimador de Le Loc h/Guérillot = Média Geométrica { 57.61; 108.64} =79.11

Valor de Referéncia para a Permeabilidade Equivalente (Mais Preciso) = 87.53



O artigo de Cardwell e Parsons [1945] ¢ muito interessante, principalmente pelo seu
valor histérico. Sua contribui¢fo para a época fol provar que néo existe disposi¢do geométrica
das heterogeneidades capaz de criar um fluxo obliquo que leve a um valor de permeabilidade
equivalente maior do que a média aritmética (ponderada pelos volumes). A crenga na
possibilidade de criagio desse fluxo obliquo ndo era incomum naquele tempo. E interessante
reparar que os autores adotam as médias harménica e aritmética como limitantes preferenciais,
trabalhando com elas ao longo do texto e referindo-se a elas nas conclusdes do artigo. Porém,
em seu “Apéndice Matemdtico”, com base na analogia com circuitos elétricos, os autores
chegaram realmente aos limitantes tedricos mais estritos, K, e X, , que seriam demonstrados
muitos anos mais tarde na tese de doutorado de Le Loc’h [1987]. Se eles ndo fizeram maior
uso da desigualdade mais forte, foi, seguramente, pela falta de recursos computacionais. E
surpreendente que s6 muito tempo depois € que esses limitantes tenham ressurgido, dessa vez
com base em principios variacionais.

A partir desses limitantes, t&ém sido propostos diferentes estimadores. Le Loc’h [1989]
e, mais tarde, Guérillot (ver Romeu [1994]) propSem que a permeabilidade equivalente seja
estimada pela média geométrica entre K, e X, . Lemouzy propde uma generalizagfio desse
estimador, que leva em conta mais termos para o caso 3D (ver Romeu {1994]).

O estimador de Le Loc’h/Guérillot apresenta, no caso da Figura 2.2, um desvio de
10% em relagdio ao valor mais exato para a permeabilidade equivalente, nfo sendo possivel
diminuir esse erro. Um exemplo onde esse estimador fracassa € constituido pelos sistemas
arenito-argila possuindo pelo menos uma argila em cada canal paralelo a direcio de fluxo,
mas de tal forma que permita fluxo. Todas as médias harmébnicas sfc nulas, ¢
consequentemente o limitante inferior € zero, e igualmente zero o estimador. Mas a
permeabilidade equivalente correta pode ser bem proxima da Média Aritmética, a depender da
fragdo total de argila. Isso serd visto no exemplo do Sistema Arenito-Argila de Durlofsky, no
Capitulo 5. Esse € um contra-exemplo para a afirmagio sobre a habilidade desse estimador em

lidar com zeros, feita em Cruz [1991, p.39].
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2.4 - Métodos Numéricos

Os métodos numéricos ocupam um lugar importante entre os métodos de calculo da
permeabilidade equivalente. Sua aplicabilidade € muito mais geral do que as férmulas
algébricas, que so ddo bons resultados em casos particulares. Um bom método numérico para
a mudanca de escala também devera ser um bom método para a propria simulagio de fluxo, e
vice-versa, pois as equagdes modelando os dois fendmenos sdo, em esséncia, as mesmas.

O principio geral desses métodos, aplicados ao cdlculo da permeabilidade equivalente,
consiste na solugdo numérica do campo de pressbes (P) e velocidades (V) no meio
heterogéneo. Para fluxo incompressivel, em regime permanente, isso corresponde a resolver a
equacdo da continuidade e a lei de Darcy, no volume em consideragéo:

Vy=0 (2.8)
v=-KVP (2.9)
{onde a viscosidade foi tomada como unitaria) sob as condigbes de contorno estipuladas. A
partir dai, calcula-se o fluxo (as duas integrais mais a direita da Equacdo (2.3)) ou a energia
total no meio heterogéneo (EquacBes (2.1) e (2.2)), e, por simples identificagic, a
permeabilidade do meio homogéneo equivalente.

S3o diversos os métodos numéricos aplicaveis ao problema geral de mudanca de
escala. Neste estudo serfo considerados trés métodos principais:

¢ o método de diferencas finitas de cinco pontos em 2D, sete pontos em 31);

e o método de elementos finitos de Galerkin, com fungdes de forma lLagrangeanas

bilineares (2D) e trilineares (3D);

e a formulagfo (mista-)hibrida de elementos finitos, no espago de Raviart-Thomas de

mais baixa ordem.

Descrevem-se a seguir alguns dos trabalhos mais significativos sobre o calculo da
permeabilidade equivalente por meio de métodos numéricos, particularmente no que diz
respeito a utilizagio dos métodos de diferencas finitas ¢ de elementos finitos tradicionais. A
aplicagfio da formulagdio hibrida ao fluxo em meios porosos, uma abordagem mais recente e
de interesse mais especifico para esta tese, serd tratada no préximo capitulo.

O artigo de Warren e Price [1961], pioneiro em sua abordagem do escoamento em
meios heterogéneos, tornou-se uma referéncia fundamental para os estudos posteriores. Eles

estudaram a permeabilidade absoluta equivalente de meios heterogéneos, em fluxo
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monofasico, tanto para o regime permanente quanto para o regime transiente. O problema foi
resolvido em trés etapas, segundo uma metodologia que fez escola:
e geracio estocastica do arranjo espacial das propriedades fisicas;
e montagem e resolugdo numérica das equacgdes diferenciais parciais, sujeitas a
certas condi¢des de contorno. Foram usados o método de diferengas finitas e
condigdes de contorno impermeavets;
¢ calculo da permeabilidade equivalente a partir da vazdo total computada.

Segundo os proprios autores, a conclusdo mais importante do estudo é que o
comportamento mais provavel de um sistema heterogéneo com fluxo monofisico aproxima-se
do comportamento de um sistema homogéneo cuja permeabilidade € igual 2 média geométrica
das permeabilidades individuais do sistema original. Na verdade, esses resultados
correspondem a uma subestimativa para meios lognormais tridimensionais, fato que sera
discutido mais adiante. Quanto & permeabilidade obtida de um teste de pressdo (regime
transiente), os autores concluem que ela representa bem a permeabilidade equivalente
simulada para o regime permanente.

Warren e Price também estudaram, com dificuldade, o fluxo em meios heterogéneos
em laboratdrio, por meio da construgio de prototipos, pela unido de diversos cubos. No artigo,
fala-se de um modelo com permeabilidade equivalente medida de 60.5 Darcies que, segundo
seus calculos, deveria se comportar como tendo em torno de 47 Darcies. Foi levantada a
suspeita de fluxo entre as faces dos cubos.

Desbarats [1987] usa uma abordagem numérica muito semelhante a de Warren e Price
para estimar a permeabilidade equivalente em formagGes argilo-arenosas em regime de fluxo
permanente. A escolha desse tipo de formacHo ¢ justificada citando-se Haldorsen ¢ Chang
[1986]: “a experiéncia tem mostrado que lentes descontinuas de argila {baixas
permeabilidades) dispersas em um reservatério arenitico sfio o principal tipo de
heterogeneidade afetando o comportamento do fluxo”. O artigo explica em detalhes o
desenvolvimento do seu modelo geoestatistico e das simulagdes de Monte Carlo.

Desbarats diz que as solugfes analiticas propostas por diversos autores consideram
hip6teses muito restritivas para os reservatorios reais, e, assim, as solugSes numéricas sdo
preferiveis. E citado, por exemplo, que a férmula analitica de Gelhar ¢ Axness [1983] produz

resultados aberrantes, quando aplicada ao modelo binario de distribui¢do da permeabilidade,
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criado para este estudo. Desbarats defende que a resolugdo numeérica € a tUnica forma para
validar estimadores analiticos especificos.

Uma das verificagbes mais importantes, observada dos resultados das diversas
simula¢es, ¢ que - dada uma certa fragio de argila - a permeabilidade efetiva em uma
simulagfo 3D € sistematicamente superior do que a permeabilidade para uma simulagdo 2D.
Esse fato estd de acordo com os desenvolvimentos tedricos de Matheron [1967] e de Gutjahr e
outros [1978]. Tal fendmeno ocorre para as simulagdes em reservatorios gerados pela
distribuigdo lognormal, como ja foi comentado na segfio anterior, quando da discussio dos
resultados analiticos para distribuigdes lognormais.

Para fra¢Ges de argila muito elevadas (acima de 45 % em 2D e 65 % em 3D), ha uma
queda acentuada da permeabilidade efetiva, pois a continuidade do arenito néo € mais mantida
e o padriio de fluxo fica sendo controlado pela permeabilidade da argila. Esses resultados séo
relacionados com a teoria da percolacio.

Bonet e outros [1989] constréem um programa de diferengas finitas para célculo da
permeabilidade equivalente, para estudo e verificagdo dos resultados de Desbarats.

Durlofsky [1991, p.699], ap6s fazer uma curta revisdo da literatura, conclui que:

“Nenhum dos estudos analiticos anteriores fornece uma estrutura geral para o calculo
numérico da permeabilidade efetiva ou equivalente; todos sdo, de uma forma ou de outra,
aplicdveis apenas a situagGes especificas. Em particular, todos contém hipéteses implicitas
sobre a distribui¢do espacial ou sobre a correlagfio das heterogeneidades, ou entdo sdo
formulados especificamente para um dado tipo de seqiiéncia (como areia-argila) ou geometria
(p.e. sistemas em camadas).”

Ou seja, Durlofsky segue a linha de Desbarats de resolver numericamente as equagdes
representativas no dominio mais genérico (real) do problema.

Em particular, Durlofsky desenvolve uma metodologia que considera o carater
tensorial da permeabilidade equivalente, aplicando:

e condigdes de contorno periddicas na escala refinada;

»- hipotese de gradiente de pressfio linear no bloco grosseiro (pois ele possui
permeabilidade constante e igual & permeabilidade equivalente);

¢ método dos elementos finitos ndo-conformes no lugar da formulagio mista,
por gerar menos incognitas ¢ levar a uma matriz de rigidez mais bem

condicionada.
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Durlofsky sustenta, através de um exemplo, que as condigdes de contorno periédicas
sdo as indicadas para obter o tensor equivalente {termos diagonais e cruzados) correto para um
dado problema.

Cruz [1991], em sua dissertacio de mestrado, trabalha com a mudan¢a de escala da
permeabilidade absoluta em escoamento monofésico e da permeabilidade relativa e da pressio
capilar, através de pseudo-fungdes, em escoamento bifdsico. No caso de escoamento
monofiasico, além dos sete exemplos didéticos que serfio reproduzidos no Capitulo 5 (as
Configuracdes), ele efetuou a simulagfio em trés modelos geoestatisticos, sempre em duas
dimensdes espaciais. Apds realizar comparagBes entre os resultados pelos métodos de Le
Loc’h, Desbarats e pelas médias Aritmética, Geométrica e Harmonica, tendo como referencial
os resultados da simulacdo na malha fina 40x40, Cruz conclui sugerindo a utilizagdo do
método de Le Loc’h, por se tratar de um método analitico, de implementagdo mais simples e
Sem erros numericos.

De acordo com Fayers e Hewett [1992), a principal hipétese nos modelos matematicos
atualmente usados para a simulagio do escoamento em meios porosos ¢ que a lei de Darcy
para o comportamento monofasico pode ser estendida para o caso bifasico pelo uso das curvas
(fungdes) de permeabilidade relativa e de pressdo capilar. A indistria do petrdleo investiu
muito nas Gltimas décadas em técnicas e equipamentos para melhorar a determinagfo dessas
propriedades em laboratorio, e isso atualmente ¢ um limitante para o avango para modelagens
mais complexas - que poderiam ser derivadas a partir das equagdes de Navier-Stokes, mas
implicariam em novos pardmetros € novos tipos de curvas a serem medidas
experimentaimente.

Mansoori [1994] faz uma revisdo dos métodos mais usados para se efetuar a mudanga
de escala em fluxo monofasico. A maioria dos trabalhos apresentados até hoje foi sobre a
mudanca de escala em regime permanente. “A sensibilidade dos resultados pela escolha das
condi¢des de contorno pode ser investigada considerando-se diferentes conjuntos de
condiges de contorno e fazendo-se uma média das propriedades equivalentes resultantes das
simulages de fluxo.” De fato, este procedimento ¢ feito em subrotinas da biblioteca
HOMLIB do projeto PROFIT que fazem a mudanga de escala por elementos finitos e por
diferencas finitas. “A selecfio de algoritmos para gerar uma malha flexivel o bastante para
representar melhor as variagbes das heterogeneidades do reservatério ¢ o tratamento da

permeabilidade como um tensor completo (e ndo apenas diagonal} estdo entre os métodos
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desenvolvidos para reduzir os erros inerentes associados as hipoteses simplificadoras que sdo
feitas.”

Mansoori mostra esperanca de que os avangos na tecnologia dos computadores fardo
com que ndo seja mais necessario fazer mudanga de escala no futuro. Acreditamos, porém,
que tal esperanga ndo € razodvel, pois, com o aumento da capacidade computacional, sempre
existirio hipoteses simplificadoras que poderemos deixar de fazer, elevando novamente a
demanda pelo desempenho computacional.

A referéncia Galli e outros [1996] é o relatorio final de um projeto de pesquisa
financiado pela “Commission of the FEuropean Communities”. Os estudos foram
desenvolvidos ao longo de trés anos por sete pesquisadores da Escola de Minas de Paris e da
Universidade de Newcastle, da Inglaterra. Foram abordadas os processos de mudanca de
escala da permeabilidade absoluta, em 3D, ¢ da dispersividade, ou coeficiente de disperso,
em 2D. Para avaliar e classificar as diferentes féormulas simplificadas para a permeabilidade
equivalente, foram usados dois cédigos para o calculo de um valor de referéncia, que € obtido
pela solugdo numeérica das equagdes de fluxo:

e HIGHDEN, um simulador de diferencas finitas centradas, com um sofver
ICCG(0), desenvolvido pela Universidade de Newcastle;

e TRIMULEC, um programa de elementos finitos com fun¢des de forma
lineares em paralelepipedos regulares, possuindo um solver multigrid com
aceleragdo SOR por linha, desenvolvido pela Escola de Minas de Paris.

Um dos graficos desse relatério, apresentando os resultados de milhares de simulagdes,
mostra que, em alguns casos, a permeabilidade equivalente calculada pelo programa

HIGHDEN ¢ maior do que aquela calculada pelo programa TRIMULEC (K., > K ).

Esse resultado é surpreendente e seria necessario verificar melhor as condigdes dessas
simulacdes, ja que o resultado de uma simula¢fio EF como limitante superior e o resultado da
correspondente simulago DF como limitante inferior da permeabilidade equivalente sio
valores bastante observados em diversos estudos, como sera discutido mais adiante.

O trabalho de Galli e outros [1996] faz referéncia também a experimentos de
laboratorio realizados nessa drea. No caso onde os resultados das simulacdes refinadas ndo
convergem para o valor experimental, verificon-se que, na caracterizaglio das
heterogeneidades do arenito, treze plugues da amostra total foram perdidos, comprometendo a

precisdo dos resuitados por um problema no procedimento experimental.
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Do recente artigo de Durlofsky e outros [1995], selecionam-se aqui alguns pontos
importantes para mostrar como estdo sendo aplicadas as técnicas de mudanca de escala a
simulagfo de reservatérios reais. Camadas com permeabilidade muito alta ou muito baixa
devem ser mantidas no modelo mais grosseiro, pois essas regides sfo as que mais influenciam
o fluxo e os processos de deslocamento miscivel e imiscivel no reservatorio. Isso gera a
necessidade de fazer uma mudanca de escala n3o-uniforme, como também ja havia sido
defendido por Mansoori {1994]. Uma boa prética ¢ identificar as regiGes mais provaveis de
ocorréncia de altos gradientes de velocidade por uma simulacio monofasica preliminar. Essa
simulagfo ¢ mais precisa caso feita no modelo 3D do reservatério, levando em conta os pogos
produtores e injetores. Durlofsky emprega uma alternativa simplificada, fazendo a simulagdo
em diversas segdes fransversais bidimensionais e, depois, fazendo uma composicio dos
resultados (composite solve approach).

Para efetuar a mudanga de escala nas diversas regides, é empregada a solugdo
numeérica das equagdes de fluxo por DF. Os métodos mais simplificados, como as médias e
estimadores, nfio sdo empregados. Prefere-se um resultado mais robusto, pois o tempo gasto
para a solugfio dos diversos sistemas lineares resultantes representa apenas uma pequena
fra¢do do tempo total necessério para a simulacéio global do reservatorio.

O projeto multicliente PROFIT do Centro de Computagio da Noruega, em Oslo,
desenvolveu, em 1994, o estudo “Scaling and Representation of Absolute Permeability” que
produziu uma série de programas e subrotinas, agrupadas sob o nome de biblioteca HOMLIB
(“HOMogenization LIBrary™).

Fsse estudo € descrito por Holden e outros {1994], que comeca apresentando os dois
critérios basicos para a definicio da equivaléncia da propriedade fisica na escala mais
grosseira: o de fluxo total e o de dissipacéo de energia.

Dentre os onze métodos disponiveis na biblicteca HOMLIB, trés sdo simula¢es com
base no primeiro principio, dois sfio baseados no segundo principio (elementos finitos em
cubos e elementos finitos em tetraedros) e seis sfo as médias usuais que sfo feitas em
problemas de mudancga de escala. Ha também um método para a diagonalizac@io de um tensor
de permeabilidade completo sob certas condigdes.

No artigo sdo apresentados os resultados da aplicacfio das onze técnicas de
homogeneizaclo em doze diferentes sistemas fisicos. Os autores comentam gue a aplicagiio

das médias ¢ muito limitada, mas que, para reservatérios com alto grau de homogeneidade, as
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médias Geométrica, Harmdnica-Aritmética e Aritmética-Harménica podem fornecer boas
estimativas. A vantagem das medias € que elas sdo muito rapidas de se calcular, mesmo para
problemas com centenas de milhares de blocos. A concluso final € que os métodos baseados
em simula¢des das equagbes de fluxo sfo os melhores, pois fornecem os menores erros
quando comparados com a simula¢iio na malha refinada, independente das caracteristicas do
sistema fisico (distribui¢fio geoestatistica e condi¢des de contorno).

Na biblioteca HOMLIB, além das ja citadas subrotinas em linguagem C, ha um outro
grupo de rotinas, escritas em FORTRAN 77, para cilculo numérico da permeabilidade
equivalente. Essas rotinas foram agrupadas num chamado médulo EFFPERM, no arquivo de
nome ‘effp.f’.

As rotinas da HOMLIB ainda nfio haviam sido testadas na PETROBRAS. Uma das
tarefas propostas nesta tese foi justamente entender e avaliar o funcionamento desses
subprogramas, desde a sua entrada de dados, e executa-los juntamente com as simulagdes dos
programas construidos nesta tese, segundo o método EFH, para fins de validagio e
comparagfo, enriquecendo a andlise das respostas calculadas. Segue-se, portanto, uma
descrigfio dessas rotinas, que serfio usadas no capitulo de andlise de resultados.

H4 duas rotinas que sfo interfaces para a entrada de dados dos vetores e matrizes
(EFFPERM_EBLOCK para EF e EFFPERM_DBLOCK para DF) e um mddulo solver
comum, que resolve o sistema linear iterativamente por gradientes conjugados, usando como
pré-condicionamento uma decomposigdo LU incompleta. Ele trabalha s6 com malha
estruturada. Nfo ha nenhum esquema de indexa¢o. Dado um elemento da diagonal, a posicéo
dos demais elementos nfo-nulos na mesma linha € determinado pelo conhecimento a priori da
posicdo das demais sub-diagonais.

A rotina EFFPERM_EBL faz a mudanca de escala pelo método de elementos finitos
(Galerkin) com fungdes de formas bilineares e trilineares. O numero total de variaveis € o
nimero de nds (vértices), para 7 *.J blocos - problemas 2D - sfio (J +D*(J+1) vértices e
para /*J*K blocos - problemas 3D - eles atingem (Z/+1)*(J+1)*(K+1). Somente sio
considerados os termos diagonais do tensor de permeabilidade e pode-se calcular a
permeabilidade equivalente em qualquer uma das trés dire¢des (X, Y ou Z), uma em cada
rodada. O dominio total é um paralelepipedo, as trés dimensdes podem ser diferentes. A

permeabilidade dentro de cada bloco € assumida constante.
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Por sua vez, EFFPERM _ DBL resolve as equagdes por esquema DF de cinco ou sete
pontos, respectivamente para 2D e 3D. E usada a média Harménica para calcular a
transmissibilidade entre os blocos. O namero total de varidveis ¢ igual ao nimero de blocos,
[*J ou I*J*K. Além das demais caracteristicas gerais de EFFPERM_EBL, essa rotina DF
permite definir barreiras impermedaveis ao fluxo, como peliculas, entre quaisquer dois blocos,
mas ndo chegamos a usar essa op¢do. Em algumas simula¢des de teste, EFFPERM_DBL
produziu resultados idénticos aos do programa DF PERMEQ (Romeu [1994]), que - junto
com o programa KEQVA - ¢ um dos sucessores do programa de Bonet e outros [1989] no

CENPES.

2.5 - Erros Numéricos e Refinamento de Malha

Um ponto nem sempre bem reconhecido € que os métodos numéricos para célculo da
permeabilidade equivalente ndo sdo exatos. Em casos onde existe uma solugdo analitica exata
para a permeabilidade equivalente, podem-se observar resultados numéricos sistematicamente
enviesados. Lachassagne © outros [1990], por exemplo, mostram como os resultados
numéricos calculados por programas de diferengas finitas e de elementos finitos desviam-se
significativamente dos resultados analiticos previstos para meios lognormais 2D, quando a
variincia dos logaritmos das permeabilidades locais aumenta. Warren e Price [1961], ja foi
dito, sdo enganados por esse mesmo viés numérico quando concluiram, equivocadamente, que
a permeabilidade equivalente de um meio lognormal 3D seria igual 2 média geométrica (como
apresentado na se¢fo anterior, o resultado ¢ préximo da média de poténcia com expoente 1/3).

Isso vem do fato dos métodos numéricos serem, em geral, técnicas de aproximagdo, ¢
ndo de resolugio. A aproximagfio estd associada a uma discretizagdo espacial insuficiente.
Efetuando-se o refinamento da malha numérica, pode-se notar a tendéncia das novas respostas
irem se aproximando da resposta exata. Esse fato ja havia sido verificado por Cruz [1991] e
por alguns outros autores, ¢ estudado em detalhes por Romeu [1995].

Apenas em poucos casos especiais - como sistemas em série, paralelo e barreira

impermeével - os diversos métodos de simulagfo calculam a resposta exata mesmo sem
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refinamento, devido a simplicidade do problema. No caso mais geral, a resposta numérica é
uma aproximacio que pode ser melhorada com o refinamento da malha numérica.

Refinar 2 malha numérica consiste em dividir um bloco original em blocos menores,
estabelecendo para esses blocos menores uma propriedade caracteristica de acordo com a
propriedade no bloco original. No caso do problema de mudanga de escala da permeabilidade
absoluta, a permeabilidade de todos os blocos menores € feita constante e igual a
permeabilidade do bloco que lhes deu origem. Um fato paradoxal: para ir para uma escala
mais grosseira, o valor representativo deve ser encontrado numa escala bem mais refinada.

O modo mais ou menos rapido como os diferentes métodos numéricos convergem para
a resposta exata da permeabilidade equivalente sera exatamente um dos critérios fundamentais
nos estudos comparativos do Capitulo 5. Serd por meio desse critério (a taxa de convergéncia)
que 0 novo programa construido, segundo a formulagdo EFH, sera comparado com os
programas de DF e EF mais tradicionais.

Quanto mais refinada a matha, quanto maior o nimero de elementos discretizando o
dominio, maior a precisio da simulagfo. Romeu [1994] e Durlofsky [1994] efetuaram estudos
nesse sentido e apresentam graficos mostrando o resultado de simulagdes, em fun¢fo do
nimeros de blocos, convergindo para um determinado valor, admitido como a resposta exata
do problema analisado. Romeu [1994], aplicando o método das perturbagdes e a transformada
de Fourier, chega a resultados analiticos para a idealizagdo de um seservatério quadriculado,
mostrando que a resposta da simulagdo DF ¢ dada por um termo independente (a solugfo
ideal) mais um outro cujo limite é zero quando o refinamento da malha tende a infinito, um
exemplo bastante ilustrativo da maior preciséo com o refinamento.

Nas duas referéncias acima, nos proprios graficos citados, ¢ venficado o
comportamento dos diferentes métodos numéricos. As formulagdes EF tradicional e CVFE
calculam valores acima do considerado correto, convergindo por cima da solucgio. As
formulacdes DF, EFM e EFH subestimam a solugio, convergindo por baixo, apresentando
valores cada vez maiores quanto mais refinada a malha.

Para estudar este fendmeno, construiu-se uma subrotina para refinamento automatico

da malha, de acordo com um comando na entrada de dados
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Capitulo 3 - Método dos Elementos Finitos
Hibridos

3.1 - Visdo Geral dos Métodos Mistos e Hibridos

Segundo Chavent e Jaffié [1986, p.311] :

“Ha duas razdes basicas para que os métodos de elementos finitos tradicionais nfo
sejam adequados para a simulagiio de reservatérios. A primeira € que eles foram projetados
para problemas com solugdes suaves (processos difusivos, mecanica estrutural), enquanto que,
na simulagéo de reservatorios, a solugéo pode apresentar frentes ingremes quando as equagdes
sdo dominadas por efeitos convectivos. A segunda razo € que a velocidade dos fluidos, que é
um importante fator de acoplamento nas equagdes no reservatorio, é pobremente aproximada
pelas fungdes de forma lineares (fungdes “chapéu™) normalmente usadas nas formulacgGes de
elementos finitos continuos aplicadas em problemas elipticos e parabolicos suaves.”

As formula¢des mistas de elementos finitos sdo uma forma de se obter velocidades
realmente conservativas por meio da aproximagfo em separado da pressio (variavel principal}
e do seu gradiente, ou da propria velocidade, o que € equivalente. No problema de célculo da
permeabilidade equivalente, isso corresponde a resolver as equagdes (2.8) ¢ (2.9) de forma
separada, mas acoplada - o que contrasta com outros meétodos onde a equagdo (2.9) ¢
imediatamente introduzida em (2.8). A dimensfio do sistema misto é, entdo, igual 4 soma do
ntiimero de faces (nimero de valores de velocidades a serem calculadas) com o nimero de
elementos (nimero de valores de pressdes a serem calculadas) discretizando o dominio. O
resultado € uma aproximagfo mais precisa, especialmente no célculo das velocidades.

De fato, um grande avanco e uma razdo para as formula¢Ses mista (e hibrida) serem
mais adequadas para problemas de fluxo € que elas trabalham com funcbes vetoriais, e com
1880 conseguem representar com mais liberdade o real comportamento do fendmeno fisico.

A principal desvantagem da formulacfo mista € que ela monta um sistema linear que
ndo € positivo-definido. Esses sistemas sdo mais dificeis de resolver. Muito do que é

publicado sobre clementos mistos € exatamente sobre algoritmos eficientes para a soluc@o do
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sistema linear resultante, usando métodos numéricos muito elaborados e computacionalmente
caros, ¢ essa ¢ uma das razfes que tem limitado a utilizagio dos metodos mistos por
engenheiros. O artigo de Allen [1994] € um tipico exemplo dessa literatura.

Para contornar o problema, Durlofsky [1994] cita os trés métodos mais comuns para se
obter uma matriz (simétrica) positiva-definida de ordem igual ao numero de faces, cuja
solucdo é equivalente a solugfo da formulagfo mista:

» formulacdo de elementos finitos ndo-conformes;
e introducdo de um termo de penalidade;
¢ formulagdo hibrida, ou técnica de hibridizagéo.

Na variante hibrida (ou elementos finitos mistos-hibridos, ou ainda, simplesmente,
elementos finitos hibridos, ou ainda, nesta tese, EFH) a continuidade do fluxo normal entre
elementos adjacentes é garantida explicitamente por meio da Gnica equagdo que monta o
sistema linear a ser resolvido, e ndo por meio da construgio do espago de aproximacgdo. As
formulagdes hibridas estdo associadas matematicamente a uma aplicagéio dos multiplicadores
de Lagrange - fungdo Lagrangeana ou simplesmente Lagrangeano - , muito usados em
problemas de otimiza¢#o em Pesquisa Operacional.

Hoje em dia, existe a tendéncia de substituir o método misto pelo hibrido. Durlofsky
[1994], por exemplo, usou, na realidade, o método hibrido (como indica o nimero total de
variaveis na malha triangular 20x20(x2) igual 4 1240, pois na formulagéo mista seriam 1240 +
800 = 2040 incdgnitas). Chavent e Roberts [1991, p.343] jd recomendavam o uso da
formulacfio hibrida ao invés da formulagdo mista.

Dois inconvenientes na formulacgio hibrida sfo:

s anecessidade, no pds-processamento, da matriz elementar para o célculo da pressédo
média ¢ dos fluxos nas faces. Para malhas compostas por muitos elementos
deformados de formas diferentes, é preciso armazenar muitas matrizes elementares
ou, entdio, essas matrizes elementares terfio que ser calculadas novamente (para
problemas grandes, a segunda op¢fio parece mais apropriada);

e a necessidade de calcular a inversa da matriz de rigidez elementar pode aumentar
muito o tempo de processamento para espagos de aproximagdo de ordem superiores
(no caso mais geral, com mathas muito irregulares).

Segue-se uma revisdo dos trabalhos relacionados com a aplicagio do método dos

elementos finitos hibridos ao problema da simulagdo de fluxo em meios porosos. Depois
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disso, elabora-se uma sintese da formulag¢dio, com aprofundamento em alguns detalhes

particulares.

3.2 - Aplicacio dos Métodos de Elementos Finitos
a0 Fluxo em Meios Porosos

O objetivo de Frind e Matanga {1985] € calcular um campo de velocidades no meio
poroso (aqiiifero) com precisdo satisfatoria para a simulagd@o do transporte de contaminantes.
Na revisfo da teoria, eles fazem o desenvolvimento detalhado das equac¢des para a descrigdo
do fluxo em regime permanente, em termos de potencial e de linhas de fluxo, e mostram como
tratar as condigdes de contorno essenciais e naturais. £ comentado que os modelos de linhas
de fluxo sdo sub-utilizados em hidrologia. |

A partir das formulacgSes em termos de potencial e em termos de linhas de fluxo, que
sdo muito semelhantes, eles mostram como aproximar a solugdo por elementos finitos
(trisngulos e quadrilateros) com fungBes de forma lineares. Tendo lados compativeis,
tridngulos e retingulos podem ser usados em conjunto. Embora os tridngulos sejam mais
versateis para a representagio de geometrias irregulares, os retingulos, usados onde a
geometria permitir, conduzem a uma solugio mais precisa. Os elementos podem ser sempre
orientados de tal forma que os eixos locais coincidam com os eixos principais da
permeabilidade e, assim, a solugfio pode ser baseada na formulagio que ndo contém termos
cruzados.

Como conclusfo, sdo citadas as principais vantagens da chamada formulagfo dual, que
¢ a formulagio em termos das linhas de fluxo:

e asolucglo ja é expressa em termos da velocidade;

e © mesmo método numérico da formulagio em termos do potencial pode ser
utilizado, pois as equagdes basicas sfo da mesma forma;

e as condigdes de contorno em termos de fluxo sfo melhor satisfeitas.

Em um artigo complementar a esse é apresentada a aplicagfio metodologia a um
aqliifero real, onde as linhas de fluxo, obtidas pela migracic de um contaminante, foram sendo
determinadas com boa precisdio ac longo de muitos anos.

Cordes e Kinzelbach [1992] desenvolvem um método de pods-processamentc da

pressdo obtida pela aproximacdo por elementos finitos - fun¢Ses de forma linear ¢ bilinear -
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para gerar um mapa de fluxo continuo em todo o dominio. Eles comentam que modelos que
geram linhas de fluxo (stream function models) sdo uma alternativa para a determinag@o do
campo de velocidades, mas nfio podem ser aplicados ao fluxo em regime transiente, problemas
tridimensionais e reservatorios com fontes e sumidouros (pogos) distribuidos. Além disso,
esses modelos acabam por dobrar o esforgo computacional necessario, pois precisam dos
valores das pressOes para calibrar os parametros de fluxo.

A metodologia de pos-processamento € apresentada para o caso 2D e sdo dadas as
indicagdes para estender para 3D. O artigo detalha bem a metodologia, porém sabe-se que a
capacidade de aumentar a precisio do fluxo com pds-processamento estd limitada pela

precisdo na determinagdo da pressdo. Com o uso das fungdes de forma linear e bilinear, a taxa

de convergéncia da pressdo € O(h); mais lenta do que a taxa O(h*) dos casos de DF
centradas e da formulagéo hibrida de EF no espago R T, (espaco de Raviart-Thomas de mais
baixa ordem, que sera descrito na proxima se¢éo).

Eymard, Gallouet e Joly [1989] mostram um simulador desenvolvido para o
deslocamento imiscivel bifasico incompressivel, em 2D ¢ 3D. Segundo o texto, eles
desenvolveram uma formulag@o hibrida de elementos finitos com trés graus de liberdade em
elementos retangulares e dois graus de liberdade em tridngulos, fazendo com que o ndmero
total de varidveis do sistema linear seja, assintoticamente, 0 mesmo que o nimero de blocos
discretizando o dominio, no caso de retdngulos, Ou seja, o sistema ¢ da ordem de grandeza do
obtido pela formulaco de diferencas finitas. A técnica para resolver o fluxo bifésico € do tipo
IMPES (IMplicit in Pressure, Explicit in Saturation).

Essa redugio no nimero de graus de liberdade por elemento ¢ muito importante para
aumentar a eficiéncia computacional da formulac#o hibrida sobre a formulagdo DF, porém os
artigos mais recentes continuam citando como dois a relagdio entre o nimero de variaveis da
formulacfio hibrida e o total de variaveis na formulago DF, para a mesma discretizagio do
dominio.

Chavent ¢ outros [1990] apresentam as principais caracteristicas do simulador de
reservatérios para fluxo bifasico incompressivel BIDIMIX, desenvolvide em conjunte pelo
INRIA, IFP e EIf Aquitaine. A equacfic de saturaco ¢ resolvida por EF descontinuos e com o
use de um limitador de inclinagfio (slope limiter), técnica esta que jé estd presente nos atuais
manuais para a resolugdo numérica de EDP. A equacfio da pressdo e a de conservagdo sdo

resolvidas utilizando EF hibridos com o espago R7T,. S3o considerados os efeitos
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gravitacionais e de pressdo capilar. A representa¢do dos pogos € feita por macroelementos, um
refinamento radial da malha na regifio dos pogos.

Para a formulagfo hibrida, s3o apresentados os espacos de aproximag#io envolvidos na
aproximag:ﬁd RT, e a forma geral das matrizes presentes no sistema linear final a ser
resolvido.

Sso apresentados, em linhas gerais, quatro exemplos de validagdo. No caso de
deslocamento imiscivel linear, o programa calcula valores muito mais precisos da razio agua-
dleo contra o volume de dgua injetado, necessitando de apenas 1/6 do esforgo computacional
do esquema DF de primeira ordem.

Este artigo é, de certa forma, uma atualizacdo do capitulo cinco do livro de Chavent e
Jaffré [1986], ampliada pela construgio do simulador BIDIMIX.

Beckie, Wood e Aldama [1993] apresentam as estratégias empregadas na simulagdo de
alto desempenho do fluxo monofésico em aqiiiferos heterogéneos. Sdo empregadas técnicas
avangadas como decomposi¢io de dominio com multigrid e formulagdo hibrida de elementos
finitos utilizando o espago de BDM de primeira ordem.

Nesse artigo em questdio, eles sustentam que as simulagdes numéricas para estudar o
efeito das heterogeneidades sdo feitas, geralmente, em malhas finamente refinadas e com
valores de permeabilidade gerados sinteticamente por distribui¢Ses geoestatisticas, como,
tipicamente, a lognormal sem correlagfo. I comentado que o espaco de aproximacio de
Raviart-Thomas de mais baixa ordem nfo reproduz corretamente fluxos ndo paralelos aos
eixos de coordenadas.

A conclusdo basica do artigo € que o algoritmo de decomposicdio de dominio com
aceleraciio multigrid consome entre cinco ¢ dez vezes mais tempo de CPU do que a verséo
hibrida com solver ICCG(0), mas permite simular problemas da ordem de quatro milhdes de
graus de liberdade, o que nfo seria possivel de outra forma.

Durlofsky [1994] apresenta os resultados de simulagBes de fluxo monofasico
bidimensional em reservatorios de petroleo idealizados, comparando o método dos elementos
finitos tipo volume de controle com a formulagfio mista de elementos finitos. O objetivo
principal € gastar o menor esforgo computacional para obter um campo de velocidades que
realmente conserve a massa do sistema e com fluxos continuos entre elementos, utilizando
apenas fun¢des de forma lineares. O esforgo computacional foi relacionado como diretamente

proporcional ao nimero de incognitas do sistema linear a ser resolvido, para uma certa
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precisfo no mapa de fluxo. Para um mesmo nimero de incognitas, a formulagdo mista é
resolvida numa malha mais grosseira por ter mais incognitas por cada elemento.

A conclusdo principal ¢ que para sistemas com maior grau de heterogeneidade, como o
caso de arenito com argiias dispersas aleatoriamente e como o caso de intrusdo de canal de
baixissima permeabilidade, a formulagdo mista é computacionalmente mais eficiente do que
elementos tipo volume de controle: os resultados com 1240 varidveis sdo bem mais precisos
do que o CVFE com 3721 varidveis. O autor conclui também que a formulagdo mista ¢ mais
robusta e confidvel e que a vantagem dessa formulagdo pode ser estendida para fluxo
multifdsico, ja que as equagdes hiperbdlicas de saturagdo a serem acopladas no modelo
multifasico sdio também passiveis de tratamento pela formulagdo mista.

Arbogast e outros [1995] citamn na revisdo de literatura que T.F. Russell e M.F.
Wheeler demostraram, em publica¢do de 1983, que o uso de regras especiais de quadratura
transformam a formulagdo mista de EF no espago R7, no esquema de diferengas finitas
centradas padrio apenas para o caso de dominio retangular, ¢ também com a hipétese do
tensor de permeabilidades ser diagonal. No caso mais real, com a geometria do reservatério
ndo sendo tdo uniforme, aplica-se a técnica de mapear o dominio fisico do reservatorio em um
dominio computacional retangular. Existindo uma fungfio suave que faca esse mapeamento,
ficam mantidas as vantagens de facilidade de implementagfo, a maior precisdo dos resultados
e a conservagio local de massa da simulagdo EF mista em retdnguios. Esse tipo de
mapeamento ¢ originario da industria aerondutica, onde é muito empregado, havendo muitos
codigos comerciais disponiveis para criar o mapeamento e sua respectiva matriz Jacobiana.
Aqui também aparece a explicagdo de que a formulacfio hibrida de EF ¢ um caso limite da

técnica de decomposiciio de dominio, onde todos os elementos sdo também sub-dominios.

3.3 - Espacos de Aproximacio
3.3.1 - Espaco de Raviart-Thomas

O espago de aproximagfio de Raviart-Thomas de mais baixa ordem, denominado RT,,
¢ composto por irés espagos de aproximacfo distintos:

e define-se uma pressic média em todo o elemento;
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e em cada face do elemento hd uma pressdo média, um traco de pressdo, que pode
ser representada como aplicada no centro da face, ou entfio ao longo de toda a face;
e o fluxe (varidvel vetorial) no elemento é representado pela expansio em um

numero de fun¢des de forma (vetoriais) lineares igual ao nimero de faces:

#FACES

F@= 2w, . 3.1)

J=i

As funges de forma lineares de expansio do fluxo devem possuir propriedades
caracteristicas, que serfio vistas a seguir. Serfo mostrados os casos mais comuns: elemento

mestre triangular e elemento mestre quadrado.

3.3.2 - Elemento Mestre Triangular: Fung¢des de Forma e Suas Propriedades

3
,§______.__.M
} Area do eiemento mestre triangular
# = {1 € igual a 0.5 unidades de érea.
- P
) 1 £

Tk =(sp1)

Figura 3.1 - Espaco de aproximac3o do fluxo no elemento mestre triangular

V.ow=I+1=1=cte V.o, =l+1=2=cte V.o =l+l=2=cte
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- 1
Conclusio: J;V W, =2 -2— =1, i=12,3 (3.2)
- 2 _
wy.n,=1-y=1 Wty = (x+y—1)=0 Wy =—x=0
_ e V2 .
W, .1, =—y=0 wz.n2=-4-\/-2: (x+y%—2— W, Ay =—x=0
_ 42 _
Wy Ay =—y=0 w3.n2=——2——(x--1+y)=0 Wy, =l—x=1
Resumindo em uma equagéo: L g Wi =08, (3.3)

3.3.3 - Elemento Mestre Quadrado: Funcoes de Forma e Suas Propriedades

z
. ;M)
w, =) 0,

A1

Figura 3.2 - Elemento mestre quadradeo
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o Te+l . n+1 - fg-1 - n-1
“%:[‘2‘10) “ﬁﬁ(ﬁf“zw} “ﬁ=(‘z‘* j “ﬁ=(°v—z—)

- .1 .1 .1
V.wl-—-zécte V.wzzgacte V.w3=ZacIe V.w4mgacte
.1 )
Novamente: J.K V. w, = Z 4 =1,i=1234 (3.4)

1

W =TTy W, .1, =0 Wy Ay === ={) wy.h, =0
RV o -y .

Wy My =T = w,.n,=0 Wy ==y ={ W, .1y =0
I . €-1 .

Wy fy === =g w,.n,=0 31 =" =0 Wwy.n, =0
o @-y o . _ @) B

Wy Ry === W, .1, =0 W=y ={ w,.n =0
E também: j;m W, n =0 (3.5}

3.3.4 - A Transformagio de Piola

As fungBes de forma descritas anteriormente foram definidas para elementos de
geometria padrio. Para elementos triangulares ou retangulares deformados, faz-se necessaria

uma certa transformagéo.
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A funcdo que faz a correspondéncia das bases vetoriais no elemento mestre com as
respectivas funcgbes de forma vetoriais no elemento real deformado € conhecida como
transformacgdo de Piola. Essa transformacio preserva a componente normal do campo vetorial

na superficie (em 2D, no lado) do elemento deformado.

- [Matriz.]acobiana] .
o, = 7 W, (3.6)
onde:
J = Jacobiano = Determinante da Matriz Jacobiana
[ Matriz Jacobiana] = Matriz de Transformagédo das Coordenadas de um Ponto em Relagdo aos
Eixos Cartesianos no Elemento Mestre e seu Correspondente
Mapeamento no Elemento Real Deformado, Descrito nos Eixos Globais
do Dominio.

Além disso, a transformacio de Piola também mantém:

Lv.&’)ﬁj;iv.ﬁfl,w (3.7)
[ @.5,=].6.4=5 G.8)

que serdio caracteristicas muito Uteis para simplificar a formulacéo de elementos finitos.

O primeiro lugar onde encontramos um método para transformacdo das funges de
forma vetoriais, mantendo-se a componente normal, foi em Thomasset [1981, p. 34].
Entretanto, neste livro, o espago de aproximacfio é definido de forma a ter a componente
normal unitdria, quando ¢ mais desejavel manter a integral dessa componente normal sobre o
lado, ou seja, um fluxo normal unitario através do lado. O fluxo normal total serd dado pelo
coeficiente v, calculado no pds-processamento, como serd visto a seguir. Arbogast e outros
[1995] apresentam a denominagfio de transformacdo de Piola. A transformacgfo de Piola €
realmente fundamental para os métodos que trabalham com vetores, como pode ser visto

também em Brezzi e Fortin [1991, p. 97].
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3.3.5 - Qutros Espacos de Aproximagio

Atualmente existem tr€s grupos principais de espagos de aproximacgfoc para as
formula¢des EF mista e hibrida:

* 0s espagos de Raviart-Thomas (RT}, );

e 0s espagos de Brezzi-Douglas-Marini (BDM,,_,);

» os espagos de Brezzi-Douglas-Fortin-Marini (BDFM, , )-

O espaco RT) € o espago mais simples possivel, e, por isso, ele ocupa um lugar especial entre
todos os demais.

Brezzi e Fortin [1991] ¢ uma das referéncias mais modernas nesse assunto, com
enfoque bastante matemdtico e exemplos voltados para a elasticidade, mecanica estrutural,

operador biharménico. Para problemas de fluxo (EDP de segunda ordem) sfo encontradas

citagBes de utilizacdo dos espagos RT,;, BDM; ¢ RT;. Beckie e outros [1993] utilizam o

espaco BDM, . Nesse artigo encontra-se uma rapida apresentacio desse espago.

Quanto maior a dimensio do espaco, maior a precisdo que pode ser obtida. Por outro

lado, mais complexa sdo a formulagfo e as operagdes matematicas a serem realizadas.

3.4 - Sintese da Formulacio

A utilizacfio dos métodos hibridos em problemas de fluxos em meios porosos € tio
recente que muito do que existe na literatura estd numa linguagem matemética de dificil
compreensdo, mesmo para engenheiros pds-graduados. Uma importante exceglio € o artigo de
Chavent [1991]. Por outro lado, ele simplifica tanto a formulacio, visando sua aplicacdio em
malhas simplesmente retangulares, que fica dificil estender para o importante caso de
elementos deformados linearmente. Portanto, julgou-se proveitoso elaborar a seguinte sintese
da formulaco, nfio apenas por consisténcia do texto como também por ndo haver disponivel
na literatura uma apresentacfio assim. Busca-se aqui um compromisso entre o simples e o
completo. Para ampliar a formulagio para espagos de ordem mais alta, além de obter as
expressdes para os trés espagos em questdo (pressdes no bloco, pressdes no contorno € vazdes
no contorno), sera muito wtil ver a segfio 3.4 do volume II da colegdo de Oden [1984],
principalmente as paginas 143 ¢ 144, onde sfio mostradas as infegrais que terfio que ser

calculadas.
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A aproximagfo utilizada aqui € chamada de formulagfo mista-hibrida dual ou
elemento finito misto-hibrido dual (dual mixed-hybrid element). Nessa formulacdo, as
aproximagdes da pressdo no elemento, da pressdo no contorno do elemento e da derivada da
pressdo no contorno do elemento sdo feitas em separado. Em contraste, na formulagfo hibrida
primal {(primal hybrid element), nio ha interpolagio em separado da pressdo no contorno.
Nesse caso, a pressdo no contorno ¢ conseqiiéncia da aproximac8o da pressiio em todo o
bloco, como na técnica de elementos finitos tradicionais. A formulagio dual ¢ mais empregada

do que a aproximacéo primal.
3.4.1- Comportamento do Material

Parte-se da equacédo de comportamento linear do meio poroso, ou lei de Darcy:

7 (%) =-KV(P(¥)) (3.9

Efetuando a ponderacio por w,, vem:
7., =—-K(VP.%) (3.10)

Integrando sobre um elemento €2, tem-se:

Lff.ﬁimLK (vr.,) (3.11)
Tem-se também:
V.AP%,;)={(VP).%, + P(V.%,) (3.12)
Ou seja,
~(VP).%; = P(V.%,;)- V.(P%;) (3.13)

Substituindo (3.13) em (3.11), chega-se a:
K i}ﬁ.fv,.-—— LP(V.}I:,.)—- Lv.(P@,.) (3.14)
Aplicando o teorema da divergéncia de Gauss para a Gltima integral, vem:
& [55=] P@w)-| P 7) (3.15)

o que reduz as exigéncias de derivabilidade em relagfio a funcio P(X).

Trabalhandc com a integral de superficie:
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& [5a=P[ @3)-Zrp] G .7) (3.16)

K Li, W, = FJ; (v.ﬂ;i)~ ;Tga ; (3.17)
K Lﬁ. i, = P‘L (V.w,)-7P (3.18)
HEACES
e lembrando que: V(%)= ivj w, (X)) e que JQ(V.VTJE)z 1:

chega-se a:

#FACES

k2 v, L@, )=P-1P (3.19)
P :

Variando agora o indice i de 1 até (# FACES), chega-se a um sistema que serd

chamado de equagfo de consisténcia. Em notagdo matricial:

[EKF{v}=K{P - TP} (3.20)

onde os elementos ekf(i.j) sdo iguais a:
ekf (i, /)= L W, W, (3.21)

No pbs-processamento, a partir dos valores de TP, calcula-se a pressdo média no bloco Pe,

em um segundo passo, calculam-se os fluxos por meio da equacio de consisténcia na forma:

(v}= KIEKF"' {P-T1P} (3.22)
3.4.2 - Equacio de Equilibrio ou Lei de Conservagiio

Equagdes diferenciais parciais elipticas tipicas so:

VvV A(Vu)=V3iu=0 ... Equaciio de Laplace
-V (Vu)=-Viu= f ... Equacfo de Poisson
—kVie+ A u = o Equacdo de Helmholtz
Viu+ k{(E -V3iu=0 .. ......... Equagdo de Schrodinger
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As leis constitutivas s@io, geralmente, equagbes de comportamento linear muito
semelhantes, tais como a lei de Darcy no fluxo em meios porosos, a lei de Hooke em
elasticidade, a lei de Fourier nos processos de transferéncia de calor, a lei de Stokes no fluxo
em regime laminar e a lei de Coulomb na eletricidade.

Assim, pelo menos para a formulagdo do programa em 2D, serd considerada a seguinte
equagdo de equilibrio:

Vv+bP=f (3.23)

Essa relagdio é mais geral do que a equaglio V.v =0 usada para simular o fluxo
monofisico incompressivel em meios heterogéneos, necessdria para o calculo da
permeabilidade equivalente. Resolveu-se, porém, trabalhar com esta equagéo por trés razdes:

e ostermos b e f nfo dificultaram a formulagéo, eles foram praticamente carregados

ao longo das manipulagdes algéﬁricas;

e aequacdo de equilibrio ficou bastante geral, e o programa podera ser estendido para

outras aplicagdes;

o ¢ possivel trabalhar com casos de validagio mais interessantes, como o que serd

mostrado na Secfo 4.1.4 .

A forma de trabalhar a equagio de equilibrio € diferente do que ¢ feito nos métodos de

elementos finitos tradicionais. Adota-se uma formulagdio variacional sem, contudo, haver a

multiplicagdo por uma fungio de ponderagdo:

fvselor=[7 (3.24)

(#Ffi fnv.w,.) +ﬁ‘fnb = jf (3.25)

=1 2

Relembrando que _{Q (V.\?Vi)m 1, e chamando L b=Be j‘n f=F, fica-se com:

HEACES _
( Zv‘.)-&PB-——F (3.26)

i=l
Em notagfio matricial, trabalha-se com um vetor {e}, cuja caracteristica ¢ possuir todas

as componentes unitdrias, para substituir o sinal de somatério.
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Por enquanto:

e} Wi=F-PB (3.27)
Porém, de (3.22):
feY v}= F-PB=K{e} [EKF]'{P-TP} (3.28)
Ou:
F-PB=K{e} [EKFI" Ple}— KieY [ERFT' (1P} (3.29)
Levando a:
P(K (e} [EKFT" {e}+ B)= F + K {e} [EKFT"{TP} (3.30)

Desta forma, elimina-se a variavel fluxo, ficando com uma equagéo de equilibrio
apenas nas varidveis de pressdo. Em relagdo a notacdo empregada no artigo de Chavent e

Roberts {1991, p.340], valem as seguintes equivaléncias:

[EKF]™' {e}= Vetor de componentes o . (3.31)

{e} [EKF]™" {e} =0 , = Soma de todos os elementos de [EKF]™ (3.32)
3.4.3 - A Continuidade do Fluxo

Nas formulacdes tradicionais de EF, a continuidade da varidvel de estado e dos fluxos
entre eclementos vizinhos € garantida automaticamente pela construgdo do espago de
aproximacéo (exceto no caso das funcdes de forma lineares, as mais simples, quando nfio ha
continuidade do fluxo na face). Exemplificando, para o caso dos polindmios de Lagrange, por
um lado (interface) com dois nds, deve passar uma fungio linear, e, por um lado com trés nos,
deve passar uma fun¢io quadrdtica. H4 unicidade do valor da variavel nos nés, pois € o valor
obtido pela solugio do sistema linear, e existe uma Unica reta passando por dois pontos
distintos, € uma tnica curva de segundo grau que passa por trés pontos. Onde nfio houver
continuidade do fluxo, € por que se trata de uma face com a aplicagfio da chamada condigfo de
salte ndo-homogénea {(jump condition), como um pogo em um reservatoric. Também na
formulagfio mista, os espagos de aproximacdo do fluxo sfo construidos de forma a garantir
automaticamente a continuidade do fluxo entre elementos vizinhos.

Em contraste, na formulagfio hibrida, o espago de aproximacic K7, n#o conserva
implicitamente o fluxo: em qualquer face interna, o fluxo associado aos dois elementos

vizinhos € definido sempre na diregdc da saida, n3o ha entrada de fluxo na base do espago de
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aproximacgdo. Esta construgio facilita a montagem da matriz elementar, e diminui a
possibilidade de erros na descricdc da malha. A continuidade do fluxo € garantida

explicitamente na formulac@o hibrida. Para cada face, € criada a equagfo:

NORMAL FACE #i + v NORMAL FACE #i =0
ELEMENTO DEUM LADO ELEMENTO DOOUTROLADG ™

(3.33)

Esta equagdo ¢ a Unica que val montar todo o sistema linear, ao contrario da
formulagfio mista, onde hd dois tipos diferentes de equagfo: a equagio da pressio e a equagdo
do fluxo.

Em EFH, a montagem da matriz global ¢ feita pela contribuicdio individual e
independente de cada elemento. Cada elemento vai montar sua propria parte na equagiio de

continuidade, que € simplesmente:

{vpomt e 3= 0 (3.34)

Se, em uma dada linha da matriz global, nenhum outro elemento acrescentar uma
contribuicfo, é por que aquela face estd no contorno do dominio. Se, depois de montada toda a
matriz global, ndo for especificada uma condi¢dio de contorno para esta face, o PVC estara
sendo resolvido com vazdo nula por esta face. Ou seja, hd um defauir: considerar barreira

impermedavel se ndo for alimentada nenhuma condigfio de contorno.

v}=K[EKFT' {P-TP}=0 (3.35)
KIEKFY" {e} P = K[EKFT "' {TP} (3.36)
Fazendo:
nror (K {eY [EKFT" {e}+B) (3.37)
em (3.30), fica-se com:
P(A5me Y- F e K e} [EKFT (2P} (3.38)

A eliminacio de P ¢ feita substituindo a equagfio (3.38) na (3.36):

KIEKFT" {e}(F + K (e} [EKFT" {TP})= K(AT008 YEKF|™ (TP} (3.39)

Rearrumando os termos, chega-se finalmente em:

: )
(me* e LEKET el o) [EKPT | (77) = (KT ()



Relativamente as defini¢Ges do artigo de Chavent ¢ Roberts[1991, p. 341, eq. 126-

1281, tém-se as seguintes correspondéncias:

(K [EKF ]_I)E Matriz de massa da formulacdo MH 34D

[ 2
ufw [EKFT {e} {e}T[EKF]“] = Matriz de rigidez MH ~ (3.42)

ESCALAR

KF .
"]\W[EKF] “e}= Vetor F}™ (3.43)

ESCALAR

Na Equacdo 3.40, a matriz [EKF 1" esta multiplicando todos os trés termos pela
esquerda, o que poderia sugerir uma simplificagéio da equagdo. Todavia, da forma em que esta,
a equagio possui a vantagem de apresentar o dimensional de fluxo (vazdo). Assim, fica
simples aplicar condiges de contorno de Neumann, dispensando realizar uma integral de
superficie, diferentemente do que ocorre em EF tradicionais. A acdo de aplicar as condigdes
de contorno de Neumann é simbolizada pela subtrag@o do vetor G, como aparece em Chavent

e Roberts [1991, p. 341, eq. 129].

3.5 - Tratamento Tensorial

O caso mais geral de simulagfio de fluxo para o calculo da permeabilidade equivalente
inclui a representagiio tensorial completa para a permeabilidade. Nesse estudo € feita a
aplicagio inicial de uma formulagdo EFH, ainda pouco difundida e conhecida, e os programas
sfio construidos praticamente para meios heterogéneos isotrOpicos. Apresenta-se a seguir
como seria a extensfo para o tratamento tensorial.

Em Arbogast e outros [1995] pode-se encontrar o desenvolvimento da formulacdo
variacional, que depois sera transformada em esquema DF. A base do tratamento tensorial € a
lei de Darcy v=-KVP (3.44)

k. k
s6 que agora v=~[K]VP com [K}= [ ku kxy} (3.45)

yx ¥
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Como a permeabilidade ¢ analoga & transmissibilidade, sua inversa é uma forma de

resisténcia e, desse modo, pode-se definir

A=k, k, -k, k,
M ro =k, /d
[R]=[K]" :Lry ,,;J para |1, =k, /d (3.46)
ry ==k, /ld
P = ~~1’thr /d
Mudando de lado:
[K]'v =[Rl =-VP (3.47)
Ponderando:
[RIV. %, = -VP.w, (3.48)

O lado direito continua o mesmo da formulagfio isotropica, e vai resultar no vetor

{'P”u TP}. O lado esquerdo, substituindo a velocidade pela sua expansdo nas fungles de

forma, torna-se

> v, ([(&1%,).%, (3.49)

que vai dar origem a integrandos de forma geral

Foe Wy Wy +F, W, Wy Tr Wy W, b F, W, W, (3.50)

J4 é possivel perceber que a matriz elementar de fluxo vai perder todo o seu padréo de
esparsidade, o que vai aumentar o esforgo computacional para a sua inversdo. Essa perda de
esparsidade deve ser uma motivagio para que, quando da utilizacdo da representagdo
tensorial, empregue-se conjuntamente malhas deformadas. No caso do espago RT,, aregra de
quadratura exata em uso possui folga para trabalhar com quadrados deformados linearmente.

Uma outra transformagfo importante, além da transformacdo de Piola, ¢ a equagdo
(2.5) de Arbogast {1995], que mostra como modificar o tensor de permeabilidades em fungio

da mudanca nos eixos coordenados de referéncia:

l=JIJT'KITT @sD
A literatura em geral nfo cita como problema a formulagio tedrica para a
representagio tensorial. Os problemas aparecem na fase preliminar {caracterizar os valores

tensoriais de uma regido do reservatdrio) € no processamento (com o aumento do esfor¢o
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computacional requerido). Mas, percebe-se uma tendéncia em utilizar cada vez mais a
descrigdo tensorial.

Arbogast ¢ seu grupo desenvolveram um programa para a simulacdo no dominio
computacional, que € retangular. E uma forma que reduz o esfor¢o computacional, mas cujo
entendimento operacional exigiria estudos além do escopo definido para esta tese. A idéia
seria elaborar um programa tensorial no dominio real deformado (como é HYBRID2D),
inicialmente considerando quadriliteros e trifingulos em 2D, e depois passar para a versfo 3D.

A formulagiio EFH tensorial continua com sete € onze entradas nio-nulas por linha, 2D
e 3D respectivamente, da matriz do sistema linear - enquanto que a formulagdo DF tensorial
passa para nove e dezenove pontos. O sistema linear EFH, principalmente o 3D, vai se tornar
mais facil de resolver do que o correspondente sistema DF. Quanto mais a modelagem
matematica vai sendo complicada (malhas deformadas, representacfio tensorial, fluxo
bifasico), mais favordvel vai ficando a posi¢iio da formulagdo EFH, relativamente a outras
formulacdes menos flexiveis.

Quanto a simetria do tensor de permeabilidade, apesar de existirem defensores de que
ele pode ser assimeétrico, acreditamos que - a exemplo do tensor das constantes eldsticas, onde
condi¢des de equilibrio implicam na sua simetria - ¢ mais razoavel trabalhar com um tensor

simétrico.
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Capitulo 4 - Os Programas de Computador:
Hybrid2D e Hybrid3D

Foram construidos dois programas para calculo da permeabilidade equivalente em
meios heterogéneos usando o método dos elementos finitos hibridos: Hybrid2D e Hybrid3D.
Ambos os programas calculam o campo de pressdes e velocidades em um meio heterogéneo
submetido a condi¢des de contorno do tipo impermeavel para, depois, mediante um célculo
simples, chegarem a permeabilidade equivalente do sistema, seguindo os métodos que foram
discutidos nos capitulos anteriores. Hybrid2D trata problemas em 2D, usando elementos
triangulares ou retangulares sujeitos a certas deformagdes. Hybrid3D trata problemas em 3D,
mas é limitado a malhas mais regulares.

Este capitulo descreve as principais caracteristicas desses dois programas, discutindo
também alguns exemplos simples de validago. Fica para o capitulo seguinte uma discussio
mais completa do desempenho desses programas, considerando uma variedade maior de casos
e comparagles com programas concorrentes baseados em diferencas finitas e elementos

finitos tradicionais.

4.1 - O Programa HYBRID2D

4.1.1 - Estruturaz Geral

A intengdo na elaboragdo do programa em 2D foi obter-se um cddigo bastante geral
para ¢ problema em questfio, incluinde a possibilidade de tratar malhas irregulares, formadas
por trifngulos de qualquer tipo e por retingulos orientados em quaisquer diregOes.

Um programa genérico de elementos finitos € formado por trés modulos principais:
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¢ PRE-PROCESSAMENTO: geracio (manual ou automatica) da malha; definigic
das propriedades fisicas dos elementos; identificagdo da ordem - numero de pontos
- de integragfo, entre outras ac¢des.

o PROCESSAMENTO: cilculo das matrizes locais, elemento a elemento; montagem
da matriz de rigidez global de acordo com a metodologia de indexacdo de matriz
esparsa a ser utilizada; montagem da matriz de carga global; resolugfio do sistema
de equagdes lineares resultante por algum mddulo de solver, direto ou iterativo.

e POS-PROCESSAMENTO: preparacio final e impressio dos resultados. Na
formulag#o hibrida - onde a solugdo do sistema linear corresponde as pressdes sobre
as fronteiras de cada bloco - é no poés-processamento que serdo calculadas as
variaveis de maior interesse: a pressio média nos blocos (elementos), os fluxos

entre os blocos, a permeabilidade equivalente através do fluxo normal a uma certa

superficie e, eventualmente, o pés-processamento ndo-conforme O ( h*) da
pressdo no bloco (que nf3o estd implementado no programas HYBRID2D e
HYBRID3D).

A estrutura geral de HYBRID2D ¢ semelhante a do programa descrito em Oden
[1981], livro-texto do curso de Andlise Numérica na Unicamp. O nome das variaveis séo
mnemd&nicos sugestivos (em inglés) com seis caracteres, facilitando a compreensdo e as
futuras modificagdes. Ndo foram utilizados nomes com mais de seis caracteres para manter o
codigo o mais portdtil possivel entre os diferentes compiladores FORTRAN em

microcomputadores e em estages UNIX,
4.1.2 - Dois Tipos de Elementos e Suas Deformagdes

Uma fase inicial que requer bastante esfor¢o em um projeto global de simulagdo € a
adequada descrig¢io do dominio e de suas propriedades fisicas - isso €, a fase da gerac8o da
malha. Em geral, a utilizagfo de elementos deformados ¢ um recurso vantajoso para uma
representacio geométrica melhor e mais flexivel, evitando o excessivo refinamento de uma
malha ortogonal préximo das singularidades e das interfaces entre diferentes sub-dominios.

A Reproducdo 1 ilustra uma situac3o, construida a partir de dados reais de
permeabilidade medidas em um afloramento, onde a possibilidade de utilizagdo de elementos

deformados constitui-se em uma vantagem evidente.
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Reproduc¢io 1 - Trecho (comprimento e altura aproximadamente iguais 2 50 m e 7 m)
do afloramento Acu, destacando as variacdes de permeabilidade (0.1 a
500 mD) interpoladas a partir de medidas de minipermefimetro. As
cores mais escuras indicam permeabilidades muito baixas,

(Figura originalmente em Siqueira e outros [1996])

A compreensdo da sistematica de trabalho com a transformagio de coordenadas, com a
matriz Jacobiana e com fungdes implicitas, é um requisito bdsico para a evolugio rumo a
simulagdes mais elaboradas.

No caso, esta-se aplicando o espago de Raviart-Thomas de mais baixa ordem, e s6 sfo
feitos calculos de produtos cruzados das fungdes de forma W; que interpolam a velocidade.
Nosso objetivo era trabalhar com elementos deformados linearmente, o que ja confere uma
enorme flexibilidade & geragfio da malha. Para efetuar 0 mapeamento do clemento mestre no

elemento deformado, foram usadas as fun¢des de forma (polindmios) de Lagrange lineares no
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tridngulo e bilineares no quadrado. A combinago do espago RT, com o de Lagrange foi
formulada segundo uma certa intuigfio. Posteriormente, verificamos, com o uso da
transformacdo de Piola, que a sistematica empregada estava correta.

O programa HYBRID2D permite trabalhar com qualquer trifingulo deformado
lincarmente € com retdngulos rotacionados de qualquer angulo em relagdo aos eixos
cartesianos globais.

A formulagdo para retdngulos é mais simples nesse caso, a matriz elementar 4x4 fica
reduzida a dois blocos 2x2 apds duas permutages: a da linha 2 com a linha 3 ¢ a da coluna 2
com também a coluna 3. A inversfio da matriz [EKF} resume-se a inversdo de duas matrizes
2x2, o que € bem mais facil. Os cdlculos de mapeamento e das integrais dos produtos
escalares que estio implementados servem para um elemento quadrilateral qualquer. O
método pode ser estendido para incluir a inversdo de uma matriz 4x4 cheia. Nesse caso, o
calculo dos elementos da matriz inversa seria implementado por férmulas exatas, derivadas a

partir da regra de Cramer para a solucfo analitica de sistemas de equagGes lineares.
4.1.3 - Regra de Integracie

Os métodos de elementos finitos seguem duas sistemdticas gerais:

e admitir a expansdo da solucfio da equagdo diferencial em fungSes definidas, nfo
nulas, apenas ao redor de elementos vizinhos (piece-wise frial functions). As
fungdes de expansio sfo geralmente polindmios, como os de Lagrange, para reduzir
o esforco computacional, e este processo é chamado de determinagio do espago de
aproximacio;

e multiplicar {ponderar) a equagfio diferencial por uma fungfo de teste (weight
function) bem comportada e determinar uma formulagfio integral (variacional), por
meio da integragfo por partes ou da aplicacfo do teorema da divergéneia de Gauss,
de modo a balancear os requisitos de suavidade entre as fungdes de expansfo e as
de ponderagfio. Essa formulagiio variacional é chamada de forma fraca do problema
de valor de contorno {PV().

No método de Galerkin, as fungfes de expanso sdo as mesmas fungdes de ponderagio

e, desse modo, podemos nos referir a elas simplesmente como fungdes de base (basis
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functions) do espago de aproximaco. Outra denominagdo comum € a de fungbes de forma
(shape functions).

A substituicio da expansdo em série de fungdes na formulago fraca leva a um sistema
linear para a determinagfo dos coeficientes da expansdio. Com os coeficientes calculados,
temos a solugdo do PVC. Entretanto, os termos que multiplicam os coeficientes (as incdgnitas
do sistema linear) sfo integrais definidas da soma e do produto das diversas fungOes de base ¢
suas derivadas. O método EF calcula essas integrais, dando um valor numérico a elas, para
permitir que se resolva o sistema linear.

Assim, o célculo de integrais tem um papel muito importante nos métodos de
elementos finitos. Dentre as vdrias formas de calcular integrais, um processo muito aplicado
em EF ¢é a quadratura: o valor da integral ¢ aproximado pela soma ponderada de um certo
ntmero de valores do integrando, em pontos determinados do dominio de integragio, onde os
pesos estdo relacionados com o grau de importancia (influéncia) desses pontos de avaliagdo
do integrando. Ha vérias regras de quadratura, sendo mais comuns as de Gauss-Legendre e de
Gauss-Lobatto. O valor da integral é o valor calculado pela quadratura mais um erro de
quadratura, que, no caso da integracfio de polindmios, pode ser zero escolhendo-se um nimero

suficiente de pontos de avaliagdo - a ordem da quadratura.

Lf(.?c') dQ=[Zf(5c})*m,}+ErroEQuadratura “4.H

H4 também técnicas de integraciio reduzida, que podem levar 2 determinagfio aproximada dos
coeficientes pela da utilizagdo proposital de um numero insuficiente de pontos de integragéo.
Chavent e Roberts [1991] e Arbogast e outros [1995] mostram como aplicar regras de
quadratura reduzidas para, a partir da formulagdo de EFH, chegar a formulagdes DF de cinco
(meios isotropicos) e nove pontos (tratamento tensorial), em 2D, e de dezenove pontos
(tratamento tensorial), em 3D.

A literatura cita que, nos métodos espectrais {(expansio em um nimero finito de auto-
fungBes), a quadratura de Gauss-Lobatto ¢ a mais empregada. No problema em questdo, as
propriedades fisicas sdo admitidas constantes em todo o elemento, e o espago de aproximagio
de Raviart-Thomas ¢ polinomial. Logo nfic ha dificuldade em avaliar os integrandos em

pontos interiores do elemento.
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Desse modo, em HYBRID2D utiliza-se uma integragdo exata pela quadratura de
Gauss-Legendre. Essa € a regra de quadratura que necessita do menor nimero de pontos para

a integracfo sem erro de um polindmio de um certo grau.

4.1.4 - Validacdo: Caso Analitico e com Divergéncia (f=-4)

Esse exemplo analitico e com divergéncia € origindrio de testes com um c¢odigo EF
2D, com fungdes de forma quadraticas em tridngulos e biquadraticas em quadrados. A
aproximacdo EF para esse caso ¢ exata. A idéia era entdo verificar o comportamento do
codigo HYBRID2D, o que acabou gerando, pela observagiio dos resultados, mais uma
importante verificagio quanto & qualidade - e potencialidades - da aproximagdo EFH.

Vamos definir um campo de pressdes P=x" +x+y’ +y+C ,

jK=1
atendendo a seguinte EDP:  —~V.(VP)=-4 ,ouseja 16=0
f=-4

O dominio do problema é retangular, discretizado por quadrados unitarios.

O campo vetorial de fluxo ¢ dado por: V=-KVP = (-— 2x~-1;-2y~ l)

Os fluxos normais sdo mostrados na Figura 4.1.

Para resolver o PVC, consideram-se condi¢des essenciais -.de Dirichlet - nas faces
verticais € condi¢des naturais - de Neumann - nas faces horizontais, j4 em analogia ao que ¢
feito em simulacdes para mudanca de escala.

As expressbes exatas para as pressOes meédias de interesse sdio facilmente

determinadas:

s EACE j.P ds 5 5 (Ay)Z

Prerrica™ =Xerm T Xere ¥ Voo T Yasgoo TET 12 (4.2)
Jds

— JP dA ( Ay)z ( Ax)z

Prroco™ I xxiEDio+xMéD1o+yifémo"*“ymmo*c“kwﬁ“d“mﬁm 3
dA
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Figura 4.1 - Caracteristicas gerais do exemplo analitico e com divergéncia

Para facilitar, consideram-se as condigdes de Dirichlet nas duas faces verticals como

sendo somente

e~ FACE 5 ,
VERTICAL Xere T Xe TV ME DI +y ME DIO (4.4)
2
(Ay) 1
T ~m12~m{)_08333..‘ (4.5)

O dominio para os testes foi A=15 e B=6.

o que € equivalente a fazer C=~

A simulacBio mostrou que todos os tragos de pressdio na face foram calculados
exatamente, assim como todos os fluxos. Quando for de interesse, o programa pode imprimir
uma tabela mostrando as pressfes ¢ fluxos elemento a elemento. Em todos os elementos, o
somatério dos fluxos € igual a -4, que ¢ a divergéncia constante do campo de pressdes
idealizado. O uso desse fator f pode ser muito Gtil na simulagfio de reservatdrios para fazer
uma macro-representacdo dos pogos. Um pogo produtor dentro de um bloco € representado
como um fator f negativo - correspondente a vaziio de produgdo - naguele bloco, um pocgo
injetor dentro de um cutro bloco € representado como um fator { positivo e blocos sem pogos

em seu interior apresentam um fator f nulo.
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Discute-se, a seguir, a possibilidade de fazer um pés-processamento O ( hz) na
pressio.

Observou-se, na tabela citada acima, que todas as pressGes médias nos blocos
terminavam com o algarismo 8 na segunda casa decimal. Foi entfo que foram deduzidas as

expressdes exatas para as pressoes médias de interesse. Verificou-se que a pressdo média no

bloco exata deveria realmente apresentar o fator {Ax)’ /12 (= 0.08333....), que ndo foi

cancelado pela constante de integracdo C, como foi o fator (Ay)2 /12. Ou seja, com fungdes de
forma lineares (aproximando a derivada), a formulagfo EFH resolve exatamente um problema
quadratico.

Chavent e Roberts {1991] comentam a possibilidade de um pés-processamento ndo-
conforme para obter um mapa de pressées com O ( h*). Agora vemos que isso € de fato
possivel, pois foram calculados tragos de pressdo (pressdes médias nas faces) exatos e as
pressdes médias nos blocos também sdo exatas. O interesse nesse mapa O ( 4 %) é para fazer
uma verificac¢do no caso de haver um acompanhamento de pressfio em pontos de reservatério.

A relacdo entre o namero total de varidveis pelo nimero total de elementos quadrados
na formulagio EF com funcbes de forma biquadréticas tende assintoticamente para trés, e
nessa formulacdio EFH R7, essa relagdo tende para apenas dois. Entéio, a formulagfo hibrida

s6 apresenta vantagens sobre a formulago EF com fung¢des de forma biquadraticas.

4.2 - O Programa HYBRID3D

4.2.1 - Descricdo Geral e Funcées de Forma 3D

O programa HYBRID3D ¢ semelhante, sob muitos aspectos, ao programa
HYBRID2D. Serfo destacadas aqui principalmente as caracteristicas que os distinguem.

Na elaboracio do programa em 3D, HYBRID3D, projetou-se uma versfo para malha
regular, mais integrada com o médulo EFFPERM da HOMLIB e de execuco mais rapida. A
exemplo do que faz EFFPERM, HYBRID3D pode trabalhar com blocos em forma de
paralelepipedo, com dimensSes AX, AYe AZ. Logo, ndio hd opgo para criagio manual da

malha. Nfo ¢ feita integracio numérica. £ calculada uma matriz elementar dos fluxos e a
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correspondente matriz elementar da formulag¢fo EFH, a menos do valor da permeabilidade do
bloco. Na montagem da matriz global € que a permeabilidade ¢ levada em conta,
simplesmente pela multiplicagdo de todos os elementos da matriz elementar padrdo pelo valor
da permeabilidade. HYBRID3D néo trabalha nem com o fator b, nem com o fator .

Para serem definidas as fungdes de forma no elemento mestre clibico, partiu-se de trés
premissas basicas:

¢ as fungdes de forma 3D deveriam ter uma forte semelhanca com as fungSes 2D;

- a integral do divergente de cada fungdo sobre o todo o volume do elemento deveria

ser unitaria;

e a integral do fluxo normal de cada fung¢@o sobre todas as faces deveria resultar na

fungio delta de Kronecker.
Com isso, tém-se:
wlmw“m(sgl;e;o) wzmwx_m[agl;o;o)
w3=w“m(o;“;1;0] mmﬁ;,_m(o;?;o)
wsxwhm{o;o;‘:;i) m:wzum[o;o;gmgl-]—]

A numeracfo das fun¢des de forma é diferente da numeragfo trigonométrica que foi
dada em HYBRID2D. Como os elementos podem estar expandidos ou contraidos nas trés

direcdes principais, deve-se aplicar a transformagio de Piola:

[—% 0 0
AX AYAZ
V=0 4 0 e J=detVD=—"F— (4.6)
0 0 ¥ :

Realizando analiticamente as integrais dos produtos internos, chega-se 4 seguinte

matriz elementar de fluxo ¢ & sua respectiva inversa:
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A AV 0 0

0 0
—(Axy 2080¢ 0 0 0 0
! 0 0 201 -~y 0 0
EKFl= v avaz o 0 —Ar? 2 o 0
0 0 0 0 202y —(azy
0 0 0 0 a7y 2Aaz)

%M)z % AXY 0 0 0
Jaxr Jar 00 0
0 0 %AY}Z /V(AYF 0
0~ 0 %AY}Z %AY)Z 0 0
0 0 0 0 %AZ)Z %az)z
0 0

L 0 0 %AZ)Z %AZ)Z_

Lo T s S e

[EKFT' =(AX AY AZ)

Como era de se esperar, para o caso 2D, ésé fazer AZ=1.
A formulacio fica simplificada para

{feY{e} [EKF]
e} [EKF] ' e}

(
K{EKF] me ]{TP}z 0 4.7)

onde a matriz elementar padrio da formulagdo (todos os elementos estdo deformados do

mesmo modo) é:

{

et T ml\

oV EXET (o)) “8)

Observe-se que a equacdo matricial acima corresponde & contribui¢do de um dos elementos

que contém cada uma das interfaces, nfio € o sistema linear final que vai ser de fato resolvido.

4.2.2 - Validagio do Programa HYBRID3D

A validagfio do programa HYBRID3D foi feita a partir de casos simples de solugdo
analitica conhecida, em 2D e 3D (homogéneo, série, paralelo e barreira impermeavel

irregular).
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Apos o processo de validagdo. o intuito era repetir o que muitos pesquisadores
(Warren e Price [1961]; Beckie € outros [1993]; Romeu [1994]; Galli e outros [1996]) fazem:
gerar campos sintéticos estocasticamente, efetuar a simulagio e comparar as respostas com
solugdes analiticas ou com aproximagdes de primeira ordem. Mais do que 1550: nesta tese sdo
mostrados comparagdes entre diferentes esquemas numeéricos. Esses resultados serdo

discutidos no Capitulo 5, e sua consisténcia permitiu adquirir confianca no funcionamento dos

programas HYBRID2D e HYBRID3D.

4.3 - Os Moédulos Solver

A principal motivagfo para o estudo de métodos de solugiio de sistemas de equacdes
lineares € que esta etapa do programa chega a consumir mais de 80% do esforgo
computacional para a simulagdo de problemas grandes, com mais de 100.000 variaveis. A
pesquisa nessa area € muito ativa em diversas frentes: armazenamento e métodos de solugio
direta de matrizes esparsas; diferentes tipos de pré-condicionamento em métodos baseados em
gradientes conjugados; decomposi¢io e transformagdes de similaridade. Existem pacotes de
dominio publico, sub-rotinas prontas e programas fontes, como aqueles publicados por Press e
outros [1992], que resolvem o sistema linear por inameros métodos. Axelsson [1984] aborda o
assunto de modo particularmente interessante, ao analisar diferentes métodos de CG pré-
condicionados (JCG, SSOR-CG, IC-CG), apresentando os pseudocddigos correspondentes. Os
pseudocodigos s3o algoritmos ou fluxogramas que facilitam a implementagfio otimizada do
método selecionado, de acordo com as particularidades do problema, do método de
aproximacdo ou da sistematica de indexagdo de matriz esparsa.

Na fase inicial da programagio, estava-se aplicando o método de eliminaciio de Gauss
com retro-substitui¢do, heranca do programa de elementos finitos convencional. Esse método
permitia resolver problemas de tamanho 1240x1240 em um tempo de 54 segundos, em um
microcomputador PC DX2 66 MHz com 8 Mb de RAM . O principal inconveniente era o
armazenamento de uma matriz cheia, o que reduzia a capacidade de avancar para problemas
maiores. Apesar de existirem métodos de Gauss modificados para matrizes esparsas, preferiu-

se partir para o estudo do gradiente conjugado, devido ao grande nimero de referéncias e de

citagfes do seu uso.
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O método de gradiente conjugado inicialmente implementado foi o de gradiente bi-
conjugado (para matrizes ndo necessariamente simétricas), pré-condicionado simplesmente
pela diagonal (Jacobi) e usando como estimativa inicial o vetor nulo. Essa escolha fez com
que os resultados convergissem em um numero de iteragdes menor do que o numero de
incégnitas.

A questio do pré-condicionamento ¢ delicada. Comumente, diz-se que a matriz de pre-
condicionamento M deve ser escolhida de modo que a matriz A do sistema A . x = b fique
mais préxima da matriz identidade (M. A = 1), jd que um sistemacomoM . A.x = I.x
=M . b é resolvido em uma tUnica iteragdo (x = M . b). Mas deve haver outros critérios além
dessa semelhanca de [MLA] com I. De fato, tentou-se incrementar o pré-condicionamento
formando, a partir da matriz A, alguns blocos 2x2 para além da diagonal, ja que € facil
inverter uma matriz 2x2, formando uma matriz composta por blocos 2x2, onde isso fosse
possivel, e, nos outros casos, com blocos 1x1 - o proprio elemento da diagonal. Esta matriz
seria uma extensdo natural do pré-condicionamento pela diagonal, tornando a matriz [M.A]
mais parecida com a diagonal do que antes, com muito mais termos nulos fora da diagonal
principal. Porém esse método ndo deu certo, revelando a complexidade da questdo.

Depois, implementou-se um método DSCG, para matrizes simétricas, seguindo a
avaliacio de Meyer [1989] de que o processo de diagonal scaling ¢ mais vantajoso do que o
pré-condicionamento de Jacobi. E realmente é: em problemas menores, 0 numero de iteragdes
¢ reduzido em 30%. Em problemas maiores, a reducdo foi de 7%. Além disso, € eliminada
uma multiplicagio vetor-vetor por iteragéo.

Com o objetivo de reduzir ainda mais o tempo de execugio em problemas 3D, partiu-
se para um pré-condicionamento SSOR (symmetric successive overrelaxation method), com
estimativa do maior autovalor da matriz de Jacobi associada para determinar o fator de
relaxagio otimo (w').

Beckie ¢ outros [1993] afirmam que, em meios altamente heterogéneos, s6 pre-
condicionamentos mais robustos, como a fatoragiio incompleta de Cholesky, sdo capazes de
convergir. De fato, verificou-se por experiéncia prépria, reproduzindo condigdes extremas
citadas no artigo, que o SSOR-DS-CG nio ¢ eficiente em problemas desse tipo. Resolveu-se,
entdo, implementar também um sofver [ICCG(0). No nome do método, o numero zero refere-se

4 caracteristica de nfio se operar sobre os zeros da matriz do sistema linear, ou seja, ndo ha

nenhum fill-in.
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A incorporagdo dos modulos de so/ver nos programas ficou assim: HYBRID2D estd
com o modulo DSCQG; e ha duas versdes de HYBRID3D, uma com o modulo SSOR-DS-CG e
outra com o modulo ICCG(0).

O tempo aplicado no estudo do moédulo de sofver for dosado em relagiio aos objetivos
globais do trabalho. Ainda héd pontos a serem melhorados nesses dois modulos 3D, para eles
serem tdo efetivos quanto os modulos do PROFIT e do PERMEQ, como serd comentado no

Capitulo 3.
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Capitulo S - Discussiio dos Resultados

Este capituio discute o desempenho dos programas HYBRID2D e HYBRID3D,
construidos segundo o meétodo EFH, para o cdlculo da permeabilidade equivalente em um
conjunto representativo de padrdes de heterogeneidade. Esse desempenho € avaliado por
comparacgdo com outros métodos analiticos e numeéricos, incluindo os métodos de diferengas
finitas e de elementos finitos tradicionais. O critério principal de compara¢do entre os
diferentes métodos de simulagio numérica baseia-se em graficos que relacionam precisdo dos
resultados e indices de esfor¢o computacional. As situa¢des investigadas compreendem: os
sete exemplos de Cruz {1991]; o tabuleiro de xadrez; o sistema arenito-argila de Durlofsky
[1994]; distribui¢des lognormais em 2D e 3D, com correlagdo espacial ou ndo; e algumas
variantes desses casos. A partir dos resultados, além de avaliar-se os programas construidos,
identifica-se a equivaléncia entre certos esquemas numéricos, propde-se 0 uso de novos

estimadores e elaboram-se outras discussdes.

5.1 - Casos Basicos: os Sete Exemplos de Cruz [1991]

Os sete exemplos iniciais da tese de Cruz {19917 constituem um conjunto simples mas
significativo de situagOes para determinagdo da permeabilidade equivalente. S3o sete casos em

malha 4x4, incluindo arranjos em paralelo, em série ¢ outras combinagdes interessantes. O

valor de permeabilidade zero nas figuras, quando aparece, foi substituido por 107" para fins
de calculo.

As figuras mostram também, para cada uma das ConfiguracGes, os resultados de dez
métodos de célculo da permeabilidade equivalente na dire¢dio horizontal: seis tipos de médias,
trés métodos numéricos (DF, EF e EFH) e um valor de referéncia.

Para os métodos numéricos usaram-se os subprogramas da biblioteca HOMLIB ¢ o
programa HYBRID2D (ou HYBRID3D), descritos nos Capitulos 2 ¢ 4. Os resultados dos
métodos numéricos sdo calculados sem refinamento da malha original. Isso corresponde a 16,

25 ¢ 40 vaniaveis para DF, EF e EFH, respectivamente. Esses nimeros correspondem ao



nameros total de blocos (16), a0 nimero total de nds (25) e ao nimero total de faces (40) da
representagdo 4x4 do reservatorio idealizado. Todos os programas trabalham com condigbes
de contorno tipo impermedavel.

O valor “Malha Refinada” ¢ tomado como a solugdo de referéncia e corresponde a
extrapolagdo ponderada da tendéncia de convergéncia observada nos trés métodos. com a
malha 4x4 sendo refinada até 700x700. Assim, cada bloco original foi dividido em até 30.625
(175x175) blocos com a mesma permeabilidade (resultando em 490.000 varidveis para DF,
491.401 variaveis para EF € 981.400 variaveis para EFH).

As Configuragdes 1 a 4 nfio apresentam dificuldades para os métodos numéricos, que
produzem a resposta analitica exata sem problemas. Essa Configuragdes servem mais para
comparagdo dos diferentes tipos de média - o estimador de Le Loc’h/ Guérillot fornece a
resposta exata nas quatro situagdes - ¢ para validagfo preliminar dos trés métodos numéricos.

As Configuragdes 5, 6 e 7 s@o mais interessantes para avaliacdio dos métodos

numéricos, possibilitando a investigaco dos efeitos do refinamento da malha numérica.

Meédia Aritmética = 200.00

150 50 350 250 Lim Sup LeLoc’'h = 11932
Elementos Finitos = 119.32
Malha Refinada = 119.32
156 50 3350 230
Média Geométrica = 160.05
£1, Finitos Hibnidos = 119.32
150 50 350 250 LelLoc’h Guérillot = 119.32
Di ini = 119.32
Liminfleloc’h = 11932
150 50 350 250

Média Harmédnica = 119.32

Configuracio 1 - Sistema em série (Exemplo 2 de Cruz {1991])
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150 150 150 150
50 50 50 50
350 350 350 350
250 250 250 250

Média Aritmética =
Lim Sup LeLoc’h =

mentos Finitos =
Malha Refinada =
Média Geométrica =
EL Finitos Hibridos =
Leloc’h Guérillor =
Dif Fini _
Lim Inf LeLoc’h =

Média Harmo6nica =

Configuracio 2 - Sistema em paraielo (Exemplo 3 de Cruz [91])

150 0 350 | 250
150 0 350 250
150 0 350 250
150 0 350 250

Configuragio 3 - Sistema em série com barreira impermedvel (Exemplo § de Cruz [91])

Meédia Aritmética =
LimSup Leloc'h =
Elementos Finitos =
Malha Refinada =
Média Geométrica =
EL Fini fbridos =
Leloc'h Guerillot =

Difer Fini _

Lim Inf LeLoc’'h

il

Média Harmdnica

200.00

200.00

200.60

200.00

160.05

200.00

200.00

200.00

200.00

119.32

187.5

.00

.90

0.00

0.01

0.00

0.00

0.00

0.00

0.00



156 150 150 150
0 0 0 0
350 350 350 350
250 250 250 250

Configuragio 4 - Sistema em paralelo com nivel impermeavel (Exempio 6 de Cruz [91])

250 50 350 150
350 250 150 50
150 350 50 250
50 150 250 350

Média Aritmética =
Lim Sup Leloc’h =

tos Fini =
Malha Refinada =
Média Geométrica =
EL Finitos Hibridos =
LeLoc'h Guérillot =
Diferencas Finitas =
Lim InfLeloc'’h =

Meédia Harmoénica =

Média Aritmética =
Lim Sup LeLloc’h =
Elementos Finitos =
Maiha Refinada =
Média Geométrica =
£l Finitos Hibridos =
Leloc’h Guérillot =
Dif Fini _
LiminfLeLoch =

Meédia Harménica =

Configuracio 5 - Distribuiciio alternada (Exemplo 1 de Cruz {91])
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Média Aritmética = 196.88
250 50 350 150 Lim Sup LelLoc’h = 19672

Elementos Finitos = 170.45

Malha Refinada = 14945
350 250 150 50

Média Geométrica = 14.47

El Finitos Hibrides = 138.55
150 350 0 250 Leloc'h Guérillot = 132.68

Diferencas Finitas = 12943

Liminfleloch =  89.49
50 150 250 350

Média Harmdnica = 0.00

Configuracio 6 - Distribuico alternada com um zero (Exemplo 4 de Cruz [91])

Média Anitmética = 190.62
150 0 350 250 Lim Sup Leloc’h = 42.77

Clementos Finitos =  40.38

Malha Refinada = 37.71
150 5G 350 250

Média Geométrica = 0.12

El Finitos Hibridos = 36.46
150 0 350 250 Leloc’'h Guerillot = 35.72

Diferencas Finitas = 34.68

LimInfLeLloc’h = 29.83
150 0 356G 250

Média Harmonica = 0.00

Configuracio 7 - Estrangulamento na direcdo do fluxe (Exemplo 7 de Cruz [91])
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A Configuragdo 5 caracteriza-se por um grau de heterogeneidade relativamente leve.
Isso pode ser avaliado por trés indicadores: desvio-padrdo logaritmico populacional igual &
0.736 (menor do que 1.0); contraste entre permeabilidades ndo superior a sete; quatro
algarismos significatives na precisdio da permeabilidade equivalente com refinamento 175.

No Gréfico 5.1 mostram-se os resultados numeéricos para a Configuragdo 5, com
refinamento da matha até 10.000 varidveis em cada método, suficiente para indicar que todos
os métodos estdo convergindo. Resultados semelhantes foram obtidos para as Configuragdes 6
e 7. Registre-se apenas que a Configuracdo 6, que difere da Configuragiio 5 pela substitui¢io
de um valor de permeabilidade 50 por zero, ¢ um caso com convergéncia mais lenta do que a
Configuragdo 5, como seria de se esperar.

Em sistemas assim, relativamente homogéneos, verificamos empiricamente que a
permeabilidade equivalente ¢ bem estimada pela média aritmética entre a resposta EF e a
resposta DF para o refinamento original. Isso pode ser observado na Tabela 5.1, para as
Configuragdes 5, 6 ¢ 7. Com o refinamento da malha, os resultados desse estimador sdo ainda
melhores, devido & diminui¢dio no intervalo de incerteza. Entretanto, para sistemas mais

heterogéneos, parece melhor ignorar o resultado EF, como serd visto mais adiante.

Tabela 5.1 - A média aritmética entre simulacies EF e DF pode ser um bom estimador

Casos Meédia Aritmética Entre as Valor de Referéncia
Levemente Respostas dos Métodos EF e Obtido Pela
Heterogéneos DF. no Refinamento Original Malha Refinada
Configuragio 5 162.56 162.30
Configuragdo 6 149.94 149.45
Configuracdo 7 37.53 37.71

8.2 - O Tabuleiro de Xadrez

A parte os arranjos em série e em paralelo, o sistema tipe tabuleiro de xadrez (Figura

5.1) é, possivelmente, o tipo mais simples de meio heterogéneo.
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2X2 4X4

Figura 5.1 - Idealizacio de reservatorios no formato Tabuleiro, ou Quadriculade

Romeu {1994] mostra que ha solugfio analitica para a permeabilidade equivalente de
sistemas quadriculados com condi¢@es de contorno periddicas: a propria média geométrica
entre os dois valores de permeabilidade. Desse modo, por exemplo, para um Tabuleiro 2x2
com permeabilidades 500x50, a solugfio exata ¢ 158,11.

Galli e outros {1996, p.64] também analisaram esse sistema 500x50, apresentando um
grafico com o comportamento das simulagdes EF ¢ DF contra o refinamento, onde os
resultados das duas formula¢des convergem para a Média Geométrica. Embora isto nfio seja
dito explicitamente no texto, o grafico foi feito para as condicSes de contorno periddicas.
conforme foi verificado por comparagdo com resuitados do programa PERMEQ.

Simulando para as condi¢des de contorno de tipo impermeavel, com o moddulo
EFFPERM e com HYBRID2D, venificamos que novamente os dois métodos (DF ¢ EF) vio
convergindo para 158,11, S¢ que agora os resultados sdo sistematicamente superiores aos
resultados das simulaces com as condi¢Bes de contorno periddicas. Quanto aos resultados
EFH, eles convergem para 158,11, como sempre, por cima dos resultados DF.

Surge assim a idéia de fazer a simulacfio EF para as condigdes periddicas, pois essas
condigbes deslocam o resultado da simulacio favoravelmente para baixo. Na formulagdo DF,
por outro lado, € melhor usar as condigdes de contorno usuais, pois resultados maiores, nesse
caso, sdo melhores. Ndo fizemos nenhuma verificacdo dessa idéia em outros exemplos, so a

deixamos registrada aqui pois pode haver um bom potencial no seu uso.
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N&o apresentamos os graficos para o Tabuleiro, pois o comportamento dos métodos é

analogo ao comportamento visto na Configuragdo 5.

5.3 - Reproduc¢io do Sistema Arenito-Argila de Durlofsky

Em sistemas altamente heterogéneos e desorganizados, métodos como perturbagio,
expansdo espectral e correlagdes analiticas fracassam, por se basearem em pequenas variagdes
ou em expansdes em fungdes definidas em todo o dominio do problema. Como os métodos
numéricos DF e EF sio baseados em expansdes em fungGes definidas localmente, eles sio
potencialmente mais indicados para lidar com grandes variagdes locais das propriedades
fisicas.

Durlofsky [1994] discute um exemplo de sistema arenito-argila gerado pelo
posicionamento aleatério de blocos de argilas com as seguintes caracteristicas:

# dominio quadrado unitdrio, discretizado por urma malha triangular 20x20(x2);

e distribui¢dio espacial dos arenitos e argilas (20 % da érea total) segundo a

Reprodugio 2;

» permeabilidade do arenito uniforme e isotropica, X .., =1 :

e permeabilidade da argila uniforme e isotropica, K ,zc,,, = 107° ;
e a simulacdo por EFH com 800 elementos e 1240 variaveis resuita em um fluxo total
atraveés do sistema de 0.4508;

e a solucdo de referncia é 0.5205, valor obtido pela extrapolagio dos resultados de

simulacdes DF em maihas cada vez mais refinadas.

() resuitado obtido por HYBRID2ZD para os 800 trifngulos com 1240 varidaveis foi
0.45082923 em um microcomputador e 0.4508292]1 numa esta¢do de trabalho HP modelo
apollo série 735.

Uma caracteristica desse sistema arenito-argila de Durlofsky € que o limite superior de
Le Loc’h € muito proximo da média Aritmética, e o limite inferior € muito proxime de zero
{como a propria meédia Harmonica). Em tais sistemas ¢ inseguro tentar uma mudanga de escala
rapida por simples médias ou estimadores.

No artigo de Durlofsky {1994}, o dominio foi discretizado em elementos triangulares.

pois este elemento modela melhor fronteiras irregulares e se adapta bem como encaixe e
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Reproducgio 2 - Sistema Arenito-Argila de Durlofsky.

Linhas de fluxo da solugio EFH para as 1240 varidveis da
discretizacio 20X20(X2), totalizando 800 tridngulos.

{Originalmente, figura 5 de Durlofsky [1994}])
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unido. Entretanto, uma malha retangular fornecera. nesse exemplo. uma resposta muito mais
precisa. Para tentar reproduzir a resposta exata, dada como 0.5205, trabalhou-se com
quadrados, refinando a malha cada vez mais.

O Grafico 5.3 mostra os resultados das trés formulagdes em fungfo do grau de
refinamento. Em termos de precisdo dos resultados, observa-se uma enorme superioridade de
EFH sobre DF, para um mesmo grau de refinamento da matha . Isso deve-se, em parte, ao
maior numero de variaveis na formulacdo EFH, 2 a 2,5 vezes superior ao nimero de variaveis
DF, para um mesmo refinamento.

No Griafico 5.4 faz-se uma espécie de normalizacdo, tracando as curvas em funcio do
numero total de varidveis empregadas em cada um dos métodos. A formulagdo EFH ainda
assim apresenta uma maior precisdo para o mesmo numero de varidveis (considerando as
curvas interpoladas, ja que dificilmente existe coincidéncia do mesmo nimero de varidveis
nos dois métodos). Para uma desejada precisdo, a correspondente formulacdo DF precisa entre
100% e 50% mais variaveis do que a formulagdo DF. Quando se leva em conta o esforgo
computacional, a formulagdo DF melhora bastante sua situacdo, por gerar um sistema linear
mais esparso e, desse modo, mais facil e rapido de ser resolvido. Uma analise do balango da
influéncia dessas caracteristicas - numero total de varidveis, precisio e esparsidade - no
esfor¢o computacional € feita na Segdo 5.6.

Os Graficos 5.3 e 5.4 revelam o desempenho sofrivel da formulagdo EF na simulagdo
do Sistema de Durlofsky. O método EF utilizado funciona razoavelmente bem em sistemas
relativamente mais homogéneos, como observado na se¢fo anterior, mas fracassa para
sistemas com elevados contrastes entre as permeabilidades dos blocos. esse, alids, € um fato
bem reconhecido na literatura sobre a aplicacio de EF em problemas de fluxo. [sso deve-se ao
fato de que as fun¢des de forma bilineares, usadas no programa da HOMLIB, ndo sdo muito
apropriadas para problemas de fluxo em meios heterogéneos. As fungdes quadraticas e
biquadraticas, mais adequadas por garantirem a continuidade do fluxo entre elementos,
normalmente nfc sfo utilizadas, por nfo serem competitivas em termos do esforgo
computacional.

Um fato curioso ¢ casual foi obtido da observagio dos numeros calculados para gerar o
grafico do refinamento. Durlofsky [1994] compara o método EFM, na realidade EFH
(conforme observagio feita na Se¢fo 3.1}, com um meétodo CVFE (Contro! Volume Finite

Element). £ comentado que, para as funcdes de forma de mais baixa ordem (lineares e
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Grafico 5.3 - Simulagdes do Sistema de Duriofsky com
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Grafico 5.4 - O Esforgo Computacional Esta mais
Relacionado com o Numero de Variaveis
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Erro (%)

Grafico 5.5 - A Diminuigao do Erro com o Refinamento
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Tabela 5.2 - Refinamente do arenito-argila de Durlofsky convergindo para ¢.5205

Grau de Numero de Total de Permeabilidade ERRO
Refinamento Elementos Variaveis Eqv. por EFH (%)

1 400 840 0.4904082 -5.78
2 1.600 3.280 0.5071188 -2.57
3 3.600 7.320 0.5123443 -1.57
4 6.400 12.960 0.5147454 -1.11
5 10.000 26.200 0.5160955 -0.85
6 14.400 29.040 0.5169473 -0.68
7 19.600 39.480 0.5175277 -0.57
8 25.600 51.520 0.5179453 -0.49
9 32.400 65.160 0.5182584 -0.43
10 40.000 80.400 0.5185007 -0.38
11 48.400 97.240 0.5186930 -0.35
12 57.600 115.680 0.5188489 -0.32
13 67.600 135.720 0.5189775 -0.29
14 78.400 157.360 0.5190852 -0.27
15 90.000 180.600 0.5191764 -0.25
16 102.400 205.440 0.5192547 -0.24
17 115.600 231.880 0.5193224 -0.23
18 129.600 259.920 (.5193814 -0.21
19 144 .400 289.560 0.5194334 -0.20
20 160.000 320.800 0.51947%4 -0.20
25 250.000 501.000 0.5196470 -0.16
35 490.000 981.400 0.5198226 -0.13

67




1 -0 " L s a"a e o
...

> -

" - .* o i' .’ wFatY

0.8

e oo v e ]

- L) R
Od4 I‘I'I. ‘....-t..‘.....‘l. .‘.‘.‘ .‘. - L)

Reprodugio 3 - Linhas de fluxo da solugie CVFE para 3721 varidveis, os vértices
dos 7200 tridngulos resultantes do refinamento igual a trés do
sistema arenito-argila de Durlofsky.

Observar que em muitas regides, as linhas de fluxo nido sio suficientemente
desviadas pelos blocos de argila, chegando a haver fluxo através das argilas. A
solu¢do mostrada na Reproduciieo 2 ¢ muiteo mais realista fisicamente, para um
nGmere total de varidveis trés vezes menor.

(Originalmente, figura 6 de Durlofsky {1994])
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bilineares), a formulagfo EF e a CVFE resultam no mesmo campo de pressdes. Para o caso do
sistema arenito-argila, o tnico resultado CVFE que aparece no texto ¢ 0.6228 para 7200
tridngulos com 3721 vaniaveis. Nio € mostrado grafico do comportamento da resposta contra
o refinamento da malha.

(Observou-se que, para refinamento igual a trés, o resultado EF do PROFIT era
0.6227729 para 3721 variaveis em 3600 quadrados.

Sonier e Eymard [1993] apresentam um desenvolvimento tedrico da formulagdo CVFE
para aplicagdio na simulagiio de reservatérios, regime transiente. Analisando alguns pontos
desse artigo com outros topicos de Durlofsky [1994], concluimos que o resultado EF do
PROFIT é um resultado CVFE. Isso ocorre por estarmos trabalhando em regime permanente e
com as funcdes de forma mais simples. O pds-processamento que o PROFIT faz para calcular

o fluxo no centro do bloco acaba resultando no mesmo valor que € obtido por CVFE,

5.4 - Campos Lognormais

Nesta secdo, sdo investigados os resultados numéricos de permeabilidade equivalente
em campos lognormais. I um exercicio importante por diversas razdes. A hipotese de
distribui¢do lognormal das permeabilidades é bastante corrente nos estudos de reservatério,
em funcdo das estatisticas coletadas de dados de campo. Esse tipo de distribui¢do possui uma
representacdio matematica simples. e o grau de heterogeneidade ¢ facilmente controlado
fazendo-se variar um Unico parimetro. A descricdo dessa distribuicdo e aspectos praticos de
sua geragdo em computador foram introduzidos na Segfo 2.3. Conforme apresentado naquela
secdio, a permeabilidade equivalente de meios lognormais isotropicos infinitos € igual & média
geométrica, em 2D, e proxima de uma média de poténcia com expoente 1/3, em 313 Muitos
estudos anteriores relacionados com o calculo da permeabilidade equivalente foram dirigidos
para esse tipo de meio heterogéneo. como se viu no capitulo 2.

Nesta tese, os casos de campos lognormais investigados incluem: um primeire
conjunto de malhas 3D, com diferentes tamanhos e diferentes niveis de refinamento; um
estudo especifico orientado para os efeitos de anisotropia do tensor; e dois casos 2D, onde
considera-se a existéncia de uma correlacdo espacial nos valores da permeabilidade, gerados

por métodos geoestatisticos.
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5.4.1 - Campos Lognormais 3D Isotrépicos sem Correlacio Espacial

Aplica-se aqui uma abordagem totalmente pratica. Primeiro. sfo geradas diversas
realizacSes ou imagens de campos lognormais. Depois, cada uma dessas imagens € simulada.
com refinamento da malha numérica até o limite de nossa capacidade de calculo
(aproximadamente um milhfo de varidveis). Por fim, sdo analisadas a convergéncia ¢ o
comportamento dos trés métodos numéricos com os quais estamos trabalhando (DF. EI e
EFH).

Campos lognormais gerados com o desvio padrio dos logaritmos acima de quatro
(variancia dos logaritmos acima de dezesseis) apresentam um padrdo de fluxo mais parecido
com o fluxo em fraturas ou como um modelo de percolagdo, com alguns canais condutores.
Os modulos de solver usuais tem muita dificuldade em convergir. Nos testes feitos por Beckie
e outros [1993], o solver SSOR-CG ndo convergia em situagdes assim. Nés verificamos esses
fatos, pela reprodugio das condigSes extremas em simulagdes com HYBRID3D, e acabamos
implementando um sofver ICCG(0) para o nosso esquema de indexagdo esparsa, como foi dito
na Sec#o 4.3. Nio serdo mostrados casos desse tipo.

Apresentam-se quatro casos representativos das simulagdes lognormais. Na Tabela 5.4
sio apresentadas as principais medidas estatisticas caracterizando as distribui¢es geradas.
Q3o mostrados também os resultados de diversos estimadores para a permeabilidade
equivalente. Nos Graficos 5.6 a 5.9. pode-se verificar ¢ comportamento dos trés métodos
Aumericos.

Esses mesmos graficos mostram que, mais uma vez, a Média Aritmética entre EF ¢ DF
funciona como uma boa estimativa da permeabilidade equivalente, sustentando a conjectura

levantada na Secdio 5.1. Esse ponto ird merecer uma discussio em separado. na Sec#o 5.9.
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Tabela 5.3 - Comparaciio de Simulagdes em Campos Lognormais Sintéticos

Tamanho 23x23x23 | 17x17x17 10x10x10 [4x14x1i4
Refinamento Maximo 3 4 7 5
Desvio-padrdo pedido 0.8130 0.9700 1.5000 3.1000

Semente 6838 307 2 438
Desvio-padrio efetivo 0.8132 0.9685 1.5091 3.1785
Grau de Heterogeneidade Mediano Mediano Alto Altissimo

Média Aritmeética 1.3959 1.6377 3.0264 119.7078
Iimite Superior LeLoc’h 1.3936 1.6326 2.8269 57.4568
Meédia Geométrica 0.9987 1.0164 0.9773 1.0008
Le Loch - Gueérillot 10212 | 1.0639 11013 35544
Limite Inferior Le Loc’h 0.7484 0.6933 0.4290 0.1136
Média Harménica 0.7186 0.6365 0.3211 0.0149
Média Poténcia 1/3 1.1155 1.1892 1.4288 5.4688
Estimador pela 1.1151 1.1884 1.4285 5.3903
Variancia
Primeira Média
Aritmética EF/ DF 1.1088 1.1787 1.3640 4.9861
(na Malha Original)
Valor de Referéncia ~2.6
(Média EF/ DF na 1.1047 1.1649 1.2840 (Tendéncia
Malha mais Refinada). DF e EFH)

5.4.2 - Campos Lognormais e Anisotropia

Anisotropia € a caracteristica que os materiais podem apresentar de possuir

propriedades fisicas varidveis em fungdo da dire¢do - da orientaciio - considerada. Os meios

porosos geralmente sdo anisotropicos em relaglo & permeabilidade.
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A forma de representar a anisotropia ¢ tratando a permeabilidade nio mais como um
escalar puro. € sim como um tensor. uma representagfo matricial (2x2 em 2D e 3x3 em 3D).

Em uma primeira aproximagdo. € usual considerar apenas os termos diagonais do tensor,
admitindo que possa ocorrer &, =k, (# k) . E 0 que faz. por exemplo. o médulo EFFPERM

da HOMLIB do PROFIT. Em uma formula¢do mais geral, pode-se levar em conta os termos
cruzados do tensor (Ramiro {1994]). Esses termos sdo responsaveis pelo surgimento de fluxo
total em uma direco diferente daquela em que ¢ aplicada o gradiente de potencial. As rotinas
em C da HOMLIB, por sua vez, trabalham com todos os termos do tensor, diagonais e
cruzados.

A extensio da formulagdo hibrida para o tratamento tensorial completo foi discutida na
Secdo 3.6. Por ora, sera feita uma apliéég:éo ilustrativa de um caso mais simples, onde a
permeabilidade em uma ou duas diregSes (componentes diagonais do tensor) ¢ uniformemente
alterada em todo o dominio.

Um coeficiente de anisotropia constante em uma diregio pode ser considerado em
HYBRID3D pela mera variagfio da geometria de uma forma compativel. Em Romeu [1994,

p.114], temos que o coeficiente de anisotropia global na dire¢do Z ¢ dada por:

k:(AXT
A= \az) SRY

e. de forma andloga, na dire¢do Y. Essa relagdo entre anisotropia do tensor e anisotropia
geométrica pode ser provada a partir de transformagfes de varidveis na equagdo diferencial
que rege o fendmeno. Entdo, por exemplo. para simularmos k_ =025%k,, ¢ s6 fazer
AZ=2AX .

Na Tabela 5.5, partimos de um caso base (Tabela 5.4) com AX = AY = AZ =1 e fomos
reduzindo as permeabilidadesem Y e Z. E possivel observar que a permeabilidade equivalente
(obtida da extrapolagdo Média Aritmética EF/ DF na malha mais refinada) vai, de fato,
diminuindo. Como o fluxo € basicamente na dire¢iio X e o meio ¢ muito pouco heterogéneo, a
variacdo ndo fol muito expressiva. Entretanto, em casos reais, levar em conta a anisotropia €

fundamental para uma boa simulac¢io de reservatorios.
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Tabela 5.4 - Caracteristicas do caso base {(campo lognormal)

Tamanho Original da Malha 10x10x10
Refinamento Maximo 7
Desvio-Padrao Efetivo 0.3276160
Grau de Heterogeneidade Baixo

Média Aritmética 1.06210617

Limite Superior de Le Loc’h 1.06099479

Média Geométrica 1.00635347
Estimador de Le Loc’h - Guérillot 1.01148790
Limite Inferior de Le Loc’h 0.96429104
Média Harmonica 0.95412244
Média de Poténcia 1/3 1.024552
Estimador pela Varidncia 1.024518
Primeira Média Aritmética EF/ DF
{na Malha Original} 1.0219%4
Valor de Referéncia
(Média EF/ DF na Malha mais 1.023595
Refinada).
Tabela 5.5 - Efeito da anisotropia, obtida pela modificacio das dimensdes

geométricas, na variacdo da permeabilidade equivalente do caso base.

Extrapolagdo

das SolucGes na

TOTAL TOTAL TOTAL |y riha 70570570

1 1 i 1024
1 4 i 1.012
I 9 1 1.009
i 9 10 0.976
i 9 100 0.974




5.4.3 - Campos Lognormais ¢ Correlacio Espacial

(s processos geologicos de formagdo do reservatorio sdo a principal fonte da
anisotropia da permeabilidade; e sio responsdveis, da mesma forma, pelo fendmeno da
correlagio espacial. Os campos lognormais estudados nas se¢des anteriores eram do tipo sem
correlaciio espacial: no processo de geracdo desses campos, a permeabilidade em cada bloco
era simulada como um evento independente da permeabiiidade dos blocos vizinhos. Todavia,
na realidade, a permeabilidade em pontos vizinhos do reservatorio tende a apresentar uma
certa correla¢io espacial, por estar condicionada ao mesmo processo deposicional.

A geoestatistica possui modelos que, a partir de curvas chamadas variogramas,
representam ¢ simulam distribuigdes normais com correlagfo espacial. Para este estudo, a
partir da biblioteca GSLIB, da Universidade de Stanford. foram geradas duas realizagdes de
um meio lognormal 100x100 com corrélagﬁe espacial. Usou-se um variograma esférico e
alcances iguais a 10 e 20 células.

Os Graficos 5.10 e 5.11 mostram os resultados obtidos. Note-se que, nesses casos, a
Média Geométrica (os casos sdo 2D) nido foi um estimador tdo bom, porque a dimenséo total
de 100x100 e os alcances de 10 e 20 células acabaram resultando em campos efetivamente
pequenos (correspondendo grosseiramente a campos 10x10 e 5x5 ndo-correlacionados). Por
isso, para testes de desempenho de modelos matematicos, como no nOSso €aso, 0 campo
lognormal sem correlagdo apresenta uma vantagem (para que os estimadores estejam mais

proximos da solugio, como nos Graficos 5.6 a 5.9).
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Gréafico 5.10 - Campo lognormal 100x100, com correlagio esférica
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5.5 - O Uso de Malhas Deformadas

Nesta secdio, demonstra-se o potencial de utilizagdo de HYBRID2D para trabalhar com
malhas deformadas.

Uma dificuldade para a validacio da capacidade de trabalho com malhas deformadas
foi a inexisténcia de casos de referéncia na literatura. Acabamos tomando o caso homogéneoc €
as Configuracdes, para os quais temos valores de comparacio. O caso de barreira
impermeavel ndo ¢ a Configuracdio 3. Para cada uma das duas malhas, designamos como
argilas um arranjo irregular (tortuoso) de blocos, unindo as duas fronteiras impermedveis, que
seguramente ndo deixasse haver fluxo. "

Para testar o uso de malhas deformadas foram escolhidas as duas discretizagbes
mostradas nas Figuras 5.2 e 5.3. Essas duas malhas serdo aqui identificadas como “simétrica”
e “irregular”.

A Tabela 5.6 apresenta os resultados das simulagdes (fluxos atravessando a face de
saida) e os valores de referéncia para cada uma das sete Configuragdes.

Para os casos em questdio, a malha “irregular” conduziu a uma representagio melhor do
que a malha “simétrica”. Isso é, na Tabela 5.6, os resultados da terceira coluna sio
sistematicamente um pouco melhores do que os da segunda coluna, com excecdo da ultima
configuragdio. O que ocorre na Configuragio 7 ¢ que ha um estrangulamento ¢ todo o fluxo
tem que passar por um Unico bloco da segunda coluna, aquele com permeabilidade igual a 50.
Na representacio “simétrica”, a entrada neste bloco pode se dar por duas faces, pertencentes a
dois tridngulos distintos. Logo, ha um grau de liberdade maior para a entrada de fluxo por um
caminho obrigatdrio, ¢ é por isso que, nessa configuracdo, a malha “simétrica” tem um
desempenho levemente superior ao da malha “irregular”, invertendo o comportamento usual.

Nos casos com solucdo analitica, o solver iterativo fol a razio para as respostas ndo
chegarem até a ultima casa decimal. Isso também ocorre em muitos exemplos com solugio

analitica simulados com o mddulo EFFPERM do PROFIT.
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Figura 3.2 - Discretizaciio simétrica em relacio a diagonal.
E composta por 41 nds, 56 elementos,
6 tipos de matriz Jacobiana e 96 variaveis (faces).

Figura 5.3 - Discretizacio mais irregular do dominio.
E composta por 36 nos, 42 elementos,
8 tipos de matriz Jacobiana ¢ 77 variaveis (faces).
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Tabela 5.6 - Analise dos resultados das simulagdes nas malhas deformadas

MALHA MALHA MAIS| VALORES
SISTEMA | SIMETRICA | IRREGULAR DE TIPO
(96 FACES) | (77 FACES) | REFERENCIA

Homogéneo | 349.999990494 | 349.999993713 350.0 Solugdo Analitica
Cont.] (Série) | 119.318178716 | 119.318179201 | 119.318181... | Sotugdo Analitica
Cont.2 (Paralelo) | 199.999994444 | 199.999996570 200.0 Solucdo Analitica
Impermeavel .000000000 000000000 N&o ha fluxo | Solugdo Analitica
Configuragio 4 | 187.499995325 | 187.499997066 187.5 Solu¢do Analitica
148.80 DF com 16 gdl

154.87 EFH com 40 gdl

Configuragdo 5 | 152.020799227 | 153.323101962 156.34 DF com 64 gdl
159.34 EFH com 144gdl

162.3 Malha Refinada

129.43 DF com 16 gdi

138.55 EFM com 40 gdl

Configuracdo 6 | 132.339618928 | 136.201152039 139.60 DF com 64 gdl
144.08 EFH com 144¢dl

149.45 Malha Refinada

34.68 DF com 16 gd!

36.46 EFH com 40 gdl

Configuragdo 7 | 35.744490936 | 35.638966448 36.48 DF com 64 gdl
37.22 EFH com 144gdl

37.71 Malha Refinada
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5.6 - Esforco Computacional

Nos exercicios deste capitulo, fizeram-se seguidas confrontagdes entre o desempenho
dos métodos DI, EF e EFH (representados aqui pelas rotinas da HOMLIB e pelo programa
HYBRID3D) para calculo da permeabilidade equivalente em diferentes tipos de meios
heterogéneos. Essas comparagdes precisam considerar simultaneamente dois critérios:
precisdo e esforgo computacional, ou seja, beneficio e custo.

A precisio dos resultados pode ser medida no eixo vertical dos graficos apresentados,
a partir da distdncia entre as respostas calculadas e uma solucdo de referéncia (o limite de
convergéncia).

No eixo horizontal. a maioria dos graficos apresenta o grau de refinamento da malha
numeérica, que € a forma mais usual de ser encontrada na literatura. Em alguns graficos adota-
se o namero de varidveis do sistema linear assoctado. Ja se discutiu que, para uma mesma
malha, os esquemas DF, EF e EFH identificam diferentes numeros de incognitas a resolver, e
esse numero ¢ um melhor indicador do esforgo computacional empregado.

Idealmente, o tempo de processamento seria uma medida ainda mais representativa do
custo computacional, j& que os sistemas lineares associados a esses trés métodos ndo tém
necessariamente a mesma complexidade. Discutem-se, a seguir, alguns aspectos dessa
delicada questio que € a comparagido entre tempos de processamento dos diferentes programas
utilizados.

O compilador FORTRAN 77, padrdo ANSI, ndo possul um comando especifico para a
medicio de tempo de CPU gasto na execugio de um programa, entre marcos colocados no
codigo fonte. O Microsoft FORTRAN PowerStation possui seu proprio comando e, da mesma
forma. os diferentes compiladores {77, para cada tipo de sistema operacional UNIX.

Para fazermos as medicdes de tempo de execucdo, principalmente dos trés modulos
solver (dois nossos e um da HOMLIB), utilizamos:

e o comando MCLOCKY(), sem pardmetros mesmo, do compilador {77,

e 2 opcio prof do UNIX/AIX, através da opcdo de compilagdo -p, para gerar a tabela

dos tempos de execuciio das principais subrotinas no arquivo default mon.out;
ambas disponiveis nos sistemas operacionais AIX 3.2.5 {mais antigo, mas ainda em uso} ¢

AIX 4.1.4 do ambiente do CENAPAD-SP,
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Utilizamos a op¢do de otimizagdo maxima -03, que reduziu o tempo de execucdo de
uma rodada com em torno de 100.000 varidveis de 100 % (sem otimiza¢do) para 28 % {com
otimizacao).

Devido & grande variedade de casos e de tamanho (numero total de variaveis) dos
problemas. vamos apresentar os resultados das medi¢des apenas em linhas gerais.

A rotina (solver) EFFPERM PRECG do modulo EFFPERM se mostrou no gerai a
mais rapida. A grande razdo para 1sso ¢ que ela foi construida especificamente para mathas
regulares (paralelepipedos), com estrutura em forma de multi subdiagonais conhecida. Ndo ha
nenhuma matriz ou vetor auxiliar de indexacdo.

Um fato que observado na pratica (sem que se estudasse o programa fonte) ¢ que,
havendo dificuldade na convergéncia (como nos casos lognormais com alta varidncia), esse
solver encerra os calculos precocemente (tipicamente em 100 iteragbes), sem atingir a
precisdo de 107 intrinseca do programa. Casos assim foram expurgados da andlise, pois
nossos dois modulos, nesses casos dificeis, chegam a iterar até o tedrico limite do nimero
total de variaveis, podendo ainda assim ficar longe da precisio desejada de 107 .

Em casos mais simples, SSOR-DS-CG leva 60 % a mais de tempo para rodar, em
relacdo & EFFPERM_PRECG. Em casos muito heterogéneos, como os apresentados em
Beckie e outros [1993], SSOR-DS-CG ndo converge: ao final do nimero maximo de
iteracdes. pelas diferentes segdes transversais passam os mais incriveis fluxos. Nosso 1ICCG(0)
leva de 5 a 16 vezes o respectivo tempo de EFFPERM_PRECG. Isso porque ha momentos em
que se tem que efetuar uma busca para saber qual a numeragdo do transposto de um elemento
no sistema de indexacdo esparso sendo utilizado. Nos problemas com desvio-padrio acima de
quatro, ICCG(0) converge para a resposta. mesmo sendo com uma precisio mais grosseira do
que 1077 . Mas nesses casos a medigio de tempo ¢ muito desfavordvel, pois, como
comentamos, EFFPERM_PRECG termina em 100 iteragdes. Com essa parada antecipada, ha
casos muito heterogéneos onde os resultados calculados de permeabilidade equivalente sdo
absurdos, principalmente o valor EF.

O Sistema de Durlofsky, descrito na Segdio 5.3, requer reiativamente menos trabalho
computacional. pois as entradas (os nimeros) da matriz sfo de apenas dois tipos, os referentes
a0 arenito € oS muito proximos de zero, referentes a argila. Em refinamentos desse caso, e
levando em conta a precisdo do resultado. SSOR-DS-CG chega a levar 80% do tempo de

EFFPERM PRECG. E mais rapido!
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Qutra verificagdo importante feita a partir da cronometragem do tempo de execucdo foi
que. além dos dois modulos de solver, nenhuma outra subrotina estd utilizando um tempo
excessivo de processamento. A montagem do sistema linear da formulacdo hibrida fica em
terceiro lugar no consumo de tempo, nos grandes problemas.

Melhorar os médulos solver para a formulagdo EFH e, principalmente. implementar
um modulo especifico para malha regular sdo, inegavelmente, pontos ainda a melhorar em
HYBRID2D e HYBRID3D. De qualquer modo, o conhecimento adquirido - pelo estudo e
com a implementagdo de JBCG, DSCG, SSOR-DS-CG e ICCG(0) - foi fundamental para
programar €, também, utilizar modulos mais robustos e eficazes (como, por exemplo, os
varios programas de dominio publico colocados a disposigdo por Universidades americanas,

tais como os das Universidades de Stanford, Yale e Tulsa).

5.7 - A Média Aritmética das Solucoes EF e DF

Nesta tese, como também em alguns estudos anteriores, observou-se gque,
sistematicamente, o erro do método ET € positivo e o erro do método DF € negativo. Assim,
ndo parece despropositado testar combinagdes lineares dos dois métodos que diminuissem o
eITo.

De fato, ndo ¢ uma novidade que uma composi¢do elementar de dois métodos possa
produzir um método bem mais robusto do que os dois que the deram origem. Por exemplo, a
regra de integragdo numérica de Simpson pode ser vista como a media ponderada entre a regra
do retangulo. com peso dois, e a regra do trapézio, com peso unitario. Com isso, a ordem de
convergéncia passa de O(k?)- dos dois métodos isolados - para O(h‘%).

A utiliza¢do da média aritmética dos resultados EF e DF tem por base a mesma idéia
de aumentar a ordem de convergéncia pelo cancelamento do termo de menor ordem do erro.
Nesse caso, o cancelamento apareceu imediatamente com a soma direta.

Esse estimador € limitado aos sistemas mais homogéneos, casos onde a solugdo EF
seja aceitavel. De todo modo, ndo existe até o momento um estimador que sempre apresente
resultados precisos. Em artigos mais recentes. como Mansoori [1994] e Durlofsky [1995],
pode-se verificar que a sistematica sendo mais empregada para fazer transferéncia de escala ¢

determinar as regides com menores gradientes de velocidade. logo mais homogéneas. & nelas
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passar para malhas mais grosseiras. Trabalhando dessa forma. a média aritmética EF/ DF tem
uma enorme potencialidade. pois nos exemplos analisados ela foi entre 3 ¢ 13 % mais precisa
do que o estimador de Le Loc h ¢ Guérillot. e vai ficando mais precisa com o refinamento da
malha.

Um possivel estudo posterior ¢ a determinagdo de limites de aplicabilidade desse

estimador média aritmética EF/ DF.

5.8 - Relacoes Entre os Esquemas EFH e DF

Durante a execugdo do reﬁnamentq do sistema de Duriofsky, na Secdo 5.3, observou-
se que o resultado DF para a malha original, iguai a 0.45082915, coincidia em até seis ou sete
algarismos significativos com o resultado EFH com a discretizac@o por tridngulos, igual a
.45082921.

Esse resultado motivou um estudo especifico, onde se verificou, em intGmeras
simulagdes, para qualquer grau de refinamento e para qualquer configuraco testada, que as
respostas DF e a EFH para a discretizagdo por tridngulos sio equivalentes (de 4 a 8 digitos

iguais). Nessa correspondente discretizagdo triangular EFH, o nimero de blocos EFH ¢ o

dobro do numero N° de blocos DF, e o ntmero de variaveis EFH & N(3N+2),
aproximadamente o triplo do nimero de varidveis na formulagdo DF.

Para complementar ¢ estudo dessa equivaléncia. inicialmente observada apenas nos
resultados finais da permeabilidade equivalente, resolveu-se investigar se todos os fluxos
entre elementos eram mesmo iguais. Para isso, procedeu-se por comparar as pressdes meédias
nos blocos e nas faces, o que causa fluxos iguais. As subrotinas do PROFIT devolvem um
vetor com o resultado das pressdes calculadas, que ¢ a pressdo nos blocos para a formulacio
DF. A determinaciio da pressdo DF média na face envolve um pds-processamento das
pressdes médias em blocos vizinhos. Tomando o fluxo horizontal entre dois blocos, o da

esquerda (E) e o da direita (D), temos, pela lei de Darcy, que:

Y FACE FACE
Vuorizowran = Az; (P}' - P; TRTICAL )‘—'_ K n ( VERTICAL T Pn) (5-2)

K/:‘ [)f + Kﬁ IDH
K,’:' + K!)

(5.3)

o que resulta na seguinte média ponderada ., =
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Efetuamos esse pds-processamento para a Configuraco 5 e para o Sistema de
Durlofsky. A analise das pressdes mostrou que a pressdo meédia DF no bloco € igual a pressdo
média na hipotenusa do tridngulo e as pressdes nas faces verticals sdo iguais nas duas
formulagdes. A discretizacio por tridngulos tanto pode ser feita com as hipotenusas paraleias a
diagonal principal (¢ o caso do artigo Durlofsky {1994]), como ao contrario, que a resposta ¢ a
mesma.

Concluindo, hd um relacionamento muito forte entre as formulagdes EFM e EFH com
DF. E por isso que regras incompletas de quadratura podem transformar essas formulagdes em

esquemas DF.
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Capitulo 6 - Conclusdes e Recomendacdes

Foi implementada e anaiisada a formulacgdo hibrida de elementos finitos com o uso do
espago de aproximagdo de Raviart-Thomas de mais baixa ordem. Em relagéo ao numero total
de variaveis do sistema linear a ser resolvido, a formulagdo EFH € mais precisa do que o
esquema DF, de cinco ou sete pontos, € do que a formulagdo EF de Galerkin com fungdes de
forma Lagrangeanas lineares.

Para se tornar competitivo em termos do tempo de execucdo, falta implementar um
modulo solver para o caso mais comum de malha estruturada. Como ha uma vantagem em
termos do numero de varidveis, principalmente nas descri¢es ndo refinadas do reservatorio,
acreditamos que seja possivel tornar a formulagdo EFH computacionalmente mais eficiente do
que os esquemas DF.

Foi mostrado como a formula¢do EFH pode ser estendida para o tratamento tensorial.
Ha uma grande potenciaiidade em uma implementagdo EFH tensorial, pois a matriz do
sistemna linear continuaria com o mesmo nimero de entradas (elementos néo-nulos) por linha,
enquanto que. para implementa¢des DF tensorial, o nimero de entradas DF ultrapassaria o
numero de entradas da formulacdo EFH.

Foi validade o moédulo EFFPERM, da biblioteca HOMLIB, do projeto multicliente
PROFIT. Nesse modulo sdo considerados apenas os termos diagonais do tensor de
permeabilidade, ¢ pode-se obter a permeabilidade equivalente pelo esquema mais usual de
diferencas finitas de cinco (2D) e sete pontos (3D) e pelo método dos elementos finitos de
Galerkin com as funcdes de base mais simples (as chamadas fungdes “chapéu” - fungdes
Lagrangeanas lineares).

Apesar de ndo apresentar resultados coerentes para os casos mais heterogéneos, com
desvio-padrio logaritmico muito elevado. esse método EF mais simples apresenta resultados
aceitdveis em muitos casos. € serve para compor um novo estimador, que foi originado das
observagdes dos resultados de centenas de simulacdes. Esse método EF mais simples € usado

pois seu desempenho computacional € o mesmo dos esquemas DF. O uso das funcdes
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quadraticas. mais indicadas para originar em um campo de velocidades continuo. apresentaria
um tempo de processamento mais elevado, o que € bastante indesejavel.

O uso conjunto dos programas HYBRID2D e HYBRID3D com o modulo EFFPERM
do PROFIT deu origem a um otimo processo de ganha-ganha. ou seja, um programa foi
validando o outro ao longo das observagdes criticas que foram sendo obtidas dos resultados.

A Média Aritmética entre os resultados EF e DF apresentou-se como o melhor
estimador da permeabilidade equivalente para regides mais homogéneas. A Média Aritmética
entre EF e DF ¢ um resultado mais preciso ja na descri¢do original, sem refinamento, do meio
poroso. Determinar limites praticos para utilizagdo dessa média ¢ um trabalho futuro
necessario.

A utilizacdo de médias simples e estimadores ndo leva a resultados confidveis, de uma
maneira geral. Em casos de trechos mais homogéneos. a Média Aritmética entre EF e DF ¢é
preferivel.

Nos ultimos anos tem havido um grande crescimento na aplicagdo dos métodos nio-
convencionais de EF. Em Chavent ¢ outros [1990] e em Eymard e outros [1989], ¢ possivel
verificar que a formulagdo EFH tem sido aplicada no acoplamento eliptico-hiperbolico em
simulacdo de reservatérios (fluxo bifasico).

Dentre algumas alternativas para estender esse trabalho, uma considerada viavel dentro
do tempo de uma disserta¢do de mestrado € a implementagdo do espago de BDM de primeira

ordem. tentando utilizar o tratamento tensoriai diagonal para a permeabilidade.
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