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SUMARIO

A teoria poroelastica de Biot € sintetizada de modo a
torna-la mais facilmente aplicavel a proklemas praticos. Os
parametros usados por Biot sao explicitados en funcdo de outros,
que tém uma interpretagao fisica mais simples e mais facil, o que
facilita a determinacao deles em laboratori:c e o entendimento dos
fendmenos poroelasticos.

As egquagdes que governam a teoria da poroelasticidade
linear quase-estatica, acoplando completamente deformacao elastica
e difusdo de fluido em um meio poroso saturado, sdo solucionadas
através do metodo dos elementos de contorno (MEC). Neste
trabalho, a discretizagao espacial das equagoes integrais
resultantes do MEC é feita considerando-se elementos constantes e
lineares. A formulagao quase-estatica é resolvida no dominio da
variavel de Laplace com posterior inversdo numérica para o dominio
do tempo.

O método é aplicado em problemas classicos tais como o
cilindro de Lamé, a placa infinita com um furo circular,
consolidagao sob carga unidimensional, etc : apresentando
resultados que confirmam aqueles encontrados na literatura. Outros
resultados obtidos tém aplicagao imediata na analise da
estabilidade e no fraturamento hidraulico de pocos petroliferos.

Os resultados, obtidos no modelamento de um furo em uma
formagao poroelastica, permitem a interpretagdo da perda de
estabilidade de suas paredes, por lascamento, como consequéncia de
fraturas circunferencias, perpendiculares & direcdo da menor
tensao tectdénica, causadas por tensdes radiais efetivas de tracgao,
devidas a uma pressao baixa dentro do furo. Estas fraturas crianm
pequenos pilares que rompem por flambagem ou por compressao.

As operagdes de estimulagao de pocos petroliferos, por
fraturamento hidraulico, mostram que a formagdo poro-permeavel é
mais facilmente quebrada gquando ha fluxo do fluido de
fraturamento, ou seja, quando € usado um fluido com comportamento
penetrante. Este fato é comprovado nesta tese.

A evolugao do fator de intensidade de tensao, modo I, de
uma fratura pressurizada, em um meio porosc, € simulada, ccorrendo

uma redugao com o tempoc, tendendo a um valor minimo estabilizado.



ABSTRACT

The Biot’s theory of poroelasticity is revisited making
it more easily applicable to practical problems. The parameters
used by Biot are redefined as functions of other ones with an
easier and simpler physical interpretation. This helps their
determination and the understanding of poroelastic phenomena.

The equations that govern the theory of quasi-static
linear poroelasticity, coupling elastic strain and fluid difusion
in a saturated porous medium, are solved using the boundary
element method (BEM). In this work, the spatial discretization of
the BEM integral equations is done considering constant and linear
elements. The quasi-static formulation is solved in the domain of
Laplace’s variable with a posterior numerical inversion to the
time domain.

The method is applied to classical problems 1like the
Lamé’s cylinder, the infinite plate with a circular hole, the
consolidation under a unidimensional load, etc., giving results
that confirm those found in the literature. Other results that
were achieved have immediate applicability in the study of oil
wells stability and in their stimulation by hydraulic fracturing.

The results that were obtained in the modelling of a
borehole in a poroelastic formation allow the interpretation of
the loss of its walls stability, by breakout, as a consequence of
circunferencial fractures, normal to the direction of the minor
tectonic stress, caused by tension effective radial stresses, due
to a low pressure in the borehole. Those fractures create small
piles that collapse by buckling and/or compression.

The hydraulic fracturing operations made for oilwells
stimulation show that it is easier to break the porous-permeable
formation when there is flux of the fracturing fluid. This means
that the fluid presents a penetrating behavior. This fact is
comproved in this thesis.

The stress intensity factor, mode I, of a pressurized
fracture in a porous medium is simulated. It is observed that

it decreases with time tending to a constant minimum value.
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L4
CAPITULO 1

INTRODUCAOQ

1.1 Objetivos

0 objetivo principal desta tese e modelar o
corportamento totalmente acoplado da deforrmacio do meio sodlido e
da difusadao de fluido em um meio poroelastico saturado, usando o
metodo dos elementos de contorno, para condigcdées de deformacao
plana. Assume-se comportamento quase-estatico, isto €, as forcas
de 1inércia nao sao consideradas.

A partir de tal modelamento h& condigdes de se
determinar o vetor tensao, os deslocamentos, a pressdo e a vazao
normal especifica no contorno; €& possivel, também, calcular o
tensor tensao, as vazbes, os deslocamentos e a pressdo em qualquer
ponto do meio poroso.

O segundo objetivo é sintetizar a teoria poroelastica,
gue se acha muito difusa na literatura, de modo a torna-la mais
digerivel.

O terceiro objetivo ¢é dar um significado fisico as
constantes poroelasticas, geralmente provenientes da solucgdo de
equagdes diferenciais, de modo a tornar possivel a medida delas em
laboratodrio e a facilitar a interpretagdo fisica de problemas
poroelasticos.

Outro objetivo €& fazer um estudo dos diversos métodos de
inversao numérica das transformadas de Laplace, pois as solugdes
encontradas estac no campo de Laplace.

Por ultimo, porém ndo menos importante, €& mostrar a
aplicagao do método dos elementos de contorno para diferentes
problemas poroelasticos e assim mostrar a simplicidade deste

método baseado na discretizacdao do contorno e ndo do dominio.

1.2 Hipoteses

A teoria poroelastica, tal como a teoria elastica, lanca
mado de uma serie de hipoteses sem as quais a solugdo de unm
problema qualquer, por mais simples que fosse, seria impossivel.

As hipoteses utilizadas s&o as seguintes:
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O melo poroso e considerado homogéneo e isotrodpico.

A hipotese de homogeneidade ¢é totalmente aceitavel
para o objetivo desta tese. A nao existéncia de
homogeneidade € um problema relativo. Relativo &
relagdo entre a geometria da estrutura que esta em
estudo e a maior ou menor falta de homogeneidade.
Poucos corpos podem ser considerados homogéneos em
em todas as escalas, mas se a geometria da estrutura
€ grande comparada & escala em que é clara a falta de
de homogeneidade, a hipdtese é valida.

Ja a hipotese de isotropia € valida para problemas
bidimensionais. Para o caso tridimensional, ela
introduz uma limitagdo muito grande em meios porosos
com planos de sedimentagao definidos, situagao em que
as propriedades poroelasticas na diregdo dos planos
de sedimentagdo sdo bem diferentes daquelas na
direcao perpendicular a eles.

Os deslocamentos e as deformagdes sao pequenas, de
modo que podem ser linearizadas.

Se esta hipotese nado fosse considerada ocorreriam
equagdes matematicas com solugdes muito trabalhosas.
As deformagdes variam linearmente com as tensdes.
Muito provavelmente esta hipétese nado ¢é totalmente
valida para a maioria dos meios porosos naturais,
apesar disto ela foi aqui suposta valida. Um estudo
mais especifico podera determinar a maior ou menor
influéncia desta hipodtese na teoria poroelastica.

As forcgas de volume nao sao consideradas.

Esta hipotese é aceitavel, pois sdo estudados apenas
problemas quase-estaticos. Qualquer variagdo temporal
é devida a difusao do fluido.

Considera-se apenas a porosidade efetiva.

Os poros nao interconectados nao interferem no fluxo
de fluidos através do meio poroso. Eles sdo vistos
como parte da estrutura sélida do meio poroso, porém
influenciando nas propriedade mecdnicas do mesmo.

O meio poroso se acha completamente saturado de
fluido.

Isto quer dizer que ndo ha espago poroso efetivo

vazio, ou existe liquido ou gas, ou uma mistura dos
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dois. A influéncia desta mistura se reflete na maior
cu menor compressibilidade do meio poroso.

7. A parte liquida do fluido existente no meio poroso ¢
incompressivel e tem um comportamento newtoniano.
Aqui se aplicam a observacdo e a recomendacdo feitas
ao se analisar a terceira hipotese.

8. Existe apenas interacdao mecénica entre o fluidc
injetado e o meio poroso e/ou fluidos nele contidos.
Isto quer dizer que as possiveis reag¢des quimicas nao
sao consideradas. Esta hipdtese ndo é& valida no caso
de tratamento de pogos petroliferos com misturas que
alteram as propriedades do meio poroso e/ou do fluido
nele contido. Servem como exemplos os tratamentos com
misturas acidificantes e as injec¢des de solventes.

9. Todos os fendmenos considerados sao isotérmicos.

Isto significa que os efeitos termoelasticos naoc sao
considerados. A consideragao destes efeitos ¢é muito
dificil, pois pouco se conhece sobre os efeitos da
variagao de temperatura nas propriedades do meio
poroso. Particularmente em engenharia de petrdleo,
esta hipotese € muito frustradora, pois na maioria
das operagdes feitas em pogos petroliferos injeta-se,
mais cedo ou mais tarde, algum fluido que certamente
nao estara na mesma temperatura do meio poroso. Esta
diferengca de temperatura pode ser bastante grande,
como € o caso da injegcdo de vapor para aumentar a
mobilidade do petrdleo. Isto € um assunto que merece
um estudo bastante aprofundade. O tema € dificil e

trabalhoso, porém com frutos de inestimavel valor.
1.3 Convencoes

Nesta tese os esforgos de tragédo sao definidos como
positivos e, conseqientemente, os de compressao, negativos.

Um deslocamento é definido como positivo se for no mesmo
sentido do eixo coordenado correspondente.

Certo componente do vetor tensio € definido como
positivo se seu sentido coincidir com o do eixo coordenado
correspondente. O vetor tensdo € positiveo se tiver o mesmo sentido

da normal a superficie.



1.4 Poroelasticidade

Os meios porosos tém um comportarentc mecanico ben
diferente dos meios nao porosos, principalmente =ce contiverem
algum fluido nos poros, seja ele compressivel ou nao.

As rochas porosas na subsuperficie gquzse sempre contém
fluido no espago poroso. A presenga deste fluidoc movel transforma
problemas que normalmente seriam independentes do tempe em outros
dependentes do tempo. Por exemplo, um meio poroso saturado com
algum fluido, ao sofrer um carregamento brusco, sofre uma
deformagao inicial menor do que aquela prevista considerando-se
apenas a estrutura sdlida. Isto porque a pressao no fluido sobe,
quase instantdneamente, a fim de suportar o carregamento. O
material se comporta mais rigidamente devido a resisténcia
combinada do fluido e do sdlido. Com o passar do tempo, a pressao
dissipa-se, se isto for possivel, e a deformag¢ao cresce atingindo
um valor assintotico ao previsto pela elasticidade classica. Caso
o carregamento fosse lento, de modo a permitir a dissipacdo da
pressao, o material se comportaria como se nao houvesse fluido,
parecendo ser mais complacente.

Uma outra ilustragdo € o caso da injecao de fluido no
meio poroso. Por menor que seja a quantidade injetada, cria-se uma
zona pressurizada bastante grande. O tamanho e a velocidade de
difusao desta zona sao fungdes das compressibilidades do sélido e
do fluido e da mobilidade do fluido através do espaco poroso.

Um aumento da pressao de poros traz um alivio na tensiao
atuante no sdélido, ou seja, ha uma redugdo da tensio efetiva. Este
aumento pode causar tambem uma dilatagao do material. A presenca
de fluidos no espago poroso pode modificar o comportamento da
tensédo efetiva, que € intimamente 1ligada ao inicio de alguns
mecanismos de ruptura.

Em engenharia de petrdleo, nos projetos de estimulacao
por fraturamento hidraulico e nos problemas de estabilidade das
paredes do pog¢o, geralmente é usada a teoria eldstica cléassica.
Esta néo consideragdao dos fendmenos poroelasticos conduz a

solugdées menos precisas e seguramente mais caras. Talvez ecst

8]

simplificagao se dé devido a complexidade das eguag

O
M
n

poroelasticas e, no caso de geometrias mais complexas, & nao

a
existéncia de solugdes analiticas, necessitando-se apelar para
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algum método numerico.

No capitulo 2 desta tese € feita uma sintese da teoria
poroelastica. A formulagdo matematica teorica é apresentada e sac
deduzidas as equagdes mais irportantes, ou menos oébvias. Todos os
parametros poroelasticos sdo abordados, explicitando-se o seu
significado fisico e o intervalo usual de variagdo, do modo que se

possa ter uma melhor sensibilidade dos fendmenos poroelasticos.
- F _
1.5 Solucao numerica

Como ja foi dito, sdo poucos os problemas poroelasticos
que possuem solugdo analitica, principalmente se a geometria for
complexa. O método dos elementos finitos (MEF) e o método dos
elementos de contorno (MEC) sao as ferramentas matematicas mais
usadas na solugdo de problemas elasticos e, consequentemente,
também nos problemas poroelasticos.

Nesta tese optou-se pelo metodo dos elementos de
contorno por se achar que ele € mais simples e mais pratico para
os tipo de problema proposto, que como ja se disse, € o de um furo
em um meio poroso. Este método tem a grande vantagem de necessitar
apenas da discretizagao do contorno, sem haver a exigéncia da
criacao de malhas para a discretizagdo do dominio, por vezes
bastante trabalhosas. Outra grande vantagem € a simplicidade da
analise de pontos no dominio.

No capitulo 3 sao feitos um histérico do MEC, uma
descrigao do mesmo e uma comparagao dele com o MEF. No capitulo 4
apresenta-se o teorema de Betti no campo de Laplace e as solucgdes
fundamentais utilizadas nesta tese. O teorema da reciprocidade se
acha bem pormenorizado no apéndice C. As eguagdes para o tensor
tensao e para o fluxo no dominio sao deduzidas detalhadamente no
capitulo 4.

No capitulo 5 é feita a descricao completa da
implementagdao numérica. Inicialmente apresenta-se o MEC usando
elementos constantes, passo a passo. Depois é mostrado o caso da
utilizacdo de elementos 1lineares. Nesta tese, todos os casos
apresentados no capitulo 6 foram resolvidos usando elementos
lineares. As dificuldades apresentadas pelas singularidades e por
nos em cantos sdao abordadas e mostra-se coro foram resolvidas.

Outras duas dificuldades foram a integracdo das solucdes

fundamentais ao longo dos elementos de colocagdo e a inversao
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numerica das sclugdes obtidas no campo de Laplace.

A Integragao fol feita numericamente usando-se o meétodo
de Gauss com polinémios de Legendre. Este método se acha descrito
no apéndice E, item E13. Para a integragcdo de funcdes com
singularidade fraca foram usados 16 pontos de integragao e
daquelas sem singularidade, apenas 8 pontos.

A 1nversdo numérica foi feita usando o mnétodo de
Stehfest, cue e muito popular em engenharia de petroleo para a
solucao de problemas de fluxo em meios porosos. Outro método
estudado foi o de Crump, que é mais poderoso , porem € bem mais
demorado e ocupa consideravelmente mais memdéria, pois trabalha com
variaveis complexas. Estes métodos estdo descritos e cemparados no

item 5.8 do capitulo 5.
1.6 Aplicacoes

No capitulo 6 aborda-se alguns problemas classicos da
elasticidade aplicados em meios porosos usando-se a teoria
poroelastica. Observe-se que a solucao dada pela ultima tende a
solugao classica devido a dissipagdo, com o passar do tempo, da
pressao de poros gerada.

Inicialmente estuda-se o caso classico de um furo
circular em uma placa infinita e logo a segquir o caso de um
cilindro de paredes espessas.

O chamado problema de Mandel, que descreve o caso de uma
amostra porosa comprimida entre duas placas impermeaveis rigidas
sob um deslocamento constante, & mostrado no item 6.4.

O comportamento de uma coluna unidimensional porosa se
encontra analisado no item 6.5. Mostra-se a evolugao do
deslocamento no tépo ao longo do tempo. A vari a cao de outras
grandezas com o tempo e com a profundidade também é mostrada.

No item 6.6 € estudado o comportamento da pressao de
de poros, em um meio poroso submetido a um carregamento em linha.

O caso ideal de um pogo circular furado em um meio
poroso sujeito a um campo de tensdes niao hidrostatico é tratado
no 1item 6.7. Este e um problema de deformacao plana. 0
carregamento € decomposto em 3 mdédulos. O primeirc € o campo
gerado pelo tensor tensioc hidrostatico, o segundc e o campo gerado
pela pressdoc de poros original e o ultimo, aquele gerado pelo

tensor tensdo de desvio. Este problema é ideal porque o furo é

L=



Lig]

uposto vazio.

O caso real de um pogo perfurado em certo meio poroso ¢&
estudado no item 6.8. 1Inicialmente o problema e abordado
decompondo-se © carregamento como ja descrito. Depois ele & visto
sem a decomposigdo. A solugdo assim obtida € a superposicao das
obtidas usando-se a decomposicdo. Mostra-se a evolucdo da pressao
de poros, das tensdes radiais total e efetiva, das tensodes
circunferenciais radial e efetiva, do fluxo e do deslocamento
radial ao longo do tempo.

Nos dois casos anteriores ha fluxo do pogo para a
formagao, ou vice-versa, ou seja o fluido tem um comportamento de
fluldo penetrante. O caso em gque ndo ha fluxo (fluido nao
penetrante) e descrito em 6.9. Mostra-se a variacdo da tensao
circunferencial efetiva para estes comportamentos, comprovando-se
que a ocorréncia de fraturas por tragdo é facilitada quando ha
fluxo.

O fater de intensidade de tensac de uma fratura
pressurizada, em um meio poroso, € abordado no final do capitulo
6. Mostra-se que ele varia com o tempo, decrescendo até atingir um

valor minimo assintoticamente.

1.7 Fechamento

Finalmente, no capitulo 7 apresenta-se as conclusdes e
no capitulo 8, as recomendagdes, decorrentes desta tese.

Assuntos importantes, ou pouco populares, sao abordados
em seis apéndices, com o objetivo de facilitar e tornar agradavel

a leitura deste trabalho.



CAPITULO 2

A TEORIA DA ELASTICIDADE EM MEIOS POROSOS
2.1 Introdugao

Este capitulo trata da aplicagao da teoria da
elasticidade [1-8] a meios porosos [9-20].

O primeiroc a apresentar uma teoria sobre consolidacao de
meios porosos fol Terzaghi [9] em 1923. Em 1941, Biot publicou uma
outra teoria sobre o mesmo assunto [10]. Este mesmo autor ja havia
em 1935 apresentado um artigo concernente ao uso da teoria da
elasticidade a meios porosos [1l1].

Estas duas teorias sdo analisadas e comparadas por Cryer
[12]. Em seu artigo, ele resolve o problema de uma esfera de solo
saturada por agua, sob pressao hidrostatica, usando as duas
teorias e compara os resultados.

Um meio poroso ac ser submetido a tensdées de compressao
sofre uma redugao volumeétrica, basicamente devido a redugao da
quantidade de fluido contida nos poros. Assim acontece se a
variagado do volume do arcabougo sélido for desprezivel. As
mudang¢as na quantidade de fluido ocorrem com uma velocidade que
depende da permeabilidade do meio poroso. Esta velocidade, em
geral, é baixa.

Terzaghi, em 1923, apresentou uma teoria sobre a
consolidagao unidimensional, que desempenhou um papel importante
na mecanica dos solos. Infelizmente, esta teoria ndo casa muito
bem com os resultados experimentais.

A segunda teoria, devida a Biot, foi publicada em uma
série de artigos [10,11,13,14,16,17] e é a mais aceita atualmente.
Nesta tese usar-se-a apenas a teoria de Biot.

Além do estudo de consolidagdo, esta teoria cobre também
o problema do fluxo de um fluido compressivel em um meio poroso
sob o ponto de vista da determinacdo de trajetodrias e/ou tensodes
causadas pelo fluxo atraveés do sélido elastico. Ela ¢é aplicavel,
por exemplo, a problemas assocliados com o processo de carregamento
de barragens e a problemas fundamentais de engenharia de petroéleo.

A notagao indicial (apéndice E) foi usuada ao longoc desta
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tese, menos no 1tem 2.2 onde se preservou a usada por Biot.

2.2 Formulacao matematica da teoria de Biot

A parte solida do meio poroso & considerada elastica e
com uma distribuigao estatistica de poros interconectados. 2
porosidade do meio € definida como a relagdo entre o volume de
poros interconectados e o volume total.
\f
¢ = < (2.2:01)

¢ - porosidade

V - volume dos poros interconectados
P

Vb - volume total

Pela definigao se vé que esta € uma porosidade efetiva,
pois os poros nao conectados sao considerados como parte do
arcabougo solido do meio poroso. Esta porosidade representa,
também, a relagdo entre a area de poros em uma Secgao e a area

total desta mesma secgao.

¢ = =2 (2.2.02)

Sp - area de poros interconectados

Sb - area total da secgao

O tensor tensao em um meio poroso é

o +0 o )
XX Xy Xz
o +0 o (2.2.03)
Y YY Yz
o o} g +0

X 1y 11

Este tensor é simétrico tal como em um meio continuo.

Os componentes U” representam forcgcas atuantes na parte
s6lida das faces de um cubo unitario. A tensdo o é a forga atuante
na parte fluida(poros interconectados) das faces do cubo unitéario.

A pressao no fluido, p, esta relacionada com a tensao o

através da porosidade, como se vé em (2.2.04)

o = -¢p (2.2.04)
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O sistema fluido-solido ¢ con

siderado como um sistema
elastico com propriedades conservativas. A parte solida e suposta
compressivel e rigida ao cisalhamento e o fluido pode ser

compressivel.
O deslocamento € determinado pelos tensores de deformacéao
na parte solida e na parte liquida.

Na parte soélida, tem-se os corpcnentes da deformacgao:
-._:u BU. ol )
& = X e = L0 SN (2+2.05)
XX By xy ay ax
e - deformagao na face perpendicular a x na diregado y
xy
uo - deslocamento médio da parte sdlida, na direcado x

Em relacao a parte fluida a unica deformacdo relevante &

a deformagao volumétrica, ou seja, a dilatacdo .

- X y =
B = o + + T V.U (2.2.086)

U € o deslocamento médio do fluido na diregao x.
A dilatagdo do sdélido, e, é dada por

e=e +e + e =V.u (2.2.07)

A energia potencial elastica, por unidade de volume, pode
ser obtida generalizando-se o procedimento usado na teoria

clédssica da elasticidade [1,15]. Assim

V= (oce + 0 e + 0 e + 0 e -
XX XX YY YY 2z 11 Xy xy

+ 0 e + 0 e + gg) /2
Xz Xz Yz vyz

Conforme a lei de Hooke e sabendo-se que

€ = -p/K = 0/¢K

Obtem-se
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1 e | >
V==—=—I|o +0 + 0o | - lc o + 0 0 + 00 -
2E . / z [ yy xx 22 Yy 22

' R P U2 0_2 + g
+ + + oS
2G | xy xz yz 2¢K
O parametro L € modulo de elasticidade linear.

O parametro G € moédulo de rigidez.
O parametro v e modulo de Poisson.
O parametro K € médulo de deformacdao volumétrica.

Entre eles existem as relagdes seguintes [4])

E = 2G(1+v) K = —%%é%%%%—

Obtem-se, igualmente

v = Ae@? + G(e2 + e+ ez) + G(e2 + e % ez)/z -
XX Yy rird xy Y Xz

+ ¢e’K/2 (2.2.08)

O parametro A e uma das chamadas constantes de Lamé, que
se relaciona com E e v através da equagao abaixo [2]

VE
(1+v) (1-2v)

A equagcao 2.2.08 e uma funcdo quadratica homogénea das
deformagdes, pois se assume que os componentes das tensdes sé&o
fungdées lineares dos 7 componentes da deformacdao. Além disto esta
é uma forma positivo definida com 28 componentes distintos.

Tem-se, assim
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A matriz dos coeficientes , ¢, € simétrica, pois
representa uma forma quadratica.
Os componentes da tensado sao as derivadas parciais da

energia elastica em relagdo as deformagdes [5,6], ou seja

ov = Ae + 2Ge = ¢ etc
de XX XX
XX
oV = Ge =g etc
de Xy xy
Xy
oV _ _ _
ac 3 ¢8K = ¢p = 4

O campo total da tensdes, (2.2.03), deve satisfazer as

condig¢des de equilibrio, equacdes 2.2.09, abaixo

aaxy g .
ax (U“+U) ¥ ay ¥ dz e =0
8o 6o
L (0 +0) + —22 + pY = 0 (2.2.09)
8x ay Yy dz e
Bﬁzx 6Uzy 3
ax * ay % dz (czz+g) tpa~0

3 a2 R 3
p - massa especifica do meio poroso, em Kg/m

X, ¥, Z - forgas de corpo por unidade de massa, em N/Kg

Introduzindo (2.2.08) em (2.2.09) obtem-se 3 equacgdes
para os 6 deslocamentos desconhecidos ux,...,Ux,....Ainda faltam |,

para se poder resolver o sistema, 3 equacgdes. Estas sao obtidas
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usando-se a forma generalizada da equacgao de Darcy, que governa

@]

fluxo de fluidos em um meio poroso ndo necessariamente isotrdpico.

——P_ + pX] X kx  k J[u - u]
ah. ¢ f |oxx ry Xz X X
OB o o kK k  k ||lu -
ay Py vy |y TOYy beinidad. Q)
B }: ‘ | ) . _ .‘ :
| ¢z ¥ prJ Lkzx kzy kz;_ JJz hzj
p, - massa especifica do fluido, em Kg/m3
kij - constante de Darcy, em Pa;s/m2
v - velocidade média do fluido na diregdo x, em m/s
u o - velocidade média do s6lido na diregado x, em m/s
No parametro kij ja esta incluido o efeito da viscosidade
do fluido. Este coeficiente é simétrico, pois existe uma funcgéao
dissipagao tal que a razdo de dissipacgdo de energia em um meio
poroso em repouso €& expressa pela forma quadratica positivo
definida abaixo [13].
Zk A (2 2.11)
A equagao 2.2.10 pode ser multiplicada pela porosidade
e, usando-se a equagdo 2.2.04, obtém-se
- 90 & p.X ® b b 1[0 -u’
ax 1 XX Xy Xz X X
3o 2
Y| = b U -u R
3y P, byx " bw ! ’ (2 Z0ld)
folop ' )
i 8z p1Z_ -bzx bzy bz{ ;Uz uz_
P, = ¢pf (massa de fluido por unidade de
volume total, em Kg/m3)
b = ¢k, em Paxs/m2
Para o caso de um meio porosc isotropico a energia de

deformagao, V, € dada pela equagao abaixo, conforme [13].
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2V = (A+2N) (e +e +e )2 + N(e’ +e’ +e’ -4e e +
% ¥y 112 Xy X 2 y 2 XX Yy

-4e e =-de e Y) + 2Qet + R52 (2.2.13)

Xx 21 271y

Como ja se viu as tensdes serao dadas pelas derivadas

parciais de V em relacgac as deformagoes.

AY
— -+ - -
ae” (A+2N) (e“-i-ew-reu} + 2N( EW eu) + Qg
BV s _
e 2Je“ + Ae + Qg = o

XX

E assim, do mesmo modo

o) = 2Ne + Ae + Qc
yy Yy
o = 2Ne + Ae + Q¢
F 4 3 iz
(o) = Ne (2.2.14)
Ky xy
oy = Ne
4 Xz
fo3 = Ne
zy zy
o = Qe + Re
Observe-se que, para € = 0, fluido incompressivel, as

equagdes 2.2.14 transformam-se em uma forma generalizada da lei de
Hooke [9]. Pode-se dizer que esta equagao representa a 1lei de
Hooke para um meio poroso.

Assim, para € = 0, tem-se

o = 2Ne + Ae + Q¢ -
XX x X
(o) = 2Ne + Ae
X K X X
Como se vé as constantes N e A correspondem as

constantes G e A, respectivamente. Esta correspondéncia entre a e
A é valida para £ = 0.

Como se sabe, as constantes A e G estdaoc relacionadas com

FT
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o modulo de Poisson, v, e com o modulo de elasticidade linear,

segundo as relagodes abaixo [3].

VE E
(1+v) (1-2v) T 2(1+v)

As forgas de corpo poden ser desprezadas e, ainda para ur

meio poroso isotrdpico, as equagdes 2.2.12 se reduzem as eguagoes
2.2.15 com apenas uma constante b.

ao ! a8

ax at(Ux-ux)

ao a

- b&t(Uy-uy) (2:2: 15)
o _ 8 i

az bEE(Uz uz)

Usando as edquagdes 2.2.14 nas equagoes de equilibrio
2.2.09 e, desprezando as forgcas de corpo, chega-se a equagao

2.2.16 conforme se desenvolvera a seguir.

a°u a%u a%u a%u a%u
2N X+ N Y4 2| + N 2+ —| +
ax’ 8y dx ay 8zéx dz
de ae de e _
TRt g TR =0
8%u 8°u  8%u 8%u a%u
2N — + N : 4 .| + N L % Lo+
8y ayax X azdy az
de ae de e
+ + =
b e b Bpu B R 0



o u d u o u { \ d u
2N 2+ N X+ 2 + N 4 +
- 5
gz dzéx ax { CZ&y oy
de ac fal £
+ A - — - - + P =
oz Q 8z Q 2 5 9

Somando estas trés expressoes:

+ {A+Q)[8X+ay+ag ]e+ (Q+R)[68+ 3+5 ]5 = 0

>
s
o

NV’u + NVe + (A+Q)Ve + (Q+R)Ve = 0

NV?u + (N+A+Q)Ve + (Q+R)Ve = 0

NVu + (P-N+Q)Ve + (Q+R)Ve = 0 (2.2.16)

NV'u + (P-N)Ve + V(Qe+Re) +QVe = 0

Onde se definiu
P = A+ 2N

Da mesma maneira obtem-se a equacgdo 2.2.17 usando 2.2.15
e lembrando que

o = Qe + Rc¢

V(Qe+Re) = b(8/8t) (U-u) (2.2.%7)
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Os vetores u e U sao, como Jja foi definido, osc
deslocamentos da parte solida e da parte fluida, respectivamente.
E conveniente lembrar que Ve é o gradiente de e.

Tomando-se o divergente de 2.2.17 tem-se

Q7e + RT°e = b(8/8t) (e-e) (2.2.18)

Eliminando-se a variavel € nas equagdes 2.2.14, fica-se

com as equagdes 2.2.1¢ abaixo

3 2
0 = 2Nem + (A-Q /R)e + Qo/R
2
= 2Ne + (A-Q°/R)e + R

e " (A-Q°/R) Qo/
o = 2Ne + (3-Q°/R)e + Qo/R (2:2:19)
o = Ne

Xy Xy
g = Ne

XI XZ
o = Ne

y y

Novamente, substituindo estas relagées nas condigées

de equilibrio, equagdes 2.2.09, deduz-se

Q+R
R

NV’u + (P-N-Q°/R)Ve + Vo = 0 (2.2.20)

A equagao 2.2.18 fica

2

B e 9 ai ) bsc _ , Q+R 3e

Rt R 3t (2.2.21)

Considere-se o caso de um material incompressivel.

Esta hipotese corresponde a condicdo abaixo

e(l-¢) + ¢c = 0 (2.2.22)

Esta expressao diz simplesmente que a variacao do volume

de solidos € igual, em valores absolutos, a variacao do volume de
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poros.

Como esta condigao deve ser satisfeita para todos os

valores de ¢, inclusive zero, conclui-se, usando a ultima das
eguagoes 2.2.14, que tanto R como Q dever tender a infinito
seguindo a condigao imposta pela relagdo seguinte [13]:

Q/R = (1-9¢)/¢ (2:2423)
Definindo

A-Q%/R = s

As relagdes 2.2.19 transformam-se en

0 = 2Ne + Se + —1=9
XX xX ¢
c = 2Ne + Se + =%
Yy Yy ¢
o = 2Ne + Se + —=-¢ (2.2.24)

72 2z ¢
o = Ne
xy xy
o = Ne
xZ Xz
o = Ne
zy zy

Das condigdes de equilibrio, equagdes 2.2.09, deduz-se

Nv’u + (N+S)Ve + (1/¢)Vc = 0 (2.3.26)

Esta equagdo pode ser obtida a partir da equagao 2.2.20
usando a 2.2.23

A equagao 2.2.21 torna-se

W

2 _ _ b e
Vo = % : (2.2.26)

8]
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Tomando-se o divergente da eguagao 2.2.25, tem-se

5
(2N+S)¥%e + —L ¢% = 0 (2.2.27)

Assim, a eqguagdo 2.2.26 pode ter a seguinte forma

de

¢ (2N+S) Ve = P (2.2.28)

A equagao 2.2.28 € a equagdo da conducao de calor, sendo

a difusividade dada por

¢° (2N+S) /b

2.3 Outras formulagoes da poroelasticidade

Os coeficientes e as variaveis vistas nao sido unicas.
A analise descrita no item 2.2 pode ser feita através de

outras variaveis, como se vera a seguir.
A tensao total nas faces do meio poroso é definida por

o/ = 0. + 08 (2.3.01)

Como se sabe

As equacaos 2.2.14, generalizadas, sdo as seguintes

o = 2Nev

+ Aed . + Qcé .
ij J 1) 1)

(2.3.02)

o = Qe + Rg
Onde, oij, € a tensao na parte solida e o, na parte
fluida, conforme a equacao 2.2.04.

Assim, através das equagdes 2.3.01 e 2.3.02, obtem-se

o’/ - 08 = 2Ne  + Aed. . + Qcs.
iij i ij 1) L
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I

2Ne” - Aeé‘ - Qélj(G-Qe)/R

J

2Ne  + (A—QE/R)eaij + Qos_ /R
J

0! + o(-1-Q/R)s 2Ne | + (A-Q°/R)es
] 1)

Da equagao 2.2.04 e da equagdo anterior e comparando-se
com a lei de Hooke, verifica-se que

A-Q%/R = a N =G
Entdo fica-se com

U:j = ¢p(-l—Q/R)6ij = 2GeU + Aed.

U}j + apéij = 2Geij + Aeaij (2.3.03)

Onde

« = ¢(Q+R) /R
Da ultima das equagdes 2.3.02 vem
-¢p = R(Qe/R+¢g)

= R(Qe/Rte-(/¢)

-¢°p/R = ¢e(Q+R)/R - C

{ = ae + p/M

Sendo
§ = ¢le-€)

M = R/¢°

O parametro { é o volume de liquido que sai da amostra

por unidade de volume (no caso de fluido incompressivel, é
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variagao do volume poroso, considerando-se a porosicaade censtante).

Assim das equagdes 2.3.02 chega-se a

+ Aed |
1

o’/ + apd. = 2Ge_.
iJ i j

LB J

(2.3.04)
C = ae + p/M

As equagbes 2.3.04 podem ser retrabalhadas obtendo-se

of = 2Ge  + (A+a’M)es - aM(Cs.
1) i 1 1)

(2.3.05)
p = M{ - aMe = M({ - ae)

A primeira equag¢do acima mostra as tensées totais en
fungao dos componentes da deformacgao, e”, da deformacgao
volumétrica, e, e da variagdo do volume de fluido, . A segunda
expressa a pressao de poros em fungao da variacao do volume de
fluido e da deformagao volumétrica.

Rice e Cleary [19] usam outros coeficientes na abordagem
deste mesmo problema, a partir da teoria de Biot [10 ], conforme
sera mostrado a seguir.

As equagoles apresentadas por Biot podem ser reduzidas a

expressao seguinte

Onde H € um parametro fisico, que relaciona a deformacao
volumétrica com a variacdo da pressao de poros sob carregamento
constante. Entdao, somando e subtraindo o produto pa”, de modo
conveniente e, apds algumas manipulagées algébricas, chega-se a

equagao 2.3.06, como detalhado abaixo.

2G v
r + -—
(Ukk+3p)aij 3H péij (1 1+v

1%
2Ge, =0/ + P8 - —iz )P3
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ZGe” = U'J + pan - 1iv (o’ +3pjs .+ ?E pa‘J = héé—pau
2(3@1J = cr"J + pé1J = 1:v (c{kﬁipjéu +
+ 2? ( i - i )PS5, (2.3.06)

Esta € a equagao usada por Rice e Cleary [19]. Onde v é o
médulo de Poisson do material gquando deformado em condicées
drenadas (pressao de poros constante), G € o modulo de rigidez e K

€ o modulo de deformagao volumeétrica drenado. E conveniente

lembrar que a;j € a tensao total e que [2,10,19].

_ 2G(1+v)
©3(1-zv)

1/K = 1/K-1/H

Esta ultima relagao € obtida a partir da equacdo 2.3.06,
bastando aplica-la a um teste ndoc drenado, situacao em que se tem:

0f = -p's, P =p’ p'/e = -K

O parédmetro K é o mdédulo de deformacao volumétrica
u
drenado.

nao

Entdo, o ultimo termo da 2.3.06 fica sendo

26 1 1, _ 1-2v 1
3 '"H K 1+v H

) = —_(1-21)K
(1+v)K
u

=i

A pressao de poros e a tensadao confinante relacionam-se

I1-15



atraves da exprecssao

R = P
B = ——F
ar. /3
Kk’
A constante B é o coeficiente de Skempton, que pode ser
obtido em um teste nado drenado, relacionando-se a pressao
nos poros com &a tensao total hidrostatica confinante.

Substituindo-se na equacao 2.3.06

- ’ s ’ S 4 o’ By o'
2Ge” Gﬂ; ngkéu/3 1+v kkaﬁ + 1+v kkaﬁ

(1-20)K . _,
(1+V)KUBJkk6ij/3

2Ge,. = 0!, - [8/3

1% By | (1-2v)KB i
1) 1)

TR F T (1+v) 3K | kk ij

3V+B(1—2V)(1-K/KJ

- r — ’
2Geij aij 3(1+v) gkkai

i
A conhecida equacao elastica é
i TR ]
Entdo, se pode definir um novo parémetro, Vo tal que

3v+B(1-2v) (1-K/K ) 7,
3(1+v) T 1tv

3v+B(1-2v) (1-K/K )
B = 3-B(1-2v) (1-K/K )
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Este novo parametro e o modulo de Poisson nao drenado,

gue sera abordado oportunamente.
Durante um ensaio drenado, a variagao de massa, m, do
fluido nos poros, por unidade de volume de material, é€ dada,

aproximadamente, por

m-m = dm = vdp + pdy
Isto porque
m = pv
Assim sendo
m-m = (p-py)Vv, + p,(V-V )

A variagao exata é

n=m = v = v
0 e pDO

Esta variagdo de massa também é dada por [19]
! = o ’
m-m, pe%p/Kf + pa(l/K 1/Ku)(akk+3p)/3 +
- pa%p/Ku (2:3.97)

Onde

K, = -p/e = pp/(P-pP,)

€ o modulo de deformagac volumétrica do fluido, m é a massa de
fluido por unidade de volume, v é o fragdo volumétrica aparente de

fluido e Ku ¢ o modulo de deformagac volumétrica nao drenado.

sendo S1 a saturacgao de fluido
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moe v, sao as grandezas acima em determinado estado de

referéncia.

A equagao 2.3.06 pode se retrabalhada do seguinte modo

v
ij ij i 1+v

i .
(Ukk+3p)6” +

26, 1 _ 1. .
3 RTROIPS,

e sl _ v , _ 3 _  (1-2v)K
2Gen g * péu 1+v Ckkij 1+vp5u (1+v)K ij
u
Da definigao do modulo de Poisson ndo drenado, v
tem-se
(1-2v)K  _ 3 [ 3v+@1-201)B _ Y4
(1+v)Ku B 3(1+v) 1+vu
Entao
2Ge,. = 0! + pé§,. - —0o0' S8 - 3¥ psé.. +
ij j ij 1+v kk ij 1+v ij
3 [3v+(a-2v)B "y ]
B 3(1+v) 1+vu P ij
26e = of - v rs o+ |1- 3v 3v+(1-2v)B + 3Vu s
ij iij 1+v " kk ij 1+v B(1l+v) B(1+vu) P ij
” 3(vu-v)
e ’ s ’
2Ge” %tg "T?i_okkau * B(1+v) (1+v ) pén (2-3.08)

O mesmo pode ser feito com a equagaoc 2.3.07, repetida
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abaixo
-—TT — -_— ’ - -
m-m, = pV P/K + p (1/K=1/K) (0] +3p)/3 - p Vv, P/K
Agrupando termos obtem-se
m-m = pp(V /K-V /K ) + p (1/K-1/K ) (¢! +3p)/3

Usando convenientemente a relacao (1/K-1/Ku) tem-se

v /K +1/K-1/K -V /K -1/K+1/K_
Vil By = WA R, = T/K-1/K_ (1/X=1/K))

v, /K +1/K-1/K -V /K
= T/R=T/K -1| (1/K-1/K )

(1/B-1) (1/K-1/K )

Esta ultima igualdade pode ser provada do seguinte modo.
Da equagao 2.3.07, para Am=0 (teste nao drenado),
obtém-se uma expressao para o parametro B, ou seja

pv,p/K + p (1/K-1/K ) (0 +3p)/3 - pVP/K =0

P(V/K+1/K-1/K -V /K ) = -(1/K-1/K )0! /3
o 1/K-1/K_
o, /3 - v /K +1/K-1/K -V /K_ B
1/K-1/K
B _ u

e
v /K +I/K-1/K -V _/K_

u
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Voltando

v /K, = v /K = (1/B-1) (1/K-1/K )

m-m; = p.p(1/B-1) (1/K-1/K ) + p (1/K-1/K ) (0 +3p)/3

P, (1/K-1/K)o . /3 + p (1/K-1/K ) (3p+3p/B-3p)/3

I

p,(1/K-1/K ) (¢! +3p/B)/3

Da definigao do mdédulo de Poisson nac drenado obtém-se
uma expressao para (l/K—l/Ku}, ou seja

1/K - 1/K = (1-K/K ) /K
1 3vu(1+v) 1
(L/R=1/K) = 5578 10 b
u

Sabe-se que [3]

_  2G(1+v)
K= —3n=2v)
Entao
9 (v -v)
(L/R=1/K ) = v

2G(1+v) (1+V ) B

Obtem-se, finalmente, a expressdo da variacdo de massa

por unidade de volume total, que é a equagao 2.3.09

3p, (v —V)
m-m_ =

0 2GB(l+v)(1+vu)(U:k+3p/B) (2.3.09)

Observe-se gque nas equag¢gdes 2.3.08 e 2.3.09 necessita-se

de apenas duas constantes elasticas, G e v, e de duas constantes
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poroelasticas, v e B.
u

4 equagao 2.3.08 pode se manuseada de modo a explicitar
as tensoes, como se fara a seguir.

" 3(vu—v)
-3 _ ' — !
2Ge,. = 01, 145 Zeiliy * B(T+v) (1+v ) P,

o 3(vu-v)
= + —v0 -
(ij 2“eu 1+v kkaﬁ B(1+VJ(1+VU) péu
Para 1 = j , fica-se com
3 9(v -v)
6’ = 268 + 22 gt = - p
k k 1+v 7 kk B(l+v)(l+vu)

— 1+_V|'2Ge— 9(VU—V) J
1-2v B(I+) (1+v) P

Entéao

i 9(vu—v)
! — " e -
aij 2Ge” + 150 2Ge B(1+V)(1+Vu) P aij +

3(vu-v)
B(1+V)(1+Vu) pau

2Gv _ 9(vu-v)v
1-2v ij B(1+v)(l+vu)(l-2v)

o’ = 2Ge.  + +
1) 1)
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E(vu—v)
TTB(T) (1) o

3(v -v)

: u <

5 T “%% T TImzw °% T TB(I-2v) (1#v) PU
[¥]

Comparando-se com a equagao 2.3.03, vé-se que

3(vu—v)
B(l-2v)(l+vd

O coeficiente a é o pardmetro porocelastico de Biot

(2.3.10Q)

A equagdo 2.3.09 também pode ser manuseada de modo que

pressao p fique explicita. Assim

3p, (v -V) ,
MMy = T2GB(1+v) (14V) (y TAR/B)
3(vu-v)
¢ = (mm)/Py = SEB(TI (Tv) Tk PP/B)

Introduzindo-se a equagao 2.3.10, para i = j

3(VU—V) T 9(vu—v)
e 2GB(1+v) (1+v) | 1-2v 2Ge- B(170) (197) p|+3p/B
3(vu—v) 27(Vu—v)2
€= = e -
B(1+v ) (1-2v) 2GB% (1+v) (1+v ) (1-2v)

9 (v -v)

2GB® (1+4V) (1+v )
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3(v -v) 27 (v —v}z—g(vl—r)(1+vu)(1-2v)
&= = - - = P
Bidare, H =) 235° (1+v) (14v ) * (1-2v)
3(vu-v} o 9(1U—v;(3wu—3v—1+2v—vu+2vvu) 5
B(1+v ) (1=2v) 2:5‘(1+L){1+vu)2(1—2v)
3(v -v) S(v -v)(2v -1)
u s u u -
Bi(L+y L) Llary 26B% (141 )2 (1-2v)
2GB(1+v ) 2G6B% (1-2v) (1+v )°
- - u
B = 3(1-2v) © Y Tew oy (1mav ) ¢ (253, 11)
u u u
Comparando a equacg¢do 2.3.11 com a 2° das equagdoes 2.3.05

conclui-se que

M =

2GBZ(1—2v)(1+Vu)2

S(v,

-v)(l—2vu)

M é o inverso do coeficiente de estocagem [63].

Observe-se que para componentes incompressiveis tem-se os

os valores abaixo

As equagobes 2.3.10 e 2.

Detournay[20]. Como ja foi visto B € a relagdo entre a presséao

B=1
M=o
= e
3.11 sado as usadas por Cheng e
de
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poros induzida iniclal e a variagdo da pressac de confinamento er
condigdes nao drenadas. Esta constante ¢ chamada de coeficiente de
Skempton[21].

A equagac Z.3.11 mostra gue a pressdo nos poros depende
tanto da deforragao do solido como da variagcdo do conteudo de
fluido, C.

97

as equagbes 2.3.10 e 2.3.11 mostra que
. - ] . ' ' + .
ara as condigodes 1nicilails, t=0 instante em que (=0, o excesso
' gq !
de pressaoc de pcros € dado por

= - ’
P Bakk/B

Em um tempo muito grande, ja com todo o excesso de

pressao nos poros dissipado, a equacgdo 2.3.11 fornece

{ = ae (2:3:12)
A equagao 2.3.11 pode ser escrita do seguinte modo

2G (1+v ) 2G(1+v ) (1-2v) (1+v ) B

P= "3y ¢ " 3@ ¢ T

Colocandc em evidéncia os termos comuns

2G(1+vu) (l-2v)(1+vu)B

PO P e s s
P 3(1-2v) o|7¢ * 3(v_-v) ¢

Como ja foi mostrado

(1-2v) (1+v )B
3(v_ V)

= 1/«

Entéo

2G(1+vu)
p = __gTT:§F:T—B(-e +C /@)

A variagao de pressao € nula em um teste drenado, ou em

qualquer fendmeno poroelastico apos um longo tempo [20,24]. Assim
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enao

in

a eguacao anterior gera a

eguagao 2.Z%.1

2G(1+v )
= —_.._.—U.___ —_—g 4+ fe
0 3(1=2v ) B(-e +{/a)
U
x = (/e
As equagbes governantes adicionais para completar a

teorla da poroelasticidade sd@o as seguintes[20]:

Equagao de equilibrio

0! 4+ F =0 (2.3.13)
Lei de Darcy

q, = -k(p -f) (2.3.14)
Equagao da continuidade

Fta, =8 (2.3.15)

Nestas equagbes as novas variaveis sao as seguintes:

E-

1

Como se

equagdes 2.3.10,

- forga de corpo por unidade de volume de meio
poroso (sd6lido+fluido), na direcao i, em N/m3

- forga de corpo por unidade de volume de fluido,
na direcgao i,em N/m3

- vazao, na direcgao i, por unidade de

(m’/s) /m’

- coeficiente de permeabilidade, em m{/(Paxs)

area, em

- vazdo da fonte por unidade de volume, em
3 3
(m*/s)/m

Vé os processos poroeldasticos sdo descritos pelas
2.3.1%, 2.3.13, 2.3:14; e 2.3.15 .

Cinco constantes do material sao necessarias [24]:

Duas constantes elasticas,

Duas constantes poroelasticas, v

GC e v

e B( ou «a)

L=

Uma constante relacionada com o fluxo, k
Estas equagdes podem ser combinadas [20] obtendo-se, em
de p, uma eguagao elastica com um termo de

fungao de u_e
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acoplamento para o fluldo, que sera obtida mais tarde.

GV U.E + W’e_ = 0p = 'F_ (2.3-16)

e em uma equagac de difusao com um termo de acoplamentoc para o

so6lido. Esta equagdo sera deduzida mais tarde.

2

) 2kGB? (1-2v) (1+v ) 2GB(1+v )
ap _ u v’p = - u Lﬂ_§_+
at 9(vu-v)(l—2vu) 3(1—2vu) ét
2682(1—2v){1+vu)2
* S(v_-v) (1-2v_) (B-KE, ) (2.3.17)

Ha, também, uma equagaoc de difusao de massa nac acoplada
para a variavel (:

. , KB(1+V )
T-CVC = 3(1"1)1-1) F _+ B8 - kf_ (2.3.18)

i, i 1,1

Onde

2kGBz(1—V)(1+Vu)2
c = 5oy (1) (3.3, 16)

c é o coeficiente generalizado de consoclidagdo [19].
Este coeficiente tambem é conhecido como coeficiente de

difusao.

Observe-se que, para forgas de corpo despreziveis e
auséncia de fontes (B=0), tem-se

8 . B _
2 -~ =0

Esta equagdo € do mesmo tipo da equagao 2.2.28.
A equagdo 2.3.16 é deduzida do seguinte modo.
o’ = =F

Vi i
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o’ = 2Ge - = -
Ll Vi, # 1-2v ,561; ap,Jéu I:\1
u +U
i 2GV
r — c Vg Iy _ .
e [ 2 p Toip g - P F,
= Gu, ..+ Gu, .+ ..... = =-F
Trll Ji) 1
2
=G6GVu. +Ge _ + ..... = -F
i o1 i
_ 2 G _
B GVL}_I ¥ 1=2i2 e,1 ap"l B F1

A equagdo 2.3.17 é deduzida do seguinte modo.

Derivando-se (2.3.11), em relagao ao tempo, t,

2GB(1+v ) 26B% (1-2v) (1+v )2
ap = - u o -+ u '
3t 3(1-2v ) <, 9w V) (1-2v_) ¢

Das equagdes 2.3.14 e 2.3.15 obtém-se [20]

Ca™B~ g =B+ k(p'” - £ .)

st 1l ii 159

2GB(1+v ) 26B2 (1-2v) (1+v )?
ut N u B + k _
3(1-2v) ¢ 5(v_-v) (1-2v ) R i

2kGB% (1-2v) (1+v )2 2GB(1+V )
u vE u

P~ = - P = = — e
)t (v ~v) (1-2v ) 3(1-2v ) it

+
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26B% (1-2v) (1+v )°? |
Sw vy (1-2v ) (P 7 My

A equagao 2.3.18 é deduzida do seguinte modo.

Eo=8 =@ ~B* Kip,—& ]

Porém, das equagodes 2.3.11 e 2.3.16

2GB(1+V ) 2G6B2 (1-2v) (1+v )2
Pii=7vp-=- U_wv*s 4 v veC
‘ 3(1-2v ) S(v -v) (1-2v )
uJ u u
(axp ) - avzp = GVu + & = + F
P 1,1 1-2v g i 1,1
2G(1-v) 2
1=2} R Fi“
Pois
u = e e = Ve
Tyl 21
Assim
2. _ 2 _ 1-2v .
Ve = (aVp fhﬂ—ﬁﬁﬁ$r- Y
2 (1-2v) 2GB(1+VU) (1-2v) 2GB(1+VU)
vP[l+ 2G(1-v)3(1-2V ) &l T T26(1-v)3(1-2v ) i T
(1-2v)2GB(1+v )3 (v -v) (1-2v)2GB(1+v )
vop|1+ J 2 = L -4
B 2G(1—v)3(1-2vu)B(1-2V)(1+vu) 2G(1—v)3(1—2vu} e

2GB2(1—2V)(1+VU)22

* S(v -v) (1-2v ) v
u u
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(1+v ) B 2GB? (1+v) (141 )?
u

B map 7T, (v _=») (1) Ve
. K(1l+v )
g .= s s ol + B - kf

P - S it o i

(9]

- 4 - 3
2.4 Coeficientes elasticos em meios porosos

Em meios porosos, as constantes elasticas sao de duas
espécies: drenadas e ndo drenadas[21-39].

As constantes ndo drenadas representam o comportamento
instantdneo do meio poroso e as drenadas, o comportamento apods
certo tempo.

As constantes drenadas s&o determinadas no chamado teste
drenado (revestido). Neste tipo de teste a amostra é envolvida por
uma capsula plastica impermeavel fina e submetida a uma pressao
externa. Para garantir que a pressdo nos poros permanecga
constante, o interior da capsula comunica-se com a atmosfera
através de um tubo fino.

As constantes ndo drenadas sdo determinadas no chamado
teste nao drenado (nédo revestido). Neste tipo de teste a amostra é
imersa em um fluido ao qual é aplicada uma pressao p. Apdés a
pressao se ter difundido completamente pelos poros se efetuam as
medigdes. Neste teste ndo ha variacdo de massa do fluido nos
poros. Neste caso a pressdo confinante age tanto na parte sodlida,
(1-¢), como na parte fluida ,¢, das superficies externas da
amostra

Como ja se viu (2.3.02)

.. = 2Ne + RAed.  + Qed .
1) 1) ] 1)
0 = Qe + Rr (2.4.01)
onde, como se sabe, o, € a tensao na parte sdélida e o
na parte fluida, conforme as equacdes 2.2.04 e 2.3.02.

E necessario, de alguma maneira, determinar as constantes

A, N, Q e R para que se possa aplicar as equagdées 2.4.01 na
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pratica. Talvez a maneilra mais conveniente seja uma combinacao das
determinagces do modulo de rigidez G, dos modulos volumétricos K €
Ku, da porosidade ¢ e de um coeficiente que reflita o conteudo de
fluido naoc confinado ,7 [22] .

O modulo volumétrico K € também conhecide como mdédulo
revestido ou médulo drenado e o mdédulo Ku, como modulo néo
revestido ou modulo nao drenado. O mdédulo K € aquele determinado
com O meio poroso sem pressao, ou com pressao constante, nos
poros.

Comparando-se as equag¢des 2.4.01 com a lei de Hooke para

meios continuos([3] vé-se que a constante N equivale ao mdédulo de
rigidez G, ou seja

N =G (2.4.02)

como ja& foi visto.
Em um teste de compressibilidade drenado, sob uma pressao

externa p’, a dilatagao, e, da amostra é medida e determina-se o
modulo volumeétrico drenado K

R = B (2.4.03)

Neste teste toda a pressdo do fluido confinante é aplicada
a parte solida das faces da amostra. Entao

= =N’ —
U” P 1 J
o =20
- TR =
eu 3K 1 J

Das equagdes 2.4.01

O ™ 2Neii + 3Ae + 3Qc¢

0 = Qe + Re

Ou seja,

=3p’ = 2Ne + 3Ae + 3Q(-Qe/R)
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-2Np‘/K - 3Ap’/K + 3Q°p’/ (KR)

o
It

2N/3 + A - Q/R (2:4.04)

Na equagdo acima a gquantidade A-Q/R® é equivalente ao
coeficiente de Lamé, A, do meio poroso em condicdes de
constante nos poros (drenado).

pressao

No teste de compressibilidade nao revestido(néao drenado) ,
com uma pressdao de poros p, mede-se a dilatacio e
médulo ku.

calcula-se o

K = —J;— (2.4.05)
Tem-se, entéao
T = “(l-¢)P5H
o = —-¢p
Sy ;E 5n

u

Das equagbes 2.4.01, usando a equacdo 2.4.04

G“ = 2Ne + 3RAe + 3Q¢
LI 2Ne + 3RAe + 3Q(0-Qe)/R

o = (2N + 3A - 30°/R)e + 3Q0/R

-3(1-¢)p -(2N+3A+3Q2/R)p/Ku - 30¢p/R

Yo (2N/3+A~Q2/R)/Ku + Q¢/R
1 = K/K + ¢(Q/R+1) ..

1-K/K_ = ¢(Q+R)/R (2.4.06)

IT—33



O intervalo de variacao de K e
V]

K=K ==

u

O limite superior ocorre quando os constituintes sao
incompressiveis e o inferior, quando o fluido nos poros é
altamente compressivel.

O modulo de deformagao volumétrica do fluido, Kf, € dado
por

=
I

¢ = ~p/e = pp/(pP-p,)

Em um teste drenado, o volume de 4&gua por unidade de

volume que sai da amostra € dado por

C = ¢(e-g)

que é a variacao de volume poroso, considerando-se a porosidade
constante.

Colocando-se ¢ = 0 na ultima das equagdes 2.4.01 tem-se

0 = Qe + Re

e - = e + Qe/R (O0+R)e/R R

I

¢(e-g)/e = ¢(Q+R)/R

I
R

(2.4.07)

Como se conhece ¢, e e {, obtem-se assim o valor de
(Q+R) /R

E necessaria alguma medigdo que envolva a deformagao do
fluido. Considere-se o volume de fluido que entra nos poros por
unidade de volume de meio poroso, ¢(e-£), em um teste nao drenado.
Considerando-se a porosidade constante, define-se um parametro que
reflita a variacao da quantidade de fluido contido com a variacao

de pressao, 7, pela expressao

7 = ¢(e-e)/p = {/p (2.4.08)

Entao
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e =e - yp/¢
= ~(/K+y/¢)p (2.4.09)
Novamente, usando-se as equagdes 2.4.01

c = Qe + Rg

-¢p = -Qp/Ku - R(l/Kq+?/¢)p

¢ = Q/K + R/K + Ry/¢ (2.4.10)

Um meétodo de se determinar o coeficiente y é descrito
detalhadamente em [22].

Resumindo o que ja se viu, até aqui, tem-se das equagodes
2.4.02, 2.4.04, 2.4.06 e 2.4.08

N =g
K = 2N/3 + A - Q%R
1 - K/K = ¢(Q+R)/R

¢ = Q/K + R/K + Ry/¢

Este sistema pode ser resolvido para obter-se N, 2, Q eR
em fungao dos coeficientes medidos K, ﬁ” ¢, ¥. e G.

Ou seja

N =G

YK+¢°+ (1-2¢) (1-K/K )
A = : - - 2G/3
7+1/K_-K/K’

¢(1-¢—foh; (2.4.:11)

¥+1/K -K/K°
u u

TE=33



¢2

7+1/K -K/K°
u u

Todas as grandezas nas equagoes 2.4.11, com excecao de 3
e de ¢, tém dimensac de tensao (pressao). O coeficiente 7 ten
dimensdo de inverso de tensao (pressao) e ¢ é adimensional.

Observe-se gue, em um teste drenado, p = 0, as equacées
2.3.04 dao

o = /e (2.4.12)

@ pode ser visto como a razdo entre a variagao de volume
poroso e a dilatagdo, em um teste drenado.

Ainda com a pressao externa pP’, porém em um teste drenado
(revestido), tem-se

’ =
1] ij
e = -p’/K
Usando-se as equagdes 2.3.04, para i = j
o/ = 2Ge.. + 32e
1 1M
-3p’ = (2G+3A)e
= =(2G+3A)p’/K ..
K = 2G/3 + A
A relagao acima pode ser deduzida a partir da equagao
2.4.04, comparando-se com a relacao elastica entre K, G e a.

No caso de um teste nado drenado ocorre o seguinte

g = -pT8

14 1]
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e = —p'/Hh
Para i = j, tem-se, de 2.3.04
UH + Jap' = 2Ge“ + 3Ae
-3p’ + 3ap’ = 2Ge“ + 3Ae

P’ (1-«a) = (2G/3+4) (-p’/K )

1-a = K/K

u

o =1 - K/K_ (2.4.13)

Esta expressdoc também pode ser obtida a partir da equacgao

2.4.06.
O que mostra novamente que
a = ¢(Q+R) /R
A interpretacdo fisica da equagao 2.4.13 é diferente
daquela dada pela equagdo 2.4.12. Elas fornecem o mesmo valor

devido a simetria dos coeficientes das equagdes 2.3.04 o que, por
sua vez, € conseguéncia da hipdtese de haver uma energia potencial
elastica para o sistema solido-fluido (15,16]«

O coeficiente M, que aparece nas equagodes 2.3.04 e
2.3.05, pode ser determinado através de 7y em um teste nio drenado.

Das equagdes 2.3.05, 2.4.08, 2.4.11 e 2.4.13, tem-se

¢ =7’ =p’/M - ap’/K_ <.

M = L (2.4.14)

v+1/KU—K;K?

O parametro M € o inverso do coeficiente de estocagenmn.
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O uso das constantes G, A, o e M e rais convenliente nos
casos em gue as forgas de corpo podem ser desprezadas, comoc ocorre
nas aplicacdes em engenharia de petrdleo. G e A sao obtidas
diretamente em laboratorio. Ja o e M sao calculadas pelas equacgbdes
2.4.13 e 2.4.14,

Em um teste nao drenado, Am = 0, obtem-se da eguacgao
2.3.0¢
- r
Ap Bﬁokk/3
Sendo, como ja foi visto
1/K - 1/Ku
B = — — (2.4.15)
vO/Kf+1/K l/Ku v'o/Ku

B € o coeficiente de Skempton[21]. Este coeficiente varia
de 1 (componentes incompressiveis) a 0 (fluido compressivel/gas).
O modulo de Poisson nao drenado, como ja foi visto,

esta relacionado com outros parédmetros elasticos através da
expressao abaixo

3v+B(1-2v) (1-K/K )
Yy T T37B(1-2v) (1-K/K ) (2.4.16)

O parametro v , médulo de Poisson ndo drenado, ou melhor,
u
obtido em um teste ndo drenado, tem o seguinte intervalo de
variacgao:

O limite superior ocorre quando os constituintes sao

incompressiveis e o inferior, quando o fluido nos poros é bastante
compressivel.

Em rochas, o valor de v varia de 0,15 a 0,45. A presenca
de fissuras aumenta o valor de v, e diminue o valor de v [26].

Como se vé, e mais pratico usar B e v , pois possuem uma
u
interpretacao fisica mais dbvia.

Comparando-se a equagao 2.3.10 com a eguagao 2.3.04 vé-se
que
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E(VU-U}
B(l—Zv)(l+vJ

Pois [2].
2G . 2G(1+v) : _ 20v
T & v Ty oo A E Ty

O coeficiente poroelasticc « € muito controverso [30]
depende tipo de problema em que ¢ aplicado.
Em problemas de mudangas de porosidade

a = 1.

Em problemas de deformacaoc volumétrica da parte soélida
@ = ¢

Em problemas de deformacdo volumétrica total

=1 = K/K
u

O coeficiente a é determinado em um teste drenado
calculado por

Pode, também, ser calculado por

o« =1 - K/K_

e

Os maximos de a, de B e de v, sdao simultdneamente

atingidos em casos nos quais os constituintes soélido e liquido sao

incompressiveis.

No caso de consolidagdo de solos granulares rasos

fluido é muito mais compressivel do que o sdlido, principalmente

Seé o ar preso nos poros for considerado. Neste caso tem-se [24]:

B = K_/ (K _+¢K) K = K/¢ + K o = 1

Um outro caso interessante é aquele em que se tem ur

fluido infinitamente compressivel(gas), ou seja, Kf=0. No caso «
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nac e afetado e, alem disto

B =20 K = K

O modelo acima €, matematicamente, equivalente a teoria
da termoelasticidade desacoplada. A pressao de poros € governada
por uma equagac de difusao homogénea e interage com o sélido como
uma férga de corpo através do coeficiente a. A deformagcdao do
s6lido nao gera pressao alguma e ¢é desacoplada da equagao da
pressao.

No caso de baixissima porosidade, ¢=0, o coeficiente B
nao € afetado e tem-se [30]

Neste caso, a pressdo de poros niao tem efeito algum na
deformagao do sélido, entretanto é gerado um campo de pressao nos
poros, governado por uma lei de difusdo, pois B = 0.

A dilatacao do meio poroso induzida por uma variacao da
pressao de poros e controlada pelo coeficiente de Biot, a, e pelo
coeficiente de deformagdo volumétrica drenado, K. O aumento de
pressao de poros devido a aplicagdo de uma pressido confinante em
condigdées nao drenadas € controlado pelo coeficiente de Skempton,
B.

As deformagdes sado sensiveis a velocidade de aplicacéao
do carregamento. Uma aplicagdo rapida ndo permite a dissipacdo da
pressdo de poros gerada e o meio poroso comporta-se mais
rigidamente. O maximo e o minimo desta rigidez correspondem acs
modulos volumétricos medidos em condigdes ndo drenadas e drenadas.

O coeficiente de difusédo é dado por [19)

2kGB? (1-v) (1+v )2
u

c = 5w (1) (2.4.17)

c e, também, conhecido como coeficiente generalizado de

consolidagao. Manipulando a equaGdo 2.4.17 obtém-se
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26(1-v) (l—2v)82(1+uu)2

¢ = ki—13% 9(1-v ) (v _-v) L 55 16)
U

O primeiro colchete da equacdo 2.4.18 representa o modulo
volumeétrico K para uma deformacgao unidimensional drenada.
Observe-se que, para constituintes incompressiveis, o segundo

colchete € unitéario, pois neste caso B =1 e v =0,5 [19].

Em rochas o coeficiente c varia de 10“ a 1,6 n’/s [26].

Observe-se que c tambem é expresso por

_k 4G+3K
CcC = _;E(Kh K)—Zaiﬁiz— (2.4.19)

A deformagdo de espago poroso é considerada na definigao
do coeficiente de consolidagdo ¢, por esta razao ele €& bem mais
baixo do que aquéle usado em engenharia de reservatoérios [38].

O coeficiente de difusdo, c, controla a velocidade de
difusdo do fluido no meio poroso.

O coeficiente de permeabilidade, ou constante de Darcy, é
a relacao entre a permeabilidade do meio poroso k’ e a viscosidade
4 do fluido néle existente. A permeabilidade de rochas
petroliferas varia de 10 ''m° a 3.10 '2n%, o gue equivale a uma
variacao de 1uD a 3D (1 microDarcy a 3 Darcy), gue € unidade mais
popular. Quanto a viscosidade do fluido pode se dizer que varia de
fragdes de Paxs (gases) a alguns Paxs (6leos pesados). A unidade
mais conhecida de viscosidade é o centipoise, que é equivalente a
10 *Paxs. Este coeficiente também é conhecido como coeficiente de
mobilidade.

O coeficiente m, que aparece emnm algumas equagodoes da
poroelasticidade, €& definido por [26.38]:

3(Vu_v) a(1-2v)

2B(1+v ) (1-v)  2(1-v)

Este coeficiente varia de 0 a 0,5. O 1limite inferijor
corresponde a materiais de baixissima porosidade, pois neste caso

K e K tendem ao mesmo valor e, conseguentemente, a« tende a 0. O
u
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coeficiente 1 reflete o efeito conjuntc da deformagdao e da
difusao. O valor de m in situ pode ser berm raior do gue o medido
em laboratorio, principalmente em rochas de baixa porosidade [26].

Observe-se que e este coeficiente & funcao apenas de a e
de v, ficando assim claro que éle & ura propriedade do meio

1

1
]

porosc, apenas.
Alguns autores definem o coeficiente 7 pela expressao

abaixo [26]
n = (l—v)/(l-vJ

O coeficiente m, assim definido, varia de 1,10 a 1,25
para as condigodoes de campo.
As constantes K, v e G jd sdo conhecidas da elasticidade

e sao medidas em testes drenados.
2.5 Resumo

Neste capitulo foi feito um breve histérico da teoria
poroelastica.

Apresentou-se, com detalhes, a formulacdo matematica da
teoria poroelastica de Biot. Outras formulacées poroeléasticas
também foram mostradas e analisadas. A formulacdo apresentada por
Rice e Cleary foi enfatizada, pois € a usada neste trabalho.

Os coeficientes elasticos (E, v, G, K, A) e poroelasticos
(B, ¢, «, 7, &, m, K, K,
variagao de cada coeficiente foi apresentado, bem como as relacdes

%, vu) foram definidos. 0O intervalo de

entre eles.
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CAPITULO 3
HéTODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

, Fa . - .
3.1 Metodos numericos em mecanica do continuo

A maioria dos rétodos numéricos partem do principic de
que € possivel deduzir algumas equagdes e relagdes que descrevam
com precisdo o comportamento de uma parte infinitesimal de ur
corpo. Dividindo-se o corpo em um grande numero destas pequenas
partes e usando-se relagdes que as unam €& possivel prever, com
alguma precisdo, o comportamento do corpo como um todo. Quanto
menor o tamanho destas pequenas partes mais precisa ¢é a solucao
numérica e maior o custo de computagdo. Apenas a experiéncia na
solugao de certo problema pode dizer o quao pequenas devam ser
estas partes para uma determinada precisdo da solucéo.

Na mecanica do continuo os métodos numéricos mais usados
sdao o método das diferengas finitas (MDF), o método dos elementos
finitos (MEF) e o método dos elementos de contorno (MEC) .

No MDF as derivadas nas equagbes diferenciais parciais
que governam o problema sdo substituidas por diferencas finitas.
Em um dominio bidimensional, este é subdividido em um conjunto de
células e uma aproximagdo diferencial é aplicada em cada ponto do
interior. O sistema de eguagbes algébricas lineares resultante
fornece uma solucado unica, desde que se conheca as condigdoes de
contorno. Ndao funciona bem em geometrias irregulares e em
problemas onde as variaveis mudam rapidamente, como em problemas
de concentragdes de tensdes. O MDF € muito popular em problemas de
fluxo de fluidos e em problemas de transmissdo de calor.

No MEF, todo o dominio ¢é subdividido em elementos
finitos. Em cada elemento o comportamento €& descrito pelas
equagbes diferenciais que descrevem o problema. Todos estes
elementos sdo acoplados e condigées de equilibrio e de
continuidade sdo impostas entre elementos vizinhos. 0 sistema de
equaglbes algébricas lineares global gerado fornece uma solugéao
unica, que satisfaz as condicées de contorno impostas. O MEF
funciona bem em geometrias complexas e/ou em problemas onde
ocorram variagdes rapidas nas variaveis fisicas que descrevem o

meio em gquestao.
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O MEC sera descrito mais detalhadamente, pois € o método
nuriérico usado neste trabalho.

3.2 Historico do MEC

Apesar de ja ser conhecido ha algum tempo [40] o
€todo dos elementos de contorno comecou a ser nmais amplamente
usado na decada de 60. Em 1963 foi publicado o, Jja& classico,
artigo de Jawson, [41]. Nele, as equagdes integrais de potencial
bidimensional governadas pela equagao de Laplace foram
discretizadas usando elementos retos sobre os quais as fungdes
potenciais eram consideradas constantes. Os elementos eram
descritos em termos de pontos nodais e as integragées numéricas
eram feitas pela regra de Simpson.

O primeiro artigo a usar o método direto foi o de Rizzo
em 1567 [42] . Este artigo foi o primeiro a usar a analogia entre
a teoria do potencial e a teoria da elasticidade classica e a
vislumbrar uma solucgdo numérica para 0o problema. Foram usados
elementos retos para discretizar o contorno sobre os guais as
fungbes eram consideradas constantes. As integragdes foram feitas
pela regra de Simpson.

A utilizagdo do MEC direto para problemas tridimensionais
foi feita por Cruse [43,44] em 1969. Em trabalhos posteriores
[45,46], Cruse sofisticou um pouco mais, utilizando uma variacgao
linear sobre os elementos.

Posteriormente o MEC foi usado na solucdo de problemas
elastodindmicos , de problemas elastoplasticos, na teoria de
fraturas, em meios ndo homogéneos, em meios nao isotrdépicos, etc..
Estes trabalhos foram muito importantes, pois eles fundamentaram

firmemente o MEC como uma técnica numérica poderosa e precisa.
3.3 0 método dos elementos de contorno

No MEC, as equagdes diferenciais que governam o problema
sdo transformadas em identidades integrais aplicaveis no contorno.
Estas integrais sdo numericamente avaliadas no contorno, o qual
foi antes subdividido em pequenos segmentos (elementos de
contorno). Ac se introduzir as condigdes de contorno, obtem-se um

sistema de equagdes algébricas lineares, cuja solugdo, unica, ¢
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possivel de ser obtida.

O MEC fornece bons resultados em geometrias complexas e

modela bem regides onde as variaveis de campo variam rapida e

fortemente,

com resultados melhores do qgue os fornecidos pelo MEF.

A formulagdo do MEC segue basicamente os passos abaixo:

a'

Obtem-se as equagdes diferenciais gque governam o
problema. No caso da elasticidade, as equacgoes de
Navier:;

Obtem-se as solucdes fundamentais (apéndice E) para as
equagoes diferenciais. Elas sao consequéncia de uma
forca de corpo instantdnea e puntual, especificada
comoc um delta de Dirac, em um dominio considerado
infinito sem consideracdo de quaisquer condigdes de
contorno;

Usa-se o teorema de Betti, ocu alguma extensao dele,
(apéndice C). Este teorema diz que, no caso da
elasticidade, se dois estados de tensao (a) e (b)
existem e satisfazem as condicées de equilibrio, entéao
o trabalho feito pelas forcas do sistema (a) sobre os
deslocamentos do sistema (b) € igual ao trabalho feito
pelas forgas do sistema (b) nos deslocamentos do

sistema (a).

b
z thfm . Z F<>uu)

P P P P
p P

onde p é um ponto qualguer onde esta aplicada a forca
F. Escolhido o sistema(a) como aquele das solucgoes
fundamentais (conhecido) e o sistema (b) como aguele
das incognitas obtem-se uma equagao integral na qual
se relacionam forgas e deslocamentos [40,49,58];

O contorno € dividido em segmentos (elementos). Fatores
de forma sdo usados para descrever a geometria e as
varidveis sobre cada elemento. Estes fatores de forma
podem ser constantes, lineares, quadraticos, etc..
A integragado é, em geral, feita numericamente, usando
quadratura de Gauss (apéndice E), pois a integracao
analitica é complexa e nem sempre possivel.

Forma-se um sistema de N equagdes repetindo o processo
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de integragao com o ponto de colocacao cada vez er
cada um dos elementos. Inicia-se o sistema com o ponto
de colocagao no ponto 1 o que da apenas um conjunto de
eguacoes relacionando todas as variaveis no contorno.
A seguir o ponto de colocacao é posto no segundo pontc
gerando outro conjunto de equagdes e assim por diante
ate o enesimo ponto obtendo-se assim os N conjuntos de
equagdes. No caso da elasticidade, com variaveis vetor
tensaoc t e deslocamento u o sistema de equagdes obtidc

tem a forma abaixo

[(A]J[u] = [B][t]

Aplica-se as condigdes de contorno. Reorganiza-se o
sistema de tal forma que variaveis conhecidas fiquen

a direita e as incégnitas, & esquerda, obtendo-se

[A*][x] = [B"][y] = [C]

Soluciona-se o sistema global de equagoes usando-se
algum metodo numérico [47,48];

Conhecendo-se os valores no contorno, calculam-se os
valores no dominio, usando a identidade de Somigliana,
apéndice E

3.4 Vantagens e desvantagens do MEC

O MEC apresenta algumas vantagens em relacao o MEF, e

naturalmente certas desvantagens.

As
1.

vantagens mais importantes sdoc as seguintes:

Redugao em um grau na ordem da discretizacao
necessaria ;

Possibilidade de tratamento de dominios ilimitados, a
partir da discretizagdo de contornos limitados;
Preparagao de dados mais facil;

Maior precisdo onde ha variacdo brusca das variaveis
de campo:

Necessidade de memdéria menor para armazenamento de
dados;

Facilmente aplicdvel a materiais eléasticos
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1. Uso de uma matematica ndo popular na engernharia;
2. Em problemas nao lineares, geralmente, e preciso

modelar os pontos do dominio;

Considerando-se as vantagens e desvantagens relacionadas,

os seguintes pontos devem ser considerados em ura decisao entre o

uso do MEF ou do MEC na solugado de determinado problena:

- o MEC e melhor em problemas lineares, principalmente em
3D com variaveis de campo com fortes variagdes, como em
problemas de fratura e de contato;

- o MEC é muito recomendado para projetos preliminares
devido ao pouco tempo necessario para o modelamento;

- © MEF € mails conhecido e bem mais difundido na solugédo
de problemas nao lineares complexos;

- a matematica utilizada no MEF é mais familiar do que a
usada no MEC;

- 0s geradores de malhas para o MEF podem ser usados no

MEC, diretamente.
3.5 0 MEC em poroelasticidade

Em problemas poroelasticos o numero de variaveis é maior,
pois agora se tem a influéncia do fluido existente no espago
poroso.

Uma das matrizes é composta pelas integrais das solugodes
fundamentais do deslocamento e do fluxo ao longo dos elementos e
a outra contém as integrais das solug¢des fundamentais do vetor
tensao e da pressao. A primeira multiplica os valores do vetor
tensdo e da pressao no contorno . A segunda matriz multiplica os
valores dos deslocamentos e da vazao normal especifica no contorno.

As citadas solugdes fundamentais serdo apresentadas e
analisadas no proximo capitulo.

A montagem das matrizes e toda a estrutura do sistema é

mostrada pormenorizadamente no capitulo 5.
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CAPITULO 4

EQUACOES INTEGRAIS
4.1 Objetivo

As solugodes fundamentais utilizadas nesta tese sao as
apresentadas e usadas por Cheng e Detournay [20]. Todas as
equagdoes apresentadas nesta referéncia foram verificadas,
encontrando-se alguns pequenos erros de impressdo. As equagoes
integrais das tens6es e do fluxe nc dominio foram deduzidas
pormenorizadamente.

Todo este trabalho analitico € mostrado detalhadamente

neste capitulo.
4.2 Teorema da reciprocidade no campo de Laplace

Em um meio poroelastico, uma extensdao do teorema de Betti

no dominio do tempo, apéndice C, tem a seguinte forma [20]
o (xit)el (xit-t) + p(xit)C’ (xit-t) =

= a;j(x:t-t)e”(x;t) + P’ (Xrt=T)CE;t) (4.2.01)

onde as quantidades com e sem plicas descrevem dois estados
poroelasticos independentes existentes em dois tempos diferentes.

A integral

T
Joﬁ(x;t)e;j(x:t—r)dt = J”(x:t}*e;j(x:t)
0

€ uma convolugao e, como se sabe, a sua transformada de Laplace e

o produto das transformadas , ou seja
E[ou(x:t)*efj(x:t)] = 0. (x:s)e’ {¥3s)
i i1

O simbolo £ representa uma transformagdo para o espago de
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Laplace, * signitica una convolugac e ~ , uma transformada.

ando a equagao 4.2.01 em relacdo ao tempc e depois

transformando para o espaco de Laplace obtem-se

G, (Xis)&! (xis) + B(xis)T’ (xis) =

= 6! (xis)é (xis) + B’ (x:is)E(xis) (4.2.02)

que e a equagao 14 da referéncia 20.

Deduzir-se-a agora a equagao 15 da referéncia 20, que é o

teorema da reciprocidade generalizado.

As variaveis e grandezas, que serdo utilizadas ao longo

deste capitulo

o’
1]
ij

tE -

sdo as relacionadas abaixo

tensor tensdo total, em Pa

tensor tensao efetiva, em Pa

componente, na direcdo i, do

vetor tensdao t no contérno, em Pa
pressao nos poros, em Pa

tensor de deformacao do sdélido
dilatacao

variacao de conteudo de fluido, em rn3/m3
componente, na direcéao i, do

vetor deslocamento u do sélido, em m
componente, na direg¢ao i, do

vetor de deslocamento relativo U do fluido, em m
componente, na direcao i, da

forgca de corpo total F, em N/m3
componente, na diregdo i, da

forca de corpo f do fluido, em N/m3
vazao da fonte, em (m3/s)/m3

componente, na diregdo i, do
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vetor unitario n normal ao contorno
g. - componente, na direcdo i, do

vetor descarga especifica q, em (ms/s)/rn2
k - coeficiente de permeabilidade, em HF/(PaxS)

Estas grandezas se relacionam através das seguintes

expressoes:

t =o0’n. u = un
1 1) ) 11
e = (u +u. 2 e = u
ij ( 1,1 1,1)/ L, L
q = dn U =Un

Repete-se a seguir as equagdes basicas que serdo usadas.

Equagao de equilibrio, equacao 2.3.13

Lei de Darcy, equagao 2.3.14
q. = -k(P'i*fﬂ

1

Equagao da centinuidade, equacao 2.3.15

As relagdes seguintes sdao obtidas facilmente usando-se

relagdes entre integrais de contorno e de dominio (apéndice E).

Il
0
_.r".
.‘C.
0,
95}
4
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~
ey ]
c
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Jpren = [ Sheb-g, repan

o T Las L5 a0 - [ Laa
. JQSdeQ + JQSpCUdQ £Pa, a0

- i Tmee ~ 1- -
JQquhidQ __Lgqu%ds Insp,fhdn
q.
w [ Las 1 Tig - [ 13
< Isgpqu E JQS —'3 4o J.stiqidQ

Substituindo na equagdo 4.2.02, chega-se a equagaoc abaixo
Jii(x:S)ﬁ;(x:S)dS 4 J- F (xis)u’(xis)dQ + j éﬁ(%:S)B’(z;s)dQ +
s Q Q

* I éﬁ(x:s)C'(x:O)dQ - J?éﬁ(x:s)é’(x:s)ds -

; 9 (xis) 1. s
- [ 5 & isyan + | S8 xis)1q (xis)an -
0 Q

J'E;(x:s)ﬁi(x:s)ds + fQ??(x:s)ﬁi(x:s)dQ + Jnéﬁf(x;s)é(x:s)dﬂ +

4 Jﬂéﬁ'(x:s)C(x:O)dQ & Jiéﬁ'(x:S)d(z:s)dS +

(4.2.03)

s k 0

v G s, o )
- J E g (xis) aQ + J 121 (xis)q (xis)dQ
Q i

Reorganizando a eguagac 4.2.03 obtém-se a seguinte forma

para o teorema da reciprocidade (teorema de Betti, apéndice C)
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J [t (xrs)u’(xis) - E:(x:s]ﬁi(x;s)]ds +

T3

(xis)q’(xis) - p’(xis)q(x;s))ds +

|

vt sl (xis)dQ - F(xis)d (x:s)]aQ +
1. = - =
+ Iggffi&?s)qi'(l’?s) - B/ (xi5)q, (x:s))4q +
i = _ 5 -
- J siP(Xis)B’ (xis) - p’(xis)B(xis)]dQ +
Q
1 - . s
a J siP(xis)C/ (xi0) - p’(xis){(x:0)]dQ = 0 (4.2.04)
Q
A equagao 4.2.04 é a equagdo numero 15 do artigo de Cheng
et al [20], que € o teorema da reciprocidade generalizado.
4.3 Equagoes integrais do deslocamento e da pressao
Uma representagao integral, do tipo Somigliana (apéndice
E), para o componente ﬁj do deslocamento em um ponto qualquer do
dominio pode ser obtida a partir do teorema de Betti. Para isto
substitui-se as grandezas do estado primo (’), na equagao 4.2.04,
por aquelas consequentes de uma forga instantdnea puntual na
diregao j, aplicada em um ponto qualquer X, no interior do
dominio, com intensidade igual a 2m [20,40]:

F' = 2ns_ & (x-x)
1] 1)

O indice i indica a diregdo do componente da forgca F!
aplicada na diregao j.

Esta forga corresponde, no dominio do tempo, a

F:j = 2néva(x-x)8(t)
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Onde
6” - delta de Kronecker (apéndice E)
6 (x-x) = funcdo delta de Dirac (apéndice E)
Admite-se as seguintes condigodes:

As forgas de corpo no fluido nio sao consideradas.

f,=f::0

1

Ndo existem fontes.

B =5 =o

Nao ha variagdo do conteudo de fluido inicial, ou
seja, no instante 0' ndo existe desequilibrio algum

de pressao em qualquer ponto do meio poroso.
C=2¢" =0

A forga de corpo total, no estado ndo primo (),
desprezada.

e

Deste modo o teorema da reciprocidade, equagao 4.2.04, se
reduz a expressao abaixo

I [ii(x:s)ﬁ:j(x-x:s) - E:j(x—x:s)ﬁi(x;s)]ds +

1,*- - - -
- [21B(x:9)&] (x-x:8) - B (x-xi8)@(xis)1ds +
g
- J Zﬂaija(x-x)ﬁi(x:s)ds'z =0 (4.3.01)
Q
Segundo as propriedades da fung¢dc delta de Dirac tem-se

J 2n8U6(x-x)Gi(x:s)dQ = 2mu (%;s)
Q j

Entao
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- o

2nﬁj(x:s) = J [Ei(x:sj&ij(x—x:s) - til(z—x;s)ﬁi(x:s)]ds +

1 . - _— =
- J‘E[P(x:s)q (E=5618) = P, (x-xis)q(xis)]ds (4.3.02)
s
As grandezas envolvidas acima significam:
Ef = componente na diregdo i do vetor tensdo gerado por

1)

uma forga puntual instanténea em x na direcao j

-~

u . - componente na direcao i do vetor deslocamento

1)

gerado por uma forga puntual instantdnea em x

na direcgao j

-

pj - pressao de poros gerada por uma forca

puntual instantdnea em x na diregao j

-

q. - descarga especifica na diregdo da normal gerada
J

por uma forga puntual instantdnea em x na
diregéao j

As grandezas marcadas com * s3o as chamadas

solugoes

fundamentais, que serdo vistas nos proximos itens e que também sio

abordadas no apéndice E.

Do mesmo modo pode-se obter a representagdo integral para

a pressao de poros. Agora as grandezas do estado primo
aquelas consequentes de uma fonte puntual instantdnea um
qualquer no interior do dominio, cuja intensidade é 2m.

B’ = 2mé (x-x)

Agora as condigdes impostas sdo as segquintes:

(/) sao

ponto x

As forgas de corpo no fluido ndo sao consideradas.

A nao ha variagdo do conteudo de fluido inicial, ou
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forma:

seja, no instante 0  ndo existe desequilibrio algur

de pressao em gualguer ponto do meio poroso.

Assim sendo, agora a equagao 4.2.04 fica com a seguinte

[Ei(x;s)ﬁ:(x-x:s) - ﬁ:(x-x:s)ﬁi(x;s)]ds +

s

-~

[(P(xis)d (x-xis) - P (x-x:s)&(xis)1ds +

|
mle

+ éﬁ(z-X:S)2H6(x-X)dQ =0 [4.3.03)
Q

Conforme a fung¢dao delta de Dirac tem-se
J éﬁ(x-X:5)2n6(x—x)dQ = 2np(x:s)/s
Q

Substituindo em 4.3.03 obtem-se a equagao 4.3.04

-2mp(X;is) = j’S[Ek(XFSJﬁ:(X"X:S) - E:(x-x;s)ﬁi(x:s)}ds +

= J [P(xis)q (x-xis) - P (x-x:;s)d(xis)])ds (4.3.04)

Onde

t
I

componente na diregdo i do vetor tensdo gerado por

uma fonte puntual instantédnea em x

u. - componente na direcgéao i vetor deslocamento gerado
por uma fonte puntual instantdnea em x

ﬁ* - pressao de poros gerada por uma fonte puntual
instanténea em x

ﬁ* - descarga especifica na direcao da normal gerada

i1Vv-8 o A
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por uma fonte puntual instantanea er

As grandezas marcadas com * sdo as chanmadas solugodes
fundamentais, que serao vistas nos proximos itens e gue também sao
abordadas no apéndice E.

As equagodes 4.3.02 e 4.3.04 podem ser consideradas como
extensdes da identidade de Somigliana para poroelasticidade.

As equagOes 4.3.02 e 4.3.04 sao representagoées integrais
para as grandezas ﬁJ e p, respectivamente, para gqualquer ponto do
dominio, inclusive no contorno, em fungdo das condigdes de
contorno Ei, ﬁi, p e gq. Elas sdo o ponto de partida para toda a
formulagdo do MEC aplicado & poroelasticidade.

Observe-se que quando o ponto x coincide com o ponto x,
ou seja, quando a distancia r entre eles é 0, as solucdes
fundamentais sao singulares, o que exige um esquema especial para
as integragdes. O se faz € encapsular o ponto x com uma esfera de
raio infinitesimal € (3D), ou cerca-lo por um circulo de raio £ enm
2D, e tomar o limite da integral com £ tendendo a 0 [49]. Pode-se
assim provar que as equacgdes 4.3.02 e 4.3.04 , mesmo para esta
situagdo continuam com a mesma forma [20,40,49].

No MEC, o ponto interior x € deslocado para o contorno de
modo gque somente os parametros no contorno estdo presentes nas
equagdes integrais 4.3.02 e 4.3.04. As integrais que conténm
nucleos com singularidade forte devem ser vistas no sentido do
valor principal de Cauchy [20]. Entdo, as equacdes 4.3.02 e 4.3.04

ficam com as seguintes formas, respectivamente:

Cﬁj(x:s) = I [fi(x:s)ﬁ:j(x-x,'s) - t_::}(x—x:s)ﬁi(x:s)]ds +

g

= j%[ﬁ(z:s)c}}(x—ms} 2 f:'j' (x-x;s)q(x;:s)]ds (4.3.05)

-Cp(x;s) = JS[Ei(x:S)ﬁ:(x-x:SJ - f::(x—X:S)ﬁi(x:sJ]dS -

s

= J [P(x:s)q (x-%iS) - b (x-x:is)d(x;s)]dS (4.3.06)

Agora o coeficiente C ndo mais € igual a 2m como na
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equagdes 4.3.02 e 4.3.04, ele depende da forma geometrica do

W

contorno no ponto de colocacaoc x.

O coeficiente C € o &ngulo 8, dentro do dominio, cujo
vertice € o ponto X, expresso em radianos [20].

No interior do dominioc € ¢ igual a 2m.

Em um contorno suave, gue € o caso de discretizagao conm
elementos constantes, ele vale

Em pontos fora do dominio vale, logicamente, O.

E bom registrar que estes valores de C sdo validos para
solugoes fundamentais geradas por uma forgca instantanea puntual,
cuja intensidade € 2m. No caso de uma forga unitaria, por exemplo,
o coeficiente C seria igual ao &ngulo 6 dividido por 2mn. Esta

analise & abordada também no apéndice E.
4.4 Equagao integral das tensoes

A equacao 18 da referéncia 20 € a equagdo integral para
tensdes. Ela é obtida derivando a equagdo 4.3.02 em relacdo a x e
substituindo o resultado na equagado constitutiva, equacgao 2.3:10
repetida abaixo.

2Gy
’ - o GRS RS | _
et 2Ge“+ 1—2v5ue dpsn (4.4.01)

A equagao de equilibrio, equagdo 2.3.13, a lei de Darcy,
equagao 2.3.14, e a equagao da continuidade, equacao 2.3.15, sao
implicitamente consideradas em todas as dedugdes que se seguen.

Antes de prosseguir listar-se-a variaveis, grandezas e
relagoes que serdo de grande utilidade para a dedugdo das equacdes

integrais das tensdes e do fluxo.

i (uhj+uhk)/2 =y - u“l
2 2
2kB G (1-v) (1+v ) 3(v -v)
= _ u
T e v, YT BTy (1)
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¥ = |¥=%] =
= T (x.-x.)/r X
- -r,i E,i = E,r
-1 _ 1 /S _ _Sp-2
(r),i“(E),'E'cgr
o= 0T,
-r r )/r = (2-1)/r =
L =50
= (3-1)/r =
rhr,n - ni(aﬂ-r,ir,l)/r -
LRI L O et L 2
kl"JL = r’ir’ktéﬂ-r'jr! )/r =
r =¥ .xr (8, ~r .r J/r =
4 4 ]

IV=1-%

= 4. X X =1
1.1 1 p gt
r =v2 r
) C gl
r
— i ]
2
e T
r }/r
21
5 7 o (caso bidimensional)
2/r (caso tridimensional)

-r
(ni ,ir,ﬁﬂ)/r

=n/r (caso 2D)

= 2ni/r (caso 3D)

(T r

r ’

§ =r r el
k jl i F kr k)/

] )y ’

(32 r -r r )/r =0

' v ' v J



1
I
H
=]
o
i
W
H
=
H
|
oy
=
!
-

r,ur,fﬂ = r'an(aﬁ-r’gij)/r = (Bnrfln{—r'gl_rffﬁ)/r
Ky(x) - fungdo de Bessel modificada de 2= espeécie
de ordem ¢ (apéndice E)
K_g(x) = Ky(x)
[Kg(x)] , = —[K, (X)) +K, (%) ]/2
= -[K,_ (x)+0% Ky (%) ]
- —[Kw(x;—ﬁx"ﬂﬁ(x)]
20%" 'Ky (x) = =[Ky (%) =Ky (%)]
(Ky(x)1 = -K(x)

As equacgdes 4.3.02 e 4.3.04 serao apresentadas agora de

um modo mais sucinto a fim de se economizar tempo nas dedugdes.

~ _ PU— -_t = _ 1 ....‘I-.,I'_
ana, = Is(tﬁﬂj B (N9 JSS(PQJ P, q)ds (4.4.02)
-2mp = Js(Eiﬁ:-E:ﬁi)ds - J (P -p q)ds (4.4.03)
s s

Derivando-se o deslocamento obtém-se:

-pk q)ds (4.

r )

.04)

I

oni, = [ (&, -t], G)as - [ 23

As deformacgdes sdao dadas pelas expressoes abaixo.
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4TI = [ [(uik'j+ui},’k)t1'—(tikrj+tij’k)ui]ds -

1 = - = W - &
-[ s1(& & DB-(B] +B) alas (4.4.05)

~ - = ___* i _ -l_ o _—-* _
2né = J(uimti £, 8)as Ls(qt,tp p, ,)as (4.4.06)

Substituindo na equacgdo 4.4.01 fica-se com

216y, = G [(ﬁ:k’j+ﬁ:j,k){:i-(f::k'j+f::j'k)ﬁi]ds +
-sté[(ci'k';r‘z]rk)b—(f{,;ﬁ],k)a]ds :

2o (] @ &8 8o es] 3@ BB @as] ¢
tos, Uss (iiﬁ:-izﬁi ) dS—J-s (PG -P Q) ds} (4.4.07)

Reorganizando esta equagdo obtém-se uma forma mais

explicita como se vera a seguir.

- - -t 2Gv = - .
r = -+
2m7kj J [(Guﬂ,j+Guﬂ,k+1—2V6Uuihl+saaﬁui)ti
s
r ia 2Gy
- +sa +
(6t | t”’k+l_:wak t A sas t. )u]ds

IN=13



Esta equacao pode ser compactada ficando com a seguinte

forma:

2n6! = J (aiji-s jg)ds - J (a;dﬁ-égué)ds (4.4.09)

s £

Comparando a equagao 4.4.09 com a equagdo 4.4.08 pode se

o -~ ~
ver que os tensores de 3- ordem nagquela equagao sao dados por

a:kj = Gﬁ:k’j - Gﬁ:j’k + %.kj&:lpl + saakjﬁ:
é‘irkj - Gi:k,j * GE:j’k % i(—;gv kjf’il,l & SaSKjE:
a;J - Ea:J ® gi}ﬂ ¥ i?;vanéﬁll - aauét

é;j - gﬁ:d ! gﬁ:ﬂ * iggv kj%ﬁ:,l * aakjﬁt

Como ja foi dito as grandezas com o superescrito * sido as
solugdes fundamentais, as quais se acham em apéndice na referéncia
20 e serao reproduzidas abaixo. Estas equagdes deverao ser

trabalhadas e depois substituidas na equagao 4.4.08. Os nucleos

- - * % - .
d , s. ., d. e s_ serao todos eles deduzidos.
ikj ikj 3k) 3kj

A solucgao fundamental para o deslocamento na diregao i

devido a uma forcg¢a puntual instantanea na diregao j é a seguinte

-(3-4v) ; v -v .
B e S J— +
T (1 ¢ e ATl T Sy LR 2G(1—V)(1-vu){6n{€

u

-

+
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-g*xi(g)] i jui(gj-:g*‘\ (4.4.10)

A solucao fundamental para o corponente na diregao 1 do
vetor tensao devidc a uma forcga

puntuzal instantdnea na diregdo j
tem a seguinte forma
> 1—2V . . 1

" = 3 (1=v )(n r J—n r' -éur’lnl)E -7 ur“r”r'lnl-f +
v v 3
e
/ .

(1-12)(112) {6rn[£}\(E 26 7] +

#r r r n[8€°-K(€)1+nr (K (£)-38 K (£)

-2£7] +

r,i[gqxz-zgﬁ]; (4.4.11)

A solucao fundamental para a vazdo especifica devido a

uma forga puntual instanté&nea é dada pela expressdo abaixo

. 3(Vu-v)s . .
p 2BG(1—V)(l+vu){nj[E K.(E)-€7] +

+r T n 267K, (6)])

(4.4.12)

A pressado tem a solugao fundamental dada pela equagao

4.4.13, para uma forga unitaria instantanea na diregao j.

" B(1+V ) i
B, = sapy” = T,;L6 7K (8)]

Tl 15 (4.4.13)

A solucdo fundamental para o deslocamento na diregao i
devido a uma fonte puntual instantdnea € a seguinte
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k -
= ssrTery” & b 0K 6] (4.4.14)

A solugao fundamental para o componente na diregao i do

vetor tensdo devido a uma fonte puntual instantdnea € expressa por

. BG(1+v) ,
£ = 3573:327{n1[2€ ~K, (E)-K,(€)] +

-r r n[4§°-2K (£)]) (4.4.15)

A solugédo fundamental para a vazao especifica devido a

uma fonte puntual instantidnea é dada pela expressao abaixo

g = 1/2 r nK/(€) (4.4.16)

A pressao tem a solugao fundamental dada pela equacgao
4.4.17, para uma fonte puntual instantanea.

= A
P =gk {g) (4.4.17)

- " . ®
Agora serdo obtidos os termos contidos nos tensores amd
1K)
- * *

s d e s_ .
ikj' T3kj 3kj

Primeiramente obtem-se as derivadas da expressao do

deslocamento G devido a uma forgca puntual instantéanea, equacgao
4.4.10.
3-4v r .
-q = - =5 )y 1 (r . r +r r ) +
ik, ] 4G(1-Vu) ik T 4G(1—vu) 0 RPN R [

v -v

u =3 =1 /S
@ 26 (1-v) (17 [aik(_2€ P ERW STt

J

-2
- (r__rrk+r'ir’kj)(}<2 2E ) +

)
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=3 = S
r (4€7-26 KK )V 2 rli

(4.4.18)
. N 2—4vu X ; r.
— + — ey [} -+ I
(UH_,k ulk,,'l) 4 I—v)(bu Y éu rJ
u
1 (r +r L A2 x Y F
4(1']/) ' Pk 4 r v K
v =p
2(1V)(1V}[(2E+E K)V 2 (5, r 48 r ) +
- -2
- B - =
(Sﬁr,k Sikr,j+¢éxjr’1 4r’ir”_r’k r(K =28 ") +
+2r r r (4&£-26'k -3/ E 4
PR T R 2 1 e (4.4.19)
_26v u_ _ (3-4vu)v5kj r’i N V(Skjr’i .
“1-2p kji il, L 2(1—vu)(1—2v) 5 o 2(l—vu)(l-2v) r

(v -v)ve,

j <3, -1 /s - r’i
(1-VJ(1-vu)(i—2v)[(“2€ KIS T H(K-26 )L 4

+r (467-267R,K )V S } (4.4.20)

Foram assim obtidos todos os termos do tensor d;_
- * l J
Os termos da expressdo do tensor S sao obtidos
k]

conhecendo-se as derivadas da equacao 4.4.11

. (1-2v )s
_t“‘:j - m[(skj-r,Jr,k)nlunk (aij_r W

t ! r )

-2
=& ¢ =-r r n.=r nr -nr -8 r n -
i ¢ JEE T ik ,H 1 ,j(‘i,k Ko, ik ,ll) £

—
-~
|
H
~J



1 -28
—|(éd . -r r I T n+r 6 - ¥ )r +
1-17E c[( = W | ,j) A ,i(kjr' i’ ‘n r,rk(a_ +

u

(Vu-vjs . ;
o < i’__: - i
l] (< r J_r’l)nl(g Kz +

“ n ~ r
r'lr”_) ( r,ir o (1-v) (1-v )c| Py

L S

-

=3 =1 e o BB e amiles ‘
LAETYE +6ikr lnl(_E I\‘I-;g K+6E )r. +
r c '

é. .= r ¥r r n+(éd -r r Y T n+{éd -r r
[( ol 11) ,k,ll(kj j k) iTLU0 T ) &L

rd r ’ J gt ]

5 - -1 - -1 3
(867-K 46K )€ 4r r r n (-24674K +5¢ K+126 %K )r  +
1 2 ik el i 0 1 - Sy

k

+n,(8,,-r v ) (K+E K-267) g

-1 -2 -4
+ -K - -3
nir’k( KEl 2€ K1 £ K2+6§ )r'j +

W R (g“K2-25'3)g" ¥

+nkr'i(-g"x1—3g'2xz+sg")r,j} (4.4.21)

Coletando os termos semelhantes obtém-se

. (1-2v )s
u
- =6 N=-8 N-8d N+ r r n - Y - -
Eik,j {2(1—vu)c[ ki i ik ik jodik L0, U r,j ,kni r,ir,jnk

s
Y n-r n=-6 rn)r |-—————(8. Y ¥ N+ r r n+r r +
( ST ik KT L 1) ,,] (1—vu)c( USSP G S ' R R Gt B ,knj

’ r

" (vu—v)s
=2 ir,jr,kr,lnlJ}g i (l-v)(l.-v“)c(r (Faaf al N TF G K

r L ' p
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(vu—v)s
) (T-v jc

[(-6 r -3.r &8 r
Koo, kj

+8r r r )r n-r r n +
i ,k i i k (I i k

] ' v [ r v

(v =v)s

+6 Nn=3r r n-r r n |t 'K +
kj i i K

= -
ik 5] ik J > (1—V)(1-vu}c[5unj aﬂni+5unk "

=4r r n-4r r n-4r r N+(24r r r -46 . r =486 r +
| r)op ko ) 41k e 1 Lk ik, 1) 4k
45 . r )r e spp™ 4.4.22
W VT | (67K =ag™) (4.4.22)
Os térmos E; , f; i sao obtidos fazendo-se as devidas

substituigdes, semelhante ao que feito em relagao ao deslocamento.
. . -
Estao assim obtidos os termos do tensor Sﬂf
A seguir serdo obtidos os termos do tensor an_, através
J

das derivadas da equacédo 4.4.12.

3(v =v)s
~* u -1 -3, /8
- — - R + -
qk,j 2GB(1-V)(1+VU)1nk( £ Ké+2€ ) ) r,j [(akj 2r,jr,k)r,lnl *
+r kn_:l (25'2-}<2)g"\/ S4r ror LnL(—4E'3+K1+2E'1K2)\/ = } (4.4.23)
' J [ rih oy
3(v =v)s
-% u s
- = 7 - + +
qk,j 26B(1—v)(1+vu) c [r,jr,tr,{an1 (ntr,j r,knf+6ﬁrnlnl

-4r r r n) (g‘1x2-2g'3)} (4.4.24)

Novamente, com as substituigées convenientes, obtem-se
* -~ i - .
, €9 - Assim o tensor dSk esta completo.
dp r J -
Finalmente, obtem-se os termos do tensor Bt atraves
]

das derivadas da equacgdo 4.4.13.
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" B(1+1 )

=p = ———————f-;ﬁ (gqu )(6 -r r )V 2 5_1 +
iy 3(1-VU) e 1 kKj ",k C

+r'k(-g‘2+k0+g“x1)% -i- r”} (4.4.25)

% - % _ . = . 2
Os termos pj x € P ] sao obtidos pela manipulagdoc dos
I ’ *
indices e assim ficam determinados os termos do tensor s

3kj "
As expressdes finais para os tensores (nicleos) sao dadas

a seguir, apods ter sido feita a coleta dos termos semelhantes e

terem sido colocados em evidéncia os termos comuns.

1~ 2V 1-4v+4vp
* _ / _ u ‘,‘E
aw; - [2(1 v ) (3, iE, i, r,j} 2(1-2v)(1-vu)' c 6“r i *

v o-v
4ot B . % A k]£.1+|:(l a

1-v "¢ 7,0, V) (1-vy  c 5, T
v(v -V) o v =P
Ty (- 2v)(1v) 51"1] [(1 = v}“ (4r x x . ~8,T .,
-1 -3 wik
-5wr'j-5”r'ﬁ](6 K2—2£ }+s“5uui (4.4.26)
i (v -V)
A = [(1 V)(l+v )B“ (F E 580 *
3V(V -V) = 3(v -V) e
(1 V) (1- 2v)(1+v )B' T S“r,ﬁh]K1-+ (1-v) (1+V )B [r Il+r,ﬁ1+

+r n (8 -4r r )](g"x -2¢7) + a8 & (4.4.27)
PO S 1ok 2 kj
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& {SG(1—2L’U)
c(l—vu)

+r X nN.e=2r
k ]

r 1 [

I
k

'

=le
,jni] - __"——c(l—l’.) [rrLnl(éijr,k-'réikr”wtzé“r -

[r n{(dr +3. r )-d. n-6. n+d n+r r n+
PR 1] 3 ik 4 i] k 1k Jk 1 i j k

t ! rJ

2sGr(l1-2v )
u
A J:|

* c(1—2v)(l-vu)(_6nn1 !

3 2Gs (v -v)
+28 jr T n)}g - [C(l_m(1_Vu)(r'ir,jr’kr'Lnl—r”r,kni) +

25GV(Vu -17)

+c(l—v)(1—vu)(l—2v

) (—Sk}ni+ajkr,1r,1nl}]xo *

(v,7)

2Gs
'{e(l-v) (1)

[6_ n=r I [« .I
1k i k i

N.=3r ¥ n. +
1 ' v ] | k 1

’ v

+r n(8r r r -8 .r -4 . r =& .7 )|+
sUL ol gk 11,k pdk 40

2sGrv (v =-v)
u

TSIy (I=v ) (1-29)

2Gs(vu-v)

-1
(2a}kr’ W_r' lnL—chkni) }E K1 +

“c(1-v) (I-v))

-5.r

ij .k

-4(r r n+r r n+r r n)+4r n (6r r r +
s 40k s k) s ok ks PRI I -

-2 -4
'Sikr,j 'Skjr,i)+6ijnk+6iknj+6kjni:|{g K,=2€ )+

+ sad t (4.4.28)
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. 2GB(]+pu) 2GBv (1+v )
c v}
= "I marn—a +
Sx; [ 3c(1-v ) i,k 3c(1-v ) (1—2v)5jk]1<0 ki
2GB(1+v ) 1 )
u - -2 R .
+3C(l-vu) (6ﬂ 2r,jr,k)(E K1 € ) + aéup (4.4.29)

4.5 Equagcao integral do fluxo

A equacao 19 da referéncia 20 é a equacdo integral do

fluxo, que € obtida derivando-se a equacdo 4.3.04 em relagao a x.
1

e substituindo-se o resultado na equagéo 2.3.14, que é a lei de

Darcy, reproduzida abaixo

q = “kp

g

A equagao 4.3.04 sera representada mais compactamente a

fim de se economizar tempo nas dedugdes.

-2mp = [ s(£d-€3)as - IGERIEEE (4.5.01)
Entéao
2n§j = skj (igﬁ j—ﬁ{E:j)ds -k (@@'j—éﬁ’j)ds (4.5.02)
s ’ r 5 ’ r
- Js(aijti—sijui)ds = L(&}jp-suq)ds (4.5.03)

De modo semelhante ao que foi feito para as tensées foram
obtidas as expressdes dos tensores de 2°ordem, gue aparecem na
equagdo 4.5.03, derivando-se convenientemente as egquacgdes 4.4.14,
4.4,.15, 4.4.16 e 4.4.17.

kB(1+v )s
sku - [

e W W N
i 3(I-v)e T T K€ KmE ) (8, ~2r i:.—”_)]

[ r
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= dy5 (4.5.04)

2KB(1+v )sG ,—
- _ _ u’ § i ‘ . .
Skti” - 3e(@-v) = [(r;fu rlirdr,ﬁﬂ)h**:anr,ﬁx N
%} 4
._1 _3 -

+r .n. +r n=4r .r r - =

ity TE AT T T, ) (6 K -2 J] 8 (4.5.05)
kit = 8k r  r nK—-{n-=-2r .r n )gqx =q (4.5.06)

!j C jj pl L 0 j ’j ’[ L 1 31 . .

i _ .r‘_s_ _ e
P c T,% = 8y (4.5.07)

4.6 Resumo

Neste capitulo foi mostrada uma extensio do teorema de
Bettl no dominio do tempo aplicada a poroelasticidade [20].

Foram deduzidas as representacées integrais para as
grandezas Qie P, para gqualquer ponto do dominio em funcdo das
variaveis no contorno Ei, ﬁi, P e g, que s3o o ponto de partida
para toda a formulagdo do meétodo dos elementos de contorno
aplicado a poroelasticidade.

Depois foram deduzidas as equagdes integrais para tensdes
e para fluxos, detalhadamente.

E bom lembrar que todas as solucdes fundamentais, neste
capitulo mostradas, sdo provenientes de uma solicitacéo de
intensidade igual a 2m.
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CAPITULO 5

-
IMPLEHENTAC_AO NUMERICA
5.1 Elementos constantes

Como ja foi dito no capitulo anterior, no MEC o contorno
€ dividido em segmentos (elementos). Fatores de forma sao
utilizados para descrever a geometria e as variaveis sobre estes
elementos.

No caso de elementos constantes, como o préprio nome ja
sugere, as variaveis sao consideradas constantes sobre cada
elemento. Cada elemento tem apenas 1 no, que se encontra no meio
do mesmo [39,49].

As equagbes 4.3.05 e 4.3.06, sucintamente, tém a forma:

1
s

_ ST _ ~* _ i_u., l_r_,
Cu = Iu_jtids Ltijuids qujpds i Jssquds (5.1.01)

“Of = Jsﬁ:Eids = Jsf::ﬁids - Ic‘;’f;ds + Jﬁ'éds (5.1.02)
s -] s

s

Expandindo as equag¢des acima tem-se

1-+-
= qu1pds + J.Ep1qu {5.1.03)

- [ 15'pas + fé—;‘a;c}ds (5.1.04)
s s



- Jéf:-ds +J§'@ds (5.1.05)
s s
Reorganizando estas equacées obtém-se
£.4ds + ca + Jt21u2ds +
s

p
- Jsgp1qu

1

* _— = 1,..,-_ _ ey, Sneay - -
tds + J’ o, € ds J Zq pds = Jt2u1ds + Jstaeuads . ch o+

s s s

l._t..
J;Epzqu

- P gds

Colocando fora das integrais as variaveis no contorno:
€| as+ € |6 ds - p[igdas = a[E€ds + ca + o€ as +
1_[ Uyes zjsuu S pqu1 8 u1J-s 1 9 uaJ 2198
s s

_ @J éf:»:ds (5.1.06)
s



t

J

8

u, ds + tZJ u,.ds - [3J
-

w|r
O
oo

S

~[ 1~
- ngpads

ds

t1jssu1ds + tstuads - pJSq ds + Cp = u1J 5t1ds + uZJ-ISthS +

- §q| plds

s

Organizando-as em forma de matricial tem-se

' * o 1-+ "
] uﬂds Iu21ds -J quds t1
s 5 s
4 as fﬁ" ds -J' 137 as £
¥ 43 22 s2 2
s s s
r - - * -
su1ds J-suzds -j g ds+C P
| s s s
l J‘ft ds+C £ as -J ifJ'ds u
11 21 s5 1
s s S
t" as t__ds+cC -[ 1p%as u
12 sP; 2
s 5
i * . -
I st1ds stzds -J p ds q
s s s
Onde
Ei - vetor tensdo no né do elemento na direcao i
P - pressao no né do elemento (escalar)
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ﬁ1 - deslocamento no no do elemento na direcao i

a - descarga(vazao) no no do elemento, na direcao normal

O indice i varia de 1 a 2 (caso bidimensional)
Generalizando, para N elementos, as matrizes e vetores
acima, obtem-se

- - _ T -
J u11d5 u21ds J ‘§q1ds t,1
sl sl sl
J G’ ds 4. .ds —J lE;‘ds &) =
12 22 s?2 2
sl sl s
J sﬁ:ds sﬁ;ds —J g ds+C 3
sl sl sl
]
[ o % [t L~ -]
] t11ds+c ] t21ds ] Sp1ds u;
sl sl sl
[ £* as [ &7 as+c | lﬁ)ids ﬁ’l
12 22 s 2
Y sl Y sl T sl
st’ds SE;dS -| pTas q’
Y sl ¥ sl gl
Onde
st - integracao no elemento 1

Ej - vetor tensdo no né do elemento j na direcao i
- pressao no né do elemento j (escalar)
u. - deslocamento no no do elemento j na direcao i

- descarga no né do elemento j na direcdo normal

Os indices j e 1 variam de 1 a N e o indice i varia de 1

a 2 (caso bidimensional).



Observe-se que guando o indice J € diferente do indice

© que significa integracao em elemento que nao agquele onde se

encontra o ponto de colocagdo, a constante ¢ € nula. E

[1}]

ta

constante e diferente de zero apenas nas submatrizes diagona

=
mn

A constante C é o &ngulo interno (dentro do ominio)
formado pelos elementos convergentes no né. No caso de elementos
constantes ela vale m. Para pontos no dominio, vale 2m.

A segulr monta-se o sistema

[G][TP] = [H][UQ] (5.1.09)

G e H sao matrizes (3Nx3N). TP e UQ sao vetores (3N).

Em um problema bem posto, em cada né da discretizacao,
conhece-se o vetor tensdo ou o deslocamento e a pressao ou a
vazao.

A seguir as variaveis conhecidas, que sao as condig¢des de
contorno, sao todas colocadas em um dos membros da equagcao 5.1.09
ficando as incégnitas no outro. As colunas de G e de H sao

intercambiadas convenientemente obtendo-se o sistema abaixo
[A][x] = [b]

A seguilr o sistema é resolvide numericamente (47, 48],
obtendo-se as incégnitas no contorno. As variaveis no dominio sao
obtidas usando-se a identidade de Somigliana (apéndice E item E11)
com C igual a 2m.

Uma descrig¢do bem detalhada do MEC, com elementos
constantes, € encontrada na referéncia 39.

5.2 Elementos lineares

No caso de elementos lineares a geometria do elemento e
as variaveis sobre os mesmos variam linearmente. Os fatores de
forma sao dados por [40,55,58,67].

N1 = (1-y)/2 N2 = (1+y)/2
= Z =N s O e
v = L/2 1=y =1



| — L2 | L/2 ————|

Figura 5.2.,01 - Coordenada local

Cada elemento tém 2 ndés, um cada extremidade. O valor das

variaveis, em um ponto qualquer A, é dado por

Substituindo-se nas equagées 5.1.06 ; 9.1.07 e 5.,1.08,
obtém-se

x e - -1 2 I an 1 2 B
ju11(N1t1+N2t1}ds + Luu (N E1+N,E%) as qu1(N1p +N,p%)ds =

* ~1 -2 ~ 1 st -1 ~2 1-» 1 2
IE”(Nﬂ%+Ngﬂ)ds+Cu1+—Jst21(N%5+Nf%)ds .L§p10%q-ﬂgq)ds
s

- =1 =3 -~ * -1 =2 1-» 1 2 _
Iu12(N1t1+N2t1)ds - JSuEE(N1t2+N2t2)ds jsng(u1p +Np’)ds =

s

- ~1 -2 o> ~1 ~2 -1 1.+ 1 2
J;tn(N#H+N§H)dS K Jstza(Nﬁ%+N?ﬁ)ds+Cuz J;Epa(Nfl+Nf;)ds

~ > =1 ;2 LTS G ~w w1, =2 -1
J su1(N1t1+N2t1)ds + J su?N1t2+Nét2)ds Isq (h1p +h2p )ds + Cp =

s s



o -1 ~ 2 g g s =
J st1(N1u1+N2u1)dq ; [ st?h?u

s

T gy 2 _ ~ ~ 1 -2
2+.k2u?)ds Jsp (N1q +N2q )ds

Matricialmente tem-se
- -~ . = -t - _ l *
IN1u11ds IN1U2 ds Igh1qjds IN2u11ds IN2u21ds IENJLds
NG . ds [N G .as -[in &'as [N 0,.ds |N_4. _.ds In.§las
112 1722 S 172 l2712 2 g2 s 2%
IsN}u1ds I5N1u2ds —I€1q ds+C IsNzuqu IsNzuzds —INJ;ds
g ' 1 ~ ® -~ 1 -
IN1t1 [ds+C IN1t21ds I§N1p1ds INthds IN2t21ds -I§N2p1ds
- 1 - * 2 il - 1 -
‘[th”ds IN £ _ds+c l‘gij‘ds INztmds INztnds -I—S—szzds
I sN t ds I SN, t ds -IN1p ds IsNthds Isszzds -INgnds
1 I -
L, 4,
«1 -1
t %
-1 ~ 1
T = | P, vo=| 9
t u
1 1
£ a’
2 2
2 =
p g

V-7




= oIt t

neog

pressao no né k

(escalar)

vetor tensao no no k na direcao 1

- deslocamento no né k na direcao i

Os iIndices i e k variam de 1 a 2

Generalizando-se, para N elementos,

acima,
IN
L
GZI
N t

1

‘)i
8 %
H = N. T
111

obtem-se

"a
s
2

—IN1§'d5+C

L

l?N2u1ds

descarga(vaz&o) no né k (na direcao da normal)

as matrizes e vetores




£ )
1 1
=1 - 1j
tz 5
= 1j =1
™=} P vo = | &
£ u’
~2] ~2j
5 %
- 2] - 2]
p q
Onde
ﬁ? - vetor tens&o no no k do elemento j na direcédo i
P/ - pressao no né k do elemento j (escalar)
ﬁ? - deslocamento no né k do elemento j na diregao i
@” - descarga(vazao) no né k do elemento J (na direcao da

normal)

Os indices j e 1 variam de 1 a N. O indice k varia de 1
a 2 e o indice i, no caso bidimensional, também de 1 a 2.

Observe-se que quando o indice j é diferente do indice 1
© que significa integracdo em elemento que nao aquele onde se
encontra o ponto de colocagdo,a constante C é nula. Esta constante
€ diferente de =zero apenas nas submatrizes diagonais.

A constante C é o 4ngulo interno (dentro do dominio)
formado pelos elementos convergentes no ndé. Para pontos no dominio
ela & igual a 2m.

Na presente situacgdo as matrizes G e H tem dimensées
(3Nx6N) e os vetores TP e UQ, (6N).

Monta-se, entédo, a equacdo matricial abaixo

[G][TP] = [H][UQ] (5.2.01)

Em um problema bem posto, em cada né da discretizacao,
conhece-se o vetor tensdo ou o deslocamento e a pressaoc ou a
vazao. Os vetores tensdo em geral sdo conhecidos e, supondo a
pressao dada, fica-se com as constantes no vetor TP multiplicando
a matriz G e as incdgnitas no vetor UQ, que multiplica a matriz H.

Quando isto nao ocorrer, intercambia-se as colunas de G e H,



convenientemente, de tal nodo gque as condigdes de contorno
conhecidas (dados) fiquem multiplicadas por G e as incognitas, por
H:

Necessita-se remontar a matriz H tornando-a guadrada,
para que se possa solucionar o sistema.

Observe-se que, pelas condicdes de compatibilidade

(continuidade nos nés), necessariamente, tem-se

2j_ 10+
= u' T
1

j =1,N

Ou seja, o deslocamento na diregao i no no 2 do elemento
J deve ser igual ao deslocamento na mesma direcdo no né 1 do
elemento (j+1).

Além disto, considerando que a pressaoc é um escalar

pEj - p'l(jﬂJ § = 1N

Ou seja, a pressdo no ndé 2 do elemento J deve ser igual a
pressdao no no 1 do elemento (j+1).

Assim a matriz H que era (3Nx6N) reduz-se a uma matriz
quadrada (3Nx3N), ao se somar duas a duas, convenientemente suas
colunas. O vetor UQ também é remontado reduzindo-se sua dimensdo a
3N, seguindo as mesmas consideracées anteriores. Deste modo €

montado o sistema abaixo

(Al[x] = [b]

A sequir o sistema é resolvido numericamente (47, 48],
obtendo-se as incognitas no contorno. As variaveis no dominio sao
obtidas usando-se a identidade de Somigliana (apéndice E item E11)
com C igual a 2m.

Em cada no pode-se ter as seguintes situagodes:

-Os vetores tensao na diregao i, antes e depois do nd sao

dados. Calcula-se os deslocamentos na direciao i, a
esquerda e a direita, que sdo, necessariamente, iguais.

-0 vetor tensédo na diregédo i ,a esquerda (ou a direita),e

© deslocamento na direcdo i, & direita (ou a esquerda)

do no sao dados. Calcula-se o vetor tensao na direcao i,



a direita (ou a esquerda) do no. O deslocamento nac dado
€ igual ao fornecido, necessariamente.

-Os deslocamentos na direcado i, a esquerda e a direita,
necessariamente iguais, sdo dados. Calcula-se os vetores
tensao na diregdo i, a esquerda e a direita, supostos
iguais.

-As pressfes, a esquerda e & direita, necessariamente
iguais, sdo dadas. Calcula-se as vazoes, a esquerda e a
direita, supostas iguais.

-A pressado a esquerda (ou a direita) e a vazio a direita
(ou a esquerda) sao dadas. Calcula-se a vazio a esquerda
(ou a direita) do né. A pressdo desconhecida é igual a
dada, necessariamente.

-As vazoes, a esquerda e a direita, sao conhecidas. As
pressdes, nos 2 lados do né, séao calculadas, obtendo-se

valores necessariamente iguais.

5.3 Derivadas e normal

conforme

r

As derivadas e a normal sdo calculadas numericamente

a formulagao a segquir.
|
Yoloooo_ B
¥ |prmee
i -
y _____ :-_ }
g o4 A
Yo |77 S L g T TRREEeRress .
X X X X,
Figura 5.3.01 - Derivadas e normal
_ N o B _ _ 2, _ 2
r =V (x=x )% (y-y,) CE =V (x,-x,) % (y -y,)
o (x—xc)/r = CO0S « ¥ o (y-ycj/r = sen o



— - /CF = roge = i =
n (y -y )/CE cos B n (% -x_)/CE sen f

Quando o ponto de colocagao (C) estd em um dos nés do

elemento de integrag&oc, para elementos constantes ou lineares,
o -
tem-se no 1- no

a =B + n/2

cCos @ = sen f8 sen a« = -cos f3
No 2° no, as relacgodes sao
x =8 -mn/2

cos o = -sen 3 sen o = cos BB

Nos 2 nds tem-se, portanto

1 of Ln = cosacosf3 + senasenf = senfcosf - senfcosf = 0
r L
Esta derivada direcional, nula para discretizagées com
elementos lineares ou constantes, faz com que a integral de

algumas solugdes fundamentais singulares seja identicamente nula.

5.4 Singularidades

Ao se integrar ao longo do elemento onde se acha o ponto
de colocagdo, o raio (distancia do ponto de colocacao ao ponto do
integragdo) tendera a zero com a aproximacao destes dois pontos.
Algumas das solugodes fundamentais utilizadas apresentam
singularidade nesta situagdo. Existem algumas maneiras de resolver
este problema [49,68,70,73].

As solugdes fundamentais foram agrupadas em singulares e
nao singulares. As singulares podem apresentar singularidade fraca
(integravel) ou singularidade forte (ndo integravel). Segundo
analise feita por Borba [39], as solugées fundamentais para
poroelasticidade aqui usadas, equagdes (4.4.10) a (4.4.17), com o
contorno discretizado em elementos constantes ou 1lineares podem
ser agrupadas do seguinte modo:

-Solugdes fundamentais sem singularidade

V=12
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-Soluc¢des fundamentais com singularidade fraca
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-Solugdes fundamentais com singularidade forte

* -

T
12

(xS ]

A analise da singularidade forte apresentada por E;z e

E;1 é feita no Apéndice D. La é demonstrado gque o fator de forma
N2 elimina a singularidade ao se efetuar a integracao, restando
singulares apenas NlE:2 e Nlﬁ;.

Na solugao numérica usou-se a analcgia do movimento de
corpo rigido para se determinar os termos singulares, como sera

visto a seguir [20, 49, 83].
5.5 Movimento de corpo rigido

As solugoes fundamentais para poroelasticidade utilizadas
neste trabalho, com o contorno discretizado com elementos lineares
ou constantes, apresentam singularidade forte somente nos
componentes t12
eliminadas pela condigdo da direcdo da normal ser perpendicular a

e t21 [39]. As possiveis outras singularidades séao

direcao do raio, conforme mostrado no item 5.3 ou pela
multiplicacédo pelo fator de forma, como mostrado no apéndice D.

Na implementag¢do numérica os elementos singulares foram
obtidos wusando-se a analogia do movimento de cCorpo rigido
constante [20,46], como sera descrito a seguir.

Se um movimento de corpo rigido constante for aplicado
tanto ao sdélido como ao liquido, em um dominio interior de um meio
poroso, tal gue nao ocorra movimento relativo algum entre o
liquido e o solido, pode ser demonstrado que ndo ha geragao alguma
nem de tensdes, nem de tragdes (vetor tensao) e nem de pressao no
dominio.

As condicdes impostas sdo as seguintes:

V-13



Onde Ai € um deslocarento constante na diregao i e s é o
parametro de Laplace.

As condigdes resultantes sao:

t. =0 b= 0 q =

Observe-se a equagao matricial abaixo
[G*1[TQ] = [H'][UP]

As matrizes G’ e H’ sdo as matrizes G e H da equagao
5.2.01, com colunas conveniente intercambiadas de modo a trocar de
membro as variaveis no contorno, p e g

Os componentes do vetor TQ sdo todos nulos conforme as
condigdes resultantes, consequentemente o 1° membro é nulo. No 22
membro todos os componentes do vetor UP, que representam os
deslocamentos em determinada direcdo, sao constantes, igquais e
diferentes de 0, segundo as condigdes impostas.

Devido ao acima exposto a soma dos elementos de uma mesma
linha na matriz H’que multiplicam o deslocamento constante e igual
na diregao i, deve ser nula. Assim sendo a integral do termo
singular, o qual se acha na submatriz diagonal é igual a soma dos
termos correspondentes fora desta submatriz, com o sinal trocado
[20].

No caso de dominio exterior esta analogia do movimento de
corpo rigido constante ndo mais pode ser aplicada. Pode ser
demostrado [20,39] que neste caso a soma dos termos referidos no
paragrafo anterior é igual a 2nI, sendo I a matriz identidade

mostrada abaixo.

1 0 0O
I = 0 1 o0
0 0 1

Observe-se que todas as consideracdes e conclusdes deste

item sao validas so e somente so para discretizacdes com elementos



constantes ou lineares. Caso se use elementos de ordem superior e
necessario que seja feita uma andlise completa de todos os termos

com singularidade forte e como eles podem ser obtidos.
5.6 Integra¢ao numerica

As integragoes das solugdes fundamentais, ao longo de
cada elemento, quando possiveis de serem feitas analiticamente sao
muito trabalhosas. Normalmente sdo calculadas numericamente. Neste
trabalho elas foram calculadas usando-se o método de integracao de
Gauss com polindmios de Legendre [47,48,110].

No apéndice E, item E13, descreve-se sucintamente este
metodo.

Na integracao das fungdes com singularidade fraca foram
usados 16 pontos de integragdo e daguelas sem singularidade apenas
8 pontos.

Para a integracao das fungdes com singularidade fraca,
Borba [39] subdivide o elemento onde & feita a integragao en
quatro sub-elementos iguais dois a dois. Os dois menores, que
equivalem a 2% do comprimento do elemento, sdo simetricamente
dispostos junto ao né. Estes dois elementos menores sdo integrados
usando integragdo Gaussiana com 32 pontos cada um. Nos maiores
sao usados também, 32 pontos. Borba trabalhou apenas com elementos
constantes. Este modo de integrar a fungdes com singularidade
fraca nao foi usado nesta tese e obteve-se resultados com a mesma
precisdo com apenas 16 pontos tanto com elementos constantes como

lineares.
5.7 Funcoes de Bessel

Nas solugdes fundamentais, equagdes (4.4.10) a 4.4.17),
aparecem as funcgdes de Bessel modificadas de 2° espeécie K, de
ordem ¢ [111, 112]. Algumas propriedades destas funcgdes sao
fornecidas no Apéndice E, item E12.

Estas fungdes foram calculadas numericamente usando-se um
desenvolvimento em serie [48, 105], reproduzido no Apéndice D item

D2.
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5.8 Inversao numé€rica das transformadas de Laplace

Como ja foi dito, as solugdes fundamentais para a
poroelasticidade agqui usadas se encontram no campo de Laplace. De
algum modo precisa-se inverte-las numericamente, pois a inversao
analitica é impossivel.

Varios métodos sao encontrados na liter

4]

tura [75, 76, 77,
79,80,81]. Um estudo comparativo destes métodos e feito em (80],
onde eles sdo classificados sequndo alguns critérios.

Na realidade nao existe um método que sirva para todas as
situacées e esta operacgao de inversdo numérica ainda é mais arte
do que técnica [80,83].

5.8.1 O metodo de Stehfest

O método apresentado por Stehfest [77] €& muito popular em
engenharia de petrdleo nos problemas de fluxo de fluidos em meios
porosos [62]. Este metodo obteve um conceito muito bom no estudo
comparativo feito por Davis & Martin ([80] pela sua precisao,
eficiéncia e estabilidade.

O método baseia-se em amostrar os dados a serem
invertidos de acordo com uma série delta. A solucao aproximada no
tempo € dada por

N
f(t) = (1n 2)/t*ZCnf[n*(ln 2)/t)

O coeficiente Cn € calculado através do somatdrio abaixo

mn(n,N/2)

B N2 k"7 Rfony |
€ = (=1 Z(n/z-k) TK! (K=1) | (n=X) T (2K=n)

k=(n+1)/2
Normalmente sao usados entre 10 e 20 coeficientes na
férmula de interpolacgdo, sendo N sempre um numero par. Nas

inversdées efetuadas nesta tese foram utilizados 10 coeficientes.
Este metodo fornece bons resultados para a inversao de

fungbes suaves. Ja para outras fungdes, principalmente para



aguelas que apresentam variacoes bruscas na derivada, os
resultados séo ruins, como se vera nas figuras seguintes.

A figura 5.8.01 mostra a inversdo de uma reta com unm
resultado excelente.

Na figura 5.8.02 € mostrada a inversao da fungao

-1 /¢16t)

By =

4 (nt3) S

Na figura 5.8.03 mostra-se a inversio da fungao
f(t) = e'seno t

Nas figura 5.8.04 e 5.8.05 mostra-se as inversbées das
fungdes seno e coseno com resultados pouco satisfatdrios.

Fez-se também um estudo do efeito do numero de
coeficientes usados nos resultados obtidos. Para 1isto usou-se o
problema de um cilindro de paredes espessas com raio externo
muito maior do que o interno, carregado radialmente com 10 MPa.
O contorno foi discretizado com 128 elementos lineares.

Este problema se acha minuciosamente estudado no item

6.3.

As figuras de 5.8.06 a 5.8.10 mostram os resultados
deste estudo. Como se pode ver acima de 16 coeficientes este
metodo de inversdo comega a nao funcionar bem. Nas variaveis
derivadas problemas comegam a ocorrer a partir de 14 coeficientes.
A causa disto € que os coeficientes comecam a diferenciar-se muito

uns dos outros criando problemas numéricos.

=l
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Figura 5.8.01 - Aplicacdo do método de Stehfest

Exemplo 1
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Figura 5.8.02 - Aplicacao do método de Stehfest
1=




oop
G v
vNV  10S
WON  TI0S —
1
( 4300 01)

1S34H31S 30 0Q0L13W
NIS*(1-)dx3 = (3)4
30VdY 30 VSHIANI

(3)4

Figura 5.8.03 - Aplicacédo do métodc de Stehfest

Exemplo 3
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metodo de Stehfest
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Exemplo 4
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Figura 5.8.04 - Aplicagao
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Figura 5.8.05 - Aplicagao do método de Stehfest

Exemplo 5
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Figura 5.8.06 - Método de Stehfest
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Variagao com o numero de coeficientes
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Figura 5.8.07 - Método de Stehfest
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5.8.2 O metodo de Crump

O metodo de inversao numerica das transformadas de
Laplace proposto por Crump [79] usa uma aproximagdo por série de

Fourier. O valor aproximado da fungdo em certo tempo t é dado por:

f(t) = (ea",ﬂr){f(a)/z - Z{Re[f(a+kni/T)]cos(}mt/T) +
k=1

—{Im[f(a+kni/T)Jsen(knt/T)}}

a=o - Ln(E )/(2T)

T = 0,8t i=v -1

A constante a deve ser um pouco maior do que a parte real
de um dos polos de f(s). Um bom valor para o erro relativo, E, é
§iE®,

Neste método de inversdo existem 2 fontes de erro, além
do erro de arredondamento. Primeiramente, hd um erro devido aos
coeficientes da serie de Fourier nao serem exatos, sendo apenas
aproximagdées obtidas usando-se f(s). A outra causa de erro é o
fato da série ndo ser somada até o infinito (erro de truncamento).

Este método €é sem duvidas o que fornece melhores
resultados em quase todas as situagbes [79, 80]. Seu grande
inconveniente é o tempo de computagao, que é grande e bem maior do
que o gasto pelo método de Stehfest. Um outro inconveniente é o
espago de memoria ocupado, que € grande, pois sao usadas variaveis
complexas. Em situagdes em que nao haja um grande numero de dados
a serem invertidos este deve ser o método utilizado.

As figuras seguintes mostram claramente a eficiéncia do
metodo.

A figura 5.8.11 mostra a inversado da funcao



f(t) = (ne "’ seno t)/4

A figura 5.8.12 mostra a inversao da fungao

1

m
M
5]
)
[47)

figura 5.6.13, a inversao da funcao coseno.

Na figura 5.8.14 mostra-se a inversao da funcao de
Heaviside.
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A tabela abaixo mostra a forga deste método

inversao da funcgao delta

.01
.02
.03
.04
.05
.06
.07
.075
.08
.085
.09
.092
. 094
.095
.096
.097
.098
.099
1.000
1.100
1.200
1.300
1.400
1.500
1.600
1.700
1.800
1.900
2.000
2.500
3.000

de Dirac (Apéndice E,

S (%)

8.90209479E-60
-=7.17464816E-36
7.06174315E-27
7.62039637E-21
-9.69352284E-21
1.46479S00E-18
-2.36337318E-17
=2.20581498E-18
5.79026430E-17
1.62244179E-14
-2.07346607E-14
6.68074222E-14
1.45809063E-13
=5.01031135E-13
3.12194507E-12
-5.24505506E-12
2.45428878E-11
-2.63332063E-11
1.14531212E+16
-4.12436056E-13
-1.62347982E-14
5.62951130E-13
-1.69406590E-14
1.35525272E-14
8.47032950E-15
1.35525272E-13
1.58112817E-13
-4.27974543E-14
-2.30392963E-13
2.16840435E-13
-=4.40908885E-12

testada

item E5).

na



5.8.3 Comparacao do metodo de Stehfest com o de Crump

Os problemas poroelasticos resolvidos nesta tese foram
todos invertidos pelo método de Stehfest, conforme ja foi
comentado e Jjustificado. Foi feita a inversdo de alguns destes
problemas pelo método de Crump, com o objetivo de comparar os
resultados e assim valida-los.

Na figura 5.8.15 compara-se os resultados obtidos na
solugdo do problema de Mandel, que se acha descrito no capitulo 6,
item 6.4. Como se vé as solugdes sdo praticamente iguais, com uma
pequena diferenga préximo ao contorno.

A figura 5.8.16 mostra os resultados obtidos através dos
dois métodos de inversdo, na analise da pressao sob um
carregamento wunidimensional. Este problema poroelastico esta
descrito no capitulo 6, item 6.6. Novamente as duas solucdes guase
coincidem, variando um pouco apenas nas proximidades contorno.

Na figura 5.8.17 mostra-se a variagao da pressao de poros
nas vizinhangas de um furo circular sob os efeitos de um tensor
tensdo deviatorico. Esta situacgdo se acha descrita e analisada no
item 6.7.3 no capitulo 6. Como se vé, os 2 métodos de inversiao emn
comparagao fornecem os mesmos resultados.

Na figura 5.8.18 a comparagdo €& feita na inversiao da
tensdo circunferencial total na mesma situacdo anterior com

idénticas conclusoées.
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5.8.4 Outros metodos de inversao

Os outros métodos de inversao citados [75, 76, 78] sao
especificos para certas situacgdes e requerem a determinac¢ao, na
base de tentativas ou, pelo menos trabalhosa, de certos
coeficientes.

Nao se cogitou usar qualquer um deles neste trabalho.

Na realidade, nenhum método de inversdo numérica serve
para todos os casos e para todo e qualquer intervalo de tempo
[81]. Para a inversdo de determinado problema resolvido no espago
de Laplace, deve ser testados pelo menos dois métodos. Apds
comparados e analisados os resultados, opta-se pelo método mais
eficaz. Esta eficdcia deve 1levar enm consideragcac o tempo de
computagdo, o espago de meméria requerido, a precisido e algum
outro parametro especifico do problema.

5.9 0 problema dos nos em cantos

Alguns problemas praticos de engenharia envolvem o
modelamento de geometrias com cantos ou bordas, com o vetor e o
tensor tensdao descontinuos em ambos os lados do canto. Enm
poroelasticidade o mesmo pode acontecer com a vazao especifica
normal. No canto a normal externa muda bruscamente de valor ao
passar de um lado para o outro. Um né colocado em um canto podera
ter valores diferentes para as citadas variaveis, um em cada lado.

Assim sendo em um né colocado em um canto se pode ter as
seguintes situacgodes:

- O vetor tensdao é conhecido & esquerda e a direita do

no;

- © vetor tensao € conhecido apenas & esquerda;

- O vetor tensdo é conhecido apenas a direita:;

- O vetor tensao nao é conhecido nem & esquerda nem a
direita.

No primeiro caso ndo existe problema algum, pois os
valores sao dados e calcular-se-do os deslocamentos, que sio,
necessariamente, iguais & esquerda e a direita, por imposicado de
continuidade do meio.

As 2 situagdes seguintes tambem sao simples, pois basta



calcular-se © vetor tensao nao conhecido. O deslocamento nao
conhecido e igual ao dado pela razao ja citada.

Na dltima situacdo é onde esta o problema. Necessita-se
calcular os valores do vetor tensdo antes e depois do no, gque
poderdo ndo ser igquais. Este caso precisa de um tratamento
especial.

Quando sao dados os deslocamentos em um né colocado em
canto precisa-se de mais duas equagdes extras, pois dois conjuntos
de vetores tensao sao desconhecidos. Algumas maneiras de resolver
este problemas ja foram sugeridas [40]. Assim:

- o0 canto € simplesmente arredondado introduzindo-se uma
pequena curvatura. Isto pode dar resultados aceitaveis proximo ao
canto, mas nao € preciso no canto, o que torna necessario algum
tipo de interpolacao;

- dois nds, com uma pequena separacdo £, sdo colocados
no canto, como se vé na figura 5.9.01. Se o valor de € for muito
pequeno ocorrerao problemas de precisdao numérica;

- coloca-se no canto um pequenoc elemento de comprimento
€, mesma figura 5.9.01. Ocorrerdo problemas de precisdo numérica
se ¢ for muito pequeno;

- uma outra maneira, mais sofisticada, de se obter as
duas equacgoes extras de modo a ter-se uma solugdo definida €& a
seguinte. Deriva-se os deslocamentos no elemento usando-se fatores
de forma adequados de modo a se obter a deformacdo em cada
elemento. A lei de Hooke e a relacdo entre o tensor e o vetor
tensao sao entao usadas para se obter duas relacdes extras entre
os deslocamentos e o vetores tensdao [40].

- por ultimo, Geng et al sugerem o chamado método do
elemento de contorno puntual, que ¢é apresentado e descrito na

referéncia 70.
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Figura 5.9.01 - NOos em cantos

Em poroelasticidade, € conveniente lembrar, que o
problema apresentado pelo vetor tensdao em um né em canto, tambén
ocorre no calculo da vazdo normal especifica quando sdo conhecidas
apenas as pressoes antes e depois do né.

Felizmente, para o problema principal gue se esta
atacando, que € a estabilidade de pogos petroliferos circulares, o
vetor tensao € sempre conhecido no contorno. Devido a este fato, o
problema causado por nos em cantos nao ocorreu em relacdo ao vetor
tensdo. Quanto & vazao normal especifica, o que ocorre no caso é o
seguinte. Como a geometria e o carregamento sdo axissimétricos a
vazao normal é igual a esquerda e a direita de qualquer né, e, nao
se tem problema algum com o calculo dela em ndés em cantos.

Quando se esta resolvendo algum outro problema que nao
atenda as condigdes acima, € necessdrio se utilizar um dos quatro

tratamentos anteriormente descritos.
5.10 Pontos internos

0 calculo das variaveis nos pontos internos é feito como
a seguir sera descrito.

O deslocamento €& calculado através da equagido 5.1.01

2 _ o _ = g _ l_.*_ }_---
Cuj = Luijtids Ltijuids qujpds + Jssquds

Agora a constante C € igual a 2m, ficando entéo

\
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ani. = jaf.eds . jff.ﬁ,ds = jlq‘,ﬁds + [ 25°qas
. s 1j 1 SS J SS j

Isto para o caso de se estar trabalhando com elementos
constantes. Caso se esteja usando elementos lineares necessario se
torna fazer as adaptacdoes descritas no item 5.2

A esta altura todas as variaveis no contorno ja séao
canhecidas, bastando efetuar-se o somatério das integracdes ao
longo de todos os elementos da discretizagdo, sendo o ponto de
colocagao o ponto interno analisado. O raio r é a disténcia do
ponto interno ao ponto no contorno onde esta sendo calculada a
solugdo fundamental para a posterior integragdo ao longo do
elemento que contém o este ponto.

Para o calculo da pressao usa-se a equacao 5.1.02, com a

constante C wvalendo 2m.

2np = [ sijtas + [stlas + ['pas - [ 5qas
-1

s s

Para o calculo do tensor tensao usa-se a equagido 4.4.08
ou a 4.4.09.

A vazao especifica normal é calculada através da equacao
4.5.02 ou da 4.5.03.

Observe-se que em todos os calculos acima naoc existe o
problema da singularidade, pois a distancia r jamais ¢é nula. O
problema € que quando o ponto interno esta muito proéximo do
contorno os valores calculados nao sao confiaveis. No caso do
estudo dos pontos proximos a um pogo perfurado em um meio poroso
chegou-se ate a uma distancia correspondente a 1/5 do
comprimento do elemento com um erro desprezivel.

Finalmente, os valores determinados, que estdo no campo
de Laplace, sao invertidos numericamente através de um dos métodos

descritos anteriormente.
5.11 Elementos constantes x elementos lineares

O problema do cilindro de paredes espessas com © raio

externo bem maior do que o interno foi utilizado para se comparar

V=43



os resultados obtidos com elementoc constantes e com elementos
lineares. O contorno foi discretizado, nos dois casos, com 128
elementos.

As figuras de 5.11.01 a 5.11.08 mostram os resultados. A
variagao da pressdo com o tempo para este caso é muito pequena,
razao pela qual nao foi mostrada em grafico algum.

A discretizagao com elementos lineares sempre fornece
resultados melhores principalmente para as variaveis derivadas.

Uma outra grande vantagem do uso dos elementos lineares é

que se obtem bons resultados até bem mais proximo do contorno.

<
|
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5.12 Influencia da discretizacao

Um outro estudo feito, ainda usando o classico problema dc
cilindro de paredes espessas, foi a influéncia da discretizagao nos
resultados.

Nas figuras 5.12.01 a 5.12.09 mostra-se a influéncia da
discretizagao nos resultados obtidos.Ela & bastante significante er
todas as grandezas calculadas. Nas proximidades do contorno o grau
de precisdac dos resultados depende do comprimento dos elementos
utilizados na discretizacdo. Quanto menor for o elemento mais perto
do contorno se pode chegar, desde que ele nao seja pequeno o
suficiente para causar problemas numéricos.

As figuras 5.12.01 a 5.12.09 podem ser melhor analisadas
conhecendo-se o comprimento dos elementos. Ao se discretizar uma
circunferéncia de raio r com N elementos iguais, o comprimento 1 do
elemento € dado por

1l = 2rsen(a/2)
Sendo que o angulo o é dado por:
o = 360°/N
O comprimento adimensional pode ser definido como:
1’= 1/r = 2sen(a/2)

Para varias discretizagdes tem-se a tabela abaixo.

N o 1’

8 45,0000 0,7654
16 22,5000 0,3902
32 11.2500 0,1960
64 5.6250 0,0981
128 2.8125 0,0491
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5.13 Resumo

Neste capitulo mostrou-se como é feita a implementacao
numerica do MEC através da discretizacdo com elementos constantes
e com elementos lineares.

Mostrou-se como sao obtidas numericamente as derivadas e
a normal. Foram mostradas as singularidades e como foram abordadas
e resolvidas. A aplicagdo da analogia do movimento de corpo rigido
constante fol detalhada.

A integragdo numérica das solugdes fundamentais atraveés
do método de Gauss-Legendre foi descrita, bem como a inversao
numérica das transformadas de Laplace. A inversao numérica foi
estudada detalhadamente, apresentando-se os métodos de Stehfest e
de Crump, cujos resultados foram comoparados.

Analisou-se o problema de ndés em cantos e como O mesmo
foi resolvido.

A obtencao das variaveis no dominio (pontos internos) foi
pormenorizada.

As solugbes obtidas através de elementos constantes e
através de elementos lineares foram comparadas e a influéncia da
maior ou menor discretizacdo foi estudada.



:STE EXEMPLAR CORRESPONDE A REDACAQ FINAL
DA TESE DEF(“D"I\ Don Moo Cﬁm -
mg £ aPACYADRA PELA )
| COMISSAQ JULGADORA £ Vb 97 /
L e § 1 \_ =-L

ORIENTADOR

UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS

FACULDADE DE ENGENHARIA MECANICA

Dissertagao apresentada ao Curso de Doutorado
da Faculdade de Engenharia Mecanica da
Universidade Estadual de Campinas como

requisito parcial para obtengao do titulo de

Doutor em Engenharia Mecanica

SOLUGAO DE PROBLEMAS POROELAST ICOS

ATRAVES DO

METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

VOLUME 1II

Area de Concentragao: Mecanica dos Solidos e
Projeto Mecanico

Orientador: Euclides Mesquita Neto

JOAO CANDIDO BAPTISTA DE CAMPOS

06 de julho de 1995

UN: T amP
@i T s CENTRAL




CONTEUDO

VOLUME I
Lista de apéndices
Lista de figuras
1. Introducao

1.1 Objetivos

1.2 Hipoteses

1.3 Conveng¢odes

1.4 Poroelasticidade

1.5 Solugdo numeérica

1.6 Aplicagoes

1.7 Fechamento

2. A teoria da elasticidade em meios porosos

NN N NN

6 I~ N WS S I

Introdugao

Formulacao matematica da teoria de Biot
Outras formulagdes da poroelasticidade
Coeficientes elasticos em meios porosos

Resumo

3% 0 método dos elementos de contorno

3.1 Meétodos numéricos em mecdnica do continuo
3.2 Historico do MEC
3.3 O metodo dos elementos de contorno
3.4 Vantagens e desvantagens do MEC
3.5 0O MEC em poroelasticidade
4. Equacdes integrais
4.1 Objetivo
4.2 Teorema da reciprocidade no campo
de Laplace
4.3 Equagdbes do deslocamento e da pressao

I-01
I-01
I-03
I-04
I-05
I-06
I-07

ITI-01
II-02
II-12
IT-29
IT-40

ITII-01
ITTL=-02
ITI-02
ITI-04
ITI-05

Iv-01

IV=0 1
IV-05



5.

e >
o Ul B

Equagao das tensdes

Equacao do fluxo

Resumo

Implementacao numerica

54l
5.2
Die3

5.9
5.10
5.11
5.12
5.3

Elementos constantes

Elementos lineares

Derivadas e normal

Singularidades

Movimento de corpo rigido

Integragao numérica

Fungdes de Bessel

Inversao numerica das transformadas

de Laplace

5.8.1 O método de Stehfest

5.8.2 O método de Crump

5.8.3 Comparac¢ao do metodo de Stehfest conm
o metodo de Crump

5.8.4 Outros métodos de Inversao

O problema de nés em cantos

Pontos internos

Elementos constantes x elementos lineares

Influéncia da discretizacao

Resumo

VOLUME II

Aplicacoes e resultados

6.1
6.2
6.3
6.4
6.5
6.6
6.7

Introdugao

Placa infinita com furo circular

Cilindro de paredes espessas

O problema de Mandel

Coluna unidimensional

Semi-espago poroelastico

Poge circular vertical

6.7.1

6.

T

2

Efeitos do tensor tensao
hidrostatico

Efeitos da pressdo de poros original

s o
AN =dd

IV-23

V=16
V-16
V=28

V35

V-40
V=40
V=42
V=43
V=53
V=62

VI-01
VI-01
VI-23
VI-37
VI-52
VI-64
VI-68

‘V?I—T 1
VI-72



6.7.3 Campo das tensoes d¢ 2¢£sVi1O

6.8 Pogo circular vertical - Um exemplo real
6.8.1 Efeitos do tensor tenséo

hidrostatico

6.8.2 Efeitos do diferencial de pressao
6.8.3 Efeitos das tensodes de desvio
6.8.4 Solugao simultéanesz

6.9 Fluido nao penetrante

6.10 Fator de intensidade de tenséao

6.11 Resumo

Conclusoes

Recomendacgoes

Nomenclatura e simbologia

Referencias

V1-75

VI-81

VI-83

VIi-95
VI-107
VI-124
VI-152
VI-154
VI-160

VII-01

VITII-01



VOLUME I



'

CAPITULO 6

APLICAQSES E RESULTADOS

6.1 Introducéo

Este capitulo aborda a solugdo de alguns problemas
cléssicos da teoria da elasticidade [1,2,6] e da mecdnica de
rochas [121-129], usando o método dos elementos de contorno.

Faz, também um, estudo completo de um pogo circular
perfurado em uma formagdo poro-permeavel

E conveniente lembrar que, como ja foi dito no capitulo
introdutorio, convencionou-se como positiva a tensao de tracao. O
vetor tensao e positivo quando sua direcao € 1igual & da normal
externa. Determinado componente de um deslocamento é positivo se

sua direcao e a mesma do eixo coordenado correspondente.
6.2 Placa infinita com furo circular
O caso de uma placa infinita com um furo circular ¢é

classico em teoria da elasticidade. A solugao foi apresentada por
G. Kirsch [121].

?vv
h §
8
X XX
Figura 6.2.01 - Placa infinita com furo circular

A tensao radial e dada por
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(o) = a
( X

- +0 ) (1-a’/x%)/2 +

X

et O,S(OAX—Uyy)(1+3a“/r‘-4a2/r2)c0528

Observe-se que para

Tem-se

o = o(1-a’/rd) (6.2.01)
O valor maximo ocorre longe do furo (r-o) e €& igual
tensdo de carregamento. O valor minimo ocorre na parede do furo
€ igual a 0. Tudo isto em mddulo.

A tensao circunferencial € dada por

_ Bl 2 _ _ 4, 4
%o (crm+crw) (1+a*/xr') /2 O,S(crM crw) (1+3a /r )cos2e

Observe-se que, novamente, para

o =0 =0

Tem-se
o = o(1+a’/rd) (6.2.02)
- 95

O maximo ocorre na parede do furo e é igual ao

tensao solicitante. O minimo ocorre 1longe do furo

dobro da

sendo, como
esperado, igual ao carregamento. Tudo em valores absolutos.

Note-se que, para o caso hidrostatico, a soma das tensées

radial e circunferencial €& constante e igual ao dobro do

carregamento.

A tensao de cisalhamento € calculada por
o = -0,5(c -0 )(1~3aﬁ/r«+2a%/r2)sen28
re g XX yy

O deslocamento radial € calculado por

VI-2



o +0 2 o =0 [ 2
_ 1-v XX yy a XX yy _a ., 4a
u 3G [[ > J[r+ - ] + [ > r N t cos28| +

>

A equagao anterior fornece o deslocamento radial

para o
caso de deformagao plana.
Observe-se que para
(o) =0 = g
X x yy
Tem-se
1-v 2 Vo 2
= - -a“/
u = %[1—1; + (1-v)a®/ri-v+vair]
or a’
i =ae-se [1—2v+—-—] (6.2.03)
22

Para o caso de tensao plana, modifica-se a equagao

(6.2.03), obtendo-se a expessao abaixo [121].

or 1-v a2
+ ] (6.2.04)

u = [ T
2G | 1+v rz

O problema da placa infinita com um furo circular serve

para modelar o efeito das tensdes tecténicas em um poco circular

vertical, supondo que a direcdo de uma das tensdes principais
coincida com o eixo do pogo [123]. Este modelo é aceitavel pois a
espessura de uma rocha-reservatdério é bem menor que as outras duas

dimensdes, tal qual uma placa.

A simulagdo foi feita com placa representada por um

quadrado de lados iguais a 10m com um furo circular central

com
raio igual a 0,5m. O contorno externo foi discretizado com 48
elementos lineares iguais e o interno, com 81

Na simulagdo deste caso foram usados os dados abaixo

relacionados.
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Tensao de carregamento 0., ~10 MPa

Tensao de carregamento Uyyi 10 MPa

Pressao no pogo pH = 0.

Pressao de poros p,: 0.

Modulo de rigidez G: 6000 MPa

Mcédulo de Poisson drenado v: 0,25

Mddulo de Poisson ndo drenado v, 0,50

Coeficiente de Skempton B: 1.

Coeficiente de permeabilidade k: 2x10‘532/(ﬁpax5)

Raio do furo a: 0,5 m

Dimensdo caracteristica r: 0,5 m

O coeficiente de permeabilidade acima equivale ao fluxo
de agua doce (1 cp) em um meio poroso com uma permeabilidade
a agua igual a 20 mD, ou um meio poroso de 100 mD com um oleo de
5 €ps

As constantes v eB utilizadas sdo caracteristicas de
um meio poroso cujos componentes sdo incompressiveis, situacao em
que os efeitos poroelasticos sdo mais acentuados.

A placa esta descarregada e no instante 0 aplica-se as

seguintes condig¢des de contorno:

Contorno externo

Ap = p -p =0
Contorno interno

t = 0. t = 0. Ap =p -p = 0.

X y W o

O deslocamento radial foi adimensionalizado, sendo que

nas figuras 6.2.02 e 6.2.03 representa-se

2Gu

ao
XX

u’ =

+ " - . - -
Para um tempo 0 o que predomina sdoc as condi oes nao
¢
drenadas, v =0,5. A solugado elastica daria, na parede do pogo, um
u
deslocamento adimensicnal igual a 2. Obteve-se, numericamente,
* 3

para um tempo adimensional t igual a 0.001,um valor de 2,002.

Para um tempo longo, ou seja, em condicées drenadas, a

VI-4



solucac elastica daria um deslocamento radial adimensional na
parede do furo igual a 3,0. Nunericamente foi obtido um valor
igual a 2,942 para t" igual a 10.

A figura 6.2.03 amplia os resultados obtidos proximos ao
contorno.

O tempo adimensional e definido por

t = ct/r (6.2.05)

Sendo

t - tempo em segundos

E ™ dimensdo caracteristica em m

¢ - coeficiente de consolidacio em mz/s

A dimensdo caracteristica depende do problema que esta
sendo estudado. No caso ela é o raio do furo. O coeficiente de
consolidagao € dado pela equacgao 2.4.18.

Como se pode ver, para um tempo adimensional maior do
100, os resultados tendem, ou melhor, praticamente coincidem com a
com a solugao elastica.

A evolugao da pressao de poros ao longo do eixo dos x &
mostrada na figura 6.2.04 e a figura 6.2.05 mostra detalhes nas
proximidades do contorno. Como se vé ela sofre uma variagdo brusca
proximo ao furo e depois cai rapidamente. Ao longo do eixos dos y
a variagao ocorre no sentido contrarioc. A pressido foi normalizada
dividindo-se por o -

Todas as tensdes mostradas nas figuras a seguir estao
normalizadas, ou seja, foram divididas por o, (-10 MPa).

A evolugao da tensao radial total ao longo do eixo dos x
€ mostrada nas figuras 6.2.06 e 6.2.07. Ela tende & solucdo dada
pela teoria elastica, que é zero na parede do furo e -10 MPa longe
do mesmo. A figura 6.2.07 mostra detalhes nas vizinhangas do
contorno interno. Observe-se que nesta regido ela é de tragao e
mais para dentro do dominio, de compressdo. Ao longo do eixo dos y
o0 comportamentoc €& reverso.

As figuras 6.2.08 e 6.2.09 mostram a evolugao da tensao
radial efetiva ao 1longo do eixo dos x. Inicialmente ela e
compressiva devido & queda da pressao, depois retorna a tracao
proximo ao furo, mantendo-se sempre compressiva longe do
mesmo, tendendo ao valor de o pols a pressao é zero.

O comportamento da tensao circunferencial total

VI=5



e mostrado nas figuras 6.2.10 e 6.2.11. AO longo do eixo dos x ela

€ sempre tragao e € sempre compressac ao longo do eixo dos Y. Ela

tende ao valor elastico, 40 MPa, préximo ao furo & @ g longe
dele. A evolucdo da tensdoc circunferencial efetiva ao fongo do
eixo do x é strada nas figuras 6.2.12 e 6.2.13. Os efeitos da
variagao da press

ao sao significativos préximo ao furo.
e

i
1

A

rt

m

n de cisalhamento maxima no eixo dos ¥ e r.ostrada

nas figuras 6.2.14 e 6.2.15 e pouco varia ao longo do tempo.

A vazdo radial especifica no eixo dos x pode ser vista
nas figuras 6.2.16 e 6.2.17. Ela é muito grande no tempo 0' e cai
rapidamente. A vazao foi normalizada multiplicando-se pelo raio do

furo e dividindo-se pela permeabilidade e pela tensiao o -
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€.3. Cilindro de paredes espessas

Um outro problema classico da teoria da elasticidade ¢

aguele de um cilindro de paredes espessas, também conhecido como

cilindro de Lamé. Um cilindro é considerado de pared
quando o raio externo €, no minimo, 10% maior

interno [2].

es

que

espessas

o0 raio

Figura 6.3.01 - Cilindro de paredes espess

Este problema € um excelente exemplo de

simetria axial.

as

um

caso de

O deslocamento radial pode ser calculado por [121]:

u = iV—|:(a21:a1,-]:3‘2p0) (1-2v)r -

E(b%-a?%)

a’p’(p_-p,)
—]

(6.3.01)

Este problema € usado, em engenharia de petrdleo, para

simular o efeito da presséo dentro do pogo [123]. Esta pressdo é a

soma da pressao hidrostatica do fluido que se acha no poco e a

pressao na superficie. Para esta modelagem o raio externo b do

cilindro é considerado muito maior do que o interno, a.

Assim a equagao 6.3.01 torna-se

u = -:H—V[-po(l-Zv)r =

E

a®(p,-p,)
—

A pressao externa, P, para esta modelagem

VI-23
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ficando a equagao anterior reduzida a

azpi(1+v)
u = ——— (6. 3.,03)

Trabalhando esta equacao tem-se

e (6.3.04)

Onde a pressao interna foi chamada de p e o médulo de
Young foi substituido pelo médulo de rigidez.

Note-se gue para p. igual a zero a equacido 6.3.02 fica

2
ap
=1 0 - -9
u ==z [ po(l 2v)r r]
or al
= [1—2v+——3] (6.3.05)

Esta equacdo € igual a equagdo 6.2.03, como esperava-se,
pois uma placa infinita com um furo «circular pode ser vista como
um cilindro de paredes espessas, cujo raio externo, b, é infinito

Voltando para a equagao 6.3.03, pode ser observado que
no tempo t" = 0", quando predominam as condigdées nao drenadas, o
deslocamento radial na parede do furo € m vezes o mesmo
deslocamento apdés um tempo longo. O valor de m é

mo= (1+0)/(1+v)

Na simulagdo deste caso o contorno foi discretizado com

128 elementos lineares iguais e foram usados os seguintes dados:

Pressao de poros P,* 0.

Pressao interna p,: 0.

Tensao radial o: =10 MPa

Modulo de rigidez G: 6000 MPa

Modulo de Poilisson drenado v: 0,25

Médulo de Poisson nao drenado R 0,50

Coeficiente de Skempton B: 1.

Coeficiente de permeabilidade k: 2x10'5m2/(MPaxs)
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Raio interno a: 1 nm

Dimensdo caracteristica r:1lm

Inicialmente o cilindro estava totalmente relaxado e no
instante 0' foi aplicada a tensiao radial de -10 MPa.

As condigbes de contorno sao as seguintes:

o) = =10 MPa

O deslocamento radial foi adimensionalizado, sendo que

nas figuras 6.3.02 e 6.3.03 representa-se

2Gu
pa

u’=

(6.3.06)

O tempo também foi adimensionalizado conforme a equagao
6.:2.05.

Na equagao 6.3.06 os efeitos poroelasticos nio estao tio
6bvios como na equacgdo 6.2.03. Na equagao 6.3.03 pode-se perceber
melhor estes efeitos, pois o médulo de Poisson esta explicito.

A constante m definida anteriormente tem o seguinte

valor:
m = (1+v)/(1+v) = (1+0,5)/(1+0.25) =1,2
Com os dados acima relacionados calcula-se que a solugao
elastica (tempo longo) é igual a 1. Esta solugdao representa a

a situagado em predominam as em condicées drenadas, ou seja toda a
pressao gerada foi totalmente dissipada. No tempo 0", quando
predominam as condigées ndo drenadas ela € m vezes menor, sendo m
igual a 1,2.
Numericamente, comoc se pode ver na figura 6.3.02,

obteve-se um deslocamento inicial de 0.834 para um ¢t igual a
103, analiticamente usando v seria 0,833 .0 deslocamento final
tende a solugdo elastica. Obteve-se, para t igual a 1, um
deslocamento radial igual a 0,%967. Para terpos adimensionais ¢t
malores do gque 1 os deslocamentos radiais nic se alteram. A figura

6.3.03 mostra detalhes nas proximidades do contorno.
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Nas figuras as tensdes foram normalizadas dividindo-se
pela tensao radial no contorno (-10 MPa).

A filgura 6.3.04 mostra a evolugdo da tensao radial
total. Ela tende a solucido elastica, que é zero longe da parede

interna e -10 MPa na mesma, conforme abaixo [121].

o(az/rz)

I

o
rr

q
I

-(1/1)x10 MPa = =10 MPa

rr

A figura 6.3.05 mostra as vizinhancas do contorno.
As figuras 6.3.06 e 6.3.07 mostram a evolucdo da tensao
circunferencial total, que € 10 MPa no contorno e zero longe dele.

o5 = —cr(az/rz)

Tgg = (1/1)x10 MPa = 10 MPa

Para este problema e para as condicdes usadas a
variagdo da pressao de poros € praticamente zero, ou seja as
tensdes efetivas sdo iguais &s tensdes totais. Observe-se que a
tensado radial € sempre compressiva e a circunferencial, sempre
tracgao.

A tensdo de cisalhamento maxima € mostrada nas figuras
6.3.08 e 6.3.09.

A vazao radial especifica normalizada ¢é vista nas

figuras 6.3.10 e 6.3.11. A normalizacdo é mesma usada no item 6.2.
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6.4 O problema de Mandel

Em 1950, Mandel [124] provou, baseado em uma solucao
exata, que a equagao nao homogénea da difusdo para a pressao de
poros na teoria de Biot poderia ser responsavel pela sua variacao
nao monotdnica, sob condigdes de contorno constantes. Este efeito
€ conhecido como efeito Mandel-Cryer, pois Cryer [12] fez uma
previsao semelhante. Verruijt [125] comprovou experimentalmente
este efeito.

O problema resolvido por Mandel refere-se & compressao
de uma amostra porosa entre 2 placas impermeaveis rigidas sob uma
deformagdao vertical constante. Lateralmente a drenagem € livre e
as condigoes sao de deformacao plana.

A tensao vertical inicial é uniforme sobre a amostra.
Nas proximidades das faces laterais a pressaoc de poros criada se
ajusta rapidamente as condigdes de drenagem livre. Esta reducao de
rigidez do material préximo as bordas causa uma transferéncia da
tensao vertical em diregao a regiao central, que ¢é mais rigida,
entdo induzindo ai um aumento na pressido de poros. Conforme a
pressac de poros se val equilibrando a <carga vertical vai se
transmitindo mais uniformemente.

Este efeito foi simulado supondo-se um prisma reto, cuja
secgao vertical é um retangulo de base igual a 10m (2a) e altura
igual a 5m (2b). O topo e a base foram discretizados com 10
elementos lineares e os lados com 20, como se vé na figura F.2.01.

Foram usados os parametros abaixo relacionados.

Modulo de rigidez G: 6000 MPa

Deslocamento vertical : 0,0001 m

Modulo de Poisson drenado v: 0,2

Moédulo de Poisson nao drenado v, : 0,50

Coeficiente de Skempton B: 1

Coeficiente de permeabilidade k: 5x10 “m®/(MPaxs)

Dimensdo caracteristica a: 5 m

O coeficiente de permeabilidade acima equivale ao fluxo
de agua doce (1 cp) em um meio poroso com uma permeabilidade
a agua igual a 500 mD.

Foi imposta a condicgéo de rigidez das placas
aplicando-se um deslocamento vertical constante no topo e na base

da amostra. A forga vertical fol calculada integrando-se o vetor
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tensao, gerado pelo citado deslocamento, scbre o tope. Observe-se
que na simulacao feita a forga aplicada varia com o tempo, porem o
deslocamento € mantido constante. Devido a isto os resultados
obtidos diferem daqueles fornecidos por Mandel. Esta diferenca
ocorre apos um certo tempo, sendo que no inicio quando predominam
as condigdes nao drenadas os resultados coincidem.

Inicialmente o bloco esta =saturado pelo liquido néo
pressurizado e totalmente descarregado. No instante 0  é imposto o
deslocamento constante.

A figura 6.4.01 mostra a variacdo da forca aplicada com
© decorrer do tempo. A forgca foi normalizada dividindo-se pelo
modulo de rigidez e pela dimensao caracteristica. Conforme o
fluido vai escoando e a pressdo gerada caindo a forca necessaria
para manter o deslocamento constante diminue.

A figura 6.4.02 mostra a evolugao da pressao de poros no
plano horizontal central do bloco poroelastico. Como o problema é
simétrico mostra-se apenas o quadrante superior direito. A pressao
foi normalizada multiplicando-se pela dimensdo caracteristica e
dividindo-se pela metade da forga vertical calculada. A pressio
cresce rapidamente no interior do bloco e cai bruscamente perto
das faces laterais devido a condigdo de drenagem livre. Para
tempos pequenos, a pressao gerada € maior do que a prevista pelo
efeito Skempton, conforme a equagao 2.3.09, para condig¢bes nao
drenadas [20].

As figuras 6.4.03 e 6.4.04 mostram a variacgdo da pressao
ao longo do eixo vy, ou seja, no plano vertical central. Como se
ve ela € constante e o MEC fornece valores precisos até bem
proximo do contorno. A figura 6.4.04 mostra detalhes nas
proximidades do contorno.

A figura 6.4.05 mostra o deslocamento da face lateral. O
deslocamento foi normalizado dividindo-se pela metade da forgca e
multiplicando pelo modulc de rigidez. Como se observa as faces
laterais se mantém planas.

A figura 6.4.06 mostra a tensdo vertical total, que foi
normalizada dividindo-se pela metade da forga e multiplicando-se
pela dimensdo caracteristica. Ela é sempre compressiva e sofre uma
redugao nas vizinhangas do contorno, onde o© material ¢é menos
rigido devido & drenagem 1livre. A figura 6.4.07 detalha as

proximidades do contorno.
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A evolugao da tensdo vertical efetiva normalizada e
mostrada nas figuras €.4.08 e 6.4.09. Nas proximidades do contorno
ocorre inicialmente um aumento desta tensdo devido a reducao na
pressao de poros, consequéncia da drenagem lateral 1livre. Nestas
duas figuras mostra-se o que ocorre ao longo do eixo dos x.

O comportamento da tensao vertical normalizada ao 1longo
do eixo dos y e mostrado nas figuras 6.4.10 e 6.4.11. Ela e
constante ao longo deste eixo, sofrendo apenas perturbac¢des perto
do contorno, que é consequéncia do MEC.

A vazao normal especifica nas faces laterais é vista na
figura 6.4.12 . Ela foil normalizada dividindo-se pela metade da
forgca e pela permeabilidade e multiplicando por ab. Como se vé ela

rapidamente se torna constante ao longo da face.
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6.5 Coluna unidimensional

O caso de uma coluna unidimensional, carregada no topo
com uma carga P, foi um dos problemas classicos usados para
validar o programa criado para resolver problemas poroelasticos
isando o método dos elementos de contorno [63,87]. A teoria da
consolidacdo unidimensional pode ser encontrada em Lambe [37].

A coluna foi simulada como um cubo unitario discretizado
em 16 elementos lineares, 4 em cada lado da seccgao. Usou-se os
mesmos dados utilizados por Badmus et al [63] para fins de
comparagao. A coluna tem drenagem livre no topo e a base é rigida
€ impermeavel. Inicialmente ela se encontra totalmente 1livre de
qualquer carregamento e instantdneamente é carregada pela carga P.
A coluna é lateralmente confinada por placas rigidas, fixas e
impermeaveis. Estas condigbes sdo mostradas na figura F.3.01.

Os dados sao:

Carga no topo P: -1 MPa

Diferencial de pressdo no topo: 0

Moédulo de rigidez G: 1 MPa

Médulo de Poisson drenado v: 0,2

Médulo de Poisson nao drenado v, : 0,4

Coeficiente de Skempton B: 0,8

Coeficiente de consolidagao c: 1 mz/s

Dimensao caracteristica a: 1 m

A figura 6.5.01 mostra o deslocamento vertical no topo,
normalizado, para varios tempos normalizados t". o deslocamento

inicial, gquando predominam as condigdes nao drenadas, é [63]

W = PL(l_zvu) = _~1x1x(1-2x0,4) _ -0.1667m
2G(1-Vu) 2x1x(1-0,4) 4
Este deslocamento normalizado é
groo S0 o Ve demee e g
PL 2(1-v ) 2x(1-0,4) ’

Obteve-se 0.1700 para um t igual a 10°“.

O deslocamento normalizado, para um tempo longo,
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condigoes drenadas, tende para a solugao elastica [3,6,7]:

Gu _ _ 1-2v ” 1=250,2
PL 2(1-v) 2x(1-0,2)

= 0,3750

O valor obtido foi 0,374 para um tempo normalizado igual

O variagao da pressdo de poros no meio da coluna, com a

profundidade, é mostrado na figura 6.5.02, para alguns t”. Devido

a condigao de contorno p = 0 no topo, ha o desenvolvimento de um

+

gradiente de pressio muito grande no tempo normalizado t = 0%. A
pressdo neste instante em toda coluna € igual a [63]:
_ B _1,0,8x(140,4) 5 555D
p 3(1-v ) 3x(1-0,4) ’
A pressao foi normalizada dividindo-se por  -P.

Numéricamente obteve-se um valor de 0,6200 para um g igual a
10",

Na figura 6.5.02 mostra-se a variagao da pressao
normalizada com a profundidade normalizada, gue € a profundidade
dividida pelo comprimento da coluna.

Nas figuras 6.5.01 e 6.5.02 os pontos sao os valores
encontrados por Badmus et al [63].

Na figura 6.5.03 mostra-se a variacdo da tensdo normal
na face lateral. Ela foi normalizada dividindo-se por P. No

instante 0", condigdes nado drenadas, esta tensiao é dada por [123]:
o =Pv/(1-v) = -1x0,4/(1-0,4) MPa = -0,6667 MPa

Ja para tempos longos, condigdes drenadas, tem-se:

o = Pv/(1-v) = -1x0,2/(1-0,2) MPa = -0,2500 MPa

A vazao especifica normalizada no topo é vista na figura
6.5.04. A normalizagao foi feita multiplicando-se pela dimensao
caracteristica e dividindo-se pela permeabilidade e pelo modulo de

P. Ela e positiva, ou seja, na diregdo da normal (drenagem).
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C problema da consclidagao unidimensional também foi
estudado por Bocone [87]. Neste caso um carregamento instantaneo,
P, e aplicada no topo, como uma tensao total e como pressao de
poros, ou seja, neste instante a tencsao efetiva = zero.
Inicialmente a coluna estava totalmente descarrega sem pressao de
poros.

A diferenga fundamental entre o problema estudado por
Badmus et al [63] e o estudado por Boone € gue neste ultimo ha um
diferencial de pressao aplicado no topo da coluna. No primeiro
caso ocorre drenagem de fluido no topo e no segundo ocorre
injegdo. As demais condigées de contorno sao iguais.

Os dados sao:

Carga no topo P: =1 MPa

Diferencial de pressdo no topo p: 1 MPa

Modulo de rigidez G: 6000 MPa

Modulo de Poisson drenado v: 0,2

Moédulo de Poisson nao drenado Vi 6,33

Coeficiente de Skempton B: 0,62

Coeficiente de permeabilidade k: 2.10ﬁn3/(MPaxs)

Dimensao caracteristica a: 6 m

Este problema foi resolvido simulando-se uma coluna de
6ém de altura de secgao reta quadrada de 1m de 1lado. O topo foi
discretizado com 10 elementos lineares iguais, a base com 2
elementos e os lados com 9 elementos iguais, cada um.

A figura F.3.02 mostra um esquema deste caso.

O deslocamento instantdneo no topo é dado por

Lo o ATVIPL  (1-2.0,33)x1MPaxém
(1T-v_)2C (1-0,33) x2x6000MPa
0
u = =-0,254 mm
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Com decorrer do tempo a coluna vai sendo preenchida pelo
fluido e o deslocamento do topo € reduzido chegando a um valor
final igual a [87]:

© _ . (1-2v)PL
U= (el yoe

O valor de a é

e, w2l 3(0,33-0,2)

B(1-2v) (1+v) _ 0,62(1-0,4) (1+0,33) ~ 0:78826

Entdao o deslocamento final é

@ (l"2x0,2}lMPax6m

— - - o — -3
U = = (10, 78800 o s roYDE 0,0794x10° m

No instante inicial a pressdo em toda a coluna, com
excegao do topo, é

o _ BOMWIP 5 62,1,33x1MPa _ R p—
p 3(1-v) 3x(1-0,33) J
A pressao final, 1logicamente, €& igual a pressao de

carregamento de 1 MPa.

A figura 6.5.05 mostra o comportamento da pressido de
poros, na base da coluna, ao longo do tempo. Mostra também solucao
analitica fornecida por Boone [87].

Na figura 6.5.06 € mostrado o deslocamento do topo da
coluna com o desenrolar do tempo.

A tensao normal na face lateral € mostrada na figura
6.5.07. Esta tensao fol normalizada dividindo-se pelo médulo do
carregamento P.

A vazao de injegado especifica no topo € apresentada
na figura 6.5.08
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6.6 Semi-espaco poroelastico

Schiffman et al [127] determinou as tensodes, deformacgoes
e pressoes em um semi-espago poroelastico carregado
unidimensionalmente sob condigdes de deformagao plana. A solugao
analitica generalizada foi dada por McNamee e Gibson [128,129).
Este problema também fol apresentado em outros artigos técnicos
[57,65,83,126,130].

Simulou-se esta situagdo supondo um bloco prismatico
poroelastico com uma secgao vertical reta quadrada de lado igual a
a 200m carregado unidimensionalmente no centro do topo. A faixa de
carregamento suposta tem 2m de largura (2a) O contorno do quadrado
foi discretizado com 64 elementos lineares convenientemente
distribuidos. Ha drenagem livre no topo e a base é fixa, rigida e
impermeavel. Lateralmente a drenagem €& livre.

A figura F.4.01 mostra um esquema deste problema.

Os dados utilizados sao os seguintes:

Modulo de rigidez G: 6000 MPa

Carregamento Q: 1000 MN/m

Modulo de Poisson drenado v: 0

Moédulo de Poisson ndo drenado v..: 0,5

Coeficiente de Skempton B: 1

Dimensao caracteristica a: 1 m

Na figura 6.6.01 representa-se a variacao da pressao de
poros normalizada (p/Q) em fungcdo da profundidade normalizada
(z/a) para t” igual a 0,1 no plano central do carregamento. O
coeficiente de permeabilidade wusado foi loima/(MPa.s), o gue
representa uma rocha bem fechada. ©Os pontos mostram o valores
apresentados por Schiffman [127].

Na figura 6.6.02 mostra-se a evolugao da pressao de
poros, no plano z/a = 0,5, com o tempo.

A figura 6.6.03 apresenta a variagao da pressao de poros
com o tempo em 2 pontos do dominio. Nesta figura os pontos mostram
os valores achados por Hwang et al [126].

Nas 3 figuras o efeito Mandel-Cryer ¢é claramente
mostrado, representando uma pressac de poros crescente nos tempos

iniciais do processo.
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6.7 Pogo circular vertical

Considere-se um pogo circular vertical perfurado em uma
formagao porosa sujeita a um campo de tensdes tectdnicas nao

hidrostatico, conforme a figura seguinte.

6
IR
L]
Figura 6.7.01 - Furo circular
Na figura 6.7.01, o é o tensor tensao meédio

(hidrostatico), S é o tensor tensido de desvio, P, € a pressao de
poros original (longe do pogo) e p_ € a pressdao dentro do pogo.
Assume-se que o eixo do pogo seja vertical e que a diregcao da
tensao vertical principal coincida com ele.

Este problema pode ser considerado um caso de deformagao
plana. O efeito da perfuragao do pogo pode se simulado pela
remocdo, no tempo t = 0', do material perfurado. Assim sendo, as
tensdes atuantes na parede do pogo sdo aquelas que atuavam no
material retirado, ou seja, sdo as reagdes as tensdes de
carregamento. O pogo € considerado vazio, ou seja, atua na parede
uma pressao oposta a pressao do reservatério. Assim se tem um
diferencial de pressado negativo, com um fluxo da formacao para o
pogo.

O modelo acima correspcnde a uma situagdo ideal, isto e,
seria o caso de um pogo perfurado usando-se um fluido de

perfuragao sem peso.

Detournay e Cheng [24] decompuseram o campo das tensédes
em 3 modulos de carregamento:
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Modulo 1 - Campo do tensor tensao hidrostatico
Os componentes o tensor tensaéao hidrostatico

representados por [2].

o= (Ju/B)éu = aéi

1)

J

As condigdes de contorno na parede sao

Modulo 2 - Campo da pressao de poros original

Para este carregamento as condig¢des na parede do

sao
(o} =0
rr
O-re — 0‘
p, = 0.
Ap = P,m Py T "B,

Modulo 3 - Campo do tensor tensaoc de desvio
Os componentes do tensor tensao de desvio, ou

deviatorico, sao dados pela seguinte expressio:

o = Ukk/3 S =8

As condigdes de contorno na parede do furo séao

o = =8Scos28
rr

Ure = Ssen2é
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Foram utilizados os dados abaixo:

Pressao no furo p : 0.

Pressao de poros ; ]

Tensao de desvio SE L.

Médulo de rigidez G: 1

Moédulo de Poisson drenado v: 0,2

Modulo de Poisson nao drenado vos 0,4

Coeficiente de Skempton B: 0,8

Dimensao caracteristica r:1

Inicialmente, o continuo poroelastico esta carregado com
as tensdes e pressdes acima e no instante 0' é retirado o material
correspondente ao furo, ficando entao aplicadas as condicées de
contorno ja descritas.

Em todas figuras deste paragrafo 6.7 os pontos
representam os resultados apresentados por Detournay e Cheng [24],
que sdo os valores no eixo dos x, 6 = 0°.

Neste item apresenta-se somente as variaveis mostradas
pelos citados autores, para fins de comparacdo. Um estudo completo
para um caso real € apresentado no item 6.8.
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6.7.1 Efeitos do tensor tensao hidrostatico

Neste moédulo de carregamento ndo ocorrem fenémenos
poroelasticos conforme afirmado por Detournay e Cheng [24]. Por
esta razao ele nao foi abordado neste item.

No item 6.8 e mostrada a solucdo completa de um exemplo
real de um pogo circular perfurado em certo meio porosc.
Verificar-se-a entado se a afirmativa acima e verdadeira ou nao.

As condigdes de contorno na parede, repetindo, sao
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6.7.2 Efeitos da pressao de poros original

Neste campo de tensdes tem-se os efeitos da diferenca
entre a pressao no pogo p e a pressao nos poros da formacao p,-
W

As condigdes de contorno na parede do furo sio:

Urr = 0
0}9 = 0.
p, = 0.
Ap = B, By &= =B

Na figura 6.7.02 mostra-se a variagao da pressao
normalizada (p/pn) com o tempo t” em varios pontos do dominio.

Na figura 6.7.03 € mostrada a variacdo da vazao radial
normalizada (-qa/kpo) em alguns pontos do reservatorio para varios
tempos normalizados.

Como se pode ver, nos tempos iniciais, as curvas de
pressao sao uniformes (constantes), deduzindo-se que a area de
drenagem se propaga com uma frente bem definida. Para as condigoes
simuladas (p;=0), © fluxo é da formagdo para o poco e é maximo na
chegada da frente de drenagem. Este maximo cai rapidamente com a
distdncia do furo. Na parede do pogo a vazdo tende a infinito no
tempo t = 0°.
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6.7.3 Campo das tensoes de desvio

Este modulo mostra o efeito da diferenga entre as
tensodes tectdnicas, representada pelo tensor tensdo de desvio. &ac

condig¢des de contorno, na parede do furo, sao:

t = S8ScosS8
9

t = -Ssenée
y

0- = 00

xy

Ap = 0.

A a variacao da pressao de poros normalizada (p/S) com a
distédncia normalizada (r/a), para alguns t', pode ser vista na
figura 6.7.04. Instantaneamente apos a perfuragdo do pogo a
pressao de poros pode ser calculada por [24]:

4 a’

P = TSB ( 1+VU}

5 cos 26
r

p = g x1x0, 8x(1+0, 4) —2—cos26
r

a

P = 1,4933—

cos28

Para

p = 1,4933

Na figura esta tendéncia € mostrada claramente.

A condigdo de contorno p=0 cria, entretanto, um forte
gradiente de pressao em t = 0', o qual é associado a uma rapida
drenagem na parede do pogo. Observe-se que, nas condigboes em
apre¢o, a pressao varia com o adngulo 6 e conseguentemente a vazéao
nao € apenas radial, como no mdédulo 2.

A drenagem rapida proximo ao pogo tem um efeito muito
forte na concentragao de tensdes. A rocha nas vizinhangas do furo

é caracterizada por condigdes drenadas sendo, portanto, menos
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rigida que nas regicdes mais distantes, onde ainda permanecem as
condigbes nao drenadas. Deste modo nos tempos iniciais as
proximidades de pogo estdao como que protegidas da concentracdo de
tensdes. Este fendémeno € mostrado na figura 6.7.05, onde se
representa a variagao da tensdo circunferencial normalizada, ass/s

. -~ . . - . i " -
com a distancia normalizada em varios tempos t , na direcao 6=0.

No tempo t" = 0" esta tensiao €, para r = a, igqual a
4, 4
ey = =(1+3a /r )Scos28
e
Cag = =(143x1/1)x1x1 = -4

Esta tendéncia pode ser vista na mesma figura.
Como existe wuma forte drenagem, esta tensio €, gquase

instantaneamente, reduzida a [24]

l—Vu
GBS/S = =4 [W]COSG
= -4 10,4 = -
Con/S = 4[ 1_0’2],‘1 3

Um fato a observar € que para os tempos iniciais o
maximo absoluto da tensédo circunferencial ocorre dentro do meio
poroso e nao na parede do pogo, como esperado pela solucgao
elastica [120].

Com o passar do tempo a concentragidc de tensdes na

parede aumenta atingindo a solugdo elastica
088/5 = =4co0s28 = -4

Tudo isto € mostrado na mesma figura 6.7.05.

A evolucao do deslocamento radial para este médulo de
carregamento € vista na figura 6.7.06, onde se mostra a variagao
do deslocamento radial normalizado (2Gu/aS) na parede para 6=0.

No tempo t = 0° este deslocamento é dado por
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2Gu  _ iy
as b U

= 2-4x0,4 = 1,4

>

No tempo t = w ste deslocamento é dado por

= 3-4v

I

3-4x0,2 = 2,2

O deslocamento u é funciao, neste médulo de carregamento,
do angulo 6, ocorrendo um achatamento do furo na direcdo da menor
tensao e um alargamento na diregao da maior. Este fato foi foi

primeiramente citado por Carter e Booker [85].
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6.8 Pogo circular vertical. Um exemplo real

Resolver-se-a agora um exemplo real de um pogo de 0.254n

(10 pol) de diametro perfurado para atingir um reservatcério de

baixa pressao situado a 2000m com uma permeabilidade de 10

(VY]

m2(100 mD) contendo um fluido de 5;10'3Pa.s(5 cp). A formacao e

suposta ser tectonicamente nao relaxada.

dados

A figura seguinte mostra as condigées de carregamento.

-— e—23 OMPa

Figura 6.8.01 - Furo circular

Carregamento

Baseando-se nas condigdes descritas tem-se os seguintes

Tensao tecténica na direcao x o, —30 MPa (4350 psi)
Tensdo tectdnica na direcado y UW: =20 MPa (2900 psi)
Pressao de poros p.: 10 MPa (1450 psi)

Pressao no pogo p: 13 MPa (1885 psi)

Médulo de Young E: 14400 MPa (2,1x10° psi)

Modulo de rigidez G: 6000 MPa (0,87:106 psi)

Modulo de Poisson drenado v: 0,2

Modulo de Poisson nao drenado v:o,4

Coeficiente de Skempton B: 0,8

Coeficiente poroelastico a: 0,893

Coeficiente de permeabilidade k: 2,10 m’/(MPaxs)
Coeficiente de difusao c: 0,223 ﬁ)s

Raio do poco r: 0,127 m (3 pol)

Dimensdo caracteristica r :0,127 m
c
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Inicialmente o continuo poroeldstico esta carregado comn
as tensdes acima e a pressdo de poros € a citada. No instante 0% o
pogo e perfurado com fluido cuja pressdo hidrostatica é maior do
que a pressao de poros, ocorrendo assim ur fluxo inicial do poco
para a formagado até o equilibrio das precscsdes.

Este exemplo, primeiramente, sera resolvido fazendo-se a
decomposigdo do carregamento nos 3 moédulcs como foi feito no
exemplo anterior; depois ele sera resolvido sem a decomposigéao
citada. Obviamente chegar-se-a a um resultado que é a superposigao
dos 3 mdédulos.
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6.8.1 Efeitos do tensor tensao hidrostatico

O tensor hidrostatico € composto por tensées normais

iguais & média das tensbées tecténicas e por tensoées
cisalhamento nulas. 2 figura sequinte mostra as condigodes

carregamento neste modulo

25MPa

{ =0 MP z le—25MPa
S

Figura 6.8,02 - Furo circular

Carregamento hidrostatico

As condigdes de contérno na parede do pogo sao
seguintes:

o = =0 = 25 MPa
EiF

e = ©

Pe == 0

Este carregamento e axissimétrico, consequentemente
resultados tambem o serdo. Por esta razao siao mostrados apenas

resultados no eixo dos x.

de
de

as

os

os

Da figura 6.8.03 a figura 6.8.12 mostra-se os resultados

obtidos. A pressdo de poros pouco, ou quase nada, varia. O que

confirma [24] que em um estado hidrostatico nao ha geragao
pressao. O que se observa € uma peguena perturbacdoc proximo
pogo (+0,2MPa ou 30 psi).

As tensdes radiais total e efetiva tendem a =zero

parede do pogo e a -25 MPa longe do resmo, como esperado [121].

de

ao

na

As tensdes circunferenciais total e efetiva tendemn a -50
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MPa no pogo e a -25 MPa longe dele, conforme previsto [123].
As proximidades do furo foi ampliada de modo a mostrar o
© comportamento das variavis nesta regio.
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6.8.2 Efeitos do diferencial de pressao

As condigbes de carregamento para esta situacdo estao

mostradas na figura seguinte

—=0 MPa

Figura 6.8.13 - Furo circular

Diferencial de presséao

As condigdes de contorno na parede do pogo sao as

seguintes:
.. =~p =13 MEs
Cg = 0
Ap = P- P = 3 MPa
Este carregamento é axissimétrico, consequentemente os

resultados tambem o serao. Por esta razao sao mostrados apenas os
resultados no eixo dos X.

Da figura 6.8.14 a figura 6.8.23 mostra-se os resultados
obtidos.

A variacgdo da pressdo é mostrada na figura 6.8.14. Como
se ve ela aumenta com o decorrer do tempo . Ela cresce rapidamente
proximo ao pog¢o tendendo a pressao P, igual a 13 MPa. Longe do
contorno ela sobe mais vagarosamente. A figura 6.8.15 mostra as
proximidades do furo.

Na figura 6.8.16 ve-se a evolucdo da tensao radial
total, que pouco varia com o tempo. Nas vizinhancas do pogo ela
tende a tensao radial de carregamento, -13 MPa e longe dele a zero

que € a condicao inicial, para este carregamento. A vizinhanca do
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furo e vista na figura 6.8.17.

A tensao radial efetiva varia bastante com o tempo,
consequéncia do comportamento da pressao de poros ja abordado. No
inicio ela chega a ser negativa (compressadoc) proximc ao poco, isto
devido a tensao radial imposta. Depois, com © cr escimento da
pressdao, ela volta a ser positiva (tracdoc) tendendo ao estado
inicial, 10 MPa, dentro do dominio. Tudo isto pocde =<ser visto nas
figuras 6.8.18 e 6.8.19

O comportamento da tensdo circunferencial total parece
com o da tensao radial total, porém variando um pouco mais com o
tempo. As figuras 6.8.20 e 6.8.21 mostram que no inicio ela tende
a 13 MPa no contorno e depois a zero longe dele.

A tensdo circunferencial efetiva, figura 6.8.22, € menos
afetada pela variagdo da pressdo do que a tensdo radial efetiva.
Nas distancias pequenas ela tende a soma das pressdes, 23 MPa.
Depois ela cai, mais ou menos rapido, para o valor da pressao do
reservatério, que é a condigdo inicial, para este carregamento. A&

figura 6.8.23 mostra as proximidades do contorno.
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6.8.3 Efeitos das tensoes de desvio

Para este modulo as condigdes sdo mostradas abaixo.

= —— S5MPa

Figura 6.8.24 - Furo circular

Tensor deviatdrico

As condigoes de contorno sioc as seguintes

Urr = =-Scos28 = 5cos286
0}6 = Ssen28 = -5sen26
Ap = DH‘ Pe = 0

Neste moédulo o carregamento ndo mais € axissimétrico,
razao porque apresentar-se-a os resultados no eixo do x, 8 = 0’ e
no eixo dos y, 6 = 90°.

Na figura 6.8.25 mostra-se a evolucdo da pressao de
poros no eixo dos x, que esta comprimido com -5 MPa. Como ha um
achatamento do pogo nesta direcdo, redugdo de didmetro, ocorre um
alivio na pressao, nas vizinhangas do furo, porém rapidamente
retorna as condigdes iniciais. O valor inicial da pressdao é, na
parede do pogo [24].

P = 4SB(1+Vu)a2c0528/(3r2)
D = 4x(=5)x0,8%(1+0,4)x0,127°xcos0/ (3x0,127°%)

p = -7,47 MPa

A evolugao da pressdo de poros no eixo dos y, 6 = 90°
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pode ser visto na figura 6.8.26. Nesta direcac o me1 poroso se
acha tracionado com 5 MPa, o que causa uma elongagao do diametro do
poc¢o e um aumento da pressao. A pressao calculada, pela expressao
anterior, agora € +7,47 MPa. A variacgao da precssao no eixo dos x
nas proximidades do furo é vista na figura 6.8.27.

Os comentarios feitos no item 6.7.3 sao aplicaveis aqui.

As figuras 6.8.28 e 6.8.29 mostram a tensio radial total
nos eixos dos x e dos y, respectivamente. No eixo dos X, ela e
tragdo nas vizinhangs do furo, até, mais ou menos 1,075r“
passando entao a compressao tendendo ao valor inicial de -5MPa. No
eixo dos y a variagao € inversa. Ao longo dos 2 eixos a tensao
radial total pouco varia com o tempo. A evolucido no eixo dos x nas
vizinhangas do furo € mostrada na figura 6.8.30.

O comportamento da tensao radial efetiva é mostrado nas
figuras 6.8.31 (6=0°) e 6.8.32 (6=90°). Nos 2 eixos ela varia
bastante com o tempo, consequéncia da variagdo da pressido de
poros, pricipalmente prdximo ao poco. No eixo dos x ela € no
comego toda negativa (compressao) e depois passa para positiva,
nos arredores do furo. Na diregao de 6 = 90° a evolugao e inversa.
A figura 6.8.33 mostra as proximidades do furo.

A figura 6.8.34 apresenta a tensdo circunferencial total
no eixo dos x. Como se vé ela é sempre positiva, tracio, e pouco
varia com tempo. No contorno ela tende a solucéao elastica, 20 MPa
e depois cai para a condigao inicial de 5 MPa. A variacdo no eixo
dos y, € mostrada na figura 6.8.35; ela € sempre negativa, e
evolui como no eixo dos x. O comportamento no eixo dos X perto do
furo esta apresentado na figura 6.8.36.

A tensdo circunferencial efetiva é muito afetada pelo
comportamento da pressac de poros, variando bastante com o tempo
nas 2 diregdes. No eixo dos x na parede do furo ela tende ao valor
inicial (5MPa) mais a variagao da pressdo (7,5MPa), ou seja, tende
a 12,5 MPa. Depois com a recuperacgdo da pressdo ela vai para o
valor da tensdao total, 20 MPa. Longe do furo ela fica nas
condigdes iniciais. Neste eixo ela é sempre positiva. No eixo dos
Y © comportamento € o inverso do descrito. Tudo isto é apresentado
nas figuras 6.8.37, 6.8.38 e 6.8.39.
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6.8.4 Solucao simultanea

Agora este exemplo sera resolvido nao mais decompondo-se
o carregamento como foi feito nos trés itens anteriores. As cargas
serao aplicadas ao mesmo tempo. O resultado sera igual a
superposigao dos ja obtidos. Este carregamento € mostrado na

figura seguinte.

- r~—30MPa

Figura 6.8.40 - Furo circular

Carregamento total

As condigdes na parede do furo sdo as seguintes
t = -17cos6 MPa
t = -7cos8 MPa

Ap = P B = 3 MPa

Inicialmente o continuo poroelastico esta sob a acdo das
tensbes mostradas na figura acima e a pressdao de poros uniforme é
igual & mostrada. No instante 0' é perfurado o pogo e se tem
aplicadas as condigdes de contorno descritas.

O furo foi discretizado em 128 elementos lineares iguais
e a diregao da normal em cada elemento coincide com a direcdo do
raio do furo.

Na figura 6.8.41 mostra-se o deslocamento radial n=z

parede do furo na diregao dos x e na dos y. Como se ve ele aumenta
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com o tempo e ocorre uma ovalagac do furo, ficando o diametro
maior alinhado com a diregdo da menor tensao tectdnica, que no
caso e a diregao dos y.

A figura 6.8.42 mostra a evolugao da pressdo de poros ao
longo do eixo dos x. Os efeitos poroelasticos sao grandes. No
inicio a pressdo cai bastante, proximo ao pPogo, mas com o© passar

) l a 13 MPa. A figura 6.8.44
mostra a evolugdo da pressdo ao longo do eixo dos y. Ela tem um

1

do tempo ela vai para a pressidoc p igu

u
fu

aumento rapido inicialmente e depois cai para o valor P - Em ambos
os casos, longe do furo a pressdo de poros tende para o valor
inicial. Nas figuras 6.8.43 e 6.8.45 mostra-se a evolugao da
pressao nas proximidades do furo.

As figuras 6.8.46 e 6.8.48 mostram a evolucao da tensao
radial total ao longo do eixo dos x e dos y, respectivamente. Nos
2 casos os efeitos poroelasticos saoc despreziveis e ela pouco ou
nada varia com o tempo, e tende & tensao radial no contorno ao
se aproximar do furo, que € -13 MPa. As figuras 6.8.47 e 6.8.49
mostram o comportamente desta tensdo nos arredores do furo.

Na figura 6.8.50 se pode ver que a tensdo radial efetiva
na diregdo dos eixo dos x sofre efeitos poroelasticos fortes.
Perto do pogo, devido ao aumento da pressido, ela tende a zero com
o passar do tempo. Ao longo do eixo dos y, a tensao radial efetiva
apresenta efeitos poroelasticos menos acentuados (figura 6:8:52) .
Nos dois casos ocorre uma oscilacao inicial devido as variagoes
bruscas apresentadas pela pressdo, como pode ser visto nas figuras
€.8.51 e 6.8.53. Observe-se que na parede do poco esta tensao
tende a zero; caso a formagdo apresentasse uma resisténcia a
tragao nula, ocorreria desmoronamento. Este efeito seria ainda
mals acentuado se a pressao dentro do pogo fosse menor podendo
inclusive ocorrerem fraturas tangenciais gue levariam ao
lascamento da parede (breakout), que é a ruptura por compressao
e/ou flambagem dos minusculos pilares formados. Esta tensao nesta
regido €é maior ao longo do eixo dos y, que é a direcgao
preferencial dos lascamento, neste exemplo.

A figura 6.8.54 apresenta o comportamento da tensao
circunferencial total ao longo do eixo dos x. Ela sofre claramente
os efeitos poroelasticos. Devido & pressurizacao do pPoOg¢o nas suas
proximidades ela sofre uma redugao, depois se recupera atingindo

um valor maximo, em modulo, e entdo retorna lentamente ao valor
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inicial. Ao longc do eixo dos y , figura 6.8.56, esta tensao ¢
praticamente constante no tempo. Nos arredores do furo ela tende
aos valores tecricos [123] -18 MPa (8 = 00) e -58 MPa (6 = 900),
como pode ser visto nas figuras 6.8.55 e 6.8.57

A descrigao da tensdo circunferencial efetiva, figuras
6.8.58 e 6.8.60, e feita a seqguir. Ao 1longo do eixo dos x a
variagao com o terpo € mais acentuada do que ao longo do eixo dos
y. E interessante que o valor maximo, em médulo, nado ocorre na
parede do furo e sim um pouco mais para dentro do meio poroso, isto
ao longo do eixo dos x. Na outra direcdo ndo se observa este
fendémeno. Caso a pressao no pogo fosse aumentada esta tensao
tenderia crescer cada vez mais passando a partir certo valor de P,
a ser positiva (tragdo) podendo causar fraturas radiais a depender
da resisténcia a tragdo da rocha. Observe-se que a tensao
circunferencial efetiva é sempre maior ao longo do eixo dos x, que
no caso, € a direcao preferencial das fraturas. Detalhes proximos
do furo sao mostrados nas figuras 6.8.59 e 6.8.61.

A vazao radial no eixo dos X é mostrada na figura 6.8.62.
No instante 0’ ela é grande, pois a diferenca de pressdes é maxima,
porém ela se ajusta rapidamente. Para este carregamento neste eixo
o fluxo inicial é positivo, ou seja do poco para a formagao. A
certa distancia do pogo ele reverte de sentido, isto para tempos
bem pequenos. A figura 5.8.64 apresenta o comportamento da vazao
radial ao longc do eixo dos y. Ela é menor neste eixo do gue no
outro e, tem sentido contrario, ou seja, do meio poroso para o
pogo. As figuras 6.8.63 e 6.8.65 mostram as condigdes perto do
furo ampliadas.
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6.9 Fluido nao penetrante

Determinado fluido tem um comportamento nao penetrante
guando nao ocorre fluxo do pogo para a formacdo. A nao ocorréncia
do fluxo pode ser fato natural, caso de uma formacgao com
permeabilidade zero, ou induzido, caso dos fluidos de perfuracao
que formam um reboco impermeavel na parede do poco.

Sabe-se [123] que a tensao circunferencial efetiva
induzida por um fluido penetrante é maior do aquela criada pPor um
fluido nao penetrante.

Para verificar este fato foram usados os mesmos dados do
item anterior, porem com uma pressdo dentro do pog¢o maior, 25 MPa,
0 que corresponde a 3626 psi. Teoricamente, tem-se os seguintes
valores para a tensao circunferencial efetiva maior [123]:

Fluido nao penetrante

- -
o 302 01 + pH pe

B8e

o 3(-20) - (-30) + 25 + 10 = 5 MPa (725 psi)

88e

Fluido penetrante

-V
0995 - 30‘2 - O-‘I * (pu—pe) (2=« 1=z ) + 2pe
Ueee = 3(-20) - (-30) + 15[2"0.893(1—0,4)/(1—0,2)] + 20
UBQE = 9,95 MPa (1444 psi)

A figura 6.9.01 mostra a evolucgao da tenséo
circunferencial efetiva para os 2 casos, para um tempo
adimensional t’ igual a 10. No caso de o meio poroso ter uma
resisténcia & tragao igual a 6 MPa (870 psi) ocorreria uma fratura
radial com o fluido penetrante; ja o fluido nio penetrante nao
criaria fratura alguma.

Observe-se que esta tensdo circunferencial efetiva maior
ocorre no eixo dos X, criando fraturas perpendiculares ao eixo dos

Y, que € a direcao da menor tensao tecténica.
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6.10 Fator de intensidade de tensao

A evolugao do fator de intensidade de tensio , K de

uma fratura em um meio poroso, ao longo do tempo, nao e Imuito
conhecido na literatura (40, 87, 89, 90, 91, 93, 94, 138]. Este
fator corresponde ao chamado modo I de fratura, que € a fratura
por tragcac [139, 140, 141).

Por aquela razao, determinou-se o seu comportamento,
simulando-se uma fratura plana de 1,0 m de comprimento e de
espessura desprezivel em relagdo ao comprimento, em um cubo de 2m
de lado. Como o problema € simétrico simulou-se apenas uma das
faces de uma das asas da fratura. O contorno foi discretizado com
27 elementos lineares convenientemente dispostos. As condigdes de

contorno e a geometria sdo mostradas na figura 6.10.01.

u =0
X
. uy=0
q =0
u =0 u =0
X x
Y y
q =0 g =0
t =0 £ =t
X x
t =10MPa u =0
y Y
Ap=10MPa g=0

Figura 6.10.01 - Bloco cubico com fratura

Inicialmente a fratura se achava totalmente descarregada
e sem diferencial de pressido algum entre ela e o meio poroso. No
tempo 0° ela foi pressurizada com 10 MPa.
As propriedades utilizadas sdo as seguintes:

Modulo de rigidez G: 6000 MPa

Modulo de Poisson drenado v: 0,2

Modulo de Poisson nao drenado v, 0,4

Coeficiente de permeabilidade k: 2:10-515/(Mpaﬁﬂ
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Dimensaoc caracteristica r: 0,5 m

Para o calculo de K fol usado o método sugerido por
Becker [40], no qual calcula-se-o através dos deslocamentos da
parede da fratura.

O deslocamento normal na face de uma fratura em fungao

da distancia r da ponta da mesma é dado por (139,140,141)

Construindo-se o grafico da variacdo de 1%/r°‘5 com a
distancia r obtém-se uma reta cuja interseccdo com as ordenadas, r
igual a 0, permite calcular o valor de Kf A figura 6.10.02 mostra
um conjunto de tais retas, cada uma correspondendo a um
determinado tempo normalizado t .

Uma outra maneira de se obter Klé construir o grafico
da variagdo do deslocamento u com a raiz quadrada do raio r. O
coeficiente angular da reta assim obtida permite calcular o fator
de intensidade de tenséao K. Na figura 6.10.03 mostra-se um

*
conjunto de tais retas para diversos t .

Os valores de K] obtidos pelos dois métodos sao vistos
na figura 6.10.04. E esperado que este fator de intensidade de
tensao caia com o tempo, pois no inicio ocorre o efeito do fluxo
de fluido que vai diminuindo com o tempo, conforme a pressao de
poros vai aumentando. Na figura 6.10.04 pode-se ver gque ¢
exatamente isto que ocorre.

E conveniente lembrar que o objetivo desta analise nao
foi determinar o valor mais correto, ou mais confiavel, de K e
sim conhecer-se o seu comportamento com o tempo.

A fratura propaga-se guando o fator de intensidade de
tensao atinge um valor «critico K, que €& uma propriedade do
material chamada de fator de intensidade de tensdao critico ou

tenacidade da fratura.
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Abaixo relaciona-se alguns valores tipicos para rochas

poro-permeaveis mais comuns [142]:

Siltito - 1,04 a 1.81 MPaxm’’
Arenito - 0,44 a 1,76 MPaxm’*’
Calcdreoc - 0,44 a 1,04 MPaxm’"
Folhelho - 0,33 a 1,44 MPaxm’"’

Os valores acima foram medidos sob uma tensdao de

confinamento baixa. In situ eles sao provavelmente maiores [142].
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6.11 Resumo

Neste capitulo apresenta-se a aplicagdo do MEC a alguns
problemas poroelasticos com énfase ao caso de um furo circular
perfurado em um meio poroelastico.

Inicialmente, mostra-se a aplicagdo e os resultados
relativos a dois problemas classicos da teoria elastica: a placa
infinita com um furo circular e o cilindro de Lamé.

O comportamento de um prisma poroelastico sob deformagéo
constante (problema de Mandel) foi analisado. O caso de uma coluna
poroelastica unidimensional foi apresentado e estudado. O exemplo
de um semi-espago poroeldstico sob carregamento unidimensional
também foi estudado.

Foi feita uma andlise completa do caso de um pogo
circular vertical perfurado em um meio poroelastico.

O efeito do fluxo de fluido na tensao circunferencial em
um pogo circular vertical é mostrado.

A evolugao do fator de intensidade de tensao K em unm

meio poroeladstico é estudada.
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CAPITULO 7

CONCLUSOES

Baseado em tudo que foi exposto nesta tese chega-se as

conclusodoes relatadas a seguir.

- O método dos elementos de contorno € um método
numérico que fornece bons resultados na solugido de
problemas poroelasticos e é de facil utilizacao.

- O uso de elementos lineares apresenta melhores
resultados na solugdo de problemas poroelasticos do
que a utilizagdo de elementos constantes. Isto € mais
acentuado ainda em se tratando de variaveis derivadas,
tais como as tensdes e as vazdes.

- Os elementos lineares permitem calcular o valor das
variaveis em pontos mais proéximos do contorno do que
os constantes. Para as variaveis nao derivadas é
possivel chegar-se até uma distancia igual a um quarto
do comprimento do elemento. Para as outras pode se
chegar até a um meio do comprimento.

- Quanto mais discretizado é o contorno, melhores siao os
resultados obtidos.

- O algoritmo de Stehfest, para a inversao numérica das
solugdes obtidas no espago de Laplace, fornece bons
resultados para problemas poroelasticos, sendo que uma
série com apenas 10 termos ja é suficiente.

- 0 meétodo de inversdo numérica de Crump € também muito
eficiente. Apresenta os inconvenientes de ser mais
demorado e de ocupar mais memdria, pois trabalha com
variaveis complexas.

- Os efeitos poroelasticos sdo bastante importantes. Nao
considera-los, no estudo do comportamento mecanico, de
um meio poroso pode conduzir a erros significativos.

- A teoria poroelastica de Biot é totalmente aplicavel
aos problemas encontrados em engenharia de petrdleo,
tanto na andlise da estabilidade do poco em si como no

projeto de fraturas hidraulicamente criadas.



As solugbes obtidas, atraves da teoria poroelastica ,

tendem, assintoticamente, as dadas pela elasticidade
classica.

Em um meio poroso carregado hidrostaticamente nao ha

geragao de pressao de poros, ocorrendo somente uma
resposta elastica.

A tensao radial totzl e pouco afetada por fendmenos
poroelasticos; ja a tensdo circunferencial total e
mais afetada, principalmente, na diregao da maior
tensao tecténica.

A tensao radial efetiva é muito afetada, consequéncia
da grande variacdoc da pressao de poros. Caso a pressao
dentro do furo seja baixa, ela podera ser inicialmente
uma tensao de tragdo o que possibilita a geragao de
de fraturas circunferenciais. Estas fraturas formam
pequenos pilares, gue rompem poOr compressio e/ou por
flambagem, ocorrendo colapso do furo por lascamento.
O furo se deforma alongando-se na diregdo da menor
tensao tecténica.

A tensao circunferencial efetiva também sofre bastante
os efeitos poroelasticos. Caso a pressao dentro do
furo seja alta esta tensdo podera vencer a resisténcia
a tracao do meio poroso, criando uma fratura radial
perpendicular a diregdo da menor tensao tecténica
Esta ruptura por tracdo deve ser evitada durante a
perfuragcao do furo e, pelo contrario, é buscada em uma
estimulagdo por fraturamento hidraulico. A ruptura por
tragcao € mais facilmente causada quando ha fluxo de
fluido do furo para o meio poroso (fluido penetrante).
Em determinadas situagdes, a tensdao circunferencial
€ maior dentro do meio poroso do gue na parede do furo
O fator de intensidade de tensao, KI, de uma fratura
sob pressao, em um meio poroelastico, ndo é constante.
Ele sofre os efeitos poroelasticos; varia com o tempo.

Ele é decrescente atingindo um valor minimo constante.
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CAPITULO 8

RECOMENDACOES

Espera-se que esta tese tenha mostrado a importancia da
poroelasticidade dentro da engenharia de petréleo e gue sirva para
divulgar a teoria de Biot. Ela é apenas um esforgo inicial e muito
ainda devera ser feito, pois seria muita presungao achar que o
tema foi total e completamente abordado. Assim sendo sugere-se o
seguinte:

- Estudar os fendmenos poroelasticos em 3 dimensdes. Unm
programa computacional com esta abordagem modelaria
melhor o caso de pogos ndo verticais e a estimulacao
por fraturamento hidraulico.

- Utilizar o método dos elementos de contorno com
elementos quadraticos e assim verificar se ha melhoria
na precisao do resultados.

- Modelar a evolugao de fraturas hidraulicamente criadas
ao longo do tempo, simulandoc assim o seu crescimento,
usando uma abordagem em 3D.

- Estudar a poroelasticidade nao linear, ou seja, o caso
em que as tensdes ndo sédo linearmente dependentes das
deformagdes. Esta condigdo reflete melhor a realidade,
pois em rochas porosas o médulo de Young, geralmente,
nao € constante.

- Considerar os efeitos da variacao de temperatura, no
no comportamento do meio poroso em si como na medida
dos parametros poroelasticos.

- Estudar a influéncia da compressibilidade do fluido
ocupa © espago poroso. Acredita-se que o comportamento
de um meio poroso saturado varie conforme o fluido que
© satura (agua e/ou petrdéleo e/ou gas).

- Criar um banco de dados das propriedade elasticas e

poroelasticas das formagdes petroliferas brasileiras.

VIII-1



NOMENCLATURA E SIMBOLOGIA

LETRAS MATUSCULAS

A - Coeficiente poroelastico, Pa

- Coeficiente de Skempton, Pa/Pa (adimensional)

C - Constante genérica

CE - Comprimento de determinado elemento

D - Porgao genérica de um dominio Q

E = Moédulo de Young, Pa

E - Energia de deformacgao do fluido, J

E_ - Energia de deformacao, J

Fi - Forga de corpo por unidade de volume total, na

direcao 1, N/m3
F. - Forga de corpo por unidade de volume total, na
direcao i, no campo de Laplace
F - Forcga generica F aplicada no ponto p, N
G - Modulo de rigidez, Pa
- Matriz que contem as integrais das solucgées
fundamentais para os deslocamentos e para a
vazao normal ao longo de cada elemento
H - Coeficiente poroelastico, Pa
- Matriz que contém as integrais das solugdes
fundamentais para o vetor tensdo e para a

pressao ao longo de cada elemento

J - Simbolo de Jacobiano

L - Comprimento de um elemento genérico
M - Coeficiente poroelastico, Pa

N - Coeficiente poroelastico, Pa

N1 - Fator de forma do 1° né

N2 - Fator de forma do 2° né

P - Coeficiente poroelastico, Pa

- Carregamento genérico
- Coeficiente poroelastico, Pa

- Coeficiente poroelastico, Pa

Q

R

] - Coeficiente poroelastico, Pa
S - Tensor tensao de desvio, Pa
S

- Area total de uma secgao genérica, m
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LETRAS

ikj
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Volume de fluido por unidade de volume poroso
efetivo, nﬁ/m3 (adimensional)

Area de poros interconectados de uma secgao
generica, m’

Integral da solucgao fundamental ﬁ; ao longo

de determinado elemento

Vetor que contém os componentes do vetor tensao
e as pressodes em cada né do contorno
Deslocamento médio do fluido na diregdo x, m
Vetor que contém os deslocamentos e as vazdes
normais em cada né do contérno

Energia potencial elastica por unidade de
volume, J/m3

Volume total, m3
Volume de liquido, m

Volume poroso efetivo, m

Trabalho realizado pelas forgas externas, J
Trabalho realizado pelas forgas internas, J
Forgca de corpo por unidade de massa na direcao
x, N/Kg

Forca de corpo por unidade de massa na direcao
Y, N/Kg

Forgca de corpo por unidade de massa na direcao
z, N/Kg

MINUSCULAS

Raio do furo, m
Dimensao caracteristica
Coeficiente de difusdo (coeficiente generalizado
de consolidacgao), mz/s

Funcao de influéncia (nucleo) para o tensor
tensdo no campo de Laplace

Fungcao de influéncia (nucleo) para o tensor
tensao no campo de Laplace

Fungcao de influéncia (nucleo) para a vazao

no campc de Laplace

W
&)
on
@]

Fungdo de influéncia (nucleo) para a v

no campo de Laplace
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Dilatagao da parte solida, m3/m3 (adimensional)
Vetor unitario na diregao j

Tensor deformagao, m/m (adimensional)
Deformacao na diregdo y no plano perpendicular
a x, m/m (adimensional)

Tensor deformagao no campo de Laplace

Forgca de corpo do fluido por unidade de volure
de fluido na direcao i, N/m3

Forgca de corpo do fluido por unidade de volune
de fluido na diregao i no campo de Laplace
Massa de fluido por unidade de volume total,
Kg/m3

Vetor normal unitario no contorno

Componente do vetor n na direcgao i

Pressao no fluido, Pa

Pressdao estatica do reservatdrio

o - o m

- o

Pressao externa, Pa

Pressdao interna, Pa

Pressao no furo, Pa

Pressao de poros original, Pa

Tt ' o T T T T 3

Lel}
»
i

Qi Q

Q

Pressao confinante, Pa

Pressao no contorno no campo de Laplace

Pressao no contorno no campo de Laplace no no

do elemento j (elementos constantes)

Pressao no contorno no campo de Laplace no no

k do elemento j (elementos lineares)

Solugao fundamental para a pressao no espaco

de Laplace, gerada por uma fonte puntual
instantanea

Solugao fundamental para a pressao no espago

de Laplace, gerada por uma forca puntual
instantanea na direcédo j

Carregamento linear, N/m

Vazao na direcdo i por unidade de area, {nﬁ/s)/mz
Vazao no contorno na direcao da normal no campo
de Laplace

Vazao no contorno na direcdo da normal no campo
de Laplace no no do elemento j (elementos

constantes)
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P

Vazao no contorno na direci> da normal no campo
de Laplace no no k do elemento j (elementos
lineares)

Solucao fundamental para a vazao na direcao da
normal no campo de Laplace, gerada por uma
fonte puntual instanténea

Solugao fundamental para a vazdo na direcao da
normal no campo de Laplace, gerada por uma
forca puntual instantédnea na direcéao j
Disténcia do ponto de colocagadoc ao ponto de
integracéao

Dimensao caracteristica

Parametro de Laplace

Fungao de influéncia (nucleo) para o tensor
tensdao no campo de Laplace

Funcao de influéncia (nucleo) para o tensor
tensao no campo de Laplace

Fungao de influéncia (nucleo) para a vazao

no campo de Laplace

Funcdo de influéncia (nucleo) para a vazao

no campo de Laplace

Tempo, s

Tempo adimensional

Componente na diregdo i do vetor tensao no
contorno, Pa

Vetor tensao no contorno no campo de Laplace
Vetor tensao no contorno no campo de Laplace
no né do elemento j (elementos constantes)
Vetor tensao no contorno no campo de Laplace
no né k do elemento j (elementos lineares)
Solucao fundamental para o vetor tensao no
campo de Laplace gerado por uma fonte puntual
instanténea

Solucao fundamental para o vetor tensao no
campo de Laplace gerado por uma for¢a puntual
instantdnea na direcao j

Deslocamento médio da parte sélida no ponto P, m

Componente na diregdo i do vetor deslocamento, m
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LETRAS

X o™ R
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I

Deslocarmento medio da parte solida na direcao
X, m

Deslocamento na diregdo i no campo de Laplace
Deslocamento na diregdo i no campo de Laplace
Noc no do elemento j (elementos constantes)
Deslocamento na direcao i no campo de Laplace
no no k do elermento J (elementos lineares)
Solucao fundamental para o deslocamento no
campo de Laplace gerado por uma fonte puntual
instantéanea

Solugdao fundamental para o deslocamento no
campo de Laplace gerado por uma forg¢a puntual
instantdnea na direcgéo j

Volume de liquido Por unidade de volume total
m3/m3 (adimensional)

Péso de ponderacao na integragdo Gaussiana

GREGAS

Coeficiente poroelastico de Biot, adimensional
Vazao da fonte Por unidade de volume, (m3/s)/m3
Vazao da fonte no campo de Laplace

Variagdo do volume de liquido contido nos poros
Por unidade de volume total Por unidade de
pPressao, (mﬂmﬁJ/Pa

Contorno de um dominio genérico

Delta de Dirac

Delta de Kronecker

Simbolo de uma variagdo qualquer

Simbolo de derivada parcial

Dilatacao no fluido, nP/m3 (adimensional)
Variagdo do volume de liquido contido nos poros
pPor unidade de volume total, m3/m3 (adimensional)
Variacdo do volume de liquido contido nos poros
pPor unidade de volume total No campo de Laplace
Coeficiente poroelastico, adimensional
Coordenada angular en um sistema de coordenadas

C
polares,
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Ordem de uma fungaoc de Bessel modificada de
2° espécie
Mobilidade do fluido, mz/(Paxs)
Permeabilidade do meio poroso, m‘
Coeficiente de Darcy, (Pa.qs)/m2
Modulo de compressibilidade volumétrica drenado,
Pa
Moédulo de compressibilidade volumétrica nao
drenado, Pa
Médulo de compressibilidade volumétrica do
fluido, Pa
Funcdo de Bessel modificada de 2° espécie de
ordem ¥
Coeficiente elastico, Pa
Viscosidade dindmica, Paxs
Modulo de Poisson drenado, m/m (adimensional)
Modulo de Poisson nao drenado, m/m (adimensional)
Distancia entre o ponto de colocacao e o ponto
de integragao normalizada no campo de Laplace
Massa especifica do meio poroso, Kg/m3
Massa especifica do fluido, Kg/m3
Massa de fluido por-unidade de volume
total, Kq/m3
Tensao no fluido, Pa
Tensor tensao médio (hidrostatico), Pa
Tensor tensao genérico, Pa
Tensor tensao, Pa
Tensor tensao total, Pa
Tensor tensdao total no campo de Laplace
Tensao radial total
Tensao de cisalhamento, Pa
Tensdo na direcgdo y no plano perpendicular
a x, Pa
Tensao circunferencial total, Pa
Tensao circunferencial efetiva, Pa
Simbolo de somatédrio
Porosidade efetiva, mﬁmﬁ (adimensioconal)
Variavel de transformagido na integracido Gaussiana

Dominio genérico
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APENDICE A

SOLUCOES FUNDAMENTAIS DO FLUXO E DO VETOR TENSAO

A solugao fundamental para o fluxo fornecida
et al [20], apresenta um pegueno

correta € a seguinte:

por Cheng
erro de 1impressao. A forma

_— 3(Vu—v)s . , )
qj: ZGB(l-v)(1+VU)[nj(E K1—§ )+r’Jr'gH(2g -KZ{]

A solucaoc fundamental para o vetor

tensaoc também esta
com um pegueno erro, ou seja, leia-se

1-21)u 1
S T ey W8T, /T T g T, T

v =V
u

=) (1= vs/c {6”r’Lnl[g4K2(g) -2 5‘3] +

-+

+rrormn [85'3-K3(£)]+n1.r'j[K3(s)—35’11<2(6)-2§'3] +

+ njr’i[g”Ki-zgﬁ]}

Todas as equagbes derivadas das equagdes acima precisam,
necessariamente, serem adaptadas.



APENDICE B
VERIFICAGAO DAS SOLUGOGES FUNDAMENTAIS NA EQUACAO DE NAVIER

As solugdes fundamentais devem satisfazer a equagao de

Navier
GVu + ~S—e -ap =0 (B.01)
i 1-2v,i ,i :
Onde
Vu =4 e e =1, e =p e
i ij,kk j = Kj, ki j p,i p;,1 i
3-4v
~* u -1 s 1
= vV = - — + -+
uu,k 4G(1—Vu)éa;-E Cr,k 4G(1-vu)(5wr,j éﬂr,i
v =-v
-1 S u S -1 -3
- vV = - v = - + -
2r,ir,jr,k )€ c 2G(1-v)(1—vu) t:[(E Kz 2€ )(6Ur,k awr,j
+5nr,i_4r,1r,Jr,k)-K1r,ir,jr,J (B.02)
(v -v)s
g = ——= ___ (3§ ~4r .r JE° - - (Kr r +
ij,kk 4G(1—vu)c ij e 2G(1-v)(1—vu)c 2 g .
-8 £k (B.03)
i) 1



3_4V F i
~* u -1/ s 1 1/ s
| e —— el - s +
uu,k 4G(1—vu)€ Cr,j 4G(1-VU)E v Cr,j
vV -V
g vV Sk r (B.04)

eI (I SN

o (1—2vu)s 55 (VU-V)S e
Wiig ™ _zctl-vu)ce (zr,ir,j—aﬁ) N ZG(l—v)(l-vu)c(auE K, *
-K,r r ) (B.05)
. B(1+vu)s o s
ted _5T1:3:TE[€ (6n_2r}ir,j)_5u€ Kf+Kfﬂir,j] (B.06)

Substituindo na equagdo B.01l, obtem-se

s 2 (v -v)s 3
T2 CuTIE 8 T T e R, K
(1-2vu)s (Vu~v)s

-2 -1
“2(1-vu}(1—2v)c5 (2F (8 2(1—v)(1-vu)(1—2v)c{5ug Ky o+

3(Vu—v) B(1+vu)s ; 3
e B(I-2v) (1+v) 3(1—vu)c|:E (8,,72r .x )-8 & K +
+K2r'irlj] =



3 5 (l—2vu)s
(O m2r 4T )8 [- 2(1—Vu)c+2(1-vu) (I-2v)c

(vu-v}s

(vu—v)s 9
]’ (8;:8 K-Kr .x ) [2(1-12) (I-v )y (i-2v)c *

M (T-v.)c

(VU-V)S (Vu—vjs
I (1-v_)c (1-2v) (l—vu)c]

-2 -1 _
(8,727 4y E7(0) + (8 €'K-Kr r )(0) =0

O que satisfaz a equacao B.01.



APENDICE C

TEOREMA DA RECIPROCIDADE

C.1 Balango de energia

Suponha-se um corpo com um interior Q(dominio) 1limitado
por uma superficie I'. Sabe-se que a poténcia é dada pelo produto
escalar da forga pela velocidade. Assim, em um intervalo de tempo

(0,T], o trabalho das forgas externas WE € dado por [43,44].

T . T .
W= IJ' t u drdt + JJ F u dQdt (C.1.01)
0 r 1 1 0 Q 1 1

ti - vetor tensao
u. - velocidade na direcao i

F. - forga de corpo por unidade de volume

O trabalho das forgas internas W , no mesmo intervalo de
tempo, € determinado como segue.

Considere-se uma porgdo D de Q com o contdérno 4&D. A
componente i da forga total em D é dada por

JF,dD + lt_dt = JF_dD + £o’__n_d‘c - J (F.+0 _ )dD (C.1.02)
1 1 1 o) 1 i,
D D D D D

Jﬁ - tensor tensao

nj - componente j da normal a 8D

Como D e arbritario conclui-se que
T .
W= J'J (F+0._ )u.dqdt (C.1.03)
I ) i Ji,i i

Integrando por partes e usando o teorema da divergéncia
(apéndice E) tem-se



J .. u.df = J o nudl - J o.u dn
q i AR AR

t. udl - J o_u df (C.1.04)
r”\ QJi1,j

Alem disto sabe-se que

Y. .= T, e.. (C.1.05)

1] 1,1 Jv o1y
e = l(u_.+u..)
ij 27 1,5,
u. - deslocamento na diregéo 1i
1
e.. - tensor de deformagao

1)

A relagao C.1.05 &, facilmente, deduzida fazendo-se

1 1
= - + + - - = + L1,
U RUNMF L RUN VIS (C-1.06)
Pois W, é antissimétrico.

A equacgao constitutiva é

U” = 2Geij + Aeuéij (C.1.07)

G, A - constantes de Lamé

8. = delta de Kronecker
1]

Usando C.1.05 e C.1.07, pode-se ter:

o.é. = 2Ge_ & _  + de & .
ij 1] 1joij Kk jj
=19 (2Ge e +re e ) (C.1.08
T 2 8t ioij Kk jj -1.08)
d adl 1
EE(e”e”) - EE[E(uLj+ujn)E(uu;+uL1)]



= (u +u Jju (C.1.09)

3 :
7t e = 2w u, . (C.1.10)

Entdao, usando as equagdées C.1.04 a C.1.09, a eguacao
C.1.03 fiea

T

T i .
W = j [J FJLdQ+J tﬁﬁdr}dt - J %[2Gerei_+le“e_v] dQ (C.1.11)
I oV T T 0 I iily

A variagao da energia de deformacao, AEE, é

AE =W - W
e E 1

[2Ge”e_,+Ae e__] (s19) (Cils12)
Q ij 1] kk jj

Assim, a energia de deformagéao e
EE(T)= bEe + constante
Supondo a constante nula, ou seja, identificando-se o

zero arbritario de energia de deformagao com um estado 1livre de
deformagodes (e” = 0), tem-se

e

s ok
E = 2Jn(zceijeiﬁ}\ekke”)dn (C.1.23)

Substituindo as constantes de Lamé pelo médulo de Poisson
v e pelo médulo de Young E, obtém-se



_ E LV
By = 2(1+u)JQ(e”eU'T?Eene”)dQ

(C:1:i4)

A equagao C.1.13 pode ser retrabalhada obtendo-se uma

nova expressao para a energia de deformacao

1
B o EJQ(zeeine“a”)eHdQ

- lj o e dn
EQU‘IJ

C.2 Principio do trabalho virtual

Seja u: um conjunto qualquer de deslocamentos

O0s quais podem ser qualquer funcdo suave definida no

conjunto de deformagdes virtuais é definido por [55].

* 1 - + *
= w u
Tl LTl

Prosseguindo

J tu'dr = J o nudlr = J (c.u’), dq
r' r Jia q 77

= J o _ufcm + J (r,iuf dQ

Q AR Q i

Da equag¢ao de equilibrio

obtem=-se

Il

I Ujiju:dﬂ -J Fiu:dQ
Q ' Q

pois 0. € simétrico.
1)

Assim a equagao C.2.02 fica

(C.1.15)

virtuais,

dominio Q. ©

(C.2.01)

(€2, 02)



= 1J (c.u +0_u .)dQ
Q

_ l - - .
= 2Jgoﬁ(uﬂj+uhi)dn (C.2.03)

Assim sendo chega-se a equagao C.2.04.

J Fu'do + J tu'dr = J o, ;.40 (C.2.04)
Q r Q

A equagao C.2.04 é conhecida como o principio do trabalho
virtual.

C.3 Teorema da reciprocidade

Este teorema também €& conhecido como teorema da
reciprocidade de Betti-Rayleigh.

Considere-se 2 estados de equilibrio em um corpo elastico
Q. As forgas de corpo Fi e as tragoes de superficie (vetores
tensao) tj produzem os deslocamentos u. As forgas Fi e as tragodes
ti (vetores tensao) produzem os deslocamentos u.. Entdo da equacgao
C.2.04, tem-se

~ -~

FudQ + J t u'dr o e dn (C.3.01)
Jg 1 rt Jg 1

FudQ + J tu ar o e dQ (C.3.02)
11 r T 1] 1)

“Q " Q

Usando-se a equagao C.1.07, tem-se

q
1]
I

(2Ge. +are SH)ET
1] kk 1) 1]

= 4 + A ; 3
o e 2Ge£je?‘__ Aekke“_ {C.3.083)



c e = 2Ge:_e + Ae:ke (C.3.04)

Das equagdbes C.3.03 e C.2.04 conclue-se que

J' c e dQ = J' o e dQ (C.3.05)
Q 1 1) 0 1oy

Usando as equagdes C.3.01 e C.3.02
j FudQ + J tudl = J FudQ + J tudr (C.3.06)
Q 11 l-. 1 1 Q 1 1 I—. t

O teorema de Betti € expresso tanto pela equacao
€. 3.05 como péla C.3.06.

C.4 Meios porosos

Para um meio poroso de porosidade ¢ e com pressao nos
poros igual a p, Biot generalizou o procedimento até aqui seguido

e definiu uma energia de deformacao no fluido dada por [14)

e - deformagao volumétrica do fluido
o = -¢p
Entao o teorema de Betti, equagdo C.3.05, fica

1] i i)

J o e dn + J ce dn = J o e da + J o edQ (C.4.01)
g Q Q Q

C.5 Sistemas dependentes do tempo

Neste caso tem-se o correspondente dindmico do teorema da
reciprocidade de Betti da elastostatica [43,44,60,61)

Considere-se 2 estados elastodindmicos e as seguintes



condigces iniciais

(x)

ui(x,O) = um(x) &i(x,O) = v

i0

u;(x,O) = u;ﬂ(x) ﬁ:(x,O) = v;o(x)

Para um tempo t nao negativo, o teorema é expresso pela

equagao C.5.01 abaixo

' y r ’ " oy
J'F(ti*ui]dr 4 JQ([Fi*u;]+p(vi0ui+umu;))dn =

= Jr[t;*ui]dr + JQ([F:*ui]+p(v:0ui+u“fcui))dQ (C.5.01)

Onde o simbolo * significa convolugdo no tempo e p ¢é a
massa especifica.

Quando as condigdes iniciais nos 2 sistemas sao nulas
tem-se

Jr[tj*u:]dl" & JQ[Ff*u‘i']dQ - Jr{t:*ui]dr § JQ[F;*ui]dQ (C.5.02)
Nestas mesmas condigdes a equagao C.3.05 fica
JQ[Uij*e:j]dQ = JQ[a:j*e”}dQ (C.5.03)
E a equagdo C.4.01 tem a seguinte forma

I 0_*eidQ + J o*e dQ = I Ui*e”dQ + J o *edQ (C.5.04)
Q 1) 1) 9] 0 1] 1) 0

Apenas para lembrar: a convolugdo de ¢ e Yy é dada pela
equacao C.5.05 [108].



t 1
(o0 (x,t) = [ o(x,t-T)u(x,T)dr = [oexmyvix,t-mar (c.5.05)
0 0

A transformada de Laplace da convolugédo, equacgaoc C.5.05,
€ igual ac produto das transformadas de ¢ e ¥. Assim o teorema de
Betti,no caso dinamico, transforma-se em um  produto de

transformadas no campo de Laplace.



APENDICE D
SINGULARIDADES - ELEMENTOS LINEARES
D.1 Solucoes fundamentais com sinqularidades

A unica das solugbes fundamentailis agui usadas que
apresenta singularidade forte é t;, para i diferente de j. Isto
foi demonstrado por Genildo [39], para elementcs constantes. As
possiveis outras singularidades sdo eliminadas pelo fato da normal
ser perpendicular ao raio, no caso de elementos constantes.

Esta perpendicularidade também ocorre ao se usar
elementos lineares e, portanto, temos singularidade forte apenas

* *
no componentes t1 e t21 do vetor tensao..

2
As figuras D.1.01 a D.1.06 mostram que tanto t, como t;1

tendem a infinito quando r tende a zero
3 L s AR L, =R

Os componentes t:1 e t;z do vetor tensdo sao constantes.
As figuras D.1.05 e D.1.06 sao as figuras D.1.03 e D.1.04
apenas com uma mudanga da escala das ordenadas para acentuar mais

a singularidade na origem.
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A integragao gaussiana [96,110] sera desmembrada em

partes, uma para cada fator de forma (N1 e N2) [58,67].

TIJ1l = T1IJl + Nl*t:J*w*CB/2
TIJ2 = TIJ2 + Nztt;*w*CE/z
N1 = (1-y) /2
N2 = (1+y)/2
Onde
TIJ - integral da solucao fundamental ao longo

certo elemento

Y - coordenada local do ponto de integragao
gaussiana (-1 = y = 1)

w - peso (apéndice E)

CE - comprimento do elemento

duas

de

Quando o ponto de colocacgdao esta no elemento onde é feita

a integracao, sendo r a distancia entre aquele ponto e o ponto

integracdo , tem-se as seguintes relacgdes

r = CE/2 + Y*CE/2

Ou seja
Yy = 2*r/CE - 1
N1 = 1 - r/CE
N2 = r/CE

Ao se integrar, no elemento anterior ao elemento onde

encontra o ponto de colocagao, tem-se
r = CE/2 - Y*CE/2
r = (1 - y)*CE/2

Ou seja
vy =1 - 2*r/CE

N1 = r/CE

N2 =1 - r/CE

de

se



As expressoes com singularidade, para r tenzendo a zero,

sao as seguintes, conforme a equacgao 4.4.11.

£ ]
t. = Ci(n -Nn._1 r = g o i & ol ;
12 1( ‘Ir,E n?. ,1)/ Zr,1r,2r,l Lf

-3

-3 '1r_-f.
+C3 s/c[r 1rer'lnL(BE Ks) + n1r’2(K5—3£ hz 2€

) +

nr (g"xz-zg'3)]

t. =c¢ n-x
14772

21

1-n1r'2)/r = CJ: r xr nl/r +

27,17, 1

r

-3 -1 -3
+C3 s/c[rczrﬁr'lnl(8§ Ks) + nar'1(Ki-3§ Kz-zg ) +

+nr (€ K2-25'3)]

Considerando que, para elementos lineares e constantes,

conforme mostrado no item 5.3 tem-se a relacao abaixo

As expressdes anteriores tém as seguintes formas:

tw = C1(n1r.2-n2r'1)/r +

Ao S Ter a3
+C3 s/c[n1r'2(K3-35 hz 26 ) # ner{E K2 2€ )]



t = n_r =1l o
54 C1( 55 3 rfr’2)/r

s -3 -1 -3
- L= 2 : ] -
+C3 s/cl:nzr’1(K3 3¢ }: £ ) ntrj(E K2 2€ )]

Como se vé estas fungdes apresentar singularidade forte,
nao integraveis.
O que se verificara a seguir é se os fatores de forma

eliminam a singularidade na integracéo..

D.2 Solugoes fundamentais com singularidades multiplicadas pelos

fatores de forma

Multiplicando-se as solugdes fundamentais pelos fatéres
de forma tem-se

Nit, = (1-r/CE)t, =t - (r/CE)t,

N2t = (r/CE)t,,

Como se vé o primeiro fator de forma nao elimina a
singularidade. Vejamos o segundo.

N2t12 = C}(n1r'2—n2r‘1)/CE -

+C3r\/ s/c/CE[n1r’2(}(3—3£"1<2—25'3 ) o+ ner(g'lKZ—zg'z‘)]

Considerando que



: -2 2
B 4 E -3 —_— -
u3,CE[nﬁ12(§ 2 JKZ 2E _)+n2rj(K2 2E )]

Esta equagao depende das fungdes modificadas de Bessel de
segunda especle, gue por sua vez, dependem das funcdes modificadas
de bessel de primeira especie. Deve-se, portanto, analisar o
comportamentc destas fungdes para argumentos proéximos a zero.

Conforme mostrado na referéncia 39 as funcdes modificadas
de primeira espécie nao possuem singularidade na origem; ja as de
segunda possuem singularidade fraca para ordem zero e, forte, para
as demais ordens (apéndice E).

Para argumentos pequenos as fungoes modificadas de Bessel
de segunda especie podem ser aproximadas, conforme a expressao
abaixo [48].

2 2 2

Ky (%) = =1n(x/2) I (x)+(=0,577+5-(0,423+—5-(0,231+3(...))))
Xz Xz Xz
K (x) = ln(x/2)I1(x)+(l+—z—(0,154+—z—(-0,673+—z—(...))))/x

Ja as de primeira espécie podem ser dadas por

I(x) = 1+y°(3,516+y°(3,090+y°(1,207+y°(...))))

I,(x) = x(0,5+y(0,879+y(0,515+y(0.151+y(...)))))

Onde

y = x/3,75

Usando a lei de recorréncia das fungdes de Bessel [111,
112] conforme pode ser visto no apéndice E

XK. - 3K. - 2% = X(4K,/x+K) - 3K, - 2%

=&

K2 - xK1 - 2%

-2

Ko + 2K/x S xh1 - 2%



K = 2x° K, + 2K /x - 2x °

%]

Tem-se, assim, os seguintes limites

lim Kc = =1ln(x/2) - 0,577
x=0

: _ 2 x2 . x2 xz
lim 2K /X = Z[1n(%/2)I +(1+——(0,154+—(=0,673+——(...)))) /xX]

. 1 X 1 4 4 4

= 1n(x/2) + 2/x° + 0,154/2
x° x° %’

lim:-ck..| - x[ln(x/2)I1+(1+—z—(0,154+—z—(-0,673+—3—{...))))/x]

x=0

=1
Entéo
lim (K0+2K1/x—xK1-2x'2) = -1,5
x =0
lim (K0+2K1/x-2x'2) = -0,5
x—=0

Com o que fica provado gque o segunde fator de forma
elimina a singularidade de t:z e de t;.

As figuras anexas mostram claramente este fato.

A figura D.2.01 mostra que as integrais de t:t e de t;z
multiplicados pelo primeiro fator de forma N1 tém um valor ben
definido e independente do numero de pontos usados na integracao
gaussiana, pois eles nao sao singulares.

A figura D.2.02 mostra que as integrais de th e de t;
multiplicados pelo primeiro fator de forma N1 n&do tém um valor
constante e independente do numero de pontos usados na integracao
gaussiana, o que confirma que a singularidade ndo foi eliminada.

A figura D.2.03 mostra que as integrais de t:j, quando
gquando multiplicados pelo segundo fator de forma N2, tém um valor
definido e independente do numero de pontos wusados na integracao

gaussiana, o que mostra que N2 elimina as singularidades.
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APENDICE E
ALGUNS CONCEITOS MATEMATICOS
E.1 Introducao
Neste apéndice E, rever-se-a alguns conceitos matematicos
amplamente usados no método dos elementos de contorno.
Este assunto acha-se bem detalhado em (47,48,96-114].

E.2 Jacobiano de transformacao

O Jacobiano € usado para transformar as variaveis de unm

sistema de coordenadas para outro. Assim tem-se
a [
jf(x}dx = ff[x(g)JJ(s)dg (E.2.01)
b d

onde a variavel x foi substituida pela variavel € e o jacobiano é

definido por

J(E) = agéﬁ’ (E.2.02)

No caso bidimensional tem-se

ye . %X 2 ve .u2
j jf{x,dexdy . j [ £x(u,v),y(u,v) 13 (u,v) duav
y1¥ x 1

vitul

onde as variaveis x e y foram substituidas por u e por V.

O Jacobiano & dado por

- 4(x,y)
J(u,v) = ETETGT
ax 8%
_| @ &
ay QX
du av
_ 6xdy oxdy

~ Buav avéu



As fungoes devem ser continuas e ter as primeiras
derivadas continuas no intervalo de integracao [40, 114].

E.2 Notacao indicial

A notagao indicial, ou notagdo tensorial, e muito
utilizada em mecanica do continuo e nas equagdes integrais no MEC.

As equagdes do continuo sdo, em geral, expressas em
termos das coordenadas cartesianas x, y e z e por vetores com
componentes nestas diregdes. Assim um  vetor F pode ser
representado pelas componentes Fx, Fy e FI. Na notagao indicial
ele sera representado por F1, F

2
a 1, 2 e 3, respectivamente. Este e representado mais

e F3, onde X, y, e z correspondem

compactamente por Fi, onde i varia de 1 a 3 em 3D e de 1 a 2 em
2D. As coordenadas X, Y € 2z Sao expressas por X ¢ X e X

1 2 i
respectivamente.

Os indices, na notagdo indicial, podem tomar os valores
1,2 e 3(em 3D). Assim

u. - indica 3 variaveis U1, Uz e U3

U.,. - indica 9 variaveis U__, U __, U _, ...,U
i 14 12 13 33

U.. . = indica 27 variaveis u, U ee.,U

ijk 11/ 1927 333

Uma soma de variaveis €& indicada pela repeticdo dos
indices, ou seja

Ay =By YA, +A,,

Por exemplo, o produto escalar dos vetores a e b pode ser

representado por

a.b = a b

ab + +
11 a2b2 a3b3

Um outro exemplo é€ o vetor tensao, que €& fungao do tensor

tensao e da diregao da superficie e que pode se representado por



Particularmente, na direcao 2, tem-se

O indice repetido é chamado de indice mudo e nido pode ser

repetido mais do que 2 vézes. Ndo existe, por exemplo, a expressao
A

iii’
A derivacao é representada por uma virgula antes do

indice em relagdo ao gual é feita a derivada.

Exemplos:
_ d¢

¢,1 N ox .
1
an
- 1
Uiii = 3%
J

6U|1 anz 6U13

- ax * ax #* X

2 3

Observe-se que, neste segundo exemplo, tem-se a indicacéao
derivacdao e de somatodrio.

O operador laplaciano v e representado por

Geralmente, a notagao indicial nédo é utilizada quando se
usa coordenadas cilindricas ou polares.



E.4 O delta de Kronecker

O delta de Kronecker [103] € uma variavel que pode tomar

os valores 0 e 1, conforme os indices sejam diferentes ou iguais.

1 0 0
ér = 0] 1 0
. 0o 0 1
Particularizando
611 =1
S =0

23

O uso do delta de Kronecker € muito util em algumas
equagdes tensoriais onde certas variaveis sdo utilizadas apenas em

alguns casos. Por exemplo

o. =0 + &
ij ij ”p

Onde o ultimo termo sé é usado quando i for igqual a j, ou
seja
= [ -
%11 T p
c.. = 0!
12 12

E conveniente observar que

6. =6+ & _+ 8, =3 (em 3D)
8 =6+ &__ =2 (em 2D)

O delta de Kronecker ao ser aplicado a um vetor, ou a um

tensor, causa uma troca de indices.

b =8 b + & b + &6 b
ij i1 1 12 2 13 3

Particularizando, para i1 = 1,2



i
o

0185 = 90, 0P, ¥ 813 1

I
o

By, = 621b1 * 622b2 * 623b3 2

Ou seja

O indice da variavel b foi trocado. Um outro exemplo:
= +
6iijkl 6i1s1ki 6izsakL * éi3s3kl
Para i = 3, obtem-se

-~ - =
53jSJkL %5151 %5252 833551 S3k1

Ou seja

6ijsjkl Sikl

E.5 O delta de Dirac

A fungao delta de Dirac, &(x), representa uma fungéao
infinitamente concentrada e é dada, simbolicamente por [98,106].
-1 0 (x = 0)
= = { = (X = 0)

de tal modo que

Jwé(x)dx =1

Na realidade o que se tem é

1

o £ { 3
J d(x)f(x)dx = J é(x)f(x)dx f(O)J 8 (x)dx
) o L e x>

cuja aproximacdo melhora quando ¢ tende a 0. Os limites -o e

E=h



podem ser substituidos por quaisquer nunmeros c e d, sendo d > c.
Considerando-se que
[+ 5]

I s(x)dx = 1

-

tem-se

£
lim j 8 (x)£(x)dx = £(0)
E*D E

Esta integral é conhecida como propriedade de filtragem
da fungao delta, pois ela seleciona dentre todos os valores da
fungao f(x) apenas o valor em x=0, f(0).

As seguintes sdo algumas propriedades e relagoes

envolvendo a funcdo delta de Dirac.

8 (x-a) { @ (& =5 Ry

® (x = a)

8(x) = &(-x)

X8(x) = 0
d(ax) = &(x)/lal a =0
5(x°-a%) = [8(x-a)+5(x+a)]/(2a) a > O

f(x)é(x-a) = f(a)d(x-a)

S[f(x)] = a(x—xo)/|f'(x0)| f(xo) =0
8’ (x) = =8’ (-x)
X8’ (xX) = =8 (%)

f 8 (x-a)f(x)dx = f(a)

f 8 (a-x)8 (x-b)dx = & (a-b)

o m m 2o
I dé(x)f(x)dx: (_l)mdf(_}
‘e dx"

¥ dx



6 (xX) = H’ (%)

[
m L}

£[8 (x-a)]

Onde H e a fungao de Heaviside, ¢ simboliza transformada
de Laplace e s e o parametro de Laplace.

E.6 Equagoes integrais

Equagdes integrais sdo aquelas que contém as fungoes
incognitas no integrando [40].

x2
j U(y,x)z(x)dx = ¢(y)
x1

A equagédo acima € conhecida como equacgdo integral de 12
espécie, pois a incognita z(x) sé aparece no integrando. Ja a
equacao

x2
z(y) + [U(y,x)z(x)ax = ¢(y)
x1

€ chamada de equagdo integral de 22 espécie, pois a
incoégnita aparece dentro e fora do integrando.

A fungao U(y,z) que multiplica a incégnita no integrando
€ usualmente chamada de nucleo.

Os 2 exemplos anteriores sado de equagdes integrais
unidimensionais, pois a integragdo envolve apenas uma variavel

independente.
E.7 Problemas de valores no contorno
Problemas de valores no contorno sdo aquéles governados

por uma equacao diferencial parcial aplicavel no volume V, de uma
superficie fechada S [40].



Y Normal unitaria

Superficie §

X

Figura E.7.01 - Um problema de valores no contorno

Por exemplo, a equacao de Poisson
¢ .. = £(x)

onde ¢ € a fungdo incoégnita e f(x) é uma fungdo dada aplicavel no
volume.

Para se obter uma solugaoc unica de qualquer equacao
diferencial €& necessario especificar algumas condigdes de
contorno, onde a fungdo incognita € dada em alguns trechos da
superficie S.

Estes valores de contorno podem ser de 3 tipos:

tipo Dirichlet onde a funcao ¢ € dada;

tipo Neumann onde a derivada normal da funcéo, Sy 6
i,

dada;

- tipo misto, que é uma combinagdo destes 2 casos, tanto
em diferentes partes do contorno como no mesmo.

Em problemas que envolvam o tempo se utilizam, além das

condigdes de contorno, as condig¢des iniciais.
E.8 Formulacao integral no contorno

As equagdes integrais podem ser usadas para relacionar
fun¢dées no dominio (volume).

E possivel através de algumas transformacdes reduzir a
dimensionalidade destas equagdes, ou seja, transformar integrais
de volume em integrais de superficie.

As equagdes integrais que contém apenas integrais de

E-8



superficie sao chamadas de equagbes integrais de contorno, pois
relacionam variaveis no contorno do dominio da solucao.

Os metodos de se obter as equagdes integrais de contorno
podem ser agrupados em 3 classes [40]:

1. Método indireto

O problema € formulado usando-se fungoes-peso ficticias.
Estas fungdes-peso nao tém significado fisico algum, mas podem ser
ser integradas a fim de se obter os valores reais;

2. Método semi-indireto

As fungoes wusadas para formular o problema estao
relacionadas com fun¢des que tém significado fisico. Por exemplo,
em mecanica do continuo elas estao relacionadas com as fungoes
tensdo, que podem ser integradas para se obter deslocamentos e
e tensdes;

3. Metodo direto

Neste caso as quantidades fisicas reais sao usadas desde
o comego para se formular o problema.

Por exemplo, em mecanica do continuo, as equacgoes
diferenciais parciais da elasticidade sao transformadas em
equagdes integrais aplicaveis ao contorno wusando o teorema de
Betti.

E.9 Teoremas de Green

Considere-se um dominio arbritario V, contido por uma
superficie S, suave por trechos, onde a fungao f tem 1° derivadas
continuas.

A transformacdo integral abaixo permite passar de uma
integral de volume para uma de superficie

J (V.f)dv = I (f.n)ds

s

Em notagcao tensorial tem-se [40,109]:

‘[f__dv = ijmds
11 A
v 5

Oonde n € o vetor unitario normal a superficie S.

A relacgdo acima € chamada de teorema da divergéncia ou

E-9



de teorema de Green [99,102,109].
No caso de duas variaveis ¢ e ¢ com 1° e 2° derivadas

continuas no volume V, tem-se
2, - ov? - o9 _ 00
jv(¢v @ eV ¢)av Js(¢an wan}ds

Onde §/8n € a derivada na direcao da normal.

A relagao acima é conhecida como o 2° teorema de Green.
E.10 Solug¢ao fundamental
Tome-se, por exemplo, a equagdo de Navier-Cauchy[60],

A+G)u + Gu + pX = pu
(A+G)u, joii T PR T PY,

A solugao fundamental no ponto Q, para o deslocamento na
direcdo i, devido a um pulso concentrado unitario no ponto P na
diregdo j, em um solido elastico tridimensional infinito e a
solucao da equagao acima com uma forga de corpo por unidade de

massa, aplicada em P, dada por
X = 8(Q-P)s(t-T)e,

onde e é um vetor unitario constante.

A solucao fundamental € uma solugao que pode ser aplicada
a qualquer geometria, que satisfaz as equagdes diferenciais e que
tem propriedades fisicas significativas

A solucao fundamental é obtida sem levar em consideragéao
as condig¢des de contorno do problema[49]. As solugdes fundamentais
gue satisfazem as condigdes de contorno e as equagdes governantes
sao chamadas de Fung¢des de Green.

Quando o ponto Q coincide com o ponto P a solugao
fundamental é singular e quando a distancia entre estes dois tende
a «» ela tende a 0.

As solugdes fundamentais para poroelasticidade obtidas

por Cleary[95] sdo as usadas nesta tese.

(23]
I
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E.11 Identidade de Somigliana

Para se chegar a um sistema de equagdes algébricas
lineares com solugdo unica, pode-se usar o teorema de Betti para
derivar uma equagao integral aplicavel em qualquer ponto do
dominio inclusive no contorno ligada a dois conjuntos de funcgodes
(a) e (b).

O conjunto (a) e o problema real a ser resolvido.

O conjunto (b) € o conjunto de variaveis conhecidas, que
sdao validas para qualquer geometria em equilibrio (solugdes
fundamentais). Por exemplo, em meios continuos, a solucao de
Kelvin para deslocamentos e tragdes, em um ponto Q qualquer do
dominio devidos & uma carga unitaria instantdnea aplicada em um

ponto qualquer P do dominio. Assim na equagao:

Jt?u?ds # J-f?u:_’dv = Jt?u?ds + J £ou’av (E.11.01)
S v s W

Pode-se ter

uj‘ = u.(Q) tj =t (Q) fj = 0
uw = U (P,Q)e t° = T (P,Q)e £° = 5(Q-P)e
i 5 Rl j i ij ! i i ) i
Onde os nucleos U:j e T; sdo obtidos das solucgodes
fundamentais.

Entdao a equagao E.11.01 fica da seguinte forma

[ v, @sc-Prejav = [l (P,0)et (@)as - [T, (P.0reu (@as

v

A integral & esquerda, na equacao anterior, conforme uma
das propriedades do delta de Dirac, tem a seguinte expressao

[ u,@s(e-pre av = u (p)e,

v



Assim sendo fica-se com a seguinte equagao:

u (P)e. = JU:J(P,Q)ejti(Q}ds - '[T:j(P,Q)eluI(Q)ds (E.11.02)

A equagaoc E.11.02 é conhecida comoc a identidade de
Somogliana [40].
A identidade Somigliana extendida para a poroelasticidade

tem a seguinte forma

u (Ple, = [ U] (P,Q)et (@ds - [T, (P,Q)eu (Q)ds

- [Qr,Q1ep@ras + [ Pj(P,0)ea(@)as (E.11.03)

S

As solucdes fundamentais sao singulares quando o ponto
P coincide com o ponto Q. Para ser resolvido este p r oblema
envolve-se o ponto P por uma esfera (3D), ou por uma
circunferéncia (2D), de raio infinitesimal € e com uma superficie
(ou arco, em 2D) S_ [42,49]. Depois resolve-se as integrais no
limite com € tendendo a 0

As equagdes E.11.02 e E.11.03 sdo aplicaveis em qualquer
ponto do dominio, inclusive no contorno.

Neste ultimo caso ocorre mais um problema quando o ponto
de P coincide com o ponto Q. Agora o ponto P nac mais pode ser
envolvido por uma esfera (3D), ou por uma circunferéncia (2D), de
raio €, que depois se faz tender a 0 e assim obtendo-se o valor
principal de Cauchy. O so6lido (3D), ou a superficie (2D) que
poderia envolver o ponto P depende da geometria do contorno [42,
49,58]. Assim sendo, as equagdes E.11.02 e E.11.03 generalizadas
tém as seguintes formas:

cu (P)e. = IU:j(P,Q)ejti(Q)ds - JT:J{P,Q)eju](Q)ds (E.11.04)

s



Cui (P)ei = J

s

Ui (Pi@et (1ds - [ T (P 0)e u (0)as

= JQ:(P,Q)ejp(Q)ds + J’P’;(p,Q)ejq(Q)ds (E.11.05)

S

Como ja foi dito o coeficiente C depende da geometria do
contorno no ponto de colocagao P.

Em poroelasticidade, para o caso bidimensional, C é igual
ao valor do angulo interno do vértice no né onde estd o ponto P
dividido por 2m [20]. Nos pontos internos C vale 1. No caso de
discretizagao com elementos constantes o né fica no meio do
elemento, que é reto, C tem um valor igual a 1/2. Obviamente fora
do contorno C tem um valor igual a 0. Os valores de C citados sao
validos apenas para solugdes fundamentais geradas por uma forca
puntual instantdnea unitaria. Quando se considera uma forga nao
unitaria os valores acima devem ser multiplicados pela intensidade

da forca.
E.12 Fungoes de Bessel modificadas

A fungao de Bessel modificada de primeira espécie de
ordem ¥ é definida por [111,112].

2k+9

_ T (x/2)
Lglx) = kZO KIT (K7571)



l,(x)

Figura E.12.01 - Grafico de I (x) conforme [112)

Uma relagao importante é a seguinte

I_n(x) = In(x) N = 0,;1,2;3 500

A fungao de Bessel modificada de segunda espécie de ordem

¥ & definida por

Iy(X)= I,y(x)
sen mY

_om
Ko(X) = 3

las)
|

14



Figura E.12.02 - Grafico de K;(x)

Algumas relagodes importantes

listadas a seguir.

entre

conforme [112)

estas fungoes

d—i[x'ﬂlﬂ(x) = xV1, (%)
a%[xﬁKﬁ(x)] = x‘aKﬁ1(x)
-a-g—[x ﬁKﬁ(x)] = -xk,, (%)

As relagdes entre as derivadas

al i 9 _
‘a")(.—_lta‘(x)- 2 X Iﬁ,(x) -
al 1 ) _
ax|Ts ()| - Ty =

_ 2d
Iﬁ_1[x) + Iﬁ+1(x) =

™
I

15

sao mostradas abaixo.

Ty, (X)

x)

0*1(

ro00]

sao



Ty (0 = Ty, () = 291 (x)
ag[Kﬁ(x): + DK (x) = “K,_, (%)
a%[xﬁgx): - 2k, (x) = “K,, , (%)
Ko. (%) + Ky (%) = —%g[xa(x)]
Ky, (X) = K, (x) = -ngﬁ(x)

E.13 Integracao gaussiana

Na maioria das regras de integracdo numérica calcula-se
os valores da fungao para valores igualmente espacados da variavel
independente, incluindo os extremos do intervalo de integragao. No
meétodo de integragdo gaussiana esta condigcdo é relaxada e os
valores de daquela variavel sdo escolhidos de tal modo gque, para
um numero fixado deles, o erro seja o menor possivel [47,96,110].

Na figura seguinte sdo mostrados os nés da regra do
trapézio e os nos da integragdo gaussiana, no caso para dois
pontos.

y y
a b X a X, X, b X
Regra do trapézio Integracao de Gauss

Figura E.13.01 - Integragao gaussiana

Usou-se o método de integracao numérica chamado
Gauss-Legendre. Os polindémios de Legendre formam uma familia de

polindémios ortogonais. No caso de integrais mais especificas ou

E-16



mais trabalhosas, outros polindémios ortogonais podem ser usados. A
abordagem de Gauss-Legendre requer que a integrag¢do seja feita no
intervalo [-1,1]., sendo necessario uma mudanca de variaveis se
ele for diferente. Assim, usando E.2.01 e E.2.02, tem-se

b 1
J-f(x)dx " Iw(uJJ(u)du
a - %
Entao
u=mx + n
Tal que
para x = a tenha-se u = -1
para x = b tenha-se u-=1
-1 =ma + n
1l =mb+n .y
m = 2/(b-a) n = -(a+b)/(b-a)
u = [2x-(a+b)]/(b-a)
x = [(b-a)u+(a+b)]/2
dx = [(b-a)/2]du
J(u) = (b=a)/2
b 1 .
Jf(x)dx N Jp(u)J(u)du = = Jf[(b-a)u/2+(a+b)/2]du
a =1 -1

Para o caso de 2 pontos de integracdo tem-se o seguinte:

1

1
[ewamau = wex) + wpx) (E.13.01)
=1

Tem-se quatro incognitas: as duas localizagdes x ex, e
os dois pesos w,oew,. Isto significa que se pode tentar obter
resultados exatos para um polindmio de, até trés graus, ¢(x). O

grau, na regra do trapézio, € apenas um. Entdao, pode-se ter:

2 3
p(x) =1 p(x) = x p(x) = x p(x) = x
Deste modo
1 3
J ldx=2=w +Ww J.x dx = 0 = WX, + WX
J, 1 2 2 1 272



1
2 2 2 2 3 3
XAd¥Y = — = WX + WX Xdx = 0 = w +
J 3 1 272 J 1% WX

W = 1 X, X, 1.3

Observe-se que X, e x, sao as raizes do polindémio de

Legendre de grau 2.
Entdo a equagdo E.13.01 fica, para este caso, com a forma

abaixo
1 172 1
jso(u)J(u)du x 9(-173"%) + p(1/3"%
1

Por exemplo

f(x) = 3-2x a = =2 b =4

b 1
T = J £(x)dx = J'w(u)J(u)du
a =9

&
I = J (3-2x)dx = 6
-2

u = [2x-(a+b)]/(b-a) [2x-(4-2)]/(442) = (x-1)/3

x = [(b-a)u + (a+b)]/2 = [(4+2)u + (4-2)]1/2 = 3u + 1

I
w

J(u) = (4+2)/2

1 - 6u

]

o(u) = 3 - 2(3u+l)
1 1

¥ = I (1-6u)3du = J (3-18u)du = 6
-1 s |

Numericamente tem-se

o(-1/3"%) =1 + 6/3"°

(53}
1
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1/2

p(1/3"%) =1 - 6/3"?

I =3(1+1) = 6

No caso geral de n pontos de integracdao os noés sao
localizados nas raizes do polindémio de Legendre de grau n. Estes
valores dividem-se em pares simetricamente colocados em relacao a
origem com a inclusdao de x = 0, se n for impar. Para n de 2 a 6,o0s

valores das localizagao e dos pesos sao os seguintes.

n localizagao peso
2 +0,5773502692 1,0000000000
3 +0,7745966692 0,5555555556
0,0000000000 0,8888888889
4 +0,8611363116 0,3478548451
+0,3399810436 0,6521451549
5 +*0,9061798459 0,2369268851
+0,5384693101 0,4786286705
0,0000000000 0,5688888889
6 +0,9324695142 0,1713244924
*0,6612093865 0,3667615730
+0,2386191861 0,4679139346

A soma dos pesos € sempre igual a 2.

Um outro exemplo usando, agora, 4 pontos de integracao.

f(x) = e” a=20 b=1

b 1
I = J f(x)dx = J‘¢(u)J(u)du
a =1

1

I = f;ﬁdx = 1.7182818284
u = [2x-(a+b)]/(b-a) = [2x-(1-0)]/(140) = 2x - 1
¥ = [(b=a)utlatb)l/2 = [{1-0)u+{0+l) /2 = (u+l)/2
J(u) = (1=0)/2 = 1/2
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1
¥ = J' ("% qu/2 = 1,7182818284
-1

Numericamente tem-cse

T = [0.3478548451(e(-G.B‘é11363‘|16+1)/2 + e([!-8611363116+1)/2) %

+ 0.6521451549 (e(-0.3399810(.36+1},’2 + e(0.3399810436+1)/2) 1/2

I=1,7182818284

Para aproximadamente a mesma precisdao, a integracao
gaussiana requer a metade dos pontos necessdrios para a regra de
Simpson. A integragdo gaussiana ndo é adequada para OS casos em
que a fungao nao é conhecida, pois ela requer valores desta fungao
em pontos ndo uniformemente distribuidos no intervalo de
integracao. Para dados experimentais a integragdo gaussiana nao
funciona bem, pois dificilmente os valores de x estardo na posicao
correta.



APENDICE F
ALGUMAS FIGURAS ILUSTRATIVAS
F.1 Introdu¢ao
Este apéndice apresenta algumas figuras com as condicodes
de contorno de algumas das aplicagbées do MEC mostradas no capitulo
6.

F.2 Bloco poroelastico.

Este problema fol apresentado no item 6.4 e a figura

abaixo o mostra esquematicamente.

2F

GEHEEED

Figura F.2.01 - Bloco poroelastico conforme [20]

O topo e a base foram discretizados com 5 elementos
lineares cada um e as laterais, com 20 cada uma.

A dimensao a foli fixada em 5 e a b, em 2,5.



F.3 Coluna unidimensional

Esta é aplicagdao analisada no 1item 6.5.
O caso apresentado por Badmus et al [63] € mostrado na

figura F.3.01 e o apresentado por Boone [87] €& visto na figura
FQ3!02-

2
4 t,=0
| ly=0
I =«P
4
p=0
3 |
o :
| |
o d , -0
u = i ! x
L | | 1 =0
L=0 o oy
lyzo E: | t,=0
1 o b z_o
=0 1Y
\
¥ ;
B © SN © I © I © B0 .- x
t, =0
i1 =
y
u =
z
q=0

Figura F,3,01 - Coluna unidimensional conforme [63]



t = -1
Y
t =0
X
Ap = 1
h
|
Y
S E S
4ol

Figura F.3.02 - Coluna unidimensional conforme [87]

Usou-se:
h =6 b =1
Base e laterais impermeaveis e rigidas.

As outras condigdes de contorno sao iguais as mostradas

na figura F.3.01.



F.4 Semi-espaco poroelastico

Este problema acha-se no item 6.6.

tK = tz = Ap =0 z tx = tz = Ap
Q
: —8-+-8 X-r
u =20 |
X u =
X
u =0 h
z u =
Fa
Ap= 0 Ap =
._‘._

——
o
l
|
-

Figura F.4.01 - Semi-espag¢o poroelastico

Foram usados os valores:
h =Db = 200m a=1m Q = 1000 MN/m

Sob o carregamento tem-se:

t =0 t2 = =1000 MPa Ap



