CAMY
SIBLIOTECA CEN TRA.
SECAOQ CIRCULANTY

UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
FACULDADE DE ENGENHARIA MECANICA

F

LN

Tk
Wi

%’“’M

Um Sistema de Refinamento H-P Adaptativo
Utilizando Elementos Finitos Hierarquicos
Multidimensionais

Autor:  Cedric Marcelo Augusto Ayala Bravo
Orientador: Prof. Dr. Philippe Remy Bernard Devloo
Coorientador: Prof. Dr. Renato Pavanelio

ESTE EXEMPLAR CCPRESPONDE A REDACAD ﬂNALiJ /{
TESE D”F:NDOA PUOR gé%c //ngc L
v aak. /ﬁzyuhﬂ U E APROVADA PEL&/

U COMISSAG (ULGADORA EM i ¢ (1 e
92/00 -







UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
FACULDADE DE ENGENHARIA MECANICA
DEPARTAMENTO DE MECANICA COMPUTACIONAL

Um Sistema de Refinamento H-P Adaptativo
Utilizando Elementos Finitos Hierarquicos
Multidimensionais

Autor: Cedric Marcelo Augusto Ayala Bravo
Orientador: Prof. Dr. Philippe Remy Bernard Devioo
Coorientador: Prof. Dr. Renato Pavanello

Curso: Engenharia Mecénica
Area de concentragio: Mecénica dos Sélidos

Tese de Doutorado apresentada 4 comissio de Pés Graduacio da Faculdade de Engenharnia

Mecanica, como requisito para obtenszo do titulo de Doutor em Engenharia Mecanica.

Campinas, 2000
S. P. - Brasil

ii



FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA

BIBLIOTECA DA AREA DE ENGENHARIA - BAE - UNICAMP

Aylds

Ayala Bravo, Cedric Marcelo Augusto

Um sistema de refinamento H e P adaptativo utilizando
elementos finitos hierdrquicos multidimensionais /
Cedric Marcelo Augusto Ayala Bravo.--Campinas, SP:
[s.n.], 2000.

Orientadores: Philippe Remy Bernard Devloo, Renato
Pavanello

Tese (doutorado) - Universidade Estadual de
Campinas, Faculdade de Engenharia Mecinica.

1. Método dos elementos finitos. 2. Programagio
orientada a objetos. 3. Andlise numérica. 1. Devioo,
Philippe Remy Bemard. Il. Pavanello, Renato. IIL
Universidade Estadual de Campinas. Faculdade de
Engenharia Mecanica. IV. Titulo.




UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
FACULDADE DE ENGENHARIA MECANICA
DEPARTAMENTO DE MECANICA COMPUTACIONAL

TESE DE DOUTORADO

- Um Sistema de Refinamento H-P Adaptativo
Utilizando Elementos Finitos Hierarquicos
Multidimensionais

Autor: Cedric Marcelo Augusto Ayala Bravo

Orientador: Prof. Dr. Philippe Remy Bernard Devloo
Coorientador: Prof. Dr. Renato Pavanello

Prof-Dr Philippe Rémy Bernard Devloo

instituiifio BES? ET(}{[[UNIZJZIj’

Prof. Dr. Estevam Barbosa de las Casas
instituicio Dept. Estruturas

Prof. Dr. Luiz Fernando Campos Ramos Martha
instituicio DEC/PUC-RIO
Cer § Vv o U
Prof. Dr. Euclides de Mesquita Neto
instituicio DMC/FEM/UNICAMP

Prof\ Dr. Janito Vaqueiro Ferreira
instituicio DMC/FEM/UNICAMP

Campinas, 21 de novembro de 2000

iii



Dedicatoria:

Dedico esta obra como mostra de afeto e gratiddo, aos meus pais Victor e Eliana, aos meus

irmios Victor, Claudio e Ximena, a minha esposa Edna e meu filho Marcio.

v



Agradecimentos

Agradego aos professores do departamento de Mecinica Computacional da Faculdade de

Engenharia Mecénica pelos seus ensinamentos e pela amizade demostrada.

Agradego ao professor Renato Pavanello pela amizade e cooperagio no desenvolvimento

deste trabalho.

Agradeco aos professores Francisco A. M. e Flavio O. C., a0s colegas Cesar e Gustavo da

Faculdade de Engenharia Civil pelo companheirismo e apoio manifestado.

Agradeco especialmente ao meu orientador Philippe R. B. Devloo, pelo auxilio na pro-
gressdo deste trabalho e pela assisténcia do meu aprendizado no desenvolvimento de software

orientado a objetos em computagio cientifica.

Agradego a0 meu irmio Victor A. Ayala B. que sempre me ensinou desde a época do

primario e que me incentivou € ajudou para prosseguimento dos meus estudos superiores.

Agradego a0s meus pais por seu infinito amor e por ensinar-me em todos os momentos da

minha vida o caminho da honestidade e da felicidade.

Sobre tudo agradego a0 meu senhor Jesus Cristo por mostrar-me o caminho da humildade
e da vida e a Deus pela graca de permitir-nos compreender a sua maravilhosa criacfio através

das ciéncias.



A ciéncia é o mais elevada das artes
mas a sabedoria mais sublime estd

no amor e na justica de Deus

Cedric M A Ayala B

vi



Resumo

Ayala Bravo, Cedric Marcelo Augusto, Um Sistema de Refinamento h e p Adaptativo Utilizando
Elementos Finitos Hierdrquicos Multidimensionais, Campinas: Faculdade de Engenharia

Mecanica, Universidade Estadual de Campinas, 2000. 247 p. Tese (Doutorado)

Descrevem-se de uma maneira formal os conceitos matemdticos que permitem implemen-
tar um refinamento multidimensional h-p adaptativo para o método dos elementos finitos. Os
conceitos sdo implementados em cédigo orientado para objetos num ambiente de programagéo
de elementos finitos denominado PZ. O conceito de transformacdo geométrica define o mapea-
mento entre um elemento de referéncia uni, bi ou tridimensional e o elemento deformado em
R*. Estende-se o conceito de “lado” de um elemento finito representando canto, aresta, face
ou volume. Associa-se fungSes de forma hierdrquicas a lados de um elemento e para uma ma-
lha refinada, define-se uma dependéncia entre as bases associadas a lados adjacentes de niveis
distintos. Descreve-se detalhadamente a defini¢fio dos elementos hierarquicos e a construgdo
das suas fung¢es de forma. Demonstra-se que os elementos assim definidos possuem a ordern P
completa para 0 espaco de interpolagéo associado, independente da ordem p escolhida. Através
da introdu¢do dos “par@metros variacionais” e das restri¢Ges entre funcdes de forma associadas
a lados de elementos, consegue-se combinar de forma adaptativa qualquer um destes elemen-
tos. Mostra-se de forma tedrica e pritica que uma combinagio adaptativa de elementos, ainda
que de distintas dimensdes, implica na obteng&o de um espago de elementos finitos de funcdes

continuas. Relacionam-se os testes de qualificagio para as ferramentas desenvolvidas.
Palavras Chave

Adaptatividade, Elementos Hierarquicos, Estimador de Erro, Programagio Orientada a Objetos
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Abstract

Ayala Bravo, Cedric Marcelo Augusto, An environment for hp Adaprive Finite
Element Programming, Campinas: Faculdade de Engenharia Mecéanica, Universidade
Estadual de Campinas, 2000, 247 p. Ph. D. Thesis

A formal description of the multidimensional hp adaptive refinement process is
developed. The concepts are implemented within the PZ object oriented environment for finite
element programming. The concept of the geometric transformation defines the mapping be-
tween a one-, two- or three dimensional master element and its deformed configuration in 3.
The concept of a side is extended to include comners, lines, faces and volumes. Hierarchical
shape functions are associated with sides and for adaptively refined meshes, the concept of
restrained shape functions is introduced. A detailed description of the construction process is
given for the complete family of finite element. It is shown for each element that the space
of interpolation for arbitrary order p is complete. Using variational parameters associated with
the sides of the elements and the restraints between shape functions of adaptive finite element
meshes, it is possible to use hp adaptivity on heterogeneous meshes. It is shown that shape
functions of elements of different dimensions maintain continuity at their interfaces.
Qualification tests and numerical examples are included to demonstrate the correctness of the

approach.
Key Words

Adaptivity, Error Estimate, Hierarchical Elements, Object Oriented Programming
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Capitulo 1

Introducio

Num problema envolvendo equacdes diferenciais parciais pretende-se achar uma solucdo,
isto €, achar uma funcio u definida sobre um dominio que, junto com algumas das suas
derivadas, satisfaca o conjunto de equagdes e condi¢oes de contornol*#! . Esta solucdo pode ser
as vezes obtida de forma analitical4!! oy por métodos numéricos de aproximaciol®®] . Sabe-se
que o nimero de equagbes diferenciais cuja solugfio analitica pode ser obtida & bem restrito e
em geral referem-se a situacdes e dominios simplificados. Por outra parte, métodos numéricos
podem ser aplicados para obter solugdes aproximadas daquelas equagdes cuja solucio pode ser
obtida por métodos analiticos além de outras equages cuja solucio tem existéncia garantida
mas nao ¢ conhecida ou simplesmente ndo pode ser obtida. O que torna os métodos numéricos
mais atraentes € que a sua solugfio aproximada muitas vezes pode ser tdo precisa quanto seja

requerido, e esta € a meta a ser atingida por estes métodos.

Atualmente, com o extraordindrio aumento das capacidades dos computadores, 0s méto-
dos aproximados tem se tornado cada vez mais procurados. Dentre outros, o0 MEF tem sido um

dos mais utilizados.

Vdrios passos devem ser observados num processo de utilizagfio do método dos elementos
finitost14

> Discretizagdo do dominio 2 : 0 dominio deve ser preenchido total ou parcialmente por meio
de elementos.



» Utiliza-se emn geral uma formulagfo variacional da equagio ou do problema.
» Definir o espago onde o problema equivalente € posto.
» Determinar a norma a ser usada e o que se quer conhecer da soluggo.

Para efeito de implementacio de algoritmos e cdlculos no presente trabalho utiliza-se o

amnbiente de programagdo de elementos finitos orientado a objetos pz[201 18]

Assim, serfio propostas, implementadas e testadas técnicas para a aproximagao geral de

elementos finitos.

1.1 Objetivos e escopo do trabalho

Criar uma sistematica para definir um conjunto de fungbes de forma hierarquicas
associadas com cada geometria. A forma geométrica dos elementos que aqui sdo tratados: linha
para dimensdo 1, trifngulo e quadrildtero para dimensgo 2 e tetraedro, pirdmide, prisma, hexae-
dro para dimens#o 3. Esta sistemdtica pretende a utilizagdo de uma malha mista Mg, de qualquer
combinaggo destes elementos dentro de um dominio €2 e de um dado probleina a ser discretiza-
do por elementos finitos. Numa malba inicial esta combinagfio segue as regras para uma correta
triangulacdo do dominio Ql14] | O espago de elementos finitos Vi, de b — p aproximagio, € um

espago de fungBes polinomiais por partes € continuas, isto € Vi & Co Q).

Propoe-se uma divisdo geométrica para cada um destes elementos. Com isto, wna ma-
Tha h — p adaptativa permite uma combinagdo de elementos de vérias dimensdes, como M,
com diferentes ordens de interpolago e sujeitos a divisio geométrica. Em uma malha refinada
deste tipo existirio elementos contendo seus lados nos lados de elementos contiguos, COmo por
exemnplo, faces contidas em faces. Consegue-se continuidade no espago de interpolagdo basea-
do nesta malha adaptativa, impondo restrices ou dependéncias entre as funcdes de forma de
elementos envolvidos nos lados adjacentes. A compatibilizago na ordern de interpolagdo entre

estes lados consiste em poder lhe atribuir uma determinada ordem.



Mostra-se como se consegue continuidade na interface de elementos adjacentes de um
mesmo nivel por meio da introdugio de “pardmetros varacionais”. Demonstra-se que as
fungbes de forma definidas sobre o elemento sdo linearmente independentes para qualquer
ordem p de interpolagio. Demonstra-se que o elemento hierdrquico de ordem p contém pelo
menos o espago de polindmios de grau p, para qualquer ordem p do elemento. E assim o ele-
mento de ordem p tem a propriedade de representar qualquer polindmio de grau p. Isto é feito

para cada um dos elementos enumerados anteriormente.

Atinge-se com isto uma forma de abordar a questio de aproximar solucdes pouco suaves
ou com singularidades em certas regides do dominio. Desta forma refina-se a malha mas inten-
samente na regifio do dominio onde isso acontece. Isto dispensa o uso de uma malha regular
muito fina e portanto dispendiosa. Para localizar a regido da irregularidade da solugiio usam-se
estimadores de erro B e critérios para refinamento de malhas. Além dos elementos tridimen-

sionais enumerados, alguns dos algoritmos mais importantes implementados sio -

Os métodos que efetuam a divisdo de cada um dos elementos

O algoritmo de calculo de restrigdes multidimensional.

Regras de integraciio especificas para os elementos tridimensionais.

O céaleulo de varias normas baseado em integragio numérica.

Um criténio de refinamento de mathas A — p adaptativas devido a Novotny et all*3] .
Classe material hiperelastico nfo linear dado por um funcional densidade de energial8 |

yvyvyvyyy

Com o objetivo de testar e validar as ferramentas desenvolvidas, foram implementados os

seguintes algoritmos :

» Calculo da projegdo L? de solugdes polinomiais conhecidas.

» Calculo e remogao de restrigdes por meio de ciclos de refinamento e agrupamento aleatérios
de elementos.

» Algoritmo para testar numericamente a continuidade das funcBes de forma nas interfaces
dos elementos que geram este tipo de espagos.

» Testes numéricos para verificagio do que o elemento de ordem p contenha um conjunto
completo de polindmios de grau p, condi¢io necesséria para obter uma boa aproximagéo
com o elemento.

» Testes para verificagio das transformagdes utilizadas para o calculo de restrigdes entre ele-



mentos e seus lados.

» Verificagdo de se o menor dngulo dos elementos obtidos por sucessivas divisdes de um dado
elemento ndo diminui.

» Verificagdo da convergéncia quadratica do algoritmo de Newton implementado para
aproximar solugdes por meto da classe do material hiperelastico. ‘

» Varias equagdes materiais ja implementadas no ambiente por outros pesquisadores com uso
de solugdes conhecidas.

» Comparacdo com resultados publicados e obtidos com outros programas.

Refinamento A — p adaptativo existia somente para elementos hexaédricos. O projeto de
pesquisa que motivou o presente trabalho generaliza o refinamento A - p adaptativo obtido com
a divisiio geométrica dos elementos, apresentando uma estrutura de classes que permite gerar
espagos de interpolagio 7 — p adaptativos para qualquer combinagio de elementos topologica-

mente compativeis.

Neste trabalho descreve-se uma formulac8o matemdtica da topologia de malhas de ele-
mentos finitos adaptativas e das restricbes que precisam ser aplicadas nesses espagos de
aproximagio. Assim o objetivo da presente pesquisa ¢ a implementa¢&o da técnica h — p adapta-
tiva para malhas de elementos finitos contendo elementos uni, bi e tridimensionais, isto € malhas
heterogéneas. A implementagdo do refinamento h — p adaptativo num contexto t3o geral € via-

bilizada gracas a programacgo orientada para objetos (8] |

Em projetos de software orientados para objetos, o comportamento dos objetos determina
o funcionamento do sistema como um todo’. Na presente implementagdo o comportamento dos
objetos do software h — p adaptativo segue a risca 0s conceitos matematicos elaborados. Esta

abordagem tem as seguintes vantagens :

» A formulagio matematica serve como documentagio do comportamento dos objetos.
» O comportamento dos objetos é definido rigorosamente numa linguagem objetiva.

1 Isto é diferente dos projetos de software estruturados, onde a estrutira de dados e as operagles sobre as
mesmas sio centrais na definicio de softwarel17] }[45] .

4



1.2 Estrutura do trabalho

As principais etapas deste trabalho sfo primeiramente a defini¢io das funcdes de forma
para cada um dos elementos com os quais aplica-se refinamento adaptativo. Em seguida deta-
lham-se as questdes relativas ao refinamento ou divisio de cada um destes elementos. Mostram-
se alguns aspectos tedricos relacionados. Desenvolvem-se a terminologia e conceitos relativos
ao refinamento adaptativo propriamente dito. Determina-se o procedimento para o cilculo das
restrigBes entre os diferentes lados de elementos adjacentes. Testa-se a validaciio das ferramen-

tas.

No capitulo 2 faz-se uma revisio da literatura, mencionam-se alguns padides de refina-
mento encontrados em trabalhos publicados e faz-se uma comparagio com o padrdo de refina-

mento aqui desenvolvido.

No capitulo 3 ressaltam-se alguns aspectos importantes da aplicagdo do método dos ele-
mentos finitos e como eles sdo utilizados e introduzidos. Menciona-se também alguns aspectos

tedricos do MEF.

No capitulo 4 definem-se fungdes de forma hierarquicas associadas a elementos de li-
nha (tambeém chamado aqui de linear), tridngulo, quadriltero, hexaedro, tetraedro, prisma e

pirdmide, com os quais trabalha-se no desenvolvimento de adaptatividade & — p.

No capitulo 5 detatha-se a divisdo geométrica destes elementos.

No capitulo 6 desenvolve-se a adaptatividade baseada na divisdo dos elementos geométri-
cos e restrigBes entre as fungdes de forma hierarquicas sobre eles definidas, assim como uma

terminologia apropriada.

No capitulo 7 dé-se uma descrigdo do ambiente PZ, de alguma das suas principais classes,

variaveis e metodos e a sua funcionalidade, destacando-se a classe material que implementa a



equagio diferencial.

O capitulo 8 refere-se aos testes de qualificacio das ferramentas e algoritmos implemen-

tados no ambiente PZ.

No capitulo 9 s8o dadas as conclusdes e extensSes para trabalhos futuros.

No apéndice A é feito um estudo rigoroso da transformagdo entre um elemento de

referéncia uni, bi ou tridimensional e o elemento deformado em R3.

No apéndice B detalha-se a analise dos diferentes casos em que identifica-se ocorréncia

de restri¢Bes entre os lados de elementos.



Capitulo 2

Revisdo da Literatura

Mostrou-se na literatura que o refinamento A — p adaptativo é um dos métodos mais
eficientes para aproximar equagdes diferenciais parciais por elementos finitosl’] . Atualmente o
principal motivo para que esta técnica ndo seja muito difundida é a complexidade da sua imple-

mentacdo num codigo de elementos finitos.

O conceito de estimar o erro de aproximagcio para se adaptar a malha de elementos finitos
foi inicialmente apresentado por Babuska e Rheinboldt em 1978031 Logo em seguida Bank e
Sherman apresentaram um método adaptativo e a estrutura de dados associada para refinamentos

triangulares?.

Uma estrutura de dados simples para refinamentos quadrilaterais lineares foi apresenta-
da por Demkowicz, Devloo e Oden em 1985036] | Esta estrutura de dados foi generalizada para
refinamentos A ~ p adaptativos por Devioo em 1987111 . O refinamento A adaptativo para
hexaedros lineares foi apresentada em 1988 por Devloo. A extensio do refinamento / ~ p adap-

tativo para hexaedros foi apresentado por Demkowicz, Oden, Rachowicz e Hardy em 1989117

Todas as pesquisas de conhecimento do autor trabalham com malhas onde o tipo de

elemento € unico. N&o consideram-se malhas bidimensionais espaciais ou malhas com ele-

! A estrutura de dados da implementagio de Bank e Sherman nunca foi publicada.
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mentos unidimensionais acopladas a elementos bi e tridimensionais. Este tipo de acoplamen-
to é htil em analise estrutural tridimensional, como por exemplo modelagem de turbinas e

problemas que utilizam vigas, cascas e solidos.

Atualmente ¢ amplamente aceito que um procedimento adaptativo € necessario para cal-
culos praticos com elementos finitos. Um estimador de erro é fundamental num procedimento
adaptativo [211 | Um estimador de erro prové informacio sobre a qualidade global da solugdo e
a distribuicgo do erro sobre o dominio . Se o erro estimado nfo é admissivel, uma nova malha

devera ser criada baseada na distribui¢io do erro sobre os elementos contidos no dominio.

Elementos deverdo concentrar-se onde a solugfo estimada ¢ menos precisa do que o espe-
rado. A meta é o célculo de uma nova solugio com uma distribui¢io uniforme do erro € um erro
global especifico preestabelecido. Isto ¢, a malha € refinada de tal forma que o erro apresentado

por cada elemento ndo ultrapassa uma dada tolerancia.

Estimativas de erro a priori s30 a principal ferramenta para o estudo tedrico do método
dos elementos finitos, no entanto elas ndo provéem resultados praticos pois em geral dependem
de constantes que nio podem ser calculadas. Para obter aproximagdes numéricas do erro atual
¢ necessario o uso de estimadores de erro a posteriori. Estimativas de erro a posteriori so
calculaveis dado que elas sio expressas em termos de residuos. Por outro lado, uma estimativa

a priori é calculada em fungdo da solugdo exata que geralmente € desconhecidal®?] .

A forma do estimador depende geralmente do problema a ser discretizado e seu uso €

restrito ao algoritmo adaptativo empregado[ls} , 121 B2l [34] ,{35] 1491 01132 1581 162]
[65]

Quanto maior precisdo é requerida em certa regido do dominio, geraimente onde a solugéo
tem gradientes elevados ou torna-se singular, € necessario aumentar o distribuicio dos nods ¢
consequentemente o numero de fungdes de forma torna-se mais densa. Isto € conseguido intro-

duzindo maior nimero de elementos nesta regiio. Este processo é denominado de h refinamento



da malha ou refinamento h dos elementos.

O caso contrario, quando uma regifo do dominio possui mais elementos do que o
necessario para atingir uma dada precisio, elementos deverdo ser eliminados. Através deste
processo, a malha fica mais grosseira. Em ambos os casos parte do procedimento adaptativo
consiste em tomar a deciso de se refinar ou tornar mais grosseira uma determinada regido da
~malha.

Algumas tecnicas de refinamento foram introduzidas na literatura mas seu uso tem sido
restrito geralmente a problemas uni e bidimensionais e alguns poucos tipos de elementos/10]
[36]  Uma técnica de refinamento bastante usada na literatura é a triangulacio de Delaunayl®7]

que aplica-se a tridngulos e tetraedros.

Figura 2.1: Trangula¢do Delaunay: engrossamento da malha

Por definigdo uma triangulacio deste tipo tem a propriedade de que o circumcirculo de ca-
da tridngulo, ou a circum-esfera de cada tetraedro, no inclui qualquer n6 da malha fora daqueles
do proprio elemento. Neste procedimento, nds e elementos sio continuamente criados e descar-
tados a cada iterag@io. Neste caso, resta ainda a necessidade de se verificar se estas propriedades
sdo suficientes para garantir a boa qualidade da malha ou do procedimento. E mais ainda, é

preciso estudar se esta seqiiéncia de malhas ¢ 6timal®] |

Num processo de refinamento deve-se levar em conta que o menor angulo dos elementos
da malha ndo deve diminuir a cada iterag@o. Isto est4 diretamente ligado com as propriedades

de convergéncia da solugio aproximadall4!



E 1 E4 E ¥
52 E3 — E2 E 3 —_—

Figura 2.2: Refinamento conforme

Da mesma forma o agrupamento de elementos descarta uns para criar outros em menor
nimerol®7] ,veja figura 2.1. Em alguns casos como nos trabalhos de Brink [10] ¢ Tessler 6] ,0
refinamento de um elemento ou regifio do dominio implica no refinamento de vartos elementos

adjacentes aumentando com isto a precisio onde no foi requisitado ou € desnecessario.

Figura 2.3: Diviséo de tridngulos

Nas figuras 2.2 e 2.3 a malha intermediaria é ndo conforme, as outras duas inicial e final
sio conformes. Numa malha nfio conforme um vértice, uma aresta ou uma face de um elemento
podem estar contidas estritamente, consideradas como conjunto de pontos, em arestas ¢ faces,
respectivamente. Em uma malha conforme isto nfo acontece. Na figura 2.2 o elemento E; € di-
vidido em 3 subelementos; como conseqiiéncia e para manter uma malha conforme Es, F3, Ly
devern ser divididos. Uma extensio desta forma ¢é feita para dividir hexaedros. Da mesma for-
ma, um refinamento com tridngulos implica no refinamento de elementos “vizinhos”, como €
o caso ilustrado na figura 2.3, onde a malha da esquerda ¢ a matha a ser refinada, e aquela da
direita ser4 usada para o calculo de uma nova solugdo. Uma extensdo Obvia para tetraedros e
uma utiliza¢do desta diviséo acha-se em!2! . Isto ainda traz o problema da diminui¢go do menor

ingulo da malha atual.

Uma outra tentativa de refinar ou engrossar uma malha mistura tridngulos e retangulost®?]
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Figura 2 4: Refinamento misto

mas o problema da diminui¢8o do menor angulo e a divisdo desnecessaria de elementos con-

tiguos persiste, figura 2 4.

Ainda nfo considera-se a possibilidade da utilizagdo simultinea de elementos distintos e
de diferentes dimensdes. Um trabalho recente nessa dire¢do utiliza elementos de volume aliados
a elementos de contorno envolvendo o problema de interacdo solo estrutura num meio continuo

viscoelasticol®1] .

Uma forma de contornar estes problemas consiste na divisdo/refinamento de elementos
localizados impondo-se restrigdo das fungdes de forma de elementos adjacentes de diferentes
niveis de refinamento, figura 2.5. Os novos elementos introduzidos por divisio sio semelhantes
ao elemento dividido resolvendo o problema da diminuigio dos dngulos, além de nfio ter que

dividir elementos vizinhos sem necessidade.

Figura 2.5: Divisdo ndo conforme

Com uma definigdo adequada das fun¢Ses de forma hierdrquicas, para os elementos aqui
trabalhados, consegue-se ainda qualquer combinagfo mista e adaptativa destes elementos geran-
do espagos de elementos finitos de funcdes continuas. Assim, a definigdo adequada das func¢Ses
de forma, o célculo de retrigdes entre fungdes base de elementos adjacentes, embora de dimen-

sOes distintas e a divisdo dos elementos geométricos aliados a estimadores de erro, formam a
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base para o processo adaptativo multidimensional aqui desenvolvido.

A técnica de refinamento h e p adaptativo aqui proposta € provavelmente mais vantajosa.
De fato, o célculo das restrigdes entre algumas das fungSes base de elementos contiguos, na
divisdo localizada, figura 2.5, acarretam um custo computacional bem menor que a integragao
do problema variacional de todas as fungdes de forma dos varios elementos introduzidos pela
divisdo conforme, como é o caso esbogado nas figuras 2.2, 2.3 e 2.4. Como sera mostrado neste

trabalho, estas restri¢Bes sio feitas em espagos de Sobolev L (391 1441

Devido a crescente complexidade de programas de analise de elementos finitos, o
interesse em técnicas orientadas a objetos comegou no final da década de 80. Os primeiros
trabalhos devido a Forde et al 251 ¢ Zimmermann et all’%! introduzem os conceitos da pro-
gramagio orientada a objetos. Eles mostraram que implementagoes usando orientagio a objetos
requerem menos tempo, resultam em programas menores € em um melhor gerenciamento que
quando usam-se programas equivalentes desenvolvidos em uma linguagem a procedimentos tal

como Fortrant*8] | Existem varias vantagens em aplicar técnicas orientadas a objetos:

» O uso de orientagio a objetos resulta em um alto nivel de abstragdo, provendo um melhor
entendimento das partes necessarias em uma implementagio geral.

» Os dados do programa sio melhor organizados que em implementages prévias, permitindo
uma facil manutenco e extensio do programa.

» A divisio do programa em modulos e classes, as quais sdo reutilizaveis, permitem maior
facilidade para modificar os algoritmos e também reutilizar partes do codigo em outros
programas de computador.

» Estruturas sio faceis de modelar usando orientago a objetos devido a que as classes necessa-
rias sio facilmente identificadas. Mostra-se que um objeto modelo simples € poderoso o
suficiente para modelar estruturas complexas com restrigdes arbitrarias.

A linguagem de programaggo C++ pode ser usada com preferéncia em aplicagdes numeéri-
cas especialmente quando dispde-se de uma biblioteca de classes matriciais!*®l | como ¢ o caso
do ambiente PZ. Varias aplicagdes do método dos elementos finitos usando orientagéo a objetos

s30 encontradas em(® | 221 1231 1331 371
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Capitulo 3

Método dos Elementos Finitos

Conforme mencionado no capitulo anterior, propde-se neste trabalho uma metodologia
geral de refinamento h — p adaptativo para aproximar equagdes diferenciais parciais utilizan-
do o Método dos Elementos finitos. O objetivo deste capitulo, é apresentar um breve resumo
sobre o método dos elementos finitos, na sua formulagdo classica, ressaltando-se os pontos fun-
damentais do método, relacionados com a presente pesquisa, como os espagos de colocagio
do problema, a defini¢do das fungSes que sdo utilizadas, a construgio das bases do espago de

interpolagdo de elementos finitos, estimadores de erros, estratégias adaptativas, etc.

3.1 Método dos residuos ponderados

Seja {2 um dominio limitado em R°, considere um operador diferencial ordinario L e a
seguinte equagio :

Ly=flz), z€ Q C R (3.1

sujeita a condigdes de contorno (C.C.) homogéneas. De acordo com o método dos residuos

ponderados procura-se uma solucéo y da forma
y =y (z) = Z c;¢;(x) (3.2
=1

onde as funcdes testes ¢, sio linearmente independentes (L) e satisfazem as mesmas condi¢des

de contorno homogeéneas que y. Assim as fungdes y,(x) satisfazem as C.C. para qualquer
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escolha dos coeficientes ¢;. O residuo da aproximagéo é dado pela equagio 3.3.
Ricj,z) = Lyn — f (3.3)

Se o operador L ¢ linear, a equagdo 3.3 pode ser rescrita em funco da aproximagio
definida na equacio 3.2, da seguinte maneira,

R(cj o) =Y c;Ldj(z)— f (3.4)
g=1
Escolhendo-se os coeficientes ¢; tal que a integral ponderada do residuo

(wy, R) = / w; Rdz (3.5)
o)
seja nula para cada ¢ = 1,.., n, pode-se definir o seguinte conjunto de equagdes:
(wi, R)=0,i=1,.,n (3.6)

Impondo as igualdades definidas na equagdo 3.4 obtém-se um sistema linear algébrico.

ki3

> (Lo wie; = (ws, f) , 1<i<n 3.7)

=1
A escolha dos pesos w; determina o método dos residuos ponderados particular a ser
usadol?6l

» Aproximacio de Galerkin

A aproximagdo de Galerkin (1915), € caracterizada pelo fato de tomar-se as fungdes peso
ou de ponderagdio no mesmo espago que contém as fungGes testes onde a solugdo € procurada.

Este método também foi usado por 1. G. Bubnov em 19131241 | Assim a equagdo 3.7 fica

Ve

> (Lo ¢)ei= (¢, f) , i=1,.,n (3.8)

=1
Se o conjunto formado pela sequiéncia enumeravel ¢, @, .., @y, ... ¢ completo e o residuo
é ortogonal as fungdes base ¢, ¢, .., ¢, entdo B — 0 quando n — oo. De fato fixa-se n, mas

o ponto é que para ¢ arbitrario podemos obter || R || < ¢ para n suficientemente grande, ou

dadoz >0, IN | ||[Rl|<e,Vnr>N (3.9
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o que caracteriza a convergéncia do método de Galerkin.

» Elementos finitos

O método dos elementos finitos é caracterizado pela forma como as fungdes ¢,s usadas
na equagdo 3.8 sdo construidas. A funcio de forma ¢, € definida como sendo polinomial por
partes sobre o seu dominio 2 C R”. Ela tem um pequeno suporte contido em Q1441 0 suporte,
neste caso, € por exemplo um intervalo na reta, tridngulos ou quadnlateros no plano, hexaedros
ou tetraedros no espago tridimensional. Assim, a fungéo de forma ¢, do espaco V}, de elementos
finitos, € definida por um polinémio de grau maior que zero, e portanto nio nula, neste suporte

geométrico e € nula fora dele.

Com uma matha conforme uma fungdo @, do espago de elementos finitos V;, & construida
associando-se bases v; de um grupo respectivo { £;}7., de elementos adjacentes. Este grupo de
elementos tem, por exemplo, um vértice, uma aresta ou uma face em comum., Entdo, & é

definida por partes da seguinte maneira:
el =¢;, AN Bly—ug =0 (3.10)

Em caso de que a base & precise ser de classe C¥, isto é @ possui derivadas continuas
até ordem s, deve-se considerar que a justaposigdo das bases 1/, seja da mesma classe C° sobre
a intersecdo ndo vazia E; N E; : 1 < 4,7 < n e sobre a fronteira do conjunto Ul FE;. Em
particular as fungdes base construidas e utilizadas neste trabalho sdo continuas ou de classe C°

sobre o dominio Q.

Quando uma malha € ndo conforme, como aquelas malhas adaptativas que sdo definidas e

utilizadas aqui, para a constru¢io da base &, tem-se ainda:

Belm, = 3 a7 (3.11)

onde @bf sdo fungBes base do elemento F;. Esta forma sera explicitada mais adiante.
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3.2 Formulagio fraca ou variacional

Existem algumas maneiras de se obter uma formulacio fraca para aproximar a solugdo
de um problema que modela um fendmeno. Uma forma € partindo de uma equacéo classica,
ou formulagdo forte, de equacdes diferenciais parciais. Geralmente exigem-se varias derivadas
continuas da solucdo sobre todo o dominio do problema. Aplicando certas técnicas de inte-
gragio, como o teorema de divergéncia de Gauss, e principios variacionais, consegue-se reduzir
a ordem das derivadas envolvidas obtendo-se uma formulagdo fraca do problemall*l 331 Um

exemplo detalhado da aplicacéo desta técnica € dado no trabatho de Bravol®l .

Uma outra forma de se obter uma formulagdo variacional € dada na segfio 8.2. O problema
teste a ser tratado nesta pesquisa refere-se as equacdes que modelam o comportamento de um
material capaz de sofrer grandes deformacdes, definido de material hiperelastico (28] | como
por exemplo a borracha. A formulago é obtida utilizando uma fungio escalar W que define
a densidade da energia de deformac3o deste material. A formulacfio é obtida integrando-se
primeiras e segundas derivadas de W e usando o processo iterativo de Newton para minimizar o

valor da integrac¢fio da funcfio de densidade W.

A formulacdo variacional € tem as seguintes propriedades:

» A forma fraca é equivalente ao problema na sua formulagio forte ou classica. Quando
a solu¢do do problema forte existe esta também é solugfio do problema variacional. A
reciproca nem sempre € verdadeira.

» O espago onde onovo problema € colocado € mais abrangente e exige-se uma solugdo menos
suave que a solugdo do problema na sua formulagio forte.

Assim um problema variacional abstrato, como aquele que aqui sera utilizado e obtido

desta maneira, € dado pela seguinte equagio:
Achar w € HYQ) | afu,v) = f(v), Vv € H'(Q) (3.12)

E o problema variacional aproximado ¢ dado por:
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Achar up € Vi f CL(’U,h,’Uh) s f(’Uh) , Yopb eV, Hl(Q) (3.13)

Onde as formas bilinear a(-, -) e linear f(-) satisfazem certas propriedades e sio dadas em

termos de integrais sobre o dominio 2 e sobre a fronteira I" = 9¢).

A seguir citam-se alguns aspectos tedricos do espago H'(2) onde este problema e colo-
cado e das fungBes utilizados nesta formulagio, conforme equagiio 3.12. Analisam-se alguns

exemplo que ajudam a caracterizar melhor estas fungdes.

O espago de Sobolev de ordem 1, H*(€), definido na equagfio 3.15 mostra- da a seguir,
¢ definido como o conjunto das fungBes de quadrado integrével, equacio 3.14, cuja primeira
derivada fracal®®l | definicsio 3.2.1, também & de quadrado integravel. A defini¢iio de derivada

fraca ¢ dada a seguir.

Q) = {v:0— %] /W dz < 400} 3.14)
Q
HYQ) = {ve Q)] —g;’—_ € [}Q),1<i<n} (3.15)
L ov . .
Definicdo 3.2.1 Bz € a derivada fraca de v com respeito a x; se

o ¢ o
rr ¢ dr = M/qu . dr , V¢ € C5°(Q) (3.16)

Aqui C§°(£2) é o conjunto das fungdes reais indefinidamente diferenciaveis e com suporte
compacto contido em 2144 Nota-se que a defini¢o de derivada fraca na equaciio 3.16 é basea-
da na integragdo por partes e o fato que ¢ ¢ nula na fronteira I' de , I' = 8. A diferenca
da derivada fraca para derivada forte ou no sentido usual classico é que na igualdade 3.16 a
fungo v pode ndo ter derivada no sentido forte ou ainda ndo estar definida sobre um conjunto

de medida nula contido em §2. Ilustram-se a seguir estas idéias com exemplos.

Exemplo 3.2.2 Considere as fungdes f, g e h abaixo cujos graficos sdo mostrados na figura 3.1.

| 2z :0<s<1 _J z:0<z<t {z:0<z<1
f{x)w{ 1 :1<z<? } g(X)—{ 1 :1<zg2 },h(x)—{ :1<$§2} (3.17)

i

A fungdo f ndo tem derivada fraca. As funcbes g e h sdo fracamente derivaveis.
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Figura 3.1: Teste de derivavilidade fraca

Considerando-se a formula da derivada do produto de fungdes

dud) _du,  db_ du, _dus)  dp
dn @ TG T BT T Y (3.18)

e integrando-se a equagdo 3.18 no intervalo [0, 2], tem-se

2 du P du 2 du
"“‘“‘“‘Id - e d i d e
/degam /deqbaj%ﬂfldxém

bode odg
1_ i 12 kil 319
udlg /0 U dx + udly /1 v dz (3.19)

fo %W = [u(De(1)]™ - )e(1)]" - [ 0% g

dz
o - [ w52 aa 620
8(2) = 6(0) =0, 6 € C(0,2]) (3.21)

Onde [u{1)¢(1)]™ e [u(1)¢(1)]* denotam os valores limites esquerdo e direito de u¢ no
ponto 1 respectivamente. E [Ju(1)¢(1)|] = [u(1)¢(1)]" — [4(1)#(1)]~ ¢ o salto de u¢ no ponto
1. Olhando para a defini¢io 3.2.1 e equagio 3.20, se u = f entio [Ju(1)g(1)|] = —4(1) # 0
e nio existe a derivada fraca de f. Se u = g ouu = h entio o salto de u¢ em 1 € nulo,
Nu(1)é{1}]] = 0. e g e h possuem derivada fraca. Ainda mais, as derivadas fracas de g e h séo

de guadrado integraveis e portanto g e h sio fungdes de H([0,2]).
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No entanto f , g e & nfo sdo derivaveis no sentido classico. De fato os limites esquerdo e

direito das derivadas de g e h sio dados por
dg 17 . [dg, 17 Tdh, . ] dh, 1"
20 =u [Eo] o [Zo] =1 2o =0 en

E a funcio [ sendo descontinua ndo é derivavel no sentido classico.

3.2.1 Estimador de erro

Um estimador de erros € imprescindivel para poder definir uma estratégia adaptativa. Uma
estratégia adaptativa indicara, baseada na estimativa para o erro da solugio sobre o elemento,
que elemento devera ser agrupado ou qual deveré ser dividido. A finalidade de um processo
adaptativo € construir ou modificar uma malha por um processo jterativo de refinamento e re-
solugdo do sistema para que o erro calculado a posteriori seja distribuido uniformemente sobre

os elementos da malha adaptada e de acordo com a precisdo global que precisa ser atingida.

Devido a que a norma energia é uma quantidade absoluta utiliza-se mais convenientemente

o erro relativo

. ”eHHl(Q)

_ (3.23)
[l & g

Como a solugio exata u ¢ supostamente desconhecida pode-se fazer a seguinte substi-
fuigdo:
2 2
Hullggy = |lun + el = alun + €, unp + €)

= a(Upp, Upp) + ale, €) + 2a(up,, €) (3.29)

Dado que a solugio de elementos finito é uma projegiio da solugio u € H'(Q) sobre

Vip(2) < HY Q) tem-se aluny, €) = 0¥ upy € Vi () [29) ¢ entdo,

[l By = (Ihunel oy + el ey ) (3.25)

Considerando que se procura uma solugfo aproximada que atinja um erro admissivel e,y =

19



U~ Upy, Substituindo a expressdo 3.25 na equagio 3.23, o erro relativo admissivel global € obtido

como:

Naa = o |zrey . (3.26)

2
(1l oy + 1l B )

Supondo que se deseja que o erro se apresente uniformemente distribuido para cada um

dos 7 elementos da malha, considerando que ||eaal {31 (q) = 2 ||egl 51 (x)> com K percorrendo
os elementos da malha, entdo pode-se considerar o erro admissivel elementar deduzido como na
seguinte equagdo:

1
(11anol By + el By
et &) = Mo v (3.27)

Assim, o erro admissivel elementar ||e]| g (k) pode ser calculado do erro admissivel
global 77,; gerailmente dado pelo usuario. Se a soluc@o € conhecida toma-se e = u — up, para
completar o calculo da equagdo 3.27, caso contrario deve-se desenvolver um estimador para
este erro de acordo com © modelo do problema ou utilizar um estimador conhecido, veja como

exemplo[ﬁz] [681

3.2.2 [Estratégia adaptativa

Uma estratégia adaptativa geralmente ¢ baseada no principio da distribui¢io do erro dos
elementos da malha. Para um nimero fixo de elementos a malha 6tima € aquela onde a medida
do erro é distribuido equitativamente entre todos os elementos. Assim uma malha adaptada de-
vera apresentar uma concentragio de elementos pequenos na regido do dominio onde a solugao
apresenta uma variagdo maior ou um gradiente elevado e uns poucos elementos onde a solugéo
se apresenta mais suave. Ao mesmo tempo os elementos de A pequeno poderdo ter uma ordem

de interpolagio p maior que os elementos de A relativamente grande.

Exemplifica-se uma estratégia simples de refinamento adaptativo dada pelo seguinte algo-

ritmo:
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Calcule uma solugio sobre uma malha inicial grossa

2. Estime o erro para cada elemento denotando por e, 0 maior erro cometido por algum dos
elementos

3. Refine a malha incluindo os elementos K para os quais o erro local indicado por ||ex||;

satisfaz

HEKH?, 2 Qmax Cmax - 0 S 6?ma.x S 1 (328)
Agrupe os elementos L; para os quais
“eLiHi < Omin Emax ¢ 0 <Bin <1 (3.29)

onde fmax, min 530 tolerfncias prefixadas e ey, € 0 maximo erro considerando todos os ele-

mentos da malha.

4.Caso qualquer elemento for engrossado ou refinado prossiga-se com o passo 1. Caso con-
trario o procedimento para.

Este algoritmo deve levar para uma malha Gtima, como definida no comego, ap6s um certo
namero de refinamentos. Embora € possivel melhorar o processo para atingir a malha 6tima num

menor nimero de itera¢Ges.

Na literatura ja mencionada encontram-se varias estratégias adaptativas desenvolvidas
para alguns problemas e estimadores de erros especificos baseados no residuo da equacgio que é

discretizada.

ApoOs a breve apresentagio de alguns conceitos do Método dos Elementos finitos que aqui
sdo empregados, no préximo capitulo definem-se as fungdes de forma que sio adotadas neste
trabatho e que sdo fundamentais para o funcionamento do refinamento h ou p adaptativo aqui

desenvolvido.
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Capitulo 4

Funcoes de Forma Hierdrquicas de Alta Ordem

Neste capitulo apresenta-se uma proposta de defini¢do para uma seqiiéncia de fungGes de
forma polinomiais associadas com cada elemento geométrico. Elas permitem uma aproximagao
de elementos finitos hierarquicos de alta ordem. Mostra-se a construgo sistematica das fungdes
base com as quais definem-se os espagos de aproximacdo. Sao definidos, também, pardmetros
variacionais que permitem a construgdo de um espaco de aproximagdo consistente. Assim 0
objetivo deste capitulo ¢ expliéitar as fungdes de forma hierarquicas definidas para elementos
de linha, tridngulos, quadrilateros, tetraedro, pirdmide, prisma e hexaedro. Maiores detalhes

relacionados com a definigdo destas fungdes serdo introduzidos conforme a evolugio do texto.

4.1 Aspectos preliminares

Sera mostrado, baseado na defini¢io de uma seqiiéncia de fungdes de forma, que um

espago de aproximagdo pode ser definido para elementos finitos uni, bi e tridimensionais.

A parte geométrica de um elemento finito pode ser caracterizada por cantos, arestas, faces
e volume. Cantos sio pontos, arestas sio curvas unidimensionais, faces sio superficies bidimen-
sionais e volumes sio regides tridimensionais. De acordo com esta caracterizacdo e pela propria
construgio, cada fungdo de forma hierarquica de elementos finitos, também chamada de base,

pode ser classificada em:
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i) Funcbes de forma de canto
i} Fungdes de forma de aresta
iit) Funcdes de forma de face
v} Fungdes de forma de volume

Desta maneira forma-se uma parti¢io do conjunto de fungdes de forma do elemento. As
fungdes de forma 1, de canto correspondem a funces Lagrangianas. Sua definigdo é tal que
elas valem 1 no canto ¢; ao qual estdo associadas e valem zero nos demais cantos do elemen-
to, equagdo 4.1. Estas fungSes tém um comportamento linear sobre as arestas e sio nfo nulas
somente nas arestas e faces que incluem o canto associado e no interior, nos casos bi e tridimen-
sional respectivamente. Se o canto pertence a uma face triangular, a base de canto ¢ de primeiro
grau sobre esta face. Se o canto pertence a uma face quadrilateral, a base de canto é bilinear
ou de primeiro grau em cada variavel sobre esta face. A soma de todas as fungdes de forma de

canto do elemento € um, conforme enunciado na equagdo 4.1.
n
Ules) =6y , ) =1 4D
k=1

Cada fungdo de forma de aresta ¢ associada com uma Unica aresta. Estas funces sio nulas
em todos os cantos e sobre todas as outras arestas. Estas bases sdo diferentes de zero somente
sobre a aresta associada e nas faces que incluem esta aresta. Elas também s3o nfio nulas sobre
o volume interior, no caso tridimensional. Cada fun¢do de forma de face é associada com uma
tnica face do elemento. Elas sao nulas em todos os cantos e arestas. Cada fungio é diferente de
zero somente na face associada e sobre o volume interior. As fungdes de volume sdo ndo nulas
exclusivamente no interior do elemento. As fungdes de volume se anulam em todos os cantos,

sobre todas as arestas e sobre todas as faces do elemento.

4.1.1 Fixando uma notacio

Tendo em vista o tratamento unificado e simultineo dos varios elementos aqui trabalhados,
faz-se necessano fixar uma nota¢do especifica, para a definigdo das fungdes base de cada um

destes elementos.

23



O inteiro p estabelece a ordem de interpolagdo do elemento. A notagéo Q?jg(n) refere-se a
funcio de forma do elemento finito. O superescrito 1d indica que a fungio € associada com um
elemento unidimensional. O subscrito 70 significa que ela é uma fungédo associada com a aresta
0. O subindice n indica que ela é a n-ésima fungio do lado. Os tipos de elementos apontados

pelos superescritos $ao:

1d : elemento de linha ou unidimensional (linear)
¢ : elemento cubo ou hexaedro

pi : elemento pirdmide

pr . elemento prisma

g : elemento quadrilatero

te : elemento tetraedro

tr - elemento tndngulo

YyYYYVYYYVYY

O subscrito pode ainda denotar :

: fungio de forma de canto

: fungdo de forma de face

. funco de forma de aresta

; : fungo de forma de volume

yYvyvwvy
el B

Quando necessério o indice 7 de uma fungdo de forma se tornara multiplo. Por exemplo,
Y (n1n2) indica que a fungdo de forma de face de um elemento quadrilatero € indexada por

(n1,n2), que corresponde aos graus de dois polindmios que definem a base 2%.

4.1.2 A sequéncia bisica de funcdes ortogonais

Assume-se que o usuario escolhe uma sequéncia de fungdes, equagio 4.2, a qual deve
formar o bloco construtor de um espacgo de aproximagio de elementos finitos.

6 s €el-11,n=012,.. (4.2)

Se a unido da sequéncia de fungdes f,,(£) contém um espaco de polindmios de grau n, en-

tio o espago de elementos finitos resultante sobre o elemento de referéncia ¢
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completol?®! como ser4 mostrado neste capitulo. Qualquer uma destas fun¢des no decorrer
do texto sera mencionada como fungdo da seqiiéncia. Dada a caracteristica geométrica de ca-
da elemento, convenciona-se uma nomenclatura local especifica, que ser4 introduzida ao longo

deste trabalho.

I) Polindmios de Chebyshev

A seqiiéncia basica que aqui ser4 aplicada sZo os chamados polindmios de Chebyshev.
Existe uma formula de recorréncia que permite obter estes polindmios facilmente, conforme
definido a seguir.

B =1, b=z 4.3)

paran = 2: P, =2xP, — P,_, “4)

No que segue apresenta-se o elemento de referéncia de cada um dos elementos ja enume-
rados e as fungOes de forma hierarquicas sobre ele definidas. Cada elemento mestre é definido

valendo-se de um “espago paramétrico” da mesma dimensio do elemento.

4.2 Funcdes de forma do elemente unidimensional

O espago paramétrico dos elementos unidimensionais é [~1, 1], conforme ¢ visualizado

c0 1 el

-1 +1

Figura 4.1: Elemento de referéncia unidimensional

na figura 4.1. O elemento de referéncia linear tem dois cantos c0, ¢1 e uma aresta 70. As suas
funcdes de canto sdo dadas pelas equagdes 4.5 e 4.6, cujas representacdes graficas podem ser

vistas na figura 4.2,

Vi) = 3——;—5 4.5)
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i Wi

-1 0 +1 3 -1 a +1 &

Figura 4.2: Fungdes de forma lineares unidimensionais

vie) = 135 s)

As funcdes de forma de aresta sio definidas pela equagdo 4.7

L (&) = V(&) V() f2(§) n=0,1,..,p—2 @7

Considerem-se as fungdes de Chebyshev para a seqiiéncia f,, , parap = 4, isto € n =

0,1, 2, figura 4.3. Neste caso a equagdo 4.7 resulta nas trés fungdes de forma da figura 4.4.

1y ¢ A \ 2621 / 2
: 8] +1 -1 \ﬂ/ +1

-1 g +1 -1

Figura 4.3: Fungdes da seqiiéncia: polindmios de Chebyshev

1d - 2
174 | Wﬂ{g)@)=!‘l§"§lﬂ%§l{2§ 1}
4 Lf'lﬁ]/‘\

-1 ! +1 M0 +1 -1 +1

1d
Wy (§)=L1,_:§lili§.l1

ol 2 2 - (1-E1 (1 ;

{0y 1|;1dwﬂ}(§} = L“i::}.L:irii & 14

Figura 4.4: Fungdes de aresta do elemento mestre linear
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4.3 Fungdes de forma do elemento quadrilateral

O elemento quadrilatero ¢ formado por quatro cantos c0, cl, ¢2 e c3, quatro arestas

70, rl, 72 er3 euma face f0, figura 4.5.

n
1

-1 1

Figura 4.5: Geometria do quadrilatero mestre

O espago paramétrico do elemento quadrilatero ¢ [—1,1)2.

deste quadrilatero sio dadas na tabela 4.1.

c3 2 c2
33 £o xrl
<0 0 ol

coordenadas

vértices

<G

cl

c2

c3

£

-1

1

1

-1

1

-1

-1

1

1

Tabela 4.1: Coordenadas do quadrilatero mestre

As coordenadas dos cantos

As funcBes de forma de canto sdo dadas nas equagBes 4.8-4.11. Estas bases sio bilineares.

w06

valém
v
Yes (6.7

il

l

m)
)
)
)

) o

o)

(4.8)
(4.9)
(4.10)
(4.11)

Os nés de canto associados com cada aresta s¥o dados na tabela 4.2. As funcdes de forma

de aresta s@o dadas nas equacgdes 4.12 a 4.15.

wfg(ﬂ} (¢, n) =

Tf)ge(&??)
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arestas r0 | r1 | r2 | 3 i
canto local @ | ¢ | 1 | <2 | 3 %
canto local 1 | ¢l | €2 | 3 [ 0 |

Tabela 4.2: Nos de canto para cada lado

?Jbgl(n) (E 77) = 1,531 (‘f; Tf) Tpgz (f: 7?) fﬁ(n) (4 13)
Yram(&m) = VEHE ) YHEn) ful-n) (4.15)

n = 0,1,.,p—2 (4.16)

As fungdes de forma de face sdo mostradas na equagio 4.17. Escolhendo-se o outro par

de bases de canto em substitui¢io resultara na mesma fungo de face.

TJ)?O(TLLR?) (‘g 7?) = gﬂ(fﬁ ??) 1!1”32(57 r’?) fl’bl (E) fnZ(T}) {4'17)
0 < nl,n2<p-2 (4.18)

Figura 4.6: Fungoes de forma da aresta r0

1—¢1—n14+€1—mn
%L’En(u)(fﬂ?) - 9 2 2 5 "1 , ne( {4.19)
-8 1l-—n14&l—n

2 2 2 2

Ploy(&n) = ¢, n=1 (4.20)

As figuras 4.6 e 4.7 exemplificam fungdes de aresta e face do elemento quadrilatero para

alguns valores de nn, n1 e n2. Na figura 4.6 estio representadas as equagdes 4.19 e 4.20, isto
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fungdes de arestaparan = Oen = 1.

Figura 4.7: Fungdes de forma de face

Qf//'?fg{o,ﬁ) (€ n)
nl

ili’?g(m){f: 0))

nl

1—81—51+€ 1+
2 2 2 2
ng =0
T=&1—n14+& 14y
2 2 2 2
n2 =1

14 (4.21)

En {4.22)

Na figura 4.7 sdo mostradas as fungdes representadas pelas equacSes 4.21 ¢ 4.22, isto ¢

fungdes de face para nl e n2 iguais a zero e a um respectivamente. A escolha das outras duas

fungdes de canto define as mesmas bases de face.

4.4 Funcdes de forma do elemento triangniar

O espago paramétrico do trifingulo € mostrado na figura 4.8-a. O elemento de referéncia

triangular tem trés cantos c0, cl, ¢2 trés arestas 0, r1, 72 e uma face fy, como mostrado na

figura 4.8-b. As coordenadas dos cantos do elemento triangular sdo dadas na tabela 4.3. As

fungdes de canto sdo definidas pelas equagBes 4.23 a 4.25

| cantos | o0 Tel i ez
| 610
| 10,01

Tabela 4.3: Coordenadas nodais do tridngulo mestre
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eZ

(Or1y
b
2 rl
o X

(0,09 o 5 0D el
() )

Figura 4.8: O trifngulo e seu espago paramétrico

wEm = 1-¢—9 (4.23)
v n) = ¢ (4.24)
wEn =1 (4.25)

Cada aresta € definida pelos dois vértices extremos (n6s) como mostrado na tabela 4.4.

arestas | cantos da aresta

canto 0 | canto 1
10 c0 cl
rl el c2
12 c2 c(

Tabela 4.4: Definicfio das aresta do tridngulo

As fun¢Ges de forma de aresta do triingulo sfo representadas nas equagdes 4.26, 427 e

4.28.

Yromy(&n) = ¥i(€m) YA En) faln+26 - 1) (4.26)
Praml&n) = Wi n) v5En) faln— &) 427
Urymy (&) = W5(E,m) (&) full = € —21) (4.28)

n o= 0,1,..p—2 (4.29)

A face do tridngulo € definida pelos cantos ¢0, cl e €2 e as funcdes de forma de face do
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elemento triangular sao mostradas na equagdo 4.30.

775?9{7;1,7;2) (5 ?7) = wg}(‘f;ﬁ)wg(fzW)lffgg(g,ﬁ)fnl(zf - 1)fn2(277 - 1)
0<nl+n2<p-—3 (4.30)

As combinagSes C(£,n) dos parametros ¢ e  como argumento das fungBes ortogonais
[fr s8o chamadas de pardmetros variacionais. O parimetro variacional da fungfio da aresta ri 6
escolhido de tal forma que C(¢,n) ndo varia sobre a linha reta que une o ponto médio do lado

74 e 0 canto oposto do tridngulo, figura 4.9.

1-E-2n=0 n-£=0

n+2E-1=0

Figura 4.9: Parmetros variacionais

Além disso, do canto local 0 para o canto local 1 da aresta tem-se:
—1<0(n) <1 (4.31)

Isto permite obter um comportamento simétrico das fungSes de forma sobre o elemento,
com respeito a esta porgdo de reta. Este comportamento simétrico trard como conseqiiéncia a
possibilidade de compatibilizar fungbes de forma de dois ou mais elementos, iguais ou diferentes
ou ainda de dimens@es distintas, quando estes sfo vizinhos compartilhando uma mesma aresta.
Esta compatibiliza¢io resultard na continuidade sobre o lado comum de certas bases associadas
as arestas compartilhadas. A mesma concluso € valida para os parimetros variacionais das
fungBes de face. Na secdo 6.9 serd complementado a maneira como esta compatibilizacio é

feita. A equagho 4.32 também € satisfeita pelos parimetros de face.

0<En< 1= ~-1<Ci{£,n),Caé,n) <1 (4.32)
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A ordem na escolha dos cantos de cada aresta ou face determina aqui a dirego de variagéo
do ou dos parametros variacionais. Por exemplo a aresta r2 do trifingulo € definida pelos cantos
¢2 e ¢0 nessa ordem, isto indica que para a aresta 72 o canto local 0 € o canto c2 e o canto local

1 é 0 ¢0 e o parAmetro variacional desta aresta varia de -1 para +1 do canto ¢2 para o canto c0.

4.5 Funcoes de forma do elemento hexaedro

O espago paramétrico do elemento hexaedro € [~1, 1]* conforme mostrado na figura 4.10.
As coordenadas dos cantos do hexaedro mestre sdo dadas na tabela 4.5. O hexaedro tem 8
cantos, 12 arestas, 6 faces. No que se segue Fi e fi denotarfio a face i do elemento. Usa-
se também uma forma tnica para enumerar os diferentes cantos, arestas e faces do elemento.
Assim, a enumeracao dos cantos vai de 0 a 7, a enumeraco das arestas vai de 8 a 19, os nitneros
associados as faces vio de 20 a 25. Como também existem bases associadas ao volume do
elemento & pratico associar o nimero 26 para o volume. Da mesma maneira para todos os

outros elementos. No que se segue estas enumeragtes s30 usadas indistintamente.

As fungdes de forma de canto sdo dadas nas equagdes 4.33 a 4.40.

e7 rl 6

. A..} n cd 8 c3 9 F
/ . 7 &
‘; £
L vl = ]
ey 353 [ ¢2 'él Fi
Tl |§1‘
L) 3] cl

Figura 4.10: Configuragdo geométrica do hexaedro de referéncia

coordenadas cantos ou vertices

O ol | c2 | 3] cd | b | 6] cT
£ Al 1 fr a1y
7 ajalr i a1l
¢ IS B S O I O S S 1 1 1

Tabela 4.5: Coordenadas dos cantos do hexaedro
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Yol&n, Q) =
valn.¢) =
valn. () =
V(€. C) =
Va1, ¢) =
vesl€,7,C)
Yelén, () =
Yer (€1, C)

Os nés de canto de cada aresta sdo dados na tabela 4.6.

aresta, W | rl 2 r3 4 | 5 {6 | T} 8 [ r8 fatd] r1l

canto G <0 | el c2 c3 e ] el | 2 | 3 [ c4 i B cé [-x4

canto 1 cl | <2 3 c0 ok | B ] cB | T | ¢B | B c? cd

pardmetro | £ [ M [ —$ | = | (| (| C ¢ &]lnl T -y
Tabela 4.6: Cantos de cada aresta : hexaedro

(4.33)
(4.34)
(4.35)
(4.36)
(4.37)
(4.38)
(4.39)

(4.40)

As fungGes de forma de aresta sfio definidas conforme a tabela 4.6, e podem ser escritas

como mostrado nas equacdes 4.41 a 4.52.

ri)(n) (5 7, g) =
'rl(n) (5 7 C) =
1'2(11} (5 U g) =

1rb'r3(n) (5 7,6
Vs (§:7.€

7-6(71) 5 7, ¢

Yoy (E:m.C) =

¢)

( )
Ursemy(€,1.¢) =
( )

(
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(4.41)
(4.42)
(4.43)
(4.44)
(4.45)
(4.46)
(4.47)

(4.48)



rs(n)(f 1,8) = Yeal€)¥es(n) ful)
rl(}(n) €,n,¢) = vuEam) ful-£)
n = 0,1,.,p—2

face | canto 0 | canto 1 | canto 2 | canto 3 | par. 0 | par. I | cantos oposios
o <l ci 2 3 £ n <0 c2
f1 <l cl ch cd £ ¢ <O b
£2 cl c2 <6 ch 7 ¢ cl 6
3 c3 c2 cf cf £ ¢ c3 =3
f4 cl 3 e7 cd T ¢ cl <7
£5 cf o5 6 o7 £ 7 cd o6

Tabela 4.7: Definicgo das faces e escolha de cantos

(4.49)
(4.50)
(4.51)
(4.52)
(4.53)

Escolhe-se duas fungSes de cantos opostos para cada face. A escolha das fungBes de

cantos opostos € indiferente dado que a fung@io de face obtida € idéntica. Seguindo a tabela 4.7,

as funcdes de forma de face sdo dadas nas equagGes 4.54 a 4.59.

Q/);'O(nl,’rﬂ) 57770 =
d)j‘l(nl,n?} ‘f:'ﬂg) =

¢;3(n1,n2) 5: , g) =

T/)§4{n1,n2) f? ™ C) =

¢}5(n1,n2) fﬂ?:g) =
0 <

(
(
Yeaningy (1 C) =
(
(
(

Finalmente, as fun¢des de forma

Vio(€:m, QW€ n, ) far(§) fraln)
wol&om Qs (€. 1, O faa{€) fr2(C)
?f/§1(<f 7, (&1, €) far(n) fr2(C)
Wes(€:m: Oel€ M, € fra(€) Fra(C)
Weo€:m, Qe (€1, O fma(m) fn2(€)
Yeal&m, Ovee(, 7, C) frr (€) fra(m)
nl,n2<p-—2

(4.54)
(4.55)
(4.56)
(4.57)
(4.58)
(4.59)
(4.60)

de volume do hexaedro sdo dadas pela equagfio 4.61.
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¢Ho permanece inalterada.

,(r'{);jﬂ(nl,n?,nS) (f: UF C) = 11)20(5; 1, g)wgﬁ ('5: 1, C)fnl (g)f?‘o? (Tl‘)fﬂl (g)
0 € nl,n2,n3<p—2 (4.61)

O objetivo da escolha de duas fungGes de cantos & obter uma funggo de forma que sejanula
10 bordo do elemento. Isso também € conseguido com a escolha de duas outras bases de cantos
7 opostos. A ordem na escolha dos cantos para definir uma face esta relacionado diretarnente
com as dire¢Ges de variagio dos dois parfimetros variacionais desta face. Assim por exemmplo
a escolha dos cantos c0, c3, ¢7 e ¢4 nesta ordem para definir a face F4 determinam os cantos
locais dessa face. O cantos locais 0, 1, 2 e 3 da face F4 sdo respectivamente <0, ¢3, ¢7 e c4.
A enumeragdo local da face determina os eixos locais de variagio dos parimetros variacionais.
O primeiro eixo local € é definido na dire¢do que vai do canto local O para o canto local 1 ¢ o
segundo eixo local 7 do canto local 0 para o canto local 3. O primeiro parfimetro variacional
variade -1 para+1 do canto local O para o canto local 1 da face e 0 segundo parametro variacional
varia de -1 para +1 do canto local 0 para canto local 3 da mesma face. Isso serd sempre assim

para qualquer face quadrilateral.

4.6 Funcoes de forma do elemento tetraedro

O elemento geométrico tetraedro tem 4 cantos, 6 arestas e 4 faces. As coordenadas dos
cantos do tetraedro mestre sdo dadas na tabela 4.8. O espago paramétrico do elemento tetraedro

é mostrado na figura 4.11.

coord. | ¢0 | el { c2§ B
£ 0111010
i 101110
¢ |00 1

Tabela 4.8: Coordenadas dos cantos do tetraedro
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0.0} &3, ‘
Tl
.19 e
3 , 1
3
040 oy o %

Figura 4.11: Geometria do tetraedro de referéncia

As fungGes de forma de canto sdo calculadas usando-se as equagdes 4.62 a 4.65.

wEme) = 1-€6-n—¢ (4.62)
valén Q) = ¢ (4.63)
V56,0 = 7 (4.64)
Yval€m¢) = ¢ (4.65)

O célculo dos parfmetros variacionais das funcGes ortogonais f,, associadas com cada
fungio de forma de aresta ri sdo detalhadas na sequéncia. Como j& mencionou-se na $egéo
4.4, os pardmetros variacionais sfo determinados com o objetivo de obter continuidade entre as
funcdes de forma de elementos vizinhos. Para estender esta idéia para tetraedros, 0 parametro
variacional necessita ser escolhido de tal maneira que ele nfo varie sobre a face interna ao
elemento, deterrinada pelo ponto médio do lado 7i e a aresta formada pelos cantos opostos. O
pardmetro variacional também precisa ser ~1 no canto local esquerdo da aresta e igual a +1 no

canto direito da aresta. Estas condi¢Oes estdo desenhadas na figura 4.12.

4.6.1 Determinacio do parimetro variacional de aresta para o elemento tetraedro

Com o objetivo de ilustrar a metodologia da obtengao do parfmetro variacional, apresenta-
se como exemplo o cdlculo do parimetro da primeira aresta, do elemento tetraédrico. Os outros

parametros variacionais de aresta s8o obtidos satisfazendo-se condigOes similares.
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Figura 4.12: Condic8es do parAmetro variacional

O parametro tem a forma linear geral da equago 4.66 € € sujeito as condi¢Ses 4.67 a 4.70.

ClEn.¢) = af+bn+c(+d (4.66)
(a,b,c)-(—w—é,i,ﬁ) = 0 (4.67)
(a,bﬁ)-(—%uo,l) =0 (4.68)
(a,b,¢)-(0,0,0)+d = -1 (4.69)
(a,b,¢)- (1,0,0) +d = +1 (4.70)

A condicdo da equagio 4.67 indica que o parﬁmétro néo varia na direcdo wﬁ}[—%, 1,0) que
€ a diregdo que vai do ponto médio da aresta 70 definida na tabela 4.9, para o canto Oposto ¢2,
figura 4.12. O mesmo par&metro ndo varia na diregio que vai do meio da aresta 70 para o canto
c3. Das equacBes 4.69 ¢ 4.70 segue-se que o parimetro vale -1 no canto 0 e +1 no canto 1.
Resolvendo-se 4.67 a 4.70 obtém-se o parAmetro variacional da aresta 70 do tetraedro, mostrado

na primeira linha da tabela 4.9. De maneira andloga chega-se aos parametros das demais arestas.

aresta | canto 0 | canto 1 | parametro variacional
0 <0 cl 2A2+n+(—-1
rl cl c2 n—¢§
2 c2 < 1—&—2n—¢(
r3 < c3 Edtn+20—1
4 cl c3 §—&
5 c2 <3 {—mn

Tabela 4.9: Arestas e parimetros variacionas designados
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4.6.2

Funcdes de forma de arestas, faces e volume

Seguindo os dados da tabela 4.9, as fung@es de forma de aresta sdo calculadas a partir das

equacdes 4.71 a 4.76.

rU(n)(€ 17,<)
Yrim (€1, €)
P (€:1.C)
r3(n)(f 7,¢)
Yriaeny (&7, C)
Y&, Q)

i’

0,1,...

o
wal
o
Deol
a(
vl

&, QY
§m,¢
£,1.¢
£,
£,1.¢
£,7,¢

P

£, O fn

al
Ye(&,m O faln —

Veol€,n, Q) fn

A
Yl
2

(
(
58

£)

—§—2n—()
+n+20—-1)
~¢)
— 1)

(4.71)
(4.72)
(4.73)
(4.74)
(4.75)
(4.76)

4.77)

Depois de definir as fungdes de forma de face e de volume deste elemento, serdo deduzidos

0s parAmetros variacionais para as fungGes de face.

face | canto 0 | cante 1 | canto 2 par. 0 par. 1
o <0 <l 2 26 —-1 27— 1
f <0 cl <3 2e—1 20 ~1
2 cl c2 c3 £+4n— 20— 4 22— %
2 c0 c2 <3 2n—1 20—~ 1

Tabela 4.10: Cantos e par@metros variacionais das faces do tetraedro

A tabela 4.10 d4 uma relacdo dos cantos de cada face como bem dos correspondentes para-

metros variacionais. As fungdes de face de acordo com a tabela 4.10 estio dadas nas equagdes

4.78 a 4.81.

wj‘%{nl,nﬁ(ganag) = 'd)

&,n,

e

e (€,1,C)

fr1(28 — 1) fra(2n — 1)

wjfe](nl,nfz) (5: 1, C) =

fnl 2 - 1)fn2(2C - 1)

Viaman(6:m¢) =

£,

ol
(2€
beal&n, Qv lEsm, O
(
i
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b(E,m, ) *

b6, m, ) =

Ova(&m Ovalén, O

(4.78)

(4.79



2. 4 2. 1 2. 2 4. 1
Fra(=58+3n - 38358 —gn+30-3) 480
VSannn(§ 1,0 = (€, QUi (€7, QY€ n,¢)
Jn1(2n = 1) fra(2¢ ~ 1) (4.81)
0 < nl+n2<p-—3 (4.82)

As fungdes de forma de volume do tetraedro sdo dadas pela equacio 4.83.

wz%(nl,n&nﬂ?} (51 7, C) = ﬂbzg(f UE C)?j”zi (5: e C)wig (5: 7, g) 33(5 7, g) *
Fa1(26 = 1) fra(2n — 1) fra(2¢ — 1)
0<nl+n24+n3<p—4 (4.83)

Os par@metros variacionais utilizados para definir as bases dadas pela equagiio 4.83 tem
como Gnica finalidade variar em linha reta (linearmente) entre -1 e +1 de um extremo ao outro
dentro do elemento e na dire¢do dos eixos. Desta forma estes parametros variaram dentro do
dominio de defini¢do das funcdes da seqiiéncia para o domfnio do elemento. Da mesma maneira
que para a defini¢do de uma aresta e de uma face quadrilateral a defini¢fio da face triangular por
meio dos cantos do elemento estd diretamente ligada com as direcdes de variagio dos parime-
tros variacionais dessa face. Por exemplo, a face I'2 € definida pelos cantos ¢1, ¢2 e ¢3, isto
significard que os cantos locais 0, 1 e 2 dessa face s30 respectivamente os cantos ¢l, c2 € ¢3 e
que o primeiro eixo local E vai na dire¢8io do canto local 0 para o canto local 1 e o segundo eixo
local 77 vai do canto local 0 para o canto local 2. Além disso o primeiro parfimetro variacional
variard de -1 para +1 do canto local 0 para o canto local 1 e o segundo pardmetro variacional
variard de -1 para +1 do canto local 0 para o canto local 2 como pode ser comprovado. Isto é

assim relacionado para qualquer face triangular.

4.6.3 Determinacio dos parimetros variacionais das funcdes de face

As faces triangulares s8o caracterizadas pelos seus tés cantos, como indicado na tabela

4.10, e pelos dois parAmetros das fungdes ortogonais. Com o intuito de se determinar estes
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parametros a seguinte observagdo deve ser feita.

Observacio 4.6.1 Cada face tem duas arestas que determinam a variagdo dos par@metros. Do
primeiro canto da face para o segundo, denomine-se primeira aresta da face, ¢ do primeiro
canto para o terceiro, denomine-se segunda aresta da face. O primeiro pardmetro variacional
ndo varia ao longo da segunda aresta e 0 segundo parAmetro ndo varia ao longo da primeira

aresta, conforme ilustrado na figura 4.13.

™1

FO T11,0,6)

$ T(0.0-1)

T10,0,-1)

Figura 4.13: Condigdes dos pardmetros da face FO
» Face 0: primeiro parametro

As quatro condigOes impostas para determinar-se o primeiro pardmetro variacional da face

fO sdo :

Ortogonalidade com a aresta r2, equagéo 4.84.
Paralelismo com a face F'0, equacgdo 4.85.

Vale —1 no canto c0 da aresta r0, equagdo 4.86.
Vale +1 no canto ¢1 da aresta r(0, equacfio 4.87.

(a,b,c)- v (0,1,0) = 0 (4.84)

da L P e

(a,b,¢)- v (0,0,-1) = 0 (4.85)
(a,b¢) v (0,0,0)+d = -1 (4.86)
(a,b,¢) v (1,0,0)+d = +1 (4.87)

Corm isto obtém-se, para este pardmetro, o sistema cuja solugo é mostrada na tabela 4.11.

» Face 0 : segundo parimetro
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A x a~t solugio var, |
oj1jo0ic]ofolojalo 2 £
olol-1folo|1|]ofo]o 0 7
Djoflof1]1ic]2]olfa 0 ¢
110} @ 1 1 0 o] 1 1 -1 “«—const.

Tabela 4.11: Obtenc8o do primeiro parfmetro da face FO

O segundo parametro satisfaz as condices das equagSes 4.88 a 4.91. A solucdo € apre-

sentada na tabela 4.12.

Rl S e

Ortogonalidade com a aresta 71, equagdo 4.88.
Paralelismo com a face F0, equacio 4.89.

Vale —1 no canto c0 da aresta r2, equac#o 4.90.
Vale +1 no canto ¢2 da aresta r2, equagio 4.91.

(a,b,¢) - ¥'(1,0,0) 0
(a,b,c)- 0 (0,0,-1) = 0
(a,b,¢)- ¥ (0,0,0)+d = -1
(a,b,¢)- T(1,0,0) +d +1
A x At solugdo var, |
1jofojojoliiofjol]o 0 £
ojelajojejoloe! 1] 2 !
gjololif-tflof.1]afo 0 ¢
g1]1 4] 1 1 O Q 1 0 -1 +—const.

Tabela 4.12: Obtengdo do segundo pardmetro da face FO

» Face 1 : primeiro parimetro

WD

Ortogonalidade com a aresta 3, equagfo 4.92.
Paralelismo com a face F'1, equacio 4.93.

Vale ~1 no canto c0 da aresta r0, equacgfo 4.94.
Vale +1 no canto ¢l da aresta r0, equaco 4.95.

(a,b,¢)- v'(0,0,1)

(a,b,c)
(a,b,¢)- T
(a,b,c Ty

7(0,1,0)

]
[
et

Cujo sistema e solucfo sdo mostradas na tabela 4.13.
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Pl ol

Ll A A

-1

A ES A solugdo var. L
cflojiriofojojo}-1] 2 £
ottjojololof1jo]oO 0 n
ocjofloj1f-1t1loflolo 0 ¢
110 ¢ 1 i G {0 i 0 -1 +—const.

Tabela 4.13: Obtengdo do primeiro parfmetro da face F1

Face 1 : segundo parimetro

Ortogonalidade com a aresta r(, equagéo 4.96.
Paralelismo com a face F'l, equagéio 4.97.

Vale —1 no canto ¢0 da aresta 73, equagdo 4.98.
Vale +1 no canto ¢3 da aresta 3, equagdo 4.99.

(a,b,¢)- ©(1,0,0) = 0

(a,b,¢c) - 7(0,1,0)
(a,b,¢)- ©(0,0,0) +d
(a,b,¢)- ¥ (0,0,1)+d = +1

I
| <
[

A tabela 4.14 mostra o sistema e solucfo dada pelas igualdades acima.

A x ATH selugdo T, ,j,
1|eisjo|lol1joio}fo o 13
gl1jejo|ojol1]oio C U]
olojoli1j-1|0toi-1]1 2 ¢
0 G 1 1 1 ¢} 4 1 G -1 “—gonsat.

Tabela 4.14: Obtengdo do segundo parmetro da face F1

Face 2 : primeiro parametro

Ortogonalidade com a aresta r4, equagéo 4.100.
Paralelismo com a face F'3, equagio 4.101.

Vale —1 no canto ¢l da aresta rl, equagdo 4.102.
Vale +1 no canto ¢2 da aresta r1, equagdo 4.103.

(a,b,¢) 7(=1,0,1) = 0

(a,b,c)-?(l,l,i) = 0
(a,b,¢)- 0 (1,0,0)+d = -1
(a,b¢)- ©(0,1,0)+d = +1
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ik e

At solugio var. |

X
N ) Y R R 0 I
N N R S 0 A
N N N A
01011%*%%%“%%(:0115‘&.

Tabela 4.15: Obtengdo do primeiro pardmetro da face F2

A tabela 4.15 mostra o sisterna e solugfo resultantes das condices 1,2, 3 e 4.
Face 2 : segundo parimetro

Ortogonalidade com a aresta rl, equagao 4.104.
Paralelismo com a face F3, equacio 4.105.

Vale -1 no canto ¢l da aresta r4, equagdo 4.106.
Vale +1 no canto ¢3 da aresta r4, equacfio 4.107.

(a,b,¢)- 0 (~1,1,0) = 0 (4.104)
(a,b,¢)- 0 (1,1,1) = 0 (4.105)
(a,b,¢)- ¥ (1,0,0)+d = —1 (4.106)
(a,b,¢)- ¥ (0,0,1) +d = +1 (4.107)
A ® At soluglo var. i
ajijofolol 5] z 7 3T -21-2 £
t|1j1]ofo] 2 % 3 |-z =% 7
ojolijal—3] 3 [-3] % 3 ¢
0 4 1 1 1 -.}5 ——% é "%" -—% o coNSE

Tabela 4.16: Obtencao do segundo pardmetro da face F2

A tabela 4.16 apresenta o sistema e sua solugdo proveniente das equacGes 4.104 a 4.107.
Face 3 : primeiro parimetro

Ortogonalidade com a aresta 3, equagéo 4.108.
Paralelismo com a face 2, equacgo 4.109.

Vale ~—1 no canto c0 da aresta 72, equacio 4.110.
Vale 4-1 no canto c2 da aresta r2, equacdo 4.111.

(a,b,¢)- ¥(0,0,1) = 0 (4.108)
(a,b,¢)- T (1,0,0) = 0 (4.109)
(a,b,¢)- ©(0,0,0) +d = —1 (4.110)
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(a,b,¢)- 0 (0,1,0) +d = +1

A ATl solugiic var., |
c|lof1]o oji1je |0 0 £
ilolo|o o|lo|-1}]1 2 7
cjojol1f-1]|1|ololo 0 g
01311011 1 o]0 1 4] -1 4wrmconst.

Tabela 4.17: Obtencdo do primeiro pardmetro da face F3

A tabela 4.17 mostra o sistema e solug#io resultante das imposigdes 1, 2, 3 e 4.

» Face 3 : segundo parimetro

B

Com estas igualdades obtém-se o sistema e solugio dadas na tabela 4.18.

Ortogonalidade com a aresta r2, equagdo 4.112.
Paralelismo com a face F'2, equagfio 4.113.
Vale —1 no canto c0 da aresta r3, equacéo 4.114.
Vale -1 no canto c3 da aresta r3, equacdo 4.115.

(a,b,¢)- ¥(0,1,0)
(a,b,¢) - v (1,0,0)
(a,b,c)- ©(0,0,0) +d
(a,bc)- 0 (0,0,1) +d

;
I
[

A x a? solugo var. l
1lojojlojto|l1f|o]lo}ja G £
clxijojoleloli1loalfo 0 n
ojolo|l1]ajojoe]-1|1 2 ¢
00 1 b3 1 ai90 1 0 -1 —const.

Tabela 4.18: Obtencdo do segundo parfmetro da face F3

4.7 Funcoes de forma do elemento pirdmide

(4.111)

(4.112)
(4.113)
(4.114)
(4.115)

O espaco paramétrico e a defini¢go de cantos, arestas, faces estdo documentadas na figura

4.14. Este elemento tem 5 cantos, 8 arestas e 5 faces.
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1

A A o
ZJ é -y

¢

Figura 4.14: Espago paramétrico do elemento pirdmide

Pela figura 4.14 as coordenadas dos cantos s30 os da tabela 4.19.

cOicljc2]ce3 | cd
Ela| 1| 1fato
ni-1{-1l 1110
ioijojo]loj

Tabela 4.19: Coordenadas dos cantos da pirdmide

As fungBes de forma de canto devem ser tais que elas sdo lineares sobre cada aresta e
compativeis com as fun¢Ses de forma de elementos vizinhos. As fun¢Ses de forma propostas
satisfazem estas propriedades mas elas ndo so lineares sobre o elemento. Primeiro defina duas

funcgdes auxiliares, equactes 4.116 e 4.117.

(1-t)—c¢
Tolc, t) ST (4.116)
_ {1-t)+ec
Ti(c,t) = e (4.117)
Entdo as fun¢les de forma de canto s8o dadas pelas equacgtes 4.118 a 4.122.
Val&m¢) = Tol&,OTo(n. 1 =) (4.118)
PhEmC) = T OTo(n. O =) (4.119)
W5(€n.Q = T&OTn 01— ) (4.120)
Y5En.0 = TolE )T, O - Q) @.121)
Wm0 = ¢ (4.122)



Embora as fun¢Bes de forma sejam racionais, elas s&o bilineares sobre planos horizon-

tais cortando a piramide, e elas so lineares ao longo de linhas que passam através do topo da

pirAmide. Os cantos das arestas da pirémide assim como os parmetros variacionais das fungGes

de forma de aresta s&o dadas na tabela 4.20.

arestas par. Vvar. cagtc 0 | canmto 1
0 £ €0 el
ri i/ cl c2
r2 —£ <2 c3
T3 ~7} 3 cf)
T4 %f + ~}~,’r7 +¢ 0 cd
r5 E + 2’!7 + ¢ el cd
6 “lf — —?’] 4 £ (=] cd
7 5E—sn+( o3 cd

Tabela 4.20: Cantos e pardmetros variacionais das arestas da piramide

Seguindo os dados desta tabela as fungdes de forma de aresta s8o dadas pelas equagOes

4.123 2 4.130.

wha(€,7,¢)
H(Z'Ne
3(£.m,¢)
( )
( )

5 5

3 g:{’?:g
rd f:’*’?:g

Wa(€,m, Q)
We(€,m.¢)
NS

TE

55 o2

o6 Qv (€. m, O fal€)

Y5 (€7, OvEa(€, 1. C) fuln)
NG HIR NV A3

&, Quie(€,m, O fal=1)
2061, OWhal€,m, ) fa

(&1, OwalEn, O f §+2n+€)

(e, QUE(En, O fal—56 + 31 +0)
; : 1

W6, QUEE 1, ) al—5E = 51 +0)

(6, QW6 O al5E = 57+ C)
0,1,...,p—2

@-e“lfi
1\31»——4

(4.123)
(4.124)
(4.125)
(4.126)

4.127)
(4.128)
(4.129)

(4.130)

(4.131)

Os parimetros variacionais para faces triangulares sfo calculados de maneira similar aque-

las do tetraedro. Os cantos das faces e seus par@metros variacionais estfio dados na tabela 4.21.

Usando a tabela 4.21 as fungdes de forma de face s30 dadas pelas equacdes 4.132, 4.133, 4.134,
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Faces | canto 0 | canto 1 | canto 2 | canto 3 par. 1 par. 2
Fo o0 cl c2 <3 £ 7

Fl 0 ol o4 - E~3n—3C—% | n+¢
F2 el 2 4 sE+n—2(—1 | —£+¢
F3 c3 <2 c4 E+zn—30—35 | -n+¢(
F4 0 c3 c4 - —f+n—3(—L+ 7 E+¢

Tabela 4.21: Cantos e parfmetros variacionais das faces da pirAmide

- 4.135 e 4.136.

Wrominz (&7,0)
AT (N
W ontnzy (657, €)
Waninn(&7,)

1/)f;f;(nl,nz) €.

i

<

. OB O F g (E) Fn ()
0<nl+n2<p—-2

W€, "? C)wpl(f 7? g1
fra f——-ﬁ-~§ )fnz(n +¢)
¥ (5 7, C)Uf%(f 1, QW% (€, Q)

fnl( £+n-~-(;—~)fn2( §+¢)
Vi
(

H AT

(

(¢, n C)lﬂ%(& ?7 O (€0, ()

fn1 £+ n—--C )fnz(“ﬁ+C)
7€, C)tb”e(f 7, C)%(f 7,{)*

fnl(—§§ “+ n“§§_§)fn2(£ + g)
nl+n2<p-3

(4.132)

(4.133)

(4.134)

(4.135)

(4.136)
(4.137)

As fung¢Ges de forma de volume s#o fungdes polinomiais de grau menor ou igual a p, e s80

calculadas a partir da equacio 4.138.

wié{nl,n?,nS) (57 U g) =

fni(g)fn2(n)fn3(2§m 1)
0<nl+n24+n3<p~3
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4.8 Funcdes de forma do elemento prisma

Os nés geométricos de canto deste elemento sdo dados na tabela 4.22. O espago paramétri-

co e o elemento de referéncia do prisma € mostrado na figura 4.15-(a). Este elemento tem 6

cantos, 9 arestas e b faces.

cantos—> § 0 | ¢l | 2§ 3 | cd | b
£ ojl1]0]01]|0
7 ole|l:rio}o
¢ alalaaipitr)oa

Tabela 4.22: Coordenadas dos nés geométricos do elemento prisma

As funcBes de forma de canto sfo dadas nas equagGes 4.139 a 4.144. Estas bases s&o

obtidas pelo produto tensorial das fun¢des de forma do elemento triangular no plano £7 com as

fungoes de forma do elemento linear na varidvel C.

cS
G b £3 7 ‘k
:?’ 3 4
cl

(2) (b) ©

Figura 4.15: Geometria do prisma

Ym0 = whEmUEO = 30— -1 =Q)
ZEmO) = WhEMEQ = 560 -0)
BEm0) = PHENEQ =31(-¢)
UB(E Q) = SHENUEQ = 20— -1 +)
WE O = PAENUEQ =360 +0)

V(e m.0) = URENWEQO =51(1+Q)
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Cada aresta € identificada dando-se dois cantos, tabela 4.23. A tabela 4.23 também
apresenta Os parametros variacionais de aresta. As fungBes de aresta sdo dadas pelas igual-

dades 4.145 a 4.153.

aresta— bl rl r2 3 | 1d | 5 i 7 r8
canto 0 il cl cf} 0| el | 2 c3 c4 ch
canta 1 cl 2] c2 c3 | cd | ch cd <5 bt
CEML) | 2640 [ € -Eoama | C ] C | ¢ | 28+ | 7€ | -Eomrt

Tabela 4.23: Parametros variacionais de aresta do elemento prisma

06 Q) = W& n, QU (€, Of(26 -0 —1) (4.145)
Yrl&n Q) = W5, Ouh 6 n, O f(n—¢) (4.146)
V€m0 = ¥R QW€ n, O fa(—€ — 27+ 1) (4.147)
Y& O = YREn, Ol (&1, fa(0) (4.148)
vral&n Q) = ¥R n, Qv €m0 50 (4.149)
Vrs(€:m,C) = (6, QYT (61,0 /() (4.150)
Vre(&m, Q) = (€, Qi€ Of(286+9-1) (4.151)
Y&, Q) = W&, OV (&1, () faln — &) (4.152)
V(€1 Q) = R En O (€ n O fu(~€ — 20 + 1) (4.153)
n = 0,1,..,p~2 (4.154)
face cantos da face Ci{E,n,¢) | Calé,n,Q)
FO | eDiel | 2! — 2 -1 2n—~1
F1 | b jciiocd| 3 28 —1 ¢
P2 et e | 5| ca 7 £ ¢
F3 | c2 | c0 | 3| <5 2n—1 ¢
F4 | 3| ed | 5| — 26—1 2n—1

Tabela 4.24: Parametros de face do elemento prisma
Os cantos de cada face assim como os parimetros variacionais associados sao dados na

tabela 4.24. Estes parametros sdo obtidos satisfazendo-se as mesmas condices das faces trian-

gulares e quadnilaterais que aquelas dos elementos anteriores. As funcdes de forma de face s#o
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dadas pelas equagtes 4.153, 4.156, 4.157, 4.158 e 4.160.

(&m0 = Y& Ovan OQvh(Em Of (26 — 1)f e(2n - 1)

0<nl+n2<p-3 (4.155)

[ = ¥hlEn Oval&n O (2~ 1)1 5,0 (4.156)

V(€. ¢ = YalEn Qv Ol — 50 (4.157)

V€, ¢ = (& Ovi(6m. Q) F {20 — D (0 (4.158)

0 < nl,n2<p—2 (4.159)
BEm, Q) = WR(En, O (& QW (E,m, O f (26 = 1) f p(2n — 1)

0<nl+n2<p—3 (4.160)

As funcdes de interior sdo dadas pela expressdio 4.161. A funcdo ¥y n € a fungéo de

menor grau que se anula na fronteira do elemento.

Folen ¢y = WE(E,n, Q) Y€, ) n*

(26 — 1) fr2(2n — 1) frs(€)
0<nl+n2<p—3 ,0<n3<p—2 {4.161)

Neste caso, figura 4.15, tem-se
0<énsl , —1s0s+1 (4.162)
Assim sempre satisfaz-se

~1<C(¢n0 <1 (4.163)

Que € o intervalo de defini¢Bo das funges f, da seqiiéncia. Em geral, os pardmetros de
interior ndo precisam apresentar qualquer compatibilizaciio, devido ao fato gue as fung¢des de
interior sfio nulas na fronteira do elemento, e portanto a funcfio base associada em V3, € sempre

continua. A tmica condi¢io imposta para os parAmetros de volume € dada pela equacio 4.163.
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4.9 Geometria e fungGes de forma dos elementos hierdrquicos

As defini¢do das fungGes de fora dos elementos foi dada acima de forma sintetizada.
Nesta se¢ao faz-se algumas observagdes relativas a definigéio da geometria e das fun¢Bes de base
destes elementos. De agora em diante chama-se de modo uniforme de ”lado” de um elemento

qualquer vértice, aresta, face e volume interior do elemento.

4.9.1 Elementos de uma e duas dimensées

I) Elemento de linha

O elemento linear tem 3 lados, dois cantos enumerados localmente como 0, 1 e uma aresta
0~ T enumerada localmente como lado 2. As bases de canto sio as fungdes de grau 1 1), e
11(€). Qualquer fungdo de aresta € obtida como o produto das duas bases de canto, e portanto
uma fungdo quadratica, vezes uma fung#o ortogonal da seqiiéncia avaliada no parémetro £. O
elemento de ordem p tem associada uma fung#io por canto e p — 1 fungBes & aresta. Total de

p+ 1 bases. O espago de interpolagdo associado é dos polindmios de grau p em uma varidvel.

II) Elemento quadrilitero

O elemento quadrilateral apresenta 9 lados, sendo 4 vértices, 4 arestas e 1 face. Os lados
sdo enumerados da seguinte maneira: 0, 1, 2, 3 para cantos, 4, 5,6, 7 para arestas e & para a face,
conforme figura 4.25. Esta numeraco segue a seqiiéncia de cantos, arestas e face da figura 4.5
¢ tabela 4.25. A tabela 4.25 mostra a defini¢do dos lados do elemento baseados na seqiiéncia de
cantos do lado respectivo, a ordem dos cantos para definir o lado esta relacionada com os eixos
locais onde variam os parimetros variacionais como j foi mencionado. Por exemplo o lado 7
de dimensdo 1, uma aresta, € definida pelos cantos niimeros 3 e 0, isto significa que o parfmetro
dessa aresta vale -1 no canto 3 e vale +1 no canto 0, portanto varia na diregéio do canto local 0

para o canto local 1 da aresta,
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Lados do elemento quadrilitero
Iado n° a 1 2 3 cantos
dim O 0 1 2 3
lado n° 4 5 3] 7 arestas
dim 1 -1 -2 1 23 | 30
lado n° 8 face
dim 2 -1-2-3

Tabela 4.25: Lados do elemento quadrilatero

As fungdes de canto s#o bilineares. Elas séo o produto de duas fungGes do elemento linear
avaliadas em cada uma das varidveis &, 5 do elemento. As coordenadas do canto determinam
quais as funcgGes lineares a serem usadas. A coordenada —1 associa-se a base v € & coordenada
+1, a base 1/;. A primeira coordenada associa-se & varidvel £ e a segunda, 7. Por exemplo, a

base associada ao canto ¢1(1, 1) € o produto v, (£)1,(n).

Uma funcfic base de aresta é obtida a partir do produto das duas bases de cantos dessa
aresta, e portanto wma funcio quadrdtica, vezes uma fungfio da seqiiéncia avaliada na variével
do eixo paralelo aquela aresta. O elemento de ordem p tem associada p — 1 bases a cada aresta,
bases de grau 2 até grau p. De forma semelhante, cada funcéo base de face pode ser obtida a
partir do produto de duas bases de cantos opostos vezes duas funcdes da seqiéncia wma avaliada
em £ e a outra em 7. O niimero de bases de face do elemento de ordem p € {p — 1), Estas bases
sdo nulas na fronteira deste elernento. O espago associado € o dos polindmios de grau pem cada

variavel £ e 7.

IIT} Elemento tridngulo

O trisngulo geométrico tem 7 lados, 3 cantos, 3 arestas e 1 face. Os lados sfo enumerados
da seguinte maneira: 0, 1, 2 para cantos, 4, 5, 6 para arestas e 7 para a face, conforme a figura
4.26 e tabela 4.26 que também mostra a defini¢io dos lados baseada na seqiiéncia de cantos.

Esta numeraco segue a seqiiéncia de cantos, arestas e face da figura 4.8.

As bases de canto sfo de grau 1. Como antes, uma fungdo de aresta € o produto das duas
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Lados do clemento tridngulo
lado o' 0 1 2 cantos
dim ¢ 0 i 2
iado n" 3 4 & arestas
dim 1 -1 1-2 | 2-0
lado n° 6 face
dim 2 0-1-2

Tabela 4.26: Lados do elemento tridngulo

bases de canto dessa aresta vezes uma funcdo da seqiiéncia avaliada numa combmacio linear
das varidveis £, 7. Esta combinac8o ¢ tal que ela varia de —1 a +1 do canto local 0 ao canto
local 1 dessa aresta. Uma aresta de ordem p tem associada (p — 1) bases, de grau 2 até grau
p. Uma base de face define-se como o produto das trés bases de canto desta face vezes duas
fungGes da seqiéncia avaliadas nos pardmetros 26 — 1 e 2p — 1. Como ¢ e 5 variam de 0 a
+1 os parmetros variacionais variam de —1 a +1, que é o intervalo de definigio das funcdes
ortogonais da seqiiéncia. Pelo fato de ser baseadas no produto das trés fungdes de canto, as bases
de face s&o nulas no bordo do tridngulo. As bases de face variam do grau 3 até grau p. O espago

de interpolagéo deste elemento € o espago de polinémios de grau p em duas varisveis.

4.9.2 FElemento hexaedro

I} Geometria do hexaedro

O hexaedro € formado por 27 lados. Oito cantos ou vértices, 12 arestas, 6 faces e o interior.
De agora em diante, denomine-se por id o nimero identificador global do né de um elemento da
malha de elementos finitos. O lado a de dimensao 0, isto é um canto, é identificado pelo ndmero
do no (seu id global, id = a). O lado de dimensdo 1 que une o canto ¢ com outro b, isto € uma
aresta, € denotado por a-b. O lado de dimens&o 2, uma face, que contém os quatro nés de canto
a, b, c e d € denotada por a-b-c-d. E o lado de dimensdo 3 do elemento de nés a, b, ¢, d, e, f,ge
h e que corresponde ao interior do elemento, por a-b-c-d-e- f-g-h. Um hexaedro é identificado
quando s&o dados os 8 id’s globais de seus cantos na ordem estabelecida na figura 4.10. A tabela

4.27 resurne todos 0s lados do elemento. Com mencionou-se a ordem dos cantos na definicdo do
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lado do elemento determina as diregSes de variagdo dos parmetros varlacionais.

Lados do elemento hexaedro
fado n" 0 1 2 3 4 5 7 | cantos
dim 0 ¢ 1 2 3 4 5 6|7
lado no 8 Q 10 11 12 i3 arestas
dim 1 01 1-2 2-3 3-0 0-4 1.5
lado n" 14 15 18 17 18 18 arestas
dim 1 2-6 3-7 4-5 5-6 6-7 7-4
lado n° 20 21 22 23 24 25 faces
dim 2 0-1-2-3 0-1-5-4 | 1-2-6-5 | 3-2-6-7 | G-3-7-4 | 4-5-6-7
iado n0 26 interior
dim 3 0-1.2-3-4-5-6-7

Tabela 4.27: Lados do elemento hexaedro

I} Construcio das fungées de forma hierarquicas do hexaedro

Dadas as fungBes do elemento linear ¢,(£) e ¥(§) cada funcfo de canto € dada co-
mo produto de trés fungles do elemento linear, cada uma avaliada num parametro diferente,
+£, £n ou (. Elas s#o trilineares. Elas sdo de grau 1 em cada varidvel. A escolha de ¢, ou ¥4
depende da coordenada do eixo do canto respectivo. Se a coordenada € —1 use-se 1 , se € -+1

use-se ;. Assim a base associada ao canto ¢4 de coordenadas c4(—1,—1,1) é

VYeu(€: 71, C) = ¥p(€)2o ()11 () (4.164)

Uma fung#o de aresta de grau n + 2 € obtida como o produto das duas fun¢Ges de canto
dessa aresta e um polindmio ortogonal f, de grau n. Dado que as arestas do hexaedro sdo
paralelas aos eixos do sistema e que cada varidvel &, 7, e ¢ estd no intervalo [—1, 1], o parimetro
variacional corresponde & varidvel do eixo ao qual a aresta € paralela, o sinal dependerd da
numeragdo dos cantos locais da aresta. Esta funcfio € de grau maior ou igual que 2 em cada
variavel. Ela é ndo nula no interior e nas duas faces que contém a aresta associada, e se anula

nas ountras 4 faces.

Paran = 0,1,...,p ~ 2 tem-se funcdes de forma de graus 2,3,...,p, um total de p — 1
fungbes de forma por aresta. Note-se que estas bases sdo todas de graus diferentes entre si 0 que

garante que elas sa0 L. Na tabela 4.28, para alguns valores de p, exemplifica-se o nimero de
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gro valores de n

D= 56 fungfes de canto
p=2 n=0 pi=1 fungio
n = 0
-3 n=0,1 pa=z fungdes
P= [ n=0 mn=1

n = D, 1,2 p«1=3 fungdes
| n=0 n=1 n=2

Tabela 4.28: Valores de n para funces de aresta

fungGes associadas a cada aresta. Uma fungdo de face € o produto de duas funces de cantos
opostos daquela face vezes o produto de duas funcdes f,,; avaliadas nas varidveis daqueles eixos

que sfo paralelos aos lados da face.

grau valores de n

p=1 — sé fungdes de canto
0<n1,n2<0  (p-1)°=1

p=2 nl=0

n2=0
0<n1,n2<1 {p—l)zmé
p=3 ni=0 nl=l nl=0 ni=l
n2=0 n2=0 n2=1 nl=1
0<n1,n2<2 (pe1)°=0

comnbinagles para p=3 —+

p= nl=2 nl=0 nl=2 nl=l nl=?

n2=0 n2%2 n2=1 nl=2 p2uw?

Tabela 4.29: Valores de nl e n2 para funcdes de face

Ela € ndo nula na face associada e anula-se nas demais faces. A funcio obtida como
produto das outras duas fungSes de canto da mesma face ¢ idéntica a primeira. Uma fun¢do de
face € de grau maior ou igual 22 em cada varidvel. O niimero de fungSes de face é (p—1)2, como
exemplificado na tabela 4.29. Olhando-se para a definigdo das bases de face deste elemento,
equagbes 4.54 a 4.59, pode ser notado que para cada face e para duas escolhas diferentes de
(n1,n2) sio obtidas também duas bases polinomiais distintas. Isso se deve ao fato de que estas
bases apresentam termos polinomiais distintos uma da outra. A terminologia bases de distintos

graus entre si” refere-se a este fato. Isso prova que as bases associadas a uma face so todas LI,
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grau valores de nl,n2 e n3

pael nenbumae fungio de interior
0<n1,n22350 (p—l)Bm}
nl=9,
P= n2=0
3=l
0<nl,n2,03<1 (p-1)"=8
nl=0 nl=l nl=0 =nl=0 nl=l n#ixw]l ol=0 §ni=l
p=3 n2=0 n2=0 n2=1 »Z=0 01 =n2=0 n2=1 @02=I
n3=0 n3=0 n3=0 nd3=1 03=0 =n3=1 n3=1i ndes]
0<n1 n2,n3<2 (p1)’=27
todas as combinagGes para p=3
ni=2 =nl=0 ni=m0 nl=2 »nl=2 ni=l ni=0 nl=C nl=]
R2=0 a2=2 n2=0 n2=l n2=0 n2=2 n2=3 @a¥=i n2=0
= 53:=0 n3=0 n3=? 03=0 03=] $3=0 §3=1 A#3=F ad=2
nl=2 al=2 al=0 =nl=2 al=l =nl=1 pl=2 «al=2 «l=? ol=2
n2=2 @2=0 a2=2 n2=1 n2=2 n2=1 m2m3 a®wl  n2=2 a2l
n3=0 n3=2 n3=2 n3=1 3=l 03=2 w8=l  n3=2 nS3=1 n3=2

Tabela 4.30: Valores de nl, n2 e n3 para as fung¢Ses de mterior

Uma funcéo de interior do hexaedro € obtida como produto de duas funcOes de cantos opostos
pelo centro do elemento vezes trés fungGes f,, da seqiiéncia avaliadas uma em cada varidvel £, 9

ou {. Como aquelas doscantosGe6oule7, etc.

ordem P | 8 cantos | 12 arestas 6 faces volume 27 lados
1 p—1 | {(p—1)*| (p—1)° | total £.f.
p=1 1 0 0 0 8
p=2 L 1 1 1 27
p=3 1 2 4 8 64
e I 3 9 37 125
p=25 1 4 16 64 216
p=~06 1 5 25 125 343

Tabela 4.31: Funcdes de forma associadas & ordem p, p < 7, elemento hexaedro.

A escolha de gualquer par resulta na mesma funco de interior. Estas funcoes de base sdo
de graus > 2. As bases sdo nulas em todas as faces do elemento. Estas fun¢es sdo nfo nulas no
interior. O nimero de fungdes de interior € (p — 1)%, como exemplificado na tabela 4.30. Uma
contagem total do ntimero de bases dos elementos de ordem p € feita na segdo 4.10. A tabela

4.31 exemplifica o nimero de fungdes de forma por lado para algumnas ordens.
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4.9.3 Elemento tetraedro

O elemento tetraedro tem 15 lados sendo 4 cantos, 6 arestas, 4 faces e o interior. Cada
lado do elemento € especificado na tabela 4.32 segundo a figura 4.16. A numeragfio seqitencial
local dos cantos do tetraedro € dada na figura 4.16. A especificagio dos diferentes lados deste

elemento € defmida da maneira similar como foi feita para o hexaedro.

> Dy

cantos arestas faces interior

Figura 4.16: Lados do elemento tetraedro

A construgdo das fungBes de aresta segue a risca a mesma sistematica dos elementos an-
teriores. Cada aresta de ordem p tem associada p — 1 bases, de grau 2 até grau p. Para faces
triangulares ndo € diferente daquelas da face do wisngulo. A obtengiio dos parametros varia-

cionais de face € feita em detalhe na seg#io 4.6. Estas bases véo desde o grau 3 até grau p.

Enumera¢do dos lados do elemento tetraedro

lado n° 4] 1 2 3 cantos
dimensio 0 0 1 2 3 4

lade 1Y 4 5 & 7 & 9 arestas
dimensao 1 0-1 -2 2-0 0-3 1-3 | 2-3

lado 17 10 11 iz i3 faces
dimensao 2 0-1-2 0-1-3 | 1-2-3 | 0-2-3

lado 1’ 14 interior
dimensic 3 | 0-1-2-3

Tabela 4.32: Definicgio dos lados do elemento tetraedro

As fungdes de interior sdo obtidas pelo produto das 4 fungdes de canto, e portanto nulas

no bordo do tetraedro, vezes 3 fungdes f,; de grau menor ou igual a p — 4, avaliadas respecti-
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vamente nos parametros 26 — 1, 2 — 1, 2¢ — 1. O grau destas base varia de 4 até p. Dado que
as varidveis do elemento de referéncia estfo entre 0 e 1, estes parimetros variam entre —1 e +1,

que € o intervalo de defini¢éo das funcSes da sequéncia completa.

Uma funggio de face € obtida pelo produto das trés fungSes de canto dessa face e duas
funcdes ortogonais fn: € fnp de graus nl e n2 respectivamente. Os valores nl e n2 devem

satisfazer
nl>0,n2>20,0<nl+n2<p—-3 (4.165)

O produto das trés funges de canto de uma face qualquer € um polindmio de grau 3. Logo
qualquer fungéio de forma de face tem um grau maior ou igual a trés. Cada fungfo de canto €
nula na face que nfo contém o canto. Logo wma fungio de face € nula em todas as arestas, ela é
ndo nula no interior e na face associada. Se o elemento precisa ter um grau de interpolagio igual

a p entdo o nimero de fungbes de face € dado por :

(p—1(p—-2)/2 (4.166)

De fato para alguns valores de p na tabela 4.33 da-se os valores de nl e n2.

grau valores de nl e n2
p<3 36 fungdes de canto
0<n1+n2=0 (p-1)(p-2)/2=1
p==3 nl=0
n2={
050140251 (p-1)(p-2}/2=3
p= ni=({} nl=l al=0
n2:==0 n2=0 n2=]
0<nl+n2<2 {p-1)(p-2)/2=6
p=5 nl=0 al=! npl=0 al=] n0l=2 «Bl=0
02=0 n2=0 n2=1 02«1 02=0 02=2

Tabela 4.33: Valores de nl e n2 para fungdes de face

Uma fungfio de interior é o produto das quatro fungSes de canto vezes o produto de trés
funcdes f; avaliadas numa combinagio dos pardmetros £, 7, (, os subscritos das fungdes i

satisfazem as desigualdades 4.167.
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grau valores de n1,n2 e n3

p<4 nenhuma fungio de Interior
0<ni+n2+03=0 total=1
nl=0
n2=(
n3+=0
0<nl+n2+n3<t total=4
nl=0 nl=1 =2l=0 nl=0
n2=0 02=0 n2=1 02=0
283=0 1n3=0 03=0 n3=1
0=nl+n24+n3<2 total=10
todas as nl=1 @nl=l1 nl=0 nl=2 nl=0 n0l=0
combinagbes + n2=1 102=0 D2=1 n2=0 02=2 02=0
para p=5 n3=0 »3=1 @3=1 n3=0 03=0 §p3=2

p=4

e

p=6

Tabela 4.34: Valores de n1, n2 e n3 para as fungdes de interior

nl,n2n3>0: 0<nl+n2+n3<p—4 (4.167)

Uma fungdo de interior € nula na fronteira do elemento pelo fato de ser obtida do produto
de todas as fungGes de canto do elemento. Qualquer fungo de interior € de grau maior ou igual
a 4. Caso a ordem de interpolagéo do elemento precise ser p, a quantidade de fungdes de interior

¢ dado pelo valor total do lago a seguir

sorma=total=0
parai=1,....p-3
soma=1*(i+1)/2

total=soma-+total

Na tabela 4.34 apresenta-se o nimero de fungdes de forma de interior para alguns valores
de p. A tabela 4.35 resume o ntimero de fungGes de forma de canto, aresta, face e interior para

vérios valores de p. Os valores s3o dados para cada lado do elemento.

I) Independéncia linear de bases do elemento

Quando uma base na sua definicéo se utiliza de termos polinomiais diferentes aos termos

polinomiais empregados na defini¢fio de uma outra base entfio tem-se certeza que ambas bases
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grau | 4 cantos | § arestas 4 faces interior 15 lados

1 p-1 @2(-1)/2 | SEUiG+1)/2 | total £
p=1 1 0 0 0 4
=32 1 1 ] 0 10
p=3 1 2 1 g 20
p= 1 3 3 1 35
p= 1 4 6 4 56
p=6 1 5 10 10 84

Tabela 4.35: Namero de fungGes de forma por lado

sdo distintas, isto &, linearmente independentes ou LI. Quando o mesmo acontece com trés,
quatro ou mais bases, também este conjunto de bases é LI. Isto quer dizer que nenhuma das
bases do conjunto pode ser exprimida como uma combinaggo a coeficientes numéricos das bases
restantes. Isto € baseado no fato do que, por exemplo, o termo z*y néo pode ser obtido do termo
z® simplesmente multiplicando z® por uma constante numérica. O MeSMO acontece se 0§ graus
de dois ou mais polindmios s#o diferentes, estes polindmios sdo LJ. Quando algumas bases
polinomiais na sua defini¢do se utilizam dos mesmos termos polinomiais a independéncia linear

nio é garantida. Entdo € preciso provar que estas fungdes sdo L.

O grau de uma base polinomial qualquer pode ser definida como o maior expoente que
é obtido ao se substituir todas as varidveis por uma Gnica varidvel, por exemplo, o polindmio
z3yz + 2zyz + x°y?2? é de grau 6 jd que si substituem-se cada uma das varidveis x, y, z por a
variavel w obtém-se Suwlww + 2www + 3ww? w? =5 w® + 2w® 4+ 3w’ ¢ o maior expoente da

Gltima expresséo € 6.

As bases de uma aresta fixa qualquer do tetraedro de ordem p sfo de diferentes graus entre
s, logo as bases de uma dada aresta s8o Lf. Uma base da face F'0 na sua defini¢#o utiliza termos
polinomiais distintos de uma outra base da mesma face F0, logo as bases da face F0 sdo L/
apesar de que hé bases que tem o mesmo grau segundo a defini¢io acima. O mesmo acontece
para as bases das faces F'1 e F2. Isto € devido ao fato que os pardmetros variacionais, de uma
dada face, no fazem uso das mesmas varidveis. J4 para a face F'3 nada disto acontece. Existem

bases associadas a face F'3 que utilizam os mesmos termos polinomiais na sua defini¢do. Logo
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para a face F'3 € preciso provar que as bases associadas sio LI. Esta prova é Importante pois
mais adiante serd demonstrado que as bases de cada elemento sdo LI, Isto é fundamental para
provar que cada elemento de ordem p possui umn espago de interpolaciio de grau ao menos p nas
varidveis do elemento, fato que estd ligado diretamente com as propriedades de convergéncia do

elemento finito e da seqti€ncia de solugbes aproximadas definidas sobre este.

II) As bases da face F'3 do tetraedro sio L/

Como o objetivo desta prova é demonstrar que nephuma destas bases pode ser exprimida
como uma combinagdo das restantes ento toma-se uma combinacio a coeficientes numéricos
de todas estas bases e iguala-se a zero, enseguida prova-se que 1sto € verdadeiro somente si todas

as constantes sfo nulas.

As bases da face F'3 do tetraedro de ordem p = g + 3 tem a seguinte forma:

Vs =2Y2 faa(s) f2(t), 0<z,y,2<1,0<nl+n2<q (4.168)

onde
§ = artbytaz+d | t=art+ay+bz+d (4.169)
a = —g- , bmg , d:—% (4.170)

A combinagio linear igual a nulo das bases dadas pela equacio 4.168 fica da seguinte

forma:

nl+n2<yq

> A2ty 2 fai(s) fra(t) = 0 (4.171)

n1n2>0
onde A1,z $80 coeficientes numéricos, um para cada par de fungdes f,1, fro da seqliéncia de

graus nl e n2 respectivamente. Da equag@o 4.171, para z, y, z néo nulos, segue-se

nit+n2<y

O(CE, Y, Z) = Z Aﬂ1n2 fnl (3) fn?(t) =0 (4172)

nl,n2>0

onde ¢ € 0 grau maximo que as fungdes [, e f,, da seqiiéncia podem atingir. As derivadas com
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respeito ax,y e z daexpressdo 4.172 s@o dadas a seguir.

3 fn af.
8$ _Z‘Anl"‘? fi fﬂf! +ZAn1n2fni ) fz(t)az == () (4.173)

Das equacgdes 4.169 e 4.173 segue-se:

%% = Y a An;ng%f-z—l(s) Fa2(®) + Y a Anino fa(s) ag ;2( )=0 (4174
%5— = b Aﬂmaf “(5) fra(t) + D @ Antns fra(s) 3522( t)=0 @175
%—g = ZaAmzaf”}( fa2(t) + > b Anira fa(s) 8522( t)=0 (4176
Combinando 4.174 e 4.175, com a — b # 0, segue-se
Z Aﬂm%l@) fra(®) =0 4.177)
Combinando 4.174 e 4.176 segue-se
> Anina fra(s 8fn2( t) =0 (4.178)
Aplicando recursivamente 0 mesmo processo agora 2 igualdade 4.177 obtém-se
3y Anma f 22 (s) fuat) = O 4.179)
> Anm% (s) 8{; ‘;2 (t) = 0 (4.180)

Assim em geral derivando um nimero ¢ de vezes, ¢ = K+ L com K > 0e L > G,

chega-se a seguinte igualdade:

8 fnl 8Lfn2
D A (s) (1) =0 4.181)

Seja K+ L =ge0 < nl+n2 < g, ento sabendo-se que nl e n2 sdo os graus dos

polindmios fn1 € fra respectivamente, tem-se

i, . [0 nl<K O fra 0 n2<L
3 s¥ (s) = {cl nl ::K} otk (t) = {cZ n2=L} “-182)

onde ¢l e ¢2 sdo constantes nfio nulas. Casonl > K =n2 < Lousen2 > L=nl < Keem

ambos 0s casos tem-se ——8—%—1—— 0, conforme equagio 4.182. De 4.181 ¢ 4.182 se segue

atk T
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Aplicando o mesmo procedimento sucessivamente pra K+L=¢g~1,¢—2,..321,0

chega-se a
Aping =0 |, ¥nl, n2: 0<nl+n2<p (4.184)

O qual completa a prova. Esta prova independe da seqiiéncia f,; escolhida.

4.9.4 Elemento prisma

O elemento prisma tem 21 lados sendo 6 cantos, 9 arestas, 5 faces e interior conforme
identificado na figura 4.17. Em nada se diferencia a construgéio das bases para arestas e faces
deste elemento em relagdo & sistemdtica empregada para os elementos anteriores. As func¢des
de interior obtém-se pelo produto das duas funcBes de canto da aresta 70 e a varidvel 7, 15t0 €, 0
polindmio de menor grau que anula-se no bordo do prisma, vezes trés fungdes fr; , 1 < i < 3

avaliadas em par@metros que variam entre —1 e 1.

5
14 13

3 4 12| 19
16
1 18 |17 Fi
9} 13
g 7
2 15
j 1 7
cantos aresray faces mterior

Figura 4.17: Lados do prisma

O produto das fungOes f,; das varidveis £ e 7 sdo de graus menor ou ignalap—3 A
fungdo fn; da varidvel ¢ € de grau menor ou igual do que p — 2. Isto porque as bases de canto
do prisma sdo obtidas como produtos das bases do canto do tridngulo nas varidveis £ enedas

bases de canto do elemento linear na varidvel (.

Os lados do elemento sd@o convencionados na tabela 4.36. A numeracio local dos lados
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do elemento determina os eixos locais para a transformac8o que identifica este lado a um lado

vizinho qualquer, na secdo 6.9 sdo especificadas estas transformacdes.

lados do prisma

lado 12° 0 1 2 3 4 5 cantos
dimensio 0 0 1 2 3 4

lado n° 4 5 6 7 8 9 | arestas
dimensao 1 0-1 1-2 2-6 0-3 1-4 2-5

lado 1t° 10 11 12 13 14 faces
dimensdo 2 0-1-2 0-3-4-3 | 1-2-5-4 | 0-2-5-3 | 3-4-5

lado 1° 14 interior
dimensac § | 0-1-2-3-4-5

Tabela 4.36: Defini¢go dos lados do elemento prisma

4.9.5 Elemento piramide

Para a pirdmide adotou-se a conveng#io de lados dada na figura 4.18. Para identificar uma
piramide qualquer mediante seus nds globais segue-se a seqiiénciade cantos 0 —1 -2~ 3 —4

mostrada na figura 4.18.

Caniws ¢ aresus Faces Inierior

Figura 4.18: Numeragdo local dos lados da pirdmide

A tabela 4.37 define todos os lados do elemento pirdmide.

Este elemento tem 19 lados sendo 5 cantos, § arestas, 5 faces e interior. As bases deste

elemento contém alguns dos termos racionais da forma representada nas expressdes 4.185
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Lados da pirdmide

lade n° 0 i 2 3 4 cantos
dimensio 0 0 1 2 3 4

lado 1° 5 a 7 8 9 19 | 131 | 12 | arestas
dimensio 1 0-1 1-2 23 3-0 -4 1-4 | 24 | 3-4

lado 17 13 14 15 16 17 faces
dimensao 2 0-1-2-3 0-1-4 | 1-2-4 [ 324 | 0-3-4

lado n° 18 interior
dimenséo 3 | 0-1-2-3-4

Tabela 4.37: Definigéio dos lados do elemento mestre piramide

¢y’

¢yt

1-¢°

1-9

st k+Hli<p+2, 0<kIL<p

Seja o ponto (£, 7, ) pertencente a piramide de referéncia, entdo

Ve

0=(=s1=0< In<1-C<1

= 0S[f<(1-¢f <1, 0<'<1=>

A 1k
T A=0m
= Oﬁéé%giﬁ—lg

&

<(1-¢Fm<1,0<m<k

<1

@=gm =

(4.185)

(4.186)
(4.187)

(4.188)

(4.189)

Quando ¢ — Isetem &, n — 0 e o limite das expressdes racionais esta entre —1 e 1, como

mostra a dltima expressdo em 4.189,

A obtengdo das bases de aresta, faces e interior segue a risca os passos dados nos elementos

anteriores. Para as faces quadrilaterais dos elementos anteriores o grau atingido por cada fungdo

fni € sempre até p — 2. Para faces triangulares serpre a soma dos graus das duas funcdes fi;

ndo ultrapassa o grau p — 3. No caso da pirdmide, para a face quadrilateral, a soma dos graus das

duas fung@es f,,; ndo ultrapassa de p-- 2. Isto para que a pirdmide de ordem p seja completa, veja

subse¢do 4.12.3. Para efeitos de compatibilizagfio entre a face quadrilateral da piramide e a face

quadrilateral de outros elementos toma-se o nimero suficiente de bases da face quadrilateral

da piramide, isto €, as f,; atingem até o grau p — 2 individualmente como € o caso dos outros

elementos.
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4.10 Propriedades das funcdes de forma hierarquicas

No elemento finito Lagrangiano convencional cada funcfo de forma € associada a um
né geométrico. Quando a ordem de interpolag@o deste elemento cresce, aumenta também o
ndmero de nés geométricos do elemento. No elemento finito hierdrquico o equivalente a nd
geométrico, no sentido de associagio de fungdes de forma, € definido como lado do elemento.
A cada lado do elemento hierdrquico associam-se funcdes de forma de determinado grau, grau
este que depende da ordem de interpolagfio requerida. No entanto o nimero de lados permanece
constante. Quando aumenta o grau de interpola¢&o do elemento hierdrquico aumenta também o
ndimero de fungBes de forma associadas a cada aresta, face e interior. O nimero de fungGes de

forma associada a cada canto € sempre um.

No elemento finito hierdrquico ndo ha limite para o grau de interpolagfo, a ndo ser aque-
les impostos por restricSes numéricas, como por exemplo integragio. As fungSes de forma do
elemento sdo facilmente obtidas a partir do conhecimento da seqiiéncia basica de fungbes or-
togonais. Para as fun¢des de Chebyshev hd uma férmula de recorréncia que permite obté-las

facilmente, conforme as equagOes 4.3 ¢ 4.4.

Quando aumenta a ordemn de nterpolag@o do elemento convencional as fungdes de forma
mudam. Uma prova disto € que os fnicos nds que nfo se deslocam de posi¢do séo os nds
de canto, mas aumenta o grau da funcfo associada a eles. No elemento hierdrquico 1880 néo
acontece. Para awmentar o grau de interpolac@io do elemento hierdrquico de ordem n basta
acrescentar algumas funcdes de forma para obter um elemento de ordem nn+k, k > 1. Por causa
disto a matriz de rigidez de ordem n + k& € obtida a partir da matriz de ordem n acrescentando
o célculo relativo as fungdes de forma do elemento de ordem 7 + & que 180 estdo presentes no

elemento de ordem n.

4.10.1 Independéncia linear das funcdes de forma hierarquicas

Prova-se que as fun¢des de forma hierdrquicas definidas anteriormente formam um con-
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junto linearmente independente, qualquer que seja a ordem do elemento. Considere 1gual a
zero uma combinagéo linear das fungdes de forma do elemento de referéncia ER de ordem 7,
agrupadas de acordo com os diferentes lados do elemento.

Do CTx)+ Y ATx)+

k cantos ! arestas

D FU(x)+ Y L¥(x)=0,VxecER (4.190)

m faces interior

Demonstra-se a seguir que caso a equagéio 4.190 seja vélida, segue que todos 0§ co-
eficientes multiplicadores sdo nulos. A equagio 4.190 deve ser vélida para todo ponto x do
elemento de referéncia. Usa-se isto para avaliar a combinaco em pontos especificos do FR.
Pela propria defini¢do das fungSes de forma hierdrquicas sabe-se que as fung¢des de canto sdo
lineares e ndo nulas s6 nas arestas e faces que emanam do canto associado. Cada funcdo de
aresta € nula em todos os cantos e arestas exceto na aresta de defini¢o. As funcGes de face sdo
nulas em todas as faces exceto na face de definigfio, entfio elas sfo nulas em todos os cantos e
arestas do elemento. As fungles de interior séo nfo nulas somente no interior, estas bases s30
nulas na fronteira do elemento, elas sfo nulas nos cantos, nas arestas e nas faces. Baseado nis-
to, aplica-se a equacfo 4.190 no canto x =, do elemento que tem associada a fungéio ¥;. Pelo
exposto anteriormente todas as fungBes de aresta, face e interior sdo nulas em Z,;, COMO S0 Nu-
las todas as funges associadas aos outros cantos. Como conseqiiéncia disto da equacio 4.190

segue-se
Ci¥(ze;) =0 A Yi(zey)=1==C; =0 (4.191D)
Assim, aplicando a combinaggo 4.190 em cada um dos % cantos do elemento chega-se a

C@ - Cl == Ck——l = 0 (4192)

Portanto a equagio 4.190 implica a equagfio 4.193

DAL+ Y Rl + Y L¥(x)=0,Yx<ER (4.193)

! arestas m faces interior

Em seguida toma-se um ponto genérico x =z,, da aresta j do elemento e aplica-se &
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equacio 4.193. As fungdes de face e de interior sdo nulas neste ponto, como sdo nulas também
as fungBes associadas s outras arestas. Somente sobra a combinag#o relativa as n, fungc"ies de
forma da prépria aresta j. Logo para qualquer ponto z,, da aresta j

> AT(xa) =0, Y, (4.194)

aresta j
Sabe-se ainda, que todas as fungdes de forma desta aresta sdo de graus diferentes entre si,

portanto, para as n, fungdes desta aresta
A=A = =4, _1=0 (4.195)

Seexiste k < n, — 1 com A; # 0, tal que 4.194 & satisfeita, entdio isto significa que ¥y
pode ser expressa como uma combinag@o linear de polinémios de graus diferentes ao grau de

U}, 0 que é uma contradi¢do.

Sabendo-se que os coeficientes A; se anulam, pode-se escrever a partir da equagfo 4.193
a seguinte expresséo

3 RU(x)+ > L¥(x)=0,Yx€ER (4.196)

m faces interior
Aplique-se um ponto x =z, da face j do elemento na equagiio 4.196. Ento todas as
funcGes do interior e das outras faces se anulam em z;;,. Na equagfo 4.196 sobra somente a

combinacfo relativa as fungdes da face 7, equagio 4.197.

> EUi(z;) =0, Vay (4.197)

Face §
Todas as fungdes de uma face qualguer sdo de graus distintos entre si'. Logo, usando o

mesmo argumento anterior, para as n; fungGes da face j
F{]mFIz"‘=an_1=O (4198)

E da mesma maneira para as outras faces. Portanto da equacéio 4.196 decorre

1 Para o caso particular das bases associadas 2 face F3 do tetraedro provou-se, no final da subsecgo 4.9.3,
que estas bases sdo L1,
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Y L¥x)=0,vYx€ER (4.199)

interior
Neste caso, todas as fungGes de interior s@o de diferentes graus entre si e portanto para as

n; fungSes de mterior
L=L=---=1I,,=0 (4.200)

O que completa a prova. Nota-se que esta prova nio depende da escolha da segiéncia

(frni) de fungdes.

4.10.2 Espaco polinomial completo

Neste trabaltho demonstra-se a priori, teoricamente, que estes elementos s8o completos no
sentido que o espago gerado pelas fungGes de forma do elemento de ordem p contém o esSpago
de polindmios de grau p. Desta maneira, as fungdes hierdrquicas definidas sobre o elemento de

ordem 7 geram um espago F, de polindmios tal que :
E.=F v E,DPF, (4.201)

Assim qualquer polinémio de grau p < 7 pode ser obtido como uma combinagio
linear das funges de forma hierdrquicas deste elemento. Condicfio esta essencial para a cot-

vergéncia do método dos elementos finitos!14] .

I) Elemento Lagrangiano convencional

O elemento quadrildtero convencional de ordem 7 & associado ao espago de polinGmios
P, de grau menor ou igual do que n em cada variavel. Isso quer dizer que todos 0s mondmios

da forma £ knl com 0 < k,/ < n estdo presentes em F,. Isto representa um total de
(n+1)? (4.202)

termos polinomiais distintos que formam uma base deste espago. Este total € igual ao nimero

de nds escolhidos dentro do quadrildtero no elemento finito Lagrangiano convencional. De tal
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maneira a fung@io de forma ¥; associada ao né n; satisfaz :

Tilng)=6; , 0<i< (n+1)? (4.203)

Para o hexaedro tem-se uma definicfio andloga. O espago de polindmios de grau n em

cada varidvel inclui todos os termos £°9'¢™ com 0 < k,1,m < n. Um total de
{(n+1)° (4.204)
mondmios distintos que formam uma base deste espago.

O tridngulo Lagrangiano convencional tem associado um espago completo de polindmios

de grau n. Ele contém todos os termos polinomiais £*7' com 0 < k + I < n, um total de

(n+1)(n+2)
2

(4.205)

termos monormiais distintos que formam uma base deste espago. Observa-se que, para cada s, 0
ntimero de pares {k,[) que satisfazem k + [ = scom 0 < k,[ < s éigual a s + 1. O resultado

da expressdo 4.205 € igual ao ntmero de nds escolhidos dentro deste trifngulo.

O tetraedro de ordem n € associado a umn espago completo de polinGmios de grau n que

contém todos os termos E¥ni¢™ com 0 < k + { + m < n, um total de

Eﬂ: (+1({E+2)

3 {4.206)

$==0
termos distintos que formam wma base deste espaco. Observa-se que para cada s o niunero de

ternos (k,1,m) que satisfazem k +1+m = scom0 < k,i{,m < s€igual aiﬁﬂl}éﬂ.

II) Elementos finitos hierdrquicos

Os elementos estudados e implementados sdo os elementos hierdrquicos linear, quadrilatero,
tridngulo, hexaedro , tetraedro, pirfmide e prisma. Também testa-se a posteriori, numerica-
mente, que cada elemento de ordem p pode representar qualquer polinémio de grau p sobre ele

definido.
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III) Elemento hierdrquico unidimensional (linear)

O elemento unidimensional de ordem p tem

» 1 funcdo por canto (linear)
» {p~— 1) fun¢des por aresta

Este elemento tem dois cantos e uma aresta, o que implica em um total de
2+ (p—1)=p+1 (4.207)

fungOes de forma associadas e de graus distintos entre si, que € o mesmo namero de fungdes L1
do espaco de polindmios de grau p em uma varidvel. E, dado que nenhuma destas fungdes tem

um grau maior do que p, 0 espago gerado € o préprio espago de polinémios de grau p.

1V) Elemento quadrildtero hierdrquico

O elemento hierdrquico quadrildtero de ordem p tem

» 1 funcdo por canto (bilinear)
» (p-— 1) fungdes por aresta
» (p—1)* funges de face

Dado que o quadrilatero tem 4 cantos, 4 arestas e 1 face, o total de fungSes de forma deste
elemento €
d+4p-1+(p~1)? = 4+4p—d+p2-2p+1
P2+l = (p+1)? (4.208)

Este ndmero, equac8io 4.208, € a dimenso do espago de polindémios em &, 7 de grau p
em cada variavel, expressdo 4.202 com n = p. Nenhuma das funcdes deste elemento tem um
grau maior do que p em cada varidvel. Como todas as fungses deste elemento sfo linearmente

independentes, o espago gerado € o espago completo de polindmios de grau p em cada varidvel.
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Assim este elemento hierdrquico € equivalente ao elemento finito convencional no sentido de

ambos terem associado 0 mesmo espago polinomial de aproximaggo.

V) Elemento hexaedro hierdrquico

O elemento hexaedro hierdrquico de ordern p tem

1 fungdio de forma por canto (trilinear)
(p — 1) fungdes por lado

(p — 1)* fungBes por face

{p — 1)® fungdes de interior

yvyYyYvy

Dado que o hexaedro tem 8 cantos, 12 arestas, 6 faces, o total de fungbes de forma é
8+12(p—1)+6(p—1)2+(p—1)°
= 84+12p— 124602 —12p+6+p° —3p* +3p—1
= 14+3p+3pP+°=(p+1)° (4209

Este @ltimo ntmero é a dimensdio do espaco de polinémios em £, n, ¢ de grau p em
cada varidvel, expressio 4.204 com n = p. Nenbuma das fun¢Ses deste elemento tem um
grau maior do que p em cada varidvel. Como todas as fungGes deste elemento sao linearmente
independentes, o espago gerado € o espago de polindmios de grau p em cada varidvel. Assim o
hexaedro hierdrquico é equivalente ao elemento hexaedro convencional. Ambos tem associado

0 mesmo espago polinomial de aproximacao.

V1) Elemento tridngulo hierdrquico

O trisgngulo hierarquico de ordem p tem associado o seguinte nimero de bases
» 1 fungdo por canto (linear)

» (p-— 1) fungbes por aresta
> fﬂi%@:ﬁ fungdes de face
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Dado que o tridngulo tem 3 cantos, 3 arestas e 1 face, o total de funcdes de forma deste

elemento &

—2(p—1 2 3p+2
343(p—1)+ & )2(‘” ) 3+3p—3+p—"—“““*-——2p+
P+ 3p+2 p+1)(p+2)

5 = 5 (4.210)

Este nimero € a dimens&o do espago de polindmios em ¢, 5 de grau p, expressio 4.205
com n = p. Nephuma das fungdes deste elemento tem um grau maior do que p. Como to-
das as fungBes deste elemento séo linearmente independentes, o espago gerado é o espaco de
polindmios de grau p em duas varidveis. Assim este elemento hiersrquico é equivalente ao
elemento finito triangular convencional. Ambos tem associado o mesmo espago de aproxi-

magdo/interpolacio polinomial.

VII) Elemento tetraedro hierdrquico

O tetraedro hierdrquico de ordem p tem

1 fungdo por canto (linear)
{p — 1) fungBes por aresta
Qﬂép—”—‘? fun¢Ges por face

S 4 L) fungges de interior

yvvyy

Dado que o tetraedro tem 4 cantos, 6 arestas, 4 faces, o total de funges de forma deste

elemento &€
p—d

_ (p—-2)(p-1) (F+1D(E+2)
4+6(p 1)+4----~—2——m+;~———2———-—
i+ 1) +2)
= 4+6p—6+2" —bprda+y ~—— T
22=0)
_ 2+22+§(i+1)(i+2)_i(i—{—l)(i—l-Z) wa1n
? =0} 2 _iz{} 2 .



A tltima igualdade acima € verdadeira dado que

(p~@@~1)@—1my@+1hw+dﬂp+%

91+ op? = .
tep 2 2 2 9

(4.212)

Este niimero, equagfo 4.211, € a dimens&o do espago de polindmios em &, 77, ¢ de grau p,
expressdo 4.206 com n = p. Nenhuma das fungSes deste elemento tem wm grau maior do que p.
Como todas as fungdes deste elemento sdo LI, o espaco gerado por estas fungdes € o espago de
polindmios de grau p nas varidveis £, 1, (. Assim este elemento hierdrquico e o elemento finito
convencional tem o mesmo espago de interpolacfio. Os elementos pirdmide e prismna precisam

de um estudo mais apurado para demonstrar que sdo completos e este € dado a seguir.

4.11 Elemento prisma hierdrquico

Na seqiiéncia estudam-se os termos polinomiais presentes nas bases do elemento prisma.

4.11.1 Funcdes base do prisma de ordem p

As funcBes base do elemento obtém-se como produto de algumas das fungdes de canto
vezes uma funcdo f,; de grau ni. Chame-se o produto das fungSes de canto de funcéo fixa.
Para maior clareza, as bases a seguir explicitam os termos das funges fixas.

» Funcdes de base de arestas

1
w,, = Z(g; — 2t —xy — 2z + 22 + 2wyzr + 22—t —zy )k f (27 +y — 1) (4213)

Yy = i—(:cy — 2zyz + xy2 ) f, (y — 1) (4.214)

mzﬁiw—w—fﬁw+%W+%%+wtwﬁw%ﬁn@+@—n@ﬂa
e = i—(l — 22 + 272y + 2zy + ¥ 2242020 — 2P 2 2y

—2xyzt =yt 2 f, (2) (4.216)

by = ;]i(wz ~ 222%) % fol(2) (4217)

Yy = i(yz —y*2%) * fn(2) (4218)



L 2

Yrg = Z(fﬁ ~z* — a2y + 20z ~ 202 — 2zyz + 22 — 222 — zy2?) *
fn(23‘3 +y— 1) (4.219)
W, = i(wy + 2zyz + zy2®) * fo(y — ) (4.220)
g = i(y ~zy —y* + 2yz — 2ayz — Wtz + Y2t — 2y — y2?) x
fole+ 25— 1) 4.221)
n o= 0,1,..,p~2 (4.222)

» Funcies de face

1
Vi = zloy— 2’y — 2y’ — 3zyz + 322yz + 3uy’z + Say2® — 307y’

8
~3zy*2® — zyz® + 2Pyt + a2y ¢ £ (22 — 1) % (20— 1)
0<nl+n2<p~3 (4.223)
1 2 2, 2.2 2
Yy = Z(m =& — oy — T2+ 22+ xyz®) * fur (22 — 1) * fra(2) (4.224)
1
Vg = Z(my — 2y2%) * fra(y — T) % fua(2) (4.225)
1
b = -y -y -y r oyl + ) x a2y - 1) * fra(z) 4226)
0 €< nln2<p-2 (4.227)
1
Yy = g(my — 2’y — zy® + 3zyz — 32%yz — 3zyts + 3wyt — 3rtyz?

—3zy2? + zy2® — Pyt — zy?2%) * fr1(22 — 1) * fua(2y — 1)
0<nl+n2<p-3 (4.228)
» Funcdes de interior

Yo = (LY — mgy - .’E’yQ — 2zyz + 2m2yz + 2$y2z ~+ wyz2 - $2y22 — mygzz) *
Ju1(22 = 1) = frp(2y — 1) * fus(2)
0<nl+n2<p—-3 ,0< n3<p—-2 (4229

4.11.2 Numero de fancdes de forma do prisma de ordem p

Para cada lado de uma prisma de ordem p associa-se o seguinte nimero de funcdes de
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forma

» 1 fungéo por canto

» (p—1) fungBes por aresta

> @:%{p—"u fungdes por face triangular

» (p— 1)? fungBes por face quadrilateral
> L?:-%@:—ll (p — 1) fungOes para o interior

Dado que o prisma tem 6 cantos, 9 arestas, 2 faces triangulares e 3 faces quadrilaterais, o

numnero total de fungSes base associadas ao prisma de ordem p € dado pela seguinte soma

6+9(p—1)+(p~2)(p—1)+3(p—1)*+ b= z)ép — 1" (4.230)

Isto acarreta um total de funcGes de forma para o prisma de ordem p igual a
P 9, 9 1 2
—2—+2p +~2—p+z=§(p+1)(p+2) (4.231)

A seguir mostra-se que o prisma de ordem p € completo provando-se duas afirmagdes:

» que o mimero de termos polinorniais distintos (mon6mios) presentes nas fungdes de base
deste elemento € igual ao nwmero total de fungdes de forma, equacdo 4.231.

» que entre 08 termos destas fungdes acha-se um conjunto completo de polindmios de grau p
em 3 varidveis.

Como as fungBes base do elemento s8o LI a primeira condi¢io implica em que o espago de
interpolagéo deste elemento € igual ao espago gerado por todos os termos polinomiais presentes
nas fun¢Bes de forma deste elemento. A segunda condigdo prova que o espaco de interpolagio
do prisma contém o espago de polindmios de grau p e qualquer polindmio de grau p pode ser

obtido como uma combinac@o linear das fungdes de forma do elemento.

4.11.3 Termos presentes nas funcoes base: prisma completo

Um polindmio como f,(2z +y — 1), comn < p — 2, contém o termo {2z +y — 1)™

Estes termos garantem a presenca de todos os termos do polindmio completo de graw n em
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e . Portanto sem perda de generalidade pode-se substituir a expresséo f,(2z + y — 1), com
n < p— 2 pelo termo (1 + z + )~ ? que € equivalente neste sentido de representacfio ao termo

(2z+y— 1)P%
Com este objetivo em mente, as seguintes expressdes sio substituiveis («);

2z +y 1), f.(z4+2y—1), fay—2)in<p-2e (1+z+ypP? (4.232)

fal2) - 0<n<p—2+ (14 2)2 (4.233)

a2y —1) faa(2) @ 0<nl,n2<p—2es (L4+y)P 2 (1+2)"2  (4234)
)
)

Fr1(22 — 1) fua(z 0<nl,n2<p—2« 1+ 2(1+2F? 4235

fau(Cz—1) fraPy—1 0<nl+n2<p—3« (1+z+y)P? (4.236)
fa1(22~ 1) froly — D fra(z) @ 0<nl+n2<p—3, n3 <p-2
= (I+z+y)P 31+ 2)P? (4.237)

Uma fung@o fixa, como por exemplo aquela que acompanha a fungdo da aresta r0 ou 78,

pode ser substituida pela expressdo 4.238, j4 que contém os mesmos termos.

(z+y+zy+2®+ )1+ 2+ 2%) (4.238)

Segundo estas premissas as funges de forma de aresta, face e interior podem ser repre-
sentadas pelos 5 grupos dados a seguir. Isto porque ambos conjuntos contém s mesmos termos

polinomiais distintos,

» Grupo1:arestasr0,rl, r2, r6, r7, r8

(T+y+zy+22+ )1+ 2+ 201 +z+y)P 2 (4.239)
» Grupo II: arestas r3, r4, r5
A+z+y+zy+2®+9y) 1+ 201+ 272 (4.240)
» Grupo 11 : faces F0 e F4
(wy+ 2y +ay)(l+ 2+ 22+ 21+ +y)?° (4.241)
» Grupo IV : faces F1, F2, F3
Fl © (z+ay+2®)(1+ 251 +2)P2(1 + )2 (4.242)
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F2 : ay(l+2914+z+y)P 214272 (4.243)

F3 : (y-+ay+12)(1+22)(1+y)P 21422 (4.244)
» Grupo V : interior
(zy + 2y + o)1+ 2+ 21 + o+ y)P 31 + 272 (4.245)

Para p = 1,2 verifica-se facilmente, olhando nas fungBes fixas correspondentes, que O
niimero de bases e o nimero de termos nelas presentes é o mesmo. Também observa-se nas
fungSes de forma a presenga de todos os termos do polindmios de grau p. Deixa-se a andlise do

caso geral para p > 3. Para p 2> 3 as expressOes em 4.246 so equivalentes.
(1+22)1+2P 2o (1+2; (L+z+2201+ 22 = (1+2) (4.246)
Com isto vé-se que os termos do grupo III estfio contidos no grupo V e podem ser
suprimidos. Com excegfio do termo constante 1, os termos do grupo II estdo contidos nos
termos do grupo IV e podem ser cancelados. Sobra do grupo Il a parcela (1 + 2)7.
O grupo IV face F2 pode ser rescrito como
syl + o+ )1+ +yP 1+ 2f = (ey+ 2y + o)1+ 2+ 9l (1 +2) @247
Os termos da direita da expressio 4.247 € equivalente ao grupo V. Logo o subgrupo IV-F2

¢ suprimido. Os termos vezes xy do grupo IV, faces F1 e F3, estdo contidos no grupo V e sd0

suprimidos. A expressdo (z + 2%)(1 + z)P~? que resta em IV-F1 pode ser escrita como

(l1+2)1+2)P =z(l+2)P 2" 1<k<p (4.248)

Assim o grupo V pode ser fatorado da seguinte forma
oy(l+z+y)(1+x+y)f 21+ 2P =ay(l+z+y)P*(1+2)f (4.249)
A tabela 4.38 resume o que restou dos 5 grupos definidos anteriormente.
Os grupos B, C, D e E podem ser reduzidos a uma {inica expressdo
(14+z+y)P(1+2)F (4.250)
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Grupos termos polinomiais
(z+y+ay+z*+y) 1+ z+9)P 21+ 2 + 2°)
(1+2)°
z(1+ )P {1 + 2)F
R (D
zy(l+z+y)P~ {1 +2)?

ezl Qi Kool fuv] fes

Tabela 4.38: Grupos de termos reduzidos

Isto porque as seguintes equivaléncias sfo verificadas.

z(l+zfF ! « 2F:1<k<p (4.251)
y(1+y)f™' = 1 1<k<p (4.252)
zy(l+z+y)P ! xky":lgk,lgp,ngﬁ-lSpw-l (4.253)

Sendo que o grupo B contém o termo constante 1, que junto as expressGes direitas das

equivaléncias 4.251 , 4.252 e 4.253 correspondem ao polindmio completo de grau pem z e y.

Os termos do grupo A estdo contidos nos termos das seguintes expressoes equivalentes ou
iguais
I+zdy+ay+2®+ )1 +2+9)P 21+ 2+ 22)
= (I+z+y)’I+z+ 9P 2 1+z420) o (1+z+yP(lez+t ) (4254

Sendo que a tltima expressio estd contida na expressio 4.250 para os grupos A, B, C e
D. Portanto todos os termos das bases do prisma de ordem p estdo contidos na expresséo 4.250.
Assim, o nimero de termos presentes na expressio 4.250 € o produto do nimero de termos de

cada fator de grau p, isto €

(p+Dp+2)
2

que € exatamente o valor calculado para o ntmero de fungBes de forma do prisma de ordem

(p+1) (4.255)

p, equagho 4.231. As bases sdo LI entfio, a quantidade de termos presentes nelas ndo pode
ser menor que o nfmero 4.255. Portanto a expressdo 4.250 indica exatamente todos 0s termos

polinomiais que o prisma de ordem p pode representar.
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A expressio 4.250 € equivalente a

(I+z+y)PQl+2P 2" 0<Elm<p, 0<k+1<p (4.256)

De onde tamb€m segue-se

e 0<kim<p, 0<k+l+m<p (4.257)

Isto quer dizer que a expresséo 4.250 sintetiza em parte todos os termos do polindmio de

grau pem z, ¥ € z. Isso encerra a prova dos dois itens enunciados na sec¢do 4.11.2.

4.12 Elemento pirimide hierarquica

Com um tratamento andlogo ao caso do prisma, demonstra-se que a pirdmide de ordem p

¢ completa. Este caso € mais trabalhoso que o anterior, devido & presenga dos termos racionais.

4.12.1 lados e funcbes de forma associadas

As bases dadas a seguir explicitam as functes fixas da pirdmide de ordem p.

» Funcdes base de cantos

Tem-se 5 funcdes de canto linearmente independentes.

b, = -}l—(l—z—yﬂz—%-l:?z) (4.258)
b, = %(1+m—y—zh13f’z) (4.259)
Wy = é(l—%—:c-%—ywz—i-i%) (4.260)
by = i—(l—x-&-y—z-——la?z) (4261)
Vg = 2 (4.262)

Os 5 termos distintos contidos nesta base sdo
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1, z,y, 2, -4 (4.263)
11—z

Estes termos formam um conjunto LI de fungGes. Logo o espago gerado por combinagdes
a coeficientes reais das fungSes de canto, equagdes 4.258 a 4.262, é o mesmo espaco gerado
pelos 5 termos da expressdo 4.263. Observa-se nesta expressio um conjunto completo de termos
do polindmio de primeiro grau em z, y, z. Logo este conjunto de funges pode exprimir qualquer

polindmio de primeiro grau em 3 varidveis. Neste conjunto h4 um tmico termo racional.

» Funcdes de forma de aresta

A pirfimide tem 8 arestas, da aresta r() até arestar7. Este conjunto de funges estd presente
no prisma de ordem p > 2, equagdes 4.264 a 4.272. Observa-se neste grupo de fungdes fixas a

presenga de 4 termos racionais diferentes.

%, = "il'é{l — y ~ 2z + Yyz — aP i f“fi— (lxiy;g Malz) 4264
B = Tlé{l 2% — 22— 22z 4 zcz—y2+z2—12:iyi— (iy;Q Maly) (4265
Uy = -1%{1 + 2y — 22 — 2yz — P4yt f”fim (iyz)g Mol—2)  (4266)
Py = —i%{l — 22— 2z 4 2zz2 + mzwyz—i—zg%«fm_yim (lxiy;2 Hal(-y)  @4267)

Usando a igualdade 4.268 as funges fixas das arestas r4, 75, r6 e 77 podem ser escritas
comno nas proximas equagdes.

TYz zy

= —2y + e (4.268)
1 1-z Yo 1 1
Yo = Jle—sy—zz—yr+ 2+ ) f(Ge+ sy + 2) (4.269)
. 1 1
Yes = letoy+or—yz -2 Z"’f’z)fn(—%:c +5y+7) (4.270)
1 T 1 1
e = qE= eyt ety -2+ ) (—so - Sy +2) “.271)
1 11
Uy = Jletay—zrdyz—2" - ;?Z)fn(iw —5v+2) (@.272)
no= 0,1,..p—2 (4273)
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» Funcdes de face

A pirimide tem 5 faces, face f0 & face f4. As fun¢Bes da face quadrilateral F'0 estdo

presentes a partir da ordem p > 2. As das outras faces a partir de p > 3. Usando as relagoes

dadas em 4.274 as fungdes fixas de face podem ser escritas da seguinte maneira.

22z \ 22y atyz %y 22y
- . _ 4,
=2 TYTTZ A2 1-z (-2 *274)
1 2y2
wfo = 16 (1 — 27— 33 -1 +Z - (1 — z)2> ES fnl(a:)fng(y)
0<nt+n2<p—-2 (4.275)
1 2 2
P = 16(2u2mym2yz~—~22 —tz Loy QY24 _‘_1:6:9;
2?2 x2y? 1 1
) e o= gy ge v t?) @219
1 2 2,2
Ypg = 16(2: + 22— 2% + W + oz~ i — 2:cz2—é-z3—12—$y-; 13: yz
x2y? 1
- fm( Ty— gz —)fng(—:c +2) 4.277)
1 2wty ozt
Vg = 16(z+2yz—2z + 22ty — x2z+y2z~—~2y22+z3—1wz T
z 1 1 1
G _"_yz)g) * fra(~z + YT ET —Q‘)fng(—y + z) (4.278)
1 2 2
VYry = 16(z—2::;zm22 — 2z 4z’z 4 2x2? y2z+z3+1$y
xey? x%y? 1 1 1
+1 - Az z)z) * fm(—é-:r Y= gET -é)fng(x +z) (4.279)
0 < nl4+n2lp—3 (4.280)

» Funcdes de volume

As fungSes associadas ao interior do elemento estfio presentes a partir da piramide de

ordem p > 3. Esta fungdo fixa contém dois termos racionais que jé existemn nas fungdes de face.

’ 1 2242 2202
v, = 16(2{—22 —z’z— yz—%—z—i—lf’ - i )

z (1—2z)?
# fr1 (22 = 1) fr2(2y — 1) faz(2)
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0 < nl+n2+n3<p-3 (4.282)

4.12.2 Numero de funcies de forma da pirimide de ordem p

A pirémide de ordem 1 € constituida pelas 5 fungdes de canto. Pela expressio 4.263 esta
ordem contém um conjunto corpleto Py de polindmios de primeiro grau. O prisma de ordem
2 ¢ formado pelas 5 fungGes de canto mais uma fungéo por aresta (8 arestas) e uma funcfo
para a face [0, 0 que da um total de 14 func¢Ses de forma, que € o mesmo ntmero de termos
LI presentes no conjunto de fungSes base para esta ordem, como pode ser verificado olhando
os termos das fungBes fixas. Dado que a pirdmide de ordem ptem 5 cantos, 8 arestas, 1 face
quadrilateral, 4 faces triangulares e volume, a quantidade de fungdes associadas a cada um destes

lados na pirdmide de ordem p é dado por.

1 funcéic por canto

(p — 1) fungBes por aresta

KL;E funcgdes na face F0
p=2)(p=1) para cada face triangular

2
—3 (4+1¥i4-2 N .
P 0 para o interior

¥y vYyvyYVvYYy

Somando as parciais, a quantidade total de tun¢Bes de forma da pirdmide de ordem p é

dada por.

p=Dp  (p-2D-1) L2(E+1)G+2)
2= Ty e L)

B 3 5, R(+1)(E+2)

= 1~+»2p+2p -r; 5
ya .

_ Z(%+1)2(Z+2)—}-p2 (4.283)
1==(}

A seguir mostra-se que a pirdmide de ordem p contém exatamente um conjunto completo

de termos do polinémio de grau p, mais wn conjunto de p? termos racionais LI o que é verificado
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pela expressdo 4.283.

4.12.3 Elemento pirimide é completo

A fim de demonstrar que a base polinomial da pir&mide € completa devem-se provar as
seguintes afirmagdes:

» O namero de termos distintos presentes nas fungdes de forma do elemento de ordem p, €
igual a expressdo 4.283.

» Todos os termos do polindmio de grau p em 3 varidveis estdo presentes entre estes termos
distintos.

A expressdo termos distintos guer dizer que eles formam um conjunto L/. Dado que
as funcbes de forma sdo LI a primeira condi¢io implica que o espago de interpolagdo Vi,
gerado pelas fungdes base deste elemento € o mesmo que o gerado pelos termos distintos nelas
presentes. A segunda condig@io significa que o conjunto V4, contém o espago de polindmios
de grau p, e que qualquer polindmio de grau p pode ser aproximado pelas fungdes de forma da

pirdmide de ordem p.

I) Contagem do nimero de termos distintos

Separam-se todos os termos em dois conjuntos. O primeiro conjunto € o dos termos poli-
nomiais. O segundo conjunto é o dos termos racionais, especificamente aqueles com denomi-
nador (1~ z) ou (1—-2)*. A primeira tarefa consistira em identificar todos os termos polinomiais

distintos (termos n#o racionais). A segunda tarefa sera identificar todos os termos racionais L.

II) Termos polinomiais sem denominador

Como interessa identificar a presenca dos termos distintos basta considera-los como somas

positivas de termos simples, sem coeficientes numéricos. Assim por exemplo, a presenga dos
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termos polinomiais da fungfo fixa da aresta r0 pode ser explicitada por

Q+y+z+yz+2°+y+ 2% (4.284)

Os polindmios obtidos da aplicagfo das funcdes f,, sobre os par@imetros variacionais po-

dem ser simplificados como a seguir. A funcio fixa da aresta 70 & multiplicada por

falz) :n=10,1,2,...,p~2 (4.285)
onde 7 identifica o grau do polindmio f,(z). Isto quer dizer que os termos da fungdo fixa
da aresta r0 serdo multiplicados por coeficientes numéricos e pelos termos simples mostrados

abaixo:
Lz z, 2% . P2 (4.286)
Para explicitar a presenca destes termos basta entio multiplicar esta fungfo fixa por:
(1+x)P? (4.287)

que ja contém embutido todos os termos da expressio 4.286 e 4.285. Assim diz-se que a ex-
pressdo 4.285 € substituivel («+) pela expressio 4.287 j4 que para o objetivo a ser atingido
ambas expressOes sdo equivalentes. Ambas contém os mesmos termos polinomiais distintos.
Assim, observando-se as funges de forma de aresta, face e interior, as seguintes expressdes s30
equivalentes.
{faldz) :in=0,1,2,.,p— 2} « (14z)P? (4.288)
{falty) :n=01,2,..,p~2} « (14+y)¥? (4.289)
1 1
{fn(iéw:ci-z-y +z):n=0,1,2,..p— 2} o (l+z4y+z)? (4.290)
{fm(@) fo¥): 0<n4ne<p~2} = (14+z+ y)F? (4.291)
{fralkoz + Ery + kyz + k) frop(e+2)} < (I+z+y+z)P°
0<ni+ne<p—3 (4.292)
{(fralkoz +hry + kyz + ks) fo(Zy+2)} = (I+z+y+ 2P
0 <+ ny<p—3 (4.293)
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{fr1(22=1) f0(2y—1) fos(2): 0 <yt ng+ < p—3t o T+z+y+ z)pmg (4.294)

onde k0, k1, k2, k3 sio constantes numéricas nfio nulas. Partindo das func¢Ges fixas e das
expressoes 4.288 a 4.294, os grupos mostrados na tabela 4.39 apresentam todos os termos poli-

nomiais aportados pelas bases do elemento de ordem p.

Verifica-se que todos os termos da tabela 4.39 estdo presentes no conjunto de bases da
pirdmide de ordem p. Assim como verifica-se que todos os termos polinomiais do conjunto de
funcdes de forma estdo presentes nos grupos da tabela 4.39. Logo ambos conjuntos geram o

mesmo espaco de fungGes,

Grupos lados termos polinomiais aportados
I clacd l+z+y+z
il 70,72 (ldy+z+yz+ot+y°+2°)(1+z)F°
11 rl, 73 (L+z+z+az+z+y° +20(L+y)P*
v r4d,75,r8,77 (zrayF+rztyz+z2)(l+o+y+2)F*
v FO (I+z+z° +y?+2°) (L +y)P°
VI FLF2. F3,F4 | (z+ze+yst 22 +a2y +ay- 4+ 22z +x22 +yz+yr-+ 2 )1+x+y+2)P7°
VII interior (2 2% fx2z + 2+ 25) (1L + T +y + 2)P~>

Tabela 4.39: Termos polinomiais aportados pelas bases da pirdmide de ordem p

Nenhum dos termos da tabela 4.39 é de grau maior do que p. Do grupo II seguem-se os

fermaos.
1, z, 2%, .., o (4.295)
Do grupo III se seguem 08 termos:
Y v (4.296)
Do grupo IV seguem-se 0§ termos:
z, 22, .., 2F (4.297)

Do grupo IV seguem-se ainda 0s termos:
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oyt abe R i<k I<p-1:2<k+1l<p (4.298)
Do grupo VI se segue:
Y™ 3<k+l+m<p, 1<k Im<p~-2 (4.299)

Das expressBes 4.295, 4.296, 4.297, 4.298, 4.299 conclui-se que os grupos da tabela 4.39
possuem umm conjunto completo de polindmios de grau p. Do fato que nenhum termo da tabela
4.39 € de grau maior do que p e que esta tabela inclui todos os termos do polindmio de grau p
entdo todos os termos polinomiais presentes nas fun¢des de forma deste elemento é exatamente o
conjunto de termos polinomiais de grau menor ou igual ap em z, y e z. Para p = 1, 2 verifica-se
por inspegéo direta nas funges fixas de base do elemento que estas ordens possuem nada mais
que os termos dos polindmios de grau 1 e 2 respectivamente. A soma total de termos distintos

do polindmio de grau p € dada por:

i(wl)(wz)

5 (4.300)

i=f)

Isto completa uma parte da primeira hipétese.

III) Termos racionais

A seguir distinguimos todos os termos racionais L] presentes no grupo de bases da piramide

ordem p. Os grupos da tabela 4.40 mostram os termos racionais presentes nas bases da piramide

de ordem p.
Grupos termos racionais Tados

I 1_:125 cantos
2 2 2

1 ((Iz—z} + (f—z}2) (1 + “"3)?—2 10, r2
32 ]

m ((izwz} + (12_2)2) (1 + y}p—z rl, r3

v (l:f»z)(i _}-3+y+z)19—2 r4, 15, 16, t7

v (fizyz(l +z4y)72 FO

V1 ((fii) + (1531} + d‘i’i) + (iiﬁz) (1+z+y+2)7"2% | F1, F2, F3, F4 e interior

Tabela 4.40: Termos racionais da piramide de ordem p
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O segundo termo fixo de IT e III estdo em V. Logo, dos grupos I, II e III sobram os termos

mostrados a seguir:
zy =y oy

(1—2z) (1—2) (1-2)

Os parcelas provenientes dos dois primeiros termos fixos do grupo VI estfo contidos no

2<k<p (4.301)

grupo I'V.
Grupos termos racionais
A 2 gff“ju:) ‘2sksp
B s (l+z+y+2)P*
C A (1 4z +y)P?
D ((—m%+(—§;§7)(1+$+y+z)9‘3

Tabela 4.41: Termos racionais : grupos simplificados

O novos grupos reduzidos sfo dados na tabela 4.41.

Neste caso as seguintes equivaléncias sao validas:

(1+z+y)? « 2 0<k+1<p-2,0<kI<p—2 (4.302)
(l+z+y+2)f? < zyle™ 0 <k+l+m<p—2,0<k.Im<p—2(4303)

(l+z+y+2f? — Y™ 0<k+i+m<p—3,0<kl,m< p—3(4304)

O grupo C € equivalente as expresstes 4.305 e 4.306.

$k+2 yl+2

Ao @ Osk+lsp—2,0skisp-2 (4.305)
kol

ﬁ%%ﬁ 4<k+l<p+2,2<kisp (4.306)

Do grupo D podem ser extraidas as expressdes 4.307 e 4.308, dado que a expressio (1 +

7 + 1y + 2)P~3 contém os termos da polindmio (1 + x + y)P~2.

$k+2yl+2

=22 0<k+1<p—-3,0<Fki<p-3 (4.307)
&
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Py’
(1-2)

4<k+I<p+1,2<ki<p—-1 (4.308)

Comparando as expressdes 4.306 e 4.308 do grupo C somente sobram os termos:

.L'ky'!

k4l = 2.2<k 1< 4.3
TSE + PtTa, 25K, p (4.309)
j4 que os restantes terrmos estfo contidos no grupo D. O grupo B € escrito como a seguir:
gt ym
Ta-7 0<k+l+m<p-2,0<kim<p-—2 (4.310)
m.’cyézm
=7 28 k+l4+m<Lp, 1<ki<p—-1,0<m<p~2 (4311)

Parammn =p—2,p—3,..,2,1 da expressfo 4.311 segue-se:

mkyizmwl wky‘!zm L .
- = AR A - AN 4312
-z (—a _ =¥s %k (4312)
:I:kylzm :Dkylz'm—l - 1
- _ gyl Yk 4.
- TEr R 4313)

Dado que k+I+m—1 < p, 0o mondmio da equagéo 4.312 existe dentro do grupo de termos
polinomiais da pirdmide de ordem p. Os 3 termos racionais da equagfio 4.312 séo linearmente
dependentes e ndo podem coexistir dentro da mesma base. Eliminamos sucessivamente o termo
racional da esquerda da equacdo 4.313. O termo racional que restou do grupo B, expressio

4.311, corresponde a m = 0
k)t

2<k+I<p, 1<k I<p-1 4314
i-z °° TiLSp,lskRISD ( )
Da mesma forma do grupo D tem-se
E+2, 142.,m k42, 142 m
T Y 2 T Y 2 0<k+l4m<p-3,0<kim<p-3 4.315)
0-2 ' (-2

mix:yéz,'m. xkylzm
1-2) (I=2p 4<k+I<p+1,2<kI<p-1,0<m<p—-3 (4.316)

Destas 1ltimas expressOes e fazendo uso de expressdes andlogas a 4.312 ,4.313 e utilizando
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O eSO argumento anterior, restam do grupo D,

:Ckyé

=7 4<k+1<p+1,25kil<p-—1 4.317)
:Ckyi

a=z 4<k+1<p+1,2<k1<p-1 (4.318)

Observa-se que 0 que restou do grupo B, express3o 4.314, estd contido no grupo A e 0
que restou do grupo D, express@o 4.317. Assim o grupo B foi eliminado. Contabilizando o que

sobrou dos grupos da tabela 4.41, monta-se a tabela 4.42.

Grupos termos racionais ndmero de termos
) A
1 (1?;} : (f“z} ) (fﬁz) 22 k=p 2p—-1)+1
LAtS
H o k+l=p+2,2<ki1IZp p—1
M| &%, Ay 4<k+i<p+1,2<ki<p-1]| (@-DE-2

Tabela 4.42: Contagem dos termos remanescentes

A quantidade de termos € dado pela soma das parciais da tabela 4.42. Isto d4 um total de:

2p—1)+(-1)+ (" —3p+2)=p

Pares (k,1) conjunto de pares mimero de termos
pares 1 (e ):4<k+i<p+1,2<ki<p~1 - 1jip-2)
pares 2 (k,1):0<k+1<p,0<kl<p LprE
pares 3 (£,D):[{k=0,1)v({i=0,D}]A0< k+1<p) 4p
pares 4 (k1) k+l=p+1,0<k1l<p Fd

(4.319)

Tabela 4.43: Pares de inteiros expoentes de termos polinomiais

Para entender a contagemn dos termos do grupo III separem-se estes em trés partes. Na
tabela 4.43, pares 1 é separado em trés partes exclusivas pares 2, pares 3 e pares 4. Os termos
do polindmio de grau p, isto € pares 2, menos os termos onde k£ = 0,1 ou ! = 0, 1, pares 3, mas

os termos onde k + [ = p -+ 1, pares 4. O resultado € o numero de termos de pares 1.

IV) Nimero total de termos distintos para ordem p da piramide

A contagem total de termos distintos ou LI aportados pelas fun¢bes de forma da piramide
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de ordem p € dada pelo nimero de termos polinomiais distintos, equacgo 4.300 mais o ntmero
de termos racionais L/, equacdio 4.319, isto conduz a um total de termos conforme a eXpressio

abaixo:

P . .
Z (3 -+ 1)(2 e 2) i p2 (4‘320}

i=0 2

Esta quantidade de termos € exatamente igual ao niimero de funcSes de forma deste
elemento, equagfo 4.283. No item anterior provou-se que o espago interpolante deste elemen-
to contém o espago de polindmios de grau p e portanto o conjunto de bases deste elemento pode

combinar-se para representar qualquer polindmio de grau p. O qual completa a prova.

4.13 Parimetros variacionais e continuidade das funcées de forma entre Iados vizinhos

A seguir faz-se um estudo comparativo dos pardmetros variacionais dos diferentes ele-
mentos e as suas propriedades, que fazem com que as fungdes de base associadas aos lados dos

elementos sejam compativeis, quando os lados sdo vizinhos.

4.13.1 Continuidade e ordem de interpolaciio do elemento hierirquico

A construgdo das fungSes base W; do espago de elementos finitos V;, de polindmios por
partes, pode ser pensada ao nivel de lado do elemento, equagdo 4.321. Quando dois ou mais
elementos sd0 vizinhos por um lado L, estes elementos devem designar a mesma ordem para
esse lado comum. Desta forma, estes elementos tem 0 mesmo namero n de funcbes de forma
associadas neste lado L. Isto € possivel dado que a independéncia linear das bases dos elementos
¢ valida para qualquer ordem p. Ainda, em wma matha deformada o espago de interpolacgo
associado a cada aresta de um elemento de ordem p é o espago de polindrnios de grau p. Para
uma face triangular o espaco de interpolag8io associado a face € o espago de polinémios de grau
p. Para uma face quadrilateral o espago de interpolagfo associado corresponde ao espago de
polindmios de grau p em cada varidvel. Assim, para cada base 1} de um elemento E; existe

uma base ¢, do mesmo grau, para o elemento vizinho F,. B assim estas bases (4}, y?) estio
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associadas. Elas correspondem as restri¢des de uma base U; de Vj, sobre o elemento ao qual
pertencern, conforme equagdo 4.322. Assim, se as restrig0es destas bases sobre o lado comum

I, sio idénticas, entdo a base ¥; é continua sobre o lado I dos elementos vizinhos que contém

este lado.
Vie = <V, 9y, %, Uy > (4.321)
U/Er = o) , Uy/Ey =} (4.322)
/L = $i/L (4.323)

O elemento hierdrquico tem a vantagem de poder alterar o grau dos polindmios associados
aos lados independentemente. Isto por causa das propriedades das suas bases, veja a se¢o 6.6.
A alteragdo da ordem de um lado L do elemento hierdrquico nio afeta a ordem sobre 0s outros
lados deste elemento. Assim para o lado L de um elemento de ordem p pode ser designada a
ordem p + k, k > 0. A ordem sobre um lado pode também diminuir, mas ndo € uma vantagem

j4 que isto vai em detrimento das propriedades de interpolagéo do elemento todo.

E claro que para preservar a compatibilizagfio com um vizinho que contenha o lado L, este
vizinho também tém designada a ordem p+ k neste lado. Assitn ambos elementos tem o mesmo

namero de fun¢Ses de forma de graus g < p + k associadas ao lado L.

Tudo isto traz como conseqiiéncia, a possibilidade de construir malhas de elementos com

diferentes ordens de interpolagfio, bastando equilibrar a ordem entre lados compartilhados.

A finalidade da introdugdo dos parfmetros variacionais € obter continuidade entre fungSes
bases de elementos vizinhos, isto €, entre as bases associadas a lados comuns. De tal for-
ma que o parimetro variacional depende ou € definido, de acordo com geometria do lado e
n&o da geometria do elemento. Isto permite a construgfio de espagos de funges continuas
polinomiais por partes com qualquer combinacio dos elementos aqui trabalhados. Pode-se
terem malhas que contenham ao mesmo tempo elementos de linha com triéngulos, quadrilateros,

hexaedros, tetraedros, pirdmides e prismas, ou qualquer combinagfio destes. Assim uma
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piramide pode ter um quadrildtero e um hexaedro como vizinhos pela face quadrilateral e um
tridngulo ou tetraedro conectado a uma das faces triangulares. Da mesma forma uma aresta qual-
quer pode ter como vizinho um elemento de linha. E apesar disso, e por causa dos parimetros

variacionais pode-se demonstrar que:
Vip(92) € C°() (4.324)

4.13.2 Continuidade entre bases hierdrquicas vizinhas

Somente a introdugio dos parmetros variacionais néio € suficiente para garantir a con-
tinuidade entre as bases de lados vizinhos. Para completar a compatibilizagiio de funges de
forma de elementos vizinhos associadas a um lado comum se faz uso dos espagos paramétricos
e “transformagOes paramétricas”. A cada lado de um elemento, associam-se fungdes de forma,
e cada fun¢@o base € associada com um tinico lado de um elemento. As bases do elemento nio
nulas num de seus lados s&o as bases associadas aquele lado mais as bases associadas aos can-
tos desse lado, todas as outras bases do elemento s@o nulas nesse lado. Cada lado identifica-se
de forma Gnica com um espago paramétrico da mesma dimensio do lado. Independentemente
da dimens&o do elemento, as {inicas funcdes de forma de canto séo fungBes polinomiais de grau
1 sobre a aresta que contem o canto. Logo, as funcdes de arestas obtém-se a partir do produto
das fungOes de canto, vezes uma fun¢do da seqiiéncia, avaliada num pardmetro variacional.
Este procedimento aplica-se as fungGes de aresta dos elementos linear, triangular, quadrila-
teral, tetraédrico, hexaédrico, piramidal e prismético definidas neste trabalho. Assimn o espago
de interpolagdo associado a aresta de um elemento qualquer de ordem p é sempre o espago de
polindmios de grau p. Este espaco € gerado considerando as bases de aresta mais as duas bases
de canto dessa aresta. Por defini¢8o um parametro variacional C(£), C{¢,n) ou C(€,7, () é uma

combinag¢do linear das varidveis do espago paramétrico do elemento.

A constru¢8o das fungbes de forma de face destes elementos € também feita de uma
maneira sistematica. Para faces quadrilaterais, as fungdes de forma de face sio montadas toman-

do o produto de duas fungBes de cantos opostos dessa face, vezes duas funcSes
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fns avaliadas em par@imetros variacionais, onde nl e n2 variam de 0 até p — 2 individualmente.
Assim, dentro da malha o espaco de interpolagfio associado a uma face quadrilateral qualquer
sempre é o espaco de polindmios de grau p em cada varidvel considerando também as bases de
canto dessa face. Para faces triangulares as fun¢@es de face sdo construidas tomando o produ-
to das trés funcGes lineares dos cantos dessa face, vezes duas fun¢Ges, cada uma avaliada num
parfimetro variacional, onde neste caso a soma nl + n2 varia de 0 até p — 3. Isso porque o es-
paco de interpolagfo associado a uma face triangular € sempre o espago de polindimios de grau
p, considerando também as bases de canto da face. O espago associado a estas faces independe

do elemento ao qual essa face pertenga.

Os pardmetros variacionais s&o determinados satisfazendo-se certas condigdes de simetria
impostas sobre a face do elemento, de tal forma que os parfmetros variacionais associados a
qualquer aresta ou face satisfarfio sobre a face vizinha condi¢Bes andlogas, seja esta face perten-
cente a um elemento bi ou tridimensional. Cada elemento vizinho contendo esta face comum
tem e geral uma orientacdo diferente. Esta orientacfio € determinada pela forma como s
identificados os cantos do elemento ao seu elemento de referéncia por meio da transformacio
que mapea o elemento de referéncia no elemento deformado. Portanto a face comum tem tam-
bém uma orientagfo distinta para cada elemento vizinho que a contenha, e da mesma maneira
para as arestas. Para compatibilizar esta orientag3o usam-se 08 espagos parameétricos e as trans-
formagdes paramétricas referidas. Assim, para que os pardmetros variacionais de cada elemento
vizinho satisfagam estas condi¢Ges de maneira idéntica sobre a face comum, sera preciso iden-
tificar a face comum dos elementos com um fnico espaco paramétrico. Isto pode ser feito
utilizando os td's globais dos nés do lado comum. Para uma aresta, identifique-se o menor id
global da aresta com o canto -1 do espaco paramétrico linear, e o outro né com o canto +1. Desta
forma para qualquer elemento que contentha esta aresta, o parfimetro variacional associado va-
riard na mesma dire¢io € tomard os mesmos valores. Para wma face, as duas dire¢Ges asso-
ciadas ao espago paramétrico da face, detenminam-se a partir da numeragéio global dos id's dos
n6s desta face e de maneira dnica. Pode-se considerar o canto c0 de menor id global da face € os

dois cantos ¢1< ¢2 conectados com ele por arestas, entfio, tome-se o primetro eixo & na diregio
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do canto c0 para o canto ¢l e o segundo eixo 7 na diregiio do canto c0 para o canto ¢2. En-
tdo, para qualquer elemento conectado com esta face os dois parametros associados variardo nas
mesmas dire¢Ses e tomardo os mesmos valores. Desta forma esta compatibilizaco resulta na

continuidade das fun¢Ges de forma do mesmo grau de lados vizinhos de dois ou mais elementos.

Para verificar, que desta forma pode-se compatibilizar funces bases de elementos vi-
zinhos, faz-se uma comparaggo direta dos pardmetros variacionais para os diferentes lados de
elementos uni, bi e tridimensionais.

I) Parimetros variacionais de aresta

» Aresta unidimensional

Para o elemento unidimensional, o parimetro variacional de aresta é a prépria varidvel do

elemento linear, conforme € declarado na equagio 4.325 e ilustrado na figura 4.19.

0 g =+

O 4 —
—

Figura 4.19: Parmetro variacional do elemento linear

Os pardmetros variacionais de aresta de um elemento qualquer variam sempre linearmente
entre -1 e +1, de um extremo ao outro da aresta, do canto local 0 para o canto local 1. Os

pardmetros variacionais se anulam no meio da aresta.

C)=¢ _ (4.325)

» Arestas de faces quadrilaterais

Para as arestas do quadrilatero, o pardmetro variacional de aresta € igual a varjavel do eixo
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paralelo a aquela aresta, tabela 4.44, figura 4.20. Ele varia de -1 a +1 de um extremo ao outro
da face do quadrilatero. Para as arestas do hexaedro, o par@metro variacional corresponde a

varidvel do eixo paralelo & aresta, segundo ilustrado na tabela 4.45, e figura 4.21.

| /—-—T} =+l , 7 E_‘ =0
3 /—"ﬂ = 0 % = -1 £ /'j g =41
£ ~ rd
rl >
e 0
Cen=1 CEny=¢%

Figura 4.20: Pardmetros variacionais de aresta : quadrilitero

Para as arestas 11, 1j, rk e 1l paralelas ao eixo y o parametro variacional € x, equagio 4.326.
As faces que contém estas arestas satisfazem as mesmas condigdes que a face do quadrilatero,

conforme pode ser acompanhado pelas figuras 4.20 e 4.21.

aresta— | rl 2 r3
£

par. var. C(€,77) n | —£ | —n

Tabela 4.44: Pardmetros variacionais de aresta : quadrilatero

O pardmetro varia linearmente de -1 a +1, de um extremo ac outro da face. Estas s&o as

faces frontal, posterior, inferior e superior.

A face quadrilateral da pirmide, no plano £7, coincide com o elemento quadrilitero de
referéncia e os parimetros variacionais de aresta sfo compativeis, tabelas 4.44 e 4.46. O sinal

negativo € corrigido aplicando a transformagdo 7" = —1, veja subsegdo 6.8.1 € se¢fo 6.9.

Isto mostra que os pardmetros variacionais de aresta satisfazem as mesmas condigbes so-

bre as faces que contém estas arestas.

Para as arestas 13, r4 e 15 do prisma o par@metro € ¢, e no plano que contém a face
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aresta—»

10, r8

r2, 110

rl, r9

r3, r1l

4,13, v8, r7

ClnQ=x=1 ¢

-§

n

—n

¢

Tabela 4.45; Parametros variacionais das arestas do cubo

=0
k| |
PV S
, /i
) o / W Ij ¥

£

CEnLy =1

Figura 4.21: Par@metro variacional de aresta : cubo

triangular inferior ele vale -1. Vale 0 no plano &7 € +1 no plano que contém a face triangular

superior. Esta condi¢@o € equivalente ao par@metro 7 da face do quadrilatero, figura 4.20.

Tabela 4.46: Parimetros variacionais de aresta: pirimide

face quadrilateral da pirdmide

arestas

r0 { ri r2

3

CE.nQ =

£

ni-=£

-

Para as arestas destas faces tem-se sempre

» Arestas de faces triangulares

(4.327)

As duas retas, equagdes 4.329, 4.330 sfio paralelas. Elas sfio perpendiculares ao vetor

(a,b). O valor que o parametro variacional C(¢,7), equacdo 4.328, assume num ponto da reta

4.330 ¢ K — L. De fato para qualquer ponto da reta 4.330, af + by = — L. Usamos este fato

para analisar o comportamento dos parametros de aresta.

Cn

) =

af +bn+ K =

al +bn -+ K

0

(4.328)

(4.329)



a+bm+L = 0 (4.330)

CE,m=0
CEm =+
_
L 2 B
CEp= -l

Figura 4.22: Parfmetros variacionais de aresta: tringulo

Para o elemento triangular, os par@metros variacionais dados na tabela 4.47 satisfazem as
condi¢tes declaradas na figura 4.22. As trés linhas retas 11, 12, 13 séo paralelas como pode-se
apreciar na tabela 4.47. Em qualquer ponto da reta intermediaria 12, o par&metro € nulo. Em
qualquer ponto da reta [1 o parmetro assume o valor -1 e em qualquer ponto da reta 13 o valor
+1, tabela 4.47. Assim o pardmetro C(¢,n) varia linearmente de -1 a +1 desde a reta 11 para
a reta 13, passando por zero sobre a reta 12. Por exemplo, para a aresta 0 na tabela 4.47, a

reta [1 € definida pela equagio 77+2€ = 0, substituindo este valor em C(&,n,{) = 1+2§-1 segue-se

valor do pardmetro varacicnal em cada ponte da reta 1i
aresta O(E,T],C) -1 0 +i
10 n+26-1 | 2l =0 | 1zpsebia=0 13:7)+26-2=0
rl n-§ W A-§ o Lamt 12:77-£=0 13:7-£-1=0
) 1-§-277 11:2-£-27=0 | 12:1-£-27=20 13:-£.277=0

Tabela 4.47: ParAmetros variacionais de arestas: trifingulo

Caso a fung#o da seqiiéncia seja simétrica entre -1 e 1, esta simetria € acrescentada sobre a
face do tridngulo para cada fung#o de aresta, como acontece com 0s polinémios de Chebyshev,

veja as figuras 4.3, 4.6 € 4.7.
Clé,n,¢) = af+bp+cC+K (4.331)

al+m+cC+K = 0 (4.332)

aé +bn+cC+ L

i

0 (4.333)
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Os dois planos, equagdes 4.332, 4.333 sio paralelos. Eles sdo ortogonais ao vetor (a,b,c).
O valor que o parémetro variacional C(€,7,¢) assume em qualquer ponto do plano 4.333 €
K — L. De fato para qualquer ponto do plano 4.333, a¢ + by + ¢ = — L. Usamos este fato para

analisar o comportamento dos pardmetros de aresta de elementos tridimensionais.

CEMLI=0C

Figura 4.23: Parmetros variacionais de aresta : tetraedro

Na tabela 4.48 resumem-se os parimetros variacionais associados as arestas das faces
triangulares do tetraedro mestre. Os trés planos pl, p2, p3 da tabela 4.48, representados na
figura 4.23, sfo paralelos.

valor do pardmetro varacional em cada ponto do planc pi

aresta | C(£,77,(). .1 o +1
0 21+ | pre2fan+(=0 | p2:26 - (-1=0 | pa:afm+-2=0
rl ’i’}-f pl:??-(ﬁ-i—l:ﬂ p2:’f]-£=0 p3:’r]-g-}.=@

12 1000 | pli2.feen-Ce0 | p2:1.£.27-(a0 p3:-£-217-(=0
r3 £+ma2Ce1 | p1€ans2(=0 | p2:f4n+2(-1=0 | p3:Lrn+2(- 20
r4 ¢-& pi:c-f-b-l:(l p2:§—£=0 p3:§-§-1==0
3 ¢-n pLiC-1)+1=0 p2:4-7=0 p3:{-1]-1=0

Tabela 4.48: Pardmetros variacionais de aresta : tetraedro

O parémetro variacional € nulo em qualquer ponto do plano p2 que passa pelo ponto médio
da aresta ri e 0s dois cantos opostos. O parfimetro variacional vale -1 em qualquer ponto do plano
p1 que corta ao elemento no canto esquerdo da aresta ri. O par&metro vale +1 em qualquer ponto

do plano p3 que passa pelo canto direito da arestari, figura 4.23 e tabela 4.48, Assim o parfimetro
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C(&,n, ¢) varia linearmente de -1 para +1 do plano pl para o plano p3, passando por zero sobre
o plano p2. Como pode ser observado para as faces contendo a aresta i, as condiges satisfeitas

sdo idénticas que aquelas satisfeitas pelos par@metros de aresta do tridngulo, figura 4.22.

valor do parametro variacional em cada ponto dos planos pl,p2,p3
aresta | C({£,1,() -1 0 1
4 | 2E+inel | prifein+Cei=0 | p2zf+inr(=0 | pdgf+pma(is=0
5| 3645050 | pretEagne(ai=0 | p2egbagn(a0 | p3egsdn-(1=0
6| 2EanC | ptogfanalen=0 | p2ezfana(=0 | p-5&3n+(1=0
7 162nel | prifon+Cats=o | p2z&ini(=0 | paz&sn+(a=0

Tabela 4.49: ParAmetros variacionais de aresta : pirdmide

Os pardmetros variacionais das arestas de faces triangulares da piramide satisfazem condi-

cdies andlogas aos parametros de arestas do tridngulo e do tetraedro.

valor do pardmetro em cada ponto dos planos pl,p2,p3
aresta C(f,’l’],(;) -1 0 +1
10,16 2471 pl:2f4m=0 | p2:2{+1-1=0 p3:28-+7-2=0
17 7€ pl-£+1=0 p2-£=0 p3:-£-1=0
218 -E-an+1 pi-&2n=0 | p2:-£-21+1=0 p3-£-214+2=0

Tabela 4.50: Arestas de faces triangulares : pristna

O parametro vale -1 no plano pl paralelo a p2 e que passa pelo canto esquerdo da aresta,
vale 0 no plano que corta a aresta no ponto médio e os dois cantos opostos, figura 4.24, ¢ vale

+1 no plano p3 paralelo a p2 e que corta o canto direito da aresta.

O canto direito da aresta € o canto local 0 e o canto esquerdo o canto local 1. As duas faces
que contém esta aresta satisfazem condigGes andlogas aquelas do trifingulo e portanto também

as do tetraedro.

Os parimetros das arestas das faces triangulares do prisma satisfazem sobre as faces que
emanam da aresta condicSes andlogas, seja esta face umn trifingulo ou quadrilatero, tabela 4.50 e

figura 4.25.
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L=+ N\
.

Figura 4.24: Parimetros das arestas de faces triangulares : pirimide

cnli=o

elEmg)e=-1

Figura 4.25: Parfmetros de aresta : prisma
II) Parametros variacionais de face

A continuidade da fung#o de forma de face s6 depende dos valores que esta fungfio assume
sobre a face associada, dado que ela € o produto de um fungfio bolha sobre esta face e duas

funcGes ortogonais, isto €, ela € nula sobre as arestas desta face. Ela € nula nas demais faces.

» Faces quadrilaterais

Os parametros variacionais das faces do quadrilétero, hexaedro e faces quadrilaterais da
piramide e prisma s&o dois ¢ correspondem as varidveis do plano paralelo & face do elemento.
Eles correspondern aos pardmetros variacionais de duas arestas ortogonais dessas faces. Portanto

a compatibilizacdo € obvia, tabela 4.51.

J4 para as faces do prisma o primeiro pardmetro varia horizontalmente de -1 a +1 da aresta

vertical esquerda para a aresta vertical direita. O segundo varia verticalmente da aresta inferior
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par. var. 1: Ol(g,’?'},g) I par. var. 2 : C2(€:Th {)
face quadrildtero
FO £ | 7
face hexaedro
FO £ 7
Fi £ S
F2 7 ¢
F3 £ 4
Fd n g
5 £ i
face pirimide
7O £ 7
face prisma
F1 2£.1 ¢
Fe2 n-€ ¢
F3 2n-1 g

Tebela 4.51: Pardmetros variacionais de faces quadrilaterais

para a superior de -1 a +1 respectivamnente.

» Faces triangulares

Para faces triangulares os pardmetros sdo dois e séo dados na tabela 4.52. Para o trifngulo
os parémetros estdo representados na figura 4.26. Os valores dos parmetros sdo constantes

sobre os hiperplanos 11, 12 € 13. Os par&metros variam linearmente sobre qualquer reta que corte

as 3 linhas 11, 12, 13.

n 2 13 B +1

12— 0 — Gl 4

11— -1
-1 E) +1 2
N -ivxl

Cix,, X0

Figura 4.26: Condices dos parfmetros de face

Para as faces FO, F1, F2 do tetraedro cada parémetro ¢ uma combinacdo limear de uma

das varidveis do plano (1, X} que contém a face, tabela 4.52. A situacfo sobre estas faces €
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tridgngulo
fﬂ-Cﬁ Cl{&:n: C) 02(57777()
FO 2£-1 2n-1
tetraedro
fCI,CE Cl(‘ET]JC) CZ(&;”:C)
FQ 2£-1 21-1
F1 2£-1 20-1
F2 | 2643803 | 26504303
F3 211 2¢-1
pirdmide
fCLCﬁ Cl(fﬂ?,{:) Cz(é-:lrl)lg)
F1 | &ans(s 7+
F2 1 Tenics E4¢
F3 | &vinscs -1+¢
Fa | -5é4n-2(-2 £+¢
PTG
face Cl (5' Un g) 02(51 U g)
FO 26 -1 2Zn—1
F4 -1 2n—1

Tabela 4.52: Parfmetros de faces triangulares

representada na figura 4.27. Para a face F3 a situagdo se repete, mas agora os trés hiperplanos

paralelos sdo diagonais, figura 4.27. Para a pirAmide, as condigGes satisfeitas sdo analogas as dos

outros elementos, figura 4.28. Para as faces triangulares do prisma os parimetros s3o idénticos

aos da face do tridingulo, figura 426 com y; = £ e X = 1.

Pl p2, 3 P3
+1 B2
o Pi
-1
-1 o +1 c2‘i§aﬂ:t;)
Ci@ﬁ?s@

Figura 4.27: Parametros da face F3 : tetraedro

I) Pariametro variacional de interior

Para o elemento tridimensional, uma fungdo de interior € multiplicada por trés fungdes
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L C&n0

CEnL)

Figura 4.28: Parimetros variacionais de face: piramide

fr da seqiiéncia. Cada funciio f,, depende de umpa varidvel distinta do espago paramétrico do
elemento. O parfmetro variacional de interior ndo apresenta qualquer problema de continuidade
entre elementos, dado que uma funcéo de forma de interior € nula na fronteira do elemento. Mas
o par@metro variacional de interior € escolhido de tal maneira que ele varia entre -1 e +1 de um

extremo a outro do elemento e em cada dire¢3o dos eixos.

4.13.3 Derivadas das funcdes de forma

Como exerplo tome-se as fungGes de forma de face do tetraedro. Estas bases dependem
de duas fung®es f1 e fo da seqiiéncia que por sua vez dependem dos parfmetros variacionais,
s(£,m,C) e t(&,n, () respectivamente. A derivada de uma funcéio S de face depende da derivada
das fungdes f; e da derivada dos pardmetros s e £. Isto pode ser escrito em forma indexada como

feito a seguir:

S(gn UC) = fi(‘s)fQ(t) , § == 3(5;%91 t == t(fa’ﬁ: C) (4.334)
aS . afl(s) as(gﬂrg) 3f2(§77:o at —

Para a face FO

s = 2-1, t=2—1 (4.336)
88 8fils) as _ 3fa(t)
% T os 2 fa(t) o =hit)2 =5~ (4.337)
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Para a face F1

s = 26—1, t=2—1

85 afi(s) 8S 8f2()
T = e 2R, F=hm222C
E para a face F32
s = %(—2§+4n~—2g—1) : t=%(—2§——277—5—4§-~1)
?ﬁ — Bfl(s)as(é-:n}g)fz(t)_f_fl(s)afﬂl(g:??:g)_é_t__
73 Bs o¢ ot B¢
aS 8f1 (‘9) 38(55’1'], g) 8f2(£:n7 g) at
= = Falt) + () FEGR
on Js on ot an
% . 6f1(3)83(§777*g) an(fn,C) ot
il e o AUR DR e

Para a face F3

s = 2n—1, t=2(—-1

95 _ 8l 95 _ ., 0pt)
B = e 2hW . Fr=h(25Y

Isto conduz ao gradiente do produto f; f, na face fi, ou seja

as
R
_g_%l 0 fi 2 1 lae & %1,

o3

(4.338)

(4.339)

(4.340)

(4.341)

(4.342)

(4.343)

(4.344)

(4.345)

(4.346)

A indexacdo das derivadas |...] ;,dos parAmetros variacionais € dada na matriz 4.347.

0

T L
[ owe Y B S T

YO B OO
E

2 2
3 3 4
L 3 3 3 N

(4.347)

A matriz 4.347 acha-se atualmente definida no programa que implementa as fungGes de

forma do elemento. De maneira similar calcule-se a derivada das funcdes de forma associadas
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aos outros lados do elemento.

No capitulo 6 sfo formalizados todos os conceitos até agora introduzidos. No proximo
capitulo sdo apresentados os padrdes de refinamento para cada um dos elementos até aqui

definidos.

I) Elementos isoparamétricos

Sintetizando, se um elemento E,. tem a propriedade isoparamétrica entfio a transformagio
geométrica 7, cuja imagem € o elemento deformado Ey; = T,(E,), pode ser descrita pelas

fungdes de forma do elemento de referéncia isto €:

T,(&m,¢) = Zci ¥;(€,7,5) (4.348)

onde c; s#o os cantos do elemento deformado e ¢, a base do elemento de referéncia associada

ao n6 correspondente.

Os elementos linha, trifingulo, quadrildtero, tetraedro, prisma e hexaedro tem a propriedade
enunciada na equagfio 4.348. O elemento pirdmide nfo € isoparamétrico, mas si se considera
uma pirdmide deformada com as arestas opostas da face quadrilateral paralelas entfio demonstra-
se que as bases da piramide mestre podem ser utilizadas para obter a transformacio geométrica
do elemento deformado segundo equacgfio 4.348. Para provar esta afirmacfo proceda-se da
seguinte maneira: considere-se 0s cinco cantos Zo(Zo, %o, 2o}, Z1(21,,21), Ta(Te, ¥, 22)s
T3(x3,ys, 23) € Ta(Z4, Ys, 24) de uma pirimide deformada. Se as arestas opostas da face quadri-

lateral sfo paralelas tem-se a seguinte relagao
Ty = T1 -+ T3 = To (4.349)

Utilisando-se a equac@o 4.348, as bases de canto da pirmide definidas nas equacdes 4.258
a 4262 e as relagbes dadas por 4.349 obtem-se a transformacgfo geométrica (transformagéo
linear) que mapea a pirdmide de referéncia na pirfmide deformada definida pelos 5 cantos

Fo, T1, To, T3, € Ty (T4 esta fora do plano que contém Zoy, Ty, Tp € Ts).
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Capitulo 5

Divisdao/Refinamento dos Elementos

Neste capitulo s@o detalhadas questdes relativas ao refinamento h dos elementos. Este
tipo de refinamento € baseado na divisio geométrica dos elementos. Assim, a divisdo do
elemento linear consiste na diviséo geométrica deste elemento em duas partes iguais. Quando
um trifingulo ou um quadrilétero € dividido, sdo obtidos 4 subelementos, chamados de "elemen-
tos filhos”, com exatamente as mesmas propriedades geométricas que o elemento do qual foi
obtido por divisdo, este ltimo denominado de “elemento pai”. O que muda & o tamanho do
elemento, isto €, 0 pardmetro A. A diviso aqui utilizada foi escolhida com o propésito de que o
menor angulo dos subelementos ndo seja menor que o menor angulo do elemento pai. Sabe-se
que a diminui¢&o do menor &ngulo da matha afeta as propriedades de convergéncia da solugdo

tornando-a mais lenta.

O processo de refinamento para se adaptar urma malha implica também na possibilidade de
se agrupar elementos. Uma razdo para se fazer isto estd no fato de que se wm grupo de elementos
adjacentes apresenta um erro bem menor que o erro admissivel, entdo otimizar a malha para ter-
se um custo computacional mais baixo implicara em retirar estes elementos e substitui-los por
um niimero menor de elementos. Uma forma simples de fazer isto é agrupando varios elementos

que foram obtidos por divisfo, retirando-os da malha e substituindo-os pelo elemento pai.

Quando se dividem elementos dentro de uma malha obtém-se uma matha no conforme.

Neste caso para garantir a continuidade do espago de interpolagéo de elementos finitos designa-
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se uma dependéncia entre as bases associadas ao lado pequeno [, de um elemento e as bases
associadas ao lado grande {, do elemento adjacente que contém o lado pequeno, isto €[, C .
Assim, como se verd depois, € preciso fazer associasdes entre os distintos lados do proprio ele-
mento, entre lados dos subelementos e elemento pai para identificar os lados que apresentaram
“restricio” neste sentido. Uma explicagdo mais apurada deixa-se para o caso de um elemento
tridimensional. Como sera notado existiram lados que nfo apresentam associag8o, isto deve-se

ao fato que por estes lados nfo consegue-se identificar uma certa restri¢éo.

No que se segue serdo convencionados os diferentes dados relativos aos subelementos
obtidos por divisZo geométrica, como a enumeracio de seus diferentes lados. Designando-se
o termo “conectividade” a associagdo entre o elemento e seu lado, fixa-se o “ciclo de conec-
tividades” dos subelementos e exemplifica-se a indexagfo dos diferentes dados inerentes. Cada
elemento guarda uma lista com a vizinhanga de suas conectividades, isto €, por esta lista o
elemento conhece algum elemento vizinho que contém o mesmo lado. Desta forma cada lado
da malha tem associado um ciclo de conectividades da mesma dimensdo, dimens&o esta igual
a dimensdo do lado. Estabelece-se a relagfio entre as conectividades dos subelementos e as
conectividades do elemento pai. Estes dados estdo todos implementados no ambiente PZ, na

respectiva classe derivada para o elemento geométrico especifico.

5.1 Divisdo do elemento de linha

O elemento de linha L ¢ dividido em dois subelementos Lg e L, introduzindo um novo nd
¢2 no meio do elemento, conforme mostrado na figura 5.1. A linha pontilhada da figura indica o
canto ¢2 por onde os dois subelementos estdo unidos. A numeragio global de cada subelemento
é c0-c2 para Lo, ¢2-c1 para L;. A numerago local de cada elemento de linha € sempre 0, 1 para

os dois cantos e 2 para a aresta 0 — 1, conforme indicado pela numerago superior na figura.

As tnicas conectividades locais associadas entre os subelementos sdo 0/1 e 1/0, isto €,

o lado 1 do subelemento 0 (ou Lg) estd conectado com o lado 0 do subelemento 1 (ou L), e
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L}
.

g 2 1.0 32( 1
<0 L el c0 zﬁ c2ic2 Ly cl

Figura 5.1: Diviséo do elemento de linha: numerag#o local

vice-versa. Uma fun¢éo de canto do né global c2 € passfvel de sofrer dependéncia com Tespeito
.a um elemento vizinho que contenha [ como aresta. Logo deve considerar-se a relacio entre
as seguintes conectividades: 0/0 para 0/2, 0/1 para 0/2, 1/0 para 1/2, 1/1 para 1/2 isto associa

cantos com a aresta do proprio elemento.

O "nivel” de um elemento € igual ao ndmero de divisSes que foram feitas para obté-
lo. Para fazer o célculo da dependéncia entre lados de elemento de niveis distintos também
€ preciso associar a uma conectividade do subelemento uma conectividade do elemento pai.
Neste caso a “conectividade pai” associada a 0/0 é L/0, a 1/1 é L/1, e para 0/2 e 1/2 associa-se
L/2. A conectividade pai associada ao n6 ¢2 do elemento néo existe dado que ¢2 ndo € uma
conectividade de L. Desta forma conhecendo a conectividade de I associada & conectividade do

subelemento identifica-se o vizinho que contém a aresta c0 — ¢1 e identifica-se uma restri¢do.

5.2 Divisio do tridngulo

Unm trifingulo € dividido em 4 trifngulos semelhantes introduzindo novos nés nos pontos

meios de cada aresta. Na figura 5.2-(a) mostra-se a numeracfo local dos lados do elemento.

Figura 5.2: Diviséio do trifingulo: numeracdo local
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subelementos | né local § | nd local 1 | =6 local 2
sub O ] 3 5
sub 1 3 1 4
sub 2 5 4 2
sub 3 4 5 3

Tabela 5.1: Numeracio local dos subelementos

A figura 5.2-(b) mostra a numeragfo local para os novos nés introduzidos pela diviséo,

com os quais definem-se os subelementos, conforme a tabela 5.1.

Subelementos
¢ 1 2 3
1-1.6 { 0-3.2 | 0.0.2 | 0-1-2
2.3-1 | 2-2-1 | 1-3-0 [ 1-2-0
2-0-1

Tabela 5.2: Conectividades entre subelementos

O ciclo de conectividades entre subelementos é dado na tabela 5.2. Os lados desconsi-
derados nfo tem conectividades associadas, como por exemplo 0/0. Acompanhe-se com a figura

5.2

A associagio entre lados ou conectividades de dimensdo 1 para os cantos dos subelemen-
to ¢é dada na tabela 5.3. A conectividade de dimensfo 2 associadas a cantos e arestas de um

subelemento € o proprio subelemento e sua face ou lado 6.

sub O sub 1 sub 2 sub 3
conectiv | dim 1 | conectiv | dim 1 | comectiv | dim 1 | conectiv | dim 1
0/1 0/3 1/0 1/3 2/0 2/5 3/0 1/4
0/2 a/5 1/2 1/4 2/1 2/4 3/1 0/5

3/2 0/3

Tabela 5.3: Conectividade de dimensfo 1 associada a canto

Também é preciso definir a conectividade do elemento pai associada a uma conectividade
do subelemento para levar o cdlculo das dependéncias adiante, j4 que este célculo € efetuado
com uso de um actmulo de transformacdes entre estas conectividades e finalmente entre conec-

tividades vizinhas. A tabela 5.4 apresenta estas associasGes para os subelementos do tridngulo.
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sub O sub 1 sub 2 outras
sub 0/3 | F/3 | sub 1/3 | F/3 | sub 2/4 | F/4 | sub i/8, i=0,1,2,3 F/6
sub 0/5 | /5 | sub1/4 | F/4 | sub 2/5 | F/5 | sub s/s, s=0,1,2 F/s

Tabela 5.4: Conectividade pai associada a uma conectividade do subelemento

A letra F indica o elemento pai.

5.3 Divisdio do quadrilitero

Um quadrilétero € dividido em 4 quadrildteros semelhantes introduzindo novos nés nos
pontos meios de cada aresta e um nd no centro da face. Na figura 5.3-(a) mostra-se anumeracio

local dos lados do elemento.

3 6 2 3 6 2
3 o 2 |3 33 2
suh 3 sub 2
8
b 4 b 'd [E] 1 8 1
TX p.s _,\_5 7 3 3 5 5
sub sub 1
) - 1 0 1lo 1
L) i 1 # 4 1
(&) (b)

Figura 5.3: Divisfo do quadrildtero: numeracio local

A figura 5.3-(b) mostra a numera¢io local para os novos nds introduzidos pela diviso,

com os quais definem-se os subelementos, conforme a tabela 5.5.

subelementos | nélocal 0 | nélocal 1 | né local 2 | né local 3
sub 0 1] 4 g 7
sub 1 4 i 5 g
sub 2 8 5 2 6
sub 3 é 8 6 3

Tabela 5.5: Numeragao local dos subelementos

O ciclo de conectividades entre subelementos ¢ dado na tabela 5.6. Os lados desconside-

rados ndo tern conectividades associadas. Acompanhe-se estas defini¢des com a figura 5.3.
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Subelementos
0 1 2 3
1-1-0 | 0-0-1 | 631 { 0-0-3
2-1-3 ] 2-2-1 ¢ 1-1-2 | 1-0-2
3-3-0 | 3-2-0 | 3-3-2 | 2-2-3

Tabela 5.6: Conectividades entre subelementos

A associac8o entre lados ou conectividades de dimensdo 1 para os cantos dos subelemen-
to & dada na tabela 5.7. A conectividade de dimensdo 2 associadas a cantos € arestas de um

subelemento é o proprio subelemento e sua face ou lado 8.

sub 0 sub 1 sub 2 sub 3
conectiv | dim 1 | comectiv | dim 1 | comectiv | dim 1 | conectiv | dim 1
0/1 a/4 1/0 1/4 2/1 2/5 3/2 3/6
0/3 a/7 1/2 1/5 2/3 2/6 3/0 3/7
conectiv | dim 2 | conectiv | dim 2 | conectiv | dim 2 | comectiv | dim 2
0/k 0/8 1/k 1/8 2/% 2/8 3/k 3/8
k=0,1,2,34,56,7

Tabela 5.7: Conectividade de dimenséo maior associada ao lado de um subelemento

A conpectividade do elemento pai associada a uma conectividade do subelemento € dada

na tabela 5.8.

sub @ sub 1 sub 2 sub 3 outras
seb 0/4 | F/4 | sub1/4 | F/4 | sub2/5 | P/5 | sub3/6 F/6 | subi/8,i=01,23 | F/8
cub 0/7 | F/7 { sub 1/5 | F/5 | sub2/6 | F/6 | sub3/7 | F/7 | sub s/s, 5=0,1,2.3 F/s

Tabela 5.8: Conectividade pai associada a uma conectividade do subelemento

5.4 Divisao do hexaedro

Um hexaedro é dividido em 8 hexaedros semelhantes, figura 5.4. A numerag#o local de
cada subelemento é dada na tabela 5.9. A numerag#io foi expandida para incluir os cantos dos
subelementos. Desta forma, cada lado de um subelemento que esteja incluido no lado do pai da
mesma dimens#o, herda o mesmo id local, como mostram os exemplos a seguir. O lado 4 (canto

4) do subelemento 4 € o canto 4 do elemento pai.
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19 2 17
4 5
'l‘fi 2= 14
4
E 7
12 o
)
11 . z
/ 0 9
0 8 1

Figura 5.4: Divisgo do cubo

O lado 8 (aresta 10) do subelemento ! est4 contido no lado 8§ (aresta 10) do pai. Olado 21
(face F1) do subelemento 5 estd contido no lado 21 (face F1) do pai, conforme mostra a figura
5.4.

filhes | nd0 | né1 | 062 | né3 | né4 | ns35 | né66 | nev
sub 0 0 8 20 11 i2 21 26 24
sub 1 3 1 9 20 21 13 22 26
sub 2 20 9 2 10 26 22 14 23
suk 3 11 20 10 3 24 26 23 is
sub 4 12 21 26 24 4 16 25 19
sub 5 2% 13 22 26 18 [ i7 25
sub 6 26 22 i4 23 25 i7 6 18
sub 7 24 28 23 15 19 25 18 ke

Tabela 5.9: Numeracdo local dos subelementos

5.4.1 Vizinhanca dos subeiementbs

Como mencionou-se, cada lado compartithado por subelementos formam ciclos fechados
de conectividades. Estas conectividades foram fixadas na tabela 5.10. Quando existern lados
compartithados por subelementos vizinhos, as conectividades respectivas estdo incluidas em

ciclos contendo lados da mesma dimensio.

Na tabela 5.10 designa-se uma vizinhanga para cada lado dos subelementos. Para o subele-
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mento 0 a primeira linha mostra os valores 1 — 1 — 0. Isto quer dizer que o subelemento 0 pelo
0/1 —1/0 5.

lado 1 tem como vizinho o subelemento 1 pelo seu lado 0. Isto pode ser denotado como na

equagdo 5.1
Subelementos
0 1 2 3 4 5 8 7
1.1.0 0-0-1 0-3-1 6-0-3 G.0-4 0-4-1 0-7-1 0-4-3
2-1-3 2.2-1 1.3-2 1.0-2 145 1.1.5 1-5-2 1-8-8
3-3-0 3-2-0 3-3-2 2.2.3 2-5-3 2-1-6 226 2-3-6
4-4-0 4-5-0 4-3-5 4.7-0 3-0-7 3-6-0 372 3.3-7
5.1-4 5-5-1 5e6-1 5-4-2 5-5-4 445 4-7-5 At
6.1-T 6-2-5 6-6-2 6-2-7 6-5.7 B-6-3 5.5-8 5-4-8
Tudad T-3-4 7-6-3 7-7-3 7-T-4 7-8-4 776 6-6-7

9-1-11 10-2-8 8-1-1¢ 8-0-10 8-0.18 8.1-186 8-5-10 3-4-10
10.3.8 11-0-9 11-3-8 9-2-11 9-0.17 9-1-17 9-2-17 9.3-17
13-1-12 | 12.0-13 § 12.3-13 | 12-0-15 | 10-0-18 | 10-1-18 | 10-2-18 | 10.3.18
14-1-15 | 14-2-13 [ 13-1-14 | 13-0-14 | 11-0-18 11-4-9 11-7-9 131.3-19
15-3-2 15-2-12 | 15-3-14 | 14.2-15 | 13-5-12 | 12-413 | 12.7-13 | 12-4.15
16-4-8 16-5-8 16.6.8 16.7-8 14-5-15 | 14-6-13 | 13.5-14 | 13-4-14
17-1-19 17-5-9 17-6-9 17-2-19 | 15-7-12 | 15.6-12 | 15-7-14 | 14-6.15
18-3-16 18-2-16 | 18.8-10 | 18-7-10 | 17-5-19 | 18.86-16 | 16-5-18 | 16-4.18
19.4-11 19-5-11 19-6-11 { 19-7-11 | 18.7-16 | 19-4-17 | 19.7-17 [ 17-6-19
922-1.24 | 23-2-21 | 21-1-23 | 21-0-23 | 20.6.25 | 20-1-25 ; 20-2.25 | 20-3.25
2343.21 24-0.22 | 24-3-22 | 22-2-24 | 22.5.24 | 23-6-21 | 21-5-23 | 2i-4-23
25.4.20 | 25.5.20 | 25.6.20 | 25.7-20 | 23.7-21 | 24.4-22 | 24-7-22 | 22.6.24

Tabela 5.10: Conectividades entre subelementos

Na terminologia usual a conectividade 0/1 aponta para a conectividade 1/0. Isto pode ser
acompanhado pela figura 5.4. Seguindo a seqiiéncia de conectividades da tabela 5.10 percebe-se

que elas formam um ciclo fechado. Por exemplo na tabela 5.10 observa-se o seguinte ciclo.
2/0 —3/1—0/2—1/3 —2/0 (5.2)

Este & um ciclo de conectividades de dimens#o 0, inclui cantos. Para acompanhar este ciclo
na tabela 5.10 utilize o significado dado 2 equagdo 5.1 aplicado a cada par de conectividades da
seqiiéncia dada na expressdo 5.2. O seguinte ciclo de dimenséo 1, incluindo arestas, também €

observado na tabela 5.10.
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0/14—>1/15—>2/12—>3/13——>6/14 (5.3
O ciclo fechado
0/22 —1/24 — 0/22 (5.4

€ de dimensdo 2, contendo faces. O fato de que existem lados que ndo sio considerados na
tabela, indica que ndo existe vizinho para este lado. Por exemplo, 0/0 nfio tem vizinho associado.
Este ciclo serd preenchido quando consideram-se as vizinhancas do elemento dentro da malha.

Ainda assim podero existir lados apontando para nulo.

Elemento finito hierarquico hexaedro

O elemento finito hexaédrico de ordem p é construido a partir do elemento geométrico
hexaedro, definido na secéo 4.9.2 considerando os 27 lados dados na tabela 4.27 e figura 4.10,
junto com as correspondentes fungdes de forma associadas e definidas pelas equacdes 4.33 a

4.61 de acordo com o pardmetro p, como exemplificado nas tabelas da secdo 4.9.2.

Constroem-se de forma anéloga os outros elemento finitos aqui trabathados. De forma

geral um elemento finito hierdrquico também denomina-se “elemento computacional”.

Continuidade em uma malha nio conforme

Quando alguns elementos de uma malha sdo divididos, obtendo-se uma malha nfo con-
forme, a continuidade do espago de interpolagfio de elementos finitos associado é garantida
impondo uma restri¢@o de dependéncia entre algumas bases. Por exemplo, sejam dois elemen-
tos £y e By com uma aresta A, em comum e seja By dividido em dois subelementos e; e e,
conforme descrito na figura 5.5, entdo existird wna aresta pequena a, de um subelemento e; de
Ey contida na aresta grande A, de Fj,. Neste caso, para uma base 1 de E, associada A ares-
ta A,, ndo existird uma base ;! de e; associada ao lado pequeno a, de modo que ambas sejam

continuas sobre a, C A,. Para resolver este problema primeiro designe-se a mesma ordem de
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interpolac@o para os lados A, e a, dos respectivos elementos, ¢ entdo forme-se uma combinagio
das bases do elemento pequeno e; associadas a aresta a,., tal que esta combinag&o restrita ao la-
do a, seja igual a restri¢do de 2 20 lado a,, e da mesma forma tome-se uma combinacfo das
bases de e, que se iguale a ¥’ na aresta be. Assim estas fungdes, a base ¥7 e as combinagdes,
fazem parte da defini¢do de uma base do espago de elementos finitos gerado com esta malha.
Neste caso diz-se que os lados A, e a, sfo “restritos” ou dependentes. O mesmo acontece quan-
do existern faces de elementos pequenos contidas em faces de elementos de maior tamanho.

No préximo capitulo sera dada a maneira de efetuar o calculo para obter-se estas combinaces

continuas.
a
& 4
E--tb B %, = Gy
ay ey
€y
c
;bn - a}" 3_6:[4]- a]‘ C:A}“
Y w

Figura 5.5: Dependéncia entre bases de lados adjacentes

5.4.2 Associacio de lados de dimensio maior

Restri¢des devem ser calculadas quando acontece a divisgo de um elemento. Quando ndo
existe uma conectividade de dimens&o zero, que implica na restri¢ao de um canto c, procura-se
urmn lado de dimensdo 1, para se construir a referida restricio. Se ainda nfo existe uma aresta
& qual ¢ deva ser restrito, deve-se procurar uma face que permita a restrigio de ¢. Da mesma
forma, se ndo existe wma aresta para restringir um lado de dimensgo 1, procura-se uma face para

calcular esta restrigdo.

Cada lado forma um ciclo fechado de conectividades da mesma dimens#o. Isto ndo per-
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mite mudar para uma conectividade pai ou para uma conectividade de dimensio maior. Posto
que restrigGes acontecem entre lados distintos deve-se associar de forma conveniente, para ca-

da conectividade ou lado, uma conectividade ou lado de nivel menor (lado grande) ou dimenséo

maior.
arestas assocladas a cantos

conectiv | dim 1 | conectiv | dim 1
1 0/1 0/8 1/¢ 1/8
2 0/3 0/11 1/2 1/9
3 0/4 0/12 1/5 1/313
4 2/1 2/9 3/0 3/11
5 2/3 2/10 3/2 3/10
6 2/8 2/14 /7 3/15
7 4/9 4713 5/1 5/13
8 4/5 4/16 5/4 5/18
9 4/7 4/19 5/6 5/17
10 6/2 6/14 7/3 7/15
1l 6/5 6/17 T4 7/19
12 8/7 6/18 7/6 T/18

Tabela 5.11: Conectividade de dimensfo maior associadas a cantos

Com o objetivo de identificar as restri¢Bes que ocorrem entre lados de diferentes dimen-
sOes de elementos adjacentes, ou melhor dito, entre as funcdes de forma desses lados, associam-
se lados de dimensdo maior aos lados de um elemento. Assim, por exemplo, para umna aresta
de um elemento, associa-se a face desse elemento que contém essa aresta. Porém, pode existir
mais de uma face associada para uma dada aresta a. Por exemplo, para o caso de um hexaedro
dividido, figura 5.4, ha duas faces possiveis de se associar i aresta r1 do subelemento 0 (conec-
tividade 0/9), acompanhe-se a figura 4.10 e a tabela 4.27, estas s3o as faces FO ou lado 20, e a
face F2 ou lado 22. A face F2 do subelemento 0 aponta para a face F4 do vizinho subelemento
1, e portanto ndo haveré qualquer restri¢éo por este lado. J4 a face FO do elemento pai, que con-
tém a face FO do subelemento 0, pode ter um vizinho ao qual a aresta r1 do subelemento 0 ser4

restrita.

O mesmo acontece quando quer-se associar a um dado canto, uma aresta do mesmo ele-

mento que o contenha. Deve-se estabelecer um critério apropriado para esta escolha. Isto deve
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ser baseado no fato de que as restri¢des devem ter uma hierarquia:

a) de maior para menor nivel de elementos e
b) de lado de dimenséo menor para lado de dimens#o maior

faces associadas a cantos e arestas

conectiv dim 2 conectiv dim 2
1 0/1,0/8 0/M(20,21) 1/0,1/8 1/M{20,21)
2 0/3,0/11 0/M(20,24) 1/2,1/9 1/M(20,22)
3 0/4,0/12 0/M(21,24) 1/5.1/18 1/M{21,22)
4 | 0/2.0/9.0/10 0/20 1/8,1/10,1/11 1/20
5 | 0/3,0/13,0/18 0/31 1/4,1/12,1/16 1/21
8 | 0/7,0/15,0/19 0/24 1/6,1/14,1/17 1/22
7 2/1,2/9 2/M(20,22) 3/2,2/10 3/M(20,23)
g 2/3,2/10 2/M{20,23) 3/0,3/11 3/M(20,22)
9 2/6,2/14 2/M{22,23) 3/7,2/15 3/M(23,24)
16 | 2/0,2/8,2/11 2/20 3/1,3/8,3/9 3/20
11 | 2/5,2/13,2/17 2/22 3/6,3/14,3/18 3/93
12 | 2/7,2/15,2/18 2/23 3/4,3/12,3/19 3/94
13 4/9,4/12 4£/M(21,24) 5/1,5/13 5/M{21,22)
14 4/5,4/18 4/M{21,25) 5/4,5/18 5/M(21,25)
15 4/7,4/19 4/M(24,25) 5/8,5/17 5/M(22,25)
15 | 4/1,4/8,4/13 4/91 5/0,5/8,5/12 5/31
17 | 4/3,4/11,4/15 4/24 5/2,3/9,5/14 5/22
18 | 4/8,4/17,4/18 4/25 5/7.5/18,5/19 5/25
19 8/2,6/14 8/M(22,23) 7/3.7/15 7/M(23,24)
20 6/5,6/17 6/M(22,25) 7/6,7/18 7/M(23,25)
21 6/7.6/18 6/M(23.25) 7/4,7/19 T/M(24,25)
22 | 6/1,6/9,8/1% 8/92 7/0,7/11,T/12 7723
23 | 6/3,6/10,8/15 6/23 7/2,7/10,7/14 7/24
24 | 6/4,6/16,6/19 §/25 7/5,7/16,7/17 7/95

Tabela 5.12: Conectividade de dirmensdio maior para cantos e arestas

A tabela 5.11 transfere lados de dimensio O para lados de dimenséo 1. A tabela 5.12
associa lados de dimensdo O e 1 para lados de dimens#o 2. Para determinar quando uma face

a2

pode ser restrita, precisa-se analisar a posi¢#o relativa do elemento pai dentro do elemento ~avd”,

P-%ad

ou do elemento avd dentro do elemento "bisavd”, etc.

Para determinar a face pela qual o canto ou aresta pode ser restrita, aplica-se o seguinte
critério. Calcula-se para cada face quantos niveis pode-se subir pela face, aplicando a associagdo

entre conectividades. A face com maior niimero de niveis associados contém as arestas e cantos
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possiveis de serem restritos. Este € o significado do sfmbolo M (F, @), onde F e G denotam

duas faces do elemento com uma aresta comum.

I) Elemento pai de um subelemento por um de seus lados

O lado  de um elemento e deve ser restrito quando existe um lado L de um outro elemento
E adjacente que o contém, isto € [ C L. Neste caso ambos elementos e e E devem fazer parte da
malha computacional. Onde, uma “malha computacional” é uma particio unitéria do dominio
formada por elementos computacionais. Pelo exposto na secéo 5.4.1, percorrendo o ciclo de

conectividades que contém o lado /, ndo € possivel achar o lado L para quem [ deve ser restrito.

cantos
subelementos 0,1,2,3,4,5,8,7
conectiv. | 0/0 1/1 2/2 | 3/3 | 4/4 | 5/5 6/6 | /7
Pai F/o { F/1 1 F/2 | F/3 | Fra | ¥/5 | F/6 | F/7

Tabela 5.13: Conectividade pai associada ao canto do subelemento

Uma forma de chegar a L a partir de e/ é associando convenientemente & conectividade
e/l uma conectividade pai P, /I, onde e é um subelemento de P, e I, umn lado de P, escolhido

adequadamente e que contém [, isto € [ C I,..

arestas
sub 0

conectiv. [ O/4 [ 0/6 | 0/7

Pai F/4 ] F/6 } F/T
sub 1
conectiv. | 1/4 | 1/5 | 1/8

Pai Ffe 1 F/5 | F/8
sub 2
conectiv. | 2/5 | 2/6 [ 2/8

Pai F/5 | F/6 | F/8
sub 3

conectiv, | 3/7 | 3/8 3/9

Pai F/7T | /8] F/9

Tabela 5.14: Conectividade do elemento pai associada com aresta do subelemento

As tabelas 5.13, 5.14 mostram a relagdo entre conectividades dos subelementos e conec-
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tividades pai associadas. Na terminologia usual, o pai do elemento e pelo seu lado [ existe e €
igual a P, pelo lado [,. Nas tabelas, F indica o pai do subelemento. Na tabela 5.13 sdo dados os

cantos dos subelementos que tem conectividade pai associada.

5.5 Divisio do prisma

A figura 5.6-a mostra a numeragZo local dos nds de canto de um prisma. Um elemento
geométrico pirdmide é declarado dando-se os 6 nés de canto na seqiiéncia mostrada na figura

5.6. A tabela 5.15 mostra a defini¢8o dos cantos do prisma de referéncia.

;
s <

/ N “ v
1 . >l . — 4
g . JLX

(@) )

Figura 5.6: Prisma geométrico

Qs elementos deformados sdo obtidos como uma imagem do elemento mestre por meio
de uma transformacio. Entdo, existe uma transformagfo entre o prisma de referéncia 5.6-a e o

prisma da figura 5.6-b, € que esta leva cantos em cantos segundo a numeragdo local respectiva.

camtos | 0§ 1 | 2 ]3]4|5
3 {10301 1|0
7, gi10(1(010]|1
¢ S R S O B A A A

Tabela 5.15: Coordenadas do prisma de referéncia

Por exemplo, uma transformagéo 7’ como esta pode ser calculada por meio da iden-

tificacdo dos respectivos vértices seguindo a numeragdo local dos cantos, isto € T(e;) = G
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onde ¢; € o canto local ¢ do elemento mestre e ¢ € o canto local ¢ do elemento deformado a ser

obtido por meio de 7.

2 B 5
0 13 6
AN .
1 i £
i4 / 17
9 12 15
0 6 3

Figura 5.7: Divisdo do prisma : numeragfio local

A figura 5.7, mostra como um prisma geométrico € dividido em & prismas semelhantes.
Todos os cantos dos subelementos sdo localizados no meio de cada lado do prisma pai. A tabela

5.16 especifica os 8 subelementos prismaéticos.

subelemento cartos
2 3 4 3

0 G i1 6 12 § 14
1 9 1 10 | 12 7 13
2 11 § 19 2 14| 13 8

3 14 13 | 12 |1 11 { 10

4 6 12 | 14 3 5| 7
5 12 7 13 | 15 4 18
B 14 | 13 8 17 1 18 5

7 7018 | 5] 14| 13| 12

Tabela 5.16: NumeragZo local dos subelementos do prisma

Os dados relativos a vizinhanga entre subelementos, associagao a lados de maior dimensgo
e elemento pai de um subelemento por um lado seguem-se facilmente através da implementacio
do elemento prisma feita no ambiente PZ. As idéias sao similares aquelas exemplificadas para o

elemento hexaedro, com algumas varia¢Ges devido a particular geometria do elemento.
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5,5.1 Divisdo unificada do prisma, tetraedro e pirdmide

Nesta sec¢fo, documenta-se a divisiio conjunta dos elementos tridimensionais tetraedro,

prisma e pirdmide. Esta proposta traz como conseqiiéncia que o menor dngulo dos subelementos

ndo € inferior ao menor dngulo do elemento dividido.

I) Fragmentacio do prisma

2 2
5
4
4] 3
3\4
0

Figura 5.8: Um prisma = um tetraedro + wma pirdnude

3

3

Como observa-se na figura 5.8 o prisma pode ser decomposto em um tetraedro e wma

piramide por um plano de corte passando por 3 cantos nfo contidos numa mesma face . Na

figura 5.8 o plano corta os cantos 2, 3 e 4 do prisma pai F;, obtendo-se o tetraedro T35z de

cantos 2, 3, 4 e 5 e a piramide Pszgs de cantos 0, 1, 2, 3 e 4, de acordo com a tabela 5.17 e

equagfio 5.5. A intersegdio destes dois subelementos ¢ a face determinada pelo plano de corte

que passa pelos cantos 2, 3 e 4. Reciprocamente, qualquer elemento tetraedro ou piramide pode

ser completado desta maneira para formar wm prisma.

24
I

o
— f) .
Fo=TagVUFum ; TNl

elemento

cantos de defini¢ho

prisma

0

1

2

3

4

2

tetraedro

3

4

5

piramide

o]

3

4

1

2

Tabela 5.17: Cantos de defini¢do da fragmentagio do prisma
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II) Divisio incompleta do tetraedro e da pirimide

E possivel compor a divisio conjunta do tetraedro e da piramide a partir de um prisma divi-
dido. Considera-se primeiro um prisma dividido segundo a sec¢fio 5.5. Em seguida fragmenta-se

© prisma pai em um tetraedro e uma pirémide, segundo o item anterior I, figura 5.8.

11

Figura 5.9: Divisdo conjunta incompleta do tetraedro e pirdmide

A figura 5.9 mostra o prisma 012345 dividido e fragmentado. Este prisma estd dividido
em 8 subprismas segundo a tabela 5.16, que acompanha a figura 5.7. Um plano de corte passa-se
através dos cantos 2, 3, 4 do prisma, segundo a segdio I Este plano de corte fraciona o prisma
dividido em um tetraedro e urna pirmide, ambos também divididos por causa da divis&o original

do prisma e do plano de corte da fragmentacgo.

O plano de corte fragmenta os subprismas 2, 4, 5 ¢ 7, tabela 5.16, dividindo cada um deles
em um tetraedro € uma pirdmide. A subdivisio do tetraedro, mostrada na figura 5.9, € dadana

tabela 5.18. A subdivis#o da pirimide da figura 5.9 ¢ dadana tabela 5.21.

Desta forma obtém-se um tetraedro dividido em 3 tetraedros, 1 prisma e 1 pirdmide, e
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tetraedro

sub n° tipo numero do canto
0 1 2 3 4 |5
tetraedre 2 i4 | 13 8
tetraedro | 14 | 3 15 | 17
tetraedro | 13 | 15 4 16

prisma 14 ¢ 13 8 17 1 16 | &
piramide | 17 { 14 | 13 | 16 | 15

W {e e e | O

Tabela 5.18: Divisao do fragmento tetraedro

obtém-se uma piramide dividida em 1 tetraedro, 3 prismas e 3 pirAmides, segundo a figura 5.9.
A partir desta decomposi¢3o toma-se a diviso definitiva do tetraedro e da pirdmide como €

mostrado a seguir.

pirdmide

sub n° tipo nuyero do canto

0 1 2 3 4 5
prisma 0 9 11 G 12 | 14
prisma 9 1 10 | 12 7 13

pirBmide | 11 | 14 | 13 [ 10 | 2
prisma 14|13 )12 11 10| 9

pirAmide | 6 3 115} 12 314

pirdmide |} 12 | 15 ] 4 7113

tetraedro § 15 | 14 | 13 | 12

=0 Rl U L O o e

Tabela 5.19: Divisao do fragmento pirdmide

5.5.2 Divisido do tetraedro

A figura 5.10-a mostra o tetraedro obtido pela fragmentacgo do prisma dividido. A partir
do tetraedro dividido resultante do fracionamento do prisma, secfo 5.5.1 e figura 5.9 , obtém-se

a divisdo definitiva do tetraedro geométrico, figura 5.10-b.

Para isto basta fragmentar mais uma vez o Gnico prisma TWiss1716s contido no tetraedro
da figura 5.10-a, em um tetraedro e uma piramide, linhas 4 e 5 da tabela 5.20. Assim a divisdo
definitiva do tetraedro tem 6 subelementos, sendo 4 tetraedros semelhantes, e duas pirfmides.

Os subelementos sdo identificados dando-se a numerag#o de seus cantos na tabela 5.20.
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8 5 5
2 2 3
16 16
3 o
17 4 ~ 17
14 N 14 ~J
15 s
3 3

Figura 5.10: Divisdo do fragmento tetraedro

subelementos do tetraedro

sub n” tipo nimere do canto

0 1 2 3 4
tetraedro 2 14 13 8
tetraedro | 14 3 15 §{ 17
tetraedro | 13 | 18 | 4 16
tetraedro 1 17 | 16 5
pirdmide | 14 | 17 | 18 | 13 g
pirdmide | 17 } 14 | 13 | 18 | 15

Tabela 5.20: Divisdo do tetraedro

ik jwim|=1o

5.5.3 Divisio da pirdmide

Na figura 5.11-a mostra-se a pirdmide obtida pela fragmentacdo do prisma dividido. A
partir da pirémide dividida resultante do fracionamento do prisma dividido, se¢#o 5.5.1, obtém-
se a divisdo definitiva da pirdmide geométrica, figura 5.11-b. Basta fragmentar os trés prismas

contidos na piramide, mediante um plano de corte passando pelosnds 6, 12,7, 10e 11.

A divisgo destes prismas pode ser identificada na tabela 5.21. O prisma definido pelos
cantos 051161234 € dividido nos subelementos O e 6 da tabela 5.21. O prisma 5763775 € dividido
nos subelementos 3 € 8 e o prisma 771169 nos subelementos 5 e 9. A divisio definitiva do
tetraedro tem 10 subelementos, sendo 6 pirdmides e 4 tetraedros. A relacgio de subelementos é

dada na tabela 5.21.
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Figura 5.11: Divis@o completa do fragmento pirirmide

subelementos da piramide

sub n’ tipo mimere do canto

G b 2 3 4 5
pirdmide o] 6 12 @ 11
pirdmide 5 3 15 | 12 | 14
pirdmide | 12 | 15 | 4 7 13
pirdmide 9 12 7 1 10
pirdmide | 11 | 14 j 13 | 10 2
pirdmide 14 f 11 | 10| 13 | 12
tetraedro | 11 3 12 § 14
tetraedro § 15 | 14 | 13 1 12
tetraedro § 10 [ 12 7 13
tetraedro | 12 | 11 | 10 9

Oiw{aim b jw |- {d

Tabela 5.21: Divis&o da pirdmide

5.5.4 Menor dngulo da subdivisdo

Considere umn prisma P de faces triangulares equiléteras iguais e paralelas. Entdo todos
os subprismas sdo idénticos entre si e semelhantes ao prisma pai £. Considere as divisdes com-
pletas do tetraedro e da pirdmide fragmentados do prisma. Ento se o prisma € reto, isto € as
faces quadrilaterais sdo retangulares e ortogonais as faces triangulares, todos os subelementos

tetraedros sdo iguais e todos os subelementos pirdmides sdo iguais. Mesmo que as faces trian-
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gulares do prisma ndo sejam equildteras, o conjunto de todos os angulos planos do elemento pai
repete-se para todos os subelementos. Isto € facilmente provado levando em conta o paralelis-
mo entre as arestas dos subelementos. Como conseqiiéncia o menor angulo dos subelementos

obtidos por sucessivas divisSes ndo diminui. Ainda hé outros casos em que isto acontece.

I) Limite inferior do menor ingulo do refinamento

Considere um prisma P de faces triangulares iguais e paralelas. Seja Dp o conjunto de
todos os subelementos obtidos pela divisdo de P, da divisdo dos subelementos de P, dos filhos
dos subelementos de P etc. Seja ainda, P fragmentado em um tetraedro T e uma pirdmide Pi.
Entéo, obviamente, qualquer tetraedro ou pirdmide obtidos por sucessivas divisdes de T ou Pi
ou de seus subelementos, correspondera 4 fragmentagio de algum prisma contido em Dp. Como
todos os prismas em Dp sdo semelhantes, também sio semelhantes os tetraedros ou piramides
obtidos destes por fragmentagdo. De fato qualquer elemento pirimide ou tetraedro contido em

T ou Pi pode ser completado para obter-se um prisma em Dp.

Observa-se também, que cada canto de um subelemento é tomado no ponto médio das
arestas que sio paralelas as arestas do elemento pai. Portanto o menor 4ngulo +y dos subele-
mentos, neste caso, € limitado inferiormente, isto €, -y ndo é menor que um determinado angulo

constante para todas as divisdes e subdivisdes de elementos.

5.6 Divisio do tetraedro

Baseada na divisdo conjunta do prisma tetraedro e piramide define-se a divisio do tetrae-

dro mestre seguindo uma numerago local consistente com aquela da divisdo fragmentada.

5.6.1 Tetraedro de referéncia

O tetraedro mestre T'e definido pela equagfio 5.6 € mostrado na figura 5.12. Os vértices

deste elemento estio declarados na tabela 5.22
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Figura 5.12: Tetraedro de referéncia

Um tetraedro nio degenerado’ & identificado quando s&o dados os 4 nds lobais de canto
g q g

na ordem mostrada na figura 5.12-b.

Te={(£7,)/0<E6<1,0<n<1-¢,0<S(¢<1—€—7n} (5.6)
coordenadas canios
- g|1:1213
£ 01100
] olo:i1|0
q ojolal1l

Tabela 5.22: Nés de canto do tetraedro padréo

5.6.2 Divisdo do tetraedro de referéncia

O tetraedro mestre & dividido em 4 tetraedros e duas pirAmides. A divisdo geométrica €

mostrada na figura 5.13. A numerago local de cada elemento filho € dada na tabela 5.23.

Divisao completa do tetraedro
Subelementos tipo 60| né61 | né62 | né63 | nd4
filho O tetraedro 4] 4 6 7
filhe 1 tetraedro 4 1 5 g8
fitho 2 tetraedro 6 5 2 9
fithe 3 tetraedro 7 g 9 3
fitho 4 pirdmide 4 8 9 & 7
filho 5 piramide 8 4 6 9 5

Tabela 5.23: Numeracgo local dos subelementos

1 Um tetraedro € nio degenerado somente se 08 4 cantos $50 nAo co-planares.
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Figura 5.13: Divisdo do tetraedro : numeracéio local

Esta divisdo € consistente com a divisdo completa do tetraedro fragmentado do prisma

dividido, de acordo com a tabela 5.20 e figura 5.10-b.

A figura 5.14 mostra a divisdo do tetraedro em fragmentos elementares.

™

Figura 5.14: Fragmentag8o dos subelementos do tetraedro
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I) Vizinhanca dos subelementos

Da mesma maneira, conforme foi estabelecido para o caso do hexaedro, se¢dio 5.4.1, €
definida a relagfo ciclica entre as conectividades dos subelementos do tetraedro. A tabela 5.24

retine a relagdo de conectividades entre os subelementos dos tetraedros para cantos arestas €

faces.
Subelementos
tetraedros pirdmides
4] 1 2 3 4 5
1-1-0 0.5.1 0-0-2 0-0-3 3-0-1 -1-3

2-4-3 2-2-1 1-5.4 1-4-1 1-5-0 1-4-0
3-4-4 3-3-1 3-3-2 2-4-2 2-5-3 2-2-0
5-5-6 6-5-10 4-5-11 4-4-10 3-5-2 3-2-3
8-4-9 7-5-5 T-4-7 5-4-6 4.3} 4-1-2
9-4-12 9-5-9 8-5-12 6-4-11 5.1-7 5-4-5
12-4-17 | 13-5-14 | 11-5-16 | 10-4-15 6-5-8 6-4-8
7-5-7 T-2-7
8.0-5 8-3-5
9.0-8 9-1-9
10-3-4 10-3-6
11-3-6 13-2-4
12-0-9 12-2-8
13-5-13 | 13-4-13
15-3-10 | 14-1-13
17.06-12 | 16-2-11

Tabela 5.24: Conectividades entre subelementos

5.6.3 Lados de dimensio maior

A definico para os lados de dimensdo maior, pode ser melhor acompanhada observando
as figuras 5.15 e 5.16. Segundo a numeracgo local adotada para os 5 subelementos, figuras 5.15
e 5.16, as tabelas 5.25 e 5.26 mostram as conectividades de dimensfo major designadas para

cada lado dos subelementos.

As linhas contendo as conectividades sdo numeradas. Assim a linha 1 da tabela 5.25
indica que a conectividade 1, de dimensdo 0 do elemento 0, tem associada a conectividade

4 de dimensdio 1 do elemento 0. Desta forma se a conectividade 0/1 néo depende de uma
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Figura 5.15: Conectividades locais dos subelementos 0,1,2 e 3

conectividade da mesma dimensso

0, procura-se uma dependéncia entre as conectividades de

dimensdo 1 que a contepham. Dentro do ciclo que contém 0/4 é pesquisada uma possivel

dependéncia da conectividade 0/1. Se todavia nfio existe uma conectividade de dimenséo um de

subelementos : tetraedros
arestas associadas a cantos
conectiv dim 1 conectiv dim 1
1 0/1 0/4 1/0 1/4
2 0/2 0/6 1/2 1/5
3 0/3 a/7 1/3 1/8
4 2/0 2/6 3/0 3/7
5 2/1 2/5 3/1 3/8
6 2/3 2/9 3/2 3/9
faces associadas a cantos e arestas
conectiv dim 2 conectiv dim 2
0/1e0/4 | 0/M{10,11) | 1/0 e 1/4 1/M(10,11)
0/2e0/6 | 0/M(10,13) | 1/2e1/5 | 1/M(10,12)
0/8 e G/7 | 0/M(12,13) | 1/3e1/8 | 1/M{11,12)
10 0/5 0/10 1/8 1/10
11 0/8 0/11 1/7 1/11
1z 0/9 0/13 1/9 1/12
13 | 2/1e2/5 | 2/M{10,12) | 3/0 e 3/7 | 3/M(11,13)
4 | 2/0e2/8 | 2/M(10,13) | 3/1e3/8 | 3/M(11,12)
15 | 2/2e2/9 | 2/M({12,13) | 3/2 e 3/9 | 3/M(12,13)
18 2/4 2/10 3/4 3/11
T 2/7 2/13 3/5 3/12
18 2/8 2/12 3/8 3/13

Tabela 5.25: Lados de dimensfo maior para subelementos tetraedros

quem 0/1 dependa, pesquisa-se uma dependéncia de 0/1 entre as conectividades de dimensgo 2
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que contenham 0/1. Na linha nimero 7, da tabela 5.25, aparece wma conectividade de dimens&o
2 associada a 0/1. O simbolo M(10,11) indica que deverd escolher-se a melhor entre as faces 10
ou 11 do subelemento 0. Este "melhor” significa qual das faces tem um niimero maior de pais

associados, como j& mencionado.

fiiho 4 filho b

Figura 5.16: Conectividades locais dos subelementos 4 € 5

Na figura 5.15 mostra-se a numeragfo local de cantos e arestas dos 4 primeiros subelemen-
tos. Os lados dos subelementos contidos nos lados da mesma dimens@o do pai, tem a mesma
numeragio local que este, como pode ser visto quando sdo comparadas a tabela 3.23 com as

figuras 5.12,4.11,5.15 e 5.17.

subslementos : pirGmides
faces associadas a cantos e arestas

conectiv dim 2 conectiv dim 2
1 4/0 0/M(10,11) 5/0 1/M(11,12)
2 471 3/M(11,12) 5/1 1/M(10,11)
3 4/2 3/M(12,18) 5/2 2/M(10,13)
4 4/3 0/M(10,13) 5/3 2/M(12,13)
5 4/4 0/M(11,13) 5/4 1/M{10,12)
6 4/5e4/9e4/10 4/14 5/5 1/11
7 4/6 3/12 5/6 ¢ 5/10 e 5/11 5/15
8| 4/7e4/11e4/12 4/16 5/7 2/13
9 4/8 0/10 5/8e5/9e5/12 5/17

Tabela 5.26: Lados de dimens#io maior para subelementos pirdmides

A figura 5.16 mostra a numeragdo local de cantos e arestas dos subelementos 4 e 5.
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Observa-se que estas conectividades sio coerentes com as conectividades da piramide segun-

do atabela 4.37 e figura 4.18.
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Figura 5.17: Lados de dimenséo 2 dos subelementos 0,1,2 ¢ 3

A tabela 5.26 apresenta as faces associadas a lados de dimensio O e 1.

5.6.4 Conectividade associada ao lado de um subelemento

A associagdo da conectividade pai de um subelemento acompanha as tabelas 5.27 € 5.28 e

a figura 5.15. Para as arestas, cada subelemento tem 3 conectividades associadas para tetraedros

e 5 para pirdmides. As conectividades ignoradas ndo tem associagdo.

cantos

subelementos 0,1,2,3
conectiv. | 0/0 | 1/1 [ 2/2 | 3/3
Pai F/O | F/1 ) F/2{ F/3

Tabela 5.27: Conectividade associada a um canto

Para os subelementos 4 e 5 ndo hd como associar um canto ou aresta do pai que contenha
o correspondente lado do fitho. Nenhum canto do pai contém algum canto do subelemento 4 ou

5. Nenhuma aresta do pai contém alguma aresta do subelemento 4 ou 5. Existem faces do pai

que contém alguma das faces dos filhos 4 ou 3.

As conectividades associadas as faces dos subelementos 4 e 5, mostradas na figura 5.16,

sd0 dadas na tabela 5.29. Como definido nas tabelas 4.32 e 4.37, observa-se na figura 4.18
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arestas
subelementos sub 0 sub 1 sub 2 sub3d
conectividade | 0/4 | 0/6 { 0/7 | 1/4 | 1/6 | 1/8 | 2/6 { 2/6 | 2/9 3/7 | 3/8 1 3/9
conec. pal F/4a | ¥/6 | F/f | F/fa | F/5s | F/8 | F/s | F/6 | F/9 | /T | F/8 F/9

Tabela 5.28: Conectvidade associada a wma aresta

que para os subelementos 0, 1, 2 e 3, as faces contidas nas faces da pirdmide pai tem a mesma
numeracio que este. A face inferior, € o lado nimero 10, a face frontal esquerda, € o lado

némero 11, a frontal direita o lado nimero 12 e a posterior o ntmero 13, olhar a figura 5.17.

faces
sub O
conectiv. | 0/10 | 0711 { 0/13
Pai F/10 | F/11 | F/13
sub 1

conectiv | 1/10 | 1/11 | 1/12
Pai F/10 | ¥/11 | ¥/13
sub 2
conectiv § 2/10 | 2/12 | 2/13
Pai F/10 | F/12 | F/13
sub 3
copectiv | 3/11 | 3/12 | 3/13
Pai F/11 | F/12 | F/13
sub 4
wnectiv | 4/14 | 4/16 -
Pai F/11 | F/13 -
sub &
conectiv | 5/15 | 5/17 -
Pai F/1o | F/12 -

Tabela 5.29: Conectividade associada a uma face

5.6.5 Indexacio de dados do elemento mestre

Os dados associados a elementos tridimensionais sdo variados. Convém a utilizagdo de
indexaggo matricial para uma boa manipulagéo dos mesmos, pois estes dados sdo usados repeti-
damente por diferentes métodos. A seguir apresenta-se varios exemplos para o caso do tetraedro.
A matriz dada na expressdo 5.7, relaciona os cantos dos subelementos associados a numeragio
local do elemento pai. A linha i corresponde ao subelemento 7, a coluna j ao canto j do subele-

mento i. A entrada (i, j) igual a —1 indica que o canto j do subelemento ¢ néo existe. Aqui
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sempre se usa i, 7 > 0. Acompanhe com a figura 5.13 a indexacfo a seguir, que corresponde ao

elemento mestre dividido.

Este dado, por exemplo, se usa para determinar a nurneraco global dos cantos dos subele-
mentos no meétodo que divide o elemento geométrico. No capitulo 7 serfio mencionados os méto-

dos que implementam e utilizam esta indexac#o, como por exemplo Divide{argumentos...).

"0 46 7 —17
415 8 -1
65 2 9 —1
78 93 —1 (57}
4896 7
84609 5

Segundo a divisdo adotada neste trabalho, a cada face de um elemento dividido correspon-
dem 4 subelementos. As linha ¢ da matriz 5.8 refere-se  face i do elemento pai e cada coluna a
um subelemento dele, tendo uma das faces contida na face i do pai. Deste modo, o subelemento

5 intercepta as faces 0 e 2 do elemento pai, matriz 5.8.

(5.8)

O — OO0
[ e I N I Sl A
QO D W b
W O e O

As coordenadas dos pontos médios das arestas nfio constituermn necessariamente nds
geometricos. Quando um elemento € dividido, estes pontos passam a ser nés geométricos. A

linha 7 da matriz 5.9 € 0 né do meio da aresta 7 ou lado i + 4 do elemento mestre,

(5.9)

bl O COBS b it

bt O O i= O
b l—bs o b (T D D

Particione-se cada face do elemento segundo a numeracio dos lados que esta tem. A
matriz 5.10 agrupa os lados da face 7 na linha 7. Assim, cada lado de dimenséo 2 tem associado

3 cantos 3 arestas e uma face, total de 7 lados. Na matriz 5.10, por exemplo, indica-se que a
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face 1 tem associada os cantos 0, 1, 3 as arestas 4, 8, 7 e a face 11 do tetraedro.

2

Lo I B s s
[ e R e

3
3
3

6

Oy O e
W WO oo Ot

7
3
7

10
11
12
13

(5.10)

Atualmente, as matrizes de indexaggo foram implementadas na correspondente classe do

elemento computacional.

5.7 Divisio da pirdmide

Baseada na divisao conjunta do prisma tetraedro e piramide define-se a divis&o da pirimide

referencial, seguindo uma numeragio local consistente com aquela da divisio fragmentada.

I) Piradmide de referéncia

A piramide mestre Pi definida pela equagfo 5.11 € mostrada na figura 5.18. Identifica-

se uma pirdmide deformada (ndo degenerada) quando s&o dados os 5 nés globais de canto na

seqiiéncia mostrada na figura 5.18.

1\ l/2 g

Figura 5.18: PirAmide de referéncia

136



Pi={({n¢/(-1<¢{n<1-¢,0<¢<1} (5.11)

A tabela 5.30 relaciona as coordenadas nodais da piramide de referéncia.

coordenadas cantos
- 611821 3|4
& Al E 1]t
Ui 1]-1714110
¢ 0j0|0f 6|1

Tabela 5.30: N6s de canto da pirimide padrfio

5.7.1 Divisio da pirdmide de referéncia

A pirdmide € dividida em 6 piramides e 4 tetraedros. A divisio & mostrada na figura
5.19. Esta divisdo corresponde a divisdo completa da piramide fragmentada do prisma. Da
mesma forma que para a divis&o do tetraedro a divisfio da piramide & consistente com a divisdo
completa da pirémide fragmentada do prisma dividido, de acordo com a tabela 5.21 e figura
5.11-b. Assim uma pirdmide pode ser completada com um tetraedro para formar um prisma e

reciprocamente um tetraedro pode ser completado com uma pirdmide para formar wm prisma.

subelementos tipo 860 | 6] | n62 | né3 | mo 4
filho O pirdmide 0 5 i3 g 9
filko 1 pirdmide 5 1 5 13 10
fitho 2 pirdmide 13 6 2 7 11
filho 3 pirdmide g 13 7 3 12
filho 4 piramide 9 10 11 12 4
fitho 5 piramide 16 9 12 11 13
filho & tetraedro 9 5 13 10
fitho 7 tetraedro i 10 11 i3
filho 8 tetraedro 12 13 7 11
filho 9 tetraedro 13 9 12 8

Tabela 5.31: Numeragéo local dos subelementos da pirdmide mestre

A numeracgo local de cada filho € dada na tabela 5.31. A figura 5.20 mostra fragmentos
da divisdo em subelementos piramidais. O fragmento central ainda contém 4 tetraedros e uma
pirdmide com o canto local 4 para abaixo. A figura 5.21, mostra o fragmento central da figura

5.20 desacoplado nos subelementos restantes.
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Figura 5.19: Divisdo da pirAmide mestre

e N
A A

Figura 5.20: PirAmide fragmentada - fracionamento preliminar
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Figura 5.21: Decomposigéo do fragmento central da figura 5.20

Os demais dados estdticos relativos a este elemento podem ser observados na sua imple-

mentagio no ambiente PZ.
Com isso conclui-se a apresentacio dos procedimentos de refinamento das malhas gerais

que serdo utilizadas neste trabalho. A maneira como foram implementadas, permmite o uso total-

mente geral da versdo h-p-adaptativa do Método dos Elementos finitos.
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Capitulo 6

Refinamento /A-p adaptativo

Neste capftulo faz-se uma reviséo dos aspectos matemdtico tedricos relacionados com
o refinamento A — p adaptativo. Formalizam-se os conceitos relativos as restrigdes entre os
espacos gerados pelas fungGes de forma associadas aos lados de um elemento. Definem-se as
transformacses utilizadas para o célculo das restri¢Ses entre cantos, arestas e faces. E deduzido

o célculo dos coeficientes de dependéncias entre bases para ordem p generico.

6.1 Refinamento p adaptativo

Sabe-se que cada aresta, face ou volume de um elemento hierfrquico de ordem p tem
associadas funcBes de forma de grau p. Como foi mostrado, as fungdes de forma do elemento
hierdrquico s&o linearmente independentes, qualquer que seja a ordem de aproximagao finita p
do elemento. Para um elemento de ordem p completo pode-se aumentar o mimero de fungOes de
forma hierdrquicas associadas a uma aresta, uma face ou interior do elemento. Na refinamento
p adaptativo dois elementos vizinhos podem ter ordens diferentes de aproximagdo. Isto sig-
nifica que o espago de fungdes de interpolagdo entre elementos adjacentes € distinto. Para obter
a compatibilizagdo entre arestas ou faces de dois elementos vizinhos de graus de interpolagéo
distintos considera-se o mesmo nimero de fungdes de forma sobre o lado comum. Isto € con-
seguido aumentando o nimero de fungdes do Jado comum para o elemento vizinho de menor
ordem, equilibrando assim o grau de interpolaggo desse lado. Isto € feito atribuindo-se a ordem

de interpolaggio ao nivel de lado de elemento. Obviamente, o elemento contera o espago polino-
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mial de ordem p completo somente se a ordem de interpolagdo de cada lado € pelo menos igual

ap.

6.2 Refinamento / adaptative

A adaptatividade h, proposta neste trabalho, consiste no agrupamento ou divisio de ele-

mentos finitos em uma matha ou parti¢o de um dominio  C R®. A adaptatividade p consiste

b, 4t

Figura 6.1: Refinamento de dois elementos lineares superpostos

em escolher livremente a ordem de interpolagdo e compatibilizar o grau dos polindmios para a

interface de elementos adjacentes.
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Figura 6.2: Refinamento do elemento quadrilatero

Uma malha A — p adaptativa contera elementos de diferentes tamanhos e niveis de divisdo.

Existirdo elementos compartilhando seus cantos, arestas e faces com os cantos , arestas e faces
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Figura 6.3: Divisfio do hexaedro

de véarios elementos adjacentes de menor tamanho, como exemplificado nas figuras, 6.1, 6.2,

6.3 . A linha pontilhada indica por onde os elementos estdo justapostos.

Para que uma malha gere um espaco de fungGes pelo menos continuas (fungdes de classe
CG(Q)) as fungdes base dos elementos menores, que ndo s&o nulas no canto, aresta ou face co-
murn ao elemento de maior tamanho, deverdo apresentar uma dependéncia (deverdo ser restritas)
com respeito as funcdes de base da aproximagéio do elemento maior contiguo. Certamente, is-
to constitui um dos fatores de vital importincia no desenvolvimento numérico deste trabalho e

sera o tema central deste capitulo.

6.3 Elementos geométricos

Um elemento geométrico E'G € uma entidade topolégica tal como um intervalo (elemento
de linha), trifingulo, quadrilatero, hexaedro (cubo), tetraedro, prisma, pirémide. Constituem-se
elementos geométricos por meio de uma bijecdo continua f (ndo necessariamente linear) e um

elemento de referéncia geométrico F RG contido no espago R° de dimenséo 0 < 5 < 3.
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Neste trabalho consideram-se os seguintes elementos de referéncia; o elemento pontual Pt
(eq 6.1), elemento de linha L (eq 6.2), trigngulo T (eq 6.3) , quadrilatero Q (eq 6.4), hexaedro H
(eq 6.5) , tetraedro Te (eq 6.6), prisma Pr (eq 6.7) e piramide Pi (eq 6.8). Também chama-se o

elemento de referéncia de elemento mestre.

Pt = {0} =x° 6.1)
L = {zeR/ -1<z<+1}CR (6.2)
T = {(z,y) €eR/0<2<+],0<y<1 2} R (6.3)
Q = {(zy)eR/-1<ay<+1} g R (6.4)
H = {(x,y,z)@ﬂ?g/—1§x,y,z§+1}§5}%3 (6.5
Te = {(:c;y,z)ERS/Ogmgl,Ogygl—x,ngglw:c——y} (6.6)
Pro= {(z,9,2)eR°/0<2<1,0<y<1-2, -1<2<1} (6.7)
Pi = {{z,y,2) /2~-1<2<1-2,2-1<y<1~2,0<2<1} (68

Considera-se o elemento pontual ¢, como uma extensfo incluida na definiciio de elemen-
to geométrico para dimensdo zero. Tal consideragio serd itil no desenvolvimento deste trabalho.
A definigéio R° faz sentido posto que {0} € um subespago linear sobre o campo dos reais31 |

sendo que sua dimensao € nula, isto &, %° ndo contém vetores linearmente independentes.

Para obter um elemento geométrico deformado utiliza-se uma funcio continua e bijetora.
Virias propriedades topoldgicas importantes’>!) como fechamento, limitagio (compacidade),
convexidade, inclusdo do bordo do elemento séo preservadas por um tal operador f. De fato a
inversa f~! de uma fungdo continua e bijetora f é tambem continua e bijetorae f e f~* levam
conjuntos abertos (ou fechados) a conjuntos abertos (ou fechados), considerando a imagem de

f com a topologia induzida 146] de R3,

Neste trabalho as funcgSes f que geram elementos, mapeam os diferentes lados do
elemento mestre em lados da mesma dimens&o no elemento imagem. Os cantos do elemento

mestre s20 mapeados nos cantos do elemento geométrico, as arestas em arestas, faces para faces

143



e interior para o interior do elemento imagem por f, remita-se ao apéndice A. A existéncia deste
tipo de fungdes & facilmente exemplificada. Tome-se o caso de um elemento isoparamétrico.
O elemento imagem € obtido como combinaggo das fungdes de canto do elemento de referén-
cia sendo os coeficientes as coordenadas dos cantos do elemento deformado. Uma fungio com

estas propriedades serd chamada de transformacfo geométrica.

Para efeitos de cdlculo numérico o tratamento dos elementos € sempre feito no espago

tridimensional 13, usando-se as defini¢Bes abaixo relacionadas.

Definicio 6.3.1 Um elemento geométrico em R* é a imagem de uma transformacdo

geométrica f cujo dominio é um elemento de referéncia.

Por extensdo, um elemento geométrico em R terd a mesma denominacdo que o seu ele-
mento de referéncia, isto é linear, triangular, quadrilateral etc. Naturalmente toma-se a dimens&o
do elemento de referéncia como a dimenséo do espago no qual € definido, isto € a dimenséo s

do menor espaco R* que o contenba.

Dado que todos os elementos geométricos encontram-se 1mersos no espaco R e sdo ma-
peados de elementos de referéncia de diferentes dimensdes, define-se a dimensdo de um €le-

mento geométrico em R*, da seguinte maneira.

Definicio 6.3.2 A dimensido de um elemento geométrico é igual a dimensdo do seu elemento

de referéncia.

Desta forma o elemento ponto tem dimensdo 0 , o elemento de linha dimenséo 1, o tridn-

gulo e o quadrildtero dimens&o 2, o hexaedro, tetraedro, prisma e piramide dimensao 3.

6.4 Lados de um elemento

Denomina-se lado de um elemente, qualquer um dos cantos, arestas , faces e volume
interior do elemento. Dado que cantos sdo pontos, arestas sdo curvas e faces sdo superficies

define-se :
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Definigdo 6.4.1 Canto de um elemento é um lado de dimensio 0.
Definicdo 6.4.2 Aresta de um elemento é um lado de dimenséo 1.
Definicdo 6.4.3 Face de um elemento é um lado de dimenséo 2.

Definicdo 6.4.4 Volume de um elemento é um lade de dimensdo 3.

O conceito de espaco paramétrico associado ao lado do elemento & 4til para compatibi-

lizar fun¢Bes de forma sobre lados contiguos de elementos adjacentes. Estes espagos parameétri-

cos sdo mapeados por uma transformacfo geométrica que identifica o lado de dimensdo n do

elemento com um elemento de referéncia da mesma dimensio. Desta forma -

T, (£) € a transformagdo geométrica associada a um lado de dimensdo 1

T4 {&,n) é awansformagio geométrica associada a um lado de dimensao 2

Ty (§,m,¢) € atransformagio geométrica associada a um lado de dimensdo 3 (6.11)

Y| Semseomeshe

/,J’\

s i feoh

5 g
J/
e
B ’ l\m_/
Tt

Figura 6.4: Lados de elementos

A definigdo das transformagbes geométricas € feita em dois passos. Primeiro definem-

se estas transformacSes geométricas entre elementos de referéncia. Na figura 6.4 ilustra-se a

defini¢do de /i e f> para o caso de tifingulos. Em seguida define-se a transformagio geométrica

paraum lado de um elemento qualquer como a composigio de duas transformacfes geométricas,

conforme mostrado na figura 6.4, T, o f;.

Uma vez identificadas as transformag@es geométricas, pode-se definir :
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Definicio 6.4.5 O lado de dimensdo n de um elemento de referéncia é definido como a
imagem de uma transformacdo geométrica do interior de um elemento de referéncia de

dimensdiio n.

O objetivo de definir cada lado do elemento como sendo a imagem de um conjunto aberto
¢ garantir uma parti¢do do elemento em lados de dimensdes diferentes. Cada canto de um
elemento mestre pode ser identificado com o elemento pontual Pt, cada aresta € associada
a0 intervalo L =] ~ 1, 1] e cada face ao interior do elemento triangular 7" ou quadrilateral Q).
finalmente, o lado correspondente ao interior do elemento, € identificado ao seu elemento mestre

por meio da transformagao geométrica identidade.

Dado que uma transformagfio geométrica leva cada lado do elemento mestre a um lado
de igual dimens#o no elemento imagem, toma-se o lado de um elemento geométrico como a
imagem da transformagfo geométrica T, o f; conforme mostrado na figura 6.4. A partir desta

premissa, pode-se definir um lado de dimens&o n de um elemento.

Definigdo 6.4.6 O lado de dimensdo n. de um elemento geométrico é a imagem da transfor-
macdo geométrica composta Ty o f; do interior do correspondente elemento de referéncia de

dimensdo n.

z
L ¥
: ; : : :
\_} -1/ /
1 x
Te / /
1

Figura 6.5: Lado de dimenséo 1

Exemplo 6.4.7 Considere a transformacdo geométrica T, definida sobre o elemento linear

L. O conjunto Ty(L) define um lado de dimensdo 1 do elemento quadrildtero da figura 6.5.

T,:L=]—1,1[— EGC R t.q T,(£) = (—1,£,0) : T,(L)={T,(§) / ~1<¢{ < 1}
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Deste modo, o conjunto de lados de um elemento geométrico EG qualquer, forma uma
parti¢cdo do elemento :
U lpe = EG ; fou N, = ¢ Yi,j (6.12)

Exemplo 6.4.8 Para um elemento prismdtico observam-se os lados mostrados na figura 6.6.

Prisma Cantos Arestas Faces Interiar
dim = ( dim =} dim =2 dim =13
N

I i . i
: i -~ Fmm e
! i S
| | : £ | i
| } \ ; ] :

H

] : JL\ :
I , // \\ :
WL

Figura 6.6: Diferentes lados de um elemento prismético

A tabela 6.1 mostra para cada elemento mestre implementado o nimero de lados e suas

correspondentes dimensdes.

Numero de lados do elemento

Elementos dim 0 | dim 1 | dim 2 | dim 3 | Total lados
FPonto i 0 0 0 H
Linear 2 1 0 0 3
Tridngulo 3 3 13 0 7
Quadrilatero 4 4 1 0 g
Tetraedro 4 3 4 1 15
Pirdmide 5 & 5 1 19
Prisma 6 g 5 1 21
Hexaedro 8 12 6 1 27

Tabela 6.1: Namero de lados e respectivas dimensdes para cada elemento mestre

6.5 Conectividade de um elemento

Em uma malha de elementos finitos, dois elementos A e B sdo chamados vizinhos caso
‘existam lados [4 e I tal que o lado 14 do elemento A coincidacom o lado ! g do elemento B,

isto é
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Ia=Ip (6.13)

Segue que o elemento A pelo lado I 4 de A € vizinho do elemento B pelo lado /5 de B.
Definicdo 6.5.1 O conjunto {elemento, lado} chama-se conectividade do elemento.

Nada impede que um elemento unidimensional seja vizinho de um elemento tridimen-
sional ou que um elemento ponto seja vizinho de um elemento bidimensional, etc. Na figura 6.7

mostram-se alguns possiveis elementos vizinhos de um elemento prisma.

Prizma

~ T — -

Tridngulo

Figura 6.7: Elementos vizinhos de diferentes dimensoes

Dois elementos podem ser vizinhos por varios lados. Se por exemplo dois elementos tem
uma face triangular em comum entdo ambos elementos compartilham 3 cantos , 3 arestas € uma

face. Ha portanto 7 conectividades que relacionam um com outro elemento.

Sempre que menciona-se uma conectividade considere-se o conjunto de pontos do ele-

mento pertencentes a esse lado.
Definicdo 6.5.2 A dimensdo de uma conectividade € igual a dimensdo do lado associado.

A cada conectividade associa-se wm conjunto de conectividades de dimensdo menor. Os

lados de dimensdo menor associados a uma conectividade C sfo lados contidos no fecho C da

conectividade.
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6.6 Correspondéncia entre funcdes de forma e lados do elemento

O espago de interpolagéo V4,(€2) de elementos finitos ¢ formado por fun¢es polinomiais
por partes de diferentes graus. Cada funciio base deste espago € construida pela justaposicio de
fungSes de forma de elementos adjacentes. Para que este espago esteja contido em C%8) as

fungBes de Vi, (£2) devem ser continuas sobre os lados pelos quais os elementos s8o adjacentes.

Uma fungdo de forma € associada a um lado do elemento se ela € nio nula nesse lado e
¢ nula nos lados de dimensdo menor. Assim denomina-se fungBes de canto, funcSes de aresta,
face ou interior aquelas fungGes associadas ao lado respectivo. Uma fung¢do de forma associada a
uma dada copectividade € tambérn associada ao lado correspondente. Formalmente a associagdo
entre uma fun¢io de forma e uma conectividade pode ser descrita ou caracterizada da seguinte

maneira.

1. Existe exatamente uma conectividade do elemento para a qual uma funcdo de forma dele
pode ser associada.

2. Em um espaco de elementos finitos continuo (C°), existe uma tnica funcdo de forma
associada com uma conectividade de dimensio zero. Podem existir zero ou mais fungdes
associadas a cada uma das outras conectividades do elemento. Isto depende da ordem de
aproximacdo escolhida para o elemento.

3. Se uma fun¢io de forma € associada a uma conectividade de dimensio 7, entdo ela € ndo
nula nessa conectividade, e € nula sobre todas as outras conectividades de dimensio menor
ou igual a n.

4. O conjunto das fun¢Bes de forma do elemento € particionado pela correspondéncia entre
funcGes de forma e as conectividades do elemento.

A seguir exemplifica-se a associagfio entre fungSes de forma e lados de um elemento. A
figura 6.8 mostra uma enumeracio dos lados do elemento quadrilatero. Os lados 0,1,2,3 sdo

de dimensao 0, os lados 4, 5, 8, 7 sf0 de dimensdo 1 e o lado & tem dimensdo 2.

A figura 6.9 mostra a fungéo de forma associada ao lado 0. Esta func¢do ndo pode ser
associada ao lado 4, segundo a terceira propriedade, porque ela nfio é nula no lado 7. Ela € nula

sobre todos 0s outros lados de dimensdo 0 do elemento. A figura 6.10 mostra uma funcéo de
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Figura 6.8: Conectividades/lados do quadrilatero
forma associada ao lado 4. Essa fungo é nula sobre os Jados 0,1, 2, 3 e é também nula sobre os

lados 5, 6 e 7 , terceira propriedade. A figura 6.11 mostra uma fungio de face (bolha). Ela é

nula sobre todos os lados de dimensdo menor que 2.

Figura 6.9: Fung¢io de forma do lado 0

Multiplicando-se uma fungéo como aquela da figura 6.10 (ou 6.11) por um polindmio de
grau maior ou igual a 1, obtém-se uma fungio de forma do lado 4 (lado 8) de grau maior e

com as mesmas propriedades enunciadas.







Figura 6.10: Fungdo de forma do lado 4

Figura 6.11: Fungio de forma do lado 8

6.7 Conectividades e espacos paramétricos

o~

A cada ponto p de uma conectividade de dimens3o n associam-se n valores /{1;5\2, €y
que indicam o ponto p correspondente no elemento mestre. Os valores £,,&,, .., £, identificam o
espaco paramétrice da conectividade. O ponto p é identificado ao ponto P do espaco paramétri-

co por meio de uma transformacio paramétrica.

Por exemplo, a face de um tetraedro tem dimensdo n = 2. A qualquer ponto da face
correspondem dois valores ’5‘1, 2;-\2 que definem um ponto do elemento de referéncia triangular
T'. Para um lado de dimensio n = 1 o espago paramétrico € o elemento de linha. O espaco
paramétrico associado ao lado de dimensdo n corresponde ao elemento mestre de dimensdo n.

A cada elemento mestre associa-se um conjunto de fungdes base definidas de forma hierarquica
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e com as propriedades enunciadas na segio 6.6.

6.7.1 Divisdo/refinamento de elementos: malhas / — p adaptativas

Em uma malha sujeita a refinamento A, malha nio conforme, existird uma conectividade
{e, 1} estritamente contida numa conectividade adjacente { £, L}. Neste caso para uma base /7
de E associada a L ndo existird uma base ¢§ de e associada a [ tal que a Justaposi¢g@o de ambas
bases apresentem continuidade sobre a intersegfio das conectividades, L N[ = [. Neste caso
para coustruir uma base sobre o elemento pequeno justaposta e contfnua com ¢f impde-se em
primeiro lugar que estes elementos tenham a mesma ordem p de interpolac#io sobre os lados L e
!, em seguida construe-se uma combinagdo linear das bases ¢ que seja continua com YE . Isto
€ possivel ja que a restri¢io de 4% aolado [ é de grau p e 0 espago de interpolagdo associado ao

lado pequeno ! também € p.

I) Identificacdio de lados restritos

Qualquer elemento pode ser dividido em wm conjunto de subelementos. Neste caso, cada
subelemento refere-se ao elemento que foi dividido como elemento pai. Em wma malha refinada
os subelementos, também chamados de elementos filhos, formam uma parti¢do do elemento pai.

Para efeito de identificacio de restricdes define-se:

Definigdo 6.7.1 Uma conectividade de um subelemento é associada a uma conectividade pai
caso o elemento pai tenha um lado da mesma dimensdo que contém a conectividade do subele-

mento.

Por exemplo, na figura 6.12 , o elemento A foi dividido em 4 subelementos. O lado 2 do
elemento £, i.e. a conectividade { £, 2}, tem associada a conectividade pai {4, 2}. {E, 1} ndo
tem conectividade pai associada, dado que o lado 1 de F n#o esta contido num lado do pai A
da mesma dimensdo. Da mesma forma a conectividade {D, 4} tem conectividade pai {4, 4} |,
dado que {D,4} € {4,4} e a dimensfo dessas conectividades € a mesma.{F, 4} ndo tem
conectividade pai associada, ja que {F, 4} € {A,4} para algumi = 4,5, 6, 7. Todavia {F,4} C
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{4, 8} mas a dimens&o dessas conectividades ¢ diferente.

E 4 i{0 4 ]
3 6 33 8 Z[3 P; 2
F E
7 8 5|7 8 3
0 4 10 4 1
36 23 & 2|7 B s 5
7 & 507 8 5
C D
0 4 10 4 ilo 4 1

Figura 6.12: Conectividades restritas

Da mesma maneira, ¢ conjunto das conectividades dos filhos associadas a uma conec-
tividade do pai sdo aquelas conectividades dos subelementos que estdo contidas e sdo da mesma
dimensgo que a conectividade do elemento pai. Na figura 6.12 as conectividades dos subelemen-
tos associadas a conectividade do elemento pai {4,5} sdo {D,5} e {E,5}. A conectividade
filho de { A, 3} € { F, 3}.

Observam-se na figura 6.12 as seguintes relacies entre conectividades adjacentes.

{D.2} & {B,7},{E,1} ¢ {B,7},{E,5} ¢ {B, 7}

» {D.5} & {B,T},
T AE 2} € {B,7},{D,1} = {B,0}, {E,2} = {B,3)

» {D,1} Z{B,
6.8 Restricies entre conectividades

O nivel de um elemento € igual ao nimero de divisdes que devern ser feitas para obter-se
este elemento a partir da matha inicial (nfve]l 0). Numa malha inicial os lados ou conectivi-
dades comuns a elementos adjacentes sio vizinhos, se¢fio 6.5. Numa malha refinada isto nio

acontece. Numa malha onde os elementos foram subdivididos existern conectividades ou lados
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estritamente contidos nos lados ou conectividades de elementos adjacentes.

Quando a malha ¢ refinada obtém-se a continuidade das bases do espago de elementos
finitos designando uma dependéncia entre conectividades adjacentes de niveis distintos, isto €,
entre as fungdes de forma dos lados correspondentes. O coeficiente da soluggo do MEF da
base dependente é calculada combinando os coeficientes de dependéncia e o coeficiente multi-
plicador da solugdo do M EF da base independente associada. Os coeficientes multiplicadores
das fungBes independentes, isto €, aquelas bases que nfo apresentam dependéncia, sdo os co-
eficientes respectivos da solugéio de elementos finitos. Quando duas conectividades, com lados
que apresentam interse¢io ndo vazia, pertencem a elementos de niveis diferentes identifica-se

uma restrigao.

6.8.1 Transformacio paramétrica entre conectividades vizinhas

Quando dois elementos sfo vizinhos por wm lado, ndo hd restricbes ou dependéncias
neste lado. Neste caso, os elementos s8o do mesmo nivel e a compatibiliza¢&o fica por con-
ta das funcdes de forma hierdrquicas dos elementos, dos pardmetros variacionais € 0s espagos
paramétricos. A compatibilidade das fun¢Ses de forma entre elementos vizinhos € sempre fei-
ta entre os correspondentes espagos paramétricos dos lados adjacentes. Duas conectividades vi-
zinhas da mesma dimensfo possuem 0 mesmo espago paramétrico associado porém as funcdes
paramétricas podem ser diferentes, veja subsegfio 6.7. Isto iltimo depende da orientagdo local

dos nés do lado comum para cada elemento.

Figura 6.13: Faces com transformagdes paramétricas diferentes
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A figura 6.13, mostra dois lados de dimenséo 2 com correspondentes fungdes paramétricas

diferentes.

6.8.2 Traosformacio entre os lados de um subelemento e o elemento pai

Se a conectividade atual pertence a um subelemento cujo pai tem uma conectividade da
mesma dimensio que a contém, entio existe uma transformacio geométrica entre o elemento de

referéncia da conectividade atual para o elemento de referéncia da conectividade do pai.

6.8.3 Transformacio entre lados de diferente dimensio

Uma conectividade € restrita por uma conectividade de dimensdio maior nos seguintes

€asos :

» A conectividade refere-se a um subelemento.

» A conectividade no tem pai, isto €, o pai do subelemento nfo tem conectividade da mesma
dimensdo que contém a conectividade atual, e

» O pai do subelemento tem uma conectividade que contém a conectividade atual.

No caso das conectividades terem dimensdes distintas também existe uma transformagao
paramétrica entre o elemento de referéncia da conectividade do subelemento e o elemento
de referéncia da conectividade do elemento maior. Esta transformagiio € feita entre €spacos

paramétricos de dimensdes diferentes.

Exemplo 6.8.1 Sejam dois elementos £ ¢ G com duas faces triangulares vizinhas Fr e Gy
respectivas, na qual £y foi dividida. Isto €, o elemento £ que contém a face F'p foi dividido.
Considere uma aresta A contida no interior da face Er e um subelemento e de F que contenha
essa aresta. Entdo existe uma face e de e contidaem Er e quecontém A, istoé, 4 C er C Ep.
A transformagdo entre a aresta A ¢ a face vizinha (7 € obtida como wm acGmulo de transfor-

mag0es. Trés transformacgSes sdo acumuladas:

1. transformag@o entre a aresta A e a face er do subelemento e que contém ambas
2. transformagdo entre a face e do subelemento e e a face Er do elemento E
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3. transformacio entre a face Ep do elemento F ¢ a face vizinha G do elemento &

Exemplo 6.8.2 Transformagdes paramétricas entre conectividades de diferentes dimensdes ou

niveis. As transformagdes paramétricas podem ocorrer enire !

Um lado de dimens&o 0 e um lado de dimensdo 1. Canto para lado.
Um lado de dimensfo 0 e um lado de dimens3o 2. Canto para face.
Um lado de dimensio 1 e um lado de dimens3o 1. Aresta para aresta.
Um lado de dimens#o 1 e um lado de dimens&o 2. Aresta para face.
Um lado de dimens&o 2 e um lado de dimensdo 2. Face para face.

e =

A seguir explicitam-se as transformages mencionadas para os diferentes casos que acon-

tecem em uma matha refinada hp-adaptativa.

6.9 TransformacGes paramétricas entre lados vizinhos

Os elementos unidimensionais possuem dois cantos localmente enumerados como canto 0
e canto 1. Este elemento é identificado ao seu elemento de referéncia associando o canto local 0
a0 extremo -1 e o canto local 1 a0 extremo +1. Da mesma maneira esta identificacfio € feita para
a aresta de um elemento qualquer. Desta forma se a numerago local de duas conectividades vi-
zinhas é invertida a transformacfo paramétrica entre elas é -1. Caso contrario a numeraggo local
coincide é a transformacdo & +1. Para associar de forma dnica um mesmo espago paramétrico
de linha a uma aresta qualquer usa-se a numeragiio global dos nds da malha, identifica-se o
canto -1 do elemento linear com o menor niimero nodal global da aresta € o canto +1 com ©
maior valor nodal dessa aresta. Portanto isto resolve a compatibilizacio entre fungdes de aresta.
S6 resta transformar o parfimetro variacional de cada orientagdo local prefixada no elemento de
referéncia para estd Gnica orienta¢do no novo sistema local de referéncia definido pelos valores
nodais globais. As transformacdes paramétricas neste caso s&o 7' = +1 quando a orientacio
local da aresta coincide com a orientaciio do espago paramétrico definido pelos nés globais dos

cantos da aresta e T = —1 quando isto ndo acontece.

Para compatibilizar funcdes de face, cada face do elemento de referéncia € associada de

forma tinica com duas direcdes e a cada direciio corresponde um parimetro variacional. Cada
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parémetro varia linearmente na diregfio associada, independente do tipo de elemento e a sua
dimensfo. Portanto para compatibilizar estes lados, é suficiente identificar as faces com um
mesmo espago paramétrico. Para obter continuidade identifica-se cada face compartilhada por

elementos vizinhos com o mesmo espago paramétrico.

Um elemento geométrico qualquer é obtido por meio de uma transformacfo geométrica
do seu elemento de referéncia. Portanto uma face compartilhada por elementos vizinhos tem
una enumeracdo local diferente para seus cantos dependendo do elemento ao qual esta face é -
considerada. A numerac8o local de uma face € definida de maneira que a primeira dire¢o '5 €
tomada do canto local 0 para o canto local 1. A segunda direcio 7 é tomada do canto local 0 para
o canto local 2, para face triangular ou do canto local 0 para o canto local 3 na face quadrilateral,
figuras 6.14, 6.15. Para identificar de maneira Gnica um espago paramétrico a uma face dentro
da matha utiliza-se a numera¢io nodal global dos cantos da face. Considerem-se 0 menor canto
¢0 dessa face € os dois cantos cl, ¢2 ligados a este por arestas tal que cO<cl<c2. Entdo os
cantos locais 0, 1 e 2 (ou 0, 1 e 3) sfo respectivamente c0, ¢1 e ¢2. Associem-se 0s eixos locaisg
e 7} de acordo como explicado acima. Portanto para obter continuidade entre as fungdes de face
de elementos vizinhos basta identificar, da forma mencionada, cada face da malha ao €spago
paramétrico triangular ou quadrilateral respectivo definido de forma tnica pelos valores nodais

globais da face deformada.

I) Transformacoes entre faces triangnlares

O espago paramétrico da face triangular € esquematizado na figura 6.14. Cada uma das
faces triangulares dos elementos sfo identificadas com ela de maneira tnica. A figura 6.14
mostra claramente a identificac@io de cada face com a face de referéncia através dos cantos 0, 1,
2 e dos eixos locais £, 7. O menor id local canto ) dessa face, estd no extremo de duas arestas

que o conectam com 0s cantos 1 e 2 da mesma face.

Tome-se © primeiro eixo § na dire¢fo de 0 para 1, tome-se o segundo eixo 7 na direcdo
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3
j Espago paramétnice de referéncia

Figura 6.14: Escolha dos eixos : faces triangulares

de 0 para 2. O primeiro parimetro variacional varia de -1 para +1 do canto local O para o canto
local 1, o segundo parfimetro variacional varia de -1 para +1 do canto local 0 para o canto local
2. Todas as possiveis posicSes destes eixos em uma face triangular estdo representadas na figura
6.14. Ao todo 6 transformagdes. A tabela 6.2 enumera todas as ransformacOes entre 0 espago
paramétrico de referéncia e uma face triangular qualquer. Para determinar esta transforina¢ao
identificam-se os cantos locais correspondentes. O seguinte exemplo determina a transformacio
T, de mimero 2 da tabela identificando os cantos conforme as relagbes dadas a seguir: o canto
0 & mapeado no canto 2, o canto 1 é mapeado no canto 0 e o canto 2 € mapeado no canto 1,

cornpare com a figura 6.14, entdo

T(0,0) = (0,1) , T(1,0) = (0,0) , T(0,1) = (1,0) = T(¢,n) = (1 ~2—n) (6.14)

Desta forma cada face determina por si mesma como identificar-se com o seu sistema de
referéncia. Este fato € dtil em computagio em paralelo, dado gque ndo precisa-se de troca de

informagdo entre processadores para a compatibiliza¢do de lados vizinhos distribuidos.

Para garantir a continuidade das bases associadas a dois elementos vizinhos A ¢ B com

uma face triangular comum F; proceda-se como explicado a seguir. Dado um ponto no elemento
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n° transformacio
E 10 €
0 —~ m
7 01 7
\ El_101 £
7] 11 09
g ¢ 1 g 0
25T a1 -0t
z -1 -1 & 1
’ 7171 0 1 7 1o
T -1 -1 £ i
a1 1 o llnlTo
£ 1 0 £ 0
A S -1 <1l

Tabela 6.2: Transformages paramétricas : faces triangulares

de referéncia E4 do elemento deformado A, projeta-se este ponto para a face F, do elemento
de referéncia E4 que € mapeada na face deformada F,. Isto &, calculem-se os dois parfmetros
variacionais associados a F,.. Existe uma correspondéncia biunivoca entre os nés da face F, € os
nds contidos na conectividade (A,F3) por meio da transformagéio geométrica com a qual obteve-
s¢ 0 elemento deformado A. Entfio um novo sistema local S,, em F, € definido pela numeragao
global dos cantos da face deformada e esta correspondéncia, como foi explicitado anteriormente.
Transforme-se o ponto projetado no sistema predefinido da face F, para o novo sistema local S,,.
O ponto transformado € o ponto no qual é calculada a base associada & conectividade (A,Fy). Da
mesma mmaneira calculam-se os pardmetros variacionais associados a conectividade (B,Fy) do
elemento vizinho. Este procedimento resultars na continuidade das bases de A e B associadas
a face F;, bases que utilizam as mesmas duas fungGes da seqiéncia. O que aqui foi dito serd

completado com umn exemplo para o caso de uma face quadrilateral.

II) Transformacdes entre faces quadrilaterais

O espago paramétrico da face quadrilateral € esbogado na figura 6.15. Cada urna das faces
quadrilaterais dos elementos ¢ identificada com ela de maneira Gnica. A figura 6.15 mostra
claramente a identificaco de cada face com a face de referéncia através dos cantos 0, 1, 3 € 0s

eixos locais £, 7. O menor id local ou canto 0 dessa face, estd no extremo de duas arestas que 0
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conectam com o8 cantos locais 1 e 3 da mesma face.

3 2 1 2
1 g
®)] —1—:; @ 1
0 1 0 3
1 2 3
£ T
® |n—+ @ |t ﬂ
3 a} 1 a 3 2
1 o 3 9 g
@ et ® | . :
2 . 3 z : 1 Espago paramétrice de referéncia
0 3 o 1
€ 7
1 2 3 2

Figura 6.15: Posicdo dos eixos : faces guadrilaterais

Tome-se o primeiro eixo £ na diregdo de () para 1, tome-se o segundo eixo 5 na diregio
de 0 para 3. Todas as possiveis posi¢Oes destes eixos na face quadrilateral esto desenhados na
figura 6.15. Ao todo 8 transformagdes, determinadas conforme explicitado anteriormente para

o caso de uma face triangular.

Para completar o que foi dito para o caso de uma face triangular da-se um exemplo da
obtensio da continuidade entre bases associadas de elementos vizinhos. A continuidade destas
bases dependem dos valores que estas assumem nos lados em comum. Seja T a transformagso
que mapea o elemento deformado no elemento de referéncia, se y, € uma base do elemento
mestre entdo @, o T' € base do elemento deformado. Para um exemplo especifico sera mostrado
que dado um ponto p(z,y, z) em uma face quadrilateral deformada Fy pertencente a dois ele-
mentos vizinhos, um prisima e urmna piramide, os parAmetros variacionais obtidos da forma antes
mencionada para cada elemento sfo iguais. A figura 6.16-(b) esboga a face de contato entre um

prisma (do lado esquerdo) e uma pirdmide (lado direito). A face de contato € s6 uma. As ou-
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n® transformacio
0 g1 _ |10 €
7l 10117
. e _|01 £
71 11 0(in
) el _1 0 1 €
7l |1 -1 017
€ -1 0 €
3 —~ =
n 0 1 7
. El_[~-1 0 £
7. 10 -1i]q
5 El_| 0 -1 £
7] 1-1 © n
6 g1 _ |0 ~1 £
nl 11 0 n
. gl 1 0 g
i 10 =-1]lqg

Tabela 6.3: TransformagGes paramétricas : faces quadrilaterais

tras duas faces 6.16-(a) e 6.16-(c) foram desenhadas para especificar como a numeracdo local
da face F.. do elemento de referéncia foi mapeada na face deformada Fy. Na figura 6.16-(b)
os eixos locais (g,n’) da face F; foram determinados pelos valores nodais globais 10(1,0,0),
21(0,1,0) e 33(0,0,1) como jd mencionado. A face esquerda, figura 6.16-(a), mostra a nume-
ragdo local da face Fj relativa a0 prisma deformado e a face direita, figura 6.16-(c), mostra a
numeragio local da face Fy relativa  pirdmide deformada. As transformaces F, e F; definidas

por
P’r‘(mayaz) = (yﬂm%” Z,T+Yy— Z) ’ F= (mzhy"f" ZQ’)“’“’Q‘"}‘Z,O) (6.15)
mapeam a face Fy as faces de referéncia F,, do prisma e da piramide respectivamente, iden-

tificando os correspondentes nés locais.

Trés passos serdo efetuados para a obtenséio do parfmetro variacional a ser utilizado pela

funcdo de forma da face Fy do elemento deformado.

1. Transformar o ponto p{z, y, z) da face F; do elemento deformado para a face ¥, do elemento
de referéncia obtendo-se (§,7, () = P(z,v, 2)

2. Calcular os parmetros variacionais (; e Oy da face F.. baseados no ponto (£,n,(), isto €
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57 4

33

Figuia 6.16: Espago paramétrico associado a face deformada Fy

projetar este ponto para face F.

3. Aplicar a transformago correspondente, figura 6.15 e tabela 6.3, entre 0 espago paramétrico
(predefinido) da face de referéncia F, definido pelos eixos locais { e 7] € 0 espago paramétri-

co determninado pelos nés globais e definidos pelos eixos locais Ee 7, sobre o ponto (C;, Ca)
obtendo-se (cy, ¢2)

4 G

(] L5 >

Figura 6.17: Espagos paramétricos associados as faces de referéncia F.

)

,
Ao
{my

=
o

T

A seguir calculam-se os parfmetros variacionais para ambos os elementos seguindo os 3
passos acima. A transformag@o a utilizar para o caso do prisma € a nimero 4, segundo a figura

6.15 e tabela 6.3, e para o caso da pirAmide € a ntmero 6 da mesma tabela.

Para o prisma a seqtiéncia de calculos € a seguinte:

1. P(a:,y,z)mP,.(m,y}z)=(y,$+z,z+y—z)m(5T}}Q
2. Ci=n—¢é=z—y+z,Co=(=x+y—~2z
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3. TyC, Co)=Tylz~y+z,z2+y—2z) = (—z4+y—z—z—y+2) =(c,c)
Para a piramide a seqiiéncia de cdlculos € a seguinte:

P(zzyaz)mﬂ(m;yz) =(“x“y‘?‘z:m_y‘i'z,o):(faﬁyg)
== -z-y+2,.C=n=z—-y+z
3. Te(Cr, Co) =Te(-s~y+2,5~y+2)=(~z+y—2z,—z—y+2) = (c1, cy)

b

O valor dos pardmetros variacionais em ambos 0s casos & (cr,0) = (—z+y—z—z—
y + z). Como a continuidade das bases de canto & garantida também é garantida a continuidade
da base obtida como produto das duas bases de cantos opostos da face. Uma base associada 2
face Fy escreve-se ;o I = (T ;(T) fri(c1) fua(ca) com, e 1); bases de cantos opostos da
tace F,. do elemento mestre, f,; e f, funcdes da seqiiéncia, equacio 4.2, e 7" mapea o elemento
deformado no elemento de referéncia, /5, = P. As duas fun¢Bes base associadas, uma para
cada elemento, utilizam os mesmos polinémios f,; e f,, da seqii€ncia, dado que os parfmetros
variacionais ¢; € ¢, s30 Umicos segue-se que estas funcGes apresentam continuidade na interface

comum a ambos elementos.

Na pratica as transformacdes 7', P, e P; nunca sio calculadas, somente sio aplicadas
as transformagOes paramétricas, dadas na tabela 6.3, entre os espagos paramétricos do lado

respectivo, como exemplificado na figura 6.17, no ponto de integracéo.

A tabela 6.3 enumera todas as transformagdes entre os elementos de referéncia de duas
faces vizinhas. Desta forma cada face determina por si mesma como identificar-se com o seu

sistema de referéncia.

6.10 Transformacdes entre lados paramétricos

Como mencionado na segfo 6.7, cada lado de um elemento geométrico € associado com

um espago paramétrico de dimensao igual 4 dimensdo desse lado.
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Quando dois elementos geométricos Eg; e Egp sdo vizinhos por um lado e um deles é
dividido, por exemplo seja Fgo dividido em ej,ep,..,€q. dd-se 0 caso em que Ey; € 08 subele-
mentos e; de Ego fazem parte da malha computacional. Neste caso aparecem restricdes de lados
de elementos e; para lados de E;. Estas restri¢des sao feitas com o intuito de obter uma ma-
Jha refinada de pelo menos classe C°(£2). Para compatibilizar estas restri¢Ges utilizam-se 0s
espagos paramétricos mencionados, pelo mesmo fato que calcula-se a equagao diferencial so-
bre o elemento de referéncia ao invés de diretamente sobre o elemento deformado. Assim as
restricdes sio calculadas entre os respectivos espagos paramétricos dos lados envolvidos. Deve-
se convencionar cada lado de um elemento com um espaco paramétrico da mesma dimenséo e

de forma univoca.

Fm geral uma transformagio linear T entre conjuntos B e D contidos em espagos de

dimensao finita pode ser definida em termos matriciais por :

T:BCcR"— DCR" (6.16)
T(Ila ) I’m) = Anzm—X—mzl + bne1 = (331: X zn) = T(n,m) (6.17)
WXMmml = (Ilz ";‘xm) e j™ 3 (‘rla --:xn}: bm:l € R" (618)

onde A,xm é uma matriz de n linhas por m colunas. Em termos das dimenses dos lados
envolvidos, se dim from denota a dimensio do lado domfnio e dimto a dimensao do lado do

contradominio ou imagem tem-se :

T = Tidim to,dim from) (6.19)

Estas transformacdes devem ser calculadas para cada elemento. A seguir exemplificam-se

as transformagdes paramétricas para o caso do tetraedro.

6.10.1 Transformacao paramétrica entre um canto € uma aresta

Neste caso cada aresta é identificada com o elemento linear [—1, 1]. Os cantos, entao,

se corresponderam com os valores —1 ou -+1. Para o tetraedro cada canto estd unido com trés
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arestas. A convencdio de como o espago linear se corresponde com cada aresta € mostrada nas

figuras 6.18-(b), 6.18-(c) € 6.19-(a), 6.19-(b). A transformac@o € entfo Gbvia.

(a) (b) (e
+1
+1
2 -1 1

1 7 6 \

1]+ 4 4 51
o ) 1 ! - R !

-1 +1 -1 +1

Figura 6.18: Transformagdes entre espagos paramétricos, canto para aresta

A figura 6.18 mostra como cada canto de uma aresta é levado no canto do elemento linear,
Por exemplo, o lado de dimensdo 0, canto ¢0(0,0,0), da aresta r0, lado 4 de dimensdo 1, é
transformado no extremo —1 do espago ];Saramétrico de dimensdo 1, elemento linear. A tabela
6.4 resume as transformagdes dos cantos do tetraedro para as arestas que a incluem. Bm geral,
e dado que um canto tem dimensao zero, a transformacio que leva o canto de uma aresta num

extremo do elemento linear segundo a equagSes 6.16-6.19 € da forma,

T + Pt=R— LRt (6.20)
Tioo = TE = A1o' + by =be R 6.21)

Assitm, cada aresta € identificada de forma dnica com o elemento de referéncia linear.

canto < canto cl cantc 2 canto €3
lado | transf | lado | transf. | lado | transf | lado | transf.
4 -1 4 1 5 1 7 1
6 i 5 -1 6 -1 8 1
7 -1 8 -1 9 -1 9 I

Tabela 6.4: Transformagdes de cantos para arestas
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Figura 6.19: Transformagdes dos cantos 2 e 3 para arestas 5,6,7,8 ¢ 9

6.10.2 Transformacio paramétrica entre um canto e uma face

Associando a cada face triangular o espago paramétrico, segundo € descrito na segdo 6.9,
conforme ¢é esbocado pa figura 6.22, escrevem-se as transformagSes entre os cantos do elemento
e suas faces, como mostrado na tabela 6.5. Dado que um canto tem dimens&o 0 e uma face

dimens&o 2, as dimensdes da transformacio s3o :

T Pt = §R0 — T - §R2 s szg = Tfo o Agm()gc -+ bgml o %%2 (622}

canto 0 canto I canto 2 canto 3

face | transf. face | transf | face | transf. ; face | transf
Fl10 0 F10 L F10 0 Fil v
0 0 L 1
Fli 0 F11 L F L Fi2 v
0 0 21 1
0 0 i 0
F13 0 Fi2 0 Fi3 0 Fi3 1

Tabela 6.5: Transformagdes entre cantos e faces

6.10.3 Transformaciio entre um canto e o volume

Resume-se na tabela 6.6 a transformagio do canto do elemento para 0 espago parametrico
do volume do elemento, conforme mostrado figura 5.12. A transformacdo € feita entre 0 espago

paramétrico de dimensdo zero (um ponto) e O espago tridimensional do elemento tetraedro de
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referéncia.

cantos

¥
=
B

C

4

C:

transformacao

el
0
0
0

Lo B BT

0 0
1 0
0 1

Tabela 6.6: Vetor de transformaco canto-volume
T.Pt= §R0 —sTe C §R3 ) TT?;:;:O = T(Eo) = Agwofe -+ 631.1 € %3 (6.23)

6.10.4 Transformacio da aresta do subelemento para a aresta do elemento

Ja que osud’s dos cantos locais das arestas do elemento e de seus subelementos coincidem,
entdo os sistemas locais também coincidem. Cada aresta do elemento temn dois cantos enume-

rados localmente, o canto 0 e o canto 1. Cada face tem ainda dois subelementos associados por
aresta, enumerados localmente como os subelementos O e 1.

Figura 6.20: TransformagBes entre arestas da face F0

O primeiro subelemento € o que contém o canto local 0 e o segundo é o que contém o
canto local 1. Para a aresta r2 da face F0, figura 6.20, 0 canto local 0 é o canto 2 do elemento e

o canto local 1 € o canto 0 do elemento, os dois subelementos séo o d € o a respectivamente.
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aresta rQ aresta rl aresta 12
sub0 | 26—L]subl1 (26 ~1[sub2] 26—3
subl | 26+ |sub2 | 26+ |sub0] 26+ 3

Tabela 6.7: Transformacdes de aresta, entre subelementos e elemento

A figura 6.20 mostra os sistemas de referéncia associados as arestas do elemento ¢ as
arestas dos subelementos contidas na face F0. Para as outras faces tem-se uma situagio analoga
aquela da figura 6.20, e portanto as transformagdes associadas s30 aquelas da tabela 6.7. Na
equacio 6.24, L € o elemento de referéncia linear, no dominio L € associado & aresta do elemento

pequeno e no contradominio & aresta do elemento grande.
T:LC éRl — L C ?Rl . Tlml = T& = Alxlf + b]_$1 & §Rl (624)

6.10.5 Transformacio paramétrica entre uma aresta e uma face

Primeiramente cada face é identificada de forma unica com o elemento de referéncia trian-
gular. Neste caso a transformagéo vai do elemento mestre linear de dimens#o 1 para o elemento

mestre triangular de dimensao 2, designado para cada face.

” +1 3 2 4
F10 3 F10
A o ﬁ N\
0 1 SN -1 |
A 0 1 1

-1 +1 -1 +

Figura 6.21: Transformagdes paramétricas : arestas para faces

A notagdio £10 indica que a face corresponde ao lado 10. A notagio F'0 indica que a face
é a primeira, F'1 indica que € a segunda, etc. De modo que ambas notagdes sdo equivalentes €

podem ser usadas sem distingdo.

Dada as dimensdes desses lados a transformacao requerida € da forma
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face aresta rd==lado 4 face aresta rlz==lado 5
il 1 I i
F10 24| 2 Fi0 2 1E+ 2
0 0 5 =
py iy i 1
Fi1 2 2 w 2 2
015 6 2106 [§T ) g
face aresta r2=lado 6 face aresta r3=lado 7
I I 0 0
F13 ZAg+] 2 F11 p L&+ 3
0 0 3 5
0 0 0 0
P10 _1 et F13 118+ 2
] 5 5 3
face aresta rd=lado & face aresta rb=lado 9
iy L —d 1
Fli 2 i+ 2 F12 2 &+ 3
) 7 a )
0 0 I 1
Fi12 1 1€+ ) 13 2 E+] §
2 2 ) 3

Tabela 6.8: Transformagdes entre espacos paramétricos: aresta para face

Dada as dimens3es desses lados a transformagio requerida € da forma

T:LCR — T CR | Thg = T(E) = Apgr& + byyy € R (6.25)
3 -1 3
+1
> 2
0TE 2 8 1| Yo 1
+1 -1
; +1 3 2 +w1_“__m:1 5 +1
8 g 3
-1 \ Tz -1
1 1 ' 1 _ 0 2
-1 1

Figura 6.22: Transformagfo paramétrica entre Jados de dimensdes distintas

Sejam os cantos da face enumerados pelos d’s inteiros ¢0, ¢l e ¢2 e tal que c0 < ¢l < ¢2,

entdo para cada face convenciona-se a seguinte posigio para os eixos Een:

e O eixo £ vai de ¢0 para cl
¢ O eixo 7 vai de ¢0 para c2
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e Os eixos £ e 17 cruzam-se em c0

Cada aresta esta incluida em duas faces, logo para cada aresta tem-se duas transformagdes
paramétricas. A tabela 6.8 resume as transformagdes das 6 arestas para as 4 faces do tetraedro.

As figuras 6.21 e 6.22 mostram 0s espagos paramétricos assumidos para as arestas do tetraedro.

6.10.6 Transformacio entre aresta e volume

A transformac@o entre a aresta do elemento e o volume do elemento € feita entre um espago
paramétrico unidimensional e um espago paramétrico tridimensional. Cada caso é eshogado na
figura 6.23, onde os nimeros positivos correspondem a numeragfo local da aresta € 08 dois

cantos dessa aresta no tetraedro de referéncia.

Aequacdio 6.26 descreve as dimensSes das matrizes que definem a transformagéo.
T:-LCcR —TecC o , 31 = T(f) = Agg1& + bgn1 € w3 (6.26)

A tabela 6.9 redne todas as transformagGes gue ocorrem entre as arestas do elemento e o

2-!-1 +1 5 !
L\ s
1 E +1

volume do elemento.

+#1 3 +1 +1
3 } g
& 17 & \
AN | I~
410 | 2

Figura 6.23: Posi¢fo do sistema de referéncia linear para a transformag&o aresta-volume
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aresta transformagio aresta transformacac
4 i 0 0
2 2
r0 01+ 0 3 O i+ 0
0 0 i %
% X —L L
1 3 % 2 2
rl 3 {& -+ 3 4 0 {E ] + ]
0 0 i 3
0 0 0 ¢
72 —3 1+ 3 5 -5 | g+ %
0 U] ';‘ 5

Tabela 6.9: Transformagfo aresta-volume

6.10.7 Transformacio da face do subelemento para a face do elemento

As restrigbes sempre ocorrem entre elementos de diferentes niveis de divisdo. A trans-
formag@o entre o lado de wm subelemento e o lado de um elemento adjacente € obtida por um

processo de acumulagdo de transformacdes.

2

{ajLados e faces locais (b) Sistemas locais

Figura 6.24: Transformagdes da face F10 do tetraedro

Acumulam-se as transformag&es entre lados aninhados de subelementos e elementos pais

e por iltimo entre elementos vizinhos.

A tabela 6.10 resurne as transformagGes entre as faces do subelemento e a face do pai que
a contém. Na figura 6.24 se representam os sistemas locais adotados para tal propdsito, para o

caso da face F'0, lado 10. Para as outras faces adotou-se sistemas locais andlogos, figura 6.25.
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Figura 6.25: Sistemas paramétricos locais do tetraedro: faces F1, F2 e F3

6.25. Devido a escolha da enumerac&o de cantos e sistemas locais associados aos elementos
tetraedro e pirimide algumas transformagdes sfo idénticas. Na tabela 6.10, F7 indica a face do

elemento e a transformagfio T;; vai da face do subelemento sub 7, contida na face Fi, para Fi.

Faces do elemento tetraedro
0 F1 F2 F3
£ 0 £ 0
Top = 3 1 g 1o Tor =Top T1z =Too Toz =Too
5
T
Tio == 2 ? ¢ +1]2 Ti3 =T1o T22 =T1wo T2z =Two
0 5 Ui 0
2 0 0
Tog = 6 1 ¢ +11 Tz =Tap Tgz =Ta0 Tgz =T20
3 1 9
Teg = T4 = Tgg ==
1 i _1 1 i 1 —
-3 0] ¢ +] 2 0 5 | & +|2 5 3 3 + 0 Taz =Tq1
o1 0 11 0 0 —1 1
5 % 1.7 53 1 z | 7 B

Tabela 6.10: Transformagdes entre faces

A equagfo 6.27 identifica as dimenstes destas transformagdes assim como os espagos de

definicdo.

T TCRE TR, Toge =T(,7) = Asgsl + bygy € R (6.27)
6.10.8 Transformacio da face para o volume

A transformagio entre uma face e um volume ¢ feita entre o espaco paramétrico da face
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do elemento e o espago paramétrico do elemento.

23 3 3
O F1 20 I

0 F2

Figura 6.26: Transformac@o face-interior

A figura 6.26 descreve os sisternas locais associados a cada face, e a tabela 6.11 define
estas transformacGes. A equagio 6.28 mostra as dimensdes do mapeamento e das respectivas

matrizes que a definem.,

T:TCR — Te C R , Tago = T(f,’f;‘) = Agmzé + b3z € R? (6.28)
face transformacio face transformacao
1 ¢ 0 -1 -1 1
Fo | |0 1 [ ¢ } sloflrm|] 1 o [ g } +]0
0 o |Lt7 0 0 1 K 0
10 0 0 o], 0
F1 0 0 [ ¢ } + 10 F3 1 0 s } + 10
01 |L7l g o 1 |L7 0

Tabela 6.11: TransformagZo da face para o espago paramétrico do elemento

6.10.9 Transformacio entre subelemento e elemento

A transformagio entre o espago paramétrico do subelemento filho e o espaco paramétrico

do elemento pai € descrita pela equagio 6.29. Todas as possiveis transformagdes deste tipo s3o

T:TeCR —Te CR® | Toys = T{¢,n,¢) = Asas€ + bygy € R (6.29)
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definidas na tabela 6.12. Acompanhe os dados da tabela 6.12 com as figuras 5.15 ¢ 5.16.

subelemento transformagio
z 00 £ 0
sub O 0 b G |+ 0
0 0 L]i¢ 0
oo Te T3
sub 1 0 % 0 n|+10
0 0 L}]|¢ 0
T"0 0]¢ 5
sub 2 0 £ 0 n|+|3
00 1]l¢ 0
I 070 3 )
sub 3 0 3 0O ni+30
00 31]1¢ 3
0 —+ -1 £ i
4
sab 4 0 % —% 7+ %
% 0 1 %1 cg z1
—-g L ps
sub 3 O i‘ % n |+ %
-1 0 =31]¢ vy

Tabela 6.12: Transformac#o entre elementos filho e pai

6.11 Particio unitiria do dominio computacional

Denomina-se malha computacional qualquer parti¢iio unitdria p, do dominio £} do
problema, composta de elementos computacionais. Uma parti¢io unitéria € definida pelas duas

propriedades i e ii a seguir.
i. A unido dos elementos da particéo yp, € igual a Q) :

U2:,=Q, Q€ Py (6.30)
ii. A intersecdo dos interiores de dois elementos quaisquer de g, é vazia :
=] o
Qi M Qj= QZS s b Qi? Qj S £y (631)

Se o elemento & de dimensdo 1 ou 2 considera-se o interior destes elernentos com a topolo-

gia induzida® de R*1461 | Assim por exemplo, a intersegiio C' da bola aberta B em ®?, da figura

! Uma topologia € definida num conjunto quando sdo definidos os abertos deste conjunto. Topologia induzida de R3
quer dizer que os abertos de um conjunto C de 3 sio obtidos de abertos de | intersectados com C.
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6.27-(a), com um tridngulo T de R, estd contida no tﬁﬁngulo e C' é um aberto do tridngulo 7.
Desta maneira o interior de 7" € o tridngulo sem os lados de dimensdo 0 e 1, isto € o préprio la-
do de dimenséo 3 do elemento. Isso também pode ser visto se consideramos T° como sendo uma
se¢do de um prisma, entdo o interior do prisma & uma vizinhanca aberta e quando intersectado

com T corresponde ao interior do trisngulo 7, figura 6.27-(b).

a) b) Prisma P
/ secio plana SP
/ T
AN
C=BnT . .
T=PN3p T=9FnNT

Figura 6.27: Abertos topoldgicos de um elemento

Com isto a defini¢do de matha computacional inclui malhas refinadas.

Em uma malha computacional refinada pais e subelementos computacionais nio podem
coexistir. Ou considera-se um elemento formando parte de uma parti¢do do dominio ou seus
subelementos obtidos por divisdo. Com uma dada malha geométrica refinada podem-se associar
varias malhas computacionais, porém para efetuar o célculo de uma solugfio aproximada pelo

método dos elementos finitos escolhe-se s6 uma malha computacional.

A defini¢do de malha computacional inclui ainda todas as possiveis combinacdes entre
elementos umi, bi e tridimensionais. Considere-se 2, por exemplo, como sendo um elemento
quadrilatero superposto na face de um elemento hexaedro. Entio ainda as propriedades 7 e 7
continuam vélidas. O interior do hexaedro ndo intersecta o quadrilatero. O mesmo acontece se
considera-se um elemento linear superposto 4 aresta de um elemento trifngulo. A interse¢do do
mnterior do tringulo com o elemento linear € vazia, dado que o elemento linear coincide com

uma das arestas do wrifingulo e o interior topolégico deste ndo contém suas arestas.



I) Malhas Adaptativas

Uma malha 3 de elementos finitos € uma parti¢io unitaria P do dominio computacional.

Seja p(M) o conjunto das partes de M; entdo

W E=M,ENE=06Vvij:0<i,j<n (6.33)

Para efetuar o refinamento adaptativo da malha de elementos recorre-se a um redese-
nhador de malhas!*’! ou estimador de erros 143 %] junto a uma estratégia adaptativa
adequada para cada problema. Um estimador de erro indicard, de acordo com uma andlise da
solugdo aproximada uy, que elementos deverdo ser divididos e quais deverdo ser agrupados. A
andlise feita resultard numa estimativa para o erro |ju — u|| sobre cada elemento da malha com
uma norma ||-]| adequada, onde u é a solugdo exata geralmente nfo conhecida. Esta estimativa
é comparada com um erro percentual dado a priori pelo usudrio. Esta comparacio ajudara a
decidir se o elemento deve ser dividido ou se ele pertence a um grupo de subelementos que

devem ser agrupados.

6.12 Espaco C° sobre uma malha refinada

A continuidade do espago de interpolagio entre elementos vizinhos precisa ser garantida,
mesmo se esses elementos tem dimens3o distinta. Por isto, a restricdo do conjunto de fungdes
de forma associadas ao elemento de dimenséo maior para o dominio do lado precisa ser idéntica

4 restri¢@o das funcdes de forma do elemento vizinho ao lado correspondente.

A figura 6.28 mostra um exemplo onde elementos de dimensdo distinta sdo vizinhos : 0
trifingulo, quadrildtero e o elemento linear séo vizinhos, do mesmo nivel, do elemento piraride.
Para garantir a continuidade do espago de interpolacéo, as fungdes de forma do elemento pi-
ramide e as fungdes de forma do tridngulo, quadrildtero e elemento de linha devem coincidir

para os lados que esses tem em comum.
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'M"__’_F,,..n—— Tnﬁagulo

. Elementic ponto
1 ~
L1 Lon @ /

V Elemento de lirha
\ Quadrilatere

< !

Figura 6.28: Elementos de um mesmo nivel

A expressdo da solugao aproximada sobre uma malha é construida em termos de somas

sobre elementos e seus lados.

up, = Z Z aft i ( (6.34)

A expressdo of! (z, y) representa um elemento do conjunto de fungdes de forma associadas

ao lado [ do elemento el e o sdo os coeficientes multiplicadores correspondentes a soluc#o.

Quando A e B sdo vizinhos do mesmo nivel , 4 € vizinho de B pelolado 14 e B é vizinho

de A pelo lado [5 tem-se

unliy =Y of ol u Z of of iy (6.35)
is

Se houver continuidade entdo
A B
Qp, = O, (6.36}

Caso o espago de interpolagfio associado i malha de elementos finitos precisa ser OV e
uma conectividade 4 € restrita por uma conectividade [ B, 1sto € [4 C g, os coeficientes das
fungdes de forma da conectividade restrita 14 serdio dependentes dos coeficientes das fungdes de
forma do lado grande /. Por exemplo, caso a interpolagfio seja bilinear observam-se na figura

6.29 as seguintes dependéncias entre coeficientes da solugfo aproximada:
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Figura 6.29: Lados restritos

of = af (6.37)

a? = 0.75 of.g +0.25 af{f (6.38)

of =af =075 +0.25af (6.39)
of =af =050 +05af (6.40)
of = af = 0.375 of +0.625 af (6.41)
of =of =0.25 o) +0.75 af (6.42)
of =of (6.43)

Para uma ordem de interpolac@o maior, quando existe restricdo entre lados de elementos
adjacentes, a relagfio entre os coeficientes das fungBes de forma do lado restrito para as fungGes

de forma do lado maior n#o € tdo simples e € calculada numericamente.

De forma geral, seja o lado I, do elemento pequeno P restrito ao lado Iz do elemento
contiguo G de maior tamanho, §, C lg. Seja ¢, uma funcéo de forma do lado I, do elemento P
e $; wma funcfo de forma do lado i do elemento G. Se qf:; denota a restri¢do da fungdo ¢; ao

lado I, e @ denota a restrigdo da funcéo &, ao lado [, contido em I tem-se :
=0l i =2l ; LCl 6.44)

Obtém-se continuidade sobre o lado I, igualando-se uma combinago das funcGes qb; com
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cada fun¢@io ®J. Considera-se o espago V,, de dimenso n gerado pela funcdes gé; ,1<i<n.

Vo =<, 00, ..,d0 > (6.45)
Qualquer funcio @j; definida sobre o lado [, C Iz pode ser descrita como uma combi-

nagdo linear das fungdes ¢ de V;, sendo:

T
B =3 ¢ , 1<j<n (6.46)
k=1
Nesta situacio para obter-se continuidade, calcula-se a projegiio L? sobre o espaco V,, das

fungBes $7 associadas  conectividade restrita { P, Ip}, equagdo 6.47 (veja a segiio 8.1).

pamjti,Q,..,n:fqbﬁqﬁédmdy:f@ggb;d:cdy, 1<ik<n (6.47)
be Lo

A restrig@o uy|;, € expressa em funcfio dos coeficientes multiplicadores da solugdio das
bases do elemento . Seja u a solugdo de elementos finitos. Seja o j-ésimo coeficiente da
solugdo do M E I sobre o elemento el € denotado por ozj-‘ , €Nt80, os coeficientes multiplicadores

n
af =Y af g (6.48)
=1
das fungdes do lado I, do elemento P, séo obtidos pela equagio 6.48. Os valores 3, seguem-se

J
da solucdo do sistema 6.47. Assim, u;, € continua sobre o lado Iye

7 v
unly, =) Y of 8 of (6.49)
k=1 j=1
Para obter isto considere-se } 7, of @7 e substitua $7 segundo a equacio 6.46.

6.13 Restricdes entre espacos de funcées

Quando elementos adjacentes ndo sdo mais vizinhos, a continuidade é garantida mediante
aplicagéo de restricOes entre as fungdes de forma associadas aos lados envolvidos. O lado do
elemento cujas bases devem ser dependentes, deve ter uma ordem no minimo tgual ao lado de
menor nivel envolvido na restri¢do, dado que estas bases devem combinar-se para exprimir a

restri¢@o da base do lado de menor nivel.

179



6.13.1 Restri¢es em uma malha computacional refinada

Quando um elemento ¢ subdividido, ele ainda pode fazer parte da malha geométrica mas
ndo fard parte da malha computacional. Agora os subelementos substituirdo o elemento pai e
eles farfio parte da malha computacional em troca. A funggo de forma do lado 1 do subelemento
0, figura 5.15, € uma forte candidata a ser restrita se o lado 4 do elemento pai tiver um vizinho

por este lado que faz parte da malha computacional.

Este elemento vizinho pode ser um elemento linear, um quadrildtero, um tridngulo ou
qualquer outro elemento tridimensional que compartilhe esta aresta com ele. Seguindo este
exemplo, se o vizinho do elemento pai pelo lado 4 ndo estiver dividido, ele fard parte da malha
computacional ou parti¢do unitiria do dominio. Entdo a conectividade 0 /1 é dependente. O lado
do qual depender4, estd certamente associado ao elemento vizinho do pai pelo lado 4. Entdo o
lado de dimensdo maior associado & conectividade {filho 0,1} é {filho 0,4}. O préximo
passo é percorrer o ciclo de vizinhangas do lado 4 do pai. Se néo houver nenhum elemento
vizinho dividido entdo, é certeza de que deve-se calcular a restrigfio para 1/0. Se houver um
vizinho dividido, entdo, a restric@o j4 existe e foi calculada. Resta somente identificar a restri¢go

existente para a fungfo de forma do lado 1 do subelemento 0.

6.13.2 Restricoes entre lades de diferentes tamanhos/niveis

Analisam-se as diferentes situacSes entre lados restritos que aparecern em Wi processo
de refinamento aninhado em uma matha h — p adaptativa de elementos finitos. Sem perda de
generalidade, este estudo € feito baseado nas restri¢des aparecendo entre lados de dimens&o Oe
1. Esta andlise estendem-se diretamente para lados de dimensdo 2. As mesmas situagdes entre
cantos e arestas, podem ser também encontradas entre faces, ou entre arestas e faces ou ainda

entre cantos e faces.

A figura 6.30 ilustra a justaposi¢do de lados entre elementos. A linha pontilhada indica

que os elementos sdo superpostos. O ponto indica o lado de dumens&o zero, um canto. Oxno
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Figura 6.30: Lados superpostos entre elementos de dimensdes iguais ou distintas

centro do elemento associa-se ao lado ¢ de dimensfio 1, isto é uma aresta. Dado que o né de
canto € 0 mesmo em ambos elementos, o seu niimero global dentro da malha também & igual.

J4 0 lado ¢ refere-se a aresta unindo os extremos ¢ e b dos elementos.

Num processo adaptativo, elementos sfo agrupados e elementos sdo divididos. Logo duas

situagBes sdo identificadas no processo adaptativo :

(1) Remocdo de elementos

(i1) Imsercdo de elementos

Os elementos sendo agrupados ou divididos retiram-se da malha computacional, caso
(). Os elementos obtidos por agrupamento ou divisio constituem novos elementos computa-
cionais, caso (ii). Com isto retri¢Ses devem ser retiradas no primeiro caso e no segundo caso
restri¢es devem ser calculadas. Algumas mudangas ainda podem ocorrer na ordem de interpo-

lagdo, provocada pela insergdo ou remogfo de elementos computacionais.

Lembre-se que dois elementos sdo vizinhos por um lado quando o lado é comum e os
elementos sdo do mesmo nivel, isto € pertencem a um mesmo estagio de divisdes. Tome como
exemplo deste fato o caso da figura 6.30. Quando dois elementos sdo adjacentes por um lado,

eles podem ser vizinhos ou pertencer a niveis diferentes.

Se ndo sdo vizinhos entdo um dos lados adjacentes estd contido no outro lado. Como
exemplo disto tome-se o caso da figura 6.31, onde observam-se lados adjacentes de trés elemen-
tos el-1, el-2 e el-3. Os elementos el-2 e el-3 estio superpostos ao elemento el-1, como indicam

as linhas pontilhadas. Os trés lados a, e, d do elemento €l-3 sio vizinhos dos lados a,e ddo
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Figura 6.31: Lados contiguos de elementos adjacentes

elemento el-2 respectivamente. Os lados e e d estdo contidos no lado ¢ do elemento el-3.

Esta figura bem pode representar as arestas de 3 elementos uni, bi ou tridimensionais ou
uma combinacdo destes. Por exemplo, os lados a, e, d do elemento el-2 podem pertencer a
ma aresta de um tridngulo e o elemento 1 pode ser linear. Ao mesmo tempo, os lados a, e,
d do elemento el-3 podem pertencer a uma aresta de um hexaedro. Cada um destes elementos
pode por sua vez ter uma ordem de interpolagdo diferente um do outro, mas esta ordern deve ser

compativel para os lados da figura 6.31.

Virias situagBes sdo identificadas para lados contiguos de elementos adjacentes quan-
do estes elementos sdo divididos ou agrupados. Entre lados adjacentes podem acontecer 0s

seguintes casos :

1. Somente existem lados vizinhos (lados iguais ou do mesmo nivel), isto €, lados superpostos
de igual tamanho entre elementos adjacentes do mesmo nivel.

Somente existemn lados de menor nivel, isto € lados grandes

Somente existem lados de maior nivel, isto € lados pequenos

Existem lados de igual tamanho, existem lados pequenos e ndo existern lados grandes
Existemn lados iguais, existem lados grandes e ndo existem lados pequenos

Existern lados pequenos, grandes e néo existem iguais

Existem lados iguais, pequenos e grandes

P AR Al

Se ndo h4 elemento adjacente algum, também nfo hd nenhmma decis@o a ser tomada,
Quando elementos sdo divididos ou agrupados as agGes de remogéo e insergdo deverdo aconte-

cer, sendo que cada agdio devera ser aplicada seqiiencialmente.
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I) Generalidades

Primeiro veja-se um exemplo. A figura 6.32-a mostra os lados a, b, ¢, d, e de dois ele-
mentos adjacentes el-0 e el-1. A figura 6.32-b mostra o elemento el-] apos a sua divisdo. Duas

situagbes observam-se na figura 6.32,

j::'ﬁ::*:gf’*' -0 — x50
. * ecl—1 oI e
a c b a e 4 f b
el —2 el—3
(a) (b)

Figura 6.32: Lados pertencentes a elementos de niveis diferentes

1. Agrupando-se os elementos el-2 e el-3 de lados a, d, e, e d, b, T respectivamente, figura
6.32, obt€m-se o elemento /-1 de lados a, be . Ou vice-versa,
2. Dividindo-se o elemento el-7 obtém-se os elementos el-2 e el-3.

O elemento el-1 ao ser dividido deixa de existir como elemento computacional. Quando
um elemento & — p adaptativo € dividido, os seus subelementos automaticamente herdam a
ordem de interpolagio do elemento pai. Como os elementos sio hierdrquicos, cada lado tem
associada funcBes de certo grau, grau que varia de lado para lado dentro de um mesmo elemento

como tambeérm varia concordantemente a ordem de interpolacgio desses lados.

Quando o elemento 2 estd sendo inserido e encontra um vizinho como el-0, deve-se recon-
siderar a ordem de interpolaggo dos lados a, d, e. Isto porque a ordem dos lados do elemento
el-0 poderia ter mudado, quando foram calculadas as restrigbes de el-0 para el-1. A ordem de
interpolagdo dos cantos sempre € compativel porque € de primeiro grau sobre a aresta, qualquer

que seja o elemento e a sua dimenséo.

Na figura 6.32-a as funcBes de forma associadas aos lados do elemento pequeno el-0 sdo

restritas pelas fungSes de forma dos lados adjacentes do elemento grande el-I. Quando el-I
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for dividido devem retirar-se as restri¢des, associadas aos lados a, e, d do elemento el-0, com
respeito ao elemento el-1. Isto porque numa malha adaptativa aninhada, as dependéncias entre as
funcSes de forma de elementos fazem parte de uma cadeia de restricbes. Remeta-se a0 apéndice

B para uma analise especifica de cada um dos sete casos enunciados acima.
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Capitulo 7

Estrutura de Classes do Ambiente PZ,

Neste capitulo sdo ressaltados alguns aspectos relevantes da programacdo orientada a
objetos assim como a estrutura de drvore das classes do ambiente PZ. Destaca-se a classe

material que implementa a equacfo diferencial.

7.1 Introducdo : programacio orientada a objetos

Uma diferenca fundamental entre a programacdio orientada a dados e procedimentos e
programagdo orientada a objetos € que na primeira, dados e procedimentos s3o coisas declaradas
separadamente, na segunda o objeto tem associado a seus dados os métodos ou funges que
deverdo manipula-los. Deste modo, na segunda forma existe um dnico tipo de identidade: o
objeto que representa ambos, dados e procedimentos. Quando define-se um objeto de alguma
espécie, este conhece os métodos ou fungdes que os manipulardo. Por sua vez, a funcdo invocada

por um objeto particular conhece ou tem acesso aos dados que este guarda.

Na programagio orientada a objetos, a classe raiz define o comportamento genérico que
os objetos especificos, definidos pelas classes derivadas, precisam implementar. Assim por
exemplo, a classe raiz TPZGeoE], que define a geometria de um elemento (préximo item), se-
Ja este qualquer um dos elementos implementados no ambiente, declara um objeto elemento
geométrico genérico como uma entidade contendo vérias mmformagGes. Este objeto contém in-

formagBes tais como um nimero inteiro identificador de um elemento geométrico particular,

185



um ponteiro como uma varidvel que indica a matha geométrica a qual pertence, uma variavel
que identifica o elemento pai ou elemento do qual foi obtido por divisdo, se este for o caso. O
objeto possui também métodos generalizados, aplicéveis a todos os elementos sejam estes uni,
bi ou tridimensionais como WhichSide(TPZ Vec<int> &SideNodelds), que identifica o lado do
elemnento com dadas conectividades *SideNodelds’ e que € usado para construir a vizinhanga
dos lados de um elemento qualquer da matha inicial, € métodos ou fungdes que deverdo ser mm-
plementadas pela classe derivada ou objeto elemento especifico como a fung#o construtora do
objeto com os dados iniciais, as fungGes de forma usadas para calcular a geometria do elemento,

a fungdo que calcula o jacobiano da transformagao em um ponto, etc.

No ambiente de programagio cientifica denominado PZ o elemento finito tem duas arvores
de classes principais: os elementos geométricos € os elerentos computacionais. Os elementos
geométricos séo encarregados de definir a transformaggo geométrica, e serdo apresentados no
préximo itern. Os elementos computacionais definem o espago de interpolagdo de cada elemento
baseados nas fungdes de forma hierdrquica. A seguir dé-se uma defini¢do mais completa destas

duas classes.

Refinamento adaptative num ambiente orientado a objetos

Apresenta-se um programa de elementos finitos adaptativo que permite implementar si-
mulagdes em urma, duas e trés dimensdes espaciais. O programa € desenvolvido na linguagem
C++ e € estruturado de tal forma que separam-se a aproximagdo geométrica do dominio, a
definigfio do espago de interpolagdo e a aplicagfo da formulagéo variacional que define o pro-
blema fisico a ser aproximado. Neste capitulo mostra-se a estrutura de classes que permitiu

escrever um cédigo tdo geral.

7.2 Classe da geometria do elemento : TPZGeoEl

Varidveis genéricas da classe TPZGeoEl
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TPZGeoMesh *fMesh : uma variavel identificadora da malha geométrica do elemento
int fid : um inteiro como préprio identificador que o diferencia dos objetos do mesmo tipo
int fMatld : um indice dado 4 equaggo diferencial ou material a qual € associada

TPZCompEl *fReference : um ponteiro identificador referente ao elemento computacional
que define o espago de interpolagio associado

TPZGeoEl *{Father : uma varidvel ponteiro que indica o elemento do qual foi dividido, se é
que foi obtido por divisdo

static TPZFMatrix gGlobal Axes : uma matriz 3x3 com os eixos do sistema, se este elemento
tem uma orientagdo particular

Principais métodos da classe TPZGeoEl
Métodos genéricos

Os proximos métodos sao implementados na classe raiz e sdo usados por todos os elemen-

tos geornétricos derivados desta classe.

v

v

IdQ) : retorna o nimero identificador do elemento ou id

TPZGeoEl(int materialid, TPZGeoMesh &mesh) : construtor de objetos desta classe
WhichSide(TPZ Vec<int> &SideNodelds) : dado o vetor de inteiros com dados id’s nodais,
esta fungdo identifica o lado correspondente do elemento, mencionado na introducdo
NeighbourExists(int side,const TPZGeoElSide &gel) : procura a existéncia de wmn elemento
geométrico gel’ pelo seu lado ntimero ’side’ na vizmhanga do elemento atual, a classe
TPZGeoElSide define um objeto conectividade

Level() : retorna o nivel do elemento como o niimero de elementos que foram divididos para
obte-lo

TPZGeoNode* NodePtr(int i) : devolve o i-ésimo objeto né do elemento

Materialld() : devolve o id material designado a equacio diferencial a aproximar
TPZCompEl *Reference() : retorna um ponteiro para o elemento cotnputacional respectivo

Esta classe contém ainda outros métodos que nio serfio apresentados, dado que objeti-

vo aqui € dar uma visdo global da estrutura de classes do ambiente PZ, enfatizando a grande

flexibilidade para resolucdo de equacgSes diferenciais pelo método dos elementos finitos.

» Outros métodos em TPZGeoEl

Apesar de serem definidos na classe raiz TPZGeoEl estes métodos s30 mplementados
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pela classe derivada ou elemento especifico.

» int NNodes() : dd o niimero de nds do elemento. Obviamente este valor s6 pode ser deter-
minado por cada elemento particular

» TPZCompEl *CreateCompEl(TPZCompMesh &cmesh,int &index) : cria 0 elemento com-
putacional com base no elemento geométrico atual. O elemento computacional terd
associado tantas fungdes de forma como a sua ordem requisitar

» Neighbour(int side) : dado que o elemento especifico guarda a informag8o relativa a sua
vizinhanga esta fun¢#o retorna o elemento geométrico vizinho pelo lado ’side’

» X(TPZVec<REAL> &coordinate, TPZVec<REAL> &result) : transforma o ponto *coor-
dinate’ do elemento de referéncia para o elemento deformado

» Jacobian(TPZVec<REAL> &coordinate, TPZFMatrix &jac,TPZFMatrix &axes, REAL
&detjac, TPZFMatrix &jacinv) : calcula o jacobiano do elemento no ponto "coordinate’,
calcula também a inversa do jacobiano e seu determinante. O jacobiano € retornado na
matriz ’jac’

7.2.1 Elementos geométricos : implementacéio

Os elementos geométricos implementados sdo todos os elementos apresentados nas

equagtes 6.1 a 6.8. Eles contém dados relativos 4 informagbes especificas tais como:

» fNodelndexes[ ntimero de nds’} : vetor de indices da lista que contém os objetos associados
aos seus nos. Esta lista esta definida na classe da malha geométrica
» fNeighbours['nimero de lados’] : lista dos elementos vizinhos para cada um de seus lados

» TPZGeoE] *fSubEl[ ntmero de subelementos’] : lista de ponteiros para seus subelementos
se ele é dividido

Elemento geométrico como classe derivada de TPZGeoEl

Varios métodos que sio implementados nesta classe derivada sio mencionados na se¢do
anterior. Se necessério a classe derivada pode definir e implementar fun¢des que ndo necessitam

ser declaradas na classe raiz TPZGeoEL

» TPZGeoElPoint : elemento geométrico pontual
» TPZGeoElld: elemento geométrico unidimensional
» TPZGeoEIT2d : elemento geométrico triangular bidimensional
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TPZGeoElQ2d : elemento geométrico quadrilatero, bidimensional
TPZGeoElIC3d : elemento geométrico hexaedro (cubo), tridimensional
TPZGeoEIT3d : elemento geométrico tetraedro, tridimensional
TPZGeoElIPi3d : elemento geométrico piramide, tridimensional
TPZGeoEIPr3d : elemento geométrico prisma, tridimensional

Algumas funcées implementadas pela classe destes elementos

Shape(TPZVec<REAL> &pt, TPZFMatrix &phi, TPZFMatrix &dphi) : fungdes de forma
proprias do elemento e a sua derivada no ponto pt’

Nodelndex(int node) : retorna o indice do né niimero 'node’ do elemento. Este indice € a
localizag&o deste objeto né dentro da lista de nés da maltha geométrica

NSideNodes(int side) : devolve o niimero de nds associados ao lado ’side’ do elemento
HigherDimensionSides(int side,int targetdimension) : retorna o lado de dimensao targetdi-
mension’ associado ao lado "side’ do elemento onde targetdimension’ é maior que "side’.
Esté método € util na determinagfo de restricSes entre lados de elementos adjacentes
LowerDimensionSides(int side, TPZStack<TPZGeoEIlSide> &smallsides) : devolve todos
os lados de dimens&o menor do préprio elemento, tem a mesma finalidade do método ante-
rior

Divide(TPZVec<TPZGecEl *> &SubElVec) : divide o elemento geométrico atual. E usado
no processo de refinamento adaptativo

GetSubElement(int side,TPZVec<int> &refnode, TPZVec<TPZGeoElSide> &sub)
procura os subelementos do lado 'side’ e na ordem referida por ’refnode’
BuildTransform(int side, TPZGeoEl *father,TPZTransform &t) : devolve a transformacéo
't do lado entre o subelemento atual (filho) e o elemento *father’ do qual foi obtido por
divisdo

SideToSideTransform(int sidefrom,int sideto) : retorna a transformacfio entre os lados de
referéncia de elementos vizinhos

A figura7.1 mostra a estrutura de classes do elemento geométrico.

7.3 Classe do elemento computacional : TPZCompEl

A classe base genérica TPZCompE! define o comportamento do elemento computacional.

Esta classe calcula essencialmente as funges de forma hierdrquicas do elemento finito de acordo

com a sua ordem. As fun¢Ges de forma dos elementos hierdrquicos so baseadas numa sequéncia

de fungGes polindmiais reais. Elas s8o obtidas como produto entre as fungdes lineares associadas
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Figura 7.1: Classes de elementos geométricos

aos vértices do elemento e os polindmios da sequéncia. Desta classe sao derivadas as classes do

elemento interpolante e do elemento descontinuo.

Principais varidveis da classe TPZCompEl

» TPZCompMesh *fMesh : ponteiro para a malha contendo a lista de elementos computa-
cionais
» static int gOrder : inteiro que identifica a ordem de interpolagéo do elemento

Alguns métodos da classe TPZCompEl

» fOrthogonal(REAL x.int num, TPZFMatrix & phi, TPZFMatrix & dphi) : implementa as
fungdes ortogonais do lado unidimensional do elemento (aresta). Ela retorna o valor 'num’
funcdes de forma e suas derivadas parciais no ponto 'x’. A orientagdo da fungio de forma
depende de "id’, os dois identificadores globais dos n6s de canto da aresta

» ShapeCornerTriang(TPZVec<REAL> &pt, TPZFMatrix &phi, TPZFMatrix &dphi) : cal-
cula o valor das funcGes de forma e suas derivadas associadas aos vértices do trifngulo no
ponto "pt’

» ShapeTriang(TPZVec<REAL> &pt, TPZVec<int> &id, TPZVec<int> &order, TPZFMa-
trix &phi, TPZFMatrix &dphi) : retorna valores das fun¢Oes de forma do tridingulo no ponto
*pt’. O niunero de valores depende de "order’

» ShapeCornerCube(TPZVec<REAL> &pt, TPZFMatrix &phi, TPZFMatrix &dphi) : calcu-
la valores das funcdes de forma de canto do elemento hexaedro. As fungdes de forma
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hierdrquica deste elemento sio montadas na classe derivada para o hexaedro

» HasDependency() : determina se o elemento atual tem associadas fungdes de forma depen-
dentes

» ApplyConstraints(TPZElementMatrix &ekmat, TPZElementMatrix &efmat) : calcula as
restrigOes ocasionadas pelas funcdes de forma de elementos adjacentes de niveis ou
tamanhos distintos

7.4 Elemento computacional interpolante : TPZInterpolatedElement

A classe TPZInterpolatedElement é derivada da classe TPZCompEl. Ela tem por finalidade
trabalhar com malhas Ap-adaptativas que geram subespagos Vi,(Q) de elementos finitos
continuos, isto € V3,,(Q) C C%(Q). Esta € a classe base de qualquer elemento computacional
interpolante. Além das varidveis herdadas da classe base TPZCompEl os objetos desta classe

possuermn as seguintes varidveis e métodos.
Varidveis da classe TPZInterpolatedElement

» TPZGeoEl *fReference : varidvel ponteiro do elemento geométrico associado

» TPZMaterial *fMaterial : ponteiro da classe material que define a equagdo diferencial do
problema

Alguns métodos genéricos

» TPZnterpolatedElement(TPZCompMesh &mesh, TPZGeoEl *reference, int &index) :
construtor de objetos da classe. Declara um novo objeto desta classe

» TPZGeoEl *Reference() : devolve o ponteiro do elemento geométrico associado,
fReference

» int Materialld() : retoma o identificador nfimerico do material do elemento que invoca esta
funcdo

» TPZMaterial *Material() : retorna o ponteiro do objeto material, *fMaterial

» CaleStiff(TPZElementMatrix &ek, TPZElementMatrix &ef) : aciona a montagern da matriz
elementar

» Divide(int index, TPZVec<int> &sub,int interpolatesolution) : divide o elemento computa-
cional valendo-se do método Divide(..) geométrico e atualizando as restricdes cabiveis,
interpolando a solugao e atualizando a parti¢fo unitdria ou matha computacional

» IdentifySideOrder(int side) : Atualiza a ordem de interpolagéio dos elementos que compar-

191



tilham o mesmo lado “side’

PRefine(int order) : muda a ordem de interpolacio dos lados do elemento e atualiza todas
as restricdes

Solution(TPZVec<REAL> &gsi,int var,TPZManVector<REAL> &so0l) : retorna a solugéo
convencionada por ’var’ construida a partir da solugdo de elementos finitos no ponto "gsi’
do dominio. A solugfo tipo *var’ € definida na classe material do problema

EvaluateError( void (*fp)(TPZVec<REAL> &loc, TPZVec<REAL> &val, TPZFMatrix
&deriv), REAL &true_error, REAL &L.2_error, TPZBlock *flux, REAL &estimate) : Avalia
erros na aproximagdo de elementos finitos sobre o elemento. Erros em norma energia, nor-
ma L2, erro no fluxo, erro em semmi norma. Se a soluc#io exata € conhecida esta € transferida
como wm ponteiro para o escopo desta fungdo, argumento (*fp), sendo fp=0.

Qutros métodos da classe TPZInterpolatedElement

Ha outras funcdes que devem ser implementadas exclusivamente pelo elemento computa-

cional derivado desta classe. FuncSes que manipulam dados que dependem das caracteristicas

peculiares de cada elemento.

»>
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NCommnectShapeF(int inod) : retorna o nimero de fungdes de forma associadas comuma da-
da conectividade do elemento, isto depende da ordem de interpolaggo *gOrder” do elemento,
variavel definida na classe base TPZCompEl

NSideConnects(int iside) : devolve a quantidade de nds do lado ’iside’ do elemento

int Dimension() : retorna a dimensao topélogica do elemento

TPZIntPoints &GetlntegrationRule() : devolve uma referéncia para a regra de integragio do
elemento. A regra de integracdo € wma varidvel prépria do tipo de elemento e € declarada
na classe derivada

TPZIntPoints *CreateSideIntegrationRule(int side) : cria uma regra de integragao
apropriada para o lado do elemento e de acordo com a sua ordem e dimensao
Shape(TPZVec<REAL > &x, TPZFMatrix &phi, TPZFMatrix &dphi) : implementa e calcu-
la as fungBes de forma do elemento € suas derivadas parciais

SideShapeFunction(int side, TPZVec<REAL> &point, TPZFMatrix &phi, TPZFMatrix
&dphi) : calcula o valor das fun¢Ses de forma do lado do elemento e as suas derivadas
no ponto 'point’ desse lado

7.4.1 Elementos computacionais : implementacio

Para cada uma das classe dos elementos geométricos declara-se uma classe elemento com-
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putacional associada. Cada um destes elementos computacionais é uma classe derivada de

TPZInterpolatedElement.

TPZCompElPoint : a classe computacional associada ao elemento pontual
TPZCompElld : classe computacional do elemento unidimensional
TPZCompEIT2d : classe do elemento computacional triangular bidimensional
TPZCompElQ2d : elemento computacional quadrilateral, bidimensional
TPZCompEIC3d : elemento computacional hexaedro, tridimensional
TPZCompEIT3d : elemento tetraedro, tridimensional

TPZCompEIPi : elemento pirfmide, tridimensional

TPZCompEiPr3d : elemento prisma, tridimensional

YyYYyvYvyYVvYYYY

Varidveis da classe do Elemento Computacional

» fintRule : regra de integragio Gaussiana do elemento, depende de cada elemento e da sua
ordem

» int fConnectindexes['niimero de conectividades do elemento’] : vetor de indices, cada
indice inteiro indica a posi¢do do objeto conectividade dentro da lista de conectividades
da malha computacional

» int fSideOrder[ nimero de lados de dimens&o nfio nula’] : ordem de interpolaciio atual de
cada aresta, face e interior do elemento. Pode variar de lado para lado de acordo com os
valores ditados pelo refinamento p

» int fPreferredSideOrder|r] : ordem de interpolagéio preferida pelo elemento para cada um
de seus lados, onde 7 € o ndmero de lados do elemento, de dimensio nio nula

Métodos da classe do Elemento Computacional

Além dos métodos enunciados no item anterior tem-se -

» int NConnects() : retoma o ntimero de conectividades do elemento
» GetlnterpolationOrder(TPZ Vec<int> &ord) : devolve uma lista com a ordem de nterpo-
lag#io de cada lado do elemento

» TPZCompEl' TIPO’ (TPZCompMesh &mesh, TPZGeoEl' TIPO’ *ref,int &index) : constru-
tor do elemento computacional baseado no elemento geométrico *ref, tipo refere-se ao ele-
mento especifico

» NConnectShapeF(int side) : retorna o ndmero de funges de forma associadas a conectivi-
dade do lado ’side’ do elemento computacional

» CreateGraphicalElement(TPZGraphMesh &grmesh, int dimension) : cria o objeto grafico
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para a visualizag8o dos resultados do modelo

Classe base classe derivads

TPZCompEl|—— | TPZInterpolatedElement

TRICompENd| | TRZCompEIT2d

[TPZCompElPoint| \ / wmpaazs |

TPZInterpolatedkiement

[TPZCompEIC3d] / \ [TPZCompEIP3d)|

[TRPZCompEIT3d| [ TPZCompEIP3d |

Figura 7.2: Estrutura de classes do elemento computacional

7.5 TPZGeoMesh : classe malha geométrica

A classe malha geométrica contém vérias listas relativas a objetos como nds geomeétri-
cos, elementos geométricos, elementos con condi¢des de contorno associados etc., assim como

métodos apropriados que manipulam estas listas e outros dados.

Variaveis da classe TPZGeoMesh

» char fName[63] : nome para identificacic do modelo

» TPZCompMesh *fReference : ponteiro para a matha computacional associada

» TPZAdmChunkVector<TPZGeoEl *> f{ElementVec : lista de ponteiros para elementos
geométricos

» TPZAdmChunkVector<TPZGeoNode> fNodeVec : lista de nds da malha

» TPZAdmChunkVector<TPZCosys *> fCosysVec : tipo de sistemna de referéncia global
usado pelo método como sisterna retangular, polar, cilindrico, esférico, etc.

» TPZAdmChunkVector<TPZGeoEIBC> fBCElementVec : lista de objetos tipo condigéo de
contorno
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TPZAdmChunk Vector <TPZGeoNodeBC> fBCNode Vec : lista de objetos tipo condi¢io de
contorno nodal

int fNodeMaxId : maximo identificador de todos 0s nés da malha, serve para designar um
id quando um novo né geométrico € criado

mt fElementMaxId : méximo id de todos os elementos da malha, para designar um id quando
um novo elemento € gerado

Alguns métodos da classe TPZGeoMesh

TPZGeoMesh() : construtor da maiha

CleanUp() : apaga todos os itens da malha

mt NNodes() : devolve o nimero de nés da malha

int NElements() : retorna a quantidade de elementos da respectiva lista

NodeVec() : devolve a lista de nds da malha geométrica

ElementVec() : retorna a lista de elementos da malha

BuildConnectivity() : construi as conectividades dos elementos da malha

TPZCompMesh *Reference() : retorna um ponteiro para a malha computacional associada

void GetNodePtr(TPZVec<int> &nos, TPZVec<TPZGeoNode *> &nodep) : procura na
lista de n6s aqueles com id/s referidos por "nos’ '

7.6 TPZCompMesh : classe malha computacional

A classe que define a malha computacional também contém virias listas relativas a objetos

computacionais como conectividades, elementos etc., e algumas varidveis como a estrutura em

blocos da solugdo e a matriz de rigidez.

YVYVYyYVYVYY

Varidveis da classe TPZCompMesh

TPZGeoMesh *fReference : varidvel apontando para a malha geométrica associada

char fName[127] : nome para identificagdo do modelo

char fChecked : vari4vel usada para indicar se a malha foi checada
TPZAdmChunk Vector <TPZCompEl *> fElementVec : lista de elementos computacionais
TPZAdmChunk Vector< TPZConnect > fConnectVec : lista de conectividades da malha
TPZAdmChunk Vector <TPZMaterial *> fMaterialVec : lista de materiais do problema

TPZAdmChunk Vector <TPZConnectBC> fBCConnectVec : lista de conectividades com
condi¢fo de contorno associada
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» TPZBlock fSolutionBlock : guarda a estrutura em blocos da solugdo
TPZFMatrix fSolution : vetor com a soluggo do sistema de elementos finitos
» TPZBlock fBlock : divisdio em blocos da matriz de rigidez

v

Métodos da classe TPZCompMesh

TPZCompMesh(TPZGeoMesh* gr) : construtor do objeto malha computacional
CleanUp() : apaga todas as estruturas de dados criados dinamicamente

NConnects() : retorna a quantidade de conectividades da malha

NElements() : devolve o ntimero de elementos computacionais da lista

char* Name() : retorna o titulo dado ao modelo computacional

ElementVec() : devolve uma referéncia para a lista de elementos desta classe

ConnectVec() : retorna uma referéncia para a lista de conectividades da classe
InsertMaterialObject(TPZMaterial *mat) : insere um novo material a lista de materiais
InitializeBlock() : dimensiona a estrutura em blocos da solugdo

Solution() : para acessar a solugio do sistema linear

Skyline(TPZ Vec<int> &skyline) : calcula o skyline do sistema de equagGes
Assemble(TPZMatrix &stiffness, TPZFMatrix &rhs) : efetua a montagem da matriz de
rigidez e vetor carga com as matrizes elementares calculadas a partir da integracio da
equacfo diferencial ou material sobre o elemento

AutoBuild() : cria os elementos computacionais baseado na malha geométrica e chama
InitializeBlock()

» EvaluateError(void (*fp}(TPZVec<REAL> &loc, TPZVec<REAL> &val, TPZFMatrix
&deriv), REAL &true_error, REAL &L2_error, REAL &estimate) : avalia erros na
aproximagio de elementos finitos sobre a malha toda. Erros em norma energia, norma
1.2, erro no fluxo, erro em semi norma. Se a solugio exata é conhecida esta € transferida
como um ponteiro para uma fungfo, argumento (*{p), sendo fp=0

YYYYYYVYYVYYYY
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7.7 Classe que implementa a equacfio diferencial

Elementos computacionais calculam as fun¢Ses de forma, suas derivadas e integram fun-
ciies sobre o elemento geométrico deformado. O elemento computacional ignora a simulagdo
que estéd sendo executada. Os coeficientes da equagdo diferencial ou forma bilinear sdo de
responsabilidade da classe material. Considere o seguinte problema de valor de contorno

abstrato:
achar v € HY(Q) : a(u,v) = f{v) Yve H{(Q) (7.1
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Um grande nimero de equagdes diferenciais podem ser reduzidas i formulag@o variacional
7.1 onde as formas bilinear a(w, v) e linear f(v) dependem de integrais sobre o dominio O e

sobre a fronteira [ = 9(2. A aproximacio de elementos finitos escreve-se
a(uh, ’Uh) = f(’Uh) Yoy, € Vhp(Q) C Hl(ﬂ) (7.2)

onde V;,p(S2) € 0 espago das fungdes polinomiais por partes e pode-se escrever

alup, vp) = fF(uh,vh,Vuh,Vvh,x)dQ+ G(up, vy, 2)dl (7.3)
Q a9
flon) = [ fund (7.4)
Q

Considerando u, = 3 u;1; e usando integraco numérica sobre o elemento, as parcelas

nas equagdes 7.3 e 7.4 ficam respectivamente

Ky = Y F(i,1;, Ve, Vi, z) weight | Jac| (1.5)
. int.

fi = Z [ ¥; weight |Jac| (7.6)
p. int.

fec = Z G4y, ¥;, z) weight | Jac| (71.7)
D. int.

As expressGes sob a somatéria nas equacdes 7.5 , 7.6 é 7.7 sdo avaliadas em pontos de
integrac@o. A matriz de rigidez e vetor carga elementar so K;; e f; respectivamente, As so-
mas, equacgdes 7.5, 7.6 e 7.7, siio calculadas no método CalcStiff da classe TPZInterpolatedEle-
ment. Este método pode ser aplicado a todos os elementos computacionais implementados como

classes derivadas de TPZInterpolatedElement, subseciio 7.4.1.

A classe material tem como finalidade calcular a contribui¢fo para matriz de rigidez ele-
mentar dos valores das fungbes de forma, suas derivadas parciais e o determinante do Jacobiano
no ponto de integragdo. Deste modo os valores das expressdes sob a somatéria das equagoes
7.5,7.6 e 7.7 s&o implementados na classe material que define assim a equacio diferencial a

discretizar.
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7.7.1 Classe material genérica : TPZMaterial

A classe TPZMaterial define o comportamento basico que qualquer material derivado

precisa implementar. A tnica varidvel numérica desta classe genérica € 0 id inteiro. E claro

que todos os materiais derivados desta classe herdam esta varidvel.

>

>

int fid : identificador numérico do material. Um problema pode trabalhar com varios mate-
riais

(*fForcingFunction)(TPZVec<REAL> &loc,TPZVec<REAL> &result) : ponteiro para
uma fungdo fonte ou carga conhecida, ela pode ser atribuida ao material no programa prin-
cipal.

Métodos da classe TPZMaterial

A maioria destes métodos sdo implementados nas classes materiais derivadas de TPZMa-

terial, pois sfo elas que implementam a equagio diferencial particalar a ser discretizada.

vvywvyy

veyy

TPZMaterial(int id) : construtor do objeto designando-lhe a identificagdo numérica "id’
char *Name() : retorna o nome do material ou da classe

int Dimension() : retorna a dimensdo integravel do material

int NStateVariables() : retorna o nimero de graus de liberdade ou varidveis de estado do
material

int Nfluxes() : devolve o niimero de componentes da funcio fluxo do problema

int VariableIndex(char *name) : retorna o indice designado a varidvel de nome 'name’
Solution(TPZVec<REAL> &Sol, TPZFMatrix =~ &DSol, TPZFMatrix &axes,int var,
TPZVec<REAL> &Solout) : calcula a solugfio indexada por *var’ baseada na aproximagio
de elementos finitos

TPZBndCond *CreateBC(int id, int typ, TPZFMatrix &vall, TPZFMatrix &val2) : cria um
objeto condigdo de contorno, classe TPZBndCond. Os valores das condi¢Oes de contorno
sd0 dadas pelas matrizes *vall’ e "val2’

Contribute(TPZVec<REAL> &x, TPZVec<REAL> &sol, TPZFMatrix &dsol, REAL
weight, TPZFMatrix &axes, TPZFMatrix &phi, TPZFMatrix &dphi, TPZFMatrix &ek,
TPZFMatrix &ef) : calcula a contribuiciio da matriz de rigidez e vetor carga no ponto de
mtegragao

ContributeBC(TPZVec<REAL> &x, TPZVec <REAL> &sol, REAL weight, TPZFMatrix
&axes, TPZEMatrix &phi , TPZFMatrix &ek, TPZFMatrix &ef, TPZBndCond &bc) : cal-
cula a contribuiciio da matriz de rigidez e carga para a condi¢o de contorno do problema,
no ponto de integracdo
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» Emors(TPZVec<REAL> &x,TPZVec<REAL> &sol, TPZFMatrix &dsol, TPZFMatrix
&axes, TPZVec<REAL> &flux, TPZVec<REAL> &uexact, TPZFMatrix &duexact,
TPZVec<REAL> &val) : calcula a contribui¢io no ponto de mtegracao para o cilculo
de erros em vAarias normas

7.7.2  Alguns materiais derivados e implementados no ambiente PZ

TPZMat : implementa o problema de Poisson

TPZElasticityMaterial : material eldstico linear bidimensjonal
TPZMatBiot : equagio que modela o fluxo através de um meio poroso
TPZPlateMat : problema tipo ’plate’

TPZFlaca : material de placa

TPZMatHyperElastic : material hiperel4stico

YyYvyvyyYyYvVYy

| TPZElasticityMaterial

oI . TPZIiatBigt

TPZMaterial

TPZPlaca TPlateMat

| TPZIMatHyperElastic

Figura 7.3: Classes materiais implementadas

Desta forma qualquer novo problema pode ser facilmente incorporado ao ambiente PZ

implementando a classe material e os métodos declarados na classe base TPZMaterial.

I) Outras classes do ambiente PZ

O ambiente de computagio cientifica PZ conta ainda com vArias ferramentas inerentes ao
uso do método dos elementos finitos. Entre elas, cabe destacar o diretério das classes matriciais.
Nele séo definidos os vérios tipos de matrizes e métodos de resolucgio utilizados. Matrizes

cheias, esparsas, bandas (cheias e esparsas) e skylines entre outros. E métodos de resolugio
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diretos, iterativos, multigrid etc: A flexibilidade na programagio devido a linguagem orientado
a objetos e a estrutura de classes do PZ permite um variedade de combinagGes na utilizagdo
destas ferramentas. A figura 7.4 mostra uma visfo estrutural das principais classes matriciais

derivadas aqui mencionadas, com nomenclaturas dbvias, a classe base € TPZMatrix.

TPZMatrix

Figura 7.4: Arvore de classes matriciais

Tem-se ainda a classe TPZIntRule que define regras de integragfo numérica de varios
graus para cada um dos elementos implementados no ambiente, classes baseadas no CORCE}to
template que gerenciam e manipulam diferentes listas de objetos, a classe TPZ Analysis que
executa a resoluc@o do sistema linear e que junto com as classes ’graficas’ preparam arquivos
de dados pés-processados com ajuda da classe material e utilizados para a visualizagio dos

resultados com o Data Explorer e outros.

Todos os métodos estio comentados junto com a defini¢o do cédigo respectivo dentro do

ambiente de classes do PZ.
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Capitulo 8

Testes Numéricos de Qualificacio

Viérios testes numeéricos foram efetuados para avaliar o desempenho dos elementos,
assim como dos algoritmos que foram implementados usando-se a técnica de refinamento A — r

adaptativo proposto neste trabalho.

Neste capitulo apresenta-se uma sintese dos principais testes realizados.

8.1 Solucdes polinomiais exatas

A primeira avaliagdo proposta refere-se ao teste de representacdo polinomial onde
verifica-se para uma solug#o polinomial de grau p, se o elemento hierérquico de ordem p con-
segue representar esta solucéio de forma exata. Isto verifica-se quando, assumido precisao dupla,
o erro obtido por integrag@o numérica em vérias normas é da ordem 10~%%. Utiliza-se projegio
L? integrando-se as préprias fungbes de forma e solucdes exatas. A obtensdio das equacles €

feita a seguir.

Projeta-se, com o uso da norma |.||,, uma soluciio polinomial conhecida sobre o
espago V3 respectivo. Para a ordem de interpolagdio p, usa-se a solugfo polinomial «, conforme

especificado na seqiiéncia:

P
u=up=Zbgmnﬂ:lymz” , d+m+n=k, I.mn>0 (8.1
k=0
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Como a ordem do elemento é p, a solugfo exata u, = uy existe dentro do espago de
elementos finitos V3 de dimensdo finita NV, veja secdes 4.10, 4.11, 4.12. Isto é baseado no
seguinte argumento. Se {i;}iL; é uma base de V; , a solugio polinomial exata u € dada por

N
U= Uy = z Cp; (8.2)
=1

Os elementos de V}, séio fungdes polinomiais por partes definidas sobre o dominio 2 de u,

dominio discretizado com elementos hierdrquicos. O erro da solugio € dado por

N 2
erro’ = ]Iu—uh“ig(m=f (Zaigoi(x)—uh) dx =0 (8.3)
2 \i=1
x = (2,y,2) , dx = dzdydz (8.4)

Dado que a soluciio u, estd em V;, da equagio 8.3 segue-se

0

é‘&;(“u"up“p(m) =0 (8.5)

N
2/ (Z QP — up) p;dx
Q

i=}

N
Zaifwi@jdx=/up@jdx (8.7)
i==1 2 Q

aij zf%%dx ; fj m/upgojdx (8.8)
Q ¥}

Os coeficientes ¢; da solugio do sistema dado por 8.8 sdo os coeficientes da solugio co-

i
o

(8.6)

nhecida, equagdo 8.2. Para o dominio {? usam-se elementos uni, bi ou tridimensionais do mesmo
tipo, ou uma combinagio heterogénea destes. Para elementos lineares, triangulares, quadrila-
terais, hexaédricos, tetraédricos, piramidais e prisméticos, com ordem de interpolacéo p, toma-se

como solugio conhecida termos polinomiais da forma

Uy = T Uy =9y, up,=2F (8.9)
u, = wy",l+m=p,lm>0 (8.10)
u, = 'y, l+m+n=p,l,mn=>0 (8.11)

Foram testados todos os elementos até pelo menos ordem p = 7. Para cada um dos
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elementos testaram-se todas as possiveis combinagSes dadas pelas equacdes 8.9, 8.10 ¢ 8.11 do
grau O at€ 0 grau p. Se vérios destes termos sfo representados separadamente, entdo a soma
deles também € representada, j4 que os coeficientes da solugio da soma dos termos € a soma

dos coeficientes da solugdo de cada termo.

Utiliza-se integrago numérica de Gauss para o célculo do erro em normas ||| 2, | - |1,

|-l 1+ para os diferentes testes efetuados, sendo que os resultados obtidos podem ser vistos na

seqiiéncia:
lup — wnllpogqy < C 107 (8.12)
vy — uall iy < €107 (8.13)
[Up — unlgiy < C 1077 (8.14)

com C constante. Observa-se neste caso que a regra de integragio usada é de precis&o no mfmimo

1071, Os erros citados ndo dependem do tipo do elemento nem da sua ordem.

Outro teste efetnado para considerar CC mistas utiliza a abstrag@o do material de Poisson,
isto € o operador diferencial de Poisson equagfo 8.19, que pode ser representado conforme a
equagdo classica 8.17, por meio da formula de Green 8.16. A matriz e vetor carga elementares
séo calculados com o uso das expressdes dadas na equagfio 8.19. Para testes use-se a solucdo

polinomial conhecida u, de grau p, conforme mostrados nas equacdes 8.9, 8.10, 8.11.

” 5v2u = f {8.15}

8 3

O o, OV, 8w,
— i, - ov; oV, i |
ﬁ;L 52 dx ,B;fg B dx ﬂfr g T,dT" (8.16)
J*u 54 azu
f==F (333% + O3 + axg) p U=y (8.17)
3

ﬁ;/s‘zégzaﬂ dx '"/Qf‘l"jdxw}w,@fr B U;dl (8.18)
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ov; 311’ ow;
——ﬁZ/ By 8$k , fj ﬁ[}f@jdXWﬂA@'ﬁ"‘I’jdf (8.19)

Utiliza-se integragdo numérica para o calculo de erros em normas || || 1z (o) > energia ||| g
e seminorma | - |z:. Estes erros, denotado em geral por ||u, — uz||, sempre € igual & ordem de

precisdo da regra de integrac@o numérica, isto €, aproximadamente
g — up) € (1077%,10719) (8.20)

para regras COIl PONtos € pesos ao menos com 10 digitos decimais.

Para testar a interacdio entre elementos de dimensdes distintas utiliza-se elementos
lineares acoplados as arestas de elementos bi e tridimensionais. Também usa-se triangulos e
quadrildteros justapostos as faces respectivas de elementos tridimensionais. Nos testes também
foram introduzidas condi¢Ges de contomno por meio de elementos de dirnensdo menor, justapos-
tos nas faces de elementos que fazem parte da fronteira com condigdes de contorno associada.
As condicBes de contorno sdo integradas utilizando-se as bases do elemento de menor dimensao
que é da mesma ordem do elemento vizinho ao qual € acoplado. Os erros obtidos com normas

1l » Il g1y €| - |1 slo dados pelas equagBes 8.12,8.13,8.14 e 8.20.

O material de Poisson também foi usado para testar solugSes polinomiais conhecidas
aplicando-se CC' mistas, obtendo-se erro em normas || - |{z2 , || - ||z € semi norma | « |m
com precisdo ao menos da ordem esperada para a regra de integragio empregada, Para avaliar
os algoritmos como o célculo e remogdo de restrigSes, e as transformagSes utilizadas, usa-se
um ciclo aleatério de divisdes e agrupamentos de elementos. Vérias malhas adaptadas aleato-
riamente foram obtidas para resolver os problemas citados anteriormente e o resultado dos erros
foram os mesmos ja mencionados. Efetuaram-se também os testes referidos na secfo 1.1, como

o teste de continuidade das bases em malhas heterogéneas conformes.

8.1.1 Desenhador de malhas hp-adaptativo

Foi implementada uma estratégia de refinamento h-p desenvolvida por Novotny
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et. al. Os detalhes desta estratégia podem ser encontrados em 431 Aplicando certos critérios
para a obtens@o dos pardmetros h e p a estratégia é baseada em um preblema de minimizacio
dos graus de liberdades dentro da malha, sujeito a condigdo que a norma do erro seja igual a
um erro admissivel. Para testes utiliza-se uma fungdo conhecida dada pela equacgio 8.21. O

problema a ser resolvido € o problema de Poisson com (/¢ homogéneas.

u(z,y) = 2y(1 — z){1 — y) tan™" [6() (E\i}f ~ 0.8)] (8.21)

Esta fungdo apresenta grande variagio a medida que a variavel aproxima-se da diagonal

central do dominio, conforme mostrado na figura 8.1. As figuras 8.2 e 8.3 mostram em detalhe

a saida grafica utilizando os arquivos gerados com as classes que efetuam o pos-processamento.

Figura 8.1: Solugdo conhecida: equacdo 8.21

A figura 8.2 mostra a malha h-adaptativa obtida, e a figura 8.3 a adaptividade p para a
mesma malha. Estas figuras avaliam claramente o bom desempenho da estratégia. O grau dos

polinémios de aproximacdo aumenta quando a variavel se aproxima da diagonal central.

Da mesma forma o tamanho do elemento diminui nas proximidades desta diagonal, figura
8.2. E importante notar que a diagonal ¢ o lugar do dominio onde a solugdo conhecida apresenta

um grande gradiente.

No grafico da figura 8.4 pode-se ver a taxa de convergéncia para varios testes deste mesmo
problema. A curva superior mostra a convergéncia quando € usado refinamento p puro e com
uma malha uniforme. As outras curvas correspondem a refinamento A — peom 3, 4 e 5 iteragOes

respectivamente.
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Figura 8.2: Refinamento h-adaptativo : malha geométrica final

Figura 8.3: Evolugédo do p-refinamento adaptativo, malha final
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Figura 8.4: Taxa de convérgencia da estratégia h-p adaptativa

8.2 Material hiperelastico nio linear

Nesta se¢do descreve-se o procedimento para aproximar a solugio do minimo de um fun-

cional ndo linear dado por uma fungéo de densidade de deformagio de um material hiperelastico

néo linear W. Para aproximar a solugdo utiliza-se o método iterativo de Newton que tem uma

convergéncia quadratica.

8.2.1 Definiciio do funcional, do problema e do algoritmo

Seja a fungio densidade de deformacio W definida por

|74

(
A

F'F

JP 1)

e

%M;L) In(J) + %p (tr C—3)

det C = (det F}? | det F > 0

VU 4+ I3
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U:QCR — RS, (z,y,z2)~Ulz,y,2) (8.26)

Ulz,y,2) = (u(z,y,z2),v(z,y,2),w(z,y, 2)) (8.27)

Na equagéo 8.25 U ¢ uma funcfo vetorial de deslocamentos, nido necessariamente pe-

quenos, e /3 o tensor identidade. As constantes de Lamé ) e p sdo dadas por

vl
A= (1+2)(1 - 2v) (8.28)
= L (8.29
i 2(1+v) '

onde £ € o modulo de Young, v o coeficiente de Poisson.

O tensor de Piola Kirchoffl?8] § ¢ dado pela seguinte ignaldade

OW (F)
S(FY = = —d !
S(F) =VW(F) 5F (8.30)
O tensor de Cauchy € relacionado ao tensor de Piola Kirchoff por
S(FFT
o(F) = 2502 (8.31)
=0
O tensor de Cauchy é igunal a
1 A
o(F) = > {#B + (5 (J2=1) - ,u) I} (8.32)
B = FFT (8.33)

Com uso das propriedades do anélise tensorial segue—sem} :

1 -T
Videt K = ——K (8.34)
Vetr(FTF) = 2F (8.35)

Observa-se a seguinte identidade
J?—1=(det F)* — 1 = (det(Vu+I))?~ 1 (8.36)

Use-se a expans&o em serie de Taylor do determinante da matriz para achar a seguinte
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aproximacio
det(/ + Vu) = det I + Vdet I - Vu + 6{Vu) (8.37)
Logo

J?— 12 (1+div(w))? — 1 ~ 2div(w) (8.38)
Observagdo 8.2.1 Demonstra-se que a relacio tensdo deformacio apresentada se reduz a re-

lagdo tensé@o deformag8o para pequenos deslocamentos, quando desprezam-se os termos 6(Vu).

Os termos J, J?, In(J) determinam o caréter nfio linear do funcional e do problema. O
problema atual consiste em achar a fungdo vetorial de deslocamentos U {u, v, w) que minimiza
o funcional escalar W ou

]W(U)dv é minimo (8.39)
I

O funcional W depende de J e C e ambos dependem de . Como F depende do gradiente
de U, entdo W € fungfo das derivadas parciais das componentes do deslocamento (w, v, w). Isto

¢ dado a seguir.

W = WU) =W(ug, uy, vz, Vo, Uy, Vs, Wy, Wy, ;) (8.40)
by = OB g 2, B (8.41)
i 8z’ Y by P B2 '
Yp = -(2?-)— U =§~1—) U =-?E (8.42)
E " Y 8y T oz )
v, = %, Ow - _Ow (8.43)
i Oz Y By 7 Bz '
u,v,w - QCRE-R (8.44)

Se U* minimiza W entdo uma condi¢io necesséria é
VW({U*) =90 (8.45)
Defma a fun¢do G por

G(U) = /VW(U)dV (8.46)
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Aplique-se 0 método de Newton para achar uma solugdo U, aproximada a U”. Para U,

préximo a U™ tem-se

0

i

G(U*) = G(Up) + VGU U™ — Un) + €U, U")  (847)
VGUNU*=Un) = GU,) . €Uy, U*) =0 (8.48)

A expressdo e(Uy, U*) representa os termos da expansao de grau superior, que aproximam-
se rapidamente de zero e s3o despreziveis. Entdo introduz-se o processo iterativo a partir da

equagdo 8.48.

U dado (8.49)
VGU,) U, = ~G(U,) (8.50)
Upsi = Un+ AU, (8.51)

Escolhe-se o valor inicial Uy de modo apropriado. Em seguida resolvem-se 0s seguintes

Passos:

P1: Dado Uy resolve-se o sistema 8.50 (n = 0), vai para P2
P2 : Conhecidos U, e AU, calcula-se U, ;1 pela equacHo 8.51, vai para /3
P3: Atalize VG(U, )}, G(U,) para n -+ 1 e resolva o sistema 8.50 , vai para P2

Se a CC inicial é dada por UL — Uy, entio em cada iteragio a CC imposta € dada por
UT — UL, onde UL € a restrigio da solug#io do sistema na iteracio 7, a superficie I contida em

.93

O algoritmo iterativo péra quando atinge-se um ntimero de iteragSes dado de antemédo ou
uma toleréncia preestabelecida. Por exemplo, quando a norma do resfduo, equag#o 8.538, faz-se

menor que uma dada tolerdncia £ > 0.

Com o uso de elementos finitos construi-se wma partigio unitdria p(£2) do domfnio {1 e

define-se o espago V;,(§2) de fungGes polinomiais por partes definidas sobre {2. Coloca-se o
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problema de minimizaggo do funcional W sobre V;,(Q). Assim sendo tem-se

V';?‘P(Q) = ({1007 1y .- :@n) 3 Q‘Jz : QRS - ‘SR Vi (8.52)
Uy o= Zuwo2 , Up = szcpz . Wy = sztpz (8.53)

=0 =0
Up = (un, Vs, wy) (8.54)

O conhecimento da solugio aproximada U, e as suas derivadas parciais depende do cdlculo

dos coeficientes u; , v; , w; : 0 < ¢ < n. De fato, denotem-se as derivadas parciais de u; por

"

Oup _ - iy 6% Buh - soz
Up = = D Ut = et Z u, Zu (8.55)

i==(} =0 =0

e da mesma forma para vs, ws. Deste modo W passa a ser considerado dependente destes

coeficientes e o funcional a ser minimizado sobre V4, () é
G(Uy) = VW (Uy) =0 (8.56)

O gradiente calcula-se em relago aos coeficientes u; , v; , w;. Aplica-se o processo

iterativo de Newton, conforme as equacdes 8.49, 8.50, 8.51, onde

5w oW
&G = = VW = .
v [ 5| G-V 5] @57
My & {uk,vk,wk} . k= ?:,j
Como VW = ( o residuo devido a aproximagdo I/, & dado por
Res(Uy) = f VoW (Ur)dV (8.58)
o
8.2.2 Cilculo da matriz gradiente de G e vetor gradiente de IV
Por simplicidade tome-se
W = o(J°—1)+bln{J) +c(trC ~3) (8.59)
o = 2 b (22 _1 (8.60)
IS Rl BT '
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Das equagtes 8.23 a 8.27 e com uso da notaggo 8.55 segue-se

Uy + 1 Vg Wiy
F = VU+I = U T
Uy Uz wy + 1

J = det F= (uz + 1) (v, + 1){w, + 1) — {(uz + L)wyv, —
Uty (W, + 1) + Vgt wy + WeltyUy — Welvy + 1)u,
trC = (up+1)°+ul+ul +vl+ (v + 124 o2
+w?k +wl + (w, + 1)°

Primeira e segunda derivada de VV

(8.61)

(8.62)

(8.63)

Exemplifica-se a seguir o cdlculo das primeiras e segundas derivadas parciais de W e J.

w = 2@.]?—{ + L) + CBt'rO = <2aJ—§~ E) o1 + C(’:)trC’
8v; ov;  JOuy dv; J ) v v,
FW _ (%_i) —a—{ﬁ—%-(ZaJ-i-E) 02J +662tr0
Ou; O J? ] Ou; vy J ) dudv;  OuOv;
_3_“{ _aJ dp; 4 8J dp;  8J dp;
du; Oug, Ox Oy Oy  Ov, Oz
a7 J Bp,0p; 82T Bp,0p; B Bp, Op;

S 0v; T Buydv, Oz Oz OugOuvy Or By = Ougdu, Oz Oz
8J  Op; Oy + 0] Bp; Oy; i &J  Bp; d¢;

Ou, v, Oy O Ou,Ovy Oy 8y  Ouydu, Jy Oz
8*J  Byp; Op; + FJ B, 0y + FJ_ Bp; Op;
Bu,0v, Oz Oz = Ou,dv, Oz Oy  Ou,0v, Oz Oz

Fazendo

b b
A= 2aJ+—j,Bm2aw—ﬁ
a equacdo 8.65 rescreve-se
FPW aJ 8J 8?J &*rC
w2 B ez + A +c
8’&&1‘an Bui ij auiavj Bu%c")vj

(8.64)

(8.65)

(8.66)

(8.67)

(8.68)

(8.69)

Por semelhanca com as equacdes 8.64 a 8.67 escrevem-se as derivadas parciais primeira

e segunda de W, J e tr C com respeito as outras componentes. A derivada de W depende das
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derivadas de J e de tr C. A segunda derivada de W depende das parcelas que sio obtidas do
produto das derivadas de J, isto é, segundas derivadas de .J e segundas derivadas de tr C. O
gradiente de W € um vetor 3 x 1 e a segunda derivada de W & um tensor 3 x 3. Pondo em

evidéncia as derivadas das fungBes de forma ¢ ;> 0 gradiente de W € dado por

aw
o | gy ([ Ass e 0. | | Ao + %5
aw | _ Y¥ A2L | oul n ®; Aﬁi+catrc +
o | Oz 5 | s Ay W, e
By Ags t o Ay Ty
aJ g C
a@‘ A'aTj -+ Cm;uz
LA AL 4 2R | L =YW (8.70)
U Lag 4o

Denote-se a matriz, cujas entradas sdo produtos das derivadas de J com respeito as com-

ponentes de (Ouz, Ay, Owg, Ouy, vy, Guyy ), por
2] 8l 8] &) ] o)

e 1|2 B 5 o

oz Suy  Dwy Buy Bws Buy

O tensor que segue da primeira parcela da equagdo 8.65, com uso da equacéo 8.66,

escreve-se da seguinte forma:

33'85,‘(21;,’{),%’)
8o, 00, [ 0T 8J A, 0p; [ 8J8T | B, 00, T 8J0T
dr O _Bxaw(u,@,w)} Oz Oy | 0,0,(u,v,w) T 5z o | 020, (u, v, w) |
By, 8¢, [ BT AJ } Op,0p; [ 0107 ] Bpidos[_8I8T |
Oy Oz | 8,0, (u,v,w) Oy Oy |0,0,{u,v,w)| By Oz | 3,0, (u, v, w) |
B, 8p; [ 8J 8] } Op,0¢; [ 9781 | Op,0,[ 078 lso,
0z Or | 0,0, {u,v,w) 0z Oy |0.0,(v,v,w)| 8z 8z [8,0,(u,v,w)]

T -

Denote-se a matriz Hessiana de J conforme é dado a seguir

i) &7 a2
9 S Ou Sz vy Suz Bw
{ a*J J - a2 2 3ty " (8.73)
. - e s By, B S B -
O, v, W)y a2 " 527 827

Bz Ouy  Owndy  Gwaduy

Entdo o tensor que corresponde 4 segunda parcela da igualdade 8.65 escreve-se da seguinte
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maneira;

% .
I:a(uiv’w)i,j} -
A R R LA o
9z 0z |8, v, wee| Oz Oy |Bu,v,w)sy] Or 8z |OU, v, Ws. ]
B, Op; [ 8p; 00, [ 8%J By Op; [ 027
dy 0z |0(u,v,wlye| By Oy |Ou,v,w)yy| Oy Oz [O(u,v,w)y.]
Bp; Op; [ 02T Op,80; [ 0T ] Bp0p; [ 0%
9z Oz [O{u,v,w)ei Oz Oy [Ou,v,W)sy] T8z 9z | 0(u,v,w),z)

(8.74)

A terceira parcela que segue da equagdo 8.65 € obtida como na igualdade 8.74, substituin-

do JportrC.

A matriz elementar Hessiana de W fica

oJ aJ
| 00z (u, v, w) |
8T o ]
G0, (u, v, w) |
AT aJ
| 8,0, {u, v, w)
aJ 8J
| 0,05(u, v, w) |
[ 8JaJ
| 0,0y (u, v, w) |
aJ aJ
0,0, (u, v, w) |
- 8J bJ
| 0,0 (u, v, w) |
[ 8J8J
| 0,8, (u,v,w) |

VG- |

W

O(u,

+ A

+ A

1l
o4
o
Al
1L

+A

U, w)i:j} 3x3
g
O, v, Wea ]
82T
._a(u1 v, ’L[J)x,y_
9%J
O, v, W), |
SR
| 3w, v, Wy |
orJ
O, v, w)yy |
o*J

| O(u, v, Wy,
o
A, v, W)z |

827

[ O(u, v, W)y |
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&trC

Te | O, v, W)z z | } +
FtrC ]

+e | O(u, v, Wy | } +

i Ftr C ] } 4
| O, v, w)gz |
trC

Te | O(u, v, W)y | } +

te i 1} .

_B(u,v,w)y,y_ N

O iz S O }+
D B(u, v, w)y |

‘e [___éit_fﬁ_‘ } L
s O, v, w g |
trC ]

e [a(u,v,w)z,g_ } i



B, B0, aJ dJ 82 8% trC
{B{ ]M[—m—-—_} +c{_w__a( }} 875

Oz Oz 8,0, (u, v, w) OMu, v, w), . UV, W)

Utilizam-se as equagOes 8.62 e 8.63 para calcular explicitamente as matrizes das equacdes

8.70e 8.75.

8.2.3 Validacdo da implementaciio do material hipereldstico

Para arbitrdrios U e AU a equagio 8.47 escreve-se da seguinte maneira:
GU4aAU)=GU)+VG(U)a AU +¢la A T) (8.76)
Para Au — Oe « < 1 tem-se

IGU+aAU)~GU) - 9CU)a AU = o) (8.77)
ou, [R(a)|| = ola) (8.78)

Comparando a norma do residuo, equagfo 8.77, para dois valores de o tem-se

HGU 4+ AU) ~ GU) = vG(U)e; AU = Cal +ea; AU) (8.79)
IGU 0 AU)=GU) - 9G(Uas AU| = Coff +elay AT) (8.80)

Subtraindo-se os logaritmos das equaces 8.79 e 8.80, e desprezando os termos de alta
ordem ¢{cy; A u} obtém-se
log | R(cu)|| — log | R(as)]| = nloga; — nloga, (8.81)

A taxa de convergéncia € estimada como

n o 08 [|R(e1)]| — log || R{oy)]|

log oty = log g

(8.82)

Se o calculo de G(U} e 7G(U) € correto, a taxa de convergéncia n deve tender para 2.

Ambos, o vetor G(U) e o tensor 7G(U) dependem do gradiente do deslocamento U, veja

a equagdo 8.46 e seclo 8.2.2. A atual implementagdo para o material hipereldstico € testada
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para valores iniciais aleatérios do gradiente de U, com o qual obtém-se a taxa de convergéncia

n=24¢e,e-—0

8.2.4 Teste computacional

Problema 1

Tome-se 0 cubo unitirio no octante positivo 1 com um vértice na origem. As equagdes a
seguir explicitam o movimento de corpo rigido deste dominio. Efetua-se um giro em sentido

hordrio de angulo # ao redor do eixo 7, conforme esbogado na figura 8.5.

£ ¢
7 4 p\ X"*'"'i“‘l" Zq
? zq1 e I
1 @ p1 1

Figura 8.5: Movimento de corpo rigido

Os deslocamentos w, v, w nas diregdes dos eixos de um ponto p(€, 7, ¢} do dominio sdo

dados pelas seguintes equagles

u = E{cosf— 1)+ (senf (8.83)
v o= 0 {8.54)
w = ((cosfd—1)—~Esend (8.85)

No algoritmo iterativo de Newton escolhe-se Uy = 0. Entfio tanto os deslocamentos como
suas derivadas s30 nulas. Mas o sistema nfo € nulo por causa das matrizes constantes, cOmo por

exemplo a parcela.

2 tr C 8.6
8( ( = )

U, U, W) g g
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Com a solugdo do sistema 8.50 sdo conbecidos os coeficientes u;,v;, w;, também é
conhecida uma solugdo aproximada para a fungdo de deslocamento U(x, y, z) e suas derivadas.
Com estas derivadas calculami-se F, det I, C, trC e J. Com estes valores atualizam-se as

matrizes do sistema elementar dadas pelas expressdes 8.70 e 8.75.

Com as C'C' impostas pelos deslocamentos conhecidos; na face contida no plano X = 1,
igualdades 8.83, 8.84, 8.85, a soluggo do problema de minimizagao deve ser a prépria solucio
deste movimento de corpo rigido, equagdes 8.83, 8.84, 8.85. Isto € devido a que nas condigbes

atual do problema a energia de deformago € nula, o corpo no apresenta deformagses.

iteracao Erros
residuo | Norma L* | Semi-H' | Norma H*
i 4.2e-2 9. 4e-4 1.97e-3 2.2e-3
2 9.4e-4 9.5e-7 2.9e-6 3.0e-6
3 9.5e-T 1.3e-12 4.7e-12 4.9e-12
4 1.3e-12 1.4e-17 4.4e-17 4.7e-17
5 9.8e-18 8.5e-18 3.1e-17 3.2e-17

Tabela 8.1: Erros residuais : problema 1

Para ¢ = 3° e uma tolerancia de le — 15 o processo convergiu em 5 iteracdes. Em cada
iterago, os erros dado pelo residuo, equagao 8.58, e outras normas, sdo apresentados na tabela
8.1. Usou-se uma malha com 1 cubo dividido, isto €, 8 cubos. Usa-se ordem 1 de mterpolagio,
o que € suficiente dado que a solugéo € de primeiro grau. A tabela 8.2 apresenta os resultados

usando-se as mesmas condi¢Oes mas agora com uma malha de 5 tetraedros divididos, isto &, 20

tetraedros e 10 prrémides,

iteracio Erros
residuo | Norma L# | Semi-H' | Norma H!
1 4.3e-2 9.5e-4 2.0e-3 2.2e-3
2 9.5e-4 9.8e-7 3.2¢-6 3.4e-6
3 9.8e-T 3.5e-12 1l.4e-11 1.5e-11
4 3.5e-12 1.2e-17 4.9e-17 5 1e-17
3 9.9e-18 8.9¢-1%8 3.1e-17 3.2e-17

Problema 2

Tabela 8.2: Erros residuais : malha refinada
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Considere-se o mesmo dominio anterior com as seguintes C'C impostas. Face no plano
z = 0 com os trés deslocamentos u, v e w nulos. Aplique-se um giro para cada ponto da face
x == [ = 1, giro com centro no ponto (I, a,b) do plano que contém esta face, Para um giro de

angulo 8, o ponto (&,1.¢) € deslocado para o ponto (£,.7;.;) equagdes 8.87 , 8.88 ¢ 8.89.

& = ¢ (8.87)
m = ((—b)xsinf+ (n—a)*cosh+a (8.88)
¢, = ((~b)*cosl—(n—a)=sinf+b (8.89)
UEn) = E—&m—-nG—-0=£6-¢ (8.90)

Com uma solugfo inicial Uy = 0, e com um giro aplicado de § = 1° em torno do ponto

centro da face (1,1/2,1/2), a convergéncia do processo mostra-se na tabela 8.3.

iteragao norma do residuo
5 tetraedros 5 tetraedros divididos | 1 cubo | 1 cubo dividido

ordem 1 | ordem 2 ordem 1 ordem 2 ordem 1
1 4.5¢-3 7.9e-2 7. 7e-2 7.6e-2 T.2e-2
2 4.5¢-13 1.2e-2 2.86e-2 4.9¢-3 5.1e-3
3 4.8e-19 2.6e-3 6.2e-3 1.97e-3 1.46e-3
4 7.8e-5 1.67e-3 1.4e-5 8.1e-6
5 1.79e-7 7.6e-5 1.4¢-8 3.05e-9
6 6.4e-13 2.Te-T 1.2e-11 1.5e-11
7 1.16e-15 2.7e-12 5.2e-12 1.07e-11
8 7 .8e-16 3.88e-17 2.2e-12 7.38e-12

Tabela 8.3: Erro residual : problema 2

Problema 3

O problema a ser simulado consiste em uma barrareta de medidas 1x1x10, com uma malha
de 10 elementos hexaédricos dispostos ao longo da barra. A barra é submetida a condi¢Bes de
contorno nas duas faces extremas. Engasta-se em uma das faces e na outra aplica-se uma forga

de cisalhamento de 100 unidades na direg#io positiva do eixo z.
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Figura 8.6: Tensdes de Von Mises: matenial elastico

A figura 8.6 mostra a solugio do problema obtida com as equagdes do matenial elastico.
Compara-se esta iltima com a solucio das equagdes do material hiperelastico, figura 8.7, onde a
solugio final foi atingida apos uma seqiiéncia de passos onde se aumentou a forga sendo aplicada

em 10 unidades até atingir o valor 100

Aprecia-se no grafico de tensdes, feito com o Data Explorer (DX), que a distnibuicio de

tensdes de Von Mises ¢ diferente para os casos do material elastico e o hiperelastico.

Para a resolugio grafica cada elemento finito hexaedro dividiu-se em 8x8x8 hexaedros

conforme pode ser apreciado nas figuras. A ordem ultilizada para o elemento € trés.

Problema 4

Considere o problema teste de niimero 3. Agora, mantendo-se a face engastada, uma
das faces e submetida a uma torgiio de 7/6 em #/6 graus, até atingir um giro completo. Pela
distribui¢do das tensdes de Von Mises observadas nos graficos obtidos com o DX, percebe-se

claramente as propriedades hiperelasticas do material, devido as grandes deformagdes presentes.
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Figura 8.7: Material hiperelastico: diagrama de tensdes

1.3090006

Figura 8.8: Material hipertelastico: tenstes de Von Mises
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1.8328008

Figura 8.9: Diagrama de tensdes: giro de 1.8 radianos

235681808

Figura 8.10: Diagrama de tensdes: giro de 2.3 radianos
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2.87979086

Figura 8.11: Distribui¢do de tensdes: passo 4

4.9741306

Figura 8.12: Distribuic8io de tensdes: passo 5
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Capitulo 9

Conclusdes

9.1 Objetivos alcancados

Desenvolveu-se um formalismo para descrever os aspectos topolégicos ¢ funcionais da
criag@o de espagos de elementos finitos adaptativos. Esta descri¢iio serviu como modelo para
um programa desenvolvido numa linguagem orientada a objetos. Os objetos utilizados referem-
se¢ a entidades matematicas tais como sistema de coordenadas, malha de elementos, elementos

geométricos, elementos computacionais, nés geométricos, etc.

Definiu-se um conjunto de fungdes de forma hierdrquicas para os elementos geométri-
cos de linha, trifingulo, quadrildtero, tetraedro, hexaedro, pirdmide e prisma baseados em uma
sequéncia ortogonal de funcdes. Mostrou-se que as bases assim definidas sio linearmente inde-
pendentes, qualquer seja a ordem p de interpolaciio do elemento. Provou-se na teoria e na pritica
que os elementos de linha, tridingulo, quadrilatero, tetraedro, hexaedro, pirdmide e prisma de or-
dem p sdo completos no sentido de que as bases do elemento de ordem p podem combinar-se
para representar qualquer polindmio de grau p. Definiu-se uma divisio geométrica para ca-
da um destes elementos de tal forma que o menor 4ngulo do elemento obtido por divisdo ndo
¢ mais pequeno que qualquer dngulo do elemento pai. Com esta divisio consegue-se a ge-
ragdo automatica de malhas em uma duas ou trés dimensdes com 0s respectivo elementos ou
combinagdes destes. Bastando definir uns poucos elementos captando a geometria essencial do

dominio e refinar a malha até atingir a gradag#io requerida obtendo uma matha conforme se for
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desejado. A implementacio também permite a construgio de malhas com elementos de linha

em duas ou trés dimensdes e elementos bidimensionais em trés dimensdes.

Utilizando os conceitos do andlise funcional estendeu-se a nog#o de particio unitéria de
um dominio para incluir malhas heterogéneas adaptativas contendo simultaneamente elementos
uni, bi e tridimensionais no espaco Euclidiano %, A definic#o das fungBes de forma baseadas
no conceito de pardmetro variacional e a introducéo de dependéncia entre as bases de elementos
adjacentes, permitiu a utilizagfo de malhas heterogéneas refinadas adaptativamente contendo
qualquer combinagio destes elementos, obtendo-se um espago de interpolacéo de elementos
finitos de fungdes continuas. O refinamento adaptativo aqui' desenvolvido utiliza o agrupamento
e divisio geométrica dos elementos. A refinamento auto-adaptativo € realizado com o uso de

estirmadores de erros ou desenhadores de malhas e com estratégias adaptativas adequadas.

Descreveu-se 0 mapeamento geométrico, 0s espagos paramétricos e associacio de fungdes
de forma s conectividades dos elementos e as restri¢cdes das mesmas num espaco de elementos
finitos adaptativos. Definiu-se matematicamente quais s#o as transformaces geométricas que
preservam todas as caracteristicas do elemento de referéncia como o nimero de vértices € a

dimensé&o dos seus lados.

Consegue-se continuidade entre elementos vizinhos de dimensdes iguais ou distintas
através da introdugio dos parmetros variacionais e as transformacdes paramétricas. Quando
os elementos adjacentes séo de niveis diferentes, a continuidade € obtida através da dependén-
cia das fungBes de forma dos elementos pequenos para os elementos grandes. Esta dependéncia
e baseada na proje¢iio em norma || - ||z2, sobre o espago gerado pelas fungBes de forma asso-
ciadas ao lado do elemento pequeno contido no lado do elemento grande, das fungBes de forma

do lado grande restritas sobre o lado pequeno.

A estrutura de classes do ambiente PZ mostrou grande eficacia e flexibilidade permitin-
do trabathar com variados tipos de elementos hierdrquicos em uma duas e trés dimenstes. O

ambiente também consegue incorporar facilmente qualquer equacdo diferencial implementan-
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do a classe que define o comportamento material do problema, isto €, formulacfio variacio-
nal, condi¢des de contorno e pés-processamento da solugio. O grau de generalidade destas
classes € palpédvel na medida que permite aplicar determinados métodos definidos na classe
raiz a qualquer objeto que possa por este método ser processado, como por exemplo, aplicar
restri¢Ges entre elementos de diferentes dimensdes. A estruturacio de classes do ambiente PZ
¢ feita em médulos permitindo desacoplar as ferramentas implementadas com facilidade para

“adapta-los a outros programas ou linguagens de programagio.

A implementac@o da técnica do refinamento de malhas adaptativas dentro da filosofia de
programacdo orientada para objetos mostrou-se altamente eficaz na medida em que permitiu
implementar o refinamento de elementos uni, bi e tridimensionais simultaneamente no espaco

vetorial R,

9.2 Trabalhos futuros

Algumas das classes a serem implementadas futuramente para a utilizacio da h-p adapta-

tividade aqui desenvolvida sio materiais tridimensionais e estimadores de erro apropriados.

A implementa¢do das classes necessérias para a saida grafica ¢ também desejavel para

todos os elementos tridimensionais aqui implementados.

O desempenho dos elementos em comparagio com o tempo de processamento e a ordem

p de aproximacio.

Utilizagdo do ambiente OOPAR para o uso da h e p adaptatividade em maquinas paralelas.
O ambiente OOPAR € uma paralelizacfio do ambiente PZ. A adaptatividade aqui trabathada e as
fungGes de forma hierdrquicas aqui definidas s@o especialmente apropriadas para a distribui¢io
da malha em diferentes processadores. Tanto a definiciio das funcdes de forma, através dos
pardmetros variacionais, como das transformacdes utilizadas para a restricdo das bases entre

lados adjacentes de niveis distintos, dispensa a troca de informacio entre processadores. Isto
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¢ possivel jd que, para a obtencdo de um espago de elementos finitos de fung@es continuas, 0
calculo das bases associadas a cada lado do elemento dependem dos id’'s do lado do proprio

elemento.

Implementaggo de outros padiGes de refinamento como refinamento direcionado.
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Apéndice A

A.1 Transformacio geométrica

Neste apéndice faz-se um estudo matematico rigoroso para definir de forma exata qual é

o mapeamento usado para obter um elemento finito deformado.

> Descricio matemdtica do mapeamento geométrico

E possivel definir o espago topolégico do elemento geométrico como a envoltura convexa

de certos pontos especiais, os nds. Seja n um nimero inteiro positivo e A C R".
Definicdo A.1.1 A ¢é dito ser convexo se para cada z,y € Atem-se

tz+(1~-tlye A, 0<t<1 (A.D)

Isto €, A contém o segmento que une dois pontos quaisquer de A.

Definicdo A.1.2 A envoltura convexa de A, denotada conv A , define-se como o menor

conjunto convexo de £” que contém A.
Observagio A.1.3 Da defini¢do anterior, segue-se que a envoltura convexa de A é dada por:

convA=nNF (A2)

onde F ¢ a familia de todos os conjuntos convexos de " que contenham o conjunto A.
Defini¢do A.1.4 Elementos geométricos referenciais:

Pt = conv {0} {A.3)
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L = conv{-1,1} (Ad)
T = conv{(0,0,(1,0),(0,1)} A45)
Q = comv{(~1,-1),(1,—1),(1,1),(=1,1)} (A6)
H = conv{(~1,-1,-1),(1,~1,~1),(1,1,-1),(~1,1,—1),
(=1,-1,1),(1,-1,1),(1,1,1),(-=1,1,1)} (A7)
Te = conu{(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} (A8)

Pr = conv{(0,0,-1),(1,0,-1),(0,1,-1),(0,0,1),(1,0,1),(0,1,1)} (A.9)
Pi = conv{(-1,-1,0),(1,-1,0),(1,1,0),(-1,1,0),(0,0,1)} (A.10)

De fato € possivel provar o seguinte resultado:

Proposicio A.1.5 A envoltura convexa de A C R" € o conjunto de todas as combinagdes

convexas de pontos em A, isto €,

k K
conv A = {Zaj:cj :x; € Aetal que Zaj:].} (A.11)
=1

=1
Definiciio A.1.6 Sejam X e Y dois espagos topoldgicos. Uma aplicacdo bijetora e continua

f : X — Y diz-se um homeomorfismo se a aplicagfo inversa f~' : Y — X € continua.

Observagdes A.1.7

1. Note-se que cada elemento geométrico de referéncia € compacto.
Considere a aplicagdo f : L—{1} — S* definida por f(z) = ¢*™. Claramente f é bijetora
e continua . Embora a aplica¢do f~! nfo ¢ continua em (1, 0). Com efeito, existem pontos
do circulo S* préximos ao ponto (1,0) separados de f~! por uma distancia maior do que

1. Para ver isto considere os pontos (1 — €, +4/1 — (1 = ¢)?) e (1 — €, —/1 ~ (1 —€)?) do

circulo, con € suficientemente pequeno.

Neste trabalho estd-se interessado no estudo dos elementos finitos como entes geométri-
cos que construem-se a partir de deformagdes obtidas dos elementos de referéncia explicitados
nas equagdes A.3 a A.10. Em particular, deseja-se que a topologia dos elementos geomeétricos
deformados seja determinada pela topologia do seu referencial. Entdo € necessario e suficiente

considerar as aplicacdes de deformagio como sendo homeomorfismos.
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Figura A.1: Carta do elemento geométrico deformado EG

Em particular, as variedades topolégicas obtidas sio compactas e a dimensio topolégica
de qualquer elemento geométrico deformado EG obtido pelo homeomorfismo f ¢ a dimensdo
da variedade com bordo f~*(EG). De fato, seja (U, h) uma carta de EG , isto é, U éum aberto
da topologiade EG e h

h:U—hU) CR (A.12)
¢ um homeomorfismo para algum s € {1,2,3}. Entio

(YUY, ho fY) (A.13)
¢ uma carta para f~(EG). Com efeito, f~1(U ) é um aberto do referencial e

hof: f~Y{U)— n(U) (A.14)

¢ um homeomorfismo. Assim as dimens@es coincidem. Observa-se que isto é uma conseqliéncia
da defini¢do das possiveis deformag@es que tem-se considerados, as transformacBes geométri-
cas, que a continuagio explicitam-se em detalhe. Observa-se que por exemplo, o circulo S? pode
ser construido via um homeomorfismo, desde a fronteira de um tridngulo ou de um retdngulo
ou em geral, desde um poligono planar de k£ — lados, para cada k > 3. Como néo quer-se este
tipo de anomalia, somente consideram-se certos subespacos de homeomorfismos agueles que
conservam as caracteristicas essenciais dos elementos de referéncia. Mas precisamente, a idéia
¢ considerar as classes de funcles bijetoras e diferenciaveis com inversa diferenciavel, isto €,

difeomorfismos globais que deformem os elementos geométricos de referéncia em superficies
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com bordo em > mantendo em esséncia o nlimero de vértices.

Denote-se por O um elemento geométrico de referéncia qualquer e f(O) o elemento de-

formado em R*, construido a partir do difeomorfismo f

f:OCR —= flO) R | s=1,23 (A.15)

onde s depende da dimensgo de O. A continuagio define-se um objeto matematico apropriado
para definir vértice, aresta, face e interior de um elemento deformado f (O). Em primeiro lugar,
para z € O introduz-se o conceito de Cone Tangente gerado por z, e denotado por C, como

segue-se:
Cy = {’.}/ (0) | v : (—¢,€) — O, continua, diferenciavelem t = 0, e ~(0) = } (A.16)

Em palavras: o cone C, gerado por z, € o conjunto cujos elementos s&o as derivadas em
t = 0, das curvas -y (vetores) diferenciaveis en 0, continuas no seu dominio, que passam por
x, isto é ¥(0) = =, e tal que existe um numero ¢ nio negativo, suficientemente pequeno de
maneira que 2 imagem y{—¢, €) esteja contida no elemento referencial 0. E importante observar

0 seguinte:
vE Cpe= e, V220 (A17)

Questio que justifica o nome de cone.

Um cone tangente diz-se cone préprio se ele nio contém nenhum subespago néo trivial,

isto é diferente de {0}.

Exemplo A. 1.<§ Para clarear algumas idéias tome-se como exemplo o caso do tridngulo 7.

» Casoz €7 (interior de T') entdo tem-se C, = T, R?, isto &, o cone tangente coincide com 0
plano tangente no ponto = € %2, (o proprio ®%).

» Se z pertence a uma aresta de T mas nfo é um vértice, entdo C, € um semi plano de T.R2.

» Se x é um vértice entio C, é um cone proprio, isto é, C, nfo contém nenhum subespago
niio trivial de 7, R2. De fato esse cone ¢ gerado pelas combinagdes lineares com coeficientes
ndo negativos dos vetores construidos com os lados do tridngulo cuja intersegio determina
o vértice em questdo, figura A.2.
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Figura A 2: Cone tangente ao vértice x

Exemplo A.1.9 No caso do tetraedro tem-se :
3

»

>

Se z €Te entdo C, = Te, R, isto é, o cone tangente coincide com todo o espago tangente
az € R*, (o proprio &%),

Se x pertence a uma face de T'e mas ndo encontra-se em uma aresta ou vértice, entio C, ¢
um semi espago de 7, 1%, um plano.

Se z pertence a uma aresta de T'e mas nio ¢ um canto de T'e entdo C,, é um cone que contém
um unico subespago de dimensio 1 de T, 1%, uma reta. De fato este cone ¢ construido com
combinacOes lineares ndo negativas de vetores iniciando-se em z e que pertencem as faces
cuja intersecio determina a aresta em questfio e coeficientes arbitrarios de qualquer vetor
nio nulo que pertence a esta aresta.

Se x € um vértice de T'e entdo C, € um cone proprio, isto é, s6 contém o espago {0}. Este
cone ¢ gerado pelas combinagdes lineares com coeficientes ndo negativos de trés vetores
construidos com as 3 arestas cuja intersec8o determina o vértice em questio.

Visto que f(O) € uma superficie compacta com bordo, pode-se definir em forma analoga

a C, o cone tangente a f(O) no ponto f(z) de uma forma natural como segue-se.

Cramy= {f (.3 v (0} | v : (—¢€,€) — Ocontinua, diferenciavel em t = 0 ¢ ¥(0) = 33} (A.18)

Logo Cf(sy € 0 conjunto de elementos que se iniciam em f(z) e que sdo obtidos como

vetores tangentes & curvas continuas do tipo f o v sobre um intervalo (— &, €) e cuja derivada

existeem t = 0.

Em outras palavras o cone em f(x) é a imagem do cone em z pela transformacio jaco-

biano, ou
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Figura A.3: Elementos do cone em x e em f(x)

Ci() = Jac(f)(z)(Ce) (A.19)
onde

Jac(f)(z) = [Df ()] 0n (A.20)
e a transformag&o linear

Df{x) : TuR° — TR (A21)

é a derivada de f no ponto z, isto ¢, a aprosimacdo linear de f em x. Pela definigdo de derivada

tem-se
v TR = Df()(o) = F(1(1)) o (A22)

onde ~(t) é justamente uma curva continua definida sobre um intervalo do tipo (—€,€)
diferenciavel em t = 0 e tal que v(t) = wv. Isto proba que o jacobiano de f leva qualquer
cone tangente em um cone tangente. Visto que [ : O — f(0) assume-se um difeomorfismo,

em particular obtém-se paracadax € O,
Df(.’l:) TR — Tf(m)f(O) {A.23)

¢ um isomorfismo entre espagos tangentes. Em particular, se S € um subespago de dimensio &
de T, %, 0 < k < s, entdo D f(z)(S) é um subespago de dimensio k. Consequentemente, se f

é um difeomorfismo, para cada z € O tem-se :

Q

» €0
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Considere-se f(O) um espago topolégico com a topologia induzida de R | entio
o
Co =1,%° = Df(z)(ToR°) = Tr(o) f(O) = flz} € F(O) (A.24)
» Sex € 90 tem-se os seguintes casos
-paras =1
1 C_y e C slo semi-retas e o mesmo acontece com Cr(_yy € Cy(y).
-para s = 2

1 caso z pertence ao interior de uma aresta A de O. Entdio C, é um semi plano de T,R? com
suporte a reta L, gerada pela aresta A. Logo, Cy(y) € um semi plano de Tt f(O) com
suporte o subespago D f(z)(L4).

2 se ¢ ¢ um vertice, neste caso o cone proprio O, é levado por D f(z) no cone proprio C(z)-
Com efeito, se Cy) contém um subespago ngo trivial entfio Df~*{f(z))(Cim)) = Co
conteria um subespago nio trivial.

- para s = 3

1 se & pertence ao interior de uma face /" de O. Entdo C, é um semi espago de T, R e contém
um unico subespago bidimensional S. Logo, Cy(,) é um semi espago que encontra-se em
uma das componentes conexas de T’ f(O) que determina o subespago D f(z)(S).

2 se z pertence ao interior de uma aresta A de O. Entfo, C, é um cone que contém um
tnico subespago unidimensional L4, o gerado pela aresta A. Logo, o mesmo sucede com
Ct(z) » isto €, é um cone em T¢(5) f(O) que contém um unico subespago unidimensional
Df(z)(La).

3 se z € um vértice. Neste caso, tanto G, como Cy(,y sdo cones proprios. Com efeito, nenhum
dos dois cones contém subespagos nio triviais.

Baseados nas dedugdes anteriores, conclui-se que as classes admissiveis das deformaces

de elementos geométricos referenciais € exatamente a classe dos difeomorfismos.

Defini¢do A.1.10 Seja f : O C R° — f(O) C R* um elemento geométrico.

1 Um ponto z € f(O) diz-se um vértice se, C, C T f(O) é um cone proprio.

2 Umacurvaa: [0,1] — O diz-se uma aresta de f(O) se,
i a{0}) e a{1) sdo vértices
il para cada ponto = no interior de uma aresta A , o cone tangente C, contém um Gnico

subespaco de T, f{O) de dimensdo 1.

3 Um conjunto F' C f{O} diz-se uma face de f(O) se :

1 para cada ponto z € }?’ , 0 cone tangente C; contém um nico subespago de dimenséo 2.

ii OF consiste exatamente de n — wvértices e n — arestas, no caso de uma face
n — poligonal®.

* Uma face triangular tem 3 vértices e 3 arestas. Uma face quadrilateral tem 4 vértices e 4
arestas, etc.
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Com isto tem-se provado o seguinte resultados.

Teorema A.1.11 Seja O um elemento de referén=iae f : O C R° — f (0) c R®. Entdo, o
difeomorfismo [ leva vértice em vértice, aresta emn aresta, face em face e volume em volume.

Em particular, a cardinalidade de vértices, arestas ¢ faces dos elementos O e f(O) coincidem.

Observagio A.1.12 Apesar de que tanto ¢ como T e tenham a mesma cardinalidade de vértices,
niio existe ambigiidade com a definigdo anterior. Isto deve-se ao fato de que os elementos de
referéncia pertencem a espagos ambientes de din ensSes diferentes, dimensdo que ¢ mantida
pelo difeomorfismo f como explicado anteriormente. Obviamente, f € um homeomorfismo.
Em outras palavras, f(Q) ndo pode ser difeomorfoa g(7'e) para qualquer par de difeomorfismos

f e g, por causa do teorema de invarianga de Brow -er.



Apéndice B

B.1 Restricdes entre lados adjacentes

Explicitam-se a seguir todos os possiveis casos de restrigdes que ocorrem entre os lados
adjacentes em uma malha h e p adaptativa. As situagdes se apresentam quando quer-se dividir

um elemento ou quando um grupo de elementos esta sendo agrupado para formar um outro.

I) Caso 1: 56 existem lados de igual tamanho

A figura B.1 mostra os lados vizinhos a, b, ¢ de dois elementos el-0 e el-1. Duas situagOes

sdo observadas. Em uma delas o elemento el-0 esta sendo inserido. Na outra situacio o elemento

el-0 € removido. Veja que atitude deve ser tomada em cada caso.

el -0 ef—0
2 ¢ o c b
. 3 s [nserfr . % < remover
. 5 - * 3 .
a c b a [ b
ef 1 el—1

Figura B.1: Caso 1 : s¢ existem lados iguais

» Modo insercio

Se os lados de um elemento sendo inserido s6 acha lados vizinhos. A tnica aclo a ser

executada € atualizar a ordem de interpolagio de todos os lados vizinhos.
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» Modo remocio

O elemento el-0 esta sendo removido. Também nesta situagio deve-se atualizar a ordem
de interpolagio dos lados iguais. Neste caso a ordem dos lados vizinhos contidos no ciclo do
lado c.

If) Caso 2 : s6 existem lados de maior tamanho

» Modo insercao

Colocar a ordem dos lados pequenos igual & ordem do lado grande. Restringir os lados

pequenos para o lado grande, figura B.2.

» Modo remocio

Remover as restricdes dos pequenos com respeito ao grande. Atualizar a ordem dos pe-
quenos. Isto porque por exemplo no caso atual de inser¢do esta ordem poderia ter mudado.

Entdio a ordem antiga pode ser restabelecida.

ol -0 el —0
il o b a C b
R * e L2 *
WSy inserfy PR - SRR rEMOVEY
d e d e d
el—1 el—1

Figura B.2: caso 2: s6 ha lados grandes

1) Caso 3 : s6 existem lados de menor tamanho

» Modo insercio

Colocar a ordem do lado el-1 igual a ordem do lado grande el-0. Isto ¢ feito porque el-1

deve ser restrito por el-0, figura B.3.
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» Modo remocio

Devem-se retirar as restri¢des do elemento el-1, restricdes estas com respeito a el-0. A-

tualizar a ordem de el-1.

el -0 el—0
— ; - b inserir a § 1_3 remover
____________
a = d a e d
el —1 el—1

Figura B.3: Caso 3 : 56 hé lados pequenos

IV) Caso 4 : existem lados igual e menor, nio h4 lado grande

» Modo insercio

Recalcular a ordem dos lados iguais. Se esta ordem mudar, recalcular a ordem dos lados
menores € restringir os elementos menores para qualquer um do ciclo de el-0. Caso contrario

n#o h& mais nada a fazer, figura B.4.

» Modo remocio

Atualizar a ordem dos lados iguais que permanecem. Se a ordem mudou, atualizar a ordem

dos lados pequenos e restringi-los para o elemento el-0.

a

. % b0 % b g-0
—F— of— ] s o/ |

a d 8 e d

- X o [Rseriy . % s Temover
a C b 2 ¢ b

Figura B.4: Caso 4 : hé lados iguais e pequenos, nio h4 lados grandes
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V) Caso S : existem lados iguais e grandes, nio ha lados pequenos
» Modo inserciio

Fazer a ordem do lado inserido igual a ordem do lado grande, figura B.5.
» Modo remocio

A ordem que prevalece é a ordem do lado grande. Como permanece um igual a ele, isto €

el-1, ndo hé mais nada a fazer.

a ¢ d. . a e d
—e [ASEPIY 3 PERIOVET
— e o1 — s o—1
a e d _a_ e d L
3 - el —0 . ¥ e g[—0
a c b a ¢

Figura B.5: caso 5: ha lados iguais e grandes, néo ha lados pequenos

VI) Caso 6 : existem lados pequenos e grandes

» Modo insercao

Remover as restricdes do lado pequeno, el-1 para o lado grande, €l-0. Fazer a ordem do
Jado inserido igual a ordem do lado grande. Restringir el-1 para o elemento inserido. Restringir

o lado/elemento inserido para el-0, figura B.6.

» Modo remocio

Retirar as restri¢des daquele elemento/lado que esta sendo removido. Retirar as restrigOes
do el-1 para o lado que esté sendo removido. A ordem do pequeno j& ¢é igual a ordem do el-0.

Restringir o elemento pequeno ¢l-1 para o grande el-0.
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e d _ e d
» 5 - inseriy T a—— T T . TEHOVEr
- £ 2 g f
: . A i .
a c b a c b
-0 e—0

Figura B.6: caso 6: hd lados pequenos e grandes, ndo h4 lados iguais

VII) Caso 7 : existem lados de tamanhos pequeno, ignal e grande

» Modo insercio

Fazer a ordem do lado inserido igual a ordem do lado de igual tamanho, el-1, figura B.7.

» Modo remocio

Dado que existe um lado igual ao que esté sendo removido, n#o hd mais nada a fazer.

a 2 f a
_:_ “““““ . — * [Mgerty * YEMOVEY
SRy 5} — g @] e
1. e d 2 e d
R Sttt S— . & —] . 3 o —1
A Bt &8 £
a p b a c b
el ~ 0 e—0

Figura B.7: caso 7: hé lados pequenos, iguais e grandes
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