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TITULO: "ESTABILIDADE DE MOVIMENTO EM CENTRIFUGA DE
DOIS GRAUS DE LIBERDADE".

RESUMO

Apresenta-se resultados tedricos e experi-
mentais para o estudo de estabilidade de um corpo com
um ponto fixo e que nao necessariamente apresenta si-
metria de rotagao. Este corpo vem a ser um modelo sim
plificado de uma centrifuga de dois graus de liberda-
de. Analisa-se dois casos aparentemente semelhantes,
um possuindo no ponto fixo uma junta cardanica, outro
uma suspensao rotulada, mostra-se que existe uma dife
renga consideravel.



TITLE: "STABILITY OF THE MOTION OF A CENTRIFUGE WITH
TWO DEGREES OF FREEDOM".'

"ABSTRACT

Theoretical and experimental results are
presented for the stability of a rigid body with a
fixed point that is not necessarly simmetrical with
respect to the rotation axis. This body is a simpli-
fied model of a centrifuge with two degrees of free-
dom. Two apparently similar cases are analyzed, one
‘that has a cardan coupling on the fixed point, the
other has a pinned joint, and it is shown that there
is a considerable difference concerning the result-
ing stability.
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1. INTRODUGAO

A separagao de substancias de densidades diferen-
tes, em determinados processos quimicos e técnicos, exige o
método de centrifugagao, que promove a separagao através da
forga centrifuga, pela rotacao da mistura. Com a necessidade
de se separar substancias de densidades muito préximas, como
€ o caso do uranio 235 e 238, tem~se aumentado consideravel-
mente a velocidade de rotagao na centrifugacao. O aumento de
rotagdao nas centrifugas estid intimamente relacionado com a
evolucao da tecnologia de fabricacao e com a possibilidade
de estudos mais sofisticados na andlise dinamica do sistema.

Enquanto, anteriormente, usava-se no projeto de
uma centrifuga, a hipotese de corpos simétricos em mancais
rigidos, atualmente, a andlise € mais aprofundada; faz-se um
estudo, em computador, de forma e de suspensao otima das cen
trifugas. Para baixa rotagido, construiam-se centrifugas com
dois pontos fixos, os mancais, em estruturas rigidas, que
suportavam os possiveis desbalanceamentos provocados pelo
deslocamento e cgncentragéo de massa em alguns pontos da cen

trifuga.

No entanto, com o advento das ultra-centrifugas, os
niveis de vibragoes nestas estruturas alcangariam valores
que os sistemas destas suspensoes nao suportariam. Assim, as
analises dinamicas mostraram que € mais conveniente dar wuma
liberdade ao elemento girante, garantindo-se, todavia, uma
tendéncia estabilizante ao sistema. Em centrifugas comer -
ciais, a suspensao do sistema € normalmente feita por mate-
rial do tipo borracha (Fig. 1.1) e para se trabalhar com se-
guranga existe um sistema automatico de parada quando os ni
veis de vibragoes ultrapassam um valor determinado.

Certas solugoes de projeto fazem uso de apenas um
ponto fixo como suspensao do sistema, que coincide com o man
cal, e procura-se projetar o sistema de maneira a se garan-
tir sua auto-centragem.

Os modelos matematicos, nos estudos de analises di
namicas, passam a ser mais sofisticados; e para que se tenha
uma garantia total de auto-centragem, eles levam em conta a



assimetria em centrifugas, efeitos nao lineares etc, o
tem gerado vdrios trabalhos sobre o assunto [1-6].
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Fig.1l.1l. Detalhe da suspensao de uma ultra-centri-
fuga.

Neste trabalho € feito o desenvolvimento de mode-
los matematicos para centrifugas em que o centro de massa se
encontra acima dos pontos fixos, em dois diferentes pontos
de suspensdao do sistema: ntravés de mancais rotulados e de
junta cardanica, para o$ quais se montaram modelos fisicos
para ensaios experimentais e comparacao dos mesmos com 0
estudo de estabilidade tedrico, em cada caso.



2. FORMULACAO DO PROBLEMA

Pretende-se neste trabalho fazer a anidlise dinami-
ca de centrifugas de dois graus de liberdade, sem limitagoes
de simetria, com a finalidade de se determinarem as regioes
de estabilidade do sistema, tedrica e experimentalmente.

Basicamente, uma centrifuga consta de um corpo com
movimento de rotagao em torno de um eixo vertical, que €
acionado por um motor elétrico através de um eixo, onde se
tem a suspensao do sistema. Esta suspensao € identificada pe
lo tipo de mancalizacao do sistema. Os mancais sao ligados
a estrutura de fixacgao e caracterizam o tipo de centrifuga.
Neste trabalho, interessam basicamente dois tipos de suspen-
sao do sistema, sendo um a mancalizacao através de junta

cardanica , e outro, a utilizacao de uma rétula.

A Fig. 2.1 mostra o modelo fisico esquematizado,
onde os componentes sao definidos. Pela figura, o corpo da
centrifuga € apresentado em forma de cruz; trata-se de um
corpo rigido, sem simetria de rotacao, acoplado ao eixo sus-
penso pela junta cardanica, onde se vé a caracterizagao dos
mancais, que, eventualmente, além de apresentarem efeitos de
amortecimento, poderiam ser eladsticos, desta forma tendo tam
bém efeito de mola.

No caso em que se usa suspensao pela junta carda-

. . -~ . - -
nica, o acionamento € fornecido por um motor elétrico acopla
do a um redutor, o qual tem em seu eixo de saida a junta car
danica que contém o ponto fixo do sistema, no qual se encon-
tram os sistemas de referéncias usados no desenvolvimento do

modelo matematico (Fig. 2.1).

O outro tipo de suspensao, que se vai analisar, es
td apresentado na Fig. 2.2. Trata-se de uma junta rotulada,
na qual se encontra o ponto fixo do sistema onde se tem a
origem dos referenciais usados para a formulagao e anilise
do modelo matematico.

No caso do uso de junta rotulada como mancal do
sistema, o corpo da centrifuga € colocado diretamente no ei-
xo de acionamento do motor e, como este tem liberdade no sen

tido horizontal, € necessario um limitador deste movimento,
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por junta cardanica
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Fig. 2.2. Modelo de centrifuga com suspensao

por junta rotulada.



para que nao ocorra choque do eixo com o estator do motor.

Para cada tipo de suspensao serao desenvolvidos mo
delos matemdticos para sistemas de coordenadas no ponto fixo
das suspensoes, tomando-se a velocidade de rotacao do corpo
da centrifuga como constante., Isto significa que se tém ape-
nas 2 rotagoes independentes, possiveis em relacao aos eixos
horizontais x e y das Figs. 2.1 e 2.2, que caracterizam 0
sistema como de dois graus de liberdade. As equagoes do mo-
vimento serao desenvolvidas pelo sistema referencial de ei-
xos cardanicos, definido por deslocamentos subsequentes em
cada eixo, como se detalhard durante o desenvolvimento do mo

delo matematico.

Com os resultados experimentais, através das equa-
coes dos movimentos, serdo feitas analises de estabilidade,
usando-se os critérios de estabilidade de HURWITZ e THOMSON,
TAIT-CHETAEV [2-3], apresentados no capitulo 5 e, com a ana-
lise tedbrica, serao comparados os resultados. Para isso, se-
ra usada a representacao grifica do triangulo de forma de
MAGNUS [4] para momentos principais de inércia de corpos ri-
gidos, na qual, como se vera, sao definidas regioes de esta-
bilidade dos sistemas, dependendo da forma e do tipo de sus-

pensao.



3. TRIANGULO DE FORMA

3.1. INTRODUGAO

Fundamentalmente, a distribuigao de massa de um
corpo rigido pode ser descrita por parametros em um espago
tri-dimensional, onde os momentos principais de inércia A, B
e C sio as coordenadas de um sistema cartesiano. Mas, nesta
representacao existem duas desvantagens: primeiramente, a
descrigao espacial & complicada e pouco ilustrativa e, em se
gundo lugar, a construgao nao representa de maneira satisfa-
toria as condigoes de estabilidade.

Como se vera no estudo de estabilidade, o grau de
estabilidade nao depende dos momentos principais da inércia
A, B e C, mas somente da razao A:B:C; tém—Se. na realidade,
dois parametros essenciais, que, assim, podem ser colocados

no espago bi-dimensional.

Varias sao as formas planas e equivalentes de re-
presentar a distribuicao de massa de um corpo rigido. No en-
tanto, somente a descrigdo dos trés momentos principais de
inércia no triangulo de forma de MAGNUS [4], & simétrica em
relagao a todos os momentos, justamente pela sua forma, como

se vera a seguir.
3.2. FUNDAMENTOS DO TR;ANGULO DE FORMA

Para se ter idéia de um triangulo de forma [4],
tem-se que imaginar os principais momentos de inércia do cor
po rigido como coordenadas de um ponto P, no sistema de coor

denadas retangulares {X, Y, Z}

A
B (3.1)
C

A variacgao tri-dimensional do ponto P pode ser in-
duzida para uma variacao bi-dimensional de um ponto Q, no
plano definido por

X +y+2z=1 (3.2)



WA

Fig. 3.1 Triangulo fundamental A"B"C" e triangulo

de forma abc



O ponto Q & obtido do ponto P pela projegdo  cen-
tral, at;avés da o;igem do plano (3.2) que, por este procedi
mento, fica

oy A '
Q= B (3.3)
A+B+C|C

Como nao existem momentos negativos, os pontos Q's
estao contidos no triangulo fundamental A", B", C" (Fig. 3.1).

Devido 3s desigualdades triangulares satisfeitas
pelos momentos de inércia principais de um corpo rigido

A<B+C, BgC+A , CgA=+B (3.4)

os possiveis Q's estdo restritos ao triangulo -abc da Fig.
3.1, que € o triangulo de forma.

No triangulo de forma abc (Fig. 3.2) sao represen-
tados os momentos principais de inércia dos corpos e, alguns
pontos sao caracteristicos e identificam corpos de formas
particulares, como:

- os vértices correspondem a barras,
- os lados correspondem a discos,
- as medianas correspondem a corpos simétricos,

- a interseccdo das medianas, o ponto médio do tri
angulo, corresponde aos momentos principais de
inércia de um corpo esférico, ‘

- e todas as outras partes do triangulo, entre
duas medianas e um lado, estao caracterizadas pe
las relacoes de momentos de inércia mostrados na
Fig. 3.2.

Embora se tenham definido no triangulo de forma as
regioes e limites das relagoes dos momentos principais de i-

(¢'2Y

nércia dos corpos rigidos, para a analise de estabilidade
necessario um sistema de coordenadas para a determinagao do
ponto Q em cada caso.
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(C=0)

Fig. 3.2 Regides caracteristicas do triangulo de

forma
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0,5 0,25 h 0

Fig. 3.3 Construcdao de Q por coordenadas projetadas
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3.2.1. DETERMINACAO DOS PONTOS Q's NO TRIANGULO DE FORMA

Matematicamente, os pontos Q's sao descritos pelas
coordenadas do baricentro (A, B, C), significando que Q se-
ria o centro de massa se nos vértices A", B", C" do triangu-
lo fundamental se fixassem trés massas A, B, C, respectiva-
mente. Mas esta caracterizacgdo de Q n3ao € um caminho muito

simples de calcular.

A seguir, ver-se-ao alguns métodos de determina-

¢ao do ponto Q.
3.2.2. COORDENADAS PROJETADAS

Da equacgdao 3.3 € fiacil demonstrar duas coordenadas

de Q como parametros de estabilidade. Por exemplo, escreve-

se
h =7;_;;A;;__‘ , 0 < h g l : (3,5)
A+ B+ C 2
kK = — B , 0g< kgt (3.6)
A+ B+ C 2
1-h-k = ¢ o len+xg (3.7)
A+ B+ C 2
entao
01 11 0
Q =/ 0 (+h 0 [+ k 1 . (3.8)
1 | -1 -1

Um h fixo e um k variavel geram uma linha paralela
ao lado oposto do vértice a (a corresponde ao A, portanto, a
h). As linhas coordenadas sao paralelas as linhas dos lados.
Portanto, a construgao de Q pode ser feita como foi mostrado
na Fig. 3.3. Duas razoes de A/ (A+B+C), B/ (A+B+C), C/(A+B+(C)
sao calculadas e marcadas na escala linear (0...0,5), sobre
a linha do lado correspondente a relacao tomada. Desenhando-
se as correspondentes paralelas aos lados, por estes pontos,
a interseccao sera o ponto Q.
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3.2.3. COORDENADAS SEGUNDO MAGNUS [4]

Frequentemente, as razdes dos momentos de inércia
sdo conhecidas como parametros de estabilidade. Portanto, €
conveniente ver, para um sistema de coordenadas, estes para-

metros. Por exemplo:

d=2"  o0¢dg¢ew (3.9)
B
o C- .
e== , 0gegwx (3.10)
A
1 _B pg¢ed<o (3.11)
e d C

Assim, a representagao de Q fica

HEEr IS
Q=|01]+ 1 (3.12)
1 1 +4d+de | -(1+d)

A variacao dos Q's para um d fixo e um e variavel
e dada por uma linha que passa pelo vértice C" do triangulo
fundamental. Geralmedte, aquela linha coordenada passa pelo
vértice relativo ao momento que nao aparece na razao fixada.
A intersecgdo da linha coordenada com o lado do triangulo da
um ponto-escala; por exemplo, para Q, dado por (3.12), a in-
terseccao com e=0 leva a

- [
d +1 0

o qual significa que a escala € n3o linear com s.d/(d+1l), on
de s € o comprimento de um lado do triangulo. Na Fig. 3.4 a
construcdo de Q é mostrada como o ponto de intersecgao das
duas linhas coordenadas. Esta construgao requer o uso do tri
angulo fundamental e ndo somente o triangulo de forma.

3.2.4. COORDENADAS SEGUNDO SCHIEHLEN [2]

0 sistema proposto introduz os seguintes parametros:



MAGNUS.

S
S
d+1
b c
1 _ R
Tved> |- Qe
-7 Coe
B_1 - &
Ced -
- °-S
- e+l
L
”~
NS B
Fig. 3.4 Construcao de Q pelas coordenadas de

14
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Fig. 3.5 Construgao de Q pelas coordenadas de

SCHIEHLEN.
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g-A-B “1gfg1 (3.14)
C
g=\CAFA "1\<g\<1 (3‘15)
B
. f+g _B-C . f-8¢ (3.16)
1 + fg A 1 + fg

0 calculo de Q determina

. -z -
Q=1 [ 1|+ —L* & Loaen (3.17)
2 0 3+ fg+g-f 2

1

A variacao dos Q's para f constante e g variavel é
linear. Esta & uma linha que passa pelo vértice C e intercep

ta o lado oposto g=1 em
1 1 + £
Qe = = 1 - f (3.18)
2

Portanto, f & um fator de escala linear sobre esta

linha.

Para a construcdo de Q tomam-se duas razdes dentre
(B-C)/A, (C-A)/B e (A-B)/C, e marca-se, sobre a escala 1i-
near daquelas linhas laterais, os valores que correspondem
aos divisores das razoes. A linha que liga o ponto‘encontra—
do no lado com o vértice oposto € a linha coordenada. Duas
linhas coordenadas independentes se interceptarao no ponto
Q. A equagdo (3.17) de Q pode ser dificil mas a construgao
de Q € bastante facil.

3.2.5. COORDENADAS CARTESIANAS

Frequentemente, o contorno de estabilidade € de-
terminado por computadores, sendo, portanto, tragadas as 1li-
nhas por plotter. Este aparelho & preparado para coordenadas
retangulares e, desta forma, a caracterizagao de Q deve ser

feita por coordenadas cartesianas.
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Fig.

3.

6

Y

u

Coordenadas cartesianas.
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Existe uma quantidade muito grande de,formas para
se estabelecerem as coordenadas'retangularés, mas & interes-
sante usar alguma propriedade de simetria, o que torna as ex
pressdes mais faceis de trabalhar. Por exemplo: pode-se to-
mar a linha mediana A=B como coordenada e o vertice C como

origem do sistema cartesiano {u, v} Fig. 3.6.

As relacdes de momentos de inércia para o referen-

cial sao de forma:.

u=-v3—> e, (3.19)
A+B+C
ve_Db*A (3.20)
A+B+C

Assim, o ponto Q fica definido por

la+%-v
Q=13 a+2+W) (3.21)
_u
i /3 ]

Uma construcdo geométrica de Q nao € tao simples,
a primeira vista, para os momentos principais de inércia,mas
como se usam relacoes de momentos de inércia, ha geralmente
simplificacoes que facilitam a construcao e determinagao de
regices de estabilidade. Além disso, pode-se fazer um rela-
cionamento entre as relagoes apresentadés nas segoes ante-

riores.

a) relacoes para as coordenadas projetadas

u=-+v3h )
» (3.22)
V=>1'h—2k )
h = - 9 \
3
L (3.23)
k=L@a+% -
2 /3 J
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b) relagdes das coordenadas de MAGNUS

e g g ]
1 +d + de
» (3.24)
vy =_4de+1
1 +d + de J
3
d = 2u
Y3 v - (u + /3)
. (3.25)
1 _ -2u
e VIv+ (u+ V3 ]
c) relagoes das coordenadas de SCHIEHLEN
u == Y3 (1 + fg ) )
3+ fg+g-f
v - £+ g (3.26)
3+ fg+g-f )
=Yy -(VZu+1) )
Y3 v + (u+ V3) |
} (3.27)
g = -v3L* (Y3 u + 1) :
/KV"(U"'/-S.)J




20

4. EQUACOES DO MOVIMENTO

4.1. INTRODUGAO

Para a dedugao das equagoOes do movimento tomar-se-
a2 um corpo rigido com momentos principais de inércia dife-

rentes, portanto:
A#B#C (4.1)

Desta forma, fica caracterizada a auséncia de sime
tria de rotacao em torno dos eixos fixos no proprio sistema
bi-dimensional e a auséncia dos produtos de inércia € expli-
cada pelo formato do corpo rigido, que apresenta dois eixos

de simetria.

0 corpo rigido, acoplado ao eixo de acionamento do
sistema, tem apoio em um ponto fixo, tomado como a origem
dos sistemas de referéncia. Este corpo terd velocidade de ro
tagao constante em torno do eixo vertical do referencial i-
nercial (Fig. 2.1 e 2.2); em relagao aos outros dois eixos
do referencial, existe liberdade de movimento, caracterizan-

do um sistema de dois graus de liberdade.

-

Como a rotagao do sistema em torno de um eixo e
constante, a dedugao das equagoes do movimento sera feita
num referencial rotativo (Fig. 4.1), que € o sistema refe-
rencial com a mesma velocidade do corpo, com origem no ponto
fixo (0). Este sistema € definido pelos angulos cardanicos
a, B ey, em relagcao ao referencial inefcial, onde d e B sdo
considerados pequenos. Além disso, as informagoes partem de
um sistema referencial solidario ao corpo, passando por um
sistema intermediario proveniente das rotagoes cardanicas

que definem o sistema rotativo.

A consideracado de angulos pequenos a e B permite,
usando-se o conceito de estabilidade de LJAPUNOV [5], garan-
tir que a estabilidade assintotica obtida para uma certa po-
sicdo seja valida também em uma certa vizinhanga, facilitan-
do a analise atraves de uma linearizagao do sistema.

O terceiro angulo cardanico representa o movimento
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com a velocidade © constante

Yy = Qt (4.2)

Definidos os angulos, tém-se os sistemas referen-

ciais esquematizados na Fig. 4.1, onde:

Fig. 4.1

Sistemas-referencias e angulos cardanicos

0 - ponto fixo,

XYZ - I sistema inercial,

X'Y'Z' - R sistema rotativo,
X"Y"Z'" - 1 sistema intermediario e

Xyz - S sistema solidario.
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Na figura, observa-se que a sequéncia de rotagao
dos eixos &, primeiramente, em torno de Z, depois, em torno
de X' ‘e, em seguida, em torno de Y". Esta sequéncia de rota-
cdo ndo é a mesma para os dois tipos de suspensao, mas somen
te para o de suspensao cardanica, onde, observando-se a Fig.
2.1, pode-se ver que o comego do movimento do corpo se da
com este em qualquer posigao, num movimento de rotagao em
torno do eixo vertical do referencial inercial, que coincide

com o do referencial rotativo.

Para a suspensdo rotulada, representada na -~ Fig.
2.2, o movimento de rotagdo do sistema se da sobre o referen.
cial solidario, sendo que o sistema tem rotagao livre, pri-
meiramente nos eixos horizontais, definindo a sequencia: ro-
tacdo em torno de X, depois em torno de Y' e, em seguida, em
torno de Z', como mostra a Fig. 4.2.

Fig. 4.2 Rotagbes dos angulos cardanicos.
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As equagoes do moyimento podem ser deduzidas pela

equagdo de EULER para o referencial rotativo [2], que é:

Ry Pg + Ry & RI;R& + Rg x Ry ¢r Rp o
- (4.3)

T =

= RE

4.2. SUSPENSAO POR JUNTA CARDANICA

Para as deducgoes das equagoes do movimento em que
se tem o modelo fisico apoiado em uma suspensao do tipo uni-
versal (Fig. 2.1), sera feito uso do sistema rotativo R. Co-
mo as informagdes fisicas estao no referencial S, que e re-
ferencial solidario ao corpo;'é necessaria uma matriz de
transferencia que, pela sequéncia de movimentos dos angulos
cardanicos, descritos anteriormente, se consubstancia na se-

guinte matriz 3x3:

cosB -0 senf

RS :

T = seno senf cosa -seno CoOsB (4.4)
-senf coso sena cosa COsSB

Os simbolos R e S sao relativos aos sistemas rota-
tivo e solidario, respectivamente. Da maneira como estao co-
locados, os indices da matriz indicam a transferéncia de um

vetor do sistema S para o sistema R, atravées de

Ry = RS Sy (4.5)

Na matriz de transferéncia ndo aparece a  rotagao
Qt, pois ambos os referenciais tem a mesma velocidade de ro-
tagao, que € constante. Assim, pode-se representar o vetor

velocidade do sistema como:

9 =40 : (4.6)
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que € a velocidade de rotagao do corpo e do referencial ro-
tativo sobre o eixo vertical do sistema.

Fisicamente, este vetor velocidade mostra que nao
existe velocidade relativa ao eixo principal de rotagao do

sistema.

Deduz-se, da Fig. 2.1, a velocidade do sistema so-

lidario, atraves de

, o cosB
SE.= B e, (4.7)
o senB
do sistema rotativo, usando-se a matriz de transferencia

(4.4), através de

o
cosa (4.8)
g sena

R _
9-—

e

Para se determinar o tensor de inércia do sistema,
toma-se um referencial auxiliar com origem em G (Fig. 4.3) ,
que é o centro de massa. Assim, neste referencial, o tensor

de inércia € representado como:

A" O 0
IG = 0 B' O (4.9)
0 0 c'

onde: A', B' e C' sao os momentos principais de i-

nércia em relacao ao centro de massa.

Da Fig. 4.3, como o referencial auxiliar G € para-
lelo ao referencial solidario, e sendo e a distancia entre
eles, pode-se determinar o tensor de inércia no sistema soli
dario, levando-se em conta os possiveis desbalanceamentos,

como:

A'+ m(e2+Ey2) 0
I = 0 B'+ m(e2+Ex2) 0 (4.10)
0 0 C'+ m E2



Fig.

4.

3

Representagao do referencial auxiliar G
em relagao ao referencial solidario S,
com origem no ponto fixo 0.
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onde: m - massa do corpo rigido
e - distancia do centro de massa ao ponto fixo

E - excentricidade

A excentricidade referida & levada em conta pela
nao homogeneidade dos materiais, que podem causar desbalan-
ceamento. Este sera um ponto de analise nos experimentos.

Para simplificar, passa-se a tratar o tensor de i-

neércia, como:

A0O
St=1 080 (4.11)
00C

onde: A, B e C sdo os momentos de inércia em relagao ao pon-

to fixo no referencial S.

0 tensor de inércia em R € dado pela expressao:

R R

1 = RS Sp SfR (4.12)
onde
SpR = R’r3HT (4.13)
Assim, o tensor de inércia em R fica:
K cos?a + C sen?B
Ri = | (A-€) sena senB cosB

-(A-C) coso senB cosB
oo (4.1
(A-C) sena senf cosB

A sen2a sen?B + B cos?a + C seno cos?B

(-A sen?g + B - C cosB) sena coso

-(A-C) cosa senB cosB
(-A sen?g + B - C cos?B) sena cosa
X cos2a sen?B + B sen?a + C cos’a cosB

Para o desenvolvimento do termo a direita, RE, na
equagao (4.3), levam-se em conta o peso € OS efeitos de mo-

la e amortecimento que aparecem no sistema.
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Os momentos que agem no sistema podem ser determi-
nados a partir da Fig. 4.3, por:

que, no referencial R, € dado por:

"M - ®1S Sy x R (4.16)
onde,
S “x
T = Ey (4.17)
e
e

Ex cosB + e senB

i~
il

E‘X seno senf  + Ey coso - € sena CosB (4.18)

-EX cosa senf  + Ey sena + e coso cosB

Substituindo-se em 4.15, tem-se:

e ] € 1 1 - T ]
R, _ |.LX Y .e - sy 4.19
Moo= |1 Ty Ty T M8 Ty (4.19)
0 0 mg 0
Portanto,
~mg (Ex sena senfg + Ey cosa - € sena cosB
Ry_ =4 mg (EX cosB + e senf) (4.20)
0 J

onde mg € a forga da gravidade.

As forcas de mola e amortecimento podem ser intro-
duzidas no sistema e, efetivamente, o amortecimento sempre a

parece nos mancais da junta cardanica.

Para a analise a ser feita, o amortecimento sera to-
mado como viscoso e a forga que representa o efeito de mola



e amortecedor € dada por:

-cd -d& . 0
"F = 0 + ‘-(}cB —dé) coso
0 (-c8 -dR) sena
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(4.21)

onde: ¢ e d sao, respectivamente, coeficientes de mola e . a-

mortecimento.

Levando-se em consideragao os efeitos extremos a-

tuantes no sistema, o lado direito da equagao 4.3 fica:

—mg(Exﬁend senf +Eycosa -e seno cosB)-ca -da

= 4 mg (Ex cosB + e senB) - cB cosa -dB cosa

-cB sena - d Bsena

(4.22)

Tendo-se determinado o termo do lado direito da e-

quacao 4.3 passa-se a resolver cada um dos termos a esquerda

daquela equacgao.

1° termo:

(4.23)

Este termo se anula, pois a velocidade € constate.

2° termo:
- -(-A sen?p +B -C cosB) §? sena cosa
Rt Ra = -(A-C) 92? cosa senB cosB
0
3° termo:
—é 1 coso
Ry x Rutr R1 = & 9 A+B+0)

(4.24)

~ (4.25)
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49 termo:
[ 8 cosa (A sen?B +C cos?B) )
ZRm X RI Rn = —Q{B(A—C)sena cosa senp cosB- a[CA sen?g + | (4.26)
+C cos?B ) cos?o +B sen’a]}
Q cosa [B(A-C) coso, senB cosB +&(§ sen?B +
| +B -C cos?B) sen a] |
5¢° termo:
[ &(A cos2?p +C senB) - aB(A-C) senB cosB )
Rp Ry =4 %(A-C)sena senB cosg +E B cosa - fa sena[A sen B + b} (4.27)
+ C cos?8]
~a(A-C)cosa senB cosp + B seno B - cosa[A sen?B +
{ + C cos?B] |
6% termo:
-a8 (A-C)senBcosB .
RoxRr Ro=14ch sena[A cos?g -B+C sen?g]+ a2 (A-C)cosasenBcosBt (4.28)

a2 (A+C) senasenBcosB- aficos (A cos?B -B+C senf)

Substituindo os termos e resolvendo a equagao, che

ga-se a tres equagoes escalares, da seguinte forma:

12 equacido:

(& cos?B +C sen®B)a -2(A-C)senB cosB of +da -
~[A(1- 2sen?B)+B+C(1- 2cos’B)] cosa QB+ c o - _
- (-A sen®B +B-C cos®B)?® senacosa +mgE  senasenf + (4.29)

+ngy coso. -mg e sena cosB = 0

22 equagao:
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LK-C)senasengcosBa +B cosaf +£A—C)cosasen8cossa2+
+[A- E+C]sena aB +

+[A(1-2sen®Bcos 26)+B(1- -2sen2q) +C (1-2cos?Bcos?a) Rat

+[dcosa-2(A C)Qsenacosasenscoss]s - (A-C)n2cosasenBcosf+

(4.29b)

+C cosaB—ngx cosB-mg e senp =

32 equagio:

-(K-E)cosasenscoséa'+§ senof +(§-E)senasen8c058&2+
+[A(sen?p-cos?B) +B+C (cos?B-sen?B) Jcoso af+

+[d seno+2 (A-C)icos2asenBcosB] B +

+2(—K sen26+§-ﬁ cOSZB)Qsendcosa&+c senof= 0

As equagoes completas nao lineares, que incluem um
possivel desbalanceamento, foram deduzidas para que se te-
nham condigoes de verificacao numérica dos efeitos presentes
nos ensaios. Durante a realizagao destes, notam-se certas
perturbagdes que caracterizam muito mais uma estabilidade os
cilante que um equilibrio assintoticamente estavel. A  per-
turbagao causada por um possivel desbalanceamento pode resul
tar na explicacao mais plausivel deste movimento. Neste caso,
o modelo numérico completo permite a analise do efeito. Por
outro lado, garantida a estabilidade do modelo linearizado,
o conjunto de equagbes nao lineares permite a analise de co-
mo sao absorvidas pelo sistema perturbagoes mais fortes e
qual o instante em que OS resultados do modelo linearizado
perdem a validade.

Para o estudo que se segue, basta o desenvolvimento

permitido pelo modelo linearizado.

Aa+da - (A+B-C)aB + [(5—]§)Qz+c—mge]a+mg}5y = 0 (4.30a)
BE+dp+ (A+B-C) a+ [ (C-A)2+c-mge]g-mgE, = O (4.30b)
e 0=20 (4.30c)

Como foi dito anteriormente, O0s termos €m E serao
considerados nulos, supondo-se a priori que nao exista excen
tricidade. Colocando-se as equagoes simplificadas na forma
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matricial, passa-se a considerar o tensor de inércia, no refe

rencial solidario, como:

A 0 O
Sy =0 B 0 (4.31)
0 0 C

Os termos en méz, que apareciam anteriormente, tam
bem estao incluidos nesta representagao em A, B e C.

As equagoes do movimento, na forma matricial, sao
dadas por
MZ(t) + (D + G)Z(t) + KZ(t) =0 (4.32)
onde:
Z(t) = { a(t) | (4.33)
g(t) :
& o vetor posigao,
M=1]A 0 -M (4.34)
0 B
& a matriz de massa,
p=19 0} =0T (4.35)
0 4
& a matriz de amortecimento
G - { 0 - (A+B+C)Q] --¢T
(4.36)
I (A+B+(C)Q 0
& a matriz giroscopica e
- 2 —
g = [ (c-B)a*+c-mge 0 - x' (4.37)
0 (C-A)Q2+c-mge
é a matriz de rigidez.
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4.3. NORMALIZAGAO

A equagao 4.32 pode ser normalizada para simplifi-

car a analise numérica, com a introducao do admensional de

tempo
T = Qt (4.38)
ficando
3 - dzdr_ g0 L (4.39)
dr dt Q!

e, normalizando-se as coordenadas
2'(t) = C 2 (1) 4 (4.40)
onde C & o momento principal de inércia. Assim:

‘M 7" (1) +(D+G) Z'(t)+ KZ (1) =0 (4.41)

onde:
a) M = [ A0 } , b) D = 0 }
0 B | 0 :
&) T = [ ~ E -(A+B-1)]
| (A+B-1) 0 | (4.42)
4 K- | KB ]
] 0 K+ (1-A)
sendo que:
gE-2, mE-%, op=-%&
c C co
(4.43)
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4.4. SUSPENSAO ROTULADA

Da mesma forma como se procedem na dedugdo das e-
qua¢oes do movimento para o caso de suspensao por junta car-
danica, passa-se a tratar do caso de suspensao por junta ro-
tulada (Fig. 2.2). No entanto, conhecidas as equagdes nao 1i
neares do sistema anterior, que possibilitarao uma analise
mais completa, se houver necessidade, passa-se a tratar do
sistema rotulado diretamente na forma linearizada, uma vez

que & possivel a linearizacgao.

A matriz de transformagao, na forma linearizada,
neste caso, € desenvolvida da forma descrita anteriormente
(Fig. 4.2), em que a primeira rotagao se dda em torno do eixo
X, a segunda, em torno de Y', e a seguinte, em torno de Z'",

resultando em:

1 0 81
RS- 1o 1 -a (4.44)
-B o 1

As equagoes podem ser apresentadas na forma matri-

cial, como:

M 7 (t)+(D+G)Z(t)+(K+N)Z(t) = O (4.45)
onde:
2(t) = {-G(t) } : (4.46)
B(t)

que & o vetor posigao

M = [ AD ] - M (4.47)
0 B

é a matriz de massa,

D = { d 0 } - pT (4.48)
0 d
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em 4.38, e normalizando-se as coordenadas por 4.40,

a matriz de amortecimento,

c =,[ 0 -(A+B-C)n] ; _‘GT
(A+B-C)Q 0

a matriz giroscopica

T

K = [ (C-B)Q?+C-mge - X

0 (C-A)%+C-mge ]

a matriz de rigidez e

N=]0 -ae 1 - _ T
e 0

a matriz de forgas n3o conservativas.

Introduzindo-se o adimensional de tempo,

reescrever a equacao 4.45, como:

M T (1) + (D+C) 2" (1) + (K+N)Z (1)

onde:

= Q
au=- 5%, mo=127?
| 0 B | 0 D
C) 'C‘ = 0 "(—A-'*'-B-"l)T .
| (A+B-1) 0
4 ¥ [ K+ (1-B) 0 ], e N- 0 -D
0 K+ (1-A) D
sendo que, A, B, D e K foram definidos anteriormente
A3,

4

volvidas serdo estudados os tipos das equagoes e OS
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(4.49)

(4.50)

(4.51)

definido
pode-se

(4..52)

(4.53)

em

Para a analise de estabilidade das equagoes desen-

rios de estabilidade, que permitem determinar as

de estabilidade do sistema.

crite-

condigoes



35
5. ANALISE DE ESTABILIDADE

5.1. INTRODUGAO

A palavra estabilidade nos sistemas mecanicos, ca-
racteriza o equilibrio de um corpo rigido. O equilibrio é
chamado estavel quando o sistema, apds ter sofrido uma per-
turbagao volta a ocupar .a mesma posicao inicial. 0 sistema €
instavel quando, ap6s uma perturbagdo vier a ocupar uma po~
sicdo que ndo seja aquela inicial [7]. O conceito de estabi-
1jdade, desta forma, & absoluto, mas, pelo conceito de
LJAPUNOV [8], num sistema mecanico o equilibrio de um corpo
rigido pode ocorrer em um certo contorno da posigao inicial,
definindo uma faixa-contorno de equilibrio estavel; me smo
que oscile dentro desta faixa, o sistema é considerado esta-
vel, no sentido de LJAPUNOV. O sistema e considerado insta-
vel somente se, apdos uma perturbacgao, nao retornar para den-

tro deste contorno.

A anialise de estabilidade neste trabalho sera fei-
ta baseada no conceito de LJAPUNOV.

5.2. ESTUDO DOS METODOS

Como se esta trabalhando com sistema de COTpO Ti-
gido com dois graus de liberdade, pode-se representar a e-

quacao de movimento, linearizada [3], numa forma geral, com:
MxX + (D+G)x + (K+N)x = £ _ (5.1)
‘onde:

x - & o vetor deslocamento, n-dimensional, da po-
sicdo de equilibrio

- matriz de massa, simétrica, positiva definida,

- matriz de amortecimento, simetrica,

- matriz de forgas giroscopicas,

matriz de rigidez, simétrica

- matriz de forgas nao conservativas e

H Z =R oo X
i

- vetor que representa os esforcos externos.
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A anilise de estabilidade desta equagao é feita

por dois métodos:
1) Estudando as matrizes de equagao,

2) Estudando os autovalores da equagao caracteris-

tica.

No primeiro caso, usam-se teoremas do tipo THOMSON-
TAIT-CHETAEV [3], e no segundo, os critérios do tipo ROUTH,
HURWITZ, LIENARD-CHIPART [2]. Embora haja viarios critérios
de analise de estabilidade, nio se pretende, contudo, fazer
uma analise extensiva do problema mas, apenas, apresentar T€

sultados de interesse para o trabalho.
5.3. ANALISE DE ESTABILIDADE PELO ESTUDO DAS MATRIZES

Na analise de estabilidade do sistema, pelo estudo
de suas matrizes, tomar-se-ao, primeiro, oS sistemas mais
simples, expondo-se as condicbes de estabilidade em cada ca-

so, até o sistema mais geral (5.1).
5.3.1. SISTEMA M-K

Os sistemas M-K, que sao os mais simples, com,

M =M >0 , (5.2)

K=X >0 _ (5.3)

Se isto nao for obedecido, o sistema & instavel.

5.3.2. SISTEMA M-G-K

Os sistemas giroscopicos conservativos sao - assin-

toticamente estaveis quando

K = Kl 30 (5.4)

Além disso, a matriz K deve estar em tal combina-
cao com a matriz giroscopica, G, que, na parte do sistema on
de nao existe forgca de mola, isto é, onde a matriz de rigidez
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apresenta um autovalor nulo (K=0}, a matriz giroscopica es-
tabelece um acoplamento no sistema, permitindo a transferen-
cia de efeito proporcional 3 velocidade. Este fenomeno € cha
mado de estabilizacdo giroscépica, conseguida quando se apli
ca uma quantidade de movimento angular suficientemente alta.

E necessario que det Go#0 em
G = h Gy (5.5)

onde h é a quantidade de movimento angular.
5.3.3. SISTEMA M-D-G-K

A condicdo de estabilidade deste sistema foi pro-
posta por THOMSON-TAIT em teorema demonstrado por CHETAEV,
que diz: se D>0, o sistema € assintoticamente estavel quando
K>0. Isto &, se a matriz de amortecimento € positiva defini-
da, o sistema é estdavel somente quando a matriz de rigidez K

também for positiva definida.

Com os conceitos de estabilidade dos sistemas M-K
e M-G-K, podem-se escrever as condicoes de estabilidade do
sistema M-G-D-K de uma forma mais geral. O sistema e estavel

quando:

M=M>0, D=D'30 e K=K>0 (5.6)

A matriz giroscopica nao tem influencia no siste-
ma pois, como foi visto no item anterior (5.3.2), para K>0

o sistema & sempre estavel.

Como este sistema identifica o de equacao do movi-
mento, desenvolvido para suspensao por junta cardanica, po-
de-se fazer um estudo das condigoes de estabilidade, atraves
de analise da matriz X (4.42d), donde se determina as condi-
coes de estabilidade. Assim, para se ter um sistema estavel,
tem-se que fazer:

K=4XK-1 (5.7)

K=8-1 (5.8)
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para K>0.

5.3.4. SISTEMA M-D-G-K-N

Neste caso, o sistema instdvel
Mz + Nz = 0 (5.9)

pode ser estabilizado acrescentando-se forgas (D+G) z.
Se det N#0, pode-se obter estabilidade assintotica.

Este sistema & mais simples de se resolver pelo cri
tério de autovalores da expressao caracteristica.

5.4. CRITERIO DE AUTOVALORES

Embora haja varios métodos que usam O critério de
autovalores, nao & de interesse do trabalho detalha-los e, as
 sim, aplicar-se-a somente o critério de HURWITZ [2], que se
baseia na andlise do polindomio caracteristico de equagao ma-

tricial do movimento. Entao, de (5.1), tem-se:

det[A2M + A(D+G)+(K+N)] = O (5.10)
resultando em

ag\“+a;A%+aA*+azr+ay = 0 (5.11)

Para o teorema de HURWITZ, na formulacao de LIENARD -
CHIPART [2], a estabilidade assintatica & garantida, no caso
de polinomio de quarta ordem, se:

ai>0 , i=1, ... 4 e (5.12)

2
“H = a, (alaz—aoaa)-'alau >0 (5.13)

Aplicando-se estas condicdes a (4.52), equagao do

movimento para a centrifuga de suspensao rotulada, tem-se:

ao =AB >0 | (5.14)
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a, = (A+B)D>0 (5.15)
a = (2K§—ﬁ—§+1);(i+§)K+D2>O (5.16)
as = [(K+E)+2K]D>Q (5.17)
au =btﬁﬁ—ﬁ—F+1)+t—ﬁ-F+2)K+K2+D2>0 (5.18)

H = DZK[Z(K+§)(K+§—1)2+(K—§)2K+2(K+§)D2]>0 (5.19)

Nestas equagoes, para que as condigoes sejam  sa-
tisfeitas, as solugoes de ao € a,, sao triviais porque A, B
e D sao sempre maiores que 2Z€TO. A condicdo as & facilmente

calculada e & satisfeita com:

A+B
2

K>-

para D>0 ' : (5.20)

Esta condigdo e mais

2KE-(K+§—1)+(K+§)K+D2>0' , (5.21)

az

KF-(K+F)—(K+§)K+(K+1)2+D2>O e (5.22)

®
F
W

2 o S 2 2 ;
H = D XK[2(A+B) (A+B-1) + (A-B)2 K+2 (A+B)D ]>0 (5.23)
sendo satisfeitas, entao o sistema M-G-D-K-N & considerado

estavel no conceito de LJAPUNOV.

Sobre a analise do critério de autovalores existem

trabalhos, que tratam o assunto com mais profundidade [2].
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MONTAGENS EXPERIMENTAIS

6.1. INTRODUCAO

As montagens experimentais foram feitas procuran-
do-se representar o mais préximo possivel os esquemas fisi-
cos das Figs. 2.1 e 2.2.

O corpo da centrffuga, em ambos os casos, foi to-
mado na forma de cruz, em que os bragos opostos sao iguais
no comprimento e diferentes dos outros, para caracterizar a
assimetria de rotacao existente nas analises tedricas propos
tas. Os calculos dos momentos de inércia deste corpo rigido
serao vistos mais adiante, onde serdo apresentados os valo-
res dos momentos de cada corpo testado, em cada um dos casos

experimentais.

Como a analise experimental sera feita sobre dois
modelos, passar-se-a a descrever cada um deles detalhadamen-

te.
6.2. MONTAGEM EXPERIMENTAL COM SUSPENSAO POR JUNTA CARDANICA

Anteriormente, definiu-se de uma maneira geral o que
€ basicamente uma centrifuga. No caso de centrifuga em que
se tem uma suspensao por junta universal, tipo Cardan (Fig.
6.1), o corpo esta apoiado sobre a junta, que lhe transmite
o movimento de rotagao e permite movimento angular em rela-

cao aos dois eixos horizontais.

O movimento de rotagao da centrifuga & fornecido
por um motor eléetrico universal, acionado por corrente con-
tinua que facilita o controle de rotacao. Este motor & aco-
plado a um redutor que tem em seu eixo de saida o acoplamen-
to por junta cardanica, no qual se apdia o corpo da centri-
fuga (Fig. 6.2).

A rotagao do motor acoplado no sistema chega a
12.000 RPM e, como o redutor €& de 36:1, tem-se uma velocida-

de de rotacao na saida de, no maximo, 330 RPM.

As medidas a serem feitas experimentalmente sao

valores de rotacao, quando ocorre a estabilizacdo do corpo



Fig. 6.1. Junta universal, tipo Cardan.

Fig. 6.2. Corpo da centrifuga apoiado na

cardanica.
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junta
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girante. Assim, o equipamento de medida € um tacometro, que
registra a velocidade do eixo de entrada do redutor (Fig.
6.3), para uma melhor confiabilidade da leitura, pois se me-

dem velocidades maiores.

Fig. 6.3. Uso do Tacometro na montagem experimen-
tal.

Considera-se que 0 corpo tem um comportamento es-
tavel quando o eixo Z' do referencial rotativo, R, passa a
coincidir com o eixo Z do referencial inercial, I, isto e,
quando se tem os bracos da cruz girando na horizontal. No en
tanto, existe sempre oscilacoes no movimento, que sao 1leva-
dos em conta pela aplicacao do conceito de estabilidade de
LJAPUNOV [7], provocados por pequenos desbalanceamentos do

corpo, ou mesmo por atrito dos mancais da junta cardanica.

Para se registrar a rotagao em que ocorre a esta-

bilidade, como se considerou, faz-se uma observacgao visual
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do comportamento do corpo da centrifuga, sendo que este na
posigao estatica estava inclinado para um dos lados, pois, o
seu centro de gravidade esta acima do ponto fixo do sistema.

6.3. MONTAGEM EXPERIMENTAL COM SUSPENSAO ROTULADA

Da maneira como se propos na Fig. 2.2, a constru-
¢ao do sistema seria bastante dificil, tendo-se que desen-
volver um motor com caracteristicas especiais. Desta forma,
a centrifuga construida (Fig. 6.4) tem seu acionamento pro-
movido por um motor universal acoplado a parte superior do
corpo rigido; o motor € desacoplado numa velocidade em que

3 - - A '
seja possivel fazer as medidas.

A montagem deste sistema de suspensao rotulada €
bastante diferente do sistema anterior, comecando pela sus-
pensao do mesmo, que € uma junta de apoio rotulada (Fig.
6.5), com caracteristicas proprias permanentes, para uma va-
riagao de inclinagdo do eixo até 15° na horizontal. '

O semi-eixo, que se acopla ao corpo em forma de
cruz (Fig. 6.5), estd ajustado a rotula. Com o objetivo de
evitar o contato da borda da pista externa da rotula com o
semi-eixo, existe um anel anteparo na mesma estrutura onde
se encontra a rodotula, que impede uma inclinagdo muito grande
da cruz e, ao mesmo tempo, delimita a regiao de estabilidade
do corpo da centrifuga, pois funciona como contato elétrico
do ponto limite de estabilidade da cruz.

O circuito eletronico (Fig. 6.6), que alimenta o
anel anteparo, mantém carregado um capacitor que, quando al-
gum brago da cruz toca o anel, se descarrega, provocando um
pulso na tela do osciloscOpio, que permite identificar em
que velocidade ocorreu o toque e, portanto, em que velocida-
de o movimento deixou de ser estavel, pois, o anel anteparo
esta colocado a uma distancia do corpo que define o circulo
contorno, em que o movimento € estavel, pelo conceito de
LJAPUNOV.

O sistema de acoplamento do motor a centrifuga se
da por atrito, sendo que, no eixo do motor existe um acopla-
mento de borracha com cavidade para encaixar na cabega do pa
rafuso de fixacao da cruz ao semi-eixo (Fig. 6.5).



Fig. 6.5. Fixagao do semi-eixo a rotula.

44
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Para a medida de velocidade, tem-se um tacometro
ligado ao osciloscopio. Neste se grava o sinal recebido pelo
sensor foto-elétrico acoplado a estrutura e registra a velo-

cidade do corpo.

0 sinal do tacometro, gravado no osciloscopio, per
mite a leitura da velocidade no instante em que o corpo toca
o anel limite através da descontinuidade da linha pela des-
carga do capacitor do circuito eletronico, sendo esta 1linha

independente da de velocidade.
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CALCULOS DOS MOMENTOS PRINCIPAIS DE INERCIA

Para os calculos dos momentos principais de inér-
cia do corpo em forma de cruz, determinar-se-ao primeiramen-
te, os momentos principais de uma barra de secgao retangular,
em relacao ao sistema referencial que passa pelo seu centro
de gravidade, o qual coincide com o centro geométrico, su-

pondo-se o material homogeneo.

Fig, 7.1. Corpo rigido de seccao retangular.

Pelo esquema acima, os momentos principais sao de-

finidos como:

1

I = — m (b%+1?) (7.1)
XX 12
I =L n (a2+b?) (7.2)
YY 1,
I = L m (a2+2?) (7.3)
22 12

onde
b e a - lados da barra,
% - comprimento da barra e

m - massa da barra
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Para facilitar o cilculo de momentos da cruz, to-
ma-se a mesma, modulada em seus bragos, a partir da Fig.

7.2, onde a bitola usada & quadrada.

(S R

N

Fig. 7.2 onde:

- comprimento total relativo aos bragos maiores,
£ - comprimento do brago menor,

a - lado da barra e

2+a
2

- distancia do centro do braco ao

o,
i
[N PN

+ 2 =
2

centro do corpo.

Considerando-se:

m = p a’f - massa do braco (7.4)
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M=pa? Ll - massa do maior comprimento (7.4b)

2

M= p a? (L+2%) - massa total do corpo (7.4¢)

pode-se calcular o momento de inércia em relagao ao eixo xx,

como:
I, = L M(az+L2)+2[-L m(az+a?)] (7.5)

12 12
onde o primeiro termo a direita & relativo ao comprimento

maior, e o segundo, a soma dos dois bracos menores.

Para o eixo yy, tem-se:

=1 M(az+az)+2[l;(az+22)]+2md2 (7.6)
YYoo12 12

onde os dois primeiros termos a direita sao da mesma forma
que o anterior, e o terceiro € o termo de transferéncia de

cada lado para o centro da cruz.

No eixo zz, os termos tem a mesma forma que o eixo

yy e o momento & dado por

1 = L M(a2+L2)+2[m(a?+2%)] +2md? (7.7)
Z27 12

onde d € a distancia do centro do brago menor ao centro da

cruz.

No entanto, como se quer os momentos principais de
inércia, no ponto fixo do sistema, aparece em relacdo ao ei-
X0 X e y mais um componente. Este da a transferencia do cen-
tro da cruz, que & considerado o centro de massa até o ponto
fixo do sistema, obtido pela multiplicagao da distancia e

pela massa total. Assim, os momentos ficam:

I = 1 M(a2+02)+lna2+Me? (7.8)
12 3
=1 pazs lm(a2+22)+2md2+1\_1e2 (7.9)

I
YY e 6
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1. = X Ma2e12)+ L mea?eg2)+2ma® (7.10)
6

ZZ 12

Substituindo-se em 7.4a, 7.4b e 7.4c os valores de
finidos das massas e de d, e dividindo-se por pa?, - toma-se
para os eixos x, y e z a representacao A, B e C, respectiva-

mente para cada um dos eixos, ficando

A=L sl 2l gz ie2ne (7.11)
12 12 3

B= 295+ 1 a202:42 pa2(e2 Yo (7.12)
3 6 3

c=-LralganZprigzal g, (7.13)
12 12 3 3

Embora tomados em relacao ao ponto fixo, nao se

levam em consideragao os momentos relativos ao semi-eixo, no
caso de junta rotulada, e tambem na junta cardanica, pois a
influéencia € muito pequena em relacao aos momentos princi-

pais do corpo.

O fato de se ter dividido os valores das equacgoes
por pa? ndo vai influir em nada pois os valores serdo usa-
dos em razoes dos momentos principais no triangulo de forma

e, portanto, os termos se cancelam.
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MEDICOES E RESULTADOS

8.1. INTRODUCAO

Com as montagens feitas e descritas no capitulo 6,
passa-se a descrever as medigoes procedidas e seus respecti-
vos resultados, levando-se em conta os dois tipos de analise
que serao feitas com respeito a suspensao cardanica e sus-

pensao rotulada.
8.2. SUSPENSAO CARDANICA

Para se obter a medida de velocidade de rotacgao
considerada estavel, no caso do sistema em que se usa sus-
pensao cardanica, procede-se de maneira a se observar em que
velocidade de rotagao o corpo passa a girar em relagao ao ei
xo vertical, como os bragos na horizontal, mesmo que esta po
sigao seja oscilante dentro de um certo limite, uma vez que
se possa julgar visualmente a existencia de estabilidade,
quando se eleva a rotacao do sistema. Numa segunda etapa,
observa-se a velocidade de rotacao em que o sistema deixa de

girar naquela posigao, quando se diminui a velocidade.

Os resultados obtidos estao apresentados na tabela
8.1, para cada montagem com barras de bitola quadrada, de
0.95 cm, com o centro de gravidade a uma distancia de 1,8 cm

do ponto fixo.

A tabela 8.2 mostra as medidas das experiéncias de
corpos montados com barras de seccao quadrada, de 1,27 cm, e

com centro de massa a 2,0 cm do ponto fixo do sistema.

As medidas obtidas e apresentadas nas tabelas 8.1
e 8.2 permitem entao uma analise imediata pela aplicacao das
condicoes de estabilidade apresentadas no capitulo 5, (5.7)
e (5.8), para o caso onde naio aparece a matriz de esforcgos

nao conservativos, que sao:
K>A -1 (8.1a)
K>B -1 (8.1b)

para det [K] > O
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Para o calculo de K em cada um dos casos da expe-
riencia, a partir das medidas obtidas, usar-se-3 a equacgao
(4.42d), na qual se considera C=0 (4.21), pois este € muito
pequeno e sempre positivo; portanto:

K = S-mge _ -—Inge (8.2)
Q2cC Q2C

onde:

- coeficiente de mola

- distancia do C.G. ao ponto fixo
- massa do corpo

aceleracao da gravidade

- velocidade de rotacao

O D m 83 o n
i

- momento principal de inércia

Os resultados de K limite, que € o valor da condi
cao de estabilidade, e os K's dos valores encontrados para
velocidades, quando se aumentava e quando se diminuia a ro-
tagao das experiéncias, estdao apresentados nas tabelas 8.3 e
8.4. Assim, comparando-se os K's limites com oS calculados,
pode-se notar que as condicbes de estabilidade sio satisfei-
tas pois o K limite apresentado na tabela € relativo ao mo-
mento normalizado A, que € maior que B; portanto, se K cal-

culado e maior que o K de A, sera também maior que o K de B.

Cada um dos K's limites definem, dentro do trian-
gulo de forma, uma regiao de estabilidade, determinada atra-
vés da aplicagdo das coordenadas de MAGNUS [4], definidas no

capitulo 3, onde:

= f ~1<fg<l (3.14)
C
C-A_ g -1<ggl (3.15)
B
B-C.__f+rg _,-frg 4 (3.16)




N? da Valores de Valores de Valores de
Experiencia K limite K de subida K de descida

1 - 0,366 - 0,310 - 0,324

2 - 0,272 - 0,236 - 0,246

3 - 0,203 - 0,161 - 0,171

4 - 0,182 - 0,173 - 0,178

5 - 0,103 - 0,088 - 0,092

6 - 0,352 - 0,295 - 0,308

7 - 0,271 - 0,203 - 0,210

8 - 0,245 - 0,214 - 0,221

9 - 0,146 - 0,127 - 0,130

10 - 0,355 - 0,291 - 0,291

11 - 0,325 - 0,288 - 0,299

12 - 0,203 - 0,20 - 0,20

13 - 0,287 - 0,237 - 0,237
Tabela 8.3. Valores de K calculados para barra

de a = 0,95 cm
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N°e da Valores de Valores de Valores de
Experiéncia K limite K de subida K de descida

1 - 0,367 - 0,273 - 0,295

2 - 0,260 - 0,193 - 0,205

3 - 0,217 - 0,171 - 0,181

4 - 0,157 - 0,126 - 0,129

5 - 0,341 - 0,247 - 0,264

6 - 0,292 - 0,229 - 0,248

7 - 0,218 - 0,174 - 0,184

8 - 0,391 - 0,278 - 0,296

9 - 0,305 - 0,230 - 0,243

10 - 0,348 - 0,271 - 0,287

Tabela 8.4. Valores de K calculados para barra

de

a = 1,27

cm
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Regiao de estabilidade

Fig. 8.1 Tragado da linha limite de estabilidade
para a experiencia n? 3 da tabela 8.1
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Portanto, tomando-se um K limite na tabela 8.3 e
aplicando-se a condigdo de estabilidade (8.1a)

K>A -1 (8.1a)
onde
A:l:lé.’
e C

e usando-se as relacgoes das coordenadas de SCHIEHLEN e MAGNUS

u = 23 (1+fg) (8.3)
S+fg+g-f

v =t | (8.4)
S+fg+g-f

1 _ =~ 2u

e V3 v+ (u+v3) (8.5)

Fazendo-se as transformacgoes, vem:

1.1+ fg (8.6)
e 1 + g

donde tem-se que K fica:

xk > 1tfg _ 4 : (8.7)
l+g ’

Para o valor limite, pode-se escrever

k (3*8) _ £q (8.8)
g
Assim, variando-se os valores de g de 1,0 ate o

limite lateral do triangulo para f=t 1,0, tem-se as curvas
do limite de estabilidade para o caso tomado, como as da Fig.
8.1. Entao, pela figura, para o K limite que determina a re-

giao de estabilidade, tem-se possibilidade de encontrar cor-
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13 1228 7 13 11 1

Fig. 8.2 Distribuicdo dos pontos que determinam os

K's de cada corpo,

cias da tabela 8.1

a partir das experien-
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Fig. 8.3 Districuigao dos pontos que determinam os

K's de cada corpo da tabela 8.2
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pos com determinados momentos de inércia e acima de certas
rotagoes, em que se trabalha com estabilidade no sistema. Co
mo determina o K limite do sistema, o corpo & quase  sempre
encontrado numa rotagao acima da linha de estabilidade do
sistema. Além disso, a Fig. 8.2 mostra, no triangulo de for-
ma, a distribuicao dos pontos medidos para barras de 0,95cm
e come = 1,8cm.

A Fig. 8.3 mostra os pontos para os corpos de 1,27
cm e e = 2,0cm. Cada ponto destes corresponde a um corpo que,
pelos seus momentos principais de inércia, define uma regiao
de estabilidade no triangulo de forma do tipo da Fig. 8.1.

8.3. SUSPENSAO ROTULADA

Pela forma como se construiu o sistema, pode-se no
tar que nao se consegue manter o corpo da centrifuga girando
com velocidade constante, o que exigiria o acoplamento per-
manente do motor a centrifuga, mudando-se as caracteristicas
da suspensao do sistema. Entdo, quando se fazem as medidas,
a velocidade de rotagao € levada acima da velocidade limite
de estabilidade, por tentativas; assim, quando a velocidade
do corpo diminui, ap6s o desacoplamento do motor, a queda ¢
registrada.

Na curva de velocidade, gravada no osciloscoépio, i
dentifica-se a velocidade limite de estabilidade no ponto on
de o corpo toca o anel anteparo, que pela descarga do capa-
citor provoca uma descontinuidade brusca na linha de tensio.
A Fig. 8.5 mostra uma curva genérica de medida da velocidade
de rotacao do sistema.

3

Com as medidas feitas, apresentadas na - tabela
8.5, - calculam-se os valores de K pela equacdo (8.2) e
pelas condigoes de estabilidade definidas no capitulo 5, que
sao:

|

K>-A* para D>0 (5.20)

a = 2AB-(A+B-1)+(A+B)K+D >0 (5.21)

AB-(A+B) - (A+B) K+ (K+1) 2D %0 (5.22)

ay
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H = D?K|2 (A+E) (A+B-1) 2+ (A&+B) 2k+2 (A+B)D? | >0 (5.23)

Para se determinar as regioes de estabilidade do
triangulo de forma, usa-se o sistema de coordenadas {u, v}.
Entao, pelas equagoes (3.19) e (3.20), podem-se reescrever .
as condigoes, como:

3ok -1 (8.9)

U,

v < L(5-2K+2D%)u2+2_(2-K)u+l (8.10)
3 V3

v2 <L1[(3+2K)2+4D2 Ju?+-L (3+42K)u+1 (8.11)
3 Y3

v2 ?—g{(4+D2)u2+/§(8+D2)u+15+3/§] (8.12)

3K u

Estas desigualdades definem regices no triangulo
de forma (Fig. 8.6), que determinam as regioes de estabilida
de para valores de K. Analisando-se as condigoes de estabili
dade, pode-se demonstrar que a condigao a, prevalece em rela-
¢ao a condigdo a,, o que pode ser observado na Fig. 8.6. As-
sim, para o estudo de estabilidade do sistema, trabalha-se
apenas com as condigoes a, e H.

" Na analise de estabilidade, usando-se a represen-
tacao do triangulo de forma, um corpo & dito estavel, se o
ponto definido pelas relagoes dos momentos principais de i-
nércia estiver contido pela regiao de estabilidade determi-
nada pelas condigoes a, e H, que dependem da forma do corpo,
do tipo de suspensao e do valor de K que, por sua vez, depen
de do corpo, da distancia do centro de massa até o ponto fi-
xo e da velocidade de rotagao do sistema.

A variacdo de K implica em mudangas das regioes
de estabilidade, quanto a localizagdo e area. A Fig. 8.7 mos
tra como se comportam as regioces de estabilidade, quando se
varia o valor de K, para um fator de amortecimento fixo.

Quando se tem um ponto no triangulo de forma, que
identifica o corpo da centrifuga, este pode ser contido pelas
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ESTAVEL

Fig.

8

.6.

INSTAVEL

Curvas que definem as regioes de estabi-
lidade no triangulo de forma para K=0,25
e D=0,1.
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Fig. 8.7.

INSTAVEL

Comportamento das regioes de estabilida-

~ de quando se varia o K para D fixo.

D=0,1.
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regioes de estabilidade, quando esta se desloca pela varia-
¢ao de K que, para um corpo Gnico, somente sofre alteragao
com a variagao da velocidade. Assim, pode-se dizer que o
sistema € instdvel em baixa rotacao, estdavel em uma faixa
bem determinada de velocidade de rotagdao, e instavel, nova-
mente, para valores de velocidade acima desta faixa.

Fig. 8.5. Curva genérica de medida de rotagao.

Na pratica, este fenomeno foi observado e o sis-
tema comportava-se da seguinte maneira: quando se elevava
a velocidade de rotacao do sistema, para o posterior desaco-
plamento do motor, notava-se que, acima de determinadas TO-
tacoes, diferentes para cada corpo testado, ocorriam vibra-
coes muito pronunciadas, obrigando-se a diminuir a velocida-
de de rotacao, pois quando se desacoplé;o acionamento nestas
rotacoes ocorreram danos na estrutura do sistema, tal a vio-
léencia do fenomeno, nao sendo possivel registrar em que ve-
locidade o sistema se estabilizava.
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Embora nao se tenha medido a velocidade de rotagdo
do sistema para o limite superior de rotagdo estivel, pode-
se comprovar a sua existéncia, confirmando as analises tedri-
cas desenvolvidas.

A Fig. 8.8 mostra a variacao das regides de esta-
bilidade D=0, que delimita a regido onde a relacio dos momen-
tos principais de inércia dos corpos podem se encontrar, para
que haja estabilidade.

Conhecendo-se a regiao possivel, para definir 0s
corpos, pode-se plotar os pontos da tabela 8.5, que como se
ve (Fig. 8.9), podem se estabilizar. Assim, mostra-se na Fig.
8.10 a regiao de estabilidade para os resultados da experiéh—
cia n® 3, da tabela 8.5, onde o ponto esta localizado sobre a
linha a, que determina o limite inferior da rotagdo estavel.
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Fig. 8.8. Determinagao das regibdes onde sac en-

contrados corpos que podem ser esta-
veis, onde se varia o K e D=0.
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INSTAVEL

Fig. 8.9. Distribuicao dos pontos que identificam
os corpos ensaiados, na regiao, delimi-
tada, de possivel instabilidade.
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Fig. 8.10.

Localizagdo do ponto da experiéencia
3 para o valor de K encontrado. Es-
ta sobre a linha de a,, que & o li-
mite inferior da rotacao. K=-0,136

e D=0.
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9. CONCLUSOES

Fundamentalmente, este trabalho teve a intengao de
mostrar que uma pequena diferenca de projeto pode provocar
um comportamento totalmente diferente em um sistema mecanico.

A analise de uma centrifuga, estaticamente insta-
vel, apoiada em um ponto fixo, para a qual se faz uso de dois
tipos de suspensao; uma vez por junta cardanica e outra por
junta rotulada, vem mostrar que para o mesmo sistema mecani-
co, se tem um comportamento dinamico diferente, sendo que
para a suspensao por junta cardanica o comportamento da cen-
trifuga € estavel acima de uma certa rotagio e, pelo uso de
junta rotulada a estabilidade do sistema existe numa faixa
de velocidade, sendo que em outras velocidades fica caracte-
rizado a instabilidade do sistema.

As analises das condigoes de estabilidade, para o
caso em que se usou junta cardanica, permitem definir as re-
gioes de estabilidade, para qualquer corpo que obedega uma
das relagoes; C>A>B; C>B>A e C = A+B (A,B e C sao momentos
principais de inércia). A estabilidade, neste caso, s0 depen
de da rotacao do sistema.

Cada corpo determina um valor de K limite (5.7 e
5.8) e, normalmente, ocorre que o valor de K (4.43d) encon-
trado esta acima da linha definida pelo K limite, por causa
do atrito. Além disso, como nao se levou em conta os desba-
lanceamentos, a regido encontrada em cada caso € um pouco me
nor que a esperada.

Em ambos os casos notou-se que por efeito de des-
balanceamento, existe uma estabilidade oscilante, que apare-
ce dentro do contorno que se limitou como limite, sem apre-
sentar tendéncia assintotica de estabilizacao.

Pelo fato de se ter construido o sistema de junta
rotulada com acionamento externo, nao se pode registrar di-
retamente o limite superior de rotagao com perda de estabi-
lidade, embora tenha sido possivel observar o fenomeno. Para
esta montagem, procedeu-se a analise de estabilidade, atra-
vés dos auto-valores da equacao do movimento, cujas condi-
¢oes delimitam regioes de estabilidade, para corpos que obe-
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decem as mesmas relacgdes do caso anterior, porém, em faixas

muito menores.

Considerando os mesmos corpos, ensaiados sobre sus
pensdes diferentes, pode-se notar que o limite inferior da
rotagao estabilizante € diferente.

Para o caso de junta cardanica as rotagoes sao
mais baixas que no caso rotulado. Este efeito se origina na
diferenca entre os movimentos das duas juntas. De qualquer
modo, a junta rotulada, apresenta uma estabilidade mais res-
trita se iniciando em limites superiores de velocidade, fato
que deve inspirar cuidados. |
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