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Sumairio

Um método de identificacio de pardmetros modais é apresentado. o algoritmo
implementado utiliza a técnica dos minimos quadradoes associada a0 método dos
gradientes para o ajuste das fungdes de resposta em frequéncia (FRF). O modelo
matematico adotado neste ajuste assume a FRF na forma de fragbes parciais. A
ajustagem de curvas aos dados de resposta em frequéncia é feita numa faixa contendo
virios modos de vibrar e a influéncia dos modos fora dessa faixa é prevista no modelo
matemético através da adigio de parcelas residuais de inércia e rigidesz.

O algoritmo de identificacdo é aplicado a dados experimentais, provenientes de
nm teste de laboratério feito numa estrutura do tipo garfo mecanico. E feita a
andlise modal do garfo a partir de 13 curvas de FRF e sio obtidos os resultados
para seus 8 primeiros modos de vibragdo.
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Abstract

This work presents a method for modal parameter identification in the frequency
domain. The algorithm uses gradient-least squares techniques for fitting experimen-
tal FRF functions. The mathematical model adopted uses the FRF on its partial
fractional form. The fitting is done within a frequency range which contains 2 num-
ber of natural modes and the model also accounts for the inflnence of modes outside
this range through the use of residual terms of equivalent inertia and stiffness.

The identification algorithm is applied to the experimental modal analysis of a
mechanical fork. The analysis is made from a set of 13 FRF curves and the first 8
natural mode shapes are obtained.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

1.1 Motivacao Inicial e Objetivos Gerais do Traba-
Tho |

A idéia inicial para o presente trabalho surgiu a partir de um projeto de pesquisa
conjunta entre as universidades de Campinas (DPM-FEM-UNICAMP), do Espirito Santo
(CT-DEM-UFES) e Universidade de Hannover (CRI-HANNOVER) na Alemanha.

O propésito desse projeto é o de estudar e desenvolver um método de andlise modal por
impactos e sensoriamentos miltiplos. Para isso, trés protétipos idénticos foram projetados
e elaborados pelo Centro Tecnolégico da Universidade Federal do ES (C.T. - UFES),
que serao futuramente utilizados nos ensalos experimentais para testes do método a ser
desenvolvide.

Os protétipos tém a forma de um garfo tridente, confeccionados em ago SAE 1020
serao testados nos trés centros de pesquisa mencionados.

A idéia. deste trabalho surgiu, portanto, com a intengdo de dar uma pequena confri-
buigdo na modelagem experimental do referido protétipo, bem como proporcionar um me-
Thor conhecimento das técnicas envolvidas na identificagdo modal de estruturas mecanicas.

A medicio da Funcio Resposta em Frequéncia (FRF) de uma estrutura é muito im-
portante na anélise modal, uma vez que a FRF esta relacionada com os seus parimetros
modais. Estes parimetros descrevemn o comportamento dindmico da estrutura de uma
forma matematica concisa. Uma simples inspecdo nos dados de resposta em frequéncia
de uma estrutura, entretanto, nfo permite determinar seus parametros modais, pois a
FRF experimental é apenas uma razdo da transformada de Pourier dos sinais de entrada
e saida da estrutura e sua simples inspe¢ko permite ter apenas de maneira qualitativa,

urna estimativa do conteddo de frequéncia e amortecimentos naturals da mesma.



Para solucionar essa questio, foram desenvolvidos diversos algoritmos de identificagao
de pardmetros modais, que se baselam em modelos matematicos préviamente escolhidos
e em um conjunto de dados. Normalmente sdo usadas técnicas numéricas que objetivam
o ajuste dag FRF a modelos matematicos conhecidos.

Frequentemente, com o objetivo de avaliar a eficiéncia do algoritmo utilizado, os dados
originais da FRF sio comparados com a curva gerada a partir dos pardmetros modais
estimados, utilizando-se um modelo matematico apropriado. Esta comparacio de curvas
é uma medida da validade dos parametros modais calculados.

Assim, também faz parte dos objetivos basicos deste trabalho a realiza¢@o de medidas
experimentais visando a aquisicio de dados da FRF do garfo mecinico. Para a identifi-
cagao modal do garfo foi escolhido um método no dominio da frequéncia que associa a
técnica dos minimos quadrados ao método dos gradientes, ajustando as FRF a um modelo

matematico conhecido.

1.2 Consideracoes Gerais sobre Analise Modal e Al-
goritmos de Identificacdo de Parametros Mo-
dais

O uso da Andlise Medal na solugio de problemas de engenharia, aliado ao emprego de
técnicas modernas de processamento de sinal digital e as facilidades computacionais hoje
existentes, constitui uma ferramenta poderosa no estudo do comportamento de sistemas
mecanicos {30, 34, 35

Mais expecificamente na 4rea de andlise modal experimental, existem diversas aplica-
cBes onde estes resultados sdo comumente usados [7]. A mais usual € a verificagio expe-
rimental de um modelo tedrico para uma determinada estrutura, como aquele proposto
pelo método dos elementos finitos. Através do processamento dos dados experimentais da
FRF da estrutura é possivel obter seus parimetros modais {(frequéncia naturais, fatores de
amortecimento e modos naturais de vibrar) e a partir destes gerar um modelo matematico
para o sistema, o qual pode entdo ser comparado com o modelo tedrico da estrutura.

No processamento dos dados experimentals, modernos equipamentos eletrdnicos po-
dem ser usados, tais como Analisadores de Espectro, interfaces de conversdo analogico-
digitais, filtros de sinais e ainda sistemas computacionais baseados em micro-computa-
dores. Técnicas numéricas de processamento de sinais tais como janelamento, filtragem
digital, obtencio de médias estatisticas e andlise da coeréncia entre sinais adquiridos

3, 27, 24] sdo também empregados na andlise modal experimental de estruturas.
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Snoeys, Heylen e Van Der Auweraer [35] apresentam um trabalbho muito interessante,
onde comentam as diversas tendéncias e novos desenvolvimentos no campo da andlise
modal experimental. Frequentemente, os métodos existentes nesta area sio agrupados
em 4 categorias [1]:

a} O método de excitagio de modo normal forcado, originalmente pesquisado por Lewis
e Wrisley em 1950 [23], que descobriram que um determinado nitimero de excitadores
deveriam ser distribuidos na estrutura de tal forma a balancear as forgas dissipativas

atuantes em certas frequéncias;

b) O método das exponenciais complexas, cuja formulagdo matemaética baseia-se na
resposta livre do sistema a partir de uma dada condigdo inicial, mas que também
se aplica a dados da fungio resposta ao impulso. Embora sua implementaggo seja
recente, sua base tedrica foi formulada no século XVIII por Prony [31]. Atualmente,
dois métodos usam essa teoria na identificacdo de pardmetros modais: 0 método de
Ibrahim {12, 13, 14, 15, 16] e o método da poli-referéncia, desenvolvido por Vold
{40, 41};

¢) Os métodos de modelo matemaético de entrada-saida, que se baseiam nos dados de
excitacio e resposta do sistema. Nesta categoria estio o método ARMA [19, 10, 28]
e o método da Matriz Estrutural Reduzida [32, 37];

d)} O método da Funcio Resposta em Frequéncia, que é o mais comumente usado e
se baseia nos dados da FRF para o cdlculo dos pardmetros modais da estrutura
[9, 17, 26, 21, 40, 41, 8, 4, 6, 11, 29, 2.

Um estdgio importante no processo de andlise modal de uma dada estrutura ¢ a i-
dentificacio dos seus parimetros modais, que pode ser feita tanto com dados no dominio
da frequéncia quanto no dominio do tempo. - Os algoritmos de andlise no dominio da
frequéncia se subdividem em 2 classes: aqueles que fazem identificagdo modo a modo
[9, 17, 26], isto é, o processamento ¢ realizado nas vizinhangas de um unico modo, com
base em certas caracteristicas do circulo modal gerado no plano complexo, pelos dados
da FRF; e os algoritmos de identificagio multi-modos, que procedem & identificagao de
vérios modos simunltaneamente em uma dada faixa de frequéncia.

Com o avango ocorrido nos dltimos anos na 4rea da informéatica, fornou-se vidvel o
uso de algoritmos de identificacio globais [21, 40, 41, 8], isto &, aqueles que processam,
simultaneamente, todas ags FRF de uma estrutura. Entretanto, a maioria dos trabalhos

publicados sio a respeito de métodos multi-modos, que processam somente uma FRF por

vez [4, 6, 11, 29, 2}.
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Um dos aspectos importantes quanto aos métodos de identificacdo é a influéncia dos
modos vizinhos & faixa de frequéncia analisada, isto é, a identificacdo é levada a efeito
numa determinada faixa de frequéncia da FRYF e por isso torna-se necessario a adicio de
termos relativos as contribuigbes dos modos anteriores e posteriores a esta {6].

O presente trabalho apresenta um algoritmo multi-modo de identificacio de para-
metros modais no dominio da frequéncia, que aplica a técnica dos minimos quadrados

associada ao método dos gradientes, no ajuste das FRF do sistema dinamico {20].

1.3 Descrigao dos Capitulos

No préyime capitulo € feita uma revisao sobre a teoria da Andlise Modal, destacando-
se alguns conceitos basicos, tals como discretizacdo de estruturas conifnuas, obtencio
da matriz Funcio de Transferéncia, definicdo da FRF e suas formas de apresentacio
graficas. Descreve-se tarnbém os diversos tipos de modelos de amortecimentos e o calculo
de parfmetros modais a partir da FRF.

No capitulo 3 faz-se uma apresentacio de alguns métodos de identificacio de parime-
tros modals, enfatizando a formulacio matematica dos métodos no dominio da frequén-
cia. O desenvolvimento matemadtico do método implementado neste trabalho é também
descrito.

O capitulo 4 apresenta o desenvolvimento tedrico usado no métode de identificacdo
de pardmetros modais implementado. Sdo feitas consideragbes quanto a implementagao
numérica ¢ quanto & estrutura do programa de computador desenvolvido.

No capitulo 5 descreve-se o sisterna de aquisi¢io dos dados experimentais. 830 mostra-
dos detalhes sobre o protétipo usado e a montagem experimental realizada em laboratério.

No capitulo 6 sdo mostrados os resultados do processamento dos dados experimentais,
apresentando os parametros modais calculados para o garfo e seus modos naturais de
vibragao.

No capitulo 7 sdo apresentadas algumas conclusbes obtidas a partir dos resultados
simulados e experimentais do método de identificacdo modal implementado, bem como
sao feitas sujestdes para futuros trabalhos.

O apéndice apresenta um artigo feito para publica¢io no V-DINAME, com um resumo

da técnica de identificacio descrita nesse trabalho.



Capitulo 2

REVISAO DA TEORIA SOBRE
ANALISE MODAL

2.1 Modelos Continuos e Discretos

Nesta secao serdo apresentados os modelos continuos e discretos de um sistema fistco,

a relacio entre eles & exemplos ilustrativos.

Um sistema fisico pode ser modelado de maneira continua, através da integracio de
equacbes de equilibrio infinitesimais ou através de um modelo discretizado por elementos
finitos. A diferenca bésica entre os modelos € que sistemas discretos possuem um nimero
finito de graus de liberdade e sistemas continuos possuem nm mimero infinito de graus
de liberdade. Os graus de liberdade, por sua vez, representam o minero de coordenadas

independentes necessirias para a descri¢io completa do movimento do sistema.

A figura 2.1.a mostra um sistema continuo composto por uma viga engastada. Uma
aproximacao discreta do movimento da extremidade da viga de tal sistema pode ser repre-
sentada pelo conjunto massa mola de 1 gran de liberdade (Figura 2.1.b). O deslocamento
estdtico da extremidade da viga pode ser representado analogamente pelo deslocamento
da massa m do modelo de 1 grau de liberdade quando o valor de rigidez de mola é dado

por:

K = = (2.1)



) i
lu(t)

:lc

(c)

jf(t)

1\1(1‘.)

Figura 2.1: Sistema Continuo com modelo representativo de um grau de liberdade.

onde:

médulo de elasticidade da viga;
momento de inércia da viga;

massa da viga;

comprimento da viga;

forca atuante;

deslocamenta;

massa equivalente do sistema discreto;

rigidez equivalente do sistema discreto;

omg R oo E

amortecimento do sistema discreto.



[L3]

!f‘(t) a0y
B LM ‘;: 4—l~
4 ul(t}

| By

Figura 2.2: Sistema Continuo com modelo representativo de dois grau de liberdade.

Desejando-se uma analogia dinamica entre 0 modelo discreto de 1 grau de liberdade e
o sistema mecinico em estudo, pode-se adotar o valor de massa

M
(352)

mo= (2.2)

de tal forma que a frequéncia natural do modelo iguala-se & primeira frequéncia natural
de vibrag&o flexional da viga.

Para o sistema massa-mola da Figura 2.1.b, a equagdo de equiﬁ'brio de forgas € dada
por:

ma{t) + ku(t) = f{i) (2.3)

Se o efeito do amortecimento for considerado, conforme mostrado na figura 2.1.¢, a equa-
¢io {2.2) torna-se:

mi(t) + cult) + ku{t) = f(1) (2.4)
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Para um sistema discreto com dois graus de liberdade como visto na Figura 2.2(c), as
equagbes de equilibrio, arranjadas matricialmente, tornam-se:

ml 0 iy el +c2 ~c2 Uy kl + k2 k2 wu | _jh 55
0 m2 || & -2 2 ity -k k2 up | 1 fa (25)

onde os vetores u, e f,, r=1,2, sdo fungbes do tempo 1.
Na pratica os sistemas discretos sdo modelados para N graus de liberdade o que, levan-
do em consideracio o amortecimento, é representado pelo sistema de equacdes diferenciais

de segunda ordem a seguir, escrito em notagio matricial;
Mit) + Cult)y + Kult) = f(3) (2.6)

onde;
M C e K sio, respectivamente, as matrizes de massa, amortecimento
e rigidez reais, simétricas, de ordem N;

feun séo os vetores de forgas aplicadas e deslocamentos do graus

de liberdade .

2.2 Obtencao da Matriz Fungao de Transferéncia

Pode-se utilizar a formulacio por varidveis de estade, com finalidade de transformar
o sistema de N equagdes de segunda ordem (2.6) em um conjunto de 2N equacdes de

primeira ordem. Assim, definindo-se o conjunto de N equacdes adicionais dadas por:
Mua{t) — Ma{t) = 0 (2.7}
obtém-se o sistema de ordem 2N:
Az{t) — Baz{t) = (1) (2.8)

onde as matrizes A e B sdo formadas por:

M

C M
A[ o]e 0 M

K 0 } 29)

e ng vetores ze

_Jou(d _}f®
2(t) = { a(t) } e r(t)m{ 0 } {2.10)



s Resposta Livre
Na anélise da resposta livre do sistema, a equacio (2.8) pode ser escrita como:
Az(t) — Bz{t) = 0 | (2.11)
assume-se a solucio da equagio (2.11) como sendo da forma:
2(t) = Ze* (2‘1.2)

onde Z € um vetor constante de ordem 2N x 1.
Substituindo-se a equacio (2.12) na equagdo (2.11), obtém-se o autoproblema:

(sA — B)Z = 0 (2.13)

As solugdes do autoproblema (2.13) podem ser apresentadas na forma de duas matrizes
complexas, ambas de ordem 2N x 2N. A primeira € a matriz diagonal dos autovalores ou

malriz espectral (é), cuja estrutura &

8

§=[§ g] sendo S=| (2.14)

3N

A matriz 8 estd relacionada com as frequéncias naturais amortecidas e o fatores de amor-
tecimento modails segundo a equagdo :

8, = =0y + jlog {2.15)
onde:

o, = L, (2.18)

i = ofiTE o)

sendo!

£, fator de amortecimento medal do moedo r;

wye frequéncia natural amortecida do modo r.
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A segunda das duas matrizes do autoproblema (2.13) é a matriz modal 2, cujas colunas
sao os aunto-vetores associados ac problema descrito na equagio (2.13) . Assim, pode-se
escrever:

Z=|2 ... Zn T ... Zy| (2.18)

Pode-se também mostrar que o auto-vetor Z, do problema associado s equacdes de

estado (2.8), relaciona-se com o auto- valor s, e o vetor U, da seguinte forma:
U,
2, == 2.19
" [ SrUr ji ( )
ou, na forma Matricial:

u u
us us

Z o=

] sendo U=|U; U, ... Uy (2.20)

onde U, é um auto-vetor associado ao sistema dado pela equagio :
[M32+03+K]U = 0
Tomando-se a expressaoe (2.13) para wm dnico modo r qualguer, tem-se:
BZ. = s.AZ, (2.21)
Pré-multiplicando ambos os lados da equagio (2.21) por Z7, tem-se:
ZIBZ, = s,2ZTA%Z, (2.22)

Escrevendo agora a equacio (2.13) para o modo s e em seguida pré- multiplicando pelo

vetor Z7, obtém-se:
ZTB7, = s,ZTAZ, (2.23)
Subtraindo a equagio {2.23) da equacio (2.22) transposta, obtém-se:

(50 ~ 5:)ZTAZ, = 0 (2:24)
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Assim, para s, 5 8,, a equagdo (2.24) é safisfeita se:

ZTAZ, = O (2.25)
Substituindo-se a equacao (2.25) na equagio (2.23), obtém-se:

Z'BZ, = 0 (2.26)

As equagbes (2.25) e {2.26) representam as relagbes de ortogonalidade entre os modos de
vibrar e as variaveis de estado do sistema.

Para s, = 3, na expressio (2.24), as equacBes (2.25) e (2.26) tornam-se:
ZTAZ, = ¢ (2.27)
ZTBZ, = s,q (2.28)

Onde ¢} sio coeficientes de norma complexos, arbitrarios.

Matricialmente, pode-se escrever:
ZTAZ = Q7 (2.29)
z'Bz = sqQ! {2.30)

sendo Q! a2 matriz diagonal de norma, com a seguinte estrutura:
9’;11

ol

-1
Q7 = [qu qi*} sendo = | (231

-1
dNN |

Espandindo-se a equacio (2.29), obtém-ge:

u? sTut C M U U gt 0
[ UT sTUT } [ M 0 ] [ US U*S* ] = { 0 q ] (2.32)
Tomando apenas o elemento da primeira linha e primeira coluna, tem-se:
vcu + U™MUS + STUTMU = (2.33)
Tomando apenas um elemento da diagonal de g, a equagio (2.33) torna-se:
UTcy, + 25, UTMU, = ¢} (2.34)

Que € a relagio de norma para o sistema nas variaveis de estado, em fun¢io das matrizes

e autovalores/autovetores do sistema original.
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e Resposta Forgada

Retornando ao caso forgado da equagio (2.8) e tomando-se a excitagio r{t)
como sendo:

r(t) = Re* (2.35)
tem-se que a resposta z{1} do sistema é igualmente um vetor do tipe

a(t) = Ze" (2.36)
Substituindo (2.35) e (2.36) na expressio (2.8}, tem-se:

(sA -~ B}YZ = R (2.37)
ou:

Z = (sA - B'R (2.38)

Nota-se das equagdes (2.37) e (2.38) que os velores Z e R relacionam-se néo apenas
em fungdo de suas amplitudes mas também em fungio do pardmetro 5. Assim,
torna-se conveniente a representagio de tais vetores como fungdes do parimetro

genérico 8. Nesta nova representagio, reescreve-se a equagio (2.37) como:
(sA — B)Z(s) = R{s) (2.39)

Representando-se agora o vetor Z(s)} como o resultado da multiplicagio da matriz

modal Z pelo vetor de coordenadas principais, P{s), tem-se:

Z(sy = ZP(s) (2.40)
Pré-multiplicando a equagio (2.39) por Z7, obtém-se:

(s2TAz ~ 2TBZ)P(s) = Z"R(s) (2.41)

Utilizando as propriedades de normalizagio da matriz modal, expressdes {2.29) e
(2.30), tem-se:

(st ~ 8)Q7'P(s) = 2"R(s) (2.42)
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ou, de forma direta:

P(s) = QfUs)ZTR(s) (2.43)

onde:

o 0
0o o

Qs) = [

sendo:

[ (s—s1)™"

(5~ 83)7"

(s — .SN)WI |

Combinando-se as expressdes de forga e deslocamento do sistema nas variaveis de
estado, equagbes (2.35) e (2.36), com suas expressdes nas coordenadas originais do
problema, equacie (2.10), tem-se:

R(s) = { ¥ {()3) } e Z(s) ={ S‘;((‘?) } (2.44)

Substituindo as equagdes (2.43) e (2.44) na equagdo (2.40) e expandindo, tem-se:

Uisy | |U U q 0|l 0 UT suUT F(s)
sUGY L jus us~{lo g |jo |l UT gTuT? 0

Resolvendo, obtém-se:

Us) | _ {UaUT + Uq" U} F(s)
sUGs) | | {USauUT + U S q U7} F(s)
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¢ portanto:

U(s) = [UgUT + U*q'@;U"7] F(s) (2.45)
ou seja:

U(s) = H(s)F(s) (2.46)
onde

(2.47)

é a forma da Fungio de transferéncia em termos do pardmetro genérico s.

2.3 Apresentacao da Funcao Resposta em Frequén-
cia

Expandindo-se a equagio (2.46), obtém-se:

((Us(s) ) [ Huals) His(s) ... Hyls) ... Hin(s) ][ fils) |
Ug(s) Hgl(s) Hgg(s) v ng(s) - HQN(S) fg(s)

| Us) [ Hals) Hals) ... Hyls) .. Hals) || £ |

] U;\;(s) J HN;(S) HN;(S) HN;‘(S) ... Hun(s) I fN'(S) ]

Assumindo a forga aplicada somente no ponto j, ou seja, fr = 0, Vk # j, e a resposta

tomada no ponto 7, obtém-se:

u;(s) = Hy{s)f;(s) (2.48)
onde:
H.. _ N GrUr{ly; q:u:iu:j (2 49)
ils) = ‘; 5— 8y 5 — s '



15

é a equacdo que representa a fungdo de transferéncia relativa & excitagio no ponto 7 e
resposta no ponto i, sendo u,; 0 i- ésimo elemento do auto-vetor U,

Pode-se escrever a equacio (2.49) como se segue:
H.(s)mi_&fﬁ;_l,,i;ﬁ_ | 2.50
DT s -, 5— 82 (2.50)
onde:
Frij = Qellpillyy (2.51)
é chamado residuo modal complexo e s,, o polo complexo definido na equagao (215)
Fazendo a varidvel de Laplace s = jw na equagio (2.50), obtém-se:
N *

Teij Tris
Hg' . - : riy ‘ iy )
i(jw) = ) e P o (2.52)

ral

A expressio {2.52) representa a Fungdo Resposta em Frequéncia (FRF) de um

sistema com N graus de liberdade, onde w € a frequéncia de excitagio.

2.3.1 Formas Usuais de Representacio da FRF

a) Formas Alternativas de FRF

O desenvolvimento apresentado até o presente momento mostra a FRF como uma
razao eutre o deslocamento num determinade ponto ¢, devido a uma forca atuante num
{inico ponte 7, que recebe o nome de receptancia. De fato, existern outras forma de se
apresentar os dados da FRF. Qutras duas formas alternativas podem ser usadas para
apresentar estes dados, sendo elas:

1- a Mobilidade, f{w), que é a raz3o entre a velocidade e a forca e
I1- a Acelerdncia, v(w), que € a razdo entre a aceleracio e a forca

E possivel mostrar, com base nas caracteristicas senoidais da forca e do deslocamento,
que a relag@o entre essas trés {formas de FRF se da como se segue:

Blw) = jwalw) (2.53)
Mw) = juplw) = —wiolw) (2.54)

A vantagem do uso de uma ou ouira depende da sua conveniéncia ou disponibilidade dos

sinais dindmicos utilizados.
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As formas inversas da Receptancia, Mobilidade e Acelerdncia recebem o nome respec-
tivamente de Rigidez Dindmica, Impedancia Mecinica ¢ Massa Aparente, mas estas nio
sao comumente usadas para a apresentacio dos dados de uma FRF.

Quando as coordenadas § j, respectivamente de resposta e excitaciio, nio sio coin-
cidentes, a fungio ay;{w) é dita receptincia de transferéncia, ou cruzada. Se entretanto
estas coordenadas coincidirem, ento a referida fungio é chamada de receptincia de pon-
to. A seguir serdo apresentados os graficos representativos destas duas formas de FRF
bem como as outras formas graficas existentes.

b) Representagio Grafica dos Dados de uma FRF

No processamento dos dados de um teste modal torna-se necessario, em algum ponto
do seu desenvolvimento a apresentacio em forma de grificos dos dados contidos numa
FRPF, facilitando certos tipos de interpretagdes qualitativas.

9

A forma cldssica de se apresentar graficamente uma FRF é plotando seus conteudos
de médulo e fase em fungio da frequéncia denominada diagrama de Bode, apresentado
na Figura 2.3.

8

Phase (deagrees)
o

A
B

)

Receptance irnm/N}

M

¢ W X 3 a0 5
Fraquency {Hz)

Figura 2.3: Mddulo e fase da receptincia em fungdo da frequéncia. {5}

Pode-se ainda apresentar os graficos da parte real e imagindria em fungio da frequéncia
Figura 2.4.

No cdso do diagrama de Bode, pode-se usar escalas lineares para ambos os eixos,
amplitude e frequéncia ou logaritinica para a amplitude e linear para a frequéncia ou
ainda logaritinica para ambos (Figura 2.5).

No caso particular de sistemas com um dnico grau de liberdade observa- se uma
simetria no grafico da mobilidade, ao contrério do grifico da receptincia {Figuras 2.6.a ¢
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Figura 2.4: Parte imagindria ¢ real da receptincia em funcio da frequéncia. 5]

fg 1680
o
I EERVATN
;-.1 i A ] _1c
-~ = 4 —
% 40? “ - 29
£ [ -
= 80} % m
e 5 —30 - Ot
© o g
2 g0 g -0 9
g R T 20
£ - 100} 3 g
R ‘ R S —— . e,
§ 1. 2 "4 6810 20 40 T2 4680 20 4 g4
Fraquency Frequency {Hz) -

Fraquency {Hr}

Figura 2.5: Médulo da receptincia, Mobilidade e acelerincia em funcio da frequéncia
para sistemas com mais de wm grau de liberdade. [5]

2.6.b).

Outra forma de se apresentar os dados de uma FRF é o diagrama de Nyquist, que
representa a sua parie imaginafia em fungdo da parte real. Para sistemas com ameorte-
cimento viscoso, o grifico de Nyquist da mobilidade para um sistema com apenas um
grau de liberdade é um circulo perfeito no plano complexo, com centro no eixo real. Ji
para sistemas com amortecimento histerético (que seré definido na segdo 2.3.4), somente
o grafico da receptancia ¢ circular (Figuras 2.6.c e 2.6.d).
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Figura 2.6: Médulo da recepténcia {(a) e Mobilidade (b) em fungéo da frequéncia para
sistemas com um grau de liberdadee diagrama de Nyquist para receptincia (¢) ¢ Mobili-

dade (d}. [5]

2.3.2 Amortecimento Viscoso - Caso Geral

Neste item serd derivada uma expressio em termos das quantidades modais relativas
a sisternas com amortecimento viscoso ndo-proporcional {caso geral), pois o método im-
plementado que serd discutido no capitulo 4 trata da resposta de sistemas com esta forma.

de amortecimento.

Substituindo-se as equagbes (2.15}, (2.16) e (2.17) na equagio (2.52) e sabendo-se
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que o residuo ry;; é um valor complexo (a,i; + 7b4;), obtém-se

N . .
Qyis + bri' rig " ér:"
Hij(w) = E{ A e AE AL } (2.55)
Ly

..i_
re=l 5, +j(w—w,,;1-§f) Uv’r&r +j(w-|-w,vl--§f)

onde a quantidade w, € a frequéncia natural e ¢, é a razio de amortecimento critico para
o modo r. Por vezes, a quantidade w, é chamada frequéncia natural néo-amortecida, o
que nao € muito correto, exceto no caso de amortecimento proporcional, ou no caso de
sisternas com um grau de liberdade (Ewins, 1984).

Arranjando-se a equagio (2.55), obtém-se:

N .
t0p Dyis 4 By
Hij(w) = : '
i) 1;1 [wf —w? 4 ijwrfr] (250
onde:
Dy = 2(arij‘£r ~ bri; V 1~ ‘53)
Erij == Qan‘j

Percebe-se da equacho {2.56) que o termo no numerador é complexo e varia com a fre-
quéncia de excitagio w.

2.3.3 Sistemas Nao Amortecidos

(s sistemas nio amortecidos constituem um caso particular do modelo derivado na
secdo 2.3.2. Assim, fazendo & = 0 na expresséo (2.56), tem-se:

N [errij + warij] (2.57)

Hijw) = 2. P

r=1

ou

i

N A wfbfi' o jwa,;-
H:J(w) E : { ( wz Jm wg J)] (2‘58)
r=xl T

Nota-se neste caso que, embora sendo o sistema ndo amortecido, o numerador da
expressio 2.58 continua sendo complexo. Entretanto, sabe-se que a expressio da funcéo
resposta em frequéncia para sistemas ndo amortecidos € real, o que leva a concluir que a
constante g, € nula. Oufra consequéncia deste fato € que os elementos dos auto-vetores

de sistemas ndao amortecidos sdo sempre reais.
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2.3.4 Amortecimento Histerético - Caso Geral

O modelo de amortecimento histerético € aquele que assume que as for¢as de amor-
fecimento atuantes numa estrutura sdo proporcionais aos deslocamentos dos pontos da
mesma em relagio ao sistema de coordenadas adotado.

O sistema de equagdes diferenciais ordinarias que descreve o movimento dos sistemas
com este modelo de amortecimento, para excitagio harménica, é dado na forma matricial

por:
Mua(t) + (K+H)ult) = f(t) (2.59)

onde as matrizes M, H e K sdo respectivamente as matrizes de massa, amortecimento
histerético e rigidez de sistema, de ordem N.

Assim como no caso do amortecimento viscoso (se¢io 2.2), pode-se derivar uma expres-
sao para a FRF para sistemas com amortecimento histerético. Procedendo-se & analise

da resposta livre do sistema e assumindo solugdo do tipo harménica:
u(t) = ue™* (2.60)

substituindo-se em 2.59, recai-se num auto-problema complexo cuja solugio é dada,
novamente, por duas matrizes complexas, contendo os auto-valores e auto-vetores com-

plexos do sistema:
[(K+/H) — o'™™]u = 0 (2.61)

Convém observar que os modos de vibrar complexos sdo simplesmente aqueles nos
quais a amplitude de cada coordenada possui magnitude e angulo de fase, diferentemente
dos modos reais, onde o dngulo de fase é 0 ou 180 graus.

Os autovalores complexos sio definidos como a seguir:
s = w-(1 + jur) {2.62)

onde w, é a frequéncia natural e 7, € o fator de perda do modo r.
A solucio do autoproblema 2.61 permite definir relagbes de ortogonalidade em relagao

58 matrizes de massa e rigidez, como a seguir:
y'My = [m] (263)

y K+ Hly = [k] (2.64)
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onde [m,| e[k so respectivamente a matriz diagonal de massa e de rigidez modais,
complexas, que obedecem A seguinte relagio:

57 = : (2.65)

Para o caso da resposta forgada, pode-se derivar uma expressao para a FRF relativa
a um elemento da matriz Funcio de Transferéncia, que se apresenta sob a forma:

Hj(w) = §N: [ R ] (2.66)

Y s Z
ez} w’r W +}qfw!‘

nesta expressao, o numerador, assim como o denominador, é complexo, como resultado

da patureza complexa dos auto-vetores.

2.4 Calculo de Parametros modais a partir da FRF

Foi visto até o presente momento como representar os sistemas discretos em termos
de suas quantidades modais, através da Fungdo de Transferéncia (FT). Nesta segio serd
mostrade como extrair os parametros modais da FT.

Observando-se a equacdo 2.50, percebe-se que a mesma € fungao de 2N valores coro-
plexos desconhecidos, que contém as informagdes modais do sistema, ou seja, polos e
residuos modais: 1y, sy, r=1,...,N.

Se a fungio complexa H;;{w) for conhecida em 2N valores discretos de w, € possivel
montar o seguinte conjunto de equagdes ndo-lineares:

iz T3 TNij T
}1 . m— — z - 2 I " : N 2
i) jwl — s t Jwl — 87 et jwl—sy  jwl -~ sy
144 riij T Nij TNij
Hi; m - - : -
() Jw2 — 8y + Jw?2 — s} oot JwW2 Sy Jw2 -~ 8%
r1i; i TN i
Hi; = - : N : 2.67
(o) Jw2N —8;  Jw2N — st + Jw2N — sy = jw2N — s} (2:67)

Obtendo a funcio em um ponto fixo i com excitacdo nos outres pontos § = 1,..., N, é
possivel montar um sisterma de equagbes nio lineares, cuja solugdo permite determinar
os N auto-valores e auto-vetores do sistema discreto equivalente,

A titulo de ilustracfo, pode-se tomar um sisterna de 2 graus de liberdade, cujos auto-
vetores 530 ¥7 = [y vi2l € ¥3 = [yan y2e] (figura 2.7):
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/ s /
(8) =isztema 2 G.L. {b) 1o, Modo 2o, Modo

Figura 2.T7: Sistema representativo de modelo com 2 grau de liberdade.

Medindo-se os valores das FRI para um sistema discreto cujas matrizes de massa,

rigidez e amortecimento sao:

~10v/2

M
40

S FH R i B

pode-se obter valores para a FRF complexa em 2N valores de frequéncia discreta

Tabela 2.1: Valores de FRF complexa para sistema com 2 graus de liberdade

== 11{7‘(1/5]

wy = 13[rd/s]

g == 15[Td/3]

wy = 1T7{rd/s]

Hn(wg)[iﬂﬁzl

-7.7708-7.0070

-5.4021-5.2048;

-3.9845-4.1393;

-3.0660-3.4774;

H}z(wk)[lﬁws]

-6.8128-11.946j

-4.8798-8.7920;

-3.6332-6.9961]

-2.8031-5.8397;

Hgg(wk ) [1{)“3]

2.1266-31.329]

0.6057-24.814j

0.0706-20.549;

-0.1281-17.564]

e entdo montar um sistema de equagdes andlogo a (2.67) cujas incognitas sio 3y e 8o,
P11y T211s T112, 7112, T122, T2z2- A solugo desse sistema de equactes permite determinar o
valor desses pardmetros, observando-se que a solugio para s; e §; devera levar a valores

comuns para estes parametros .
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Através da relagho 7,5 == ¢,¥ri¥rj, pode-se usar os valores de resfduos obtidos, para
calcular 0s auto-vetores y; e y; e os coeficientes de normalizagio ¢; e ¢y, a partir do
seguinte sistema de equacbes , também néo lineares:

. _ 2

Tizg = 1T ¥yy = G1- By

2

ol = g Tn Ty = o Ty
T2 = 1" &11° F12
Tar2 = @3 Ea1 - T2

2
e = 1 -F2- Ty & g1 Tqq

i

Tozg = Qg+ Tg - Tag gz - 3132 (2.68)

resolvendo-se (2.67) e (2.68), obtém-se os seguintes resultados para este sistema de 2 graus
de liberdade:

so= =345 o =1 -2 @ = 1/41-(=2+ (5/2)j)

5= -2+4j 2] = [ (3/10V2-(4/10V2]; @ = 1/41-(2 - (31/4)})
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Capitulo 3

UMA BREVE REVISAO DOS
METODOS DE IDENTIFICACAO
DE PARAMETROS MODAIS

0 objetivo do presente capitulo é fazer um breve relato a respeito dos métodos de
identificagdo de parametros modais existentes.

Os métodos de identificagdo podem ser formulados no dominio do tempo ou da fre-
quéncia. Neste tltimo, podem ser considerados duas formas de andlise: uma que diz
respeito & identificagio modo a modo, destacando-se o método de ajustagem do circulo,
e outra, capaz de identificar varios modos de vibrar simultaneamente, o que € muito 1til
em casos onde o sistema possui forte acoplamento medal.

O objetivo principal dos métodos de identificagio modal € o cdlculo dos pardmetros
modais do sistema sob andlise. A majoria dos algoritmos usados para esse fim utilizam
modelos de ajustagem de curvas, envolvendo técnicas matematicas tais como minimos
quadrados, métodos gradientes, etc.. Normalmente recai-se num sistema de equagdes,

que é funcBo dos parametros que se deseja calcular,

3.1 Identificacao Modo a Modo

0O método mais usado para esse tipo de anédlise é o de ajuste de circulo. Um método
proposto por Kennedy & Pancu {17] assume gue nas vizinhangas de uma frequéncia natural
wy, a amplitude de FRYF complexa é influenciado somente pela parcela correspondente ao
modo r em questdo e que a contribuicdo dos modos restanies é pequena e constante.

Assim, um grafico da parte imaginaria em fungdo da parte real da FRF se aproxima e
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pode ser ajustado por um circulo.
A FRF de receptincia para um sistema com N graus de liberdade, assumindo amor-

tecimento histerético, pode ser expressa como:

As N Apis
Hi{w) = A + - 3.1
i) = G 45D T2 o) + 5 ) (3.1
ou:
His(w) Aris + By (3.2)
7 (wf —w?) + j () ™ '
onde: % - umaginario puro v/ —1;
w - frequéncia;
A.y; - constante modal do modo 1y
w, - frequéncia natural do modo r;
7. - lator de amortecimento histerético;
B,;; - parcela residual dos modos restantes.

A primeira parcela da equagio 3.2 corresponde ao modo r, e a segunda parcela, suposta
constante, representa a contribuicio dos modos restantes, que € supostamente indepen-
dente da frequéncia de excitacio de w.

Pode-se demonstrar que a equagio 3.1 representa um circulo no plano complexo, que
é chamado de circulo modal, cujas propriedades geométricas podem ser expressas através
dos parametros modais da equagdo 3.1, como mostra a figura 3.1:

Com base na equagdo 3.1, o angulo v mostrado na figura 3.1, para qualguer valor de
w, é igual a:

v = arctan (——-—-——-——qrw’" ) (3.3)
w

2 g2

e também,

tan (% »—»7) = tan (g) = (“’i ”;;’2) (3.4)

Da equacio 3.4, obtém-se:

W = W [1 — 7, tan (g)] (3.5)
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........

Figura 3.1: Propriedades do Circulo Modal.

Derivando-se (3.5) em relagio a #:

- () ()

Derivando-se (3.6} mais wma vez, em relagio a w, pode-se verificar um ponto de

MAXIMe em w = w,. Para isso;

d d{w?)
i a5 = (3.7)

Pode-se também obter uma estimativa para o fator de amortecimento histerético 7,,
+fazendo-se:

(Egz_))wm, - mqj),? (3.8)
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Analisando novamente a figura 3.1, pode-se obter uma relagio entre os dngulos 4, e

8, escolhidos arbitrariamente antes e depois da ressonéincia e os pardmetros 7, e wy, como

se segue:
w? - w? _
@a = Zarctan (W) (39)
w2 - wf
#, = 2arctan (w (3.10)

E a partir de (3.9) e {3.10), resulta a seguinte expressio para o fator de amortecimento

By

| _ (wy — wp)

= T (0.2 + tan (65/)] (311)
Se o amortecimento for pequeno, a equagio (3.11) torna-se:

_ e, — w1)

T o foan (8.72) + tan (/2] (3.12)
No caso particular em que 6, - 0y = m/2, resulta:

_ wpwy

) By = o (3.13)

onde as frequéncias wy e wy correspondem aos pontos de média poténcia [7}.

A propriedade final diz respeito & constante modal Ay, que estd relacionada com o
didmetro do circulo Dy;; da seguinte forma:

Dyg; o= ‘I“;AI"':;—I (3.14)
iy

A implementacio numérica do método consiste basicamente em interpolar um circulo
aos pontos referentes & FRF estudada. Quando o nimero de pontos conhecidos da FRF
em torno da ressonincia é maior do que o minimo necessario para a interpolagao de um
circulo utiliza-se um método de minimos quadrados, uma vez que o sistema de equagdes
resultantes é superdimensionado, ou seja, possul um nimero de equagdes superior ao
ntimero de incognitas. ‘

A partir disso pode-se, com o aux{lio das relagdes mostradas anteriomente, determinar

as propriedades modais do sistema estudado.
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A constante complexa B,;; € obtida tomando-se a distancia entre a origem do pla-
no complexo € o ponto do circulo ajustado, que estd diametralmente oposto ao ponto
correspondente a frequéncia w;.

Este método pode dar bons resultados, se 0s modos do sistema sob estudo forem pouco
acoplados. Por este método que demanda pouco esforgo computacional, o mesmo pode ser
usado numa andlise prévia para obtencao de estimativas iniciais, necessarias para entrada

em um programa malor de identificacdo multi-modos.

3.2 Métodos Multi-modos no Dominio da Frequén-
cia

Existem situacdes em que a aproximacio modeo a modo se torna inadequada e nesses casos
torna-se conveniente o uso de métodos de identificacio multi-modos. E o caso de sistemas
com forte acoplamento modal e aqueles com amortecimento extremamente fraco, onde os
valores préximos as ressonincias sio imprecisos e de dificil obtengao.

I conveniente observar que por modos fortemente acoplados entende-se como aqueles
sistemas para os quais as frequéncias naturais estdo pouco espagadas umas das ouiras, ou
nos casos aonde ocorre amortecimento relativamente forte, ou ambos {7].

As estruturas reais possuem infinitos modos de vibrar, porém, no processo de obtengéo
da FRF os seus sinais dindmicos sao filtrados, limitando a observac¢do do contedde de fre-
quéncia do sistema até um certo valor, acima do qual o sinal € atenuado por um filtro
anti-rebatimento, O ntmero de modos de vibrar da estrutura serd portanto finito dentro
da regido de frequéncias fornecida pela FRF. Pode-se ainda, dentro dessa regido, escolher,
para efeito de identificagio, uma faixa de frequéncia que contenha apenas um certo nitmero
de modos de vibrar. No processo de identificagio de tais modoes, pode-se obter uma
expressio matemética truncada da FRF, dentro da faixa de andlise, adicionando-se a ela
termos que representem a influéncia dos modos acima e abaixo de tal faixa.

Estabelecidas estas consideragoes, pretende-se fazer agora uma apresentagio suscinta

dos principais métodos de identificagio multi-modo no dominio da frequéncia.

3.2.1 Sistematizacio do Método Modo a Modo

Da forma como fol apresentado na secio 3.1, o método de ajuste de circulos supde a
influéncia dos demais modos como constante [17], entretanto pode-se adicionar parcelas
residuais & resposta em frequéncia para aproximar com maior precisio os resultados para

os pardmetros modais.
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Pode-se ainda escrever a seguinte expressio para a funcido receptincia de um sistema
dindmico com N graus de liberdade, dentro da faixa de frequéncia a ser analisada;

P Hwl -t el kg wimy (3.19)
isolando-se 0 modo r, tem-se:
A ad Aui; 1 1
Hn w — TEY - sty . i '1
#() w} — w? o+ el m;,#r Ao tned| R oy (3.18)

Na secio 3.1, o termo do lado direito da equagio (3.2) foi tido como constante. Na
equagao (3.16), entretanto, tal termo € substituido por trés valores, sendo um constante,
outro dependente de w e o terceiro representando a contribuic&o dos modos dentro da faixa
de analise. O termo constante é utilizado para representar a contribui¢io dos modos com
frequéncia natural acima da faixa de frequéncia a ser analisada, o que em termos fisicos
representa um rigidez equivalente daqueles modos. O termo dependente de w contabiliza
a infludncia dos modos com frequéncia natural abaixo da faixa a ser analisada, o que em
termos fisicos representa um comportamento de inércia equivalente daqueles modos.

Supondo que se tenha um conjunto de dados experimeﬁta.is em torno da ressonancia
w,, denotado por Hi;{w), pode-se entdo calcular além dos parimetros wy, 1y € Ay, a8
contribuicdes ki; € myj4, supondo zero o termo de contribui¢do dos demais modos inclusos
na faixa de andlise. Em seguida os pardmetros modais em torno de uma nova ressonancia
w, podem ser calculados, bem como novos termos k;; e m,; referentes ao ajuste em torno
da nova ressonancia. Este segundo ajuste é feito néo mais sobre os termos de H;;(w), mas
sobre estes valores experimentais subtraidos da contribuigio do modo r anteriormente
estimado. Assim sendo, a estimativa de novos modos (e novos valores residuais k;; e m;;)

¥ 3 v - /4 ~
é feito de maneira recursiva através da equacio :

Ari; 1 1 - N Ay
TY, - H‘ — B}
J(w) Z wg ___wg +j??sw§

8=l gy #

(3.17)

Wi —w? +gnewl ko Wiy

Pode-se repetir este procedimento iterativamente para todos os modos de vibrar na

faixa de frequéncia de interesse, até que se obtenha convergéncia para valores aceitdveis

[5].
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3.2.2 Identificacdo por Ajuste de Curvas Genérico

A maioria dos métodos de ajuste de curvas utiliza a técnica de minimos quadrados,
para a determinacdo de parimetros modais em sistemas multimodos. Esta técnica tem co-
mo objetivo minimizar o erro quadritico médio entre os dados experimentais e os tedricos,
obtidos a partir do modelo matemético adotado para a FRF em estudo.

Tomando-se a equagio da FRF para sistemas com amortecimento viscoso, obtida no
capitulo 2 e adicionando-se a ela as parcelas residuais relativas aos modos que se encontrem
fora da faixa de andlise,obtem-se:

N Trig f’:,“ 1 i
Hij(wp) = Y |- + - v + (3.18)
r=1 jwk - ‘ST jwﬁ: - 3,« w2mij l_‘,t
onde: Trij = Qrij -+ j bﬂ‘j - resfduo;
Sp = Oy + g -~ polo;
my; e ki; - parcelas residuais de inércia e rigidez.

Observa-se que existem 2N incégnitas complexas, r,i; € s, r = 1,..., N, mais m;; e
ki;, totalizando 4N+2 incégnitas reais. Também é notével o fato de que a equagio (3.18)
é ndo linear com relagdo as incégnitas o, e w,g. Portanto, uma solugio iterativa se faz
necessaria, na ajustagem de curvas.

Supondo que Hj;(w) seja a FRF medida experimentalmente em laboratério, em P
valores discretos de w, ou seja, wy, k = 1,..., P, pode-se definir um erro de ajustagem
da seguinte forma:

6(&)};) = }i[”;j(wk) - H,‘j(wk) k= 1, - .,P . (3.19)

sendo Hi;{w;) definida em (3.18) e calculada a partir de estimativas iniciais arbitrarias
dos pardmetros modais do sistema.
A partir de {3.19), define-se uma fungio objetivo através de todos os valores de wy.
Esta funcio é dada por:
P F
E =3 ldw)e(wn)] = gj | e(wr) (3.20)
=1

k=1

Supondo que o conjunto de todas as 4N+2 incdgnitas de (3.18) esteja contido num vetor
X, onde:

XT = {al,-j “v e NG blgj bN;j 1 .. Tpp g .. Whg m;_,' k,‘j} (3‘21)
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pode-se realizar a minimizacéo da fun¢do objetivo E da equagio (3.20), igualando-se a

zero suas derivadas parciais em relag¢io a cada um dos elementos z; do vetor de inedgnitas
X

8E Pl ., (OH;(w) OH?(wy)
3% ;; £ (wk)%—— + e(wk)w—mlm—axi = 0 {3.22)

Infelizmente, o sistema de equagdes resultante da aplicagde da condigdo de minimi-
zacho expressa em (3.22) é ndo linear em relagio aos parimetros o, € w4, 0 que sugere
uma solugdo iterativa. Uma solugio linear é possivel se as incognitas no denominador
de Hi;{wy) (polos do sistema) so conhecidas. Nesse caso os residuos rry; podem ser de-
terminados diretamente, pois o sistema de equagdes resultante de (3.22) se reduz a um
conjunto de equacdes lineares sirnultaneas.

Qutra solucio é possivel, linearizando o modelo matemético dado pela equagio (3.18)
em relacdo a cada um dos elementos do vetor X. Expandindo-se a equagio (3.18) em
série de Taylor, desprezando-se os termos de ordem mais alta e levando-se em consideragio

apenas os termos lineares, obtem-se

12 9 Hij(wr, X
Hij(w,X) = Hiylwr,Xo) + 3, -——’-(%“-’)é‘fmﬂ—)«dxi (3.23)
’ r=1 ]
onde X é o vetor de estimativas iniciais para os parimetros modais e
dX; = Xi — (Xi)e (3.24)

A fungio erro é agora escrita como:

4N42 ..
ewe) = His(wn) — Hij(we, Xo) — 3, %&E

r=%

dX; k=1,...,P (3.25)

e a fungio objetivo equivalente é dada por:

P 4N42 63‘ \
E = Y | Hijlws) ~ Hijfwr, Xo) — 3, **""g"g—%_""x"g)*d)& 2
k=1 %

r==1

(3.26)

derivando-se F em relacio a cada uma das varidveis X, obtem-se um sistema de equagoes
lineares erm relacio a estas varidveis, pois o vetor Xp é constante. A solugéo deste sistema
fornece os valores dos incrementos AX; que, a cada iteragio v, sdo somados aos valores
iniciais:

XY = X 4 AXY (3.27)

Fste método, como serd visto em detalhes no capitulo 4, é numericamente estavel e e-
ficiente, sendo bastante ripido, se o mimero de modos a identificar for préximo de 3

[20].
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3.2.3 Método de Identificagao por Ajustagem da Funcio de
Tranferéncia na forma de Razio Polinomial Complexa

A teoria basica para este método se baseia na ajustagem da FRF como uma razio de

dois polinémios complexos dependentes da frequéncia [22]:

Ag *i“ A] (de) "'}‘ Ag(jw)2 + e + AN(jW)N
Bg + Bl(}w) 4 .Bg(jw)z -{- —_— BM(jk))M

Hij(jw) = (3.28)
onde 4,, r = 1...N, e B,, s = 1... M, slo coeficientes reais. O polinédmio do
denominador, cujas raizes se relacionam com os polos modais do sistema, é chamado
polindmio caracteristico. E o polindmio do numerador possui informagbes relativas aos
residuos modais do sistema, relacionando-se portanto com seus modos de vibrar.

E conveniente reescrever {3.28), como a seguir:

a+jwf  Nw)
o+ jor — Diw) (3:29)

H;(jw) =
onde:

o = Ap— A+ Agt — ...

B = Al — Agw® + A — ..

o = By— Baw* + By — ...

7 = By — Byw®+ Bgwt —. ..

Sem perda de generalidade pode-se fazer, por conveniéncia, By == 1.
Supondo-se que H;;(w) é a FRF medida experimentalmente, com partes real e ima-

ginaria:
Hij(w) = R(w)+ jH{w) (3.30)
O erro de ajustagem entre as funcdes (3.30) e (3.29) &

dw) = Hyjlw) %% (3.31)

Multiplicando-se ambos os lados de (3.31) por D{w), obtém-se:

Diw)e(w) = D(w)Hij(w) - N(w) (3.32)
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que representa uma fungdo complexa com partes real e imé.giné.ria, dadas por;
D{w)ew) = a{w) — 1b{w) {(3.33)

onde a{w) e b{w) sdo fungbes, ndo sé da frequéncia w, mas também dos coeficientes
desconhecidos A; e B..

O valor absoluto de (3.33), para uma frequéncia especifica wy, €

| Diwie(we) | = | alwn) + jblwr) | = yfa2(wr) + b2(wx) (3.34)
ou ainda:
N N '
E = Zl | D{wi)ew) 2 = a[f(wk) + b{wp)] (3.35)

Os coeficientes polinormais A; e B; sdo agora calculados com base na minimizacao da

funcio dada pela equagio (3.35), que também pode ser escrita como a seguir:

M
E=Y [(Rrar —winy L, — )t + (T R + a0 1, ~ wkﬁ,)zl (3.36)

]

Derivando (3.36) parcialmente em relagio a cada um dos coeficientes da fungio de

transferéncia e igualando a zero:

gfﬁ = é—"?(a(wk)) =0
%&% = ;‘i“?(wkb(wk)) =0
gf} = éﬂ(wia(wk)) =0
%E; = gw(w?:b(wk)) = 0
(3.37)
gg{ - é"g(“’k‘r(‘”k)a(wk)-ka(wk)b(wk)) =0
g% - é“g(wiﬂ(wk)a(w)+w§}(wk)b(wk)) ~ 0
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0E

N
35 " 3 A 2AwiI{wi)a{wr) — Wi Rlwe)b(wy)) = 0

re=f)

Rearranjando as expressdes (3.37), resulta o seguinte sistema de equagdes lineares:

Az = b (3.38)
onde:
[ do 0 =X 0 X T S Ty =S Ti ..]
0 X 0 -X O ~8 T 8 -T5 —5
de 0 =X 0 X Ty S ~Ts ~S T
A ] )&4 D —-As 0 "“‘54 T5 55 WTy '—Ss
Ty -85 -~ S Ts U 0 -U 0 U
Se To —5 ~Ts Ss 0 ~Uy 0 U 0
Ty ~8 ~Ts Ss Tr Uy, 0 -Us 0 U
X? = {A A A ... BB By Bs ...}

e ainda:

N .

A= Zw}c (3.39)
raol
N ) .

S = Ew}cﬁ, (3.40)
r=}
N .

T; = Y wil (3.41)
ror ]
N 3

Ui = Y wl(B+ 1) (3.42)
r=1

Este método tem a vantagem de ser exato. Entretanto, devido & grande guantidade
de zeros na matriz A, podem ocorrer instabilidades numéricas, dependendo do ntirero de

modos analisados.
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QOutro problema que pode ocorrer é devido ao efeito de grandes variagbes ocorridas na
fun¢do ponderadora D{w), o que também causaria instabilidades numéricas do método.
A fim de diminuir este efeito, definiu-se uma nova fungéo erro {33].

[D{ws Je(wi)lz
[D (wk )]L—1

onde L corresponde ao niimero da iteracio e D{w;) inicialmente é assumido igual a 1.

Substituindo (3.32) em (3.43), obtém-se:
[D(we) His(we)lr ~ [N (we))

€lwy) =

(3.43)

e{wp) = [D{we s (3.44)
A nova fungdo objetivo torna-se:
, ' wi ) H 3{wi)r — 2
B =) = PRl o (3.45)
Substituindo W,z =1/ | D{wy)p1 |* em (3.45), e somando para todos os r's,
N
E =S EW, (3.46)

roxl

onde E, estd definida em (3.35) e é fungio de Ag,41,...,B6,B1,. - ..
Os coeficientes By, By, Bs,. . ., calculados na iteragio L — 1 sio usados para o célculo
de Wy, na proxima iteragao.

3.2.4 Estruturas Levemente Amortecidas

Existem estruturas em que os métodos antes mencionados ndo se aplicarn muifo bem,
devido as dificuldades encontradas em se adquirir boas medidas proximo as ressonancias,
E o caso de estruturas levemente amortecidas.

0 método apresentado a seguir [7] se aplica a casos como o citado anteriormente e é
capaz de identificar as constantes modais (reais} de modelos de estruturas com amorteci-
mento muito baixo, a partir de dados medidos longe das regiGes de ressonancia.

Para a aplicacho deste método € necessario!
e levantamento dos dados de FRF numa faixa de frequéncia de interesse.
¢ conhecimento antecipado das frequéncias naturais do sistema.

» selecio de um nimero de pontos de frequéncias ignal ao mimero de modos a iden-

tificar. Estes pontos devem ser localizados longe das frequéncias naturais (3.2).
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Figura 3.2: Selegio dos pontos para andlise de estruturas levemente amortecidas. {5]

A teoria de calculo do método é muito simples e foi desenvolvida para o caso de
sistemnas nho amortecidos, em gue a FRF é dada por:

*

H;;(w) = f:__éﬁi__ 3.47
12 — m:iwg__wg ( - )

a gual, para um valor especifico w = {1, torna-se:

Hij() = {@i-0D)7 -0 ... -7} ¢ 77 ) (348)
Procedendo-se da mesma forma para as N frequéncias {I;, obtem-se o seguinte sistema

de equagdes :
R(ﬂ) -A = H;j(ﬂ) (3.49)

onde:
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(@0 (W07 L R -0
I G e BN Bl

@037 (@03 (k- 9)7
Al = {An‘j Agi; Az ... Aij}

HEQ) = { Hy() Hy() ... Hy(Ow) }
cuja solucdo fornece o vetor das constantes modais:
Ay = RTYD)-H;(Y) (3.50)

A performance do método depende dos pontos escothidos na curva de FRF.

3.3 Método Multi-Modo no Dominio do Tempo

No dominio do tempo, a Fungdo Resposta ao Impulso unitdrio (FRI) de um sistema

linear, com amortecimento viscoso € dada pela seguinte equagao :

N

his(t) = 3 [Rrij et + Ry es:t] (3.51)

r=l

que ¢ obtida aplicando-se uma transformacio de Fourier inversa na equagio da FRF
{2.52).

A equacio (3.51) possui 2N incégnitas complexas e é nao linear com relagéo a s,. O
algoritmo apresentado a seguir pode ser usado para o cilculo dos parametros R,i; e s,

3.3.1 Meétodo das Exponenciais Complexas

A técnica de solugio para estimacdo dos pardmetros da equacio (3.51) é conhecida
como algoritmo das exponenciais complexas e usa o método de solugio de Prony {36].
Normalmente a FRI é exemplificada em intervalos de tempo igualmente espagados,

assim a equagao (3.51) pode ser reescrita como:

N
hi(te) = 3 [Reij- e + Ry ] (3.52)

el



38

ou
N
hij(te) = 3 [Rrs'j -sz] (3.53)
razl
onde: N = nidmero de modos; e
T = intervalo de amostragem;
# = kT.
z, = €. (3.54)

Dessa forma, a equacio (3.53) calculada para todos os diferentes valores de 1,
resulta em um sistema de equagdes que pode ser solucionado pelo método de Prony.
Para iss0, um novo conjunto de incognitas a;, ¢ = 0,1,...,2N, é introduzide, as quais sio

og coeficientes dos termos na equagio polinomial:

N 2N

Me~z) (z—2}) = Yap-2f =0 (3.55)

razl : ke

As 2N raizes da equagdo ({3.55) sio as exponenciais complexas € e os coeficientes a;

sdo chamados de coeficientes de autoregressio do medelo assumido na {3.52).
Multiplicando-se a equagdo (3.53) pelos coeficientes a; e somando-se as equagdes

resultantes para os 2N dados amostrados, tem-se:

3N 2N aN . N 2N
Y lar < histemsn)] = 20 [ak (Z Rz - 277 )] =3 [Rrij -y (Z aj - If)] (3.56)
k=0 k=0 r=1% r=1 k=0

Assim, para se calcular as raizes z, da equagio (3.56), deve-se determinar antes os valores

dos coeficientes a;, e segundo a equacio (3.55}, tem-se:

N
Nap A{tpneny) = 0 para m o= 0,1,2,... (3.57)
k=0
A equacio (3.57) indica que existem somente 2N amplitudes linearmente independentes
na resposta ac impulso amostrada. Se os coeficientes de autoregressio forem normalizados,

arbitrando-se aany = 1, resultara portanto:

M3

> G h(tmin) = —h(lmeam) ' (3.58)
k=0
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Existem portanto 2N equacbes lineares que podem ser escritas para as varidveis ai, e
estas sdo calculadas diretamente da resposta ao impulso unitario. Assim, expandindo-se
a equagio (3.58) em forma matricial (na pratica 0 < m < 2N, mas qualquer conjunto de

2N valores pode ser usado):

h-a

onde:

*;':T

—h

h(;fg)

{Ga ap 4z

{ hltv=s) Altaw-) -

. h{tan—1)  h{tan)
h(tan-2) Altan—1)
h{taw-3) h(tan—z) h(taw-1) ...

(t)

h(tan41)
h(tzN)

h(ta)

daN-1 }

h(tn) }

h{tsn-2) ]
h{tan-a)
h{tan-a)

h(tz,;\ﬁ*l) )

(3.59)

O sistema de equagies (3.59) envolve a forma matricial de Toeplitz. A solugdo deste

sistemna permite obter os valores de ay e, consequentemente, através de (3.55) calcula-se

os valores das raizes z,. Pode-se entdo obter os autovalores complexos s, da equagio

(3.54).

Uma vez obtidos os autovalores, os residuos modais R,i; podem ser calculados da

relagio (3.52), que expandida na forma matricial, resulta:

z-R

onde:

hT

h

2

1 1
T T2

T3 La

x{\?wl N-1

1
X3
Tz

{Rlij Roi; Raij

{ hito) h(t) h(t2) ...

(3.60)
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O sistema de equagdes (3.60) envolve a forma matricial de Van Der Monde. A solugio
desse sistema fornece os valores dos residuos modais, que por sua vez se relacionam com
os modos de vibrar da estrutura.

Maiores detalhes sobre esse método, suas vantagens e desvantagens, podem ser encon-

trados em [6].
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Capitulo 4

METODO IMPLEMENTADO DE
IDENTIFICACAO DE
PARAMETROS MODAIS NO
DOMINIO DA FREQUENCIA

Encontram-se disponiveis, atualmente, vdrios métodos de identificagio de parametros
modais no dominio da frequéncia. A maioria deles usa técnicas materndticas simples,
objetivas e ficeis de implementar.

O presente capitulo apresenta um método de identificacio de parametros modais no
dominio da frequéncia, répido, preciso e eficiente . Trata-se de um método de identificagdo
multi-modo que associa técnica de minimos quadrados com o método dos gradientes [20],
para ajustar dados, simulados ou experimentais, a um modelo matematico previamente

escolhido.

Trés tipos de modelos matemdticos diferentes sdo propostos para aproximar as con-
tribuigoes de baixas e altas frequéncias antes e depois da faixa de andlise, no ajuste das

FRF de transferéncia, as quais sio ajustadas uma a uma.

As etapas do algoritmo implementado sdo apresentadas na forma de diagramas de
blocos. Os resultados da aplicagic deste método sdo apresentados no capitulo 7 para

dados experimentais e sirnulados.
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4.1 Desenvolvimento Tedrico

O método que serd apresentado aqui baseia-se no Modelo analitico da resposta forcada,
na forma de fracSes parciais, assumindo o modelo de amortecimento viscoso com distri-
bui¢io genérica.

Na se¢ao seguinie serd apresenfada a formulagBo matematica relativa & etapa de a-
justagem de curvas de FRF, que tem como objetivo determinar os coeficientes (residuos
e polos complexos, mais as contribuicdes dos modos vizinhos) da funcio de transferéncia
do sistema, na faixa de andlise.

4.1.1 Formulacio Matemética do Método

Como visto no capitulo 2, a reposta em frequéncia entre os pontos ¢ e j, respectiva-
mente excitacio e resposta, de um sistema discreto com M graus de liberdade, assumindo

amortecimento viscoso geral, se apresenta sob a forma:

M Trij i
Hi{w) = Y |+ —H—1 | k=0,1,...,P (4.1)
rl LJWE T 52 Jwy — 5
onde: J - =1

Wi - wvalor discreto de frequéncia de anilise;

8, = 0y + juwye - polo complexo do r-ésimo modo;

Wrd ' - frequéncia natural amortecida do r-éstmo modo;

oy - amortecimento modal do r-ésimo modo;

Frij = Urildy - residuo complexo do r-ésimo modo e

i-ésimo elemento do autovetor U,.

H

Lpg

Pode-se selecionar uma faixa de interesse contendo N dos M meodos de vibrar, que
descrevem o sistema em questdo (figura 4.1).
A influéncia dos modos restantes existentes antes e depois da faixa de andlise pode ser

aproximada segundo qualquer uma das trés expressdes a seguir:

N |
Frij
. - SN — Modelo A
Hilon) = ¢ + ;jwk iy odelo
N g
H;j(mk) = y - Z___f_‘;’__ + Jwg v Modelo B

rml J&% T Sr

b al Trig il
Hij(wg) = ——— + 3, !

; ; - Modelo C
W — Wy, gl JEE T Sy Je — ey
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Figura 4.1: Faixa de interesse selecionada na FRF

com k=0,1,...,P

contribui¢io dos modos fora da faixa de analise;

guev -
| b - residuo de baixa frequéncia;

a - residuo de alta frequéncia;

wr, - frequéncia ndo-amortecida antes da faixa de analise;
wy - frequéncia ndo-amortecida depois da faixa de anaklise.

Para qualquer uma dessas trés formas de aproximagdo da fungdo de transferéncia
entre os pontos 7 € j de uma estrutura mecinica, podemos formular o seguinte método de
identificacio dos pardmetros r, (r = 1,...,N), & (r=1,...,N), ¢, u, v, be a (OBS:
tais pardmetros sio tratados pelo termo genérico X, sempre que suas formas explicitas

n&o se toraem necessarias):



e Definicido da Funcio Erro:

A fungio de erro entre as respostas medida e calculada numa dada frequéncia wy, é:
elwr, Xo) = Hi{wr) — Hilwe) , k=1,...,P (4.2)
onde H;;{wi) é a fungéo de transferéncia medida nas frequéncias w, b = 1,..., P,

e H;;{wi), definida nas expressées dos modelos matematicos (A), (B) ou (C).

+ Expansao de 1¢ ordem:

A expansio de e{wg, X, ), através de seu fermo de 12 ordem, em torno dos valores
% e 1

iniciais de seus parametros genéricos X, é dada por:

de
elen Xr) = elonXo) + 55X, (4.3)

No caso particular do Modelo (A), no qual XI' = {q, r,, s,}, 7= 1,..., N, define-se

a seguinte expansdo para e{wg, X, ):

E(Wks%'gnrr) = 5("-’-}&?‘10:3&,?70) + “dQ+Ea dT,--i-Z (44)

r=1 r—l

Rearranjando a equagio para o Modelo (A):

N

(Fislen) — 9) = 2. = 0 = e{wg,q 8,7 (4.5)

rep J9E T Br

Multiplicando ambos os lados de (4.5) por:

N

MG — s) (4.6)

ral

resulia:

N r N '
(H{we) ~ q) H(J g 8) — Zl (‘“““”‘"“L'_H (Jawr — Sr)) = 0 (4.7}

r=1 JWg T 8y el

Explicitando, portanto, as expressbes de J¢/dq, 0= /0r, e Oc[8s,, obtem-se:

N
wg«g« I e H(j.wk - S,-) (48)

el
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O TL(w — s)
ar, Jwg — 8 (4.9)
e ILiwe — 3i) ry [l (Jowx — &)

= = {H; - - . — : .
s, (Flis(er) — ) Jwp — 8 + r;ﬁ (Jwr — 3,)(Jwwr ~ Sis) (4.10)

Deseja-se encontrar os valores dos pardmetros ¢, s,, r, do modelo acima de tal forma
que a fungio e{wy, X, ) seja o mais préximo de zero possivel. Substituindo-se portanto o
valor de e{wy,q, s»,7v) do modelo acima por zero, satisfazendo-a simultaneamente para

cada valor de frequénciawg, k£ = 1,..., P, obtém-se o seguinte sistema linear de equacdes:

A-d = s(wk,X,)

onde a matriz A dos coeficientes € dada por:

g 8ry

e os vetores d e £{wy, X, ) séo dados por:

d?‘N v E(wk, Xr) = — 4

dsl

dsy

h L

_(é’ﬁiﬁfxl)wp (M)w (é‘siﬂl)w

Ory

(Bafw;,!) (85 Wy ) (355&:3!) (Bcgwki)

6q wy a}“; uy a’rN w 881 Wy

(3& W (as W ) (3&: [ (Bsgwk!)
8q wy 31’1 wy 3!‘N am 381

831

" S(Wks Xr)w:m;
8(&)};, Xr)wmwg

(24en)
wp

L @(Wk-, Xr)wrzwp ]

(4.11)

(24en)
wp

BSN

o vetor d composto pelos termos diferenciais dX, dos parametros a determinar é

também o valor do gradiente da expansio de e{wy, X, ) em torno de seus valores inicials.

Este sistema pode ser resolvido por uma solugio de Minimos Quadrados, através do

método da inversa generalizada:

A¥Ad = A¥(w, X))

(4.12)
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onde (M)¥ denota conjugado transposto de M e portanto:
d = inv(AFA) . AH e, XL (4.13)

Uma vez obtido o vetor gradiente da expanséo de e(wy, X, ) em torno dos valores iniciais de
seus pardmetros, pode-se prosseguir a um esquema de busca da minimizagéo de e(wy, X,)

através da modificagio de sens pardmetros conforme a seguir:
XY = XU —dxr? (4.14)

Pode-se assim obter por um método de gradiente associado a mintmos quadrados os valores

de ¢, rv € 3.

4.2 Programa para Implementagao numérica do mé-
todo

O método foi implementado num program em linguagem Fortran (GLOBAL.FOR), que
esta estruturado em trés médulos principais (sub-rotinas) a saber:

¢ IDEPAR, program principal para identificacio de pardmetros modais, gue gerencia
a chamada das subrotinas;

» INPUT, sub-rotina onde € feita a entrada de dados;
¢ AJUSTE, sub-rotina contendo o método de ajuste descrito na se¢io 4.2.1;

e REGEN, sub-rotina que faz a recuperacio da resposta for¢ada a partir dos residuos
e polos complexos identificados.

¢ QUTPUT, sub-rotina onde € feita a saida de dados;

A figura 4.2 apresenta a estrutura descrita anteriormente para o programa GLOBAL.

O programa principal IDEPAR chama inicialmente a sub-rotina INPUT, onde ¢ feita a
entrada de dados genéricos, tais como N (n? de modos a identificar), CX {vetor contendo
estimativas iniciais para polos, residuos e contribuigio dos outros modos), P {n? de dados
da FRF), Niter (n® méaximo de iteragbes), wy, e wy (frequéncias ndo amortecidas, para o
caso de se usar o modele C na ajustagem da FRF), além dos dados da FRF, simulada ou
experimental, a ser ajustada. Estes valores sio passados para a sub-rotina AJUSTE, que
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IDEPAR

¥ L 4 ¥ L]

INPUT AJUSTE REGEN OUTPUT

Figura 4.2: Estrutura do programa GLOBAL.

procede & ajustagem das curvas de FRF. A figura 4.3 mostra o fluxograma do programa
principal IDEPAR.

A sub-rotina AJUSTE (figura 4.4) tem como dados de entrada a FRF na sua forma
complexa e o vetor de estimativa inicial dos pardmetros da FRF. E feita nma selecdo da
faixa de frequéncia de interesse a ser analisada, sende fornecido para tal os valores de
frequéncias mfnimo e maximo correspondentes a essa faixa. Tem inicio entdo um looping
jterativo, no gual sdo calculados os valores das derivadas parciais (equages (4.8), (4.9)
e {4.10)) em relaglo aos pardmetros que se deseja identificar. Monta-se entdo um sistema
de equagdes {equagdo (4.11)}, o qual é resolvido pelo método da inversa generalizada.

E importante observar que o desenvolvimento matematico apresentado na secio ante-
rior (4.2.1) refere-se a0 modelo (A) e portanto as equagdes das derivadas para os modelos
(B} e {C) constituem uma opg¢ao na subrotina AJUSTE que serd feita pelo usuério confor-
me a conveniéncia de aplicacio. Todos os trés modelos estio implementados e a execugio
do programa ¢ desviada de acordo com a opgao feita.

() processamento é repetido um certo nimero de iteracoes até que os valores do vetor
gradiente dado pela equagio (4.13) estejam abaixo da tolerincia de convergéncia, mo-
mento no qual este € interrompido e retornado ao programa principal. Os parametros
assim identificados sdo passados para a sub-rotina REGEN.

A sub-rotina REGEN (figura 4.5) utiliza os par&metros modais calculados e, de a-
cordo com o modelo de ajuste adotado, recupera a FRF complexa, a qual € comparada
graficamente com a resposta original medida oun simulada.

Na subrotina QUTPUT é feita a gravagdo dos resultados obtidos em arquivos de
dados, contendo os valores dos parimetros calculados e os dados da FRF calculada, que

posteriormente é comparada com a original para analisar a qualidade do ajuste obtido.
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MAIN IDEPAR

( Nicio )

CALL INPUT

Entra com: N, CX, P, NITER'
Why WH
Entra com FRF Complexa. i

CALL AJUSTE

4

CALL REGEN

CALL OUTPUT

______________________________

Complexos + Contribuigdes

Ajustada + Polos ¢ Residuos |
dos outros modos E

Compara Graficamente as
Respostas

\ Ajustada x Tedrica

Figura 4.3: Estrutura da rotina principal IDEPAR.




49

SUBROTINA AJUSTE

INfcio

Entra com o Vetor Estimativa
Inicial para Polos e Residuos X,

Seleciona Faixa de Interesse

para Ajuste da FRF

Calcula : 0¢/0q

:
Calcula : 9¢/8s

|
Calcula : J¢/dt

i
Monta: [A], e{ws, X-}
]

Calcula Pseudo-inversa Complexa
[Af] = [ARA]
4
Calcula Vetor Solucédo
d= [A}} [AH]f(w;:, Xr)

Corrige: X! = X,o —dX¥™

RETURN

Figura 4.4: Estratura da sub-rotina AJUSTE.
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SUBROTINA AJUSTE

INICIO

Fntra com X, Contendo
Parametros Ajustados
i
Calcula

Frije
1.3 (wk) = e - Z e

i .?wk = e

RETURN

Figura 4.5: Estrutura da sub-rotina REGEN.
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Capitulo 5

EXPERIMENTO REALIZADO

Para verificar a eficicia do método de identificagéio implementado, descrito no capitulo
4, foi proposto um ensaio experimental em uma estrutura mecanica, em formato de garfo
tridente, conforme pode ser visto na figura 5.1. Os dados de entrada e saida foram
adquiridos através de um sistema experimental de aquisi¢do e processamento, que sera
discutido mais adiante.

A faixa de frequéncia analisada ficou estabelecida entre 0 ¢ 1600 Hz, onde a funcéo
coeréncia se apresenta mais préxima de 1, conforme se pode observar da figura 5.2.

5.1 Descricao do Protétipo

O protétipo ensaiado foi suspenso por molas do tipo helicoidal numa estrutura me-
talica confeccionada em ago, conforme mostra a figura 5.3. A suspensdo por mola simula
a condicio de vibragdo livre, j4 que a rigidez da mola € muito pequena em relagdo & do
garfo.

(O material usado na construgio do garfo é ago SAE 1020 e suas dimensées estdo

mostradas na figura 5.4.

5.2 Tipo de Excitagao Usada

A excitagdo por impacto manual, usada para produzir uma entrada impulsiva, foi a forma
adotada no ensaio experimental. A principal vantagem deste tipo de excitagio é que
a mesma constitul uma forma simples e de ficil utilizacho, pelo menos em relacio as
exigéncias de instalagio. \

Sua principal desvantagem é com relagio ao conteido de frequéncia de excitagdo,
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Figura 5.1: Montagem Experimental da estrutura ensaiada.

liritado em fungao das caracteristicas de massa do martelo e rigidez do contato no impacto

[5).

Neste trabalho, o tipo de martelo de impacto usado na excitagiio do protdtipo foi
confeccionado em aluminio, com cabo de PVC e em sua ponta. foi fixado um transdutor
de forga, para medir o sinal de entrada. Sobre o transdutor de forga foi colocado uma

ponta de Nylon, conforme figura 5.5.

Uma curva tipica do conteddo de frequéncia obtida para o sinal de entrada, através

do uso da cabeca de Nylon, estd mostrada na figura 5.6.
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SETOR R TF DuAL oW 8008 CH
D15 43: 39 COM B/A  AYD BG X4 TeR b e Py
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Figura+5.2: Fungdes de transferéncia e coeréncia tipicas da estrutura ensaiada.

5.3 Esquema de Aquisi¢do e Processamento de da-
dos

No procedimento de aquisigiio e processamento de dados foram usados os seguintes

equipamentos:

s Placa de aquisigio e conversao de sinais analégicos/digitais
TIPO: DT 282 LG DATA TRANSLATION
N° de CANAIS: § FREQUENCIA DE AQUISICAOQ: 250 Hz - 12 bits

¢ Amplificadores condicionadores
TIPQ: 2635 B&K - para sensor forga

¢ Fonte auxiliar
TIPO: Battery operated current source - DYTRAN MODELO: 410 s

¢ Acelerometro

TIPO: 3100 DYTRAN
SENSIBILIDADE: 100 mv/g
MASSA: 4718 ¢
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7 Molas

/7 Pmtdtipn -Garin

Fstrutura Metalica K

Figura 5.3: Montagem do protétipo.

¢ Sensor de forga
TIPO: 8200 B&K
SENSIBILIDADE: 3.96 pC/N
MASSA: 21 g

s Martelo de impacto
CABECA: nylon
CORPO: Al CABO: PVC
0 esquema que mostra a interligagho desses equipamentos o processe de medic¢io de
dados estd mostrado na figura 5.7.
Foram definidos 13 pontos de impacto e um Gnico ponto de medigio da resposta, que
foi mantido fixe durante todo o teste,
No tratamento do sinal adquirido foram usados filtros analégicos e na obtengdo da

FRF foi usada janela do tipo retangular. Cada FRF utilizada na andlise modal do garfo
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Figura 5.4: Dimensoes do protdtipo.

é resultado da média de valores obtidos em 10 diferentes ensalos.
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___C“o_{g”o__de Aluminio
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£y \
—— N, Cabo em PVC
§ \ LT T S e e
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Figura 5.5: Martelo de impacto
SETUP CRP SPEC DUAL YW BODB CH AB FR 2KMZ
00,328 SPEC A RT DL +10DB WTG R A 1V B 2
I‘.
v
.06 -
. )
- L e
4E-3
0 LNX1  BASE AF 2,500 HZ 2000, 0

Figura 5.6: Resposta em frequéncia tpica para sinal de entrada obtida com martelo de

cabeca de nylon
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. - ' 4‘\ Y
1 - Micro-Computador PC-AT  + Placa de Conversao A/D . N ' \
2 - Filtros Analogicos A7TNN N
3 - Amplificador Condicionador it ooy N
4 - Fonte Alim. Pre-amplificador il TN N
5 - Martelo de Impacto 3, Pt Yoy )
6 - Sensor de Forca ST LY
7 - Sensor de Aceleracao _— )
Ii 3)
- 5

i s i iy i T v va

-

Figura 5.7: interligacio dos equipamentos usados no sistema de aquisicio de dados.
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Capitulo 6

RESULTADOS OBTIDOS

O presente Capitulo objetiva apresentar os resultados obtides com a utilizacio do
método descrito no Capitulo 4.

( programa GLOBAL foi inicialmente testado para dados simulados, a partir de um
sisterna discreto hipotético, contendo 8 graus de liberdade numa faixa de 0 a 15 Ha.
O propdsito dessas simulagbes foi de avaliar a eficiéncia dos trés modelos matemadticos
descritos no Capitulo 4, no ajuste de FRF com diferentes tipos de distribui¢io modal.

O programa GLOBAL foi também aplicado no processamento de dados experimentais,
para a identificagio dos pardmetros modais do protétipo descrito no Capitulo 5.

Os resultados sdo mostrados nas segdes subsequentes.

6.1 Simulagoes

Foram geradas 3 FRF de sistemas hipotéticos, cujos graficos estao mostrados nas
figuras 6.1, 6.2, 6.3. Os polos e os residuos complexos desses sistemnas foram arbitrados
(tabela 6.1) de tal forma a gerar 3 tipos de distribuigio modal, a saber:

s CASQO 1: Todos os modos se encontram uniformemente distribuidos (figura 6.1).

» CASO 2: A faixa central, contendo 3 modos, se encontra afastada dos modos res-
tantes (figura 6.2).

o CAS0 3: Os modos se encontram distibuidos de forma intermediiria entre os casos
1 e 2 (figura 6.3).
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E os modelos matematicos utilizados para ajustar as FRF foram:

, N T'ris
Hilwp) = ¢ + 3 —"1—

Modele A
f = | Juwg Sy
y Yrig .
Hi(on) = u + Z:l [— + Wi - v Modele B
b N rif
Hiilwy) = -+ E Trij + ‘ Modelo C

Jor—wr o jwr—S,  Jwp—WwH

0 ajuste das FRF foi felto numa faixa contendo as 4%, 57 e 67 frequéncias naturais. Os
trés modelos mateméticos foram testados para cada um dos casos citados e os resuliados
da identificacdo de pardmetros sdo apresentados nas tabelas 6.2 e 6.3. As figuras 6.6-6.5

mostram os melbores ajustes obtidos na faixa de analise.

Tabela 8.1: tabela contendo os valores de polos e residuos utilizados para gerar os 3
casos simulados

caso 1 caso 2 caso 3
rl = 0.01+j0.2 | s1 = 2(-0.0145)  1{-0.01+7)  2.5(-0.01+7)
r2 = 0,02-§0.2 | 82 = 3(-0.024j) 1.25(-0.02+7) 3(-0.02+j)
r3 = -0.034j0.1 | 53 = 4(-0.034j) 1.5(-0.03+j) 3.5(-0.0345)
r4 = -0.024+30.2 | 54 = 5(-0.024+7)  5(-0.0247)  5(-0.0247)
r5 = 0.01-4j0.3 | s5 = 6(-0.01+j)  6(-0.01+j)  6(-0.01+7)
r6 = 0.024j0.1 | s6 = 7(-0.003+7) 7(-0.0034+7)  7(-0.0034j)
rT = 0.03+50.2 | 87 = 8(-0.02+7)  10(-0.02+7)  8.5(-0.02+7)
r8 = -0.044j0.1 | 8 = 9(-0.0147)  11(-0.01+j)  9(-0.01+7)

0.125 Hz;
nimero de exemplos: 255 amostras;
faixa de anédlise: 4.5 Hr Sw £ 7.5 Hz.

passo de frequéncia: Aw =
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Tabela 6.2: Resultados da identificacio de pardmetros para os Sistemas Simulados.

CiM Frequéncias Naturais - w, ferro rel % - Fats. de Amorts. - £,{(1072)/erro rel %

A O Calculados Caleulados

51D Exatos MODELO Exatos MODELO

olo A ¢ | B | ¢C
1 5.0 5.000/.00 | 4.995/.10 | 4.998/.04 2.0 2.545/27.3 | 2.042/2.1 1 2.096/4.8

1112 6.0 5.008/.03 | 5.997/.05 | 5.959/.02 1.0 1.264/26.4 § 1.018/1.8 | 1.031/3.1
3 1.0 7.003/.04 § 7.001/.01 | 7.060/.00 03 0.167/44.3 | 0.273/5.0 | 0.289/3.7
1 5.0 5.001/.02 | 5.001/.02 | 5.001/.02 20 2.077/3.9 | 1.994/0.3 | 2.006/0.0

2 {2 | 60 |6000/.00}6.000/00]6000/.00 10 | 1.040/40 |0.999/0.1 | 1.001/0.1
3 7.0 7.000/.80 | 7.000/.00 | 7.000/.00 0.3 0.279/7.0 { 0.289/0.3 | 0.300/0.0
1] 50 [5.001/02]4999/.02]5.000/00] 2.0 |[2.956/12.8 ] 1.983/0.9 [ 2.019/1.0 |

312 | 60 |5999/02]5999/02]6.000/00[ 1.0 |1.131/131}0.998/0.2 | 1.008/0.8 ||
31 7.0 §7.002/08]7.001/017.000/00% 0.3 |0220/28.70.292/2.7 | 0.298/0.7 |

Tabela 6.3: Resultados da identificacdo de parametros para os Sistemas Simulados {con-

tinuacio).

Residuos Complexos (Real,Imag) - r.(107%)

Exatos

S w0

Calculados

MODELO

A

B

c

(-0.2,-2.0)

(-0.17,-2.57)

(-6.07,-2.00)

(-0.13,-2.07)

(0.1,-3.0)

( 0.19,-3.68)

{ 0.22,-2.94)

( 0.17,-3.00)

(0.2, 1.0)

( 0.16, 0.55)

(0.18, 0.94)

(0.20, 0.99)

(-0.2,-2.0)

(-0.20,-2.09)

(-0.19,-1.99)

(-0.20,-2.00)

(0.1,-3.0)

(0.11,-3.12)

(0.11,-2.99)

( 0.10,-3.00)

(0.2, 1.0)

( 0.20, 0:93)

( 0.20, 0.99)

( 0.20, 1.00)

(-0.2,-2.0)

(-0.19,-2.28)

(-0.16,-1.97)

(-0.19,-2.02)

(0.1,-3.0)

( 0.15,-3.38)

( 0.14,-2.96)

(0.11,-3.01)

oleopimiios it =l |nimio O O

(0.2, 1.0)

( 0.20, 0.75)

(0.20, 0.97)

( 0.20, 1.00)
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6.2 Resultados Experimentais

Antes da apresentagio das tabelas e grificos contendo os resultados experimentais
obtidos, faz-se necessdrio comentar alguns pontos pertinentes ao desenvolvimento dessa
parte do trabalho:

6.2.1 Consideracgoes Sobre a Escolha dos Pontos de Excitagio

Inicialmente o protétipo foi subdividido em 34 elementos, conforme mostra a figora
6.7, objetivando uma futura modelagem por Elementos Finitos, que estd fora do escopo
desse trabalho.

A estrutura foi excitada 10 vezes em cada um dos 34 pontos indicados, tendo-se man-
tido fixo o Transdutor de Aceleracio no ponto 16 (vide figura 6.7).

Para cada ponto excitado, foram adquiridos 2048 amostras no tempo. Posteriormente
foi feita uma Média Espectral, no dominio da frequéncia , das 10 aquisi¢bes realizadas.
Com isso, o efeito do mide no sinal adquirido foi reduzido sensivelmente.

Para efeito de processamento e identificagdo dos pardmetros modais do Garfo, foram

selecionados 13 dos 34 pontos excitados, que correspendem aos pontos: 1, 3, 5,7, 9, 11,
16, 18, 20, 25, 26, 30 e 34 mostrados na figura 6.7.

6.2.2 Consideragoes Sobre o Modelo Matematico Adotado no
Ajuste e a Escolha da Faixa Total de Analise

Os resultados dos testes simulados descritos na segio anterior mostram que os dois
Modelos Mateméticos, B e C, descrifos no Capitulo 4, apresentam melhores ajustes das
FRF analisadas.

Para analisar os dados experimentais, testou-se estes dois Modelos e os resultados
foram idénticos. Optou-se, portanto, pelo uso do Modelo B, j que este apresentou menos
instabilidades numéricas no processarmnento dos dados experimentais.

A faixa de frequéncia analisada fol estabelecida entre 0 ¢ 1600 Hz, que contém os 8
primeires modos de vibrar da estrutura. Essa escolha baseou-se, dentre cutros, em dois

resultados obtidos a partir dos testes expertmentais:

¢ Decaimento da frequéncia de excitagao a partir de 1200 Hz (conforme Figura
5.6);

¢ Consequente diminuicio da Fungao Coeréncia a partir desse mesmo valor {(vide

Figura 5.2).
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Figura 6.7: Pontos de medigio e excitagdo no Protétipo ensaiado.

Estes resultados sio tipicos dos testes experimentais realisados, tendo-se verificado

que 0s mesmos se repetem para todos os pontos ensalados.

6.2.3 Consideragbes Sobre a Utilizagdo dos Dados de Ace-
lerancia na Andlise dos Resultados.
O algoritmo de identificagdo descrito no capitulo 4 baseia-se em interpolagtes reali-

zadas a partir da receptincia de um sistema dinamico. O teste experimental realizado,

entretanto, utilizou sinais de forca e acelerago provenientes do sistema, o que levou a
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determinacio das diversas FRF do tipo acelerancia.
Tomando-se a expressio da funcdo resposta ao impulso unitirio (equacio 3.51) e
derivando-a duas vezes com respeito ac tempo, tem-se:

[hs; N .
o) = T = S Rt 4 (o7 Ry (61)
=l

Aplicando-se a transformada de Fourier & expressao acima, chega-se a forma da acelerfincia
no dominio da frequéncia:
N 2 .. %12 De
A(Ld) — Z sz’"J + (Sr) Rrs;
Jw ~ 3¢ Jw — 8

Fe=l

(6.2)

A expressio 6.2 acima sugere que os residuos calculados a partir de valores experimentais
de acelerincia, diferem dos residuos da fungio de receptincia pelo termo s?. Assim sendo,
os valores exatos dos residuos das FRF de receptancia do sistema em estudo devem ser
divididos por s2, para cada modo identificado. Os resultados apresentados nas tabelas 6.7
e 6.8 desprezam tal corregio, j4 que deseja-se apenas uma apresentacio qualitativa dos

modos de vibrar da estrutura.

6.2.4 Consideracoes Sobre a Escolha de Andlise por Sub-Fai-

Xas.

Apés alguns testes preliminares, com o uso do programa GLOBAL para a identificagio
de parametros modais ao longo de toda a faixa de andlise, observou-se que, por melhor
que fosse a estimativa inicial para o processamento de ajuste da FRF, havia instabilidades
puméricas no calculo dos pardmetros, o que levava a resultados n3o confidveis. Optou-se,
portanto, pelo ajuste em sub-faixas de frequéncia de analise,

Observou-se que o calculo dos parametros era estavel para o ajuste de até 5 modos de
vibrar. Dividiu-se entdo a faixa total de 0 a 1600 Hz, em duas sub-faixas, a saber:

s 1% ¥Faixa - 30 a 800 Hz, contendo o8 4 primeiros modos de vibrar. Nesta faixa
optou-se por omitir a frequéncia de 20 Hz, tipica da suspensio da estrutura;

# 2 Faixa - 1000 a 1600 Hz, contendo os 4 dltimos modos de vibrar.

A seguir sdo mostrados resultados tipicos dos calculos dos parAmetros modais (Tabelas
6.4 e 6.5) e dos ajustes conseguidos nestas duas faixas de frequéncia (figuras 6.8 ¢ 6.9):
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Tabela 6.4: Resultados tipicos de andlise para faixa de 30 a 800 Hz.

polo £ Residuo (Constante Modal
MODO | (RealImag) |w, [Hz] [ {107%) | (Real,Imag) Médulo /fase) H
1 (-.043,127.85) | 127.85 | -0.340 | { 0.496, 0.400) 0.637 £38.85
2/3* (-.329,259.41) | 259.41 | -1.270 | (-0.607, 1.120) 1.274 £118.44
4 (-.151,502.24) | 502.24 | -0.301 | (-0.135,-2.640) 2.643 £-92.93
5 | (-267,712.94) | T12.94 | -0.374 | (-3.441, 1.571) | 3.783 /155.46

Termos residuais: u = 1072(-1.182,0.384)

v =107%(-.384,-.712)

Tabela 6.5: Resultados tipicos de anilise para faixa de 1000 a 1600 Hz.

£ (Constante Modal
‘I MODO Polo w, [Hz) | (107%) Residuo Médulo /fase)
T 6 |(-1.286,1118.08) | 1118.08 | -1.150 | ( 1.639,-0.718) | 1789 (-23.66
7 | {-0.282,1332.86) | 1332.86 | -0.212 | (-2.802, 0.702) | 2889 165.93
8 | (-0.244,1475.53) | 1475.53 | -0.165 | { 1.435,-0.868) | 1677 £-31.15
9 | (-0.349,1517.02) | 1517.02 | -0.230 | { 2.173, 0.075) 2174 71.97

Termos residuais: u = 1071(-0.306,0.205)

v =107%(-.137,-.148)

A partir dos valores de polos e residuos complexos obtidos em ambas as faixas de

andlise, calculou-se os valores das contribuicbes dos termos residuais para a faixa mais

ampla de andlise (figura 6.10). Os ajustes obtidos para as treze FRF analisadas estao

mostrados nas Figuras 6.11 a 6.23
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6.2.5 Andlise dos Resultados - Selecao das Frequéncias e A-
mortecimentos
A seguir, nas figuras de 6.24 a 6.31, 830 apresentados os valores de frequéncias e

amortecimentos obtidos para cada modo de vibrar do protétipo, indicando-se também o
r° de vezes que aparecem nas FRF identificadas.

s 1° Mado
..t ]
oo L 1

A 5 as .oy LY 3 T T e AT ) . LT B LI L =)
oy e e Far D)

_ﬂﬂ L[]

- !
et €2, Dr.ek fL.0r SRl f .0 1T .FR A @ f.am
PO e Ve A AT et L e SRR

Figura 6.24: Distribuigio das Frequéncias e Amortecimentos calculados p/ 12 Modo
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Figura 6.25: Distribuicio das Frequéncias e Amortecimentos calculados p/ 22/37 Modo

* Tiste modo sera discutido separadamente, mais adiante.
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Figura 6.31: Distribuicio das Frequéncias e Amortecimentos calculados p/ 92 Modo

Os valore médios de frequéncias e amortecimentos, para os 8 modos identificados, estao

mostrados na tabela 6.6.
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Tabela 6.6 Frequéncias ¢ Amortecimentos médios

‘Modo
i 2/3 4 5 6 7 8 9
Freq. | 127.69 | 257.75 | 503.36 | 712.70 | 1118.25 | 1332.62 ; 1475.35 | 1516.88
Amort.
{1073} | 0.57 0.84 0.25 0.37 0.90 0.24 0.18 0.23

As tabela 6.7 e 6.8 apresentam um resumo das frequéncias naturais médias de cada
modo, seguidas pelas constantes modais relativas a cada ponto de discretizacio espacial
da estrutura. Tais valores permitem o cileulo das amplitudes relativas de cada ponto
da estrutura em seus modos naturais de vibragdo. As frequéncias naturais e amplitudes
relativas modais estdo apresentadas na tabela 6.9.

Tahela 8.7: Constantes Modais e seus respectivos angulos de fase para as 13 FRF iden-
tificadas

MODO/FREQ. MEDIA
1 2/3° 4 5
127.69 257.75 503.36 T12.70
FRF No. CONST. MODAL /fase [Graus]
07x01 | 0.89 £33.18 | 11.82 £.53.86 | 1.03 £-101.04 | 6.29 /151.29
07x02 | 0.38 /47.24 | 3.39 £-67.34 | 0.05 £130.04 | 3.68 £-30.25
07x03 | 0.09 £34.91 | 2.30 /120.33 | 0.34 /68.22 | 8.24 £-32.36
07x04 | 0.15 £-136.85 | 5.11 Z118.31 | 147 /-82.46 | 4.81 £-20.50
07x05 | 0.22 £-130.29 | 7.30 £112.15 | 0.52 £64.92 | 1.98 £-31.68
07x06 | 0.70 £143.37 | 12.55 £101.93 | 1.31 £64.60 | 8.04 /146.44
07Tx07 | 1.87 £34.03 | 7.15 £102.13 | 0.66 £78.59 | 6.59 £160.47
07x08 | 0.26 2-140.42 | 2.40 Z121.71 | 0.43 £100.05 | 1.67 £-29.37
07x00 | 0.37 £-137.82 | 0.19 £86.05 | 1.88 /85.32 | 8.53 £150.78
07x10 | 1.80 -134.83 | 3.24 Z117.31 | 0.13 £-150.28 | 6.84 £-24.58
07x11 | 0.25 2-132.35 | 2.81 Z108.93 | 0.72 £-93.73 | 3.38 £-26.77
07x12 (.64 £38.85 1.27 £118.44 | 2.64 /-92.93 | 3.78 £155.45
07x13 | 2.54 £30.37 | 3.39 L-68.86 | 3.18 /89.40 | 4.32 £-25.41




Tabela 6.8: Constantes Modals e seus respectivos angulos de fase para as 13 FRF iden-

tificadas (cont.}
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MODO/FREQ. MEDIA
6 7 8 9
1118.25 1332.62 1475.35 1516.88
FRF No. CONST. MODAL £fase {Graus]
07x01 | 2.00 £-175.99 | 7.16 £163.13 | 4.63 £154.64 | 9.15 £-14.97
07x02 | 2.23 /3.10 | 2.58 £149.85 | 2.41 /162.33 | 15.38 /174.43
07x03 | 1.76 £-2.60 | 1.02 £148.30 | 0.66 £151.27 | 5.20 £168.49
07x04 | 1.14 £-172.10 | 1.14 £155.80 | 0.90 £-3.86 | 5.65 /-4.85
07x05 | 1.88 £-173.62 | 18.47 £-20.16 | 3.98 £-10.19 | 8.40 /-8.44
07x06 | 1.09 /4222 | 2.52 £-20.99 | 4.15 /1.48 | 15.22 /-11.15
07x07 | 3.86 L74.66 | 23.79 £167.07 | 6.75 £125.89 | 15.47 £-175.08
07x08 | 0.81 £119.00 | 16.26 £158.98 | 1.10 £96.44 | 12.08 /1.46
07x09 | 0.53 2-63.72 | 4.12 £-19.15 | 0.92 /86.84 | 16.40 /-3.22
07x10 | 0.63 £-10.28 | 22.50 £159.76 | 2.47 £139.32 | 28.24 £1.50
07x11 | 2.41 £158.02 | 1.13 £153.79 | 0.63 /145.55 | 3.87 £178.09
07x12 | 1.79 /-23.66 | 2.89 £165.93 | 1.68 £-31.17 | 2.17 £1.97
07x13 | 2.21 £146.87 | 2.43 2158.78 | 2.02 /170.54 | 12.01 7179.99
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Tabela 6.9: Amplitudes Modais relativas para os 13 Pontos de Excitagéo

MODO/FREQ. MEDIA

1 2/3* 4 5 6 7 8 9
127.69 | 257.75 | 503.36 | 712.70 | 1118.25 | 1332.62 | 1475.35 | 1516.88

FRF No. AMPLITUDE RELATIVA
07x01 | 0.74 | 697 | -020 | -5.52 | 200 | -685 | -4.18 | 8.84
07x02 | 026 | 131 | -003 | 318 | 223 | -2.23 | -2.30 | -15.31
07x03 | 0.07 | -12l | 013 | 696 | 176 | -087 | -058 | -5.10
07x04 | -0.11 | 242 | 019 | 451 | -1.13 | -1.04 | 090 | 563
07x05 | -0.14 | 275 | 022 | 168 | -1.87 | 1734 | 392 | 831
07x06 | -0.56 | -2.59 | 056 | 6.70 | 081 | 235 | 415 | 14.93
o7x07 | 155 | <150 | 0.3 | 621 | 1.02 | -23.19 | -3.96 | -1541
I o708 | -0.20 | -1.31 | -0.07 | 146 | -0.39 | -15.18 | -0.12 | 12.08
07x09 | -0.27 | 0.01 | 015 | -744 | 023 | 389 | 0.05 | 16.37
07x10 | -1.27 | -1.49 | 011 | 622 | 062 | -21.11 | -1.87 | 28.23
07x11 | -0.17 | -0.91 | -0.05 | 302 | -2.23 | 100 | -0.52 | -3.87
07x12 | 050 | -0.60 | -0.13 | -3.44 | 164 | 272 144 | 217
07x13 | 1.96 | 1.22 | 003 | 390 | -1.85 | -2.27 | -1.99 | -12.01
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* Na identificacio das FRF observou-se que na maioria das 13 fungbes processadas, o
segundo modo apresentava dois picos de ressonincia muito préximos, que foram assumidos
como um nnico modo de vibragio., Entretanto suspeltou-se da existéncia de dois modos
de vibrar, em vez de um, nessa regiio, o que levou a uma andlise em separado nessa faixa

de frequéncia. Os resultados dessa anélise estio a seguir:
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Figura 6.82: Distribuigio das Frequéncias e Amortecimentos calculados p/ 22 Modo
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Figura 6.33: Distribuicdo das Frequéncias e Amortecimentos calculados p/ 3° Modo

Com base nas figuras 6.32 e 6.33, pode-se determinar os valores médios de frequéncias
e amortecimentos para esses 2 modos:
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Tabela 6.10: * Frequéncias e Amortecimentos médios para 0 22 e 0 3 modos

Modo
I 2 3
Freq. 256.51 | 266.85
Amort. (107%) | 2.88 | 0.53

A tabela 6.11 apresenta as constantes modais e as amplitudes relativas obtidas para
esses dois modos:

Tabela 6.11: * Resultados da analise na faixa de 200 a 300 Hz

MODO

2 3 2 3
Const. Mod e Amplitude

FRF No. {fase [Graus] Relativa
07x01 12.07.-61.5 ¢ 1.73/54.5 | 5.85 | 1.00
07x02 3.96/-66.9 | 0.70.56.2 | 1.55 | 0.39
07x03 2.637110.1 | 0.59£-129.6 | -0.90 | -0.38
07x04 521£4111.7 | 1.23£-127.2 | -1.93 { -0.74
i 07x05 7.21/111.6 | 1.48/66.8 |-2.65] 0.58
07x06 9.19/111.5 | 3.62/63.6 |-3.37 | 1.61
07x07 13.25/106.2 | 5.804579 |-3.70 | 3.08
07x08 24141122 | 3.842-120.7 { -0.91 { -2.01
07x09 5.39/106.4 | 6.49£-118.6 | -1.52 | -3.11
07x10 4.08£-74.3 | 12.70461.6 | 1.10 | 6.04
G7x11 3.772103.2 | 1.55£-115.2 | -0.86 | -0.66
07x12 1.917105.1 | 0.82£-110.0 | -0.50 | -0.28
07x13 3.84/4-75.5 | 1114726 | 0.96 | 0.33

6.2.6 Diagramas de Modos de Vibrar

Os valores da tabela 6.9 permitem a elaboragio de um tragado grafico ilustrative dos

8 primeiros modos de vibrar da estrutura. Tal ilustragio apresenta-se as figuras 6.34 a
6.37.
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...... Modo de vibrar

Figura 6.34: 19 e (22/32)* Modos de vibrar do garfo
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Figura 6.35: 47 e 52 Modos de vibrar do garfo
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6o, Modo
111825 Hz

To. Miodo
1332682 Hz

Prot, Indefomado

__________ Maodo de Vibmar

Figura 6.36: 6! ¢ 7° Modos de vibrar do garfo
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8o, Mado
147535 He
Prot. Indeformado
"""""""""" Modo de: Vibmr
S, Mode
151688 He

Figura 6.37: 8¢ e ¥ Modos de vibrar do garfo
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| * Da mesma forma, os valores da tabela 6.11 possibilitam uma visualizacio do 22 & 3
| modos separadamente (figura 6.38):

o, Mode
2951 Hz

T4 Prototipo indeformado

""""" Modo de vibrar

30, Modo
266,85 Hz

Figura 6.38: 22 e 3Y Modos de vibrar do garfo
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Capitulo 7

COMENTARIOS E CONCLUSOES

7.1 Conclusoces Gerais

Uma andlise dos resultados obtidos com a aplicagdo do método de identificacio modal,
tanto para os dados simulados quanto para os experimentals, permite concluir que o
algoritmo apresentou bons resultados.

Nas simulagbes, o algoritmo mostrou-se eficiente e preciso para todos os casos pro-
postos. Pode-se observar claramente, a partir dos resultados das tabelas 6.2 e 6.3, que
o modelo C, onde vs modos fora da faixa de andlise sfo aproximados por dois modos
ndo amortecidos, cujas frequéncias sdo wy e wy, é adequado aos trés casos propostos com
resultados muito préximos dos exatos, tanto para sistemas com modos muito préximos
quanto para sisternas com modos separados.

O modelo A, o qual assume as contribuigdes dos modos fora da. faixa de anilise como
sendo constante, se aplica melhor a sistemas com frequéncias relativamente distantes da
faixa de interesse (Caso 2) ¢ o modelo B, o qual assume as contribuicdes dos modos fora
da faixa de anélise como sendo um terme constante mais um linear em w, se aplica bem
tanto ao case 2 quanto ao caso 3.

Como se pode notar a partir dos ajustes apresentados, o métedo se mostrou bastante
eficiente na identificagio de uma estrutura real. A aplicabilidade pritica do método
para dados reais se mostrou boa para a identificagio em faixas contendo até 5 modos
de vibragido. Para a identificacio de até 2 modos, a convergéncia do método mostrou-
se relativamente insensivel & escolha dos parimetros iniciais, Nesse caso, mesmo com
valores iniciais nulos, o método convergiu em 2 ou 3 iteragdes. Para o processamento de
dados numa faixa contendo um nimero entre 2 e 5 modos, o vetor estimativa inicial devia

ser ndo nulo e com valores coerentes com o resulfado esperado. Finalmente, para faixas
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contendo acima de 5 modos, a estimativa inicial devia ser o mais préxima possivel dos
parametros modais da estrutura, o que podia ser obtido através de um processamento
prévic em sub-faixas. Isso permite concluir que na identificagio de muitos modos de uma
56 vez (na maioria das vezes, acima de 5), o método se mostra instivel numericamente e
sua convergéncia depende fortemente da estimativa fornecida para os pardmetros iniciais.

Com relacio aos resultados experimentais, pode-se verificar a partir das figuras 6.24 a
6.31 que os valores de frequéncia e amortecimento para um tinico modo variam pouco, o
que significa consisténcia nos resultados apresentados na tabela 6.6. Observa-se também
que, de alguma forma, a FRF de ponto (FRF 7x7) nao apresenta anti-ressonincias espe-
radas entre cada modo consecutivo, o que leva a concluir que as medicoes nio foram rea-
lizadas da maneira mais acurada possivel. Tal fato, porém, néo representa um obsticulo
a aplicacdo do método de identificagio desenvolvido no trabalho, conforme observa-se do
ajuste obtido para tal FRF.

7.2 Sujestoes para Trabalhos Futuros

Durante o desenvolvimento desse trabalbo foram notados alguns pontos importantes
a serem desenvolvidos, os quais sho deixados como sujestdes para futuros trabalhos:

¢ O método para identificacio de parimetros modais, na forma como foi concebido ¢
implementado, sé permite processar uma FRF por vez. Sugere-se transformé-lo em
um método global para o processamento de virias FRF simultaneamente.

¢ Também seria muito interessante o desenvolvimento de rotinas graficas para tragar,
dentro do ambiente de processamento, os graficos das FRF experimental e calculada,
para uma verificaggo mais rapida da qualidade dos ajustes cbtidos,

# Desenvolvimento de uma subrotina que habilite um cursor no video, permitindo a
selecio da faixa de frequéncia a ser analisada, de tal forma a tornar o programa

mais amigavel e interativo com o uvsuario.

¢ Desenvolvimento de uma interface entre o sistema de aquisi¢io de dados e o pro-
grama de identificagio modal, de tal forma que a transferéncia de dados seja au-

tomatica, tornando mails rapida a andlise modal de estruturas.

¢ Utilizacdo de técnicas de condicionamento das matrizes dos sistermnas lineares u-
tilizados no algoritmo de andlise. Ispera-se que através de um condicionamento
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adequado das matrizes dos sistemas lineares, seja possivel a an4lise de um nimero
maior de modos por faixa, sem o aparecimento de instabilidades numéricas.
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The transfer frequency response function between points ¢ and j of an N degree of freedom
dynarnic system is given by:

N *
ffsi(wk)=2( T ) k=0,1,...,P (1)

re1 \JWE T 8r JWg — 8¢

where wy is a discrete frequency value, r, a system’s residual (or modal constant) and s,
a system’s pole (or eigenvalue).

A representation of H;; within the frequency region where only N-M modes are present
can be approximated by any of the three expressions:

N

Tf .

. Hy{op) = g + —_— EzpressionA

i5(wr) r.—_ZM e pr
N y
e Hylwy) = u + Y, —— + jwo, ExpressionB
=M Jwy — Sy

» Hi;(we) : + i o + : EzpressionC
;i T pr—— o —— r———— ssion
Eh g —wp | A2 Gon—s | jop—wm ' T

with k=10,1,..., P

Fach of the expression above can be successfully used to represent H;; in the frequency
range of interest, depending on the condition of modes which lie cutside this region.
Expression (A) is better employed when the remaining modes are located at frequencies
relatively far from the frequency range of interest. Expression (C} is generic and can be
used even in the presence of modes located at frequencies relatively close to the frequency
range of interest. Frequencies wy and wy must be provided in such a representation
as an indication of the high and low resonant frequencies near the range of inferest.
Expression (B) is used when the modes below and above the irequency range of interest
have respectively a clear stiffness and mass influence on the mentioned frequency range.
Parameters g, v, , 8, 8, , t, ¥, and v will be referred also as generic parameter z, of
Hii{w).

The identification of parameters in expressions (A},(B) or {C) above is achieved th-
rough ithe following scheme:

e determination of an error functional e(wy) = Hi{we) — Hij{w), when Hj{wy)

is the measured transfer {reguency response function.
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and €*~! being the error functional obtained when Hj;(wy) is calculated using order
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v - 1 aproximation for the generic modal parameters.

An example is shown of an 8 degree of freedom system’s frequency response function
‘ with resomances to be identified in its center region. Figures .1, .2 and .3 show the
| reconstruction of the frequency response function in the range of interest after modal
parameters identification using criteria (A), (B) and (C). Different distribution of the
resonances are used in figares .1, .2 and .3 in order to illustrate the pertinence of each

Aw

criterion,

e minimization of e(wy;) through the recursion 2 = z*' — d*~! where 2 and
g1 are respectively the system’s parameters and error gradient vector at recursion

v—1, The error gradient vector is obtained through the least square system solution:

Tabela .1: table of an 8§ degree of freedom system’s residuals and poles

casel case cased
rle=0.01 4702 | sl =2(-0.01+4+7) 1(-0.0145)  2.5(-0.01+7)
r2 = 0.02 - j0.2 | s2=3(~0.02+j) 1.25(-0.02+7) 3(-0.02+j)
r3 = —0.03 4 70.1 | s3=4(~0.03+;) 1L5(-0.03+j) 3.5(-0.03+;)
rd = —0024 702 | 84 =5(-0.02+7)  5(-0.0247)  5(-0.02+)
r5 == 0.01 +j0.3 | s5=6(~0.0143)  6(-0.01+j)  6(-0.01+7)
r6 = 0.02 + j0.1 | 6 ="7(~0.003 +;) 7(-0.003+5) 7(-0.003+7)
r7 = 0.034+70.2 | s7=8(~0.02+7) 10(-0.024+;7) 8.5(-0.02+j)
r& == —0.04 + jO.1 | 88 = 9(—0.01 +3) 11(-0.01+j)  9(-0.01+j)

= §.125 Hz

range of analysis: 4.5 Hz Sw < 7.5 Hz
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