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Resumo

Reis, Adriana dos, Formulacées do Método dos Elementos de Contorno para Andlise de
Placas de Materiais Compdositos Laminados . 2010. 128 p. Tese de doutorado - Faculdade

de Engenharia Mecanica - Universidade Estadual de Campinas, Campinas.

Neste trabalho é apresentada uma anélise, através do método dos elementos de contorno,
de problemas estdticos em placas anisotrépicas sob flexdo. As formulacoes dos elementos de
contorno ¢é desenvolvida usando solucoes fundamentais para elasto-estatica e sao utilizados
apenas elementos quadraticos descontinuos (3 nds por elementos). As integrais de superficie
provenientes das cargas de dominio, sao transformadas em integrais de contorno usando o
método da integracao radial. Sao estudadas trés formulagoes: a formulagao classica ou de
placas finas, a formulacao de trés parametros e a formulacao de placas espessas ou placas com
efeito da deformacao por cortante ou teoria de primeira ordem. Sao apresentados detalhes
das deducoes das solucoes fundamentais para a teoria classica e para a teoria de primeira
ordem. A solugao fundamental da teoria cléssica é obtida usando variaveis complexas. Para
o caso da teoria de primeira ordem, o operador de Hormander é usado para transformar os
sistema de equacoes diferenciais parciais que representa as equacoes de equilibrio em apenas
uma equagao diferencial parcial. Usando a transformada de Radon, essa equagao diferen-
cial parcial é reduzida a uma equagao diferencial ordinaria. A formulacao desenvolvida é
aplicada no célculo de deslocamentos, tensdes e momentos de estruturas planas de mate-
riais compositos laminados submetidos a cargas distribuidas no dominio da estrutura. Os
resultados obtidos sao comparados com resultados analiticos disponiveis na literatura, com o
método de elementos finitos e com o método sem malhas. Em geral ha uma boa concordéancia

com os resultados da literatura.
Palavras chaves: Materiais Compésitos, Método dos Elementos de Contorno, Teoria

Cléssica de Placas, Teoria de Placas de Primeira Ordem, Anélise de tensoes, Transformada

de Radon, Método de Integracao Radial.
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Abstract

Reis, Adriana dos, Formulations of the Boundary FElement Method for the Analysis of
Plates of Laminate Composite Materials. 2010. 128 p. PhD Thesis - Faculty Mechanical

Engineering - State University of Campinas, Campinas.

This work presents an analysis, using the boundary element method, of static problems
of anisotropic plate bending. Boundary element formulations are developed using funda-
mental solutions for elasto-statics and only discontinuous quadratic elements (three nodes
per element) are used. Surface integrals that come from domain loads are transformed into
boundary integrals using the radial integration method. Three formulations are studied:
the classic formulation or of thin plate theory, the formulation of three parameters, and the
formulation of thick plates, or plate with the effect of transversal shear deformation or first
order theory. Details of the derivation of the fundamental solutions are presented to the
classical and first order theory. The fundamental solution of the classical theory are obtained
using complex variables. In the case of thick plates, the Hormander operator is used to trans-
form the partial differencial equation system that represents the equilibrium equation in only
one partial differential equation. Using Radon transform, this partial differential equation
is reduced to an ordinary differential equation. The developed formulations are applied to
compute displacements, stresses and moments of laminated composite structures submitted
to transversal loads in the structure domain. Results are compared with analytical results
available in literature, with finite element method, and meshless method. In general there is

a good agreement between the results obtained in this work and those available in literature.

Key words: Composite Materials, Boundary Element Method, Classical Plate Theory, First
Order Plate Theory, Stress Analysis, Radon Transform, Radial Integration Method.

viii



Sumario

Resumo . . . . . . o vii
Abstract . . . . . . viii
Lista de Figuras xii
Lista de Tabelas xiv
1 Introducao 1
1.1 Revisao Bibliografica . . . . . . . . ... .. 3
1.2 Objetivos e hipdteses . . . . . . . . . . . .. 5
1.3 Descricao do presente trabalho . . . . . . . . ... 6

2 Teoria Classica de Flexao em Placas Anisotrépicas 8
2.1 Introducdo . . . . . ..o 8
2.2 Relagoes basicas para placas anisotréopicas . . . . . . . . ... ... ... 9
2.3 Materiais Compdsitos . . . . . . . ... 14
2.3.1 Material compésito laminado . . . . . . ... 14

2.3.2 Equagao constitutiva do laminado . . . . . . . ... ... 15

2.4  Calculo da matriz de rigidez de flexao em uma direcao arbitraria . . . . . . . 20

3 O Método dos Elementos de Contorno para Flexao em Placas Anisotrépicas 23
3.1 Introducao . . . . . . . 23

3.2 Equacao integral de contorno . . . . . .. ... L 23

1X



3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

3.8

Solugoes fundamentais para problemas de flexao em materiais anisotropicos . 30

Transformagao das integrais de dominio em integrais de contorno para flexao

em placas anisotropicas . . . . . . . ... 37
Elementos Quadraticos . . . . . . . . ..o 43
Equacao matricial . . . . . . ..o Lo 46
Tensoes em placas compoésitas laminadas . . . . . . . . ... ... ... ... 49
3.7.1 Tensao e deformacao de placas compésitas laminadas . . . . . . . .. 50
3.7.2  Célculo das tensdes no contorno . . . . . . . .. ... 56
Exemplos numéricos . . . . ... 60
3.8.1 Exemplo1 ... . . .. 60
3.82 Exemplo2 . ... .. 60
3.83 Exemplod . . . . ... 61
3.84 Exemplod . . . . ... 65
385 Exemplobh . . . .. .. 66

Equacoes Integrais para Flexao em Placas Usando Uma Formulacao de

Trés Parametros 68
4.1 Introdugao . . . . . . . . 68
4.2  Equagoes integrais de contorno . . . .. ... 69
4.3 Exemplo Numérico . . . . . . . . ... 73
Teoria de Flexao para Placas Espessas 76
5.1 Introducao . . . . . . . . 76
5.2 Teoria de placas laminadas de primeira-ordem . . . . . . . . . ... ... .. 7

5.2.1 Equagoes constitutivas para um laminado . . . . . ... ... .. .. 7

5.2.2 Deslocamentos e tensoes . . . . . ... 78



5.2.3 Fatores de correcao de cisalhamento . . . . . . . ... 79

5.2.4 Relagoes tensao-deformacao . . . . . . . . ... L. 80

5.2.5 Solucao fundamental . . . . . .. ... 81

5.2.6 Célculo das solugoes fundamentais . . . . . . . . .. ... ... ... 85

5.2.7 Equagoes integrais de contorno . . . .. ... 87

5.3 Exemplo Numérico . . . . . . . . . . . 88
53.1 Exemplo 1 . . . . . .. 88

53.2 Exemplo2 . .. . . . 88

533 Exemplo3d . . . .. . 89

534 Exemplod . . . .. .. 91

6 Conclusoes 95
6.1 Conclusoes finais . . . . . . . .. L 95
6.2 Proposta para trabalhos futuros . . . . . . . ... .. ... ... 96
Referéncias 97
Apéndice A - Transformada de Telles 103
Apéndice B - Método de Hérmander 105
B.1 Exemplo do uso do operador de Hérmander . . . . . . . ... .. ... ... 106
Apéndice C - Transformada de Radon 108
C.1 Definicao da transformada de Radon . . . . . . . .. .. .. ... ... ... 108
C.2 Exemplo do uso da transformada de Radon . . . . . . . .. ... ... .... 109

X1



10

11

12

13

14

15

16

17

18

Lista de Figuras

Placa Fina, (TORSANIL, 2007). . . . . ... ... .. ... ..
Tensoes em um elemento de placa, (TORSANI, 2007).. . . . . .. ... ...
Forgas e momentos em um elemento da placa . . . . . .. .. ... ... ..
Deformacao em um elemento da placa. . . . . . . . .. ... ... ... ...
Posigoes inicial e final de um elemento de placa. . . . . . . .. .. ... ...
Compdsito laminado com quatro laminas, (TORSANI, 2007). . . . . . . . ..
Sistema de coordenadas (n, s) normal e tangente ao contorno I'. . . . . . ..
Canto i da placa e os momentos antes e depois a este canto. . . . . . .. ..
Transformagao da integral de dominio em integral de contorno. . . . . . . . .
Elemento quadrético descontinuo, (TORSANI, 2007). . . . . . . .. ... ..

Variacao da deformacgao e da tensao em um laminado simétrico hipotético,
(TORSANTI, 2007). . . . . o oo e

Diregoes normal m e tangencial ¢t no ponto fonte. . . . . . ... ...
Discretizacao da placa quadrada usando 3 elementos descontinuos por lado. .
Distribuigao de tensao (o,) ao longo da espessura do laminado no ponto B. .
Efeito da orientacao o no deslocamento transversal no centro da placa.

Efeito da orientagao o nos momentos M, e M, no centro da placa. . . . . . .

Distribuicao de tensao o, ao longo da espessura para o = 45° no ponto central

daplaca. . . . . . . e

Varia¢ao do momento fletor ao longo de (z,a/2) para uma placa quadrada

engastada. . . . . . .. L

X1l

10

11

12

13

17

24

27

38

45

20

o6

61



19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

Placa laminada retangular, b=3a. . . . . . . . .. .. ... ... ... ... 67

Placa retangular com furo retangular. . . . . . ... ... . o000 74
Discretizacao usando elementos quadraticos. . . . . . . ... ... ... 74
Deslocamento transversal ao longo da linha A-A. . . . ... ... ... ... 75
Deslocamento transversal ao longo da linha B-B.. . . . . .. ... ... ... 75
Uma lamina no estado plano de tensao. . . . . . . . . .. .. ... ... ... 7
Discretizacao da placa usando 2 elementos quadraticos por lado. . . . . . . . 89
Variacao do deslocamento transversal para uma placa quadrada engastada. . 90
Deslocamento transversal no laminado de 4 camadas de grafite-epoxy. . . . . 92
Deslocamento transversal no laminado de 4 camadas de vidro-epoxy. . . . . . 93
Placa laminada retangular, b=3a. . . . . . . . .. ... ... ... .. ... 93

Pontos de Gauss sem o uso da transformada de Telles (Regular) e com o seu
USO.  + v v v e e e e e e 104

Transformada de Radon para o caso tri-dimensional: integracao no plano a =

z;x; e trasformada da Inversa: integracao sobre uma esfera unitaria z;z; = 1. 109

Coordenadas esféricas z1, zo0 € 23. . . . . . . ... 111

xiil



Lista de Tabelas

1 Deslocamentos e momentos na placa com todos os lados engastados. . . . . .
2 Tensoes e deslocamento transversal no centro da placa. . . . . .. ... ...
3 Tensoes e deslocamento transversal no centro da placa retangular. . . . . . .

4 Deflexao no centro de uma placa quadrada ortotrépica sob um carregamento

senoidal g = gosin(™F)sin(5). . . . . ...

5 Deflexao no centro de uma placa quadrada ortotropica sob um carregamento

distribuido uniformemente. . . . . . . ...
6 Deslocamento transversal no centro do laminado quadrado com trés camadas.

7 Deslocamento transversal no centro do laminado retangular com trés camadas,

8 Deslocamento transversal no centro do laminado quadrado com cinco camadas.
9 Deslocamento transversal no centro do laminado quadrado com sete camadas.

10 Deslocamento transversal no centro do laminado quadrado com nove camadas.

Xiv



Simbolos

Letras gregas

o= Angulo.

e = Deformagao normal.
o= Angulo.

I' = Contorno.

v = Deformagao cisalhante.
i = Raiz da equagao caracteristica.
v = Razao de Poisson.

) = Dominio.

6 = Angulo.

p = Distancia.

o = Tensao normal.

7 = Tensao cisalhante.

Letras arabicas

A = Matriz de rigidez extensional.
B = Matriz de rigidez de acoplamento.
C, G, H, K = Constantes.

D = Matriz de rigidez de flexao.
D’ = Inversa da matriz D.

d; = Parte real da raiz.

FE = Moddulo de elasticidade.

e; = Parte imaginaria.

M = Momento.

N = Funcao de interpolacao.

n = Vetor normal ao contorno.

() = Ponto campo.

Q = Matriz das constantes elasticas.

XV



o

= Inversa da matriz Q.

= Forca distribuida.

:UQ

; = Funcao.

Tiy Siy i, pi = Constantes.

S; = Fungao.

T = Matriz de transformacao.
t = Espessura da placa.

u, v = Deslocamento.

w = Deslocamento transversal.
x, Yy, z = Eixos principais.

z = Distancia transversal do plano médio a um ponto.

Subscritos

I' = Contorno.

) = Dominio.

1, 2, 3 = Direcoes principais.

¢ = Compressao, elemento continuo.
d = Elemento descontinuo.

L = Direcao longitudinal as fibras.
n = Direcao normal.

ns = Dire¢ao tangencial.

T = Direcao transversal as fibras.

t = Tracao.

x, Yy, z = Diregoes principais do sistema de coordenadas.

Sobrescritos

1, 2, 3 = No6s do elemento.

* = Solugoes fundamentais.

XVi



1 Introducao

Placas, por definicao, sao elementos estruturais de superficie, simétricos em relagao a um
plano médio, cuja dimensao menor, que estd na direcao normal a este plano, é denominada
espessura da placa. O carregamento ¢é transversal ao plano médio. De acordo com o material
do qual é constituida, as placas podem ser classificadas como: anisotrépicas (com propri-
edades diferentes em qualquer diregao), ortotrépicas (com propriedades diferentes em duas
diregoes perpendiculares), ou isotrépicas (com propriedades iguais em qualquer dire¢ao). E,
de acordo com a espessura, as placas sdo classificadas como finas e espessas. A literatura
recomenda, para metais, a formulagao de placas finas para 1/80 < t/a < 1/5 e espessa para
t/a > 1/5, onde t é a espessura e a é a aresta da placa quadrada. Os modelos mateméticos
para placas finas nao levam em conta os efeitos da deformacao por cisalhamento transversal

enquanto que nos modelos de placas espessas estes efeitos sao considerados.

A primeira teoria de placas foi proposta por Kirchhoff (1850). Esta teoria é comu-
mente referenciada como teoria cldssica ou teoria de placas finas, na qual é desconsiderada a
deformacao por cisalhamento, ou distorc¢ao, ao longo da espessura da placa. No caso de ma-
teriais compositos ou placas anisotropicas, onde o modulo de cisalhamento é muito pequeno
quando comparado com o médulo de elasticidade na direcao das fibras, a teoria classica pode
nao ter resultados satisfatérios mesmo para placas finas. Isto também ocorre em placas,
isotrépicas ou nao, com furos da ordem da espessura da placa ou menor. Outra teoria de
placas foi proposta por Reissner (1945). Esta teoria é baseada em um modelo bi-dimensional
o qual assume variacoes de tensao ao longo da espessura da placa (terceira dimensao). A
teoria considera que a deformacao por cisalhamento transversal e a tensao normal transversal
nao sao despreziveis. Mindlin (1951) propos uma outra formulacao, similar a de Reissner,
baseada no deslocamento ao longo da espessura da placa. Tanto a teoria de Reissner quanto
a de Mindlin sao consideradas teoria de placas espessas, por considerarem a deformacao de

cisalhamento na diregao transversal. Estas teorias também sao conhecidas como teorias de



placas de primeira ordem, pois o campo de deslocamentos ao longo da espessura da placa é

dado por uma funcao linear.

A teoria apresentada por Reissner (1944) fornece um sistema de equagoes diferenciais
que pode ser condensado a uma equacao diferencial de sexta ordem, que satisfaz as trés
condicoes de contorno ao longo das bordas, ao invés de apenas duas, como estabelece a
teoria classica de Kirchhoff. J& a teoria proposta por Mindlin (1951) teve como base as
equagoes de equilibrio da teoria de elasticidade tridimensional para um corpo em movimento,
considerando-se o efeito da inércia rotatéria e da vibragao devido ao cisalhamento. As tensoes
foram obtidas assumindo constantes as distorcoes que ocorrem na espessura. O sistema de
equacoes diferenciais também é condensado em uma equagao diferencial de sexta ordem e

satisfaz as trés condicOes de contorno requeridas.

Com o avango das pesquisas e da tecnologia, o computador permitiu a manipulacao de
teorias mais precisas de mecanica estrutural, podendo-se considerar as mais diversas hipoteses
para o comportamento do material constitutivo, carregamentos estaticos ou dinamicos, dife-
rentes condigoes de vinculagao e as mais diversas formas da estrutura. Dentre os métodos
numéricos para analise de problemas de engenharia, os mais difundidos sdo: o método das
diferencas finitas (MDF), o método dos elementos finitos (MEF) e o método de elementos de
contorno (MEC).

O método das diferengas finitas foi o primeiro método de tratamento numérico dos pro-
blemas de engenharia formulado em bases matematicas consistentes e usado em um grande
ntimero de trabalhos. Conforme apresentado por Southwell (1946), o conceito bésico do
método consiste na transformacao das equacoes diferenciais que governam o problema fisico

em um sistema de equagoes lineares pela aplicacao de operadores diferenciais.

O método dos elementos finitos (COOK, 1995) é, atualmente, o método numérico mais
utilizado para analise de problemas mecanicos. Por ser um método de dominio, isto é, as
equacoes de equilibrio e compatibilidade de deslocamentos devem ser escritas para todos os
pontos da estrutura, ele possui desvantagens para andlises de casos de sélidos considerados

infinitos, como é o caso de muitos problemas actsticos e de solos.

O método dos elementos de contorno é mais apropriado para a modelagem de dominios
infinitos, uma vez que nao se faz necessaria a discretizagdo do dominio, eliminando-se as-

sim possiveis pertubacoes causadas por tais discretizacoes, além da reducao do nimero de



variaveis do problema. O método é formulado usando-se equagdes integrais no contorno.
Esta caracteristica faz com que sua formulagao se apresente em uma dimensao menor que a
do problema real. Por exemplo, nos problemas de duas dimensoes a andlise recai sobre seu

contorno uni-dimensional.

Neste trabalho sera apresentada uma analise de placas de materiais compdsitos usando

o método dos elementos de contorno.

1.1 Revisao Bibliografica

As tentativas de se desenvolver modelos analiticos para a representacdo do comporta-
mento das placas iniciou-se em meados de 1800 com trabalhos desenvolvidos por Sophie
Germain, Lagrange e Poisson (PILKEY; WUNDERLICH, 1994). As equagoes integrais sao co-
nhecidas desde o século XIX e foram aplicadas a teoria da elasticidade pela primeira vez por
Betti (1872) e Somigliana (1885) que apresentou trabalhos para elasticidade plana. Fredholm
(1903) publicou um trabalho sobre a aplicacao das equagoes integrais dos problemas poten-
ciais em um contorno dividido em partes, sendo as funcoes de densidade aproximadas por
funcoes ficticias. A estas aproximacoes para as funcoes de densidade por funcoes ficticias
dé-se o nome de formulagao indireta. Kupradze (1965) apresentou a primeira formulagao dos
chamados métodos dos elementos de contorno utilizando equacoes integrais cujas variaveis
envolvidas nao eram as varidveis fisicas do problema estudado (elementos de contorno indi-
reto). Rizzo (1967) apresentou o método na sua forma direta. O MEC discretiza o contorno
em segmentos, onde as varidveis nodais sao aproximadas por fungdes interpoladoras (fungoes
de forma). Cruze (1969) inicialmente utilizou a fungao de forma constante, introduzindo
posteriormente a funcao de forma linear para problemas de elasticidade tridimensional. Da
mesma forma Ricardella (1973) utilizou elementos lineares para problemas bi-dimensionais.
Posteriormente, Lachat (1975) desenvolveu elementos com fungoes de forma de ordem supe-
rior. A partir de 1978, apareceram as primeiras formulagoes diretas para placas baseadas nas
hipéteses de Kirchhoff, tais como as apresentadas por Bezine (1978) e Stern (1979). Estas
formulacoes sao chamadas diretas porque expressam deslocamentos e forcas de superficies
de pontos do contorno do sélido como variaveis que possuem significado fisico imediato. O
MEC teve um grande crescimento desde entao, tornando-se, nos dias atuais, aplicdvel a véarios

problemas praticos de engenharia.



A andlise de flexao em placas usando o MEC tem atraido a atenc¢ao de muitos pesqui-
sadores durante os ultimos anos, provando ser uma técnica adequada para esse campo de
aplicacoes. Solucoes de equagoes integrais de contorno indiretas de problemas de flexao de

placas de Kirchhoff foram apresentadas por Altiero e Sikarskie (1978) e Tottenham (1979).

O primeiro artigo sobre as andlises de elementos de contorno para placas espessas, uti-
lizando a formulagao de Reissner, foi apresentado por Weeén (1982), o qual usou o método
de Hormander para a derivagdo da solucao fundamental. Depois do trabalho de Weeén,
muitos outros foram apresentados sobre a andlise de flexao de placas espessas, a maioria
usando o modelo de Reissner. Dentre estes trabalhos podemos citar Karam e Telles (1988),
Long, Brebbia e Telles (1988), Katsikadelis e Yotis (1993) e Yan (1995). Barcellos e Silva
(1989) apresentaram uma formulacao similar a de Weeén (1982) para o modelo de placas de
Mindlin. Sua formulacao difere da formulacao de Reissner na constante chamada fator de
cisalhamento. Westphal e Barcellos (1990) discutiram a importancia de negligenciar termos
na soluc¢ao fundamental derivada por Weeén (1982). Eles concluiram que estes termos nao

tem efeito nos resultados, e representam um movimento de corpo rigido.

Barcellos e Westphal (1992) mostraram como transformar a solu¢ao fundamental de Reis-
sner na solucao fundamental de Kirchhoff, atribuindo zeros para partes do integrando que
representam as deformacoes de cisalhamento. EL-Zafrany, Debbih e Fadhil (1994) apresen-
taram uma aproximacao simplificada para a derivacao da equagao integral de contorno e da
solugao fundamental para flexao de placas espessas de Reissner. Expressoes explicitas para
parametros da solucao fundamental, apropriados para placas com formas arbitrarias, sao de-
rivadas usando transformada de Hankel. Palermo-Jr. (2000) estudou a resposta harmonica
de placas usando a solucao no dominio da frequéncia em conjunto com a equacao integral de
contorno direta para o modelo de Mindlin. Marczack e Creus (2002) propuseram um trata-
mento numérico para as integrais com singularidades fracas e fortes da formulacao de placas
espessas isotrépicas. Neto e Paiva (2004) apresentaram uma formulac¢ao de placas para o
MEC onde trés equacgoes de contorno sao usadas: uma para o deslocamento transversal w
e para as outras duas derivadas normais g—fj e tangenciais %—ZJ. O deslocamento transversal
w foi aproximado, neste trabalho, por um polinémio cubico e, como consequéncia, %—Z por
uma aproximagao quadratica. Esta formulagao possui os mesmos graus de liberdade da for-

mulagao de placa espessa de Reissner, embora nao leve em conta o efeito da deformacao por

cisalhamento ao longo da espessura.



Shi e Bezine (1988) apresentaram uma anélise de elementos de contorno para problemas
de flexao de placas usando as solugoes fundamentais proposta por Wu e Altiero (1981) baseado

na teoria de flexao de placas de Kirchhoff.

Existem poucos trabalhos sobre o MEC para placas e cascas ortotropicas ou anisotropicas
que levem em conta o efeito da deformacao por cortante. Wang e Huang (1991) apresentaram
uma solugdo fundamental para placas ortotrépicas considerando este efeito. Em Wang e
Schweizerhof (1996b) essa formulacao foi estendida para laminados compésitos. Wang e
Schweizerhof (1996a) apresentaram uma formulagao para analise estdtica de cascas abatidas

de laminados ortotropicos moderadamente espessas.

O efeito das deformacao por cisalhamento em cascas foi analisadas usando o MEC por
Wang e Schweizerhof (1997) com a solu¢ao fundamental numérica proposta por Wang e
Schweizerhof (1995). Rajamohan e Raamachandran (1999) propuseram uma formulacao onde
as singularidades foram evitadas pela colocacao do ponto fonte fora do dominio. Paiva, Sollero
e Albuquerque (2003) apresentaram um tratamento analitico para as integrais singulares e
hipersingulares da formulagao apresentada por Shi e Bezine (1988). Recentemente, Wen e
Aliabadi (2006) apresentaram uma formulagao para deslocamentos descontinuos para placas
ortotrépicas trincadas, segundo a teoria de Reissner. Albuquerque et al. (2006) apresen-
taram um método para transformar integrais de dominio em integrais de contorno a partir
da formulagao apresentada por Shi e Bezine (1988). Em Albuquerque, Sollero e Paiva (2007),
esta formulagao foi expandida para problemas dinamicos. Recentemente foi implementada
uma formulagao de elementos de contorno que utiliza a formulagao de Reissner e que integrais
de dominio devido a forcas distribuidas sao transformadas em integrais de contorno usando

o método da integracdo radial (GOUVEA; ALBUQUERQUE; PALERMO-JR., 2008).

1.2 Objetivos e hipdteses
Usando o método dos elementos de contorno, os objetivos deste trabalho sao:

e Apresentar uma andlise de placas de laminados compésitos sem considerar a deformacao

por cisalhamento na dire¢ao transversal (teoria cldssica).

e Apresentar uma formulacdo alternativa, de trés parametros, para placas, segundo a

teoria cléssica .



e (Calcular deslocamentos, momentos e tensdes em placas de laminados compédsitos se-

gundo a teoria classica.

e Apresentar uma formulacao de placas ortotrépicas onde o efeito da deformacao por

cisalhamento na direcao transversal é considerado.

As hipdteses adotadas sdo:

Problemas estaticos.

Materiais anisotrépicos lineares.
Quando a analise tratar de compdsitos laminados, as seguintes hipdteses também sao

adotadas:

e As laminas encontram-se perfeitamente coladas umas as outras, ou seja, nao hé deslo-

camento relativo das duas superficies que compoe a interface entre duas laminas.

O laminado é simétrico, o que implica na existéncia de um plano médio de simetria.

1.3 Descricao do presente trabalho

Este trabalho é composto de 6 capitulos. No capitulo 2 sao apresentadas algumas con-
sideracoes em que se baseiam as teorias de flexao de placas anisotrépicas segundo a teoria
classica. Neste capitulo também é feita uma breve descricao dos materiais anisotrépicos e
dos materiais compdsitos. No capitulo 3 é descrita a formulagao de elementos de contorno
para placas anisotrdpicas segundo a teoria cldssica. E obtida a equacao integral de con-
torno e também a solucao fundamental anisotropica. E mostrado o tratamento das integrais
analiticas e numéricas e os tipos de elementos de contorno usados. Neste capitulo sao também
calculadas as tensoes nos pontos internos e em pontos do contorno de placas de compdésitos
laminados. No capitulo 4 é descrita a formulacao de elementos de contorno para placas de
trés parametros segundo a teoria classica. Sao apresentados resultados para o deslocamento
transversal de diversos problemas. Estes resultados sao comparados com resultados da litera-
tura e também com a formulacao de dois parametros apresentados no capitulo 2. No capitulo
5 é apresentada a teoria de flexdo para placas ortotrépicas levando-se em conta os efeitos da

deformagao por cortante e considerando uma funcgao linear para o campo de deslocamentos
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ao longo da espessura (teoria de primeira ordem para placas com os efeitos da deformagcao
por cortante) e abordada a teoria de Mindlin e sua solugao fundamental. E calculado o des-
locamento transversal que sao comparados com resultados da literatura. No capitulo 6 sao
apresentadas as conclusoes finais sobre as formulacoes desenvolvidas ao longo do trabalho e

também propostas para trabalhos futuros.



2 Teorita Classica de Flexao em
Placas Anisotropicas

2.1 Introducao

Uma placa é um elemento estrutural definido por duas superficies planas e paralelas
(Figura 1) onde as cargas sao transversalmente aplicadas. A distancia entre estas duas
superficies define a espessura da placa, a qual é pequena quando comparada com as outras

dimensoes da placa.

Considerando as propriedades do material, uma placa pode ser anisotrépica, com dife-
rentes propriedades em diferentes direcoes, ou isotrépica, com propriedades iguais em todas
as diregoes. Dependendo de sua espessura, uma placa pode ser considerada fina ou espessa.
A teoria de placas finas nao leva em conta os efeitos da deformagao por cisalhamento e
¢ conhecida também como teoria classica de flexdo de placas. Ja as teorias para placas
espessas levam em conta este efeito e por isso sao também conhecidas como teoria de placas
deformaveis por cisalhamento. Neste trabalho serd desenvolvida a formulacao para placas

finas anisotrépicas e espessas ortotropicas.

A teoria classica de flexdo em placas anisotrépicas estd baseada nos seguintes pressupos-

tos:

1. Segoes retas, que no seu estado nao deformado sdo normais a superficie média, conti-

nuam retas e normais a superficie média deformada depois de aplicado o carregamento.

2. A tensdo normal o, na secéo transversal paralela ao plano médio é nula.



Figura 1: Placa Fina, (TORSANI, 2007).

2.2 Relacoes basicas para placas anisotrépicas

Considere um elemento de placa seguindo os pressupostos ja definidos. A Figura 2 mostra
este elemento com um estado de tensoes agindo nele e uma forca distribuida aplicada em sua
superficie. Integrando as componentes de tensao ao longo da espessura da placa pode-se

definir os momentos e forcas de cisalhamento (Figura 3):

t/2

M, = / o,2dz, (2.1)
J—t/2
t/2

M,, :/ oy2dz, (2.2)
—t/2
t/2

M,, :/ Tey2dz, (2.3)
—t/2
t/2

My, = /_t/2 Tye2dZ, (2.4)
t/2

0, = / Tondz, (2.5)
—t/2



Figura 2: Tensoes em um elemento de placa, (TORSANI, 2007).

Qy = ./t/Q Tyzdz- (26)

Do equilibrio de forgas e momentos, pode-se escrever:

0Q, | 9Qy

= 2.
OM,,  OM,,

— e =Y, 2.
o oy Q:=0 (2.8)
OM,, OM,,

_ = 0. 2.
oy " ox @=0 (2.9)

Resolvendo as equagoes (2.8) e (2.9) para @, e @Q,, respectivamente, substituindo na

equacao (2.7) e considerando a simetria de momentos (M, = M,,), tem-se:
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y

Figura 3: Forcas e momentos em um elemento da placa

0?M,, N 282Mxy N 0*M,,
0x? 0xdy 0y?

=—g. (2.10)

Considere as posicoes inicial e final de um elemento da placa dado por abed paralelo ao
plano médio com lados ab e ad paralelos aos eixos x e y, respectivamente, a uma distancia z

do plano médio (Figura 4).

Assumindo que, durante a flexdo da placa, os pontos a, b, ¢ e d, movem-se para a’, I/,
c e d', chamando as componentes de deslocamento do ponto a nas dire¢des = e y de ugy e vy

(Figura 4), respectivamente, o deslocamento do ponto b na dire¢ao = é dado por:

ou
b —b, =u, + —dx. 2.11
. U +83; x ( )

Entao, o incremento do comprimento dz na direcao x é dado por:
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vo+—dy

v0+—dx

uo+—dy
YN / oy
7y '
2 d C
A
dy b’
uo 4.
< =k
Vo
Y y
a b
P dx e
\ u0+—dx

>

Figura 4: Deformacao em um elemento da placa.

Adr =

e a deformacao na direcao x é dada por:

Ex =

Da mesma forma, pode-se escrever:

€z
Vay

’YI z

Adx
dx

ou
%dm,
_Ou
e
ov
oy’
ow
9
Ju  Ov
dy = Ox’
Jw Ou
dr | 0z
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(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)



vy — 3w+8v (2.18)

oy 0z
A Figura 5 mostra as posigoes inicial e final de uma secao da placa, paralela ao plano
Tz, que contém os pontos a, b, ny e ny. A rotacao do elemento ang, inicialmente na posicao
vertical, é igual a %’: (Figura 5). Entao, o deslocamento do ponto na dire¢do x, a uma

distancia z da superficie média pode ser escrita como:

ow
= —z—. 2.1
u Zo (2.19)

o
oz |-

=

Figura 5: Posicoes inicial e final de um elemento de placa.

i

Seguindo um procedimento similar, o deslocamento de um ponto na dire¢ao y é dado por:

v=—z—. (2.20)

Substituindo as equagoes (2.19) e (2.20) nas equagoes (2.13), (2.14) e (2.16), pode-se

escrever:
0w
Exr = —Zw = ZRKg,
0w
Ey = —Zaiy2 = ZKy,



0w
0x0y

Yoy = —2z = ZRgy, (221)

onde K, Ky € Kgy S0 as curvaturas da placa dadas por:

82
K Y
_ 52

Ry p=—3 2w (2.22)
9w
Ray 28z6y

2.3 Materiais Compositos

Os materiais anisotrépicos apresentam duas caracteristicas interessantes. Se por um
lado o grande numero de varidveis e constantes elasticas necessarias para descrever o seu
comportamento dificulta sua andlise, por outro essas mesmas variaveis dao varias opcoes para
a otimizacao do elemento projetado. As propriedades mecanicas podem ser maximizadas em
determinadas direcoes, justamente aquelas que estarao sujeitas as maiores solicitagoes, sem

um aumento significativo de peso.

Embora a maioria dos materiais apresente algum grau de anisotropia, ela pode, em muitos
casos, ser ignorada por nao ser relevante para uma determinada aplicagao. O exemplo mais
importante desse comportamento é o aco laminado, no qual é notada uma resisténcia a tracao
ligeiramente maior na direcao de laminacao. Na maioria das aplicacoes essa diferenca nao
é importante, porém em outras ela pode ser determinante. O exemplo mais conhecido de
material anisotrépico é, sem duivida, a madeira com seus veios, cuja direcao determina onde

tera maior resisténcia e maior rigidez.

2.3.1 Material compdsito laminado

Os materiais compdsitos sao aqueles constituidos por duas ou mais fases bem definidas,
geralmente com propriedades mecanicas bastante distintas. As duas fases sempre presentes
sao a matriz e o reforco. A matriz é um material homogéneo que tem a finalidade de aglu-
tinar as fibras ou particulas do material de reforco. O material de reforco tem a funcao de
aumentar a resisténcia mecanica do elemento. O reforgo pode estar na forma de fibras cur-

tas, fibras longas ou de particulas. As fibras curtas e particulados sao largamente utilizados
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como reforco em materiais termoplasticos injetados. Nestes materiais sao acrescentados prin-
cipalmente fibras de vidro picadas e talco industrial para aumentar a rigidez e a resisténcia
mecanica dos componentes injetados. Nestes casos buscam-se geralmente um comportamento
isotropico e o controle da direcao preferencial das fibras é quase nulo. As fibras longas, por
sua vez, sao usadas com matrizes de resinas termofixas como o poliéster e epoxi. Os mate-
riais compdsitos com refor¢o de fibras longas permitem um maior controle das propriedades
mecanicas anisotropicas pelo direcionamento das fibras e sua proporc¢ao na composicao do
material. Normalmente este material é constituido de varias camadas, que sao as laminas,
nas quais as fibras possuem uma tnica direcao. Por serem formados por varias laminas, estes

materiais sdo conhecidos como compoésitos laminados (Figura 6).

2.3.2 Equacgao constitutiva do laminado

Como apresentado por Agarwal e Broutman (1990), as tensoes em cada lamina podem

ser calculadas a partir das deformagoes como segue:

O €a
oy = Q] ey (s (2.23)
Ty 7wy
onde a matriz Q, é dada por:
Q, =T7'Q T ™. (2.24)

A matriz de transformacao T é dada por:

T= n:> m? —2nm |, (2.25)

sendo, m = cosf e n = sinf.

A matriz das constantes elasticas Q é dada, em termos das constates de engenharia, por:
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Er virEr
l-vprvrrn  l-viprvrrn

_ v E: E
Q= | gt 0| (2.26)
0 0 Grr

onde: Ep é o médulo de elasticidade longitudinal (na dire¢ao das fibras), Er é o médulo de

elasticidade transversal (ortogonal as fibras), Gpr é o médulo de cisalhamento no plano da

Er

lamina, v é a razao de Poisson principal e vy = VLT Er - Os subscritos L e T referem-se

respectivamente as diregoes longitudinal e transversal a direcao das fibras.

As tensoes nas direcoes longitudinal e transversal do reforco com fibras podem ser calcu-

ladas por:

gy, [
or ¢ =T{ o, v (2.27)
TLT Ty

Integrando ao longo da espessura (Figura 6) as equagoes (2.1), (2.2) e (2.3), obtém-se:

n k
M, = kzl/hk o, ¢ zdz (2.28)
Mxy - Ty L

Usando-se as equagoes (2.23) e (2.21), a equagao (2.28) pode ser escrita para um laminado

€OMmo:
M, N . Qu Qi Qe Kz
k _ _ _
M,, :]; /hk_1 Q2 Q2 Q% Ry 2 dz ) (2.29)
sz - Qe Q26 Qos k Ray
ou
M, Dy Dy Dig Ky
My, ¢ =1 D1z Dy Do Ky (s (2.30)
M,, D1 Dys  Degs Ky
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onde

Dy = 33 (@y), (- h). 2.31)

Fibras

Matriz

Figura 6: Composito laminado com quatro laminas, (TORSANI, 2007).

e hy é a distancia do plano médio do laminado até a interface & (Figura 6). A equagao (2.30)

pode ser escrita, na forma expandida, como:

0w 0w 0w

My, = _<D118 3 +D128 5 +2D168 P >
0*w O*w 0*w

M, - — (Duax2 + D'y 3+ 2Dy ) (2.32)
0w 0w 0w

My = — (Dlﬁa 5 +D268 5 +2D666xa )

Substituindo as equagoes (2.32) nas equagoes (2.8) e (2.9), pode-se escrever:
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Pw BPw Aw Pw
Q. = — {Dllax3 + SDIGM + (D12 + 2D66)W + D%ay?’} )

Pw PPw OPw Pw
Q, = — {Dw@x?’ + (D12 + 2D66)m + 3D26W + D228y3:| .

(2.33)

A equagao (2.10) pode ser reescrita, usando as equagoes (2.32), como (LEKHNITSKII,
1968):

0*w 0*w 0*w 0w 0w
Dy —— +4Dyg—=——— +2(D 2D¢6) === + 4D D =g. 2.34
15 + 46 050y +2(D12 + 66)8x28y2 + 4D2 020y + Do oy g (2.34)
A equagao (2.34) pode ser integrada no plano caracteristico complexo
z=x+ uy, (2.35)

w=d+ e,

onde d e e sao as partes real e imagindria de pu, respectivamente. Usando a equacao (2.35) e

considerando as forgas de corpo nulas, a equagao (2.34) pode ser escrita como:

*w
ot [ Duypr* + 4D1gp® + 2( D1z + 2Dge)u? + 4Dagpt + Daa| = 0. (2.36)

A solugao geral para w na equagao (2.34) depende das raizes pq, e, fi1 € iz da equacao

caracteristica dada por:

D22M4 + 4D26,u3 + 2(D12 + 2D66)N2 + 4D16,u + D11 =0, (237)

cuja validade é condic¢ao para a existéncia de solugdes nao triviais da equagao (2.36).

As raizes desta equagao, como mostrado por Lekhnitskii (1968), sao sempre complexas

para materiais homogéneos. As raizes complexas p1 = di +eqi e jo = do + €97 s@0 conhecidas
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como parametros complexos de deflexdao. Em geral, estas raizes sao numeros complexos

diferentes.

Uma expressao geral para a deflexdo tem a forma:

1. no caso de parametros complexos diferentes (p # p2):

w = w, + 2Re[w;(z1) + wa(22)]. (2.38)
2. no caso de parametros complexos iguais (1 = p2):
w = w, + 2Re[w;(21) + Z1we(21)]. (2.39)

onde wy é uma solucdo particular da equagao (2.34) que depende da forga distribuida g nas
superficies da placa, w(z1) e wa(z2) sdo fungdes analiticas arbitrarias de varidveis complexas

Z1 =T+ 1Y € 2o = T + [a2y.

Baseada nas equagoes (2.32) e (2.33), podem ser obtidas expressoes gerais para forcas e

momentos como (para o caso iy # f2):

M,, = M2, —2Re[piw"(z1) + paw”(22)],

M, = Mg, —2Re[qw”(z1) + gaw”(z2)],

My, = M;, —2Re[riw"(21) + row”(2)],

Q: = QF —2Re[ps1w” (z1) + pasaw” (22)],

Qy = Q —2Re[s;w"(21) + saw™ (22)]. (2.40)

0 0 0 o 0 ox - ~
onde M, M, , M, Q, e (), sao momentos e forgas cisalhantes correspondentes a fungao

wy calculada pelas equagoes (2.32) e (2.33). As outras constantes sao dadas por:
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p1 = Diy + Diopi] + 2D16pa, p2 = D1y + Diopi3 + 2D16pia,

q1 = Do + Dogpi? + 2Dog i, qa = D1y + Dapis + 2Dogin,
r1 = D + D26/~L? + 2Dgg 11, p2 = Dig + D26M3 + 2Degg 2,
Dll 2
51 = m +3D16 + Dig + Dggpir + Dagspt, (2.41)
1

D
9 = —% 4+ 3D+ Dy + Degpta + Dogpis,

2
b1 P2
S1—T1 = —, Sg — Ty = —,
M1 M2
$1+ 711 = —q1pa, So + 1o = —Qqaflo.

Expressoes similares podem ser obtidas para o caso isotropico, onde p; = po. Contudo

estas expressoes nao serao apresentadas neste trabalho.

2.4 Calculo da matriz de rigidez de flexao em uma
direcao arbitraria

Considerando que as constantes de rigidez a flexdo de uma placa em um sistema de
coordenadas , y, z sao dadas por D;;(i,7 = 1,2,6) e em um sistema de coordenadas z’, v/,
2, rotacionado « com respeito ao primeiro sistema de coordenadas, sao dados por ng(i, ] =
1,2,6), as equagoes relacionando estas constantes, como mostrado por Lekhnitskii (1968),

sao dadas por:

D', = Dy cos* o+ 2(Dig 4 2Dgg) sin? o cos? o + Doy sin? v +
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2(Dj cos® a + Dog sin® ) sin 2a, (2.42)
Dl = Dy sin o + 2(Dyg + 2Dgg) sin® avcos® o + Doy cos® o +

2(Dgsin? o + Dog cos? ) sin 2, (2.43)
D'y = D1y + [Dyy + Doy — 2(Dyy + 2Dgs)] sin® o cos? o +

(Dag — D) cos 2arsin 2« (2.44)

Djys = Dgs + [D11 + Doy — 2(Dyy + 2Dgg)] sin® o cos® o +

(Dgg — D1g) cos 2 sin 2a, (2.45)
Dig = %[DQQ sin® o — Dy cos® a + (D1 + 2Dgg) cos 2a] sin 2ar +

Dy cos® a(cos® o — 3sin® ) + Dyg sin® a(3 cos® a — sin® a), (2.46)
Dy = %[Dgg cos® a — Dyy sin? a + (Dyy + 2Dgg) cos 2a] sin 2a0 +

Dy sin® a(cos® a — 3sin® @) + Do cos® a(3 cos® a — sin” ). (2.47)

As componentes de tensdo o, e T,, tensoes normal e cisalhante, respectivamente, estao

relacionadas com as tensoes o, 0, € T,, por:

O, = 0,C08°a+ ay sin? o + 27,y sinaccos v, (2.48)

Tos = (0, —0,)sinacosa + 7,,(cos? a — sin® a). (2.49)
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As componentes do momento fletor e da forca cortante podem ser escritas explicitamente

no sistema ns como:

M,, = M,,cos’a+ M,, sin? o + 2M,, sin a cos a, (2.50)
M,, = M,,sin®>a+ My, cos’ a — 2M,, sin o cos a, (2.51)
M,, = (M,, — M,,)sinacosa + M,,(cos® a — sin®a), (2.52)
Qn = Qucosa+ Qysina, (2.53)
Qs = Qycosa—Q,sina. (2.54)

Com o objetivo de resolver a equagao diferencial da placa dada por (2.34), é necessario
a imposicao das condicoes de contorno para o deslocamento w e sua derivada g—i‘;. Kirchhoff
(1850) mostrou que as condigoes de contorno da forga cisalhante @),, e momento volvente M,

podem ser escritas como uma tnica condicao dada por:

a-1\4715
0s

Vi =Qn+ (2.55)

A outra condi¢ao de carregamento no contorno é o momento M,,,.
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3 O Método dos FElementos de
Contorno para Flexao em Placas
Anisotropicas

3.1 Introducao

Neste Capitulo é desenvolvida a formulagao dos elementos de contorno para o tratamento
de problemas de elasticidade plana em materiais anisotrépicos considerando a presenca de
forcas de corpo genéricas. As integrais de dominio, provenientes do carregamento distribuido,
sao transformadas em integrais de contorno usando o método de integracao radial (PAIVA,
2005).

3.2 Equacao integral de contorno

Usando o teorema de Betti (BETTI, 1872), pode-se relacionar dois estados de tensao-

deformagao de um material linear como (PAIVA, 1987):

/Qo-rjgide:_/g;UijE;de. (31)

Escrevendo o lado direito da equagao (3.1) na notagao de von Karman, tem-se:

/Q oijf«:;-kde = /Q (sz«:; + aysz +o.65+ Txy’}/;y + TuoVo, + Tyﬂ;‘z) dQ). (3.2)

Desconsiderando as tensées normais a superficie média da placa, a equacao (3.2) é escrita

CO1mo:
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Figura 7: Sistema de coordenadas (n, s) normal e tangente ao contorno T'.

/Qaijsjde = /Q (%5: + oye;, + T$y7;y) ds). (3.3)

Substituindo as equagoes (2.23) e (2.21) na equagao (3.3), pode-se escrever o primeiro

termo da integral no lado direito da equagao (3.3) como:

2 2 2 2, % 2
/axe d) = / (Dua Y2 op -M> 0w 1 — —/ %0, (34
Q Q

Iy 920y | 0x2 e

A equacao (3.4) pode ser escrita como:

.0 0 ow* ow* OM,,
/Q petd() = — /Q [ax (Mm - ) - }dQ. (3.5)
Do teorema geral de Gauss, tem-se (Figura 7):
af
(?xdmdy = /chos adl, (3.6)
of B y
o 9y —dxdy = /rf sin adI". (3.7)

sendo f uma funcao genérica, continua em (2.

Usando o teorema de Green (GREEN; ZERNA, 1968), a equagao (3.5) pode ser escrita

CO1mo:

/ gptd = — / Mm W cos adl + / Ow” O ey (3.8)
ox or Ox
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O segundo termo do lado direito da equagao (3.8), pode ser escrito como:

M.\ LM,
/ane 40 = — /Mm cosozdF+/{ (w o >—w o }dQ. (3.9)

Depois, usando o teorema de Green, pode-se escrever:

/crxg dQ) = /( Cosa—i—w P cosa> ' — /w 922 ds). (3.10)

Seguindo um procedimento similar, pode-se mostrar que:

M 2
/ays dQ) = /( y 8 51na+w aay‘yysina) dF—/Q aayyde (3.11)

*

) My
/sz%de /< Iy@@w cos o — szagv sin o + w* 88xysma

OM,, 920,
I ar — [ 2020, 12
+w By cosa> 2wt By (3.12)

Assim, a equagao (3.3) é escrita como:

ow* ow* w*
/QJZJE dS) = —/F (M”ax cosa + My, 8 sin o + My, 8 CoSs «v
ow* oM, oM, oM, oM,

M,,—— si r / * . oz 2y ) g Yy T gD

+Myy o 51na>d + Fw Kcosa g + By ) (sma By + o )}d
0?M. 0*M. 0?M,

— * 42 My Y\ dQ. 1

/Qw ( oz 00y * dy? > (3.13)

Substituindo as equagoes (2.8), (2.9) e (2.10) e usando a equagao (2.53), a equagao (3.13)
pode ser escrita como:

* * *

0 0
/QO'ZJE dQ——/F(Mm(;:}Ecosa—i-Myy (;Z sina + M. CoSs &

;Z?ya
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+Aﬂwawﬂna)df+:/uﬁ@nﬂ7+l/guﬁﬂl (3.14)
ox r Q

Da relagao entre dois sistemas de coordenadas (z,y) e (n, s) tem-se:

ow*  ow* B ow* |
5 = 5, 5~ s,
ow*  Jw* ow*
= i . 1
a9y 5, Snat+ —-cosa (3.15)

Substituindo as equagoes (3.15) na equagao (3.14) tem-se:

/Qal-jejjdﬂ =— /F [Mm cos o (881;; cosa — 8{;1; sina)

* *

+M,, sin « (8117)1 sin o + s

ow* . ow*
cosa | + My, cosa | ——sina + Cos «
on Os

*

+ My, sin o <8w cosa — ou sinoz)] dl’ + / w*Qndl’ +/ gqu*dsQ. (3.16)
r Q

on Js

Depois de algumas manipulagoes algébricas, a equagao (3.16) pode ser reescrita como:

8 *
/Qaijs;‘de = — /F { v (Mm cos® a + M,, sin? o + 2M,, sin a cos a)

on
—I—% [M (0082 o — sin® a) + (M, — M,,) sin « cos a} ar
s zy vy Tz
+ [ wQuar + [ guras. (3.17)
r Q

Substituindo as equagoes (2.50) e (2.52) na equagao (3.17), tem-se:

. ow* ow* . .
/QUz*jé‘ide = —/F (M"”an + Mmg — Qnw ) dl' + /ng dQ. (3.18)

Calculando o segundo termo da primeira integral do lado direito da equagao (3.18), tem-

se:
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z
Y
\\\ mn
“\NI'=s B
h / Mnsl
e
n My,

Figura 8: Canto 7 da placa e os momentos antes e depois a este canto.

re OM,

r 0Os

/ 0, 2 ar = aa w*dr, (3.19)
r Js

1N}

onde I'y e I'y sdo as coordenadas dos extremos do contorno onde a integragao estd sendo

realizada.

No caso de um contorno fechado sem canto, isto é, a funcao que descreve a curva de
contorno e suas derivadas sao continuas, o primeiro termo do lado direito da equagao (3.19)

se anula. No caso onde hé cantos, a equacao (3.19) pode ser escrita como:

ow* Ne oM,
M,——dl' = =) R.w} — " w*dr, 3.20
/F 0s ; iWei r OJs v ( )
onde
R, = MTJ[SZ - M,,., (3.21)

e os termos w,, M}

ns;?

M, sao, respectivamente, os valores de deslocamentos e momentos
depois e antes do canto ¢ da placa, respectivamente, N, é o niimero total de cantos no contorno
(Figura 8) (PAIVA, 1987).

Das equagoes (3.18) e (3.20), pode-se escrever:
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N . ow*  OM,,
/Qaijaide:/F<an —Mnn%—i— 95 )ClF-FZRcﬂUC +/ quw*dSQ. (3.22)

=1

Das equagoes (3.22) e (2.55), tem-se:

X . ow* .
/Qaijgijdg—/r<vnw - My )dr+ZRcl w?, +/ng . (3.23)

Seguindo um procedimento similar aquele usado para obtermos a equagao (3.23), o lado

esquerdo da equagao (3.1) pode ser escrito como:

/ ol = / (V*w Mnnaaw )dFJrZR* we, + / grwds. (3.24)

Substituindo as equagoes (3.23) e (3.24) na equagao (3.1), pode-se escrever:

[ (Vawr = A P wl, + [ gud®

:/ (V*w M:;ng )dFJrZR* wcz—l—/g wdS. (3.25)
r

A equagao (3.25) relaciona dois estados de um material eldstico. Para aplicar esta equagao
para resolver problemas de flexao, precisamos considerar um dos estados como conhecido e
o outro como o estado que queremos analisar. Para obter a equacao integral de contorno, o

estado conhecido é ajustado para que a integral de dominio dada por:

/ g wd§ (3.26)
Q

desapareca. Usando as propriedades da funcao delta de Dirac §(P, q), de forma que g* = 6(P,Q),

a integral (3.26) é escrita como:

[ 8(P.Qu(P)aAP) = w(Q). (3.27)
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onde @) é o ponto onde a carga é aplicada, conhecido como ponto fonte, e P é o ponto onde

a deflexao é observada, conhecido como ponto campo.

O estado correspondente a um material linear sob carregamento de uma funcao delta de
Dirac é conhecido como um estado fundamental e as varidveis da equagao (3.25) relacionadas a
este estado (w*,V* e M) sdo conhecidas como solugoes fundamentais, as quais sao calculadas

analiticamente a partir da equagao diferencial (2.34).

Considerando o estado ”*”como o estado fundamental, a equacao (3.25) pode ser escrita

COmo:

K@+ [ V@ Pu(r) - @P);?PWm+iﬁﬁQHmﬂﬁ

=1

_/[ Q. P) - <>8<@P] +Z&1 (@ P)

+ [ 9Py (Q. Py (3.28)

A constante K é introduzida para considerar que a fun¢ao delta de Dirac pode ser apli-
cada no dominio, no contorno ou fora do dominio. Se a funcao delta de Dirac é aplicada
diretamente em um ponto onde no contorno, entao K = 1/2, se for aplicada no dominio
K =1, e se for aplicada fora vale K = 0, (KANE, 1994).

Ow(P)
on

e forgas cortante V,,(P). Para uma dada condigao de contorno, algumas destas varidveis sao

As variaveis da equagao (3.28) sao deslocamentos w(P), rotagoes , momentos M, (P),
conhecidas e outras desconhecidas. Para termos um niimero de equagoes igual ao niimero de
variaveis desconhecidas, é necessario escrever a equacao integral correspondente a derivada
do deslocamento w(()) em relacdo ao sistema de coordenadas cartesiano fixo no ponto de
origem, isto é, o ponto onde o delta de Dirac do estado fundamental é aplicado. As direcoes
dos eixos deste sistema de coordenadas sao coincidentes com as direcoes normal e tangencial

a0 contorno no ponto de origem.

Para um caso particular onde o ponto fonte é localizado em um ponto onde o contorno é
suave, a equagao de contorno correspondente a derivada do deslocamento é dada por (PAIVA,

1987):
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1 ow(Q) oV oM, ow
5o [ |G Pte) - 2. PG

()] ar(e
#3510 Ppua(P) = [ {1 5@ P) = Ml P) o | G )| far)
Q.P)+ [ otp)2

E importante dizer que é possivel usar apenas a equagao (3.28) em uma formulagao de

P)d). (3.29)

elementos de contorno usando como pontos fontes os nés do contorno e um nimero igual de

pontos externos ao dominio do problema.

3.3 Solucgoes fundamentais para problemas de flexao
em materiais anisotrépicos

A solucao fundamental do deslocamento transversal de placas fletidas é calculado fazendo
o termo nao-homogéneo da equagao diferencial (2.34) igual a uma forga concentrada dada
por uma fungao delta de Dirac §(Q, P) (PAIVA, 2005), (TORSANI, 2007), isto é:

AAw*(Q, P) =46(Q, P), (3.30)

onde AA(.) é o operador diferencial:

Dy oY) , D d'() , 2Di+2De) 9'()

AA() = —_—
( ) D22 8x4 DQQ 83031 D22 81‘28312

LaDe 0000

v (3.31)

Como mostrado por Shi e Bezine (1988), a solucao fundamental do deslocamento trans-

versal é dada por:
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0 (0.6) = ¢ ACR(p.6) + CoRo(p.0) + C3 [S1(0.6) ~ Sa(p O]}, (332

onde

p=(z—x)*+ (y — yo)*]"/?, (3.33)

x e y sao as coordenadas do ponto campo P, xg e 1y sao as coordenadas do ponto fonte @,

0 = arctan J— yo, (3.34)

T — 2,

(dy — dp)* — (] — €3)

C]_ = GHel 3 (335)
_(dy —dy)? + (€] —€3)

Cy = Gle, , (3.36)
B 4(dy — dy)

G = (d—dy)” + (e1 + ), (3.38)

H = (dy —dy)*+ (e — e2)?, (3.39)

d; e e; sao respectivamente as partes real e imaginaria das raizes j; da equagao caracteristica

(2.37),

R, = p° [(COS 0 + d;sin §)” — e? sin® 0}

2
X {log [22 ((0089 + d;sin 0)* 4 €2 sin” 9)] - 3}
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e; sin 6

—4p%;si i ek - 4
p~e;sinf (cos @ + d; sin 0) arctan 050+ dsind’ (3.40)
e
S; = pPe;sind (cosb + d;sinf)
p* 2 2.2
X {log LZ ((0080 +d;sinf)” + e; sin 0)} - 3}
9 N2 9 .9 e;sin 6
+p [(COS@ + di S1n 9) — ei S1n 9:| arctan m (341)

O indice repetido i nos termos de R; e S; ndo implicam em soma. O coeficiente a é uma

constante arbitraria tomada como a = 1.

As outras solucoes fundamentais sao dadas por:

M o= —

nn

(3.42)

Pw* o*w* iy O*w*
ozoy 77 oy

9*w* 9*w* 9*w*
- 4

VEo= =l + by + hs + hy

ox3 0x20y 0x0y? oy?

< Aw* Aw* Aw* 83w*>

=\ hs g o + hy (3.44)

1 L O*w* *w* OPw*
R\ Oxdy oy? -

onde R é o raio de curvatura em um ponto suave do contorno I'. As demais constantes sdo

definidas como:

fl = Duni + 2D16n$ny -+ Dlgnfﬁ (345)

f2 - 2(D16n§ + 2D66nmny + Dgﬁnf}), (346)
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fs

a1

g2

g3

ha

ho

hs

he

hr

Dlgni + 2D267’any + D22n§7
(D13 — Dyy) cosasina + Dig(cos? a — sin® o),
2(Dys — Dig) cos arsin o + 2Dgg(cos? a — sin® @),

2&),

(Dgy — D15) cos asin a + Dag(cos® a — sin
Dyyng (14 n?) 4 2D1gn) — Digngny,
4D1gny + Digny (1 + n?) + 4D66n2 - Duniny — 2D26n$nz,
4Dqygny + Diang (1 + nz) + 4Dggn? — D22nxn§ - 2D16niny,
Doony (14 ni) + 2D26ni — Dlgniny,

(D12 — D11) cos 2ac — 4Dqg sin 20,

2(Dys — D1g) cos 2ac — 4 Dgg sin 2,

(Dgy — D1a) cos 2a — 4 Dqgg sin 2c,

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)

e o é o angulo entre o sistema de coordenadas global xy e um sistema de coordenadas ns

o qual tem seus eixos paralelos aos vetores n e s, normal e tangente, respectivamente, ao

contorno no ponto (). As derivadas da solucdo fundamental do deslocamento transversal

podem ser expressas pela combinacao linear das derivadas das fungoes R; e S;. Por exemplo:

0y? 87 0y? 0y?

=—|C) + s + (5

Pw* 1 O?R, 2R, <a251 a%)}

0y? B 0y?
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As derivadas de R; e S; sao dadas por:

OR;
ox

OR;

O*’R;
0x?

O?R;
0xdy

R,
ox3

R,
0120y

PR,
0x0y?

R,
oy?

2

2r (cos 6 + d; sin 0) {log [7"2 ((cos 0 + d; sin0)* + €2 sin’ 9)
a

e;sinfd

—4re;sinf arctan ————,
! cos @ + d; sin 6

2r [di (cos @ + d;sin ) — e sin 9}

2
X {log [7’2 ((COS 0 + d;sin)® + e sin? 9)
a

—4re; (cos 6 + 2d; sin 0) arctan

a?

e;sinfd
cos +d;sinf’

|-

2
2log { r [(0059 + d;sin#)* + €2 sin? 9} } ,

2
2d; log {;2 [(COS 0 + d;sin6)” + €2 sin* 0} }
—4e; arctan i $in

cos@ 4 d;sinf’

2 (df - e?) log {22 [(COSQ +d;sin)® + ¢? sin? 9} }

e; sin 6

_Sd-e; arctan — oY
iciaretan cosf + d;sinf’

4 (cosf +d;sinf)
r [(cos 0 + d;sin 0)” + €2 sin? 9} ’

4 [d; (cos @ + d; sin ) + e sin 0]
T [(cos 0 + d;sin0)* + €2 sin’ 9} ’

4[(d? — €?)cosf + (dF + e?) d; sin 6]
r [(cos 0 + d; sin6)” + €2 sin* 9}

4[d; (d? — 3e?) cos 0 + (d} — e}) sin 0]

r [(COS 0 + d;sin0)” + €2 sin? 9}
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(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)



'R,
ozt

*R;
0x30y

O*R;
0x20y?

O*R;
Ox0y3

'R,

0S;
ox

dS;
dy

9%S;
ox?

4 [(COS 0+ d;sin ) — e? sin® (9}
r? [(cos 0 + d;sin0)* + €2 sin’ 0}27

(3.68)

4 d;
2 { (cos O + d; sin0)* + e? sin” 0
2¢? sin 6 cos 0 }

[(cos 0 + d;sinf)” + e? sin? 9}

(3.69)

4 (df +€7)
r? ((cos 0 + d;sin0)* + €2 sin’ (9)

B 2¢? cos? 0 (3.70)
[(COS 0 + d; sin0)* + €2 sin 9} ‘|

4 d; (df + ¢})
r? ((cos 0 + d;sin0)* + €2 sin’ (9)

_2@22 cos 8 (2d; cos 0 + (d7 + €7) sin ) } 7 (3.71)

[(cos 0 + d;sin6)” + €2 sin? 9} ’

ey
2 | (cosf + d;sin ) + e?sin? 6

~2€Z cos 0 [(3d? — €F) cos 0 + 2d; (df + €7) sin 6] } , (3.72)

[(COS 0 + d;sin ) + €2 sin? 0}2

2
re; sin f {log {7“2 ((C059 + d;sin0)* + €2 sin? 9)] - 2}
a

e;sind

2 0 + d; sin ) arctan ————
+2r (cos 0 + d; sin ) arc ancos¢9+disin9

(3.73)

2
re; (cos® + 2d; sin 0) {log {7”2 ((cos 0 + d; sin0)* + €2 sin’ 9)] - 2}
a

e;sinf

- .74
cosf 4 d;sinf’ (3.74)

+2r [di (cos@ + d;sinf) — e?sin 9} arctan

e;sin @
2 arctan m, (375)
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028,
0xdy

93S;
ox3

92S;
0x20y

93S;
0x0y?

03S;
oy?

0*S;
ort

01S;

030y

o*S;
0x20y?

0*S;
0x0y3

2
e;log {7‘2 [(cos 0 + d;sin 0)” + €2 sin’ 9} }
a
e;sin

2d; tan ————,
rad; arctan cosf + d; sin 6

2
2d;e; log {T [(cos 0 + d; sin 8)2 + e sin® 9} }

CL2
e; sinf

2 (a2 — ) arctan — S0
+ <Z el)arc ancoseerZ-sinH’

2e; sin 0

r [(cos 0 + d; sin0)” + €2 sin’ 9} 7

2e; cosd

r [(cos 0 + d;sin0)* + €2 sin’ 9} ’

2¢; [2d; (cos 0 + d;sinf) — (d? — e?)sin0)
r [(cos 0 + d;sin ) + €2 sin? 9}

)

2¢; [(3d? — €2) cos O + 2d; (d? + €?) sin 0]
r ((cos 0 + d; sin 9)2 + €2 sin® H}

)

4e;sin 6 (cosf + d; sin 0)
r? [(COS 0 + d; sin0)” + €2 sin? 0} Y

26,‘ 1
2 | (cos @ + d; sin8)* + €2 sin” §

2cosf (cosf + d;sinb)
- [(cos 0 + d; sin6)” + €2 sin? 8} ’ }
4e; cos 8 [d; (cos 8 + d; sin0) + e sin 6]
e [(cos 0 + d; sin ) + €2 sin? 9} L
Ty —
(

72 | (cosf + d; sin 0) + e2sin® 0

+2 (d? + €?) cos 0 (cos 0 + d; sin 0) — 4e? cos? §

[(COS 0 + d;sin)” + €2 sin? 9} ’

36

|

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)

(3.81)

(3.82)

(3.83)

(3.84)

(3.85)



0's;  de d; (d} + €7)
8y4 - 72

B (cos 0 + d; sin0)” + €2 sin® 0

| o8 0 [d; (d? — 3€?) cos 0 + (df — e}) sin 6]

(3.86)
[(cos 0 + d;sin 0)” + €2 sin? 9} ’

Como pode ser visto, as derivadas de R; e S; apresentam singularidades fracas (logr), sin-
gularidades fortes (1/r), e hipersingularidades (1/7?) que precisarao de uma atengio especial

durante sua integracgao.

3.4 Transformacao das integrais de dominio em inte-
grais de contorno para flexao em placas anisotrépicas

Como pode ser visto nas equagoes (3.28) e (3.29), ha integrais de dominio na formulagao
devido a carga distribuida no dominio. Estas integrais podem ser calculadas no dominio por
integracao direta na area €2, (ver Figura 1). Contudo, a formulacao dos elementos de contorno
perde seu principal atrativo que é a discretizacao somente do contorno. Neste trabalho, as
integrais de dominio, oriundas das cargas distribuidas, sdo transformadas em integrais de

contorno por uma transformagao exata, (PAIVA, 1987).

Considere a placa da Figura 1, sob o carregamento g, aplicado em uma &rea §),. As-
sumindo que o carregamento g tem uma distribuicao linear (Az + By + C') na area (2, a

integral de dominio pode ser escrita como:

/Q gutdQ = /Q (Az + By + C)w*pdpd, (3.87)

ou

A quw*dS) = //T(A:E + By + C)w” pdpd®, (3.88)
g 9.Jo

onde r é o valor de p em um ponto do contorno I'.

Definindo F™* como a seguinte integral:
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= /T(A:c + By + C)w*pdp, (3.80)
0

pode-se escrever:

/Q qutdQ) = /0 F*do. (3.90)

Considerando um angulo infinitesimal df (Figura 9), a relacao entre o comprimento do

arco rdf e o comprimento infinitesimal do contorno dI', pode ser escrito como:

o
fﬁé

J

Figura 9: Transformacao da integral de dominio em integral de contorno.

do
cosa = —=, (3.91)
2
ou
o = “ar. (3.92)

r

Usando as propriedades do produto interno dos vetores unitarios n e r, indicados na

Figura 9, pode-se escrever:
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R (3.93)
T

Finalmente, substituindo a equacao (3.93) na equacao (3.90), a integral de dominio da

equagao (3.28) pode ser escrita como uma integral de contorno dada por:

F*
/ gw*dS) = n.rdl’. (3.94)
Q Jr, T
Sabendo que
x = pcosb, (3.95)
e
y = psind, (3.96)

a integral F™* pode ser escrita como:

m 1
= /0 < (Apcost + Bpsind + C) [C1Ry + CaRy + Cs (S1 = $2)] pdp,
(3.97)

onde (', Cy e C5 sao dados pelas equagoes (3.35), (3.36) e (3.37), respectivamente. A equacao

(3.97) pode ser reescrita como:

1 r
o 8—{(ACOSH+Bsin9)/ P2 [CLRy + CoRs + Cy (S1 — S)] dp
0

Y8
+C/O p[CLR, + CoRa + C5 (51 — Sy)] d,o} . (3.98)

Seguindo um procedimento similar para obter a equacao (3.98), o termo de dominio da

equagao (3.29) pode ser escrito como:
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ow*

Yo de, (3.99)
onde
G = /T(AJ: + By +C) Our pdp (3.100)
0 om "
ou
1 . on, |, 0n,
G = & {(Acosﬁ—i—BsmG)/ [C’la + o
051 85'2 8R1 OR, 051 0S5,
(3.101)

Como pode ser visto, as equagoes (3.98) e (3.101) nao sao dependentes de . Por inte-

gragao analitica, pode-se obter:

4

T i in 6
/ Ripdp = T {—16@2- arctan ¢ s
0

]_6 m Sin 9 (COS 9 + dl S11 9)

—7+2log

2

r? (e? sin® @ + (cos @ + d; sin 9)2) ]

a

x |1 —d? + el + (=1+d} — €}) cos 20 — 2d; sin 20 } , (3.102)

o o (0 + a0 i)
; 16 o*
isinf
x sin § (cos 0 + d; sin 0)) + 2 arctan %
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x[14+d? =2+ (1—d? +¢?) cos2«9+2dism29}},

,r.5

o i 3 0
/ Rip*dp = —{ —40e¢;arctan cisim
0 50

s+ dising sin @ (cos @ + d; sin 6)

—17+ 5log e

r? (e? sin? @ + (cos @ + d; sin 9)2)]

X [—1—d?+ef+ (—1—0—d?—e?) Cos29—2disin29}},

—17+ 5log 5

r? (612 sin? @ + (cos 6 + d; sin 9)2) ]
a

pdp = —— < 2¢
/o pap 50 1°¢

x sin @ (cos 0 + d; sin 0) + 5 arctan

e;sin @
cos + d; sin 6

X [1+di2—ei2+ (1—df+e?) c0529+2disin29}},

" Ok, dp = 2—73 —6e; arctan __asind sin 6
0 8:1:p p= 9 ! cost + d;sin
r? (ez2 sin? @ + (cos 6 + d; sin 9)2)
+ | =8+ 3log 5 (cosf +d;sinb) » ,
a

" OR; 273 e;sin 6

‘pdp = “—{—6e;arctan — ————— 0 + 2d; sin 0
0o Oy per 9 { Oe: arctan cos 0 + d; sin 0 (cos +2d;sin6)
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(3.104)

(3.105)

(3.106)



: N2
—8 + 3log " <€? Sl (ZZSQ * disinf) >] [di cosf + (d? - e?) sin@} } ;

(3.107)

+

r 95, 3 r? (€2 sin® 0 + (cos 0 + d; sin §)°
95, pdp = " e; |—8+ 3log ( ( ) ) sin 6
0o Ox 9 a?
+6 arctan __Gsind (cos @ + d;sin0) (3.108)
cosf + d;sinf ‘ ’ ’

—8+ 3log

2

T . 3
aSzpdp _ r{ei

r? (612 sin? 0 + (cos @ + d, sin 9)2)
0o Oy 9

a

e;sinfd

x (cos @ + 2d; sin 0) — 6 arctan cosf + d;sin

d;cosf + (d? — e?) sind
dicost -+ (& - ) snd]}.

(3.100)
"OR; , r e; sin 0 .
. oz prdp = ) {—4ei arctanmsmﬁ
r? (e? sin® @ + (cos @ + d, sin 9)2>
+ | =5+ 2log 5 (cosf + d;sinb) » , (3.110)
a
"OR; r e; sin 6 .
= D! 4 e 2d;
) oy podp 1 { e; arctan cos0 1 d,sind (cos O + 2d; sin )
72 (e2sin? 0 + (cos O + d;sin §)’
+ | =5+ 2log ( ( 5 )> [dmos@%—(d?—e?)sin@} ,
a

(3.111)
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r 9S8 4 72 (e2sin? 0 + (cos O + d; sin §)”
05 pldp = T e; |—5+2log ( ( ) ) sin 6
Jo Ox 8 a?
+4 arctan __Gsinb (cos® + d; sin0) (3.112)
cosf + d; sinf ! ’ '

—5+2log "

r ) 4
aSngdp _ T{ei

r? (ef sin? @ + (cos 6 + d; sin 9)2)
0o Oy 8

a

e;sin @

x (cos @ + 2d;sin 0) + 4 arctan cos® + d; sin 0

[di cos 0 + (df — e?) sin 0}} .
(3.113)

Para casos onde o carregamento g é diferente de uma carga linearmente distribuida, o
mesmo procedimento pode ser aplicado, porém integrando F™ numericamente. Por exemplo,
caso se tenha g = sin(mz) a integral (3.89) é escrita como F* = [i sin(mx)w*pdp que, neste

trabalho, é integrada numericamente.

3.5 Elementos Quadraticos

Como enfatizado por Kane (1994), o passo fundamental para o desenvolvimento do
método dos elementos de contorno é o abandono da aspiragao por uma solucao exata do
problema. Este requisito é substituido por outra estratégia: encontrar uma solucao aproxi-
mada de alta qualidade em um ntumero finito de pontos no contorno do problema, os nés.
Assim, visando aumentar a convergéncia dos resultados para a formulacao apresentada aqui,
foram implementados os elementos quadraticos, os quais s@o os mais simples elementos de
contorno curvo. Neste trabalho sao usados os elementos quadraticos descontinuos para repre-
sentar os elementos fisicos e os elementos quadraticos continuos para representar os elementos

geométricos.

Nos elementos quadraticos, os deslocamentos e forcas podem ser representados como:
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w®

ow (1)
on

w NY oo NP0 NP0 w®
- w®@ (7

on

w®

dw (3)
n

(3.114)

1748Y

n

MY

1 2 3
o [~ 0o NP0 NP0 4% (3115)
My, o NY o NP o NP|]| M2

Ve
M3

nn

onde N, éi) sao as fungoes de interpolacao, ou fungoes de forma, descontinuas dadas por:

N 5(25_?1); (3.116)
= (3042 o
N — §<2§+i>_ (3.118)

¢ é a coordenada adimensional ao longo do elemento (Figura 10). E w(®, g—%’( ), Ve e ME
sao os deslocamentos transversais, as rotagoes, as forcas transversais e os momentos em cada

noé dos elementos, respectivamente.

Nos elementos quadraticos descontinuos, os nds sao colocados em £ = —2/3, £ = 0 e

¢ = +2/3, como mostrado na Figura 10).

A geometria do elemento também pode ser considerada como quadratica e é representada

por coordenadas nodais na forma:
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Elemento
Real

Coordenada Isoparamétrtica

2 3
o ° o
-1 -273 0 273 1 &

Elemento Intrinseco

Figura 10: Elemento quadratico descontinuo, (TORSANI, 2007).

pRey
y
T NO 0 N® 0o NO® 0 2
= ¢ ‘ ‘ , (3.119)
y 0o NO» o NZ®» o0 NO y?
2(3)
y®

onde N sdo as funcdes de interpolacdo para elementos quadraticos continuos, dadas por:

N = %5(5—1); (3.120)
N® = (1-¢); (3.121)
N® = %5(5“), (3.122)
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2@y sdo as coordenadas de cada no.

3.6 Equacao matricial

Com o objetivo de calcular as variaveis de contorno desconhecidas, o contorno I' é discre-
tizado em N, elementos e as varidveis de contorno w, dw/dn, My, e V, sao assumidas com
uma variacao quadratica ao longo de cada elemento. Tomando um né d como o ponto fonte,

as equagoes (3.28) e (3.29) podem ser escritas, na forma matricial, como:

w®D
ow (6:1)
w@ d d d d j\d jd o
Ne hglla) h(l ) h(l ) h(l ) h%) hglé) w(z 2)
5 TN G ) G G ) G | ewD
2 o (@) i=1 | | hat o has o hag” hoit hogt hog o
om w3
Jw (:3)
on
Vn(z',l)
M
i,d i,d i,d i,d i,d i,d i
_ % [ g§1 ) ggz ) g§3 : 9§4 : 9§5 : ggb ) ] V2
o i,d i,d) i,d i,d i,d i,d 3
i=1 951 ) 952 gés ) 954 ) 955 ) 956 ) Mﬁnf)
Vn(i,?;)
Mg

A R A e P
+ , w | + R, (3.123)
i:zl Rg%d) z:zl Cg P(d)

Os termos da equagao (3.123) sao integrais dadas por:

Pl — / NOVEar, hid = / NN ar, (3.124)

Wi = [ NP, hiD = / NP M, T, (3.125)
Iy
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= [ s
Iy

B — / (1)3‘/

Bt = /N(2><9ndF

zd) / ]\/v(3)a ndr

gfi? = [ Nwrar,
Iy

5" = / Ny w*dr
ry;
59— [ NPwrar
ry;

i 0
(d / Nd1) w*
(”l / Nd )8w

i,d) (3 Gw
g§5 / Nd)

(l d) _
wcz’

Rgi,d) — R*

P — / qu*d

sendo o contorno I' dado por:

hisd — / NP ar,

om

hisd — / N "”dF
gggd) / Nzgl 7dF7
n
gi" = / Rk —dF

gled) = / N® —dP

i,d 0 aMrTn
952)_ /1Nd 8m 8 7

924 s d 8m 8n )

gélﬁd) = _/Fi Nd 8?71 a?fsndra
& = s,

Ry = Ot

P9 gggidQ

(3.126)

(3.127)

(3.128)

(3.129)

(3.130)

(3.131)

(3.132)

(3.133)

(3.134)

(3.135)

(3.136)

(3.137)

(3.138)

(3.139)



onde N, é o numero de elementos.

O desenvolvimento das integrais ao longo do elemento na equagao (3.123) requer o uso do
Jacobiano ja que as funcoes de forma sdo expressas em termos da coordenada adimensional
mas as integrais sao resolvidas ao longo do contorno I'.. O Jacobiano desta transformacao é

dado por:

ro = () s () - 100

Assim:

dr, = J(€)de. (3.141)

A equagao matricial (3.123) tem duas equagoes e 6N, + NN, variaveis desconhecidas. Para
se obter um sistema linear solucionavel, o ponto fonte é colocado sucessivamente em cada no
do contorno (d = 1,...,3N,) bem como em cada né de canto (d = 3N, +1,....3N. + N,). E
importante notar que enquanto ambas as equagoes, (3.28) e (3.29), sdo usadas para cada né
de contorno (fornecendo as primeiras 6N, equagoes), somente a equagao (3.28) é usada para

cada canto (fornecendo outras N. equagoes). Entdo, a seguinte equac¢ao matricial é obtida:

H R |[w.,| [¢& C
HII R// W, o G_// C//

onde wy,, contém o deslocamento transversal e a rotacao de cada né de contorno, Vy,, contém

c

{ Vin V. }+{ 1;1’” } (3.142)

a forga cisalhante e o momento torsor de cada nd de contorno, Py, contém a integral de
dominio para cada né de contorno, w,. contém o deslocamento transversal de cada canto, V.
contém a reagao de canto para cada canto, P, contém a integral de dominio para cada canto.
Os termos H', C’; R’ e G’ s@o matrizes que contém os respectivos termos da equagao (3.123)
escritos para os 3 N, nés de contorno. Os termos H', C”, R” ¢ G” sdo matrizes que contém

os respectivos primeiros termos lineares da equacao (3.123) escrita para os N, cantos.

A equacao (3.142) pode ser reescrita como:
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Hw = GV + P, (3.143)

onde

H R

H = , (3.144)
H// R//

W= { Wn } (3.145)

W,

G C

G = , (3.146)
G_// C//

Vbn
V:{ v } (3.147)

le
P _{ b } (3.148)

Aplicando as condigoes de contorno, a equagao (3.142) pode ser rearranjada como:

Ax =D, (3.149)

que pode ser resolvida pelo procedimento padrao para sistemas lineares.

3.7 Tensoes em placas compodsitas laminadas

As laminas de um material compdsito formado por fibras unidirecionais apresentam um
comportamento anisotropico bem definido, cujas propriedades variam com as dire¢oes porém
permanecem constantes em uma dada direcdo. Assim, a resisténcia na direcao longitudinal
as fibras serd a mesma por toda a lamina, bem como a resisténcia na direcao perpendicular
as fibras e na direcdo normal a lamina. Essa caracteristica permite que o fabricante tenha

controle sobre as propriedades da lamina através de poucas variaveis. Quando varias laminas
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unidirecionais sao unidas para formar um laminado, surgem outras variaveis, como o numero
de laminas e o angulo das fibras de cada lamina. O comportamento eldstico de cada lamina

pode ser completamente distinto uma das outras.

3.7.1 Tensao e deformacao de placas compdsitas laminadas

Os laminados sao fabricados para agir como um elemento estrutural tinico. Para atender
a essa condicao, a uniao entre duas laminas do laminado deve ser infinitesimalmente fina
e nao deformavel por cisalhamento para que o deslizamento de umas laminas sobre ou-
tras seja evitado, e para permitir o deslocamento continuo ao longo da uniao (AGARWAL;
BROUTMAN, 1990). Assim, pode-se considerar que as deformagoes sao continuas ao longo
da espessura. Contudo, como as laminas tem propriedades diferentes, as tensoes apresentam

descontinuidades ao longo das interfaces do laminado, como mostrado na Figura 11.

w L §

yy
h;

L2 / X Ex Ox

I+ +————— = > >
h;

h3 Y
V / o L

Figura 11: Variagao da deformagao e da tensao em um laminado simétrico hipotético, (TOR-
SANTI, 2007).

Para obter as deformagoes (2.21), os momentos (2.32) e as tensoes (2.23) nas placas de
Kirchhoff, as derivadas segundas da equagao integral (3.28) precisam ser calculadas. Para

um ponto no interior do dominio, essas derivadas sao dados por:

92 2 (@ P)w(P) = (Q P)—_

Fuw(@) _ / {82%;‘ 82 <P>} R; (P

-/ [VH<P>%§§<Q,P>—M (P Pﬂ <P>+§§RQ<P>88;“§<Q,P>

—|—/Qg(P o

)dqQ. (3.150)

Y
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QPP = Q. P)

0*w(Q) / {62‘/; 82 (p)} Ne 92 R

-/ [vnw)a;g(w)—M (Prpe@ P)} <P>+iRCi<P>8wzf<Q,P

i=1 8y2
+/Qg( )62 *(Q P)do (3.151)
Pw(Q) PV an ow(P)] | \- 821%22
92w* PBuw* (92w*
_/r {Vn(P)(%ay(QP) — M, (P)(?n@xa (@, P} +ZRCI 83:8 (@)
+/ 8x8 ' Q. P)io (3.152)

onde as segundas derivadas das solugoes fundamentais sao dadas por:

ox? T

8211)*([)7 (9) 1 82R1(p7 (9) 82R2(p7 9) 8251(107 9) 8252(p7 9)
el IS Ox? +C Ox? +Cs oz2 91?2  (3153)

sendo que C, Cy e C3 sao dados pelas equagoes (3.35), (3.36) e (3.37), respectivamente; p é
dado pela equagao (3.33) e 6 é dado pela equacao (3.34).

As outras derivadas da solucao fundamental sao dadas por:

82M* * (9411) 4’[1}*

o <f1 +fg 3oy + [ 0120, ) (3.154)
O*R;. Mtw* o*w* o*w*
orz <g1 Ox* t 9 Ox30y + 9 81:283/2) (3.155)
OV x Pw* DPw* Pw* DPw*
02 (hl g 2gpagy T gmae T h48m28y3>
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1 4, % 4, % 4, %
(h5aw Ow 0w ) (3.156)

—= +h +hi———
R Ox* 5 0x30y T 0x20y?
As derivadas para y e xy sao dadas por procedimentos similares. Todas as derivadas das
solucoes fundamentais do deslocamento transversal w podem ser expressas pela combinagao

linear das derivadas de R; e .S;. Todas as derivadas de R; e S; até a 4* ordem sao dadas pelas

equagoes de (3.59) até (3.86). As derivadas de 5* ordem sao dadas por:

&R, 8(cosf + d; sin ) [COS2 0+ (di2 - 361-2) sin? @ + d; sin 29}

ox> R3 [COSZ 0+ (df + eﬁ) sin? # + d; sin 20}3 7 (3.157)
PR, 8 d;cos*0 + 3 (diQ + eiQ) sin 6 cos? 0
Oxtdy RS [Cos2 0+ (diQ + eﬂ) sin? 0 + d; sin 29}3
3d; (diQ + ef) sin® 0 cos 6 + (di4 — ei4) sin®
+ 3 , (3.158)
[cos2 0+ (df + eﬂ) sin? @ + d; sin 20}
PR; 8 (diQ — ef) cos® 0 + 3d; (diQ + eﬂ) sin § cos? 0
ox30y? RS [cos2 0+ (ali2 + eﬂ) sin? 0 + d, sin 29}3
3 (di2 + eiz)Q sin? 6 cos 0 + d; (diQ + ei2)2 sin® 0
+ ; , (3.159)
[COS2 0+ (di2 + eﬂ) sin® f + d; sin 29}
PR, 8 d; (df — 3e¢2) cos® 0 + 3 (di4 — ei4) sin @ cos®
0x2dy® RS [cos2 0+ (di2 + eiz) sin? @ + d; sin 29}3
3d; (df + ei2)2 sin® 0 cos 6 + (dig + eﬂ)g sin® 0
+ 3 , (3.160)
[COSZ 0 + (df + eﬁ) sin? @ + d; sin 29}
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PR, ] { (di4 — 6e;2d;2 + e,-4) cos® 0 + 3d; (di4 — 2¢;2d;% — 36,-4) sin # cos? 0

dzdy* R [cos2 0+ (d,-2 + eﬂ) sin? 6 + d; sin 20}3
+3 (di2 — ef) (df + ei2)2 sin” 0 cos 0 + d; (d,-2 + eﬂ)g sin® 0 (3.161)
[Cos2 0+ (al,-2 + eﬂ) sin? § + d; sin 29}3 7 .
R, ] |d; (d/1 — 10e;2d,* + 5ei4) cos® 0 + 3 (di6 — 5e;2d;* — 5etd? + eiﬁ) sin @ cos® 4
oy R [cos2 0 + (df + 61-2) sin? @ + d; sin 29}3

+3di (42 — 3¢ (di* + ei2)2 sin® 0 cos 0+ (d;* — e;2) (di* + eﬁ)g' sin® 9} (3162

[cos2 0+ (diQ + eﬂ) sin? @ + d, sin 20} ’

S, 4e; sin [—3 cos? 0 — 6disin 6 cos 6 + (ei2 — 3di2) sin? 9}

0x® R3 [cos2 0+ (dz’2 + eiQ) sin? @ + di sin 29}3 (3163)
&S, B 4e; {Cos3 0—3 (di2 + 61'2) sin® 0 cos 0 — 2d; (di2 + eiz) sin® 0} (3.164)

dx'oy R3 {COSQ 0+ (di2 + eﬂ) sin? 0 + d; sin 29}3 .

S, 4e; {Qdi cos® 0 + 3 (di2 + eiz) sin @ cos? § — (di2 + ei2)2 sin® 0
Iz 0y? - R3 [cos2 0 + (diQ + eﬂ) sin® f + d; sin 29}3 > (3.165)
9°S; _ de;cost (3di2 — 62’2) cos? 0
Ox20y> R {COSQ 0+ (df + eﬂ) sin? @ + d; sin 2«9}3
+3 (di2 + eﬂ) sin @ [Qdi cos @ + (df + eiz) s;n 9} (3.166)
[Cos2 0+ (di2 + eﬂ) sin? 0 + d; sin 20}
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&S, de; | 4di(d; —€;)(d; + e;) cos® 0 + 3 (3di2 - ef) (ali2 + eﬂ) sin 6 cos? ¢
ordoy* — R3

- [COSQ 0+ (di2 + eiz) sin? @ + d; sin 29}3

+

6d, (diQ + €i2>2 sin? 0 cos 6 + (di2 + 612)3 sin® 9} 7 (3.167)

[cos2 0+ (diQ + e,-Q) sin? f + d; sin 29} ’

S, de, (5d,~4 — 10e;2d;* + ez’4> cos® 0 + 12d; (dz-4 — eﬁ) sin # cos? @
oys R3

- [COSQ 0+ (ali2 + eﬂ) sin? 0 + d; sin 29}3

3 (ei2 — 3di2> (d,»2 + ef)z sin? 0 cos 0 + 2d; (ali2 + 612)3 sin® 6
- . (3.168)
{cos2 0+ (d@-2 + eiz) sin @ + d, sin 29}

O ultimo termo da equagao (3.150) pode ser transformado de uma integral de dominio
para uma integral de contorno, seguindo um processo similar ao procedimento mostrado na

secao 3.4. Entao:

9*w*
40 = /H*de, 3.169
/Qg I o2 0 ( )
onde
. r aQw*
H = / (Az + By + C) =2 pdp, (3.170)
0 oxr?
ou

1 _ T 0’°R, 0*’R, 0%S,  0%S,
H = —{(4A B 2 -
o {( cos O + sm@)/o P [Cl 92 + Oy 922 +C?’<8:c2 2
r 82R1 62R2 8251 8252
[ p{Cl o+ O +03( = o | (3.171)

As integrais das segundas derivadas de R; e S; que aparecem na equacao (3.171), tanto

as multiplicadas por p quanto por p?, podem ser resolvidas analiticamente e sio dadas por:
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(cosB + d;sin6)?)

r? (e;? sin 6% +
/ 92 P p = r? {log |: ( = :| — 1}, (3.172)
20,20 2 Cain )2
/ o 2y = 28 {3log |:7“ (e;*sin 6” + (020s9+dl sin 6) )} B 2}7 (3.173)
T a
/ — 1 arctan |50 (3.174)
Ox? p po= T AR sl +d;sinf |’ ’
’”82&- 2 2 3 eisine
= = t _— 3.175
Jo 0z2 p 3T arctatl Los@—i— d; sin@} ’ ( )
r O*R; 9 5 9 72 (e;*sin 0% + (cos 6 + d; sin 0)?)
0 ayQ pd/) = T {(dl — €; ) log P —1
e tan—t | G0 (3.176)
o cos@ +d;sinf ||’ ’
r 2R, 2 4 5 72 (e;?sin 02 + (cos 0 + d; sin 0)?)
IA 8y2pd =3 {(dl —ei) 3log pe —2
12de; tan—! |—G5m0 (3.177)
o cos@ +d;sinf | |’ '
r 925, e;sin
? d — 2 di2 o i2 t 7
0 8y2pp g {( ‘ )arc an{cos&—i—disinﬁ}
20,2 2 ain )2
e [log (7" (e”sin b + (cos§ + disin ) )> - 1} } (3.178)
a
7‘825’1' 9 2 3 9 9 eisine
0o Oy? dp = 9" {3 <di — G )arctan cosf +d;sind
20,20 2 Cain )2
rde, [3 log (r (e;*sin 6 + (C2080 +d;sinf) )) B 2] } 7 (3.179)
a
r 0°R; r? (e;2sin 02 + (cos @ + d; sin 6)?
: 8x8ypd'0 = 7’ {di [log( ( (a2 )) -1
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0 8x8yp

r 8281 d
0 (9x8yp P

r 8231

2
d
0 5‘9683/) P

o e;sin @
2e;tan |:COS€ + d; sin 9] } ’ (3-180)

e;sinf

2 -1
§T {6€i tan [cos@ + d; sin 0}

2 i2 : 92 0 dz : 92
v 2_310g<r (e;°sin6* + (cos @ + d; sin )))}}’ (3.181)

2

a
1, e;sind
57" {Zdi arctan |:COSH + d; sin 9}
20,2 02 . i 02
+e; [1og (T S Hcfbﬁdlsme) )> —1]}7 (3.182)
a
1, e;sinfd
— 6d; arct -
9T { arctan Los@%—disinﬁ}
2 (e;? sin 62 0 + d; sin 0)?
e oo (P 0 ) L

As tensoes sao entao calculadas usando o procedimento apresentado na segao 2.3.

3.7.2 Calculo das tensoes no contorno

x
t d(L’
dy
m dt

Figura 12: Diregoes normal m e tangencial ¢ no ponto fonte.

Para calcular as tensoes no contorno, serd apresentada uma abordagem alternativa.

A derivada da equac@o (3.28) na diregao tangencial no ponto fonte, que é um né no
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contorno (Figura 12), é dado por:

w oV oMy, dw oOR:
c‘%+/<8t ot adr> 2
82 * wzz w

—/( = My &5) dl'+ > Ry P —I—/Qg o 4 (3.184)

E na diregao normal ao ponto fonte tem-se:

1 0w ovVE  OM: dw OR",
20m A (am om aﬁ”) Zam“’a‘

(i) T+ G 05

No interior de um elemento de contorno quadratico, a derivada direcional do deslocamento

ds. (3.185)

transversal na direcao tangencial é dada por:

3710 _ Nl)awl

20wz | (3 0Ws
o ot

N .
TN Y

(3.186)

onde %, % e % sao derivadas de w em nos nés de um elemento de contorno na direcao

tangente ao ponto fonte, thl), Nf% e Nf’) sao funcoes de forma quadraticas descontinuas
dadas pelas equagoes (3.116), (3.117) e (3.118).

A derivada segunda do deslocamento transversal é dada por:

0w dg
W E < > (3.187)

Escrevendo em termos de valores nodais interpolados pelas funcoes de forma, tem-se:

Pw _ d ( N 0w N<3>3w3> e (3.188)

== N
o de or TN o 4 ot ) dt’

Pw dN(gl) Owy de) Ows chgs) Ows 1/ﬁ
o2\ de ot ¢ ot ¢ ot '

. . . 82w , o .
Seguindo um procedimento similar para 3. é possivel obter:
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2 ANV AN AN dt
o0*w _ d 8101 i d (9’[1}2 + d aw3 1/7 . (3189)
omot d¢ om d¢ om ¢ om d¢

onde %, %, e % sao derivadas de w nos nés do elemento de contorno na dire¢ao normal

ao ponto fonte.

9w 9w 9%w x dm
o2 da mesma forma que iz € -5 porque nao se tem dé

Nao é possivel calcular

Uma alternativa é escrever as equagoes do momento no sistema mdt:

’ 82’UJ ’ 827.0 ’ 82w
Monon == (Dam tPuge 2D168m8t> ’
’ a2w ’ 8211] ’ 8211)
My = — <D12 oz T Dmﬁ + 2D268m3t> , (3.190)
¢ 2 2 2
’ 8 w ’ a w ’ (9 w
Mmt = — (D1687TL2 + D26@ + 2D6687nat> . (3191)
onde D;j (1,7 = 1,2,6) sao os termos da matriz de rigidez no sistema nt, dado por:
Dy, Dy, Dig
D' =| D), D, Dy |=T"'DT™) (3.192)
Dig Do Deg

. ., . . ~ 2 2 . ~
Neste sistema, as varidveis conhecidas sao: M, %Tg’ e %, e as desconhecidas sao: My,

82
M, and 55

Escrevendo essas equagoes na forma matricial, tem-se:

’ / / 2,LU
Mmm Dll D12 D16 gﬁ
My ¢=| D), D, D Fu . (3.193)
/ ’ ’ - 2w
M Dig Dyg Dgg oy d

Assim, expandindo a equagao (3.193), tem-se:

0w

Iz Silem + S;tht + 516Mmt7

58



0w

o2 StoMomm + Sps Myt + S My, (3.194)
e
aQUJ ’ ’ ’
Omort = S16Mpm + S My + Sg6Mmt, (3.195)
onde
S11 S Sis
s Sis Spp Sy | =D (3.196)
Sis S Ses

Isolando as variaveis desconhecidas:

aQ’I,U ’ ’ /
_W + Sltht + SlﬁMmt = _Sanm,
’ ’ 8210 ’
SQQMtt + SQGMmt - ﬁ - 512Mmm, (3197)
e
’ ’ 8211) ’
SQﬁMtt + Sﬁ6Mmt — m — SIGMm"H (3198)
que pode ser escrita na forma de matrix, como:
—1 512 516 % _Silem
0 Sy S |3 Mu (=9 %% —SuMum ¢ (3.199)
/ / 2,w /
0 Sos Sis My 2w S My

. . . 2 . .
As varidveis desconhecidas %, M, e M,,; podem ser calculadas resolvendo o sistema li-

Pw  *w 9%w Pw  Pw 9%w
near (3.199). Uma vez que se tem %35, 5.9 e 55, pode-se calcular 5.7, 952 € Ddy pela
transformacao de coordenadas:

9w 9w

Ox? On?

9w — 9w

5 =Tq S5 (- (3.200)

9w 9w

Oxdy onot
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3.8 Exemplos numéricos

3.8.1 Exemplo 1

Considere uma placa quadrada de material compdsito de grafite-epéxi com todos os lados
engastados e sob um carregamento uniformemente distribuido de intensidade g. A aresta da
placa tem comprimento ¢ = 1 m. O laminado é simétrico e tem nove laminas com os seguintes
angulos [0°/90°/0°/90°/0°/90°/0°/90°/0°]. A soma das espessuras das laminas a 0° é igual a
soma das espessuras a 90°. A espessura total é £ = 0,001 m e as propriedades do material sao:
E; =207 GPa, Er = 5,2 GPa, G r=3,1 GPa, e vpr= 0,25. A placa foi discretizada usando
12 elementos quadraticos descontinuos, como mostrado na Figura 13. O deslocamento no
ponto A e 0 momento no ponto B, mostrado na Figura 13, sao comparados com resultados
de elementos finitos obtidos por Lakshminarayana e Murthy (1984). Como pode ser visto na
Tabela 1, a concordancia entre a formulacao de elementos de contorno para placas finas e a
formulagao de elementos finitos para placas deforméveis por cisalhamento (placas espessas)

é muito boa para o deslocamento e para o momento.

A Figura 14 mostra a distribuicao de tensoes o, no ponto B ao longo da espessura da
placa, do plano médio até o topo da superficie. Pode ser visto que, como a rigidez do material
é maior na direcao das fibras, a tensao é maior na lamina com fibras orientadas paralelas ao

eixo x (6 = 0°).

Tabela 1: Deslocamentos e momentos na placa com todos os lados engastados.

[ N6 | | MEC | Referéncia | Diferenga [%] |
A wETt3/

(ga") x 10° | 0.9544 | 0.9494 0.53
B M./

(ga®) x 10* | —6.6392 | -6.6019 0.57

3.8.2 Exemplo 2

Considere o mesmo laminado da se¢ao anterior, porém com laminas de orientacao [+a/ —
a/+a/ —a/+a/ —a/ +a/ —a/+a] com 0 < a < 45°. A malha usada é a mesma
do exemplo anterior (Figura 13). Todos os lados estao simplesmente apoiados e todas as
camadas tem a mesma espessura. As Figuras 15 e 16 mostram o efeito da variacao de «

nos deslocamentos e nos momentos resultantes, respectivamente, no centro da placa (ponto
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Figura 13: Discretizagao da placa quadrada usando 3 elementos descontinuos por lado.

A). Eles sao comparados com resultados de elementos finitos obtidos por Lakshminarayana
e Murthy (1984). Pode ser observado que em ambos os casos a concordancia ¢ muito boa
entre a formulacao de elementos de contorno para placas finas e a formulacao de elementos
finitos para placas espessas. A Figura 17 mostra a distribui¢ao de tensao (o,) ao longo da
espessura da placa considerando o = 45°. Neste caso como todas as camadas apresentam
fibras inclinadas em relagao ao eixo x, a variacao da tensao entre as camadas sdo menores

que no caso anterior.

3.8.3 Exemplo 3

O terceiro exemplo é uma placa quadrada engastada com os lados de comprimento a = 0, 254
m e a razao entre a espessura ¢ o comprimento dos lados é t/a = 0,05. A placa esta sujeita

a uma carga estatica uniformemente distribuida g. As propriedades do material usado na
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% 0.1 0.2 o3 o4 0.5
z/h

Figura 14: Distribuigao de tensao (o, ) ao longo da espessura do laminado no ponto B.

andlise numérica sao: Er = 6,895 GPa, E, = 2E7p, vpr = 0,3, and Grr = Er/2(1+vpr). A
malha usada é a mesma do primeiro exemplo (Figure 13). Pode ser observado que, existe uma
perfeita concordancia entre ambos os resultados. Como em Sladek et al. (2006), momentos
fletores sao normalizados pelo valor do momento fletor central em uma placa isotrépica
M%) (q/2) = 3064 Nm/m. A Figura 18 mostra a variacdo do momento fletor M, ao longo
da linha central da placa y = a/2.
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4.5

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Figura 15: Efeito da orientagao av no deslocamento transversal no centro da placa.

14 ‘ ‘
: e Mx, MEC
—— My, MEC

12 % Mx, MEF ]
o My, MEF

0 5 10 %5 20 25 30 35 40 45

Figura 16: Efeito da orientacao o nos momentos M, e M, no centro da placa.
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2.5

(0x x h x a)/(q x 100)

0.5F J

0 L L L L
0.3 0.4 0.5
z/h

Figura 17: Distribuicao de tensao o, ao longo da espessura para a = 45° no ponto central
da placa.
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Figura 18: Variagao do momento fletor ao longo de (z,a/2) para uma placa quadrada engas-
tada.

3.8.4 Exemplo 4

Considere uma placa laminada quadrada com todos os lados simplesmente apoiado, e
com as seguintes propriedades: FEj = 25 MPa; Er = 1 MPa; Gy = 0,5 MPa; Gpr =
0,2 MPa; vpr = 0,25. Foram usados dois elementos quadraticos descontinuos por lado na
discretizacao da placa. Serd analisado quatro placas com trés, cinco, sete e nove camadas
com um carregamento senoidal g = g,sin("*)sin(%?). Todos os laminados sao simétricos,
com as fibras orientadas alternadamente entre [0°/90°] com o eixo x. A soma das espessuras
da lamina a 0° é igual a soma das espessuras a 90° (PAGANO; HATFIELD, 1972). A Tabela
2 mostra os resultados para a tensao na diregao do eixo x (7, ), a tensdo na diregdo do eixo
y (6,) e o deslocamento transversal , no centro da placa. Onde @ = wr*Q/(12g,t5%),
Q = 4G + {EL + Er(1 + 2vr)} /(1 — virvrr). e (64,6,) = (1/(9,5%)) (04, 0y). Houve
uma boa concordancia entre os resultados deste trabalho e a solucao exata para a teoria

classica.
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Tabela 2: Tensoes e deslocamento transversal no centro da placa.

| camadas | | MEC | ref. | Diferenga [%] |
@ ] 1,00 | 1,00 0,0
3 [, 105410530 0.37
oy | 0,270 | 0,269 0,37
w | 1,00 | 1,00 0,0
5 6. | 0,542 | 0,539 0,55
5, 10,361 0,350 0,56
@ | 1.00 | 1,00 0.0
7 [4,10543 0539 0,74
5, | 0,406 | 0,404 0,50
@ | 1.00 | 100 0.0
9 [4,]0543 0530 0,74
oy | 0,434 | 0,431 0,70

ref.:(PAGANO; HATFIELD, 1972)

3.8.5 Exemplo 5

Considere agora uma placa laminada retangular, b = 3a de trés camadas [0°/90°/0°]
simplesmente apoiado com as espessuras iguais ¢/3, Figura 19, com as mesmas propriedades
do exemplo anterior (PANDA; NATARAJAN, 1979). A Tabela 3 mostra os resultados para
a tensao no eixo z (6,), a tensao no eixo y (6,) e o deslocamento transversal w, no centro
da placa. O laminado foi discretizado com 2 elementos quadraticos descontinuos nos lados
menores e 6 nos lados maiores. Os resultados sao normalizados da seguinte forma: w = w x
100EL/(gotS*), € (64,,) = (1/(905%))(04, 0,). Pode-se observar uma perfeita concordancia

entre os resultados.

Tabela 3: Tensoes e deslocamento transversal no centro da placa retangular.

| | MEC | ref. | Diferenca [%]

@ | 0,503 | 0,503 0,0
&, | 0,623 | 0,623 0,0
&, | 0,0254 | 0,0252 0,8

ref.:(PANDA; NATARAJAN, 1979)
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Figura 19: Placa laminada retangular, b = 3a.
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4 FEquacoes Integrais para Flexao
em Placas Usando Uma
Formulacao de Trés Parametros

4.1 Introducao

Este capitulo apresenta uma formulacao alternativa para a teoria clasica na qual se usa
3 equacoes integrais, ao invés de 2, conforme apresentado no capitulo 3. As trés equacoes
integrais nesta formulagdo sdo: uma equacao de deslocamento e duas equacoes adicionais
obtidas das derivadas direcionais no ponto fonte nas dire¢oes normal e tangencial, (USECHE,
2007). Esta formulacao considera trés graus de liberdade, duas rotagoes e uma deflexao,
para cada né no contorno. Mas, de acordo com a teoria de Kirchhoff, somente dois valores
nodais sao usados para calcular os esforgos, que sao o momento M, e a forca de cisalha-
mento @), (PAIVA; NETO, 1995). A formulagao de Kirchhoff tem duas varidveis w e g—z
(uma deflexdo e uma rotagao) em cada ponto e a placa de Reissner tem trés varidveis: w,
%1: e %—’;’ (uma deflexao e duas rotagoes). Ou seja, a formulagao de Reissner e a formulagao
de Kirchhoff sao cinematicamente incompativeis. Ja a formulacao de trés parameros torna
as duas formulagoes, Reissner e Kirchhoff, cinematicamente compativeis. Esta formulacgao
é baseada no trabalho de Neto e Paiva (2005) que apresentaram uma formulacao para o
método dos elementos de contorno para a andlise de placas segundo a teoria cléassica, onde
as equacoes integrais do deslocamento transversal e de suas derivadas normal e tangencial ao

contorno sao usadas no sentido de possibilitar uma melhor analise de placas isoladas ou em

associacao com outros elementos estruturais, como vigas e pilares.
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4.2 Equacoes integrais de contorno

Usando a equagao (2.34) e o teorema de reciprocidade de Betti, pode-se relacionar dois

estados de tensao e deformacao em uma placa que atenda a teoria de Kirchhoff,

. ow* ow* . .
. , Ow , Ow . N
/w o} €idw = —/F < g, + Mnsg — an> dar + /wg wdw. (4.2)

Considerando que na teoria de Kirchhoff M,; = 0, igualando as equagoes (4.1) e (4.2) e

fazendo ¢g* = 0(z — xp) e g = 0, pode-se escrever:

w(z) +/F <Q;;w 20 6“}) dr = /F <an* - Mnné;i:> dr.  (4.3)

’rm% sg

A derivada direcional da equagao (4.3) num ponto fonte no contorno na diregao normal m é

dado por:

* * * * 2w
Ow +/ (aan _OM;, 0w aMnsaw) T — / (Qnaw o, 2w )dF. (4.4)
- Jr 0

om om om on om 0Os m " Omon

E a derivada direcional da equagao (4.3) num ponto fonte no contorno na direcao tangencial

t é dado por:

dw oQx OM?, Ow  OM}, dw B ow* OPw*
5t ( ot " ot on ot as> ar= | <Q”8t - M””anat> dr.— (4)
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Os deslocamentos e forgas podem ser representados como:

w N0 0 NP0
wit=| 0o NY 0o 0 N
O o 0o N 0o 0
Qn NY o0 NP
My, ¢ = NV o N
M, o o NY 0 0

A aproximagao geométrica do elemento é a mesma dada pela equagao (3.119).

0
0
N

N
0
0

0
N
0

0
N

WD
ow (1)
ow (1)
Js
2)
ow(2)
on
ow (2)
Js
w®
ow (3)
on

ow (3)
s

QY
M,
MY
QP
M)
M2
QY
M)
MY

As equagoes (4.3), (4.4) e (4.5) podem ser escritas matricialmente como:
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L) pu@
AR RS

w (d)
ds

i,d i,d i,d i,d i,d
N S R N I
i,d i,d i,d (i,d (i,d
— gg)g()()g()g)()g)
i=1 i,d i,d i,d i,d i,d
g5 ? g5? 0 g5? g? 0 gf?

Os termos da equagcao (4.8) sao integrais dadas por:
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i,d
958 )

(4,d)
928

i,d
Q:E,s )

0
0
0

h(ld) h(ld) h%d) hﬁ’d) h(ld) h(ld) h(ld) h(ld) hgl;q’d)

h(z d) h(z d) hgéd) hél’d) h(z ,d) h(z d) h(z d) thSd) hgéd)
i=1 . :
h(Z d) h(l d) h(l d) hél’d) h(Z d) h(Z d) h(z d) h(i d) hé’g@)

Q4
MG
MY
V(2
MG
MG
AL
MG
MG

CRY

ow (i,1)

on
ow (6:1)
Js
0(i2)

8w (4,2)

ow (1:2)
Js

Wi

ow (1:3)
on
ow (1,3)
Js

(4.8)



i,d
hgl ) =

(zd

(zd

h(z d) _

h(l d) _

(% d) _

(z d) _

(l 4 _

h(Z d) _

Jr, NSO Qzar,
= Jp. NP Qzar,

= Jp. NSPQrdr,

= Jo, N} Ghdr,
= fr, Ny L,

fF Ncgg) %dF7

= Ji, N}V %l

= Ji, N %l

= Ji, N %l

(i,d
WY = — Jo, Ng¥ My,
(i,d
his? = — i N M, dD,
(i,d
W = — fo, N M,

i,d
h$s? = — i, N§V 2in g1,

(id) _
his® = — fp. N i g,

h(l d) —fF Nd(3 BM,mdF

(z d _
_ _fr N(l 8M,m dF

(z d _ _ Je, N(z aMm dr,

(i,d) _ n
hsg” = — Jr, Ng(zg) mgg‘" dr,
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his? = — . N Mz dr,
(i,d)
hig? = — Jp. N M dr,

(4,d)
his? = = Jr, N Myl

(id) _ "
h$s? = — i, NJV 2ae g,

(id) _ ;
hig? = — fp. N L g,

(l d _ _ Jr N(l) 6Mn9dF

zd
( ) _ — I N(Q) 8Mn5d1—‘

(i,d) __ n
hsg” = — Jp, Na(zg) 8]\84:5 dr,

(4.9)



d 1 * i,d 1) ow* d
g = fo NMwrdr,  g5? = — o NV2ar, 5P =0,

i,d) 2) & i,d) 2) Hw* i,d
( fF Né dF? 955 - _fFi Ncg )aan dF7 956 )= - 07

i,d) 3) o« i,d) g 3) w* i,d
( fF Ncg dr’, ggs :_fri Ni)%ﬁdl“, 959) 0,

i,d) 1) gw zd 1) 92w (i,d
9&1 fr NCE %mdF )—_fr th gmdndf, 923) 0,

zd 2) zd 2) 92 i,d

(4.10)

i,d) w i,d 2 i,d
957 = Jr, Nég %mdF 958)——friN(3aMn”dF 959) 0,

1,d) 1) ow* i,d) (1) 92w i,d
9&1 fri Nzg )dat dr, g§2 = —fr Nd )%tandf gés ) — 0,

d 2 w* d 2 2w d
g5i? = o NPowtgr gld — L NP Putgp - gld —

zd 3) Ow* ld 3) 52w* zd

A equagao (4.8) pode se escrita, considerando como ponto fonte todos os nés do contorno,

COmo:

H w=G q. (4.11)

Aplicando as condicbes de contorno no sistema, as incégnitas podem ser calculadas re-

solvendo o sistema linear:
A x =b. (4.12)

4.3 Exemplo Numérico

Considere uma placa retangular com furo sob uma carga uniformemente distribuida de 10

kN/m? (Figura 20) e com espessura ¢ = 0.16 m. A placa esta engastada em dois lados e
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apoiada nos outros dois lados. E assumido que o material é quase-isotrépico, com as seguintes
propriedades: E; = 30 GPa, Er = 30,1 GPa, Gpr = 12,5 GPa, e v = 0,2. A placa foi
discretizada usando 64 elementos de contorno quadréticos (Figura 21), 12 elementos para
os lados maiores e 8 elementos para os lados menores do contorno externo da placa, e 8 e
4 elementos para os lados maiores e menores do furo, respectivamente. As figuras 22 e 23
mostram o deslocamento transversal ao longo das linhas A-A e B-B obtidas usando o MEC
baseado na teoria de Kirchhoff com 2 e 3 parametros. E comparado também com resultados
de placas isotrépicas baseado na teoria de Reissner (DIRGANTARA, 2000). Como pode ser
visto, ha uma boa concordancia entre as trés formulagoes.

—

TR ERYRRRINEETL

i ]
1 i <]
|
| .
|
1/ [ r—|
JERR S G S Lo [ I N TR
v Furo : Rl
A 2 i Er - A
|
CLE
1 / : -
|
\_ s i ‘ -
2 1 2 ! 3
nd \ |
i
B

Figura 20: Placa retangular com furo retangular.

Figura 21: Discretizacao usando elementos quadraticos.
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*  Dirgantara (2000)
—o— Dois parametros
—&—Trés parametros

0.5 i « Dirgantara (2000)

' —o— Dois parametros
A —O—Trés parametros

0+— : : i i

0 1 2 3 4 5

y (m)

Figura 23: Deslocamento transversal ao longo da linha B-B.
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5 Teoria de Flexao para Placas
Espessas

5.1 Introducao

A teoria de Kirchhoff-Love para placas de laminados compdsitos tem sido usada com
sucesso em formulagoes do método dos elementos de contorno conforme mostrado por Shi
e Bezine (1988), Shi e Bezine (1990), Rajamohan e Raamachandran (1999), Syngellakis e
Cherukunnath (2004), Albuquerque et al. (2006) e Albuquerque, Sollero e Paiva (2007). En-
tretanto, esta teoria ignora a deformacao devido ao cisalhamento transversal. No caso de
compositos laminados, a diferenca entre as propriedades elasticas das fibras e da matriz re-
sulta, na maior parte das aplicacoes, em uma razao alta entre o modulo de elasticidade na
direcao das fibras e o médulo de cisalhamento na direcao transversal. Por isso, a deformacao
devido ao cisalhamento transversal pode ser significativa mesmo em placas de pequena espes-
sura. Para melhorar os resultados, a teoria de Reissner (REISSNER, 1944), também chamada
de teoria de primeira ordem de deformacao por cisalhamento transversal, pode ser utilizada
para placas moderadamente espessas. Porém, poucos trabalhos apresentam formulagoes dos
elementos de contorno para a analise de placas espessas ortotropicas ou anisotropicas, por
exemplo, Wang e Huang (1991) e Wang e Schweizerhof (1996b). Estas formulagoes apresen-
tam solucoes fundamentais que nao podem ser expressas de maneira analitica, o que torna

seu tempo de processamento significativamente mais alto que as formulagoes de Kirchhoff.

Neste capitulo é apresentada a formulagao do método dos elementos de contorno para
placas espessas seguindo as hipdteses de Mindlin. A solucao fundamental, obtida usando a

transformada de Radon (WANG; HUANG, 1991), é mostrada de maneira detalhada.
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5.2 Teoria de placas laminadas de primeira-ordem

5.2.1 Equacgoes constitutivas para um laminado

A Y
A
Ty
yr
%yz =0
0. =0

z

Figura 24: Uma lamina no estado plano de tensao.

Um estado plano de tensao é definido como um estado em que todas as tensoes das
se¢Oes transversais sao iguais a zero. Para uma lamina no plano xy, as componentes da
tensao na segao transversal sdo: o,, 7., e 7., (Figura 24). Embora esses componentes de
tensao sejam pequenos em comMparagao a 0, 0, € T4y, eles podem induzir a falhas porque
compositos laminados reforgados com fibras sao menos resistentes na direcao transversal uma
vez que a resisténcia provém das fibras que estao no plano zy, (REDDY, 1997). Assim, as
componentes da tensao na se¢ao transversal nao podem ser sempre desconsideradas na analise
de laminados. No entanto, se elas sao negligenciadas na teoria dos laminados, as equagoes

constitutivas devem ser modificadas para explicar o fato que: 0, =0, 7., =0 e 7, = 0.

Para uma lamina ortotrépica, a condicao o, = 0 resulta na seguinte deformagao trans-

versal normal:

E, = 516091 + SQﬁO'y. (51)
A tensao de cisalhamento da segao transversal igual a zero resulta numa deformagao por
cisalhamento da secao transversal igual a zero, ou seja, 7., = 0, 7., = 0.

Quando a tensao normal na secao transversal é desconsiderada e as tensoes de cisalha-

mento na secao transerval sao incluidas, deverd ser acrescido nas relacoes constitutivas as
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seguintes equacoes:

{ Tyz } [ Q44 0 ] { Vyz } (5 2)
Tyz 0 Q55 Yz ,
onde Quq = Gyz e Qs5 = Gy

A relacao tensao-deformacao transformada de uma lamina ortotrépica em um estado

plano de tensao sao dadas por (2.23):

{ Tyz }: |:Q44 Q45] { Vyz } (5.3)
Taz Q45 Q55 Yz 7

5.2.2 Deslocamentos e tensoes

Na teoria de placas de primeira ordem para laminados deformaveis por cisalhamento
(FSDT- first-order shear deformation laminated plate theory), a hipétese de Kirchhoff é
relaxada, removendo a hipdtese que as normais transversais permanecem perpendicular ao
plano médio depois da deformacao. A deformacao por cisalhamento transversal é incluida.
A inexisténcia das tensGes normais transversais requerem que w nao seja uma funcao da

coordenada z na espessura, (REDDY, 1997).

Sob as mesmas suposicoes e restrigoes da teoria classica do laminado, o campo de deslo-

camento da teoria da primeira-odem é na forma:

w(z,y,z) = wl(z,y)+ 2d.(z,9),
v(z,y,2) = wvolx,y) + 20,(x,y),
w(z,y,z) = wo(x,y). (5.4)

onde (ug, vo, Wo, Pz, ¢,) sdo funcoes desconhecidas a serem determinadas. Como antes, (ug, vo, wp)

sao os deslocamentos de um ponto no plano z = 0. Pode-se notar que:

0
a;‘ — b, (5.5)
0
o=y (5.6)



os quais indicam que ¢, e ¢, sao as rotacoes normais da secao tranversal sobre os eixos x e
Yy, respectivamente. A notacao ¢, denota a rotacao normal da secao transversal sobre o eixo
y e ¢, denota a rotagao sobre o eixo x. Eles nao seguem a regra da mao direita. No entanto,
essa notagao tem sido usada exaustivamente na literatura. Se (3, e (,) denotam as rotagoes

sobre os eixos x e y, respectivamente, que seguem a regra da mao direita, entao:

ﬂr - ¢ya
By = ¢u. (5.7)

As quantidades (ug, v, wo, ¢z, ¢,) sdo chamadas de deslocamentos generalizados. Para
uma placa fina, isto é, quando o efeito da deformacao por cisalhamento transversal é des-
prezado, as rotagoes ¢, e ¢, deverao se aproximar das respectivas inclinagoes da deflexao

transversal:

8wo
Qbm - _Ea
8wo
by = oy (5.8)

5.2.3 Fatores de correcao de cisalhamento

Uma vez que as deformacoes de cisalhamento transversais sao consideradas constan-
tes sobre a espessura do laminado, as tensoes de cisalhamento transversais também serao
constantes. Da teoria elementar de vigas homogéneas, a tensao de cisalhamento transversal
varia parabolicamente sobre a espessura da viga. Em placas e vigas de laminados compésitos,
a tensao de cisalhamento transversal varia ao menos quadraticamente sobre as camadas na
espessura. Devido a discrepancia entre o estado de tensao real e o estado de tensao constante
predita pela teoria da primeira-ordem, torna necessario que as forcas resultantes de cisalha-
mento transversal (@, (),) sejam corrigidas pela multiplicacao das integrais da equacao (2.5)

e (2.6) por um parametro k, chamado coeficiente de corregao de cisalhamento:
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{g}—k/{:}dz (5.9)

Conforme descrito por Reddy (1997) o fator de corregao de cisalhamento vale k = 5/6.

5.2.4 Relagoes tensao-deformacao

As equagoes (2.7), (2.8) e (2.9) representam as equagoes de equilibrio na forma diferencial.

Em notacao indicial estas equacoes podem ser escritas como:

Maﬁ,ﬁ_Qa - 07
Qa,a +g = 0> (Oé, B = ]-> 2) (510)

Pode-se notar que as equagoes de equilibrio em (5.10) contém cinco varidveis desconheci-
das, no entanto sao apenas trés equagoes. Por isso, mais duas equagoes sao requeridas para

que o sistema possa ser resolvido. Estas equacoes sao as equacoes constitutivas dadas por:

Mop = Dap(Uap+ Upa) + CaplUs 4
(5.11)

Qa = Ca(US,a+Ua)- (512)

onde U, sao as rotacoes and Us é o deslocamento transversal, e neste caso, a repeticao de «

e 3 nao indicam somatorio.

As equagoes generalizadas de Navier podem ser formadas substituindo os valores das

constantes (2.31) dentro da equagao constitutiva (5.12) e da equagao de equilibrio (5.10):

LijUj + bz‘ = O, (513)
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as quais

02 0? 02 02
Ly = DllaT;f + D66373 - Oy, Loy = DBGQTC% + DQ?TJ% — Oy,

Liy = Loy = (D11 ptye + D66)ﬁ;x2, Ly =—L3 = —013%17 (5.14)
Loy = —L3y = —023%2 L3z = Cla% + 023%,

onde b; (i = 1,2,3) representa 0, 0, g, respectivamente, L;; é o operador generalizado do
operador diferencial de Navier. Os valores das constantes que aparecem na equacao (5.14)

Sao:

012 = 021 = 07 Cll = D]lyy:rv C(22 = D22V:rya

(5.15)
Cy = Gopkh,  Cy=G.,kh,

onde k = 5/6 da teoria de Reissner.

Se n, e t, representam os cossenos diretores dos vetores normal e transversal, respecti-
vamente, no contorno I' da placa, as forcas generalizadas e os deslocamentos no contorno I'

sao escritos como:

Pa = Maﬂnﬁa P3 = Qanav Mn = Maﬁnanﬁv

(5.16)
Mns = aﬂtanﬁv 1% = wanay wS = %ﬂfw

5.2.5 Solucao fundamental

A solucao fundamental para placas espessas ortotrépicas, considerando a deformacao
por cisalhamento transversal, sdo solugoes particulares da equagao diferencial (5.13) sob
uma carga concentrada, ou seja, as solugoes satisfazem a seguinte equacgao diferencial nao-

homogénea:

LU (¢ x) = —6(C, )0, (5.17)
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onde §((, z) representa a funcao delta de Dirac,  representa o ponto fonte, x representa o
ponto campo, e L?fj é o operador adjunto (ver Wang e Huang (1991)). Seguindo o método do
operador de Hérmander (veja apéndice B), as solugoes da equagao (5.13) podem ser escritas
como:

Ui (¢ x) = Ly (¢ ), (5.18)

. ~ . dj 4 .
onde ¢(C,x) é uma fungao escalar desconhecida e COL?Z-] ¢ a matriz de cofatores do operador

L’;gj que é dado por:

. 82 62
ot — g .V*V?2 — B, yexe: , 5.19
op 7 K 7 01,073 ! 28%8% (5.19)
0 0? 0?
Lyl = LW = —(E, Bas5— — C1C 5.20
8, Bospgg ¥ Bosggg = 1O (5:20)
dj s s
“Lsy = DyD Dy D D? 2D11 DegVye , 5.21
11665 1 = + (D11 Doy — 11VW 1166y )83:%8:/5% ( )
Py 92 2
Doy D D Cy+ C1D 1D CyD C,C
+ Do 6631‘2 (D11Cy + Cy 66)81‘1 (C1Day + Cy 66)8 5 +C10s.
onde seguintes simbolos sao introduzidos:
E1 = Do, Eyy = D1y, Eiy = Eyn =0,
By = D21 — Deg, By = D11 — Dee, By = By = (D1ivye + Des),
Ey3 = C1 Doy — Co(D11vye + Deg), Bi3 = C1 Dgs, Es3 = Cy D,
Bag = Cy D1y — C1(D11vy, + Des), Vi = Cl + o2 sz; V? = ,38;2 + C?;
(5. 22)
O potencial ¢((, z) pode ser calculado como:
det[*Lig1$(¢, 2) = =8(C, ). (5.23)

A equagao (5.23) é uma equagao diferencial parcial também de sexta ordem. Usando a
transformada de Radon, a equagao diferencial parcial (5.23) pode ser reduzida a uma equagao

diferencial ordinéria, a qual simplifica o tratamento do problema. Primeiro expande-se 6((, )
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usando a transformada de Radon (WANG; HUANG, 1991):

1
472

5(¢0) =1 | Jenle = Q)+ wsly—n) | db, (5:24)

onde (wy,ws) sao as coordenadas de um ponto num circulo unitério (veja apéndice C), ou
seja, wy = cos(f), wy = sin(0), (z,y) e (¢,n) sao as coordenadas do ponto campo e do ponto

fonte, respectivamente. Similarmente, ¢((, z) pode ser escrito como:

o) = [ elo)as, (5.25)

onde p = w;(z — () +wa(y — 1), ©(p) é uma fun¢ao que depende somente de p.

Substituindo as equagoes (5.24) e (5.25) na equacao (5.23) e, considerando a relagao

diferencial z2- = w,-%, obtém-se as seguintes equacoes:
Ox o dp’ >

d* d? 1 _
d7p4 (CW —]92) @(P) = Ar2a2 | P | 27 (5~26)

onde

a* = Cy D11 Dgsw§+Cy (D11 Doy — D} v, — 2D 1y Deglya )wiws +C1 Doy Dgswiws +Ca D1y Degw!ws
+C9 Dy Dggw$ + Co (D11 Dag — D%ll/g?:c — 2D11 Degvy, )wiws,

b? = C1Ca[Dyywi + 2(2Dgs + D11vys)wiws + Dagws),

P = b0 /a?.

A solugao da equacgao (5.23) é agora reduzida a solugdo de uma equagao diferencial
ordinaria dada pela equacao (5.26). Depois de quatro integragoes na equagao (5.26), obtém-

se:

d*¢(p)
dp?

—p*e(p) = — p’ln|pl. (5.27)

8m2a?

A solucao da equacao (5.27) pode ser escrita como:

©(p) = f1(p) exp(pp) + fa(p) exp(—pp). (5.28)

Pelo método da variagao dos parametros, os coeficientes fi(p) e fa(p) podem ser obtidos.

Substituindo fi(p) e f2(p) na equagao (5.28), obtém-se:
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#(p) PP In | p|+2in | p|+3

= 82 pha?

+exp(pp) /poo exp(a—po)da — exp(—pp) /p exp(po)dg] . (5.29)

—00 g

Substituindo a equagao (5.29) na equagao (5.25) e integrando, obtém-se a funcao ¢(¢, z).

O deslocamento generalizado e os esfor¢os no contorno podem ser escritas da seguinte forma:

27
Us(Gx) = [ U)o, (5.30)

PyGa) = [ Palo)do. (5:31)

Das equagoes (5.12), (5.16) e (5.18), pode-se facilmente obter (7;;(;)) e P;;(p)

- d'y d*p
as(p) = Gy g i ~ ClCZWQwBTpQ7
o o d’p dy
Uso(p) = —Uxslp) = fadipg - 0102wad7),
7% d490 dQQO
Uss(p) 041(17)4 - 51d7p201C280> (5.32)
nos quais
Qo = (Eaﬁ — Bagwawﬁ)((]lwf + ngg),
fa = (EQB('U; + BQBW%)WQ7
o) = D11D66w? + (D11D22 — D%V;x — 2D11D66uyz)wfw§ + D22D66w§,
61 = (CQDH -+ ClDGG)wf + (CQD66 + Cngg)wg. (533)
~ 5
Pctg(ﬂ) = [Dﬁ“/ (aaﬁww + aaﬁwﬁ)nw + Cﬁwdanw]diﬁ
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3

—[2D3,C Cowaqwpw- )1y + C1CC3,waM5 | d—pf,

. d*
P (p) = [Da’v(faw'y + f'ywa) + Cavg]n'ydipf
d?p
[QDMwawv + C’ay]nyCng d 5
. d4(p
Pi(p) = Cy(aay — fawv)”vdipzp
3o d>p

P?:ki}(p) = Cv(fv - ﬁlwy)nydip?) + alCVanvdipS’
sendo que indices repetidos em « e [ nao representam somatorio e
da = QacWe, g = fgwc.

5.2.6 Calculo das solugoes fundamentais

1. Calculo de ¢(p) e suas derivadas

(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)

(5.38)

Para encontrar os deslocamentos generelizados e as forcas de superficie, é necessério cal-

cular a funcao ¢(p) e suas derivadas. O célculo serd simplificado se forem introduzidas

as fungoes Ay e A; dadas por:

> exp(—po)

Ao(pp) = exp(pp) / do — exp(—pp) /

p
% exp(— o exp
Ai(pp) = exp(pp / o®(po) 4, + exp(— /

que, derivando com respeito a varidvel p, tem-se:

dAo(pp)
dp

2 dAi(pp)
=pA - - =pA .
pAi(pp) m i pAi(pp)

Entao, tem-se as expressoes de ¢(p) e suas derivadas:

elp) = Snipia?

85

— exp(—po)
P g

(P*p* In[p| +21n |p| + 3 + Ao(pp)),

do,  (5.39)
do,  (5.40)
(5.41)



d 1
2o (2p%pInp| + %+ pAi(pp)),

dp 8m2pta2

d2<,0 1 2 2 2
= W(Qp pln |p| + 3p® + p*Ao(pp)),
d3p 1 3

—_— = — A

0 Sn2pia! 1(pp),

dip 1 1

Y - iy

i E——— o(pp),

d5(p 1 5 2p4

- — S e— A -

i Snapigz P Anpe) = = 7).

&by 1 . 2pt

0 = sepa P A+ ). o

2. Férmulas para Ag(pp) e A1(pp)
As fungoes Ag(pp) e Ai(pp) podem ser expressas em termos das integrais exponenciais
Ei(pp) e Exv(pp).

e para p >0
Ao(pp) = exp(pp)Ei(pp) — exp(—pp) Ei(pp),
Ai(pp) = exp(pp)Ei(pp) + exp(—pp)Ei(pp). (5.43)
e para p <0
Ao(pp) = —exp(=|pp|)Er(lpp]) + exp(|ppl) Er(ppl),
Ai(pp) = —exp(=|ppl)Ei(lppl) — exp(lppl) Er(|ppl)- (5.44)

As férmulas aproximadas de Ey(pp) e E;(pp) podem ser encontradas em Cody e Henry-
Jr (1969) e Abramowitz e Stegun (1965).

3. Caélculo numérico das solugoes fundamentais

No célculo da solucao fundamental, tem-se que dividir a solucao fundamental:

I = /QW Ao 2 k=1,2,3,4,5. (5.45)

0 dpk o
No intervalo entre 0 e 27 existem dois pontos que fazem p = 0. Primeiro determina-se
o valor de 0y o qual faz p = 0 e entao divide-se (0,27) em quatro intervalos. Como o
integrando é uma fungao periddica, os quatro itervalos sao [0y, 0y + 7/2], [0o + 7/2, 00 +

7|, (0o + 7,60 + 37/2] e [0y + 37/2,00 + 27]. Emprega-se a féormula Gaussiana para
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calcular a integral I; para cada intervalo. O nimero de pontos de Gauss depende das
propriedades do material e principalmente, da relagao entre os comprimentos da aresta
e da espessura da placa. Um estudo mais detalhado ainda deve ser realizado. O valor

de 0y é determinado a partir da seguinte equagao:

0y = arctan (—5 : 2) : (5.46)

A derivada de sexta ordem de ¢(p) serd usada no célculo das tensoes internas. Entao,

precisa-se calcular a seguinte integral:

2r 1 ,
I = / — F}(6)do, (5.47)
0 p

onde F3(#) é uma fungao de . Como p tem dois zeros entre 0 e 2w, I é uma integral

divergente.

O célculo da integral I5 esta fora do escopo deste trabalho pois nao serao calculadas as

tensoes na formulacao de placas espessas.

5.2.7 Equacoes integrais de contorno

A equacao integral pode ser obtida considerando a representacao integral da equacao

governante (5.10), ou seja:

| [(Maps = Qu)Us + (Qae+ 9)Us1d2 =0, (5.48)

onde U/ (i = «, 3) sao as fungdes peso. Integrando por partes (aplicando a segunda identidade

de Green) e usando as relacoes de reciprocidade (5.16), tem-se:
/ 2)dT = / z)dl + / 2)UL(C,z) (5.49)
Considerando o ponto ¢ no contorno I'; a equagao (5.49) pode ser escrita como:

e (OU;(0) + ][ 2)dT = / 2)dl + / 2)U%(C,z) (5.50)

onde + representa a integral no sentido do valor principal de Cauchy, ¢,z € I' sao os pontos
fonte e os pontos campo, respectivamente. O valor de ¢;;(x) é igual a §;;/2 quando x esta

localizado num contorno suave. A equagao (5.50) representa trés equagoes integrais, duas
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(i = o = 1,2) para rotagoes e uma (i = 3) para o deslocamento transversal. A ultima
integral do lado direito na equagao (5.50) é uma integral de dominio, que é transformada
em uma integral de contorno pelo método da integragao radial (ALBUQUERQUE; SOLLERO;
VENTURINI; ALTABADI, 2006).

5.3 Exemplo Numérico

5.3.1 Exemplo 1

Para validar o procedimento implementado e avaliar a convergécia das solugoes, considera-
se uma placa quadrada engastada com os lados de comprimento a = 0,254 m e a razao entre
a espessura e o comprimento dos lados é t/a = 0,05 (Figura 25). A placa esta sujeita a uma
carga estatica uniformemente distribuida g = 2,07 MPa. As propriedades do material usado
na andlise numérica sao: Er = 6,895 GPa, Ep, = 2Er, vpr = 0,3, ¢ Grr = Ep/2(1 + vir).
A placa foi discretizada usando 8 elementos quadraticos descontinuos (Figura 25). Como
em Sladek et al. (2006), que usou o método sem malha de Petrov-Galerkin (MLPG), os
deslocamentos transversais sao normalizados pelo valor do deslocamento transversal central
em uma placa isotrépica w(#)(a/2) = 8,842 x 10~*m. A Figura 26 mostra a variacio do
deslocamento transversal w ao longo da linha central da placa (y = a/2), considerando uma
placa isotrépica e ortotropica. Pode ser observado que existe uma boa concordancia entre

ambos os resultados.

5.3.2 Exemplo 2

Neste exemplo, sera considerado um laminado ortotrépico com as seguintes propriedades:
Er =25E,,Grr = 0,5EL, Gprr = 0,2E, vy = 0,25. A placa foi discretizada usando oito
elementos quadrético descontinuos (Figura 25). Sao analisados dois tipos de sequéncia de em-
pilhamentos [0°/90°/0°] e [0°/90°/90°/0°] e dois valores para a razao comprimento/espessura
(a/t). As Tabelas 4 e 5 mostram os deslocamentos transversais @ = wE,t*/(g,a*10%) no
centro de uma placa quadrada simplesmente apoiada, com carregamentos no dominio senoi-
dal (g = g,sin("") sin(%¥)) e uniforme, respectivamente (REDDY, 1984). Pode ser observado
que houve uma boa concordancia entre os resultados, sendo que para a espessura t = 0,01

m o erro foi bem menor quando comparado com a espessura t = 0,1 m, para ambos os
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0.3r

0.25}

0.2r

0.15}

0.1r

0.05F

_0.05 1 1 1 1 1 1 )
-0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

Figura 25: Discretizacao da placa usando 2 elementos quadraticos por lado.
carregamentos.

Tabela 4: Deflexao no centro de uma placa quadrada ortotrépica sob um carregamento
senoidal g = go sin(™") sin(%?).

| |a/h | w(Reddy) | w(MEC) | Diferenca[%] |

0°/90°/0° | 100 | 4,337 4,361 0,55
10 | 6,603 6,397 4,42

0°/90°/90°/0° | 100 | 4,336 4,368 0,74
10 | 6,628 6,231 5,99

5.3.3 Exemplo 3

Aqui o laminado estd submetido a uma carga senoidal: g = g,sin("*)sin(%?). Serao
discutidos trés casos (PANDA; NATARAJAN, 1979). O primeiro é um laminado quadrado
ortotrépico simplesmente apoiado com quatro camadas [0°/90°/90°/0°] e com as seguintes
propriedades: Grpr = 0,6, Grr = 0,5, v = 0,25. Dois materiais sdo considerados

sendo um laminado de grafite-epoxy: £ = 40E7 e um laminado de vidro-epoxy: Ep = 3FE7.
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w(@)/wi* (a/2)

0.31 —o— MEC (E,=2'E,)
0.2} — ¢ — Sladek et al. (2006)
0.1 / ? —+—MEC (E,=E,)
Oé@/é Sladek et al. (2006)
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
x/a

Figura 26: Variacao do deslocamento transversal para uma placa quadrada engastada.

As Figuras 27 e 28 mostram os deslocamentos transversais w calculados no centro do laminado
de grafite-epoxy e de vidro-epoxy, respectivamente. Observa-se uma boa concordancia dos
resultados. A placa laminada foi discretizada usando oito elementos quadraticos descontinuos

(Figura 25).

O segundo caso, é um laminado de trés camadas [0°/90°/0°] simplesmente apoiado, com
as espessuras das camadas externas iguais a t/4. As propriedades do material sao: Ej = 25
MPa, Er = 1 MPa, Gpr = 0,5 MPa, Gy = 0,2 MPa, vy = 0,25. A Tabela 6 mostra
os resultados para o deslocamento transversal no centro da placa laminada. Os resultados
foram comparados com A: Panda e Natarajan (1979), B: Solugao exata da elasticidade (PA-
GANO; HATFIELD, 1972) e C: Formulacao de elementos finitos (MAWENYA, 1973), onde
W =wr'Q/(12g,t5), e Q = 4G + {Er + Er(1 + 2v7)} /(1 — virvry).

E, finalmente, o terceiro caso, é um laminado retangular, com b = 3a, Figura 29, de
trés camadas [0°/90°/0°] simplesmente apoiado com as espessuras iguais a t/3, com as mes-
mas propriedades do caso anterior. A Tabela 7 mostra os resultados para o deslocamento

transversal no centro da placa, onde w = w x 100E,/(g,tS*), comparados também com A:
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Tabela 5: Deflexao no centro de uma placa quadrada ortotrépica sob um carregamento

distribuido uniformemente.
| | a/h | w(Reddy) | w(MEC) | Diferenca[%] |

0°/90°/0° 100 6,697 6,723 0,39
10 10,220 9,712 4,97

0°/90°/90°/0° | 100 6,833 6,880 0,69
10 10,251 9,571 6,63

Panda e Natarajan (1979), B: Solucao exata da elasticidade (PAGANO; HATFIELD, 1972) e
C: Formulagao de elementos finitos (MAWENYA, 1973).

Estes problemas sao estudados com o propésito de comparar os resultados do método
de elementos de contorno com os resultados do método de elementos finitos e com a solucao
exata da elasticidade. Os resultados obtidos a partir da andlise desse trabalho mostraram

uma melhor concordancia com a formulacao de elementos finitos.

Tabela 6: Deslocamento transversal no centro do laminado quadrado com trés camadas.

| S=a/t|w (MEC) | ®(A) | @(B) | w(C) |
10 1,047 [1,448 1,709 | 2,034
20 1,261 [ 1,114 [ 1,189 | 1,273
50 1,049 | 1,016 | 1,031 | 1,048
100 1,018 | 1,003 | 1,008 | 1,015

Tabela 7: Deslocamento transversal no centro do laminado retangular com trés camadas,
b = 3a.

| S=a/t|w (MEC) | w(A) | w(B) | w(C) |
10 1,103 0,752 10,919 | 1,141
20 0,653 | 0,565 | 0,610 | 0,664
50 0,525 | 0,513 0,520 | 0,529
100 0,507 | 0,505 | 0,508 | 0,510

5.3.4 Exemplo 4

Serao analisadas trés placas laminadas simplesmente apoiadas com cinco, sete e nove

camadas com um carregamento senoidal g = g,sin(%)sin(%?). Todos os laminados sdo
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Figura 27: Deslocamento transversal no laminado de 4 camadas de grafite-epoxy.

simétricos, com as fibras orientadas alternadamente entre [0°/90°] com o eixo z, e com a
mesma espessura t. As propriedades do material sdo: £y = 25 MPa, Er = 1 MPa, Gpr =
0,5 MPa, Gy = 0,2 MPa, vpr = 0,25. As Tabelas 8, 9 e 10 mostram os resultados
para o deslocamento transversal no centro da placa com seis diferentes valores de S = a/t.
Estes valores sao comparados com Ghosh e Dey (1992) e Pagano e Hatfield (1972). Os
laminados foram discretizados com 3 elementos quadraticos descontinuos por lado. Onde
W = wrtQ/(12g,t5%) e Q = 4Gy + {Er + Er(1 + 2v17)} /(1 — virvrr). Pode-se observar
que em todos os casos deste exemplo o resultado converge para a solucao da teoria classica
com o aumento da razao S, ou seja, com a diminuicao do valor da espessura t. Segundo
Pagano e Hatfield (1972), quando se compara o erro com os resultados da teoria classica, este
diminui a partir de uma razao S = 30. Os resultados foram comparados com a formulagao

de elementos finitos usando a teoria classica.
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Figura 28: Deslocamento transversal no laminado de 4 camadas de vidro-epoxy.

0.5r

-0.5

Figura 29: Placa laminada retangular, b = 3a.
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Tabela 8: Deslocamento transversal no centro do laminado quadrado com cinco camadas.

S=ajt] @ [d(refl.) | d(ref2.) |
2 11,112 | 12,278 -
4 3,550 | 4,291 -
10 1,42 | 1,57 1,42
20 1,11 | 1,15 1,10
50 1,02 | 1,02 -
100 1,01 | 1,01 1,01
T.C. | 1,00 | 1,00 0,0

refl.:Pagano e Hatfield (1972)
ref2.:Ghosh e Dey (1992)

Tabela 9: Deslocamento transversal no centro do laminado quadrado com sete camadas.

S=a/t| W [w(refl.) | w(ref2.) |
2 11,107 | 12,342 -
4 3,547 | 4,153 —
10 1,42 | 1,53 1,41
20 111 | 1,13 1,10
50 1,02 [ 1,02 -
100 1,01 | 1,01 0,99
T.C. | 1,00 | 1,00 0,0

refl.:Pagano e Hatfield (1972)
ref2.:Ghosh e Dey (1992)

Tabela 10: Deslocamento transversal no centro do laminado quadrado com nove camadas.

‘ S=ajt ‘ w ‘ w(ref.) ‘ w(ref2.) ‘

2 11,124 12288 |
4 3,060 | 4,079 -
10 | 142 | 151 | 141
20 1,11 1,13 1,10
50 1,023 | 1,021 -

100 | 101 | 1.01 | 099

T. C. 1,00 1,00 0,0

refl.:Pagano e Hatfield (1972)
ref2.:Ghosh e Dey (1992)
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6 Conclusoes

6.1 Conclusoes finais

Neste trabalho foram apresentadas formulacoes do método dos elementos de contorno
para a analise de placas de laminados compésitos considerando ou nao a deformacao por ci-
salhamento na direcao transversal. No caso da teoria classica, onde os efeitos da deformacao
por cisalhamento na direcao transversal nao sao considerados foram desenvolvidas as equagoes
integrais das derivadas segundas do deslocamento transversal e todas as derivadas da solucao
fundamental foram calculadas analiticamente. Para o calculo das tensdes no contorno de
placas anisotrdpicas finas, foi apresentada uma abordagem alternativa na qual as deriva-
das segundas do deslocamento transversal foram calculadas usando equagoes constitutivas e

derivadas da funcao de forma.

Foi desenvolvida uma formulagao de trés parametros para a teoria classica de placas ani-
sotrépicas. Para uma placa com furo, a formulacao de trés parametros teve boa concordancia

com a de dois parametros e com a formulagao de Reissner.

Finalmente foi apresentada uma formulagao do MEC para placas ortotropicas onde o
efeito da deformacao por cisalhamento na diregao transversal é considerado. A solucao fun-
damental foi calculada usando o operador de Hormander e a transformada de Radon. Em
todas as formulagoes as integrais de superficie foram transformadas em integrais de contorno
usando o método da integracao radial (RIM). Com isso, em nenhum caso houve a necessi-
dade de discretizacao do dominio, resguardando a principal caracteristica do MEC que é a

discretizacao apenas do contorno.

Foram usados elementos de contorno quadraticos descontinuos na discretizacao de todas

as formulacoes apresentadas.

Em geral, os resultados mostraram boa concordancia com resultados disponiveis na lite-
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ratura.

6.2 Proposta para trabalhos futuros

Ficam como proposta para trabalhos futuros:

e Desenvolver formulacoes do método dos elementos de contorno para calcular os deslo-
camentos transversais e as tensoes no dominio e no contorno de placas com efeito da

deformacao por cortante anisotrépicas.

e Estender as formulagoes implementadas para andlise dinamica, de estabilidade (flamba-
gem), de grandes deslocamentos, de placas associadas no espago, de danos em materiais

compositos, dentre outras formulacoes.
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APENDICE A - Transformada de Telles

Telles (1987) apresentou um método eficiente para calcular integrais singulares ou quase-
singulares que atualmente sao encontradas em aplicacoes do método dos elementos de con-
torno em problemas de duas dimensoes, axissimétricos e trés-dimensoes. Trata-se de uma
transformacao polinomial de terceiro grau que melhora a aproximacao do método da qua-
dratura de Gauss dentro da faixa perto da singularidade. Este procedimento pode ser fa-
cilmente implementado no método dos elementos de contorno e apresenta uma importante
caracteristica de ser auto-adaptavel, isto é, o método produz uma varidvel que depende da
minima distancia do ponto fonte ao elemento. A auto-adaptagao do método também o torna
inativo quando nao for 1til, ou seja, em grandes distancias do ponto fonte, o que faz o método

muito seguro para o uso em geral.

Considere a integral:

I= /_11 f(n)dn, (A1)

a qual f(n) é singular no ponto 7.

A idéia agora é fazer uma transformacao de coordenadas de 1 para v onde o jacobiano

2—2 se anule no ponto 77 onde f(n) é singular.

Se for escolhido uma rela¢ao de segundo grau (uma relagao de terceiro grau também é
possivel), tem-se:

n(vy) = ay? + by + c. (A.2)

As seguintes condigoes tem que ser satisfeitas:

ISHIRSH
= 5[5
—
—_ — 3
|
=

(A.3)



Entao, as seguintes solucoes sao obtidas:

a = —c,

b= 1, (A.4)
UERVIGEENY

c =

na qual a condicao || > 1 é necessdria para evitar as raizes complexas.

Se |n| =1, a expressao (A.1) pode ser escrita como:
! Ui
1= [ fl0=7)7 +910 = ym)dy. (A.5)

A transformacgao acima pode ser usada para calcular integrais com uma singularidade
logaritimica em uma das extremidades. A principal vantagem é que, desde que o jacobiano
cancele a singularidade, a integracao de Gauss padrao pode ser aplicada sem precisar separar

a parte regular da singular.

8
Log(gsi)
71 O Telles
O Regular

Figura 30: Pontos de Gauss sem o uso da transformada de Telles (Regular) e com o seu uso.

Conforme mostra a Figura 30, a transformada de Telles muda a posi¢cao dos pontos de
Gauss, aproximando estes pontos perto da singularidade e afastando-os da regiao longe da

singularidade.
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APENDICE B - Método de Hoérmander

O método de Hérmander, desenvolvido por Hérmander (1963), é um método geralmente
usado para decompor a matriz de operadores diferenciais em um simples operador diferencial
escalar a partir do qual a solucao fundamental poderd ser facilmente obtida. Para demonstrar

o procedimento geral do método de Hormander, considera-se a seguinte equagao diferencial:

LU" =6, (B.1)
onde § é um operador diferencial como, por exemplo, o da equagao (5.13):
O método de Hormander consiste das seguintes etapas:
eCalcula-se o operador adjunto: L¥U* = —;
eCalcula-se a matriz de cofatores do operador adjunto: “L¥;
eCalcula-se a matriz dos cofatores transposta: (©°L%¥)T;
eCalcula-se o determinante da matriz de cofaotres transposta: det[(®L*¥)7];

e(Calcula-se o escalar potencial ¢ o qual é a solucao da seguinte equacao:

det](**L*9)")6 = —5;

eCalcula-se a solucao fundamental usando a seguinte equacao: U* = L% ¢,

O operador de Hérmander, representa a solucao fundamental U* como um vetor de

derivadas de um escalar potencial ¢.

105



B.1 Exemplo do uso do operador de Hormander

Considere a equacao diferencial de Navier:

onde
9 G
Lz] - GV 5@' + ﬁ@-aj, (BS)
ou
GVQ + ﬁalal 1 21/ 8182 (B4)
= 21/)8261 GV? + (1— 21/)8282

o qual representa o operador diferencial original do problema. G é o médulo de cisalhamento

e v é o coeficiente de Poisson. Este operador é seu préprio operador adjunto, assim:

LY = L. (B.5)

Segundo Hormander, a matriz de cofator do operador adjunto pode ser obtido a partir
de:

, GV? + —%-0,0 020
coLad] — (1—2v) 292 2(1 21/) 241 (B6)
1= 2,,81@2 Gv 1 21/8181
e em notagao indicial:
oLl — L[m — )0V — 9;0;] (B.7)
" (1—2v) " I '

A transposta da matriz de cofator pode ser escrita como:

(LiP)T = L{ (B.8)

ij
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e o determinante podera ser calculado a partir de:

G G

coradi\T| __ 2 2
det|(“Li") | = (GV*™ + { _QV)(?Q(?Q)(GV + a _2y)8181)
G G
—(—maﬁl)(—maﬁﬁ, (B.9)
sendo que:
0,0; = 0;0;, (B.10)
e
V2 = 0,01 + 020s. (B.11)
Da equagao (B.9), tem-se:
; 2G*(1 —v)
coTadj\T| __ 4
det|(“Li7)" | = - V= (B.12)

De acordo com Hormander, precisa-se obter um escalar ® que satisfaca a seguinte equacao:

2G*(1 —v)

1—20) VId(E, x) = —4(€, 7). (B.13)

A solucao particular de ® pode ser obtida a partir de:

_ M;ﬁ log(r) + . (B.14)

onde

f = ar* +b(log(r)) + ¢, (B.15)

onde, a, b, ¢ sdo constantes arbitrarias.

A expressao conhecida como solucao fundamental de Kelvin pode ser escrita como:

, 1
Ui = srqa —py {000 — 40 log(r) +rarg}. (B.16)

107



APENDICE C - Transformada de Radon

A mais apropriada unificagdo entre a matematica e a grande classe de problemas de
reconstrugao (problemas nos quais se quer determinar algumas propriedades da estrutura
interna de um objeto sem ter que cortar ou quebrar) é a transformada de Radon num espago
Euclidiano. H4 diversos campos onde se é aplicada a teoria da transformada de Radon: ética,
astronomia, geofisica, biologia molecular e principalmente na medicina, com a tomografia
computadorizada, dentre outras areas. A propriedade interna pode ser identificada com,
ou aproximada por, alguma fungao f e o perfil pode ser identificado ou aproximado pela

Transformada de Radon de f, designado por:

f=RJ (C.1)

Se f é definida no plano %2, entao f é determinada por uma integral de linha de f. E,
se f é definida em R, entdao f é determinada por uma integral de superficie de f sobre um

plano bi-dimensional (DEANS, 1993).

C.1 Definicao da transformada de Radon

A transformada de Radon, também conhecida como transformada de ondas planas, é
descrita em detalhes por Gel'fand, Graev e Vilenkin (1966). A transformada de Radon de
uma funcao f(x;) é definida por (GAUL; K6GL; WAGNER, 2003):

fla,zi) = Rf(x;) = /Qf(x,-)é(oz — z;x;)dS, (C.2)

onde a integragao ¢ feita sobre o plano z;x; = o (Figura 31a) e ¢ representa a fungao delta

de Dirac. A transformada inversa é dada por:
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(a) (b)

X

Figura 31: Transformada de Radon para o caso tri-dimensional: integracao no plano o = z;z;
e trasformada da Inversa: integracao sobre uma esfera unitaria z;z; = 1.

fa) =2 floz) = -y [ PO ar, (©3)

872 Oa?

onde a integragao é feita, no caso tri-dimensional, sobre uma superficie de uma esfera unitaria

(Figura 31b).

A transformada de Radon possui as seguintes propriedades:

eHomogeniedade: R{ f(ka,kz)} = ﬁiﬁ{f{a, zi)}
eLinearidade: R{c1f + cag} = e R{f} + c2R{g}.

eTransformacao de derivadas: R{ ax?;;;”} = z2zj... 2 R{f}.

eTransformacao do delta de Dirac: R{d(x;)} = ().

C.2 Exemplo do uso da transformada de Radon

Para mostrar como se usa a transformada de Radon na obtengao das solugoes fundamen-
tais, considere a equacao diferencial de Laplace:

o*T* N o*T™ N T
0x? 0y? 022

6(X0)7 Xo = (xoy Yo, Zo)- (C4)



Aplicando a transformada de Radon, tem-se :

LT T 0T

g atag s tay s = d(a). (C.5)
Entao: - )
o°T d(a
- _ C.6
Ja? 23+ 25+ 23 (C.6)
Aplicando a transformada inversa:
. 1 0T (a, %)
Usando a equagao (C.6), tem-se:
1 7 o()
T (X) = ——/ ——————dI. .
(X) 872 Joyz=1 27 + 25 + 23 (C8)

considerando a origem dos eixos x; no ponto fonte, pode-se escrever:

O = 2T = 41 =TTy, (C.9)
onde r{ = r;/r.
Entao:
1 S(rizrd)
T(X) = ——/ I C.10
(X) 82 Joyz=1 23 + 22 + 232 ( )

Usando as propriedades da transformada de Radon (homogeniedade: §(r;zr?) = §(z;r?)/r,

e a transformada do delta de Dirac), pode-se escrever:

1 1

T'X) =55 ), G AT G

do. (C.11)

Como 21, 29 € 23 sao coordenadas de um ponto num circulo (Figura 32), z1(¢)? + 20(¢)* +

23(¢)? = 1. Finalmente tem-se:

T(X) = ———¢ "= —% « (27) = - (C.12)



22

Figura 32: Coordenadas esféricas z1, z3 e z3.

que ¢é a solugao fundamental analitica para a equacao de Laplace, tri-dimensional, presente

na maioria dos livros do método dos elementos de contorno.
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