Este exsmplar corresponde 3 redagso Linal
da tese defendida por_ <yl M”M@%
RS, g eprovada
UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS  pela comissdo julgadora em g3 44 - 994,

FACULDADE DE ENGENHARIA MECANICA Plew 8 (0 UL
QRIENTADOR

DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA DE PETROLEO

Dissertagdo Apresentada &
Faculdade de Engenharia Mecinica
como Requisito Parcial a Obtengio do

Titulo de Mestre em Engenharia de Petrdleo

FORMULACAO DIRETA DO METODO DOS ELEMENTOS
DE CONTORNO PARA TRATAMENTO DO ESTADO
PLANO DA POROELASTICIDADE

ACOPLADA

Autor: Genillde Luiz Borba

Ly ; W Orientador: Buclides de Mesquita Neto .

Novembro, 1992

¥
H

E



ii
UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
FACULDADE DE ENGENHARIA MECANICA

DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA DE PETROLEO

A dissertagiio “Formulagio Direta do Método dos Elementos de Contorno Para Tratamento do
Estado Plano da Poroelasticidade Acoplada®, elaborada por Genildo Luiz Borba e aprovada por todos os
membros da Banca Examinadora foi aceita pela Sub-Comissio de Pés-Graduagdo em Engenharia de

Petrdleo como requisito parcial 2 obtencic do Titulo de Mestre em Engenharia de Petrdleo.

Campinas, 27 de novembro de 1992

Banca Examinadora

Buclides de Mesquita Neto, Ph. D.

Zﬂ« (‘;[#wm

Iasc tun de O. e Sousa, Ph. D.
s A»fgw; s

Leandro Palermo Iagor, Ph. D.



i

Para: meus pais, Luiz Gonzaga e Gilvanize,
minha esposa Liane,
meu filho Anderson Henrique,

meus irmaos Gilvan, Luiz Gonzaga, Gilvanise, Giovani e Gisele.



v

AGRADECIMENTOS

Agradego ao Professor Dr. Euclides de Mesquita Neto pela sugestio do tema , pelo estimulo
e pela liberdade que me foram concedidos em todo o desenvolvimento deste trabalho.

Agradego ao Prof. Joio Candido Baptista de Campos pelo trabalho de co-orientagio
informal desta tese. Suas sugestdes e material bibliogréfico permitiram que ultrapassassemos diversas
dificuldades encontradas no decorrer do desenvolvimento deste trabalho, permitindo que chegdssemos
a seu término dentro do prazo e cumprindo todas as metas programadas.

Agradego a Petrobrds pela oportunidade que me foi dada de realizar este trabalho. O
investimento no desenvolvimento téenico de seus empregados demonstra clatamente que a Petrobras

aposta em seus recursos humanos para enfrentar os desafios do desenvolvimento de tecnologias de

ponta.



1Y

SUMARIO

O fraturamento hidréulico de formagdes portadoras de hidrocarbonetos ¢ uma téenica de
aumento de produtividade e fator de recuperagio cada vez mais utilizada em todo o mundo.
Dependendo das caracteristicas dos pogos, o seu custo pode ating_ir valores significativos, o que
obriga um bom dimensionamento das operagdes.

O dimensionamento do frataramento hidrdulico de meios porosos requer a determinagiio
simultinea de tensSes, deslocamentos, pressbes de poros ¢ fluxos na regifio considerada.

Neste trabalho € langada a base de elaboragio de um simulador de fraturamento hidraulico.
Nao se avanga na determinag@o das grandezas necessdrias & simulagiio do fraturamento hidréulico
propriamente dito, mas apenas na resolugdo do problema eldstico acoplado com a difusdo de fluidos
RO MISIO POTOSO.

E feito uma revisio na dedugio do sistema de equaghes diferenciais que rege o
comportamento do continuo poroeldstico segundo Cheng e Detournay (ref. 01), partindo das
equagdes da elasticidade, introduzindo as constantes poroelasticas de Biot (ref. 02) e substituindo
estas pelas constantes propostas por Rice e Cleary (ref. 03). As equagdes diferenciais da poroelas-
ticidade acoplada sdo transformadas em equagdes integrais através de uma extensio do teorema da
reciprocidade dindmica, no dominio de Laplace. As equacdes integrais sio resolvidas através do
método dos elementos de contorno utilizando-se elementos constantes para interpolar as varidveis
no contorno. O procedimento e o algoritmo implementado sfo validados no dominio da varidvel de
Laplace através de problema em pogo com solugdes analiticas conhecidas. As solugdes no tempo sao

obtidas por inversio numérica. Diversas considerages quanto a densidade da discretizagao sio feitas
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nesse trabalho. Também discute-se algumas limitagdes do método dos elementos de contorno com

zlementos constantes no tratamente das equagdes da poroelasticidade acoplada.
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ABSTRACT

In the present work the initial step for the development of an hydraulic fracturing simulator
for the poroelastic continuum js stablished. In the fully coupled continuum the elastic deformation
process is connected with the fluid diffusion through the porous medium.

Biot’s theory of a poroelastic continuum is recasted according to the equations and
parameters proposed by Rice and Cleary. The differential equations governing the poroelastic
medium are fransformed into integral equations by means of an extension of Betti’s dynamic
reciprocity theorem in Laplace variable domain.

The solutions of the integral equations in the Laplace variable domain are approximated by
the use of the Boundary Element Method (BEM). Spatial discretization of the field variables is
accomplished assuming constant elements at the boundaries of the problem under consideration.

Time domain sclutions are obtained by numerical inversion of the Laplace domain solutions.
The theorical procedures and implementations are validated by comparisons with a borehole problem
which have analytical and numerical solutions in the existing literature,

Issues like boundary discretization effort and numerical accuracy are also adressed.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

A matriz energética mundial estd baseada, fundamentalmente, no petrdleo. Além disso, uma
vastissima variedade de produtos industriais o utiliza como matéria prima. Pode-se encontrar a
presenca do petrdleo em quase tudo o que ¢ produzido pela sociedade nos dias atuais.

Devido ao fato de ser uma fonte ndo renovavel de energia e 4 imensa velocidade com que
¢ consumido, a quantidade de petrdleo disponivel em nosso planeta diminui rapidamente. O
esgotamento das reservas de relativamente facil acesso langa um desafio & humanidade, ¢ em
particular aos téenicos dessa drea, no sentido de ultrapassar os limites atualmente impostos pela
tecnologia, aumentando a oferta desse valioso produto a custos economicamente vigveis.

O Brasil, através da Petrobras, vem respondendo de maneira extremamente positiva a esse
desafio. Ao constatar que dentro dos limites geograficos convencionais nio havia como satisfazer
as necessidades de consumo da Nag@o brasileira, a Petrobrdas lancou-se ramo ao mar aberto,
descobrindo reservas e abrindo expectativas de producéo de petrdleo em profundidades nunca antes
imaginadas possiveis em todo o mundo.

Este avanco contra os limites da tecnologia conhecida for¢a o desenvolvimento de novas
e sofisticadas técnicas, que consigam resolver as dificuldades que sdo encontradas a cada novo passo
dado.

0 fraturamento hidrdulico de reservatdrios insere-se neste contexto por sua importancia no
desenvolvimento econdmico dos campos produtores. Devido sua capacidade potencial de aumentar

a produtividade dos pogos (antecipando receitas) e até mesmo de aumentar o fator de recuperacio



2

das reservas (aumentando quantidade de petrdleo retirada de uma formagdo durante sua vida util),
o fraturamento hidrdulico tornou-se uma operagiio quase que padrio na completagdo de pogos em
todo © mundo. Sua complexidade e alto custo, ne entanto, exigem todo ¢ cuidado no que se refere
a0 seu dimensionamento e execugdo, Para enfrentar essa complexidade, foram desenvolvidos alguns
modelos, atualmente em uso, nos quais se parte da premissa de que a fratura criada terd uma das
formas geométricas cldssicas, na qual se conhece o comportamento da pressdo (ref. 17). Enquanto
se opera em pogos terrestres, verticals e de profundidades relativamente pequenas, onde os custo sdo
razoavelmente baixos, esses modelos atendem as necessidades, uma vez que a experiéncia acumulada
ao longo de algumas operagdes realizadas em um mesmo campo vio ajudando a aperfeigoar os
modelos utilizados, até se atingir um padritio aceitdvel. No entanto, & medida em que os pogos véo
ficando mais complexos (mais profundos, inclinados e até mesmo horizontais, sob laminas de dgua
cada vez maiores), fica evidente que esses modelos se tornam invidveis, pois sio introduzidas novas
varisveis que ndo estdo previstas nos modelos atuais. O altissimo custo dessas novas operagdes
inviabilizam o processo de tentativa e erro até que se chegue a um modelo adequadamente corrigido.

Neste trabalho sdo langadas as bases do desenvolvimento de um simulador nomérico de
fraturamento hidraulico de reservatdrios de petréleo.

A simulagio do fraturamento hidréulico em meios porosos requer a determinagao de tensdes,
deslocamentos, pressdes de poros e fluxos na regido considerada. A determinagiio dessas grandezas
acopladas ¢ um problema extremamente complexo, e os simuladores convencionais atualmente
utilizados nao atendem esse requisito.

Neste trabalho é deduzido o sistema de equagOes diferenciais que rege o comportamento
do continuo poroelastico, conforme sugerido por Cheng e Detournay (ref. 01), a partir das equagdes

da elasticidade, das constantes poroeldsticas introduzidas por Biot (ref. 02), e das constantes
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poroelasticas propostas por Rice & Cleary (ref. 03). Em seguida as equagdes diferenciais da

poroelasticidade s@o transformadas em equagbes integrais, através de uma extensio do teorema da
reciprocidade. E utilizado o Método dos Elementos de Contorno {MEC), com elementos constantes,
para solucionar as equagdes integrais da poroelasticidade acoplada, tanto em meios limitados (interio-
res) como em meios ilimitados (exteriores), considerando o estado plano de deformacdes.

O método dos elementos de contorno ¢é utilizado devido a4 sua vantagem intrinseca de
somente requerer a discretizagdo do contorno da regido de interesse. Isso diminui de um grau a
dimensao do problema a ser tratado, com conseqiiente vantagem na redugao do esforgo computacio-
nal {pois ndo € necessdrio reselver o problema em uma malha abrangendo todo o dominio - apenas
se resolve uma malha no contorno e nos pontos do dominio onde se tem interesse) e simplificagio
da etapa de entrada de dados. Além disso, temos ainda a vantagem de ser possivel o tratamento de
dominios ilimitados, o que exige complexos artificios para ser tratado com o método dos elementos
finitos, por exemplo.

Nio foram determinadas as grandezas necessdrias 3 simulagao do fraturamento hidraulico
propriamente dito, mas apenas as grandezas associadas aos problemas da elasticidade (tensdes e
deformagdes do meio poroso) acopladas com a difusio do fluide no meio poroeldstico. Estas sio as
bases lan¢adas ao desenvolvimento de um simulador que, pelos resultados ja aleangados, demonstra
ter imensa potencialidade para atender & complexidade das operagbes a serem realizadas nos pogos
de petréleo do presente e do futuro.

Apesar de ser apenas o embrido de um complexo simulador de fraturamento hidrdulico, o
trabalho agui desenvolvido encontra aplicaciio imediata em qualguer problema que envolva a solugio
acoplada ou desacoplada das equagdes da poroelasticidade (como, por exemplo, problemas de

consolidacgio, estabilidade de pogos, ete).



CAPITULO 2

DESENVOLVIMENTO DAS EQUACOES QUE REGEM O COMPORTAMENTO

POROELASTICO DAS ROCHAS

2.1 - Hipoteses
a) Os corpos séo considerados homogéneos.
b) Os corpos so considerados isotrépicos.
¢) As deformacdes e os deslocamentos s&o pequenos, de tal modo que podem ser linearizados.
dy O reservatdrio ¢ considerado suficientemente longo na diregiio vertical, de forma que se
possa assumir um estado plano de deformagBes.
¢) Todos os poros estdo interconectados, de modo a permitir o fluxo de fluidos através deles.

f} O meio poroso é suposto completamente saturado de fluidos (saturagdo = 100%).

2.2 - Equagoes da elasticidade

Serdo utilizados alguns conceitos basicos da teoria da elasticidade, os quais serdo rapidamente
revistos neste item. Serd utilizada a notagfio indicial, devido sua capacidade de simplificar de maneira
significativa as férmulas. Maiores detathes a respeito da teoria basica da elasticidade, bem como a
respeito da potagdo indicial utilizada, poderdo ser encontrados na ref. 18.

Em relagio 2 um dado sistema de coordenadas, o estado de tensio em um ponto no corpo €

completamente definido pelo tensor tenso oy
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0, B, Oy, et (2.2.01)

613

Gy O3 T3
sendo o um tensor simétrico (0 = o).
G estado de deformagio neste mesmo ponto € definido por:

811 g3.2 213

N T TR ETERERREEE (2.2.02)

Bsp Baz €33
sendo g, também simétrico (£, = &)
Para o estado plano de deformagdes, ¢, = £, = 0. Esta condigao obriga ainda que se tenha ¢,
= 0y, = Oy = Uy, = 0 (ver equagdo 2.2.06).
Este estado de tensio deve satisfazer a equagdo de equilibrio de forgas, que tem a seguinte

forma:

U Rt S T S O PP (2.2.03)

sendo F, = forga de corpo por unidade de volume de material.
Considerando a hipdtese de pequenos deslocamentos, sdo validas as seguintes relagSes entre

deformacdes e deslocamentos (tensor de deformagdes de Cauchy):

Ainda considerando pequenos deslocamentos, a lei de Hooke oferece as equagdes constitutivas

para um meio eldstico, linear, homogéneo e isotrépico:
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onde &, = delta de Kronecker:

J1se i=j
710 se i#7

2.3 - Introducio dos termos poroeldsticos

Biot (ref. 02) introduziu nas equagdes da elasticidade os termos que visam considerar os efeitos
da porosidade dos corpos. Partindo da hipdtese da isotropia, que implica no fato de que uma presséo
aplicada nos poros do corpo ndo produz tensdes de cisalhamento, e que as deformages resultantes
sio iguais em todas as diregdes, Biot propos a seguinte relagio linear entre tensdes e deformagoes,

que pode ser considerada uma extensio da lei de Hooke (equagdo 2.2.05) para poroelasticidade:

_ (1+v} _v 1
Ey= g %4 "E"-Gkkaij+"é"ﬁ-paij’

Para avaliar as relagdes existentes entre a variagdo do contetdo de fluido nos poros por unidade
de volume do corpo (B) e as tensdes decorrentes, Biot propos a2 seguinte equagdo que, da maneira
mais abrangente possivel, supde haver uma relagho linear entre 8 e cada uma das componentes da

fensdo atuante no Corpo:

B=a,0,,+8,0,,%8,0,,%8,0,,+@8;0,,%3,0,,+4;D.
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Devido a isotropia do material, a variagio do contetdo de fluido dos poros nio causars tensdes
cisalhantes, logo a, = a; = a; = 0. Além disso, como a pressdo de poro atua igualmente em todas as
diregbes, as deformagles deverdo ser isotrépicas. Logo, a, = a, = a,. Assim, definindo a, = a, = a,

= 1/3H, e 8, = 1/R, pode-se reescrever esta equagio da seguinte forma;

1
&:“é}j{‘; (03%0,,%05;) +“‘g .

Pode ser provado (ref. 02) gue o coeficiente H, dessa equagdo ¢ igual ao coeficiente H da
equagio {2.3.01). Assim chega-se ao seguinte resultado:
=k P
B O L (2.3.02)
Para facilitar o seu uso, a equacgio (2.3.01) ¢ retrabalhada, isolando-se a tenso:
g, .=20(e,  +&, v
i AR T

sendo o o coeficiente de tensio efetiva de Biot (ver capitulo 3):

g=2(17V) 6. E
3{1~-2vy H 3 L Y A R (2.3.04)
Pode-se, também, reescrever a equagao {2.3.02):
" P
Bt (2.3.05)
onde:

1
BT e (2.3.06)
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As equacbes acima descrevem as propriedades fisicas do meio poroeldstico homogéneo e
isotrdpico em funglo de quatro constantes distintas: G, v, He R.

G = md&dulo de cisalhamento.

v = mddulo de Poisson drenado.

1/H = compressibilidade do meic poroeldstico em relagdo a uma mudanca na pressio de poro
{I/H = &,/p, com 0,,=0,,=0,,=0).

1/R = relagiio entre mudanga no contetdo de fluido e variagdo de pressao de poro (1/R = 6/p,

COmM 1, (= 0,5 03,20},

2.4 - Substituicdo das constantes introduzidas por Biot pelas constantes definidas por Rice e
Cleary
Rice e Cleary introduziram novas constantes nas eq‘uagées. da poroelasticidade com ohjetivo
de facilitar & interpretacio fisica dos fendmenos por elas representados. Utilizando estas constantes,

as equagdes (2.3.03) e {2.3.05) de Biot assumirio as seguintes formas (ref. 03):

y B(Vu"\?}

2oy TR Ty Ay o (2.4.01)
BTGB (1Y) (1"‘"%)( e Bp)‘ ............................... (2.4.02)

As grandezas das equagdes (2.4.01) e (2.4.02) sdo definidas como (ver capitulo 3):
B = Relacao entre variagdo de pressio de poro e variagdo de tens@o hidrostitica, com Am=0

{teste nio drenado)

Be- 3Ap . 1/K-1/K,
Aoy, Vo /KL K-L/K o~V /K" (2.4.03)




v, = porosidade do material,

v, = modulo de Poisson nao drenado

v = 3v+B(1-2v) {(1~K/ K}

CU3-B{I-2vY (U-KTEY T (2.4.04)
K = mddulo voluméirico drenado
= ZG(1+v) _
I T v L R e {2.4.05)
K., = maodulo volumétrico ndo drenado
1.1 1 Vo1 1
Ll LD - ol e T =
K'5 K’ H L K’S H R nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn (2(4105}
K, = médulo volumétrico do fluido
. Pol
K= '
£ {F}_pﬂ) ................................................. (2.4.0?}

p = massa especifica do fluido,

m = massa de fluido por unidade de volume de material,

v = volume de fluido por unidade de volume de material,

( meio poroeldstico homogéneo e isotropico fica completamente caracterizado através das

guatro seguintes constantes do material: G, B, v, e v,
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1.5 - Desenvolvimento do sistema de equagdes diferenciais, segundo Cheng e Detournay
Utihizando as constantes do material definidas por Rice e Cleary, conforme foi detathado ne

item anterior, Cheng e Detournay chegaram as seguintes equagdes constitutivas (ref. 01):

0,y =2GE 5+

~2v

L 2GB(1+v,)  2GB*{1-2v) (1+v,)*

3{1-2v,) € S{v,~v) {1-2v,} S (2.5.02)

Sendo gue o coeficiente de tensio efetiva de Biot {ver equagio 2.3.04}, em funciio das novas

variaveis, pode ser escrito como:

.= 3 (v, ~v] ‘
3{1“2\’) (1+va) Y e e e e h e e h s e a e a e 4w e E e e E s e e e h o (2»5.03}

Na equagao (2.5.02) [ representa a variagio no conteddo de fluido dos poros por unidade de

viiume de referéncia;

{m=m,}
- ]
P R R, (2.5.04;
A let de Darcy pode ser expressa da seguinte forma:
e Rt R (2.5.05)

sendo: k = permeabilidade do material,
g, = vazio de fluido por unidade de drea,

f, = forga de corpo por unidade de volume do fluido.
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A equagao da continuidade diz que:

o -
e U S (2.5.06)

sendo y = vazio de fluido produzido/absorvido por fontes, por unidade de volume do material.
Este conjunto de equagdes, devidamente combinado, levaré ao sistema de equagbes que se
estava procurando (ref. 01):

2 &G
LT P i - m-F, '
e (2.05.07)

Ap  2kGBE(1-2v) (1+v )% 2GB(1+v,) Oe,,
3t S lvov) (i-zvy C FTTIEEY) TBe

, 2GBR(1-29) {1+v,)2
S{v,-v) {1-2v)

(F=KEy ) 0 e (2.5.08)

kB{1+v )
*%*szqxﬁFi’i+Y“‘kfi’i e - (25(}9)}

(O coeficiente generalizado de consolidagio ou ¢oeficiente de difusio, ¢, é definido como:

_2KGBF(1-v) {1+y)*?

C L T T
R N

A equagéo (2.5.07) € uma equagéo da elasticidade (Navier) com um termo de fluido acoplado.
A equagiio (2.5.08) € uma equagio de difusio de fluido, com um termo de deformacio do meio

poroelastico acoplado. A equagiio (2.5.09) ¢ uma equagho de difusdo de massa desacoplada.
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CAPITULG 3

PRINCIPAIS CONSTANTES QUE CARACTERIZAM O COMPORTAMENTO DO

CONTINUO POROELASTICO, SUAS INTERPRETACOES E UNIDADES

3.1 - Médulo de elasticidade linear (E)
O mddulo de elasticidade linear, ou médulo de Young, mede a relagdo tensdo/deformacio
obtida e um teste de traglo ou compressdo uniaxial. Para pequenos valores de tensio e deformacac,

esta relagho pode ser considerada constante {materiais homogéneos ¢ isotrépicos):

92 O3

23

O madulo de elasticidade Jinear das rochas pode ser obtido em laboratdrio através de um teste
de compressdo uniaxial: aplica-se uma compressao sobre a amostra sob condicdes drenadas {permite-
se a livre entrada efou saida de fluido da amostra - ndo hi variagio na pressio de poro) e mede-se
a deformacio por ela produzida (na diregae de aplicacio da carga).

O maodulo de Young possui dimenséo de tenséio. Assim, no Sistema Internacional, sua unidade
de medida sera o Pascal (Pa). Valores tipicos de médulos de Young de rochas estdo na faixa de 2

x 10" a2 4 x 10" Pa (3 x 10° a 6 x 10° psi).
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3.2 - Mddulo de cisalhamento (G)

O maédulo de cisalhamento, médulo de elasticidade angular, ou modulo de rigidez, mede a

relagao entre uma tensio de cisalhamento ¢ a deformagiio angular por ela produzida. Ou seja, para

o estado plano de deformacio:

a,. ¢
T 3.2.01
2By, 2B, T Tritrrrcoassescssaeccaiiccas e {(3.2.00

O médulo de cisalhamento relaciona-se, ainda, com os mdédulos de elasticidade linear e de

Poisson drenado da seguinte forma:

Para obter o valor do méddulo de cisalhamento, basta que se ap}iqﬁe uma tensio de
cisalhamente a um corpo de prova sob condigbes drenadas, e se mega a deformacgio angular
decorrente. B mais facil, no entanto, se obter os modulos de elasticidade linear e de Poisson drenado
{que sers analisado em seguida) e, utilizando a férmula (3.2.02), caleular o médulo de cisalhamente.
O mddulo de rigidez possui 2 mesma dimensdo do médulo de elasticidade. Assim, no Sistema
Enternacional, tera como unidade o Pascal (Pa). Valores do mddulo de cisalhamento de rochas

situam-se na faixa entre 7 x 10° a 1,7 x 10" Pa (1 x 10°a 2,5 x 10° psi).

3.3 - Modulo de Poisson drenado (v)
O mdédulo de Poisson mede a relagao entre as deformagdes transversal e longitudinal {em
relagiio a diregio do carregamento) em um teste de tragio uniaxial. Ou seja, aplicando-se uma tragio

na diregdio 1
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Para se obter o valor do médulo de Poisson em laboratdrio, aplica-se uma compressio uniaxial
na amostra sob condigbes drenadas e mede-se as deformagSes na direglio do carregamento ¢ na
direcdo perpendicular ao mesmo.

O modulo de Poisson € uma grandeza adimensional, e seu valor estd entre 0 ¢ 0,5. O limite
superior € atingido por materiais incompressiveis. Valores tipicos do médule de Poisson de rochas

encontram-se na faixa de 0,15 a 0,45,

3.4 - Mddulo de Poisson nao drenado (v)

Assim como o mddulo de Poisson drenado, o mddulo de Poisson ndo drenado também mede
a relagio entre uma deformagho transversal e uma deformacao longitudinal em um teste de tragio
uniaxial, A diferenga € que, neste caso, ndo se permite o fluxe de fluido para dentro ou para fora
da amostra {teste ndo drenado).

O valor do module de Poisson no drenado estd entre o valor do mddulo de Poisson drenado
e 0,5, O limite superior (0,5} € atingido quando ambos os constituintes da amostra (sélido e Hquido:
sfio incompressivels, O linite inferior (v) € atingido quando o fluido dos poros ¢ altamente

compressivel.

3.5 - Coeficiente de pressao de poro (B)
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O coeficiente de pressio de poro, ou coeficiente de Skempton (ref. 03), mede a relacio entre
uma variagéo de pressao de poro e a variagio de tensio hidrostdtica total na amostra, sob condigdes

nao drenadas, ou seja:

3&,{31 com Am=0.

B Re, COm AR (3.5.01)

valendo a regra da notagio indicial, segundo a qual indices repetidos significam um somatério.
Para se obter o valor do coeficiente de poro em laboratério, deve-se aplicar uma tensio
hidrostatica a uma amostra e, sob condigbes nao drenadas, medir a variagho de pressdo de poro
correspondente.
O coeficiente de pressdo de poro € uma grandeza adimensional, e seu valor eété entre O ¢ 1.
{ limite superior € atingido pot materials cujos constituintes sejam incompressiveis. O limite inferior

¢ atingido guando o fluldo dos poros € altamente compressivel.

3.6 - Coeficiente de tensdo efetiva de Biot (o)
O coeficiente de tensio efetiva mede a relagiio entre a variagéo no volume ocupado pelos pores

por unidade de volume do material, e a deformagéo total do material, em um teste drenado. Ou seja:

-8 , com Ap=0.

e, O AP (3.6.01)

Para se obter o valor do coeficiente de tensio efetiva em laboratério, faz-se o chamado “tests
da esponja”: utilizando um fluido incompressivel, aplica-se uma deformacio ao material ¢ mede-se
a quantidade de fluido expulso do mesmo (¢ um teste sob condigdes drenadas, logo a pressio de

poro ndo ird variar).
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O coeficiente de tensio efetiva é uma grandeza adimensional, e seu valor estd entre G e 1. O

lirmite inferior € atingido quando os constituintes sélidos do material sdo altamente compressiveis,

£ ¢ superior quando os mesmos sio incompressiveis.

3.7 « Modulo volumétrico drenado (K)
O modulo volumétrico drenado mede a relagio entre uma tenséo hidrostatica aplicada e a

variagio volumetrica dela decotrente por unidade de volume do material, sob condicBes drenadas.

Ou seja
B yx
K= . ;
Te,. | e (3.7.01)

O mddule volumétrico relaciona-se, ainda, com os modulos de cisalhamento e de Poisson

drenados através de (ref. 03):

= 2G{L4v)
LA -2%) e e e e {3.7.02;

Pode-se medir o médulo volumétrico de uma amostra de material em laboratdrio através do
geguinte teste: envolve-se o material em uma camisa impermedvel, tendo-se o cuidado de se introdu-
zit um tubo conectando os poros com o ambiente externo (teste drenado - a pressdo de poro nao
deve variar). Aplica-se uma pressio externa sobre as paredes revestidas da amostra ¢ mede-se a
variagio de volume da mesma (AV = g,,). Note-se que a pressBo atuard apenas sobre a parte sélida
da amostra. O modulo volumétrico possut a mesma dimensio do médulo de cisathamento, logo serd
medido em Pascal (Pa). Valores tipicos para rochas estio entre G e 10 G (1 a 10 vezes o médulo

de cisalhamento).
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3.8 - Médulo volumétrico nac drenado (K)

Assim como o médulo volumétrico drenado, o médulo volumstrico ndo drenado mede a relagao
entre a tensio hidrostdtica aplicada 2 um material poroso e a variagiio volumétrica por unidade de
volume do mesmo. A diferenga € que, neste caso, impdem-se CG;ldigﬁcS néo drenadas {no teste de
laboratorio indicado no item anterior, retira-se o tubo conectando os poros da rocha com o meio
ambiente}. Note-se que, aqui, a tensio atnara tanto na parte fluida como na parte sélida da amostra,

e a pressdo de pore niio ficard constante (pelo menos, niio obrigatoriamente).

3.9 - Madulo volumétrico do fluido (K))
Mede a relagio entre uma tenso aplicada 2 uma massa de fluido e a variagio de volume
decorrente por unidade de volume do material. Ou seja, aplicando-se uma pressao p sobre uma massa

de fluido e medindo-se a variagio de massa especifica do mesmo:

P Ope  PPg

F

............................................ (3.9.01)

sendo p a massa especifica do fluido.
Q mddulo volumétrico do fluide tem dimenséo de tensdo, logo serd medido em Pascal (Pa).
Seu valor varia de 0 a co. O limite inferior é caracteristico de fluidos altamente compressiveis ¢ o

limite superior ¢ caracteristico de fluido incompressiveis.

3.10 - Permeabilidade (k)
Mede o grau de resisténcia oferecido por um material poroso & passagem de um determinado

fluido através dele. Pode ser entendido como sendo a relagdo entre o diferencial de pressio aplicado
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a uma amostra de rocha e a vazdo de fluido correspondente. A lei de Darcy (desprezando as forgas

de corpa) estabelece que:

................................................. (3.10.01}

sendo ¢; o vetor descarga especifica de fluido (vazio de fluido por unidade de drea).

Do modo como estd definido aqui, a permeabilidade depende das caracteristicas da rocha
{principalmente da porosidade e dos canais que unem os poros) e da viscosidade do fluido,

Para se medir a permeabilidade de uma rocha a um determinado fluide, satura-se esta rochs
eom esse fluido, aplhica-se um diferencial de pressiio sobre a amostra, & mede-se a vazio de fluide
decorrente. Utilizando o Sistema Internacional, a perzneabiliciada sera medida em metro®/Pascal/se-
gundo - (m*/Pa/s), correspondente &s unidades de campo darcy/centipoise (darcy/ep). A permeabilida-

de é uma caracteristica que ird variar muito, dependendo das rochas e dos fluidos nelas contidos.

3,11 - Unidades de medida das varidveis poreelasticas
Utilizando o Sistema Internacional, as varidveis poroeldsticas tratadas neste trabaltho terfio as
seguintes unidades:
o, - tensor tensfo (Pascal),
t, - vetor tensdo {Pascal},
p - pressio de poros {(Pascal),
- vetor deslocamento do solido (metro),

1

q, - vetor descarga especifica de fluido (m’/m?s).
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CAPITULO 4

APLICACAO DO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO PARA SOLUCIONAR

O SISTEMA DE EQUACOES DIFERENCIAIS DA POROELASTICIDADE

4.1 ~ Introducio ao método dos elementos de contorno

O método dos elementos de contorno (MEC) surgiu como uma poderosa alternativa ao método
dos elementos finitos, particularmente nos casos em que se exigia uma melhor precisio devido 2
problemas como concentragdes de tensdes ou quande o dominio a ser tratado extendia-se até o
infinito. A mals importante vantagern do MEC, no entanto, ¢ que ele requer apenas a discretizagic
do contorne do dominio. Isto reduz em um grau a dimensfo do problema a ser tratado (utilizam-se
o8 pontos extremos em dominios unidimensionais, discretizam-se Zinhaé em dominios bidimensionals
ot superficies em dominios tridimensionais).

O principio de funcionamento do MEC pode, utilizando uma linha de raciocinic bem
simplificada, ser colocado do seguinte modo: transforma-se a equagio diferencial em uma equagic
integral através do método dos residuos ponderados. Faz-se com que a fungio ponderadora sejz
solugao da equagio diferencial tendo um delta de Dirac como termo nio homogéneo e assuminde
com condicdo de contomo que as varidveis e suas derivadas tendem a zero no infinito - essa fungic
ponderadora passard a se chamar de solugio fundamental. Aplica-se duas vezes o processo de
integragio por partes, transformando a equagio integral sobre o dominio em equagBes integrais sobre
o contomno. Para se encontrar a solugéo do problema em um determinado ponto (de colocagio) basta

que se solucione as integrais sobre o contorno.
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A seguir serad utilizado o método dos elementos de contorno para solucionar a equagic de
Laplace. A segiiéncia do processo utilizado servira de referéncia no desenvolvimento do pProcesso

de solugho do sistema de equagdes diferenciais da poroelasticidade.

4.2 - Utilizagao do método dos elementos de contorno para solucionar a equagiio de Laplace

Equacio de Laplace:

VEU=0 em T=D+T . (4.2.01)

Condigdes de contorno: =7 em I', e ou g em T,

Transformagdo da equagiio diferencial em equaco integral através do método dos residucs

ponderados:

Ve Urdf=0.
i’:i 7 G

............................................... (4.2.02)
Integrando a equacio (4.2.02) por partes {1* identidade de Green):

[ {}'*d@ufv*-g—gdi‘ﬁf'c?vvwds}:o :

e T D e {4.2.03}

Integrando o tltimo termo da equagio (4.2.03) por partes:

. au* N
gtvﬁa) o dﬁ—_f:ﬁf %cﬁ‘-lg%ﬂ‘i:fﬂ?% ) dQ=0 .
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Da equacio (4.2.04) pode-se concluir que:

f‘mvw*) dﬂ=£(v%§7: ~U‘*«g-§} qr.
A 1 e (4.2.05)

Pode-se reorganizar essa equagdo da seguinte forma:

Dy = » - . . .
gmvm‘m !:Uqcﬁ‘!:arqcﬁ’

O lado direito da equagdo (4.2.06) acima envolve apenas integrais de fungdes ao longo do
contorno, Para solucionar a essa equagéo, no entanto, ¢ necessdrio definir melhor a fungic
ponderadora U'. Ela € a solugio do operador de Laplace (equacdo 4.1.01) tendo um deita de Dirac
como termo nio homogéneo e sem qualquer condigio de contorno, e, com essa propriedade, sera

chamada de sokzgéa fundamental:

VAU +8 (x-x,) =0 ,

sendo x, o ponto de colocagio ou aplicagio, e 8(x-x,) o delta de Dirac, definido como:

0 se x*x.

© S X=X_
& {JYWX‘:.) = 3

[Fix18(x-x)dx = Px,)
A solugdo da equacgdo (4.2.07) é conhecida (ref. 21}

1 1
Zn

U {x~x,) =-—Ln ?), para dominios bidimensionais,
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U (x-x) =
{x-x_} i

L para dominios tridimensionais,

sendo 1 a distancia entre o ponto de aplicagio x, e wm ponto x no contorno (r={x - x.}.

Utilizando a equagho {4.2.07) pode-se afirmar que:

[ov2or) do=-[ud (x-x.) d=-U(x,) .
i 4!

Substituindo o resultado obtido na equacdo (4.2.08) na equagio (4.2.06), obtem-se:

Uix,) =fU*qu‘wfg'UdF.
T T _

A equago {4.2.00) acima mostra que € possivel solucionar a equagao diferencial (4.2.01) e
qualquer ponto X, interior ao dominio, utilizando apenas integrais ao longe do contorno. Para isso
¢ necessario tho somente que se conhecam as fungdes U e g em todo o contorno (I7), pois ja fol visie
qgue as fungBes U e g = (8U'/on) sdo conhecidas. De um modo geral, no entanto, U é conhacide
apenas em uma parte do contorno (I')) e g € conhecido na outra parte do contorno (I',). Dessa forma,
néo € possivel solucionar a equagio (4.2.09) da forma como ela estd. Para resolver esse impasse,
utiliza-se a discretizacdo do contorne {divisio do contorno em elementos). Basicamente, mtiliza-se
um dos seguintes métodos de discretizagho:

a} elementos constantes: as fungdes sdo supostas constantes ao longo de cada um dos elementos

{retas ou planos), ¢ o ponto central do elemento € tomado com representante de todo o elemento
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{esse ponto tomado ¢ chamado de né). E o método mais simples de discretizagdo, e, por esse motive,
£ o método adotado neste trabatho.
b} elementos lineares: supde-se que as fungdes variam linearmente ac longo de cada elemento (retas
ou planos), e utilizam-se os pontos extremos dos elementos para representd-los {existem algumas
variaghes nas quais ndo se utilizam os pontos extremos dos elementos com nds, mas pontos préxi-
mos aos extremos; esses detalhes, no entanto, ndo serdo considerados aqui). E um método mais
preciso que o método de elementos constantes (ou analisando de outra forma, pode-se obter a mesma
precisio do método dos elementos constantes com uma discretizagao mais grosseira). Nao hé, porém,
melhora no tocante a aproximacdo geométrica entre o contmfno real do problema e o contorne
discretizado. Sao introduzidos alguns complicadores no processo: o proprio fato das fungdes néo
serem constantes ao longo dos elementos, mais de um né em cada elemento, o fato dos nés pertence-
rem simulfaneamente a mais de um elemento, etc.
¢} elementos quadraticos: € suposta uma varfagio quadrdtica das fungbes ao Jongo dos elementos,
¢ sdo tomados 3 pontoes (nds) ac longe de cada elemento para representd-los. E o mais complexo dos
trés métodos de discretizagho citados, porém € o mais preciso: além da flexibilidade de considerar
uma variagho gquadratica das fungbes (que tem melhor capacidade de se aproximar da realidade,
mesmo utilizando-se uma discretizagho razoavelmente grosseira), € o método que consegue a melhor
aproximagao do formato geométrico do contorno (permite que se discretize o contorno em elementos
eurvos, e ndo em elementos retos ou planos como hos métodos anteriores).

Dividindo o contorno em n elementos, a equagio (4.2.09) assumird a seguinte forma:

g
- *qdl'~ [ g*udr).
o) ;{!,qurigtf } ...... e e (A2.10)
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Considerando que as fungBes sdo constantes em cada elemento, pode-se aproximar a equacio

(4.2.10) por:

Ulx =y

=3

q““fU"dI‘*Ue g‘{fcﬂ“},
b

2N (4210

onde o expoente “¢” indica o elemento.

A solugio da equagdo (4.2.11) acima ainda depende do conhecimento das funcdes qeUem
todos os elementos {em todo o contomo). Para contornar esse problema, coloca-se o ponto de
aplicagio em cada um dos nds dos elementos (nos pontos centrais, no caso de elementos constantes).
Cada vez que se coloca o ponto de aplicagho em um dos elementos, obtem-se uma equagio - logo,
serdo obtidas n equagdes. Como existem n incdgnitas (U em uma parte dos n elementos e g no
restanite), pode-se desenvolver o seguinte sistema de n equagbes com n incdgnitas que permite

solucionar o problema na fronteira:

Zu(xf) =Y g [vrdr-ve[qrar.
&1l re re J

O coeficiente 1/2 que aparecen nesta equagzo pode ser interpretado da seguinte forma: O ponto
de aplicacho estd sendo colocado nos nds dos elementos. No caso de elementos constantes, estes nos
situam-se no centro dos elementos (que sdo retas). De maneira simplista, pode-se dizer que a metade
de cada um desses pontos pertence ao dominio, enquanto a outra metade ndo pertence. Este
coeficiente pode ser visto como um percentual do quanto o ponto pertence ao dominio. Conseqfiente-
mente, pontos no interior do dominio terdo coeficiente 1, pontos na fronteira terdo coeficiente 1/2
¢ pontos fora do dominio terdo coeficiente 0. Maiores detalhes a esse respeito, inclusive um detalha-

mento matemdtico formal, pode ser encontrado na ref. 21.



25

A equagao (4.2.12) permite que se monte o sistema que, quando resolvido, fornecerd os valores
das fungdes na fronteira. De posse desses valores, pode-se utilizar a equagio (4.2.11) para calcular
o potencial (U) em qualquer ponto x, do dominio.

Existe, ainda, um tltimo item que precisa ser analisado antes de se considerar o problema
resolvido: a singularidade das solugbes fundamentais. Para armar o sistema a partir da equagio
{4.2.12}, coloca-se o ponto de aplicagho em cada um dos elementos e calculam-se as integrais das
solugdes fundamentals ao longo de todos os elementos, inchusive o proprio elemento onde estd o
ponto de aplicaglio. Nesse caso, quando % coincide com x,, implicard em r = Q. Para as solucdes
fundamentais da equacio de Laplace, no entanto, esse obstaculo ndo representa um problema mais
sério, pois U apresenta uma singularidade fraca (logaritmica) em r = 0, e pode ser numericamente
integrado. J4 a solugiio fundamental g ¢ igual a O (zero) quando se estd integrando ao longo do
slemento onde estéd o ponto de colocagho (quando se utilizam elementos constantes), pois o gradiente
de r torna-se perpendicular & normal ao elemento, e o produto interno entre eles & 0 (zero). No
desenvolvimento das solugbes das equagdes da poroelasticidade, o problema da singularidade das
solugdes fundamentais serd bem detalhado, pois esse ¢ um dos itens mais importantes quando se ests
aplicando o método dos elementos de contorno. Uma anslise mal feita das singularidades das
solugdes fundamentais em um problema, fatalmente comprometera a acuracidade da sua solugao.

A posigao do dominio a ser tratado {interior ou exterior) em relagio ao contorno € determinada
pelo sentido dos vetores normais aos elementos: as normais s&o exteriores ao dominio. O vetor
normal a um dado elemento, cujas extremidades so dadas pelos pontos x,., € X, € obtida {para ¢
paso de dominios bidimensionais) através do produto externc entre um vetor unitdrio orientado na
diregiio x, — X,,, € um vetor unitario perpendicular ao plano do dominio (considerando o planc deste

papel como o plano do dominio, esse vetor estaria apontando no sentido do leitor). Assim sendo, o
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sentido de rotagdo adotado na seqiiéncia de numeragio dos elementos ird determinar se o dominio
sera interno ou externo: sentido hordrio implica em dominio externo e sentido anti-hordrio em

dominic interno. As figuras 4.2.01 e 4.2.02, abaixo, ilustram esse processo.

)

Figura 4.2.01 - Segiéncia de Figura 4.2.02 - Seqgléncia de
numeracds  antl-horéria - numeragdo horédria - dominic
dominic interior. exterior.

4.3 - Transformagaoc das equagdes diferenciais da poroelasticidade em equagoes integrais
Um estado de tenséo (o) em um ponto relaciona-se com o estade de deformagio (g,) dela
decotrente através das seguintes equagles constitutivas da elasticidade linear para materiais

homogéneos e isotrdpicos (ref. 181

o lx, th=2pe (e, O R ez, 00 .. (A30D

sendo e A as constantes de Lameé.
Um outro estado de tensdo-deformacgio (estado primo, por conveméncia defasado no tempo em

relagdo ao estado anterior) neste corpo, obedecerd s mesmas equagdes constitutivas:
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035 (x, £-1) =2pel; (x, £-1) +A8 e (x, £-1)

Multiplicando a equagio (4.3.01) por €;; e a equagio (4.3.02) por e, obtem-se:

tij (x, t} aij {x, t-7) =2pe,;{x, t} ehy (X, £-1) *A8 ;e (X, £) zfij {x, t-1)
{4.3.03;

(i, e=t) ey (x, ) =2pely (r, t-t) e (x, £) +A8 ek (x, t-t) e, (x, £)

Considerando gune:

&

&

B {x by me (x, 0 =g {x, by =g, (%, t) e

i

&ijeij {x, t-7) ﬁafﬁ (x, £~} =£§j {x,t~1} we;k(x, t-1},
obtem-se ac subtrair as equagbes do sistema (4.3.03):

o, (X, £ eij {(x,t-1) xﬁij (x, t-tle;{x, €],

que € uma versio do teorema da reciprocidade de Betti-Rayleigh (ref. 18).
Introduzindo o temmo que visa considerar o efeito da poroelasticidade nas equagdes (4.3.01) ¢

{4.3.02), conforme sugeride por Biot (ref. 02):

o, {x, £) =2pe (X, E) +ad8 ey, (x, 0) -ad p(x, ©)

0%y (x, t-1) =2pel; (x, t-1) +lﬁijaﬁtk(x, t-1) -ad 0/ (x, £-1) ’
o,

G ix, th+ad (X, t) =2pe 5 (X, L) +A8 .8, (X, L)

0l (x, t-1) +ad D (x, t-1) =2pely (X, -1) +A8 ;24 (X, 1)
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Multiplicando a primeira ¢ a segunda equagdes desse sistema por &}, e £, respectivamente:

[o,,(x, t) +ad,p(x, t) 1e)y(x, t-1) =2pe (X, ) ey (x, £-1) +

A8, .8, (x, £) eij (x, t~1)

{G’ij (x, E~1) mﬁijp’(x, t-1) ]aij (x, £} zzpaf{j {x, t-1} €45 (%, by +

Subtrainde as equagdes desse sistema, ¢ considerando a equagio (4.3.04), chega-se a:

ehelx, t-1)plx, £y =g, (x, t)p'(x, t-1). {4.3.05)

..........................

Substituindo o valor da pressio de pore (p) da equagdo (2.5.02) na equagdo {(2.5.01), e
agrupando as constantes, chega-se a:
0%, O =Cegy (X, O+ Go e x, 0 -G 0, 00 (4.3.06)
Para ¢ estado de tensfo-deformagao primo (")
ﬁ;j {x, £-1) =C15j;-j (x, t-1) +Czaij€jd{(}f.- £-1) -Cg,ﬁijff(x, -t} (4.3.07}

Multiplicando a equagio (4.3.06) por £}, e 2 equagiio (4.3.07) por g, obtem-se:

ij

{ﬁij {X; {:) +C35ij{: (xf t} 1 Sj"j (X, t—'c) =C’181j (X, t) S;j {X, t"“'t) +

+C8 ;58 (X, £) eij (x, £-7)}

[a%y (3, £-1) +Cy8 8/ (%, -t 184, (%, £) =Gyl (X, t-T) £y, (X, £} +

+C'26ijef{k(x, t-tyey, (x, £)
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Subtraindo as equagOes desse sistema, e utilizando a equagio (4.3.04), chega-se a:

!
Clxs O oie(x, t-0) =Ux, e-Dlegelx, )0 (4.3.08)

Multiplicando a equagiio (4.3.05) por {(x,1), chega-se a:

{ix, B) ehe (%, E-1) DX, £) ={ (X, t) e (x, ) p/{x, t-1) .

Utilizando a equacio (4.3.08):

{Ha t=t)e, (x O plx, ey ={(x, the, (x, ) p/(x, t-1) =
{ix, t-1ipx, £y ={ {x, tip/{x, t-1) .

Agrupando esse resultado com a equacie (4.3.04), finalmente chega-se a:

G (X, ) eﬁj{x, t-t) +p(x, £y {{x, t~1) =U§j (x, t-t)e {x, )+

+plix, t-1) {{x, &),

que ¢ uma extensio para a poroelasticidade do teorema da reciprocidade.
Integrando ambos os lados da equagao (4.3.09) em relagio ao tempo e aplicando o teorema da

convolugao da transformada de Laplace:

By, x,8) 85 (x,8) +Blx, ) U x, 8) =8, (x, 8V B, (x, 5) +B/ (%, 8) Ulx. 5) , (4.3.10)
onde o til denota a transformada de Laplace, e s € o pardmetro de transformacgio.
Considere-se um dominio poroelastico "V” circundado por um contorno “S”, submetido a duas
histérias de carregamentos independentes, defasados no fempo. A resposta ao primeiro carregaretito
¢ caracterizada pelo deslocamento do solido u;, a pressdo de poro p, o vetor tenséo na fronteira ¢, =

u,n,; (sendo n; um vetor unitdrio normal ao contorno), o fluxo normal ac contorno q = qpn,, as forgas
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de corpo F; {que inclui sdlido ¢ liquide) ¢ f, (devido apenas ao liguido), e a fonte y distribuida a0
longo de todo o dominio. A segunda histéria de carregamento é caracterizada pelas grandezas u’,
t, q°, Fi, f] e ¥". A relagdo entre estas duas histérias de carregamentos é obtida a partir do teorema
da reciprocidade (equagio 4.3.10), utilizando as equagdes de equilibrio (2.2.03), da continuidade
(2.5.06) e de Darcy (2.5.05), e aplicando o teorema de Green e a transformada de Laplace (ver

dedugio no anexo A)

j’[&’icx, s iy (x, 8) ~El{x, 8) 0, {x, 5) 1 dS(x) —f% (Blx, 518 (x, s} +
-B'(x,8) gx,8)1d8(x) + [ 1F(x, 8) T} (x, ) ~F|{x,5) 8, (x, ) ]dV(x) +

v . (4311}
[ F(x8) @itx,8) ~Fl 0, 8) & (s ) 1aVi) + [ 2 1B (x, 9) ¥/ (x, ) -

[

Bix, 5 ¥ (%, 5 1dVix fl [B(x,8) (' (x,0) B (x,8) (%, 0)]dVix)=

A equagdo integral para o deslocamento ¢ obtida, a partir da equacgdo (4.3.11), analisando-se
os efeitos da aplicagio de uma carga concentrada (um delta de Dirac) em um ponto x, huma
determinada direcio §. Quando se aplica a forga de corpo }F‘ €OMO uma carga concentrada definida
por F = =2 B(x-x,), e impde-se como condigdo de contomo que as vatiaveis e suas derivadas tendem
a zero no infinito, obtem-se a tensiio 1, o deslocamento i}, a pressio de poros p; e o fluxo g; como
elementos da chamada selugdo fundamental. Supondo que anteriormente ao carregamento o corpe
estava em equilibrio, que nao hd fontes, desprezando as forgas de corpo , e substituindo as varidveis

do estado primo (°) pelas varidveis definidas acima, pode-se obter:

j[f (x, 8) Uy (x-%,, 8) ~E5; (x-x,, 8) U, (x, 8) 1 ds- szjU (x, s} dv+

fl (B{x, s) g, (x-x.)},5) ~p (x~x_, s) G(x, s) 1ds=0,
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sendo,

[Pl 8)dv = (2088 (x-x.) 0,(x,5) AV = 2711, (x, ) 8 (x-x.) dv

= 2nl;{x.. 8),

logo:
2ni{x,, 8 f fiyix-x., 5) £;{x, s) ~f:';j (x-Xx., 8);{x,8)]dS(x)+
L
P

As forgas de corpo a setem consideradas seriam apenas aquelas ocasionadas pelo peso proprio

..... (4.3.12)

mlH

{(x-x.,8)D(x,8)~Bj (x~x,, s)F(x, s} 1dS{x) .

da massa de fluido injetada ou prodozida. Nesse trabatho essas forgas foram consideradas
despreziveis em face das demais forgas em questdo. Para considerar as forgas de corpo, ter-se-ia que
infroduzir integrais de volume nas equagdes, o que seria um complicador num processo em que,
através do MEC, faz-se com que as integrais sejam todas ao longo do contorno (superficies no caso
tridimensional, ¢ linhas no caso bidimensional).

Como pode ser notado, as variaveis do estade primo (7} na equagio (4.3.11) estavam
funcionando como fungdes ponderadoras. Através do raciocinio utilizado acima, elas foram
transformadas em solugdes fundamentais do sistema de equagdes (0 mesmo procedimento utilizado
na deduglo da squagio 4.2.09).

Essas solugSes fundamentais (£}, i, p; e §;) foram deduzidas por Cheng e Liggett (ref. 04):

. 3-4v, Vv,V
filimme T8 _§ Inr+ u
461w,y Y 2G(1-v) (1-v,)

{61_«; {SMZME-lKl (E) 1+

1

g Q)R e Tt (4.3.13)



- _ 1-2v, . 1 .
tij Z{1-v ) (ni j"ﬁjf 61:’11“ kﬂk) - 1-vgr'ir*3r’k‘ak"{-+
‘} -
e vm v, \] (8,7, B K (8) -287 1+ x yr ymy (887 .. (43.14)

-k (&) Y rnyr GIRG{E)Y 38K (§) ~2873 vy JIETM K (E) -287°] ),

R 3{v, ~v} . i )
&= sperioy avy UK QN ey 2R D (43.15)
B({l+v,) g
Biay )( 2 R (4.3.16)

Seguindo o mesmo raciocinio utilizado para obter a equagéo integral do deslocamento, obtem-
se a equagdo integral para a pressdo de poros: substituindo, na equagio (4.3.11) as varidveis do
estado primo (') pelas obtida como resultado de urn pulso caracterizado por uma fonte concentrado
em um ponto X, ¥ =21b{x-x):

f{Ei(X,S}ul (5% 8) =] (X%, 8) Uy (% )]ds+f5 (x,8)§ dv+

B v

"f% [B(x, s)Flx-x.58)-P*(x~x_.8)3(x,8)]1ds = 0,

sendo,

féﬁ(x, 1y a’v*—*% 5{x, 5) 2nd {x-x_] dv-—-éznp'(xc, 5),

12 v

fogo:
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-2npix,, 8 =f3{ﬁf (x-x%.,8) £, (x,8) -C{x-x_, 81 0,(x, 8 1d5(x) +

sz' (@ (x-x_, 8)B(x, 8) ~B* (x-x%_,8) Fx,5)]dS(x) . (4.3.17]

As solugdes fundamentais G, €, § e p’ também foram deduzidas por Cheng e Liggett (ref. 04):

. B(l‘*‘va) g .1

P \l P L A (4.3.18)
~e_ BG(14v .} 5 _ _ .

T3l (n (205K (0) G (O mr yr L4l T2l (000 (4.3.19)

. 5
A R L L (4.3.20)
ﬁ*n._};}{ (‘E)

k 0 e e e e e i e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e (4‘3.2})

Sendo, em todas as solugdes fundamentais acima: r a distineia entre o ponto de aplicagdo (x.}
¢ um ponto no contorno (x): r={x-x_|, e suas derivadas r=(x;-x)/r, e K (E) a fungdo modificada de
Bessel de segunda espécie, de ordem n no ponto E=V'sic.

A equacdo integral para a tensdo ¢ obtida derivando-se as equagdes (4.3.12) e (4.3.17) em
relacio a x, ¢ utilizando a equagio (2.5.01) (ref. 01):

2ndy, (x,, 5) xf (d (%%, 8) E{X, 8) ~Bip; (x-%.. 8V, (x, 8} 1 dS(x} +
... {43.22)

»f[ g (KX, 8) Blx, 5) -85 (x~x,., 5) d{x, 5) 1 dS(x) .
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A equagdo integral para o fluxo pode ser obtida derivando-se a equagio (4.3.17) em relagio

a x, e utilizando a equacdo (2.5.05) (ref.01):

2ndy (X, S) =f (A}, (x-x,, 8) £, (x, 8) -8y (x-x_,8) U, (x,8) ] dS (x) +
B (4.3.23)

~[ 1855 (x-%., ) B(x, 8) -85 (x-%,. 5) @(x, 8) } dS (%) .

* -t

. 3% N s ot 3% ) - . - -~
Os micleos dyy, Gy, 85 S5 dip dyp §; € 55 sB0 obtidos durante a dedugéio das equagdes

(43.22) ¢ (4323):

ﬁ.;kaazggi*"azg:t {(§) +éy [5—1}{2 (&) ”2‘5"3} +5a6jkﬁ; *

.................... (4.3.24)
Egmak, (B) +a, F7 5 (6) -283] sadygs. (4.3.25)
Blrmagh Tra Ko (B) +agh K (B) +a, (8726, (B) ~28 T +s@dy £ (4.3.26)
Bikymaieko (§) *an 87K () -§7 ] vadypr 4.3.27)
Ao (D) ra, R E9 . (4.3.28)
diymanke (B +a 8K (@) (4.3.29)

................. L (4330
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................................................. (4.3.31)
sendo Lkj= 1,2 e
e {1-2vy) _ l-dvedvy Bor s
al"\i_é 2(1-v,) BisT x*Bul ) 2{1-2v) (1-v ) ¥ 1
1
+ 1_\,uf,xf.:f,x T (4.3.32)
_ = v,V oo e vi{v,~v} 8, r
BN | T Aoy DT TN Ay (T onEal (4.3.33)
v,V s _
= —{4r ,r ;r ~&. .r ~&..r ~&.r ),
2 (1-v) {1-v ) c'( SR AR AR e A A L {4.3.34)
3{v, ~v]} v
- = u 5
mopd S I It 8T 1,
% J ¢ SB(1-v) (1+v ) [IJ AT oy IR {(4.3.35)
(v ~v) g
- u 2y .n.o+r Ar n, (8, 47 .r )1.
s SB{1-v) {1+v,) \J (;{ T I TE Oy m 8T GT e (4.3.36)
G{1-2v )
55““%’%3‘_“;‘“}9‘* [z 0, (8,7 ,+8,,7 ;) =841, -8 ;0,48 0, YL gL, 4Tt
&
YT T AT T 0] *’"g(%;—)" (220 (Byyr (#85r 5¥28 50 4+ L (4337

28Gv (1-2v,)
c{l-2v} {1-v )}

”Sr,il'fjl.'_k) +r‘ir'jnk'§'r‘ir’kﬂj} - (Eﬁjkr'ir'jﬁl+

wﬁjk.f]i) "

28G{v,~v) v -8
- Y T gF F Bp=X ¥ Dyt (& r 0,80
C(l"‘\’} (1__\}{1) ;i ;j P Ll | e F .kﬁi 1"'2V 3 X

{(4.3.38)
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c{l-v}) (1-v,) o el oy

SEIFIONC S SFESPT SR Pt SRl P P P S B B

.............. (4.3.39)
28Gv (v v}
- 28 r .r \n,~&.n,}.
STV (12w (v 2ond af a8y
28G(v v}
- =& (I r I T LT LT n)+
R TE vy E ey AT ) (4.3.40)
ar ml6r r or 81 (-8, r 8,0 )8 8,080
_ 2@3(1+vu}r ;- 2GBv {1+v,)
TRy T Sy (v Y (4.3.41)
2GB(1+v,)
T i (G =2 )
BTEEI,) TR (4.3.42)
o skB(1+vu}r y
R T R (4.3.43)
SkB(1+v,)
e (B2 ),
T ) Bu2rarshe (4.3.44)
k
amm%r,jr,kﬂk' .............................................. (4.3.45)
a= 2 (4.3.46)

2gkBG(1+v,) ] s . {4.3.47)
- Zi{yr npn,-r .r .r ). ....................... .
g 3c(ivy) C{ g8y T T 3T Jiy
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_ 28kBG(1+v,) ls |
gy == Telivy = wzjf,kﬂk*f,iﬁj*r,jﬂi‘4I,il’,jf,kﬂg) .

.......... {4.3.48)

5
Sag=af =X L.
18 \i R (4.3.49)

As eqguacdes {4.3.12), (4.3.17), (4.3.23) e (4.3.26) permitem o cilculo dos deslocamentos,
pressdes de poros, vazdes e tensGes em qualquer ponto X, interno ac dominio, desde se conhegam

as fungdes 11.(x,8), L{x.8), §(x.5) e P(x,5) em todo o contomo.

4.4 - Discretizacao das equagdes integrais

Seguindo o mesme raciocinio utilizado na solugao da equagiio de Laplace, a solugdo direta das
equacdes (4.3.12), (4.3.17), (4.3.22) e (4.3.23) ndo ¢ possivel, porque as condigdes de contorno
(x,8), L{x.s), d(x.5) e B{x.s) ndo sdo conhecidas em todo o contormno - em problemas matematica-
mente bem colocados, as fungdes conjugadas §(x.s) e P(x,s) sdo conhecidas em uma parte do
eontorno e as funges #,(x,8) e §(x,s) sdo conhecidas no restante do mesmo. Para contornar esse
problema, divide-se o contornoffronteira do problema em n elementos. Considerando que as varidveis

do problema siio constantes em cada elemento, pode-se aproximar as equagdes (4.3.12) e (4.3.17)
por:
o)
andly (x., 8) =Y {Ef(s) [t (xmx,, 81 dS(x) ~0f () [E]; (k.0 8) dS (x) +
@l SQ 5®

-Pe(s) f lg, (x-%.,8)dS{x} + {s}f——pJ ~Xq, 8) dS (x)

(4.4.01)



38

g=] . s

It
285 (x,, ) =Y {E;’cw [ s8] (x-x, 8) dS (x) ~G2 () [SE] (x-x,. 5) dS (x) +
~Be(s) (& (x-x., 9)dS(x) +q°(s) [B" (x-x,. 5) dsm}.

(4.4.023
O indice 1 nas equagdes acima € um indice repetido, ou indice mudo. Segundo as normas da

notago indicial, isto significa um somatdrio. Fazendo i=1,2 obtem-se:

rn
2nd,(x,, 8) =Y {f:‘;(s) [ 55 (x-x,, 81 dS(x) +E£ () [ @5 (%, 81 dS () +
g=1 5 c®

~t2 () fE;j{x-xc, s} ds (x) -af (s) f&';j (x-x_) dS(x) +

~p 2 (3} f%@} (x-x,, 8) dS (%) +&%(s) f%ﬁ} (x-x,, syds(x)}.

{4.4.03)

~2npix,, s} =Y {Ef(s} [s0] (x-x,, 81 dS (x) +E5 () [ 888 (x-x., 8) dS () +
=1 c® F:4
-3 (8) fsfl‘ (x-x.,8)d3{x) -G, (s} fsff; (x-x_, 8)dsS(x}+

-5 (s} fq* (x-x..5) dS(x) +&°(s) fﬁ‘ (x-x_, 8) dS(x)},

(4.4.04)

Organizando essas eguagdes sob a forma de matrizes:
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£r(s)
2nly (%, 8=} ff};j(x“}:c,s) d8(x) fﬁgj{x*«xc,s}ds(x} wf%q;{x—st)dg(x)} t;{s) N
&* s* =* {s)

A,

) (&)

- fE;j {(x-x_, 81 dS(x) f{:‘;j{x*xc,s}ds(x} —f%ﬁ; (x-%,, ) dS(x | {a2 ()

3 . * F*(s)
(4.4.05)

n £°(s)

~Z2ufix,, &) =E fsa; {x~-x. 81 d5{x) fsg;(x-xa,s}dsm fc} {x-x., 8)d8{x )] Ee(s) |+

* o “(5)

ﬁ;{S)

- fsE{ {x-x,, 8)dS(x) fsE:{ (x~x_, 5) dS{x) *fﬁ‘ {x-x_, 5) dS{x)} A )

- * ¢ a°(s)
{4.4.06)

O indice j refere-se &s componentes do vetor deslocamento. Como este trabatho trata do estado

plano de deformacio, j=1,2 nas equagdes acima:

£fLs)

2ndl, (3, 8) :E [fﬁ{l {(x-x_, =) dS(x} fﬁ;; {x-x,, 8} d9{x} -f%t’if (x-x., 8)dS{x) | {£f (e} |+
&= st s* &* *{g)
&’ (5)
U £, {x-x_, 51dS(x} ffz’1{x~xc,. 5 ds (x) f 2P {x-%,, 51 dS(X} | {17 (8)
“ Z%(s}

{4.4.07)

, £2(s)

2wl (%, 8) =) fﬁ{z{x~xc, s)ds(x) fﬁ{z (x~3x,, 8)d5(x) "f%d’z' (x-Xq, 8)AS{X) | IE2 (g} |+
e * * *{g]
31‘?(5)
- {f En (x-%_, 8) dS{x) f‘t’{z (x-x_, g) d3 {x} *f}s—'sz‘ (x-x_,8YdS(x)| |57 (s)
=" s* s* a°(s)

(4.4.08)
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E2(s)
~2n§fx¢,s}=:§ fsﬁ;(x—xc,s)dS(x} fsﬁ;(xwxc,s}dS{x) —fq‘{x—xc,s)ds(x)] 5}(3} .
a" 5* a* e(S}
a4’ (s
- fsfl'{x—xc,s}dstx} fsE;(x-xc,s}dS(x} ’—fﬁ'{x—xc,s}ds{x)] 02 ls)
5 &* z* Q’”{sj
(4.4.09)

Seguindo o mesmo processo adotado para solucionar a equagdo de Laplace, coloca-se o ponto
de aplicag@o, x,, em cada um dos elementos nos quais o contorno foi dividido. Assim serd possivel
armar um sisterna com 3 n equagdes e igual nimero de incdgnitas.

Colocando x, em cada um dos elementos da fronteira (x,=x5), e lembrando que, conforme
andlise feita na dedugfo do processo de solugBo da equagdo de Laplace, mals precisamente na
eguagdo (4.2.12), para pontos na fronteira deve-se multiplicar as equagdes por wm fator igual a 1/2,

as equagdes (4.4.07), (4.4.08), ¢ (4‘4.09) forneceriio:

£7 (s}
f [ ah (x-xX, 81 ds(x) fﬁz'l{X*xck,s} ds{x) -f%@‘;{x—xf,s}ds(x} Ef(s) |+
e < s °(s)
it {8
- [f Er x5} dS(x) +Ixn ffz’l (x-xk, &) dS(x) wf%ﬁ; (x-x5, 8)dS ()] af (o) = 0
5" P24 8" &4 (3)

(4.4.10)
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- £2(s)
3 {fﬁ{z (x-xX, 5} dS (%) fﬁ;'z (x-xC,, 8} dS{x) —f%dg{x—xf,s)ds{x) Ef{s} |+
=3 5* P 5* R
{s)
ﬁf(s;
- {f £, (x-xX, 5)ds(x) ffz'z (-2, 8) dS{x) +Ixn “f%ﬁ;' x-xX, 8)ds{x) [ {af(syi | = 0.
&* [ =*
g7 (s)
{(44.11)
; £f{a)
¥ Usﬁ{ (x-xF, 8) dS(x) fsi?{ (x-x[, ) dS{x} *f@'{x*'xf. £ ds{x) +Ixﬁ] Ef(s) |+
LA B PR s* s* o
(s)
ﬁfis)?
- fSE; (x~x§; s dsix fsE; (x~x§, gy ds(x ~f;'§‘ (x~x§, g ds (x}] 42 {s) =,
A s* 5" &e(e)
(4.4.12)
sendo: y - [0 se kre
1 se k=g’
Somando estas equagdes, chega-se a:
fon x-xd, syds(x) [ (x-x&, §)ds () —fﬁs»a;‘ {x-xX, 5)dS ()
5* 5* s* = .
o . . | . t7 {5}
E‘ fﬁzz {x-xz, 8y ds{x) f&2; (x~x_, 51 d5{x) «f—s-d’g {x~x., 5} ds{x) Efis) |+
g=i | is" 5" 5"
fsﬁf (X-“xck‘ sy ds{x} fsii; {x—xck, s)dsix} ~f<§‘* {:r:wxck, 21ds{x) +Ixn (s)
y‘s‘ Fid i
£ tx-xX, ) dS(x) +Ixn fE;i (x-x¥, 8y dsix) ~f—§ﬁ{(x—x§, &) dS{x)
st " F-4 &
= x - x 1 x &=
- ftu (x-%5, s} dS{x) ftgz (x~xg, 51 d8{x} +Ixn ”f*gﬁz (x~x.,8)dsix)} Gfs)|{=0.
s' E' S'
fsfgzxm;a sy dsix) fsf‘:';(x—x;‘, 81 ds(x) —fp*{x—x:, s} dsix) q°le)
‘_s" Fad g
(4.4.13)

Pode-se, ainda, organizar este sistema de equagbes da seguinte forma:

G TP, -H UQ, =0, .........ooovvnnn... (4.4.14)
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sendo o indice “k” referente ao elemento onde estd o ponto de colocagdo, e "e” referente ao elemento
2o longo do qual se estd efetuando as integrais das solugdes fundamentais. Cada elemento "ke” da
matriz G, assim como cada elemento da matriz H, é composto por uma sub-matriz. Definindo g, a

sub-matriz correspondente ao elemento "ke” da matriz G, obtem-se:

91?#@%?{*5: s)ds(x), 1,7=1,2.
="

............................. (4.4.15)
ke, Lo, &k = -
goff=-[ S8 et ds () =120 (4.4.16)
36
ke _, FrE K :_
o= [ 80 x-x, ) ds(x), F=r,2. 4.4.17)
k&__% * e K
gif=- @ x-xl 9 dSCO D, (4.4.18)
S&
Analogamente, as sub-matrizes hy da matriz H,, sio definidas como:
ke_ Lk Yo
By ”ftji{x Xc . 8)dS(X) +4;0xm, 1,3=1,2. (4.4.19)
SQ

nif=-[opitexl sdsGa, im0 (4.4.20)
30
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if=[ s8] (x-x¢, s)ds(x) ., F=1.2.

S.

............................ v (84420

kﬂ'___‘ * - k
hif=-[Btxexg dso . (4.4.22)
SQ

Lembrando que e=k significa que se estd integrando as solugbes fundamentais ao longo do

elemento onde esta o ponto de aplicagéo:

0 58 erk
1 ge e=k

Colocando todos os elementos das matrizes G e H correspondentes as condigdes de contorno
desconhecidas do lado esquerdo, e aqueles correspondentes ds condigdes de contorno conhecidas do
lado direito, € multiplicando as matrizes do lado direito, arma-se o seguinte sistema de equagdes 3n
X 3n:

Ax=b ... {4.4.23)

Desta forma estd definido o sistema de equagbes que devera ser resolvido para se calcular as
incognitas na fronteira, Feito isso, pode-se voltar as equagbes (4.4.07), (4.4.08) e (4.4.09) para
calcular o valor do deslocamento {{i(s)] ¢ da pressio de poro [p(s)] em qualquer ponto no interior
do dominio.

Para exemplificar o procésso, esta equagdo sera utilizada para simular um caso no qual o

contorno do problema foi dividido em 3 elementos. O ponto de aplicagéo serd colocado em cada

um dos 3 elementos, e serd armado o sistema de equagGes a ser resolvido para se obter a solugio
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do problema na fronteira. A figura 4.4.01 abaixo mostra o processo de discretizago do contomo em

3 elementos:

~
Xﬂ'

XCz

X2

Figura 4.4.01 - Discretizacdo do
contorno em 3 elementos - exem-
plificando colocacdo do ponto de
aplicacdo no elemento 2 e inte-
gracdo ao longo do elemento 3.



a) pondo o ponto de aplicagdo (x.) no elemento 1 (k=1):

fﬁ;_‘l {x-x2,5)dS{x)
3

f ol (x-x2, 8) dS (%)

91

f s {x-x1, $) dS(x)
fﬁfl (x-x2, 8} dS(x)

271

f 0, (x-xt, &) dS{x)

fsﬁ; {x-x), 8)dS{x)

R

f 5 (x-x2, 81 dS (x)

fﬁlz ()f"xg I3 S} d's{x}

fsﬁ; (x-x2, 85 d3{x)

53

frn(x x}, s} dS{x

ff:;2 {x-x;,8) d8(x)

.s!

[E) bexd, 51 ds(x)

[E5 oxd, sh S (x0)

[E el 51 ds ()
-E'!

fE;z{wag, 5) dS ()

-s3

fsa; {x-x2, 8 d5(x)

-3

fsE{ (x-x}, sidsix

[st (x-xl, oydS(x)

fs'f{ {(x~x5, 8) dS{x]

[ (x-x, 8 ds ()
Ei

f iy (x-x2, 8) ds (x)

1

f a5 (x-x2, 8) dS(x)

BS

f i, {x-x2, 5)ds{x)
52

fsi};j' {(x~x2, 8) ds{x)

fz'.‘f;:l (x-x}, 8} dS(x)
53

fﬁz‘g (x-x},3)ds(x)

i

fsﬂ; {x-x2, 8)dS(x)

fta(x x2.58) dS (%)

ftﬂ (x-x2,8) dS(x) +n —f%ﬁ_{ (x-x2,8)dS{x)

ol

ftm (x-x2,8)d5(x
ft_,_’z {x~x%g,5)dS{x)
5%

fsfz’{x~x§, Sy ds(x)

&t

ftzx {(x-x2, 5)ds{x)
ftzz(x x5, 8)dS(x

fstz {x-x%, 8)dS(x}

*f—f;d{ {(x-xk,8)d8{x}
91
*I%QE {x-x}, 8} dS(x)
~f£}‘ {x-x),8)d5{x) +n
sl
“]' Toan, 2 ]
-gd‘l (x-x., 5)d5{x}
-f—éq; (x-x2, 8) ()
3.3
-f&* (x~x2, 8) dS{x}
3
1 = 1 ]
~fLa (x-x2, 5)ds (x)
53
"f%&f (x-x%Z, 8)dS(x)

-fc}’ {x-x2,5) dsix)
?

fsEz (x~x2, 5 ds5{x}

-}-ﬁl‘ {X_XC H

ok

~[ 287 (x-xl, s) ds(x)

L

“fﬁ‘(x~x§', 8} dS{x)

- f L (x-xt, 5) dS{x)

f—ﬁ; (x-~x2, sYdS{x)

-fﬁ“{x—x;,s}dsix)

-[ LB (x-x2, 5} dS(x)

—fﬁ‘ (x-x2, ) dS(x)
s]

5 ds{x)
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L)

B

£ (s
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i (8)
a; (sh i+
G {s)

a? (8}
a7 (&) |+

g% (s}

i (&)

(s =0.
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b} pondo o ponto de aplicagdo (x) no elemento 2 (k=2):

fﬁ;l (x-x2. $)dS(x) fﬁz‘l (x-x¢, 8) dS (x) "f“‘%"«?f(x-»xg, g} ds(x)
&t st . 5 .
fﬁ’ (x-x%, syds{x) [0l (x-x?, g} ds 1 e . £y is)
) 1% o F ;!; 22 L X=X, 8] {x} "f;'gi?a {X“‘Xc“‘.’i‘} ds{x} EEI{S} .
: 1
fsﬁf {x-x2, 5) dS{x) fsg;z* {x-x2, 81 dS (%) ‘fﬁ" (x-%2, ) dS L) {s)
&t =t ‘s |
[uitexl s1dse [ahead srdson -f el rad, sy ds (0
5% it it & _,
ot 2 » 2 1 5 s}
!;u;g (x-x2,8)ds(x} .’;ﬂza (x~xz, 8)dS(x) “£;QE (x-x2, 8} dS (%) £ (g o
2
[500 exdi 1 as ) [0 (et o1 dS () - [ 2" el s) s vl T
S’?‘ 5; 2
* - ! 1 F) ]
f&l.& X Xc; 5 dsix) fﬂ21{x Koy g d5{x) _IE@‘ (X_xcus'}dS[X)
E) o .
. 2 1. £} s
,{ (x-XZ2, ) dS (x) f!uzz (x-x2, ) dS (x) ~_[§<§2 (x-xd 51500 |21 |
5 . .
[0 exd 1 a5 [onl et ) ds G [ et sast | © )
5 =2 e
[ (xm22, 8) dS () ft“{x x2.8)ds(x f B x-x2, 5 dS (x))
51“’ o (s)

i ;(C;zfX~Xm 5} dS(x) ;{:sz (x-x2, 5)dS (x) ~£~§ﬁz (=22, 8) S G | | oy s
£ 7 z i
fSt; G-z, 5) 5 (x) fsc; (%-%z. 8y dS(x) ‘fﬁ' s, sy dsim |2 (s)

e st .
ft“ *oe, 8) A5 (x) o f": (x-xl 81 ds(0 - [ Bl (x-xd, ) a5 ()
P pa .
& ) 1 u; {S}

) !:t“ e S ds f B (xxc, 8)dS (x) = f 18wt 1ds | | o |
£ 2
fst; (x-x7,8)d5(x) j‘sr:2 {x-x%, 8} dS(x) _fﬁa (x-x2, 8} dS (x) 3° (s}
Sz -3

> -~ — 2 Y \ ol _ i 1 . 5 -
ft“ Lz 8} A5 () ft“ (x5, 82 dS{x) *fgﬁl (x~xZ, ) dS(x)
. , £ y . g? L. ) ﬁ.lﬂ (S)
- :!;tlz {x-x2,8) d5{x) !}Cza(X”Xc.- 8)ds(x) ”;’{;E.ﬁz (x-x2, 5} dS{x) w3 sl =0
3
[stiixxl s)astx) [s8(x-x2,8)dS(x) - [B" (x-x2, s) dSix) &% (9)
£ 4 s




¢} pondo o pondo de aplicacdo (x.) no elemento 3 (k=3):

fﬁ; {(x-x2, 8) d5 (x)
ffz;z {x-x2, ) ds (x)
3

fs:‘l; {x-x2, 8)dS{x)

_ﬁt

f&,& (x-x2, 2} 48 (x)
f{}{; (x~x3. 5} dS(x)
53

j' s (x-x2, ) dSix)

fﬂ{l (x-x2, 8) dS{x)

j i, (x-x2, 5) dS{x)

S:!

fsﬁ; {x-x2, 5)dS{x)

E"

ftn{x x2,8)dsS(x

ft{z (x-x2,8)dS(x]
5

ff;z {x-x5,8) dS(x)

&

2%

f v (x-xd, 51 dS{x)
R}

f En (x-x2, 8) ds{x)

fsi:”; (x-x3, 51 dS{x)

fé";, {x-x7, ) dS (x)

{sE; tx-x2, 8) dS (x)

fsfff {x-x2,8) dS(x)
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fﬁz'i (x-x2,8)dS{x) —f«%@‘{ (x-x2, 8)dS{x)
= & EX{s)
[ 82 (%2, 8) s () -f%c};(x-xg,s}ds(x} Eligyle
1 s 2
* 3 L " 3 : {S}
fsﬁ; (x=-x7, 8 ds5 () “ft’} {x-x.,8)cd8{x)
4 . Ll an 1 -
fﬁ21 (x-x7, 51 ds{x) fmgfjl (X-xz.8)ds8{x)
< " £2(s)
By (x-x2, -fia (x-x? "
!; L (X-x7, 5} d5(x) f}SQz (x-x2,s)ds{x) £2 (s |+
2
fsa; {x-x., 81ds{x) -fc}' (x~-x2, 8) dS{x) (s)
&* B
- _ 2 Y _ 1 * 3 ]
[ 85 (x5, 8y dS () fgql (x-x2, 8) d5(x)
: - B (s)
Johtx-xi sidstn -[1g exd ordso ||z s
3 &? -
* 3 y 3 (s
fsﬁg {x-x2,8)ds{x)} *f@‘ (x-x.,51d5{x) +x
si
) [Eiexl odsta -[ 1 e, 5) ds ()
1 gt 1
- 1 i (3]
[ (x-x2, srds ) ~f~§ﬁ;(x~x§,s)ds<x; (s |
% 1 2
i
fsfz‘(x-z;, s ds(x} -fﬁﬁ‘ {x-x2, 8 dS{x) < (‘?3
F* a3 . lpr 3 ]
fr,_,_ (x-x3,5)dS(x) *f-gﬁl (x-x, s} dS(x)
:H =2 ﬁf {s}
ft;z {x-32, 5) ds{x) ~f%ﬁ; {x-x2, 5 d8 (x} 22 (s |+
a .9: 2
z
} fsE; (x~x3, 8} dS(x) ~f§* (x-x2, g: d5(x} ¢is)
- f)ff;l (x-x2, 8) dS(x) ~j;é—151‘ (x-x2, 8} dS (x)
-y 3 ’ 1 * k] ﬁf{s}
j;r:zz{x-xc,s) dS{x} +n _f§ﬁ3 (x-x;,5)dS{x} ai(sy| = o,
7 P
d*{s)

fsf.; {(x-x2,5) dS(x)

33

-f13’{x—x§, s} dS (x)
3




d} utilizando-se uma notagao mais simplificada, o sistema assumird a seguinte forma:

foias [osas

F &1

[aZas [o7as

#t ot
g;iés 1 dS

Jreras [

j: 8%dg £ #3dg

f 5rds f aids

fsﬁlnds fsﬁ{“ds

{ fas [afas

e

fsﬁ ‘dg fsmzads

[e* 5t

j’t Sy f{:,;”d.‘!

fatras f sl ds
P ot
feias  [&fas
S: 1
i [Egas [iaes
55\ Fi
[stfas f sEirds
i £
el e = i
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o .
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o e e
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Os termos em negrito coniém as fungdes sujeitas 4 singularidade: integral ao longo do elemento

onde fol colocado o ponto de aplicagio (x=x, = r=0).



49

O céleulo do tensor tensiio e da vazio em qualquer ponto x, no interior do dominio podera ser

feito a pattir da discretizacio das equacdes (4.3.22) ¢ (4.3.23), utilizando elementos constantes:

218, (X, 5) }:{t (S}faik}(x X., 8) dS(x) - {s}fsm;x ,5) dS(x) +

-pe(g) fc":?;kj {x-x_, 8)d3{x)+&%(s) f§;kj (x-X., 8) ds(x)},

ezl

27{@_} {XC; S} :E {gisis) fa‘:j {X“’XC.; g ds(x; “ﬁiE{S) f.g;} (X*Xc,, S) dsi{x)+

58

~pe(s) fa;j (x-x_, 8) dS(x) +&%(s) f§3}(x-xc, g) dS(x)},

Juntando estas equagbes sob a forma de matrizes, e lembrando que o indice “i” é um indice

repetido {gque indica um somatdrio), obtem-se:

Al (x-x,, sV ds ) | 3, (x-x,, &) d5{x) (3~ X”s}gg(x) fw,

B ixs)] = ['{ w2 o f 2kd f Er s
e e T || s - I

RS SO 1 i;[‘au er 21 A3 ) ];a_-,_:f {x—xc.,s}dsix} f&n (x-X,., s} ds{x} Bes)

|[ 8y (x-x, ) dS () [ &y (x-x,, 8) dS (x) - f Bl lxmx,, A5 00 | [pe )
8. sl

5%

47 (&)

G i)

| [ 20y (x=x, &) d5 (20 [ 8 txx,, 81 ds ) ~ [ 85 (e-x, sy ds L)
a* =* *

(4.4.24)

4.5 - Andlise das singularidades das soluces fundamentais
Como mencionado anteriormente, para solucionar o problema na fronteira, é necessario colocar
o ponto de aplicagio x_ em cada um dos elementos e caleular as integrais das solugdes fundamentais

ac longo de todos os elementos (inclusive ao longo do elemento onde estd o ponto de colocagio).
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Quando se estd integrando ao longo do elemento onde estd o ponto de colocagio, o raio (definido
comio r=|x-x_|) ird a zero, no momento em que x=x. Deve-se analisar, entdo, 0 que acontece com
as solugdes fundamentais quando r - 0, e classificd-las segundo seu comportamento: nio singulares,
com singularidade fraca ou logaritmica (integréveis) ou com singularidade forte (ndo integraveis).

As solugbes fundamentais apresentadas nas equagdes (4.3.18) a (4.3.21) ¢ (4.3.24) a (4.3.49;
dependem, dentre outras coisas, das fungdes modificadas de Bessel de segunda espécie, e estas, por
sua vez, dependem das fungdes modificadas de Bessel de primeira espécie. Logo, deve-se analisar
o comportamento destas fungdes para valores do argumento préximos de zero. O grafico da figure
4.501 mostra as funges modificadas de Bessel de primeira espécie de ordens O ¢ 1, e o grifico dz
figura 4.5.02 mostra as fungdes modificadas de Bessel de segunda espécie de ordens 0, 1, 2 e 3
{plotados com pontos gerados a partir de fungBes aproximadoras - ref. 23). Estas sdo as fungdes
utilizadas pelas soluges fundamentais. Nesses grificos pode-se constatar que as funcdes modificadas
de Bessel de primeira espécie ndo possuem singularidade na origem. As funcbes de Besse!
modificadas de segunda espécie possuem singularidade na origem sendo que, conforme serd viste

a seguir, a fungéo de ordem O possui singularidade fraca e as demais possuem singularidade forte.
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FUNCOES MODIFICADAS DE BESSEL
o o DE PRIMEIRA ESPECIE
2o ¢
W
-
2.0
= s ORDEM ©
. e ORDEM 1
@.@qlw-_-i!f{'lrliJl!\;fl‘tl:!!P3
@.e 1.2 2.8 2@
EIXO X
Figura 4.5.01 - aAndlise de singularidade das funces modificadas

de Bessel de primeira espécie, de ordens 0 e 1, em X = 0.
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Figura 4.5.02 - Andlise de singularidade das funcBes modificadas de
Bessel de segunda espécie, de ordens 0, 1, 2 e 3, em X = 0.
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E necessirio, agora, estabelecer algumas equagles que serdo utilizadas nas analises das
singularidades das solugBes fundamentais:
Quandor — 0, 1; —» 1en.r, ~ 0, Isto ocorre porque estio sendo utilizado elementos
constantes para aproximar o contorno do problema.
Formula de recorréncia das fungdes modificadas de Bessel de segunda espécie (ref. 19 ¢
245

= 2R .
Ko (X) B === K U (4.5.01)

As funges modificadas de Bessel de segunda espéeie podem ser aproximadas através das
seguintes equacdes, para pequenos valores de x (ref.23):

2 2 )
Ky () ==1n(x/2) I, (30 +(-0.577+ %2 (0.423+ %2 (0.231+ 22 (. )y )
¢ 4 4 .. (4.5.02)

L7 e z2
Ko =ln (x/2) T, (x) + 2 (12 (01542 (067322 ().
- * X 4 4 4

. {(4.5.03}
As fungbes modificadas de Bessel de primeira ordem podem ser aproximadas através das
seguintes eguagdes, para pequenos valores de x (ref. 23

z =1+ 2(3,516+y2(3,090+y2(1.207+v2*{... 1},
Lo (2) =14y ¥ o Y e (4.5.04)

I, (x) =x(0.5+y{0.879+y(0.515+y{0.151+y(...)}))}))
............ (4.5.05;3

sendo y=( 5 ‘?75) .
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Pode-se agora analisar o comportamento de cada uma das solucdes fundamentais que

participam da solugdo do problema na fronteira:

a} FungBes i},
L 3"‘4‘?” 1 V“"\? v g |
i3 4@(1_\;&) bjjlnr 4@(1“3’3} i i ZG(:.“\J} (l“\’u) {&13[6 i Kl{z}}+

+r 1 K (B) -287%] )
Fazendo 1,71,2 nessa equacao:

. 3-4v 1 v,V
)y == v I E b 77 "2 gl
4Gy iG1vy "3 ST vyl HE=-ETa (0 )

rror LK (E)Y -2E7%] )

-~ ¥ 1 V““V
= e + r.r,lK
ATt ST ey ate K 82

o 1 . ¥,V
Lire ™ e
4 .2 ,1 2{;«{«_‘,} il“’\’l})

fr ,r (K (E)-2872)3 =4,

* 3“‘%? 1 v “\,r
Ugz = e LN e 1 o1 A ! I+
Lig - 4G(1-v,) 4G{1-v )r,.a 2t et \?} (1"‘\?;_;\} (i £ Kl(£3_

Quasndor — Ot
& & 3'4\) \, —
Gy, g ot 1 > (B (Y -E2-E K (811,

4G{1-v,) nEe 4G{1-v ) 26‘{1*\1} (1-v,)

1 v,V
GV, 261 1V,

Gy, Oy (K, (E) ~2E7%].

Analisando os termos dependentes das fungdes modificadas de Bessel:



a.1 - Pungdo f=[K (x)-x*x 'K (x}]

Segundo a férmula de recorréncia (4.5.01), obtem-se:

_ 2 Lo 1
*"}letx) + K, {x) —}'{"2“ “;:*Kl{)f);

Logo, usando as equacdes (4.5.02) e (4.5.03):

=2 [1n(x/2) T, ()] X (0% (0.154+%2 (L))} -1n (5/2) I, (x) +

2
~0.577+X (-1
2 e

Tomando do Hmite quando x — 0:

Tim Felimldin (c/2) +-2 + 20 . 164-1n(x/2) -0.577 ~—=} |
Py x-t 1 2 xZ 4 2

ue, finalmente, leva a:

iim Fr-=1n(x/2) ~0.539.

it

pol

+ P - - ¥ - . v -
Die onde pode-se concluir que as fungbes ), e &, possuemn singularidade fraca ou Jogaritmica

emr=Q
a.? - Fango f=[K,(x)-2x7]

Segundo a férmula de recorréncia (4.5.01):

2 2
=2 K -
£ god , + R -

Segundo as equagdes aproximadoras (4,5.02) e (4.5.03):



=2 [In(x/2) 1 )}+———»~{1+—-—{D 1544-—-»{ A -In{x/2) I, (x) 4
X P
. x2 .2
0.577+ y (...} pe

Tomando ¢ limite gquando x — O

lim f= lln{ln{x/2)+m+n—(} 154-In{x/2}-0.577 -2 2 }m(} 49999
3ol x=0 i ¥ X

Conclui-se, entdo, que as fungdes #, e f,, ndo possuem singularidade em r = 0.

by Fungdes Z;

~e 172V, 1. 1 1
S ._._.-_..-_______2(* (nyr, y—ngr ;=81 0 =" _Vuz,ir,jr,knk";+
b8 F{a £ [EK, (B) ~267) 41,z i, (867K, (£)] +
(I-vi(1~vy\Ne # il 2 EEN L 227" 3

*ngr LK (E) 387K (B) -2E7 vmyr S IETK, (B) ~2E7°1 )

Fazendo 4 = 1,2:

s T@vy 1.1 1 VaTy g ¢ g
= i (- p 1Y - r.or.r + r I K
T T B R v e oy C per vy J o LRG0

i

~2§7%] +r,1r,1r,knk[8€’3-£(3 (Ey]+mxr LK (E) -2872K, (E) ~4E7%] .




~ 1-2v, 1 1
P TR § T SRR 5 A g R
Boa{1-v,) R E ) r 1-vy

1
Tk ol et
y r

V,7¥

T A )\Jg{r*‘r'-’*r"‘-’nkiggna“ffa“‘»”*ﬂlf,ziffgiik~3E“1K2{E>—2£“33*

xR, (8) -287 )

E*“——}——-Z—-‘—’w-(nr nr}mv 1rrrkn__3:+
2w gy efa ) T T T

¥,V

{1 vi{i-v }\l
+, 7 [ETH K, () ~2877

{r ,r . r 887K, ({1 rn,r (K (E) 357K, () -2872] +

. 1-2%, 101 1, vV g -
tgwm{ 7 ) = e S gy oy e }\l-:{r‘knkiﬁ YK, (&) 4
~283) +r ,r ,r m [8E73- K’ ()1 +m,r K (E)Y -2 K, (§) -4873] ]

Quandor — O:

x (3. :} (“V )\ljiﬂlifg(:f}‘zﬁ“igzgg}H4E~3},

. 1-2v 1, v,V i
£ iziﬁ{ngﬂz} TN )({HIEK (E)-387 K, (§)-287°) +

s, [E70 K, (E) 28731 ).

~ 1-2v
t;l "é"'z"i““m (I}Z:tﬂ} (1 \’) {1 v )\J_{Hz {K3(E} 3£&3K {E) 2E 3]+

+n, [E70K, () -287%11 .
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e Viz-v 8 o - - v
b (1ov \jtcﬁzma‘“ 27 (R) -4

Analisando os termos dependentes das fungdes modificadas de Bessel:
b.1 - Pungfio f = [K,(x)-2x"K,(x)-4x7]

Segundo a formula de recorréncia (4.5.01):

4 2 4
fx-}-;f{'z {x)+K {x) —3-{-1{2 (x) TS

=2 (%) 4K, (x) -2 -
s A

X

=22 g () <k, (x0) 4K, (20 -2 -
X X | x3

.mmég-+gKG {x) +K, () -2 .
2 x 3

x> 3

Segundo as fungdes aproximadoras (4.5.02) e (4.5.03):

z z

Fef In(x/2) T (%) T+ (222 (0. 154+ 2 (L)) 1+ 2 [(Fin(x/2) I, (x0) ] -

52 X3 4 4 A

Z 2
+210.577+E (L elnix/2) I o w2 (1 E Ly -2
X 4 X 4 3

Tomando o limite quando x — O:
lim f:lim{g-ln(x/z) +2 20154210 (x/2) -30‘57%&-:‘;} =g,
H~G a0 § X x3 x X o X x?

De onde pode-se concluir que as fungdes 1, e T, ndo possuem singularidade em r = 0.
b.2 - As fungBes T, e f,, possuem singularidade forte evidente (1/r), independentemente da andlise

dos termos dependentes das fungSes modificadas de Bessel de segunda espécie.
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¢} Fungles §;

" 3{v,~v] 3 i )
4= 2BG{1-v) (1+v ) I B2k (B) ~87%) 41 yr (0, (282K, (E) )} .

Fazendo j=1,2:

3{v, v}

%:23651-'&} {1+v,]

L K (8 -3+ o o (287 %K, (E) 1},

3{v, -v)

&= ZBE(1-v) {(1+v,

} {n, (87K (8) -E7* +r .1 [2E%-K (E)TY.
Quando r — O

3{v,-v]

BT ZEE I {19V,

- TE7 (8) 6790

- 3{v,~v)
T EEE T Ty

n, [E71 K (E) ~E72)
Andlise da fungio f = [x'K,(x)-x7]:

Segundo as equagdes aproximadoras (4.5.02) e (4.5.03):

s 1 5 1o X" X2 1
me};{l.n(AfE}Il(X?H;[l 7 (0-154+=- (.. ))] gl

Tomande o Himite quando x — O

R ; 1 i 1 1
Iim Ff=lim{—=In{x/2) +——+20.154~-=_},
Bl Ff) {2 f }(2 4 Xz}

1im f:-%ln(x/Z} +0.039 .

X
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De onde pode-se concluir que as fungdes §; e §; possuem singularidade fraca ou logaritmica

gre T = €L

d) Fungoes b,

H‘m B(l.@.vﬁ) = -1
5l "md‘"&r‘jii KE(EF]

Fazendo j = 1,2:
, Bill+v)) __:.5_ a
ﬁ;““m\ _‘Cr,liﬁ K, {§)]
._Bll+v) s -1_
ﬁz“m\ "&I,z{ K (£)1.
Quandor — O

P B(1+V }
By gpz“’imz“"—-\[ [E-K (5],
Andlise da fungao f=[x"-K ]

Segundo as equagdes aproximadoras (4.5.02) e (4.5.03):

e ™ 1 !-—A:-fn —}iz-;
Aln(x, Y I, () {1+ 4(0.154+4{'..})),

1
X
Tomando o limite quando x — O

1im £ = 1i m—&m(e 154+-( ))}ma.

ot =0 X X

De onde se conclul que as funges P, e P, ndo possuem singularidade em r = 0,



¢) Fungdes @,

. B{lev )} g o
ﬁi‘m\gf,iiﬁ K, (E)1.

Fazendo i = 1,2

e BLLHY)

LT .- -1_
ulmw(l_w\[cr,liﬁ K (E)].

- Bil*"t’a) a8 -
ha"md—;l’lz[ﬁ K AEVT.

Guando r —

ot aed B{l"'\?a} o -1
Oy, 4 imxlzfﬁ K (&) 1.

Como fol visto no item anterior, durante a andlise das fungdes p;:

lim [x7*-K {x}] = 0.

palts

Logo, as fungdes 1, e 0, ndo possuem singularidade em 1 = 0.

f} Fungdes i,

vy BG{14V ) " _ _ Y
ih3c{1~vu} (g (287K, (0) K (D) ] -1 yr (o, (4875 2K, (E) 1 1.
Fazendo 1= 1,2:

oo BG{14v)

U 3c{1-v,) {n, [287-K, (§) -K, (8} ] wrllr,kﬂkié‘i*z-z-&'g (£371,



we BG{1wvw ) - .
tg:m I (287K (8 K () V-2 or o, 146722k, (8) 1) .
Quandor — O:

wo BG{L4v )}

-

Pode{l-v,)

m (257K, (8) -K,(§) ],

pr BGE(L+v ) oo _
2"30({:;;3*132{25 K B -K, (8} ]

Andlise da fungio f=[2x%K (x3-K,(x)]:

Segundo a formula de recorréneia (4.5.01):

o2y 00 -2, () Ky ) =
2 X x°

2K, (x) 2K, (x) .
X

Segundo as equagdes apmxinﬁadoras {4.5.02) e (4.5.03);

ﬁ-—;?:._.--.._% | -.___:_3___ _‘_}_s‘f Xz “
e < Lindx/2) I (2 ] Xz{l"" 5 (0154 (. .))]

Z
+2 [In{x/2} I, (x) +O.57?+-‘%~{. S

Tomando o limite quando x — O:

T

lim f= lim{ 2 _Inix/2) —~§w~%0.154+21n{x;’2)+2><0.577},

X0 x-0 §x? x4

lim f= In{x/2)+1.077 .

a=0

De onde se conclui que as fungdes I, e T, possuem singularidade fraca em r = 0.
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g) Fungdo §°

&= -z-’f,kﬂk&(&)-
Quando r — O

&0,

Logo, a funcio §" ndo possui singularidade em r = 0.

by Fungdo p
Br=2K (6).

Analise da fungio f = Ky{x)

Segundo as equagdes aproximadoras (4.5.02) e (4.5.03%
Fe-ln(x/2) I, (%) +<~o.577+£§<. S

Tomando o limite quando x — O:

lim f= ~In{x/2}-0.577 .

-

De onde conclui-se que a fungiio P possui singularidade fraca em r = 0.

4.6 - Resumo da analise de singularidade das sclugoes fundamentais
Utilizando-se elementos constantes na discretizagio do contorno, as analises feitas no item

anterior indicaram que:
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- Possuem singularidade forte: T, ¢ §,.
- Possuem singularidade fraca: 1}, Uy, §;, &3, . & € B

- N&o possuem singularidade: @, 4y, T, by, G, G, B, By € .

4.7 - Método de calculo das integrais das solucdes fundamentais
Para célculo numérico das integrais das solugBes fundamentais, foi utilizado o método da

quadratura de Gauss (ref. 22). Segundo este método € possive] fazer a seguinte aproximagao:

xy 1 ;
[Fix)ax = »fif*‘ffﬁ)[fiﬁ]d@ = iAiF(‘Pi) e (4.7.01)

Onde os valores de A, e @, sfo tabelados (ref. 22) em fungiio do nimero de termos do
somatdrio (N utilizados.

Para o caleulo das integrais de fungdes com singularidade fraca, ao longo do elemento onde
a singularidade estd presente, utilizou-se o seguinte procedimento: a) dividiu-se o elemento em
guatro partes, sendo que os elementos centrais (onde fica o ponto singular) tém comprimentos bem
menores que 05 elementos das extremidades {objetivande detathar bastante o trecho onde a fungo
cresce muito). Além disso, o nimero de termos do somatdrio da férmula de Gauss utilizado no
processo de integragio ac longo de cada um desses quatro sub-elementos fol maior (o dobro) do que
o utilizado no processo de integragiio das fungbes nio singulares.

No caso das fungdes com singularidade forte, o processo de integragdo sé € possivel no sentido
do Valor Principal de Cauchi (VPC), o que € conceitualmente mais complicado. Segundo a notagic

usada nas eqoagbes (4.4.14) a (4.4.20), essas fangdes (), e 1) estdo nas submatrizes h¥; (equagdo
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4.4.19) da matriz H,, quando e = k. Para estes casos, utilizam-se considerages de corpo rigido (ref.

21) segundo as quais sdo vilidas as seguintes regras:

a1 dominic interior

) P
@:.—:.k_ el » .
giit=-3" g, 1.3=1.2.
=1

....................................... (4.7.02)
sendo 11 o numero de elementos.
b} dominio exterior
gf*=an| O}—i gi" i.3=1,2
i I e G (4.7.03)




CAPITULO 5
PROCEDIMENTO NUMERICO
Sera apresentada, de maneira esquemadtica, a estrutura do programa elaborado para solucionar
o sisiema de equagdes da poroelasticidade acoplada no campo de Laplace, considerando o estado
planc de deformagdes, utilizando o método dos elementos de contorno com elementos constantes.
1 - Entrada de dados {sub-rotina dados)
- Leitura das constantes do material:
. modulo de cisathamento (G).
. coeficiente de pressio de poro (B},
. médulo de Potsson drenado (v).
. modulo de Poisson nio drenado (v,).
. permeabilidade (k).
- Caleulo de outras constantes do material em fungio das constantes lidas:
. coeficiente geral de consolidacdo (¢).
. coeficiente de tensio efetiva (o).
- Leitura do pardmetro de Laplace.
- Leitura das coordenadas das extremidades dos elementos.
- Leitura das condigfes de contorno:
. vetor tenséo (1, e t,) e pressdo em todos os elementos, armazenando-os na matriz TP
{ver equacao 4.4.14),
- Leitura dos ndmeros de termos a serem utilizados na integrag@o numeérica pelo método
de Gauss, para os elementos nio singulares e para os elementos singulares, bem como

o fator para divisio dos elementos singulares.
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2 - Leitura dos pontos e pesos usados na férmula de Gauss no processo de integragio
numérica. Esses dades estio armazenados em um arguivo, em fungdo do nimero de
pontos a serem utilizados.

3 - Calenlo das matrizes G e H, segundo equagdes (4.4.14) a (4.4.22)

- Coloca o ponto de aplicagéo em cada elemento.

- Chama a sub-rotina que caleula as integrais das solugdes fundamentais ao longo de

todos os elementos.

. chama uma sub-rotina que calcula o comprimento do elemento e seu vetor normal.

. caleula o ponto médio do elemento.

. calcula os pontos de Gauss ao longo do elemento.

. chama uma sub-rotina que caleula o raio (distancia entre o ponto de aplicagio e cadz
um dos pontos de Gauss sobre o elefnento), e o vetor gradiente do raio.

. chama uma sub-rotina que calcula todas as solugdes fundamentais.

. soma os valores obtidos das solugdes fundamentais em cada ponto de Gauss, obtende
as integrals das solugdes fundamentais ac longo do elemento.

- Armazena as integrais das solugtes fundamentais nas matrizes G ¢ H, segundo equagic
{4.4.14}.

- Soma as integrais das fungdes com singularidade forte {, e 1,,), nas integracBes ao
longo dos elementos néo singulares. As integrais dessas fungdes ao longo dos elementos
singulares serd 1gual a matriz identidade menos esse somatdrio (ver equagao 4.7.03).

4 - Calcula o produte da matriz G pela matriz dos com os valores da tensfio e pressio no

contorno (B = 3 * TP
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5 - Através do processo de decomposigio LU, resolve o sistema H * UQ = B (equago
4,4.23), calculando os deslocamentos e as vazdes na fronteira, armazenando-os na matriz
uo.

6 - Calcula os deslocamentos, pressdes de poros, vazdes, e tensdes nos pontos internos,
segundo equagdes {4.4.07), (4.4.08), (4.4.09) e (4.4.24)

- Coloea o ponto de aplicagdo em cada ponto interno.

- Caleula as integrais das solugdes fundamentais e dos niicleos ao longo de todos os
elementos através do método de Gauss.

- Armazena essa integrais nas matrizes G ¢ H.

- Resolve os pontos imternos multiplicando essas matrizes G ¢ H pelas matrizes com os
valores caleulados/dados no contomo, matrizes TP e UQ (sol = [G * TP - H * UQ1/2x).

7 - Lista os resultados em arquivos de saida.

Para calcular as varidveis em dados instantes de tempe, utilizou-se o programa de inversio

numérica pelo método de STEHFEST (ref. 16), utilizando 10 pontos “s” (parametro de Laplace) para
cada Instante de tempo. Neste caso, o programa que estava sendo utilizado para cédleulos em dados

valores de s, transforma-se em wma sub-rotina do programa STEHFEST.



CAPITULO 6

RESULTADOS E VALIDACAO DO PROGRAMA

6.1 - Consideragoes iniciais

a} as integragOes numéricas das fungdes séo feitas através do método da quadratura de Gauss (ref.
223, adotando-se o seguinte: para integrais ao longo de elementos ndo singulares, foram utilizados
16 pontos de Gauss. Para as mtegrais ao longo dos elementos singulares, dividiu-se o elemento em
4 partes, sendo que cada uma das duas partes centrais tiveram um comprimento de 1% do
comprimento do elemento, e foram utilizados 32 pontos de Gauss em cada um desses quatro sub-
elementos. Tomando como pardmetro de comparagdo a utilizagdo de 50 pontos de Gauss para inte-
gracdes ao longo de elementos nao singulares e de 50 pontos ao longos de cada um dos quatro sub-
elementos nas integracbes ao longo de elementos singulares, o processo utilizando 16 e 32 pontos
de Gauss apresenta um precisio de 14 casas decimais nos resultados das integrais das solugfes
fundamentais ac longo de elementos n#o singulares, e de 035 casas decimais ao longo de elementos
singulares (utilizando uma discretizagho de 06 elementos em uma circunferéncia de raio 1),

b} no processo de inversado numeérica das varidveis do campo de Laplace para o dominio do tempo,
foi wilizado o método de Stehfest, com 10 termos no somatdrio. As figuras 6.1.01, 6.1.02 ¢ 6.1.03
ahaixo, mostram a influéneia do nimero de termos no processo de inversdo numérica de algumas

fungBes que sdo solugdes analiticas, no campo de Laplace, do problema que serd tratado a seguir.
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descrito no item 6.2, para o deslocamento na fronteira (r=a),

Como pode ser visto, a convergencia do processo de inversao numérica dessas fungdes ¢ ohtido
@ partir de 4 termos. No processo de inversio numerica dos dados discretos obtidos através do MEC,
foram utilizados 10 termos, que € o valor minime recomendado pela literatura,
¢} A varidvel CE indica comprimento normalizado dos elementos, on seja, € a relagdo entre o
comprimento dos elementos e o raio do Pogo.
d} No anexo B estio listadas as tabelas com todos 0s dados que geraram os graficos listados neste

capitulo,

6.2 - Descrigio do problema

Um pogo vertical é perfurado em uma formagio porosa submetida a uma tensdo in sit
aniforme e anisotrdpica, com uma pressao de poros virgem. Este problema pode ser analisado
assumindo o estado plano de deformagBes. Pode-se, ainda, fazer coincidir o sistema de eixos
ortogonais com as direcdes das tensdes principais, sendo que um dessas diregBes coincide com o

eixo do pogo,
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Para facilitar a solugio do problema, o éam:gamento 1o pogo ¢ decomposto em trés modos de
carregamentos fundamentais (ref. 01 e 07): um eampo de tensio hidrostatica distante, uma pressia
de poros virgem e um campo de tensio desviatéria distante. Pode ser provado (ref. 07) que o campeo
de tensdo hidrostitica ¢ povernado POT uma resposta eldstica sem geragio de pressio de poros. A
pressao de poros € controlada por am processo de fluxo radial_ desacoplado. O campo de tensio
desviatdria é o Unico a provocear efeitos poroeldsticos acoplados, sendo, partanto, o problema a ser
tratado aqui pelo método dos elementos de contorno.

E assumido que o pogo € perfurado instantaneamente no instante t=0, e que as tenses normais
¢ de cisalhamento na parede do pogo sdo nulas (zero) para t > 0, As condigdes de contorne

(induzidas pelo campo de tensio desviatdria distante} na parede pogo (r=a) sdo:

bo, =3%0s(28), Ao _=5%in(28), Ap=0.

sendo 1 e B coordenadas polares, e A um indicativo de componentes induzidas. $° ¢ a magnitude do

campo de tensio desviatéria. A figura 6.1.04 ilustra esse carregamento,

Figura 6.2,01 - Pogo perfu-
rado em um meio poroceldstico
sujeito a um campo de tensio
desviatdria.
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As condigbes de contomno que entrario como dados no programa serdo os vetores tensdes ¢ as
pressoes de poro ao longo dos elementos que servirao de discretizagio da parede do pogo. O vetor
tensdc em cada elemento ¢ dado por ¢, = o1 (sendo m, o vetor normal ao elemento) e p = @
Lembrando que estes dados deveriio entrar no programa no campo de Laplace; logo, eles serio
divididos por s (parametro de transformacgéo de Laplace) por serem dados constantes no tempo.

As constantes do material utilizadas sio:

B=08v=02 v,=04,G=1 k= 1. Como as saidas serao todas adimensionalizadas, ndo serio
dependentes das unidades.

O raic do pogo (a) serd igual a 1, e S também serd tomado como igual a 1.

Os resultados ser@o adimensionalizados para possibilitar uma generalizagio em termos de
unidades, e para facilitar a comparacio com os resultados obtides na literatura (ref. 01 e 07). A
normalizagio do pardmetro de Laplace serd feita por s™ = sa¥fe, e o tempo por t” = ctfa’.

Em todos os grificos onde a varidvel for medida ao longe do dominio, seré plotada uma reta
marcando uma distaneia do contorno equivalente ao comprimento de um elemento. Isso possibilitara
que s¢ compare a precisdo dos resultados obtidos préxime ao contorno com aqueles obtidos mais
longe, pois € sabido que um dos problemas intrinsecos a0 MEC & sua falta de confiabilidade nos
resultados apresentados em pontos a distAncias do contormno mefniores que a equivalente ao

comprimento de um elemento.

6.3 - Solugdes no campo de Laplace

A solugho analitica deste problema, no campo de Laplace, pode ser encontrada na ref, 07:
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(8,08, 8g, 0= (0, 5,,, Spe. By cos (26),

€§3; &rﬁ) 2{{}5: gﬁ) sin(28@),

e K (x) a fungio modificada de Besse] de segunda espéele, de ordem n, aplicada no ponto x.

a} Variagio da pressio de poros ao longo do eixo x

As figuras 6.3.01 a 6.3.04, mostram a variagio da pressio de poros induzida ao longo do eixo
X, para valores do parametro de Laplace nommalizado (s5° = sa’fc) de 10, 100 e 1000. Os dados
discretos representam os valores obtidos pelo programa utilizando o MEC, utilizando 16, 32, 64 ¢
128 elementos na discretizacdo do contorno, As hinhas continuas representam as solugdes analiticas,
O valor plotado em t/a = 1 corresponde ao valor dado nas condicdes de COMOIno, € ndo ac valor
obtide pelo programa.

Pode-se observar a continua methora na aderéneia dos resultados numéricos em relagio acs
resultados analiticos, quando se vai aumentando a discretizagdo do contorno {diminuindo o
comprimento dos elementos). Pode-se, também, observar que foram obtidos bons resultados &
disténcias do contorno menores que a equivalente ao comprimento de um elemento, principalmenze

para pequenocs valores de s.
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b} Variagdo do deslocamente radial ao longo do eixo x

As figuras 6.3.05 a 6.3.08, mostram a variagao do deslocamento radial induzido ao longo do
etxo x em fungio do parametro de Laplace normalizado. Os dados discretos representam os valores
obtidos pelo programa utilizando o MEC » utilizando 16, 32 64 ¢ 128 elementos na discretizagio
do contorno. As linhas continuas representam as solugdes analiticas. Os valores no contorno {tja=1}
foram obtidos quando o problema foi solucionade na fronteira {quando se soluciona a equagio
4.4.23), e nfo trazendo, & posterion, o ponto de aplicagiio do dominio para a fronteira. Mais uma
vez, pode-se observar a continua melhora da precisao dos resultados obtidos pelo MEC quando se

aumenta a diseretizacio do contorno.
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¢} Variagio da tensdo radial ao longo do eixo x

As figuras 6.3.09 2 6.3.12, mostram a variagio da tensio radial induzida ao lengo do eixo x,
para valores do pardmetro de Laplace normalizado de 10, 100 e 1000. Os dados discretos
representan os valores obtidos pelo programa wutilizando o MEC, utilizando 16, 32 64 e 128
elementos na discretizagio do contorno. As linhas continuas representam as solugdes analiticas. A
tensdo radial ao longo do eixo x ¢ igual a0 0, que é a varigvel caleulada no programa. Observe-se
que na fronteira 0,; = t, que, nesse caso, fol um dado de entrada do problema. Esse dado foi
utilizado nos gréficos. O MEC nio consegue bons resultado quando se coloca um ponto interno
muito proximo da fronteira. O maximo que se pode fazer € aumentar a discretizagio (diminuindo
o0 comptimento dos elementos) para chegar mais perto da fronteira, Mais uma vez, ¢ notavel o
aumento da precisio dos resultados obtidos pelo MEC a medida em que se aumenta a discretizagio

do contorne, principalmente proximo & fronteira.



-
AN
\ ™)
<1
O SN
b RES N
f— -
b 0N
=3
2 3
< = =
AR N
Oo& & -
) &
3 H 25
| N
(2 % % % D
GORISREONIS =
| o v o
[ < + * fod
IR o
AN
UL S T O A A O T T O N SN S R S S B O QM
G N N AR
L0 AN L0 N
S7 5% ) VUVZI WWON OVSN4LL
Figura 6.3.0% - Variacgdo da tensdc radial ao longo do eixo x (8 =

07}, utilizando 16 elementos na discretizacio do conterno.



N
&
™
@\EJ/
< N
O c O
I o
T S
i
: 3
< e
< I
< < i
& N
M®®@ oz
. 5 NG
\\\ HM i i S
/ 355 -
/ S ©
m <+ % <
s LB
d_ o + * e
/
.M
L,
/ e ™
JNEE L T (0 N R T P Qm
@ ) © & —
0 & 0 &
S/ 7789 ) VAVZIIVINON OYSNIL

Figura 6.3.10 - Variacdoc da tensao radial ao longo do eixo x (B =
07}, utilizando 32 elementos na discretizacio do contorno.




87

9%

3.

<C
L @\m
ot s ~
T’; ﬂ“nl
bt AN
- bl
AMI
Z S
< ~ =
& N
OO ® oy
/ M.AL??AI %L
o (AN T R
_ N
O ¥ x X 3
VRS RIS RS =
D o
<o+ # et
b+ o= A
e o+ s WPQ
REY:
&
13 (N S AR A R T A s Mt S B O N mm
& & o
L (0O o
&m\meu VYOVZI TVIWEON OVSNEL
Pigura 6.3.11 - Variacgéo da tensdo radial ac longo do eixo x (8 =

57) . utilizando 64 elementos na discretizacio do contorno.




gR

o
~—
)
<C
O ® 3
. N
- = o
= Q¥
% pa——
Z a
< W~ <
VRO N
COOO Ti
L o~
- I e
BRI S~
- N
O x x % S
CORCHRISRGY: =
“ o1 o
<+ % =
<+ ow <1
o * o,
+ EBR
B ﬁ_fﬁxunﬁv_“ I T mw
& Q & N =
L0 & LO ®
~ s & O
S7 8% ) VAOVZIIVINSON OYSNIL

Figura 6.3.12 - Variacdo da tensdo radial ao longo do eixo x (8 =
¢"), utilizando 128 elementos na discretizacdo do contorno.




89

d} Variagho da tensiio circunferencial ao longo do eixo x

As figuras 6.3.13 a 6.3.16, mostram os valores obtidos para a tensio circunferencial induzida
a0 longo do eixo x, para valores do pardmetro de Laplace normalizado de 10, 100 ¢ 1000. Os dados
discretos representam os valores ohtidos pelo programa utilizando o MEC, utilizando 16, 32 64 ¢
128 elementos na discretizagiio do contorno. As linhas continuas representam as solugdes analiticas.
A tensio circunferencial ao longo do eixo x ¢ igual ao Oy que € a varidvel calculada no programa.
Observe-se que ndo se consegue calcular essa varidvel na fronteira, porque ela nio faz parte do
sistema de equagdes que é solucionado no contorno. O méximo que se pode fazer ¢ aumeritar a
discretizagio (diminuindo o comprimento dos elementos) para chegar bem perto da fronteira. Aqui
também ¢ notdvel o aumento da precisio dos resultados obtidos pelo MEC & medida em que se

aumenta a discretizagdo do contorno, principalmente préximo a fronteira,
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e} Variagio do deslocamento radial no contorno {tfa=1, 8 = 0") com o parimetro de Laplace

A figura 6.3.17 mostra a variagio do deslocamento radial no contorno em fungio do parametro
de Laplace, caleulados pelo programa utilizando o MEC (dados discretos), utilizando 16, 32 64 ¢
128 elementos para discretizar o contorno, em comparagao com os resultados analiticos (linha
continua). O deslocamento no contorno ¢ obtido quando se soluciona o problema na fronteira
{quando se resolve o sistema de equacdes 4.4.23). Neste grafico também & possivel observar o
aumento da precisio dos resultados numéricos, em relagio aos analiticos, guando se aumenta a
discretizagdo do contorno, principalmente para pequenos valores do pardmetro de Laplace. Observe-
se, também, a enorme faixa de valores do pardmetro de Laplace normalizado (de 107 a 10°*) para

os quais foram obtidos bons resultados.
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f} Variagéo da presséo de poro ao longo do 1° quadrante, em rja = 1. 15, com o pardmetro de Laplace

As figuras 6.3.18 a 6.3.21 mostram a variagho da pressido de poros ao longe do primeiro
quadrante (8 = 0°, 22.5°, 45°, 67.5° e 90°) em fungdo do parimetro de Laplace, em t/a = 1.15. Os
dados discretos representam os valores obtidos pelo programa utilizando o MEC, utilizando 16, 32
.64 & 128 elementos na discretizagio do contorno. As linhas continuas representam as solugdes
amaliticas, A distincia foi escolhida em 1fa = 1.15 porque, segundoe os graficos das figuras 6.3.01 a
6.3.04, € nesta faixa onde estio as maiores variagdes da pressdo de poros com o pardmetro de
Laplace. Neste gréfico também ¢ possivel observar o aumento da preciséo dos resultados numéricos,
em relagio aos analiticos, quando se aumenta a discretizagiio do contorno, principalmente para
grandes valores do parametro de Laplace. Observe-se, também, a enorme faixa de valores do
pardmetro de Laplace normalizado (de 10* a 10°%) para os quais foram obtidos bons resultados.
Note-se a simetria dos resultados em relagio a bissetriz do primeiro quadrante (45%). Este ¢ um
resultado esperado, uma vez que o carregamento ¢ simétrico (com sinais invertidos) em relacdo a

esse eixo. Na propria bissetriz, esse carregamento nio produz qualquer efeito, o que pode ser notado

no grafico,
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6.4 - Solugdes no dominio do tempo

As solugbes “analiticas” desse problema, no campo do tempo, sio obtidas por inversdo
numérica das solugdes analiticas no campo de Laplace (equagdes 6.3.01 a 6.3.06), utilizando o
método Stehfest com 10 termos. Nos graficos, essas solugdes sdo plotadas em linhas continuas e
lzgendadas como solucdes analiticas.

Mais uma vez as vanaveis foram adimensionalizadas, para efeito de generalizacio de unidades.
A normalizagio do tempo € feita por T" = c.ifa’.

Na ref. 07 podero ser encontrados os graficos com as inversdes numéricas das solugdes

analiticas das fungdes que serdo plotadas a seguir.

a} Variagio da pressio de poros ao longo do eixo x

As figuras 6.4.01 a 6.4.04 mostram o comportamento da presséo de poros ao longo do eixo x
{8 = 0°), com o passar do tempo (tempo normalizado variande de 10% a 10%. Para tempos
normalizados superiores a 1, praticamente nfio havera variagio da pressio de poros ao longo do eixo
X, ¢ o grafico tenderia a zero. Com relagdo a precisio dos resultados, pode-se observar o mesmo
comportamento que foi obtido no campo de Laplace: o sumento da precisdo com o aumento da
discretizagfo, principalmente para pequenos valores do tempo {que corresponde a altos valores do
parametro de Laplace). A inversiio numérica do campo de Laplace para o dominio do tempo ndo

parece ter introduzido erros significativos.
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b} Deslocamento radial no contorno

A figura 6.4.05 mostra o comportamento do deslocamento radial no contorno (rfa = 1, 0 = 07}
com o passar do tempo, utilizando 16, 32, 64 e 128 elementos para discretizar o contorno.

Pode-se notar que a precisio dos resultados obtidos, em comparagdo com a inversio numérica
da solugdo analitica, melhorou com o aumento da discretizagdo. No entanto, para altos valores do
tempo {tempo normalizado acima de 10, quando j4 se havia obtido uma estabilizacio dessa
varidvel, comega a haver uma perda dessa melthora na precisdo. Como esse comportamento nio foi
observado no campo de Laplace (vide figura 6.3.22), hé uma possibilidade dessa anomalia ter sido
introduzida pelo processo de inversdo numérica. Pode-se utilizar um maior nimero de termos {acima
dos 10 aqul wtilizados) para fazer essa inversio pelo método Stehfest, e analisar se hi melhora de

resultados. Esse estudo, no entanto, nao serd feito neste trabaltho.



TOUIOIUOD Op s8QiRZIIRIDSIP SesIsaTp wop ‘odwsi op opduny we

$0°'v°9 veInbrg

CUIOLUCD OU TRIPRI OJUSWESOTSep Op opderivs -

{.0 = @)

N

AN

&
]

E

O
&
|

SOL. ANALITICA
noooo 16 ELEMENTOS
eeooo 32 ELEMENTOS
r++vd e 64 ELEMENTOS
rarxx 128 ELEMENTOS

N
o

07" 1077

DESLOCAMENTO NORMALIZADO ( -2Gu.S%)

EEHITIY TR T TR T IR R Uy TN T TTHIA T FETTTT

(%I B 9 1e° 19° 10°

TEMPO NORMALTZADO ( Tx)

Lot



108

¢} Variagho da tensfio circunferencial ao longo do eixo x

As figuras 6.4.06 a 6.4.09 mostram o comportamento da tensio circunferencial ao longo do
eixo X, com o passar do tempo.

Essa € uma das mais importantes varidveis a serem consideradas na simulagio do fraturamento
hidrénlico. Em outros tipos de problemas (estabilidade de pogos, por exemplo) também ¢ importante
que se obtenha o valor da tensiio circunferencial no contorne. Como ja foi dito anteriormente, na
analise dessa varidvel no campo de Laplace, ndo hd como obter bons resultados da tensio
circunferencial na fronteira, apenas pode-se obter bons valores proximo ao contorne a medida em
que se aumenta a discretizaggo. Existem, no entanto, métodos alternativos que, utilizando varidveis
que podem ser obtidas com boa precisio no contomno, levam aos valores da tensio nesses pontos
{ref. 01). Esse processo, no entanto, nio foi utilizado no presente trabalho,

Note-se os bons resultados obtidos para distAncias em relagio ao contorno superiores ao
comprimento de um elemento; poder-se-ia dizer mais: a distancias superiores 3 metade do

comprimento de um elemento.
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d) Erro de cdleulo da tensdo circunferencial ao longo do eixo x, para as diversas discretizagdes
As figuras 6.4.10 2 6.10.14 apresentam os graficos com os erros obtidos pelo MEC no edleulo
da variagio da tensfio circunferencial ao longo do eixo x (figuras 6.4.06 a 6,4.09), em relagio as
solugOes analiticas, para as discretizagBes do contorno de 16, 32, 64 ¢ 128 elementos {corresponden-
tes a comprimentos de elementos normalizados, CE = comprimento do elementojraio do pogo de
0.390, 0.296, 0.098 e 0.049 respectivamente). Esses grifico permitem que, partido de um erro
admissivel, se estipule que discretizacdo deve ser adotada.
A analise desses grificos permite algumas conclusdes:
1 - Exceto para pequenas distancias do contorno, nio hé vatiagao significativa do erro ao longo do
eixo X,
2 - Para as discretizagdes mais grosseiras (maiores comprimentos dos elementos) o etro cresce com
o aumento do tempo até, a partir de um determinado valor de tempo, se estabilize.
3 - Para as discretizagdes mais finas, o erro tende a ser constante com o tempo.
4 - Os resultados obtidos mostraram-se excelentes: mesmo utilizando uma diseretizagio grosseira
(16 elementos, correspondente a um comprimento de elementos normalizado de 0,39) os erros
maximos néo chegam a 5%, exceto para pontos proximos ac contorno. Utilizando uma discretizagio
mais fina (128 elementos, cotrespondente a um comprimento de elemento nommalizado de 0,049,
© erre maximo gira em torno de 0,5%.
3 - Esses grficos ressaltam o fato, j4 citado anteriormente, de que néo ¢ possivel obter valores de

tensdo na fronteira utilizando o MEC.
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CAPITULO 7

CONCLUSOES E RECOMENDACOES

Fol revisada a seqiiéncia de passos utilizada para deduzir o sistema de equagdes diferenciais
gue rege o comportamento do continuo poroeldstico linear, para corpos homegéneos e isotrépicos.
Partindo das equagGes bdsicas da elasticidade, foram introduzidos os termos visando considerar os
efeitos poroeldsticos conforme sugerido por Biot. Com o objetivo de conferir um maior si gnificado
fisico &s equagOes, as constantes poroeldsticas de Biot foram substituidas pelas de Rice e Cleary.
Utilizando-se essas constantes poroeldsticas, chegou-se ao sistema de equacdes diferenciais se estava
proeurando, adotando o procedimento sugerido por Cheng ¢ Detournay.

Foi elaborado um estudo a respeito das principais constantes poroeldsticas utilizadas nas
equagdes: seus significados fisicos, suas unidades de medida, o processo de obtencio destas
constantes em laboratdrio, e faixas de valores usuais destas constantes quando se trata de rochas
reservatdrios de petrdleo,

Foi aplicado o métodos dos elementos de contorno para solucionar a equagio de Laplace,
obtendo-se uma seqliéncia de procedimento que foi adotada na solucio do sistema de equagles
diferenciais da poroelasticidade. Nesta ocasifo, foram discutidos alguns problemas bésicos do
métodos dos elementos de contorno, como: caracterizacio das solucdes fundamentais, obtencéo das
equagdes integrais, o motivo e o processo de discretizagho do contorno, a colocagio dos pontos de
aplicagio no contorno e a solugdo do problema na fronteira, a singularidade das solugdes

fundamentais, ¢ a solugio do problema nos pontos internos ao dominio. Foi ainda discutido o

|
:
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processe de determinagio dos dominios (interiores ou exteriores), baseado no sentido de rotagéo da
seqiiéncia de numeracgio dos elementos.

Partindo de uma versdo de um teorema da elasticidade linear, homogénea e isotrdpica - o
teorema da reciprocidade de Betti-Rayleigh, transportado para o campo de Laplace através do
teorema da convoluglo, o sistema de equagdes diferenciais do continuo poroeldstico foi transformado
em um conjunto de equagdes integrais. Fazendo um paralelo com o procedimento adotado na solugéo
da equagdo de Laplace, foi utilizado o método dos elementos de contorno, com elementos constantes,
para solucionar as equagdes integrais do continuo poroeldstico no campo de Laplace, utilizando as
solugdes fundamentais obtidas por Cheng e Detournay.

Foi feito um estudo detaihad§ para analisar a singularidade de todas as solugdes fundamentais.
Este estudo permitiu a determinagio das fungdes que nio possuiam singularidade, as que possujam
singularidade fraca (e poderiam ser numericamente integradas) e as que possuiam singularidade forte
{e ndo poderiam ser integradas). Foram utilizadas consideragdes de “corpo rigido” para substituir o
processo de integragiio, no caso das fungdes com singularidade forte.

Foi elaborado um programa para solucionar problemas da poroelasticidade acoplada no campo
de Laplace, utilizando o método dos elementos de contorno com elementos constantes.

Foi utilizado o método de Stehfest, com 10 termos, para fazer a inversdo numérica, e obter
resultados no dominio do tempo.

Foi utilizado um problema com solucdio analitica conhecida no campo de Laplace - a
perfuragdo de um pogo em uma formacio submetida a tensdes in situ nao isotropicas - para avaliar
0 programa no campo de Laplace, utilizando quatro diferentes discretizagBes do contorno: 16, 32,
64 ¢ 128 elementos. As solugSes analiticas conhecidas desse problema foram mvertidas numerica-

mente (método de Stehfest com 10 termos) para avaliar os resultados obtidos pela inversio numérica
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dos dados obtidos pelo programa no campo de Laplace, também utilizando o método de Stehfest com
10 termos.

Os resultados obtidos foram todos apresentados sob a forma de graficos e tabelas, onde a
precisdo pode ser avaliada em fungdo da discretizagdo adotada.

Pode-se concluir que os resultados obtidos para a pressio de poros ¢ o deslocamento sio
plenamente satisfatérios para pontos em tode o dominio (incluindo o contorno). J& o tensor tensao
nao pode ser obtido no contorne. O maximo que se pode fazer é utilizar uma discretizagdo fina para
chegar o mais préximo possivel do contorno, e fazer uma extrapolagio. Mas esse processo esti
sujeito a erros, que podem ser significativos. E recomendavel que se utilize o processo indicado na
ref. 01, segundo o qual é possivel calcular as tensdes circunferenciais ac longo do contorno
utihizando outras varidveis (deslocamento e pressio de poro) que sdo calculadas no contorno.

No desenvolvimento do programa, dentro da limitagio de tempo existente, a preocupagic
central era a verificagdo da validagio do método e a precisiio dos resultados. Nio houve uma
preocupagic maior com a eficiéncia do programs em si, o seja, em tornd-lo mais rapido. Assim,
foram utilizados, por exemplo, 16 pontos de Gauss na integracio das fungdes ao longo dos elementos
ndo singulares, e 32 pontos ao longo de cada um dos quatro sub-elementos nos quais foram divididos
os elementos singulares. Esses nimeros foram estipulados com base em sua influéncia nas integrais
das solugdes fundementais, e néo nos resultados finais emitidos pelo programa. Considerando o fato
de que a precisao obtida no método de integragdo numérica das solugdes fundamentais e dos niicleos
diminui com a redugio da distincia entre o ponto de aplicagio e o elemento ao longo do qual se esta
integrando e com o aumento do comprimento desse elemento, pode ser vantajoso que se trabalhe
com um numero varidvel de pontos de Gauss: quanto maior o comprimento do elemento ao longo

do qual se estd integrando e menor a sua distAncia ao ponio de aplicaco, maior o ntimero de pontos
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de Gauss. O fator de divisio dos elementos singulares, apesar de ndo ter maior peso diretamente no
tempo de processamento do programa, itd interferir na precisio dos resultados. Baseado no mesmo
estude feito para escolha do nimero de pontos de Gauss (precisdo das integrais das solugdes
fundamentais), tal fator foi estipulado em 1% (cada um dos dois sub-elementos centrais, dos quatro
nos quais o elemento singular foi dividido, terd um comprimento equivalente a 1% do comprimento
total do elemento). Faz-se necessirio um estudo para determinar a influéncia desse fator nos
resultados finais do programa.

Um outro procedimento que pode ser adotado, agora a nivel de usudrio, visando agilizar a
obtengfio de resultados sem perder a precisdo, é adotar uma discretizagéo do contorno com elementos
de comprimentos diferentes: adota-se uma malha mais fechada nas partes do contorno mais préximas
dos locais onde o dominio serd investigado. Isso ird reduzir o ntmero de elementos, e os elementos
maiores ficardo em locais onde ndo irdo prejudicar os resultados.

( processo de inversiio numérica do campo de Laplace para o dominic do tempo foi feito
utilizando o método de Stehfest com 10 termos. Tal escolha baseou-se na ref. 16 e em uma
publicacio interna elaborada pelo prof, Jodo C. B. de Campos, intitulada “Inversio Numérica de
Transformadas de Laplace”, segundo a qual este método apresenta excelente precisio na inversio
de fungdes ndo periddicas de um modo geral. Qutros métodos, como por exemplo o método de
Miller e Guy ou o método de A. Papoulis, nio apresentaram 2 mesma precisdo e, além disso,
requertam a determinago de coeficientes baseados em experiéncias anteriores. O método Stehfest
foi ainda utilizado para inversdo numérica das solugdes conhecidas no campo de Laplace do
problema aqui utilizado para validagio do programa, com excelentes resultados (ver figuras 6.1.01,
6.1.02 ¢ 6.1.03). O unico problema desse método ¢ que, para cada ponto no eixo do tempo onde se

deseja obter a solugdo do problema, sio utilizados 10 pontos (utilizando 10 termos, que € o minimo
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recomendado na literatura) no dominio de Laplace, ou seja, O tempo de processamento sera multipli-
cado por 10. E recomendével, portanto, que sejam simulados outros casos com solugdo analitica
conhecida, variando esse nimero de termos do métado de Stehfest para analisar melhor a sua
influéneia nos resultados finais, e tentar agilizar o programa reduzindo esse niimero.

Qutra maneira de se agilizar o processo de cdleulo, seria mudando o método de discretizagio
utilizado: passar de elementos constantes para elementos lineares ou quadréticos. Estes métodos
possibilitam que se obtenha uma precisio do mesmo nivel da obtida com o método dos elementos
constantes com uma discretizagdo mais grosseira. E o grau de discretizacdo do contorno ¢ uma dos
fatores preponderantes (juntamente com o niimero de pontos de Gauss usados nos processos de
integraglio numérica, e o nlmero de termos usados no processo de inversio numérica pelo método
Stehfest) no tempo de processamento do programa.

Uma proposta de avango mais significativo seria incluir no processo de cdleulo as heterogenei-
dades do meio poroeldstico. Esse item, juntamente com a consideragio de dominios tridimensionais,
abririam as portas do desenvolvimento de um poderose simulador de fraturamanto hidriulico.

Concluindo, pode-se afirmar que estiio langadas as bases de um simulador de fraturamento
hidrdulico. Os resultados aqui akeangados estimulam o prosseguimento do projeto. Hé ainda um

longo percurso pela frente, mas o primeiro passo foi dado.
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NOMENCLATURA

Raio do pogo.

Coeficiente de pressdo de pore ou coeficiente de Skempton.

Coeficiente generalizado de consolidagio.

Moddule de elasticidade linear.

Forga de corpo por unidade de volume do fluido.

Forga de corpo por unidade de volume do material.

Sub-matriz 3 x 3, correspondente a cada termo da matriz G.

Mddulo de cisalhamento ou de rigidez.

Matriz que armazena as integrais das solugdes fundamentais.

Sub-matriz 3 x 3, correspondente a cada termo da matriz H.

Inverso da compressibilidade do meio poroeldstico em relagéio a pressdo de poros.
Matriz que armazena as integrais dos niticleos.

Fungio modificada de Bessel de primeira espécie, de ordem n, aplicada no ponto E.
Permeabilidade do meio poroso & um determinado fuido.

Module voluméirico drenado.

Modulo volumétrico do fluido.

Mddulo volumétrico ndo drenado.

Fungao modificada de Bessel de segunda espécie, de ordem n, aplicada no ponto E.
Massz de fluido por unidade de volume do material.

Numero de elementos usados na diseretizagiio do dominio.

Vetor unitdrio normal ao contormo.
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Pressdo de poro.

Vazio especifica (vazio por unidade de 4rea) no contomo, na dire¢do da normal ao
mesmo.

Vetor vazic especifica ou descarga especifica.

Constante poroeldstica de Biot.

Distincia entre o ponto de aplicagio e um ponto no contorno. No capitulo 6, serve
como base do sistema de coordenadas polares.

Relagdo entre variages de conteddo de fluido e pressio de poro.

Pardmetro de laplace.

Contorno do dominio,

Vetor tensdo,

Matriz (vetor) que armazena os valores das tragdes (forgas de superficie} e pressdes
no contorno (nos elementos).

Vetor deslocamento do sélido.

Matriz (vetor) que armazena os valores dos deslocamentos e das vazdes especificas
no contorno {(nos elementos).

Volume do espago poroso por unidade de volume do material {porosidade).
Dominio,

Ponto no espago. No caso de dominio bidimensionats de que trata este trabaltho, ponto
no plano.

Ponto de colocagio ou aplicagio.

Coeficiente de tensio efetiva de Biot.

{Contorno.
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S(x-x.)

ObservagBes:
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Vaziio de fluido devido fontes por unidade de volume do COrpo.

Delta de Kronecker.

Delta de Dirac aplicado no ponto x.

Variagéo no conteiido de fluido dos poros por unidade de volume de referéncia {(base
massal.

Variagdo do volume ocupado pelos poros por unidade de volume do material
(variagdo de porosidade). No capitulo 6, serve como base do sistema de coordenadas
polares.

Constante de Lamé.

Modulo de Poisson drenado.

Modulo de Poisson nae drenado.

Razdo entre o comprimento de uma circunferéncia e seu raio (3,1415...).

Massa especifica do fluido dos poros.

Tensor tenséo.

Dominio.

Tensor deformagio.

I - O indice O (zero) nas varidveis indica que as mesmas referem-se a um estado de referéncia,
exceto nas fungles modificadas de Bessel.

2 - O 1il (~) sobre as varidveis indica que as mesmas estdo no campo de Laplace.

3 - O expoente asterisco (*) nas varidveis indica que as mesmas sio solughes fundamentais ou
micleos, ou representam uma varidvel adimensionalizada.

4 - O A antes de uma varidvel indica uma variagio na mesma.
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ANEXO A

DEDUCAO DA FORMULA (d.3.11)

A equagio (4.3.10), que € uma extenséio, para a poroelasticidade, da lei da reciprocidade

elastica linear no campo de Laplace, diz que:

8., (%, )85 (x, 8 +Blx, o) Eix, 5) =85 (x, 8 Byylx.s)+B/(x.8) Eix, s)
... (BOD

Utilizando uma notagao mais simplificada, pode-se desenvolver cada um dos termos desta

equagan:

a} termo &, JE

Utilizando a equagiio (2.2.04}, pode-se dizer que:
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Aplicando o teorema de Gauss:

faijgijdﬁ :fﬁijﬁx.jdﬂ :faﬁﬁiﬁjds“fﬁxj,jﬁidﬂ ’
a [+ 8 o
Sabe-se que:

9i3,;5°F; leq. eqilibrio) e t,=o,n,.

Assim, chega-se a:

gﬁﬁgi}dgiEﬁﬂsiﬁ;ﬁﬁﬁ,

....................................

b) termo B

A equagdo da continuidade (2.5.06) diz que:

had -
§c GusTY

Aplicando a transformada de Laplace nesta equacio:

s¢~{ (o) + ' bt f=é(?"§i,i*§(0)}.
Logo:
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Aplicando o teorema de Gauss no tltimo termo dessa equagio:
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31 = .}_“ . - j;’"
jsgﬁ(}i!jdﬁ .gspc?‘nidg _gsptic}idﬂ.

i

Da lei de Darcy (equagio 2.5.05) pode-se obter:

g_{"""‘k{p‘i“fﬁ = gi:wkp,i+kfi e p‘izfi_%’

Considerando, ainda, que § = § n, :

Integrando ambos os lados da equagéo {B.01), e aplicando as equacdes (B.02) e (B.04) acs

dois estados de tensfo-deformacdo, obtem-se:

gfiﬁédsdrt{"ﬁ§d§2+£ﬁ?’d§2+i%ﬁl’{0)dQ»-S !}é%'- 4251@-;{19:
f"§ﬁid5+f“iﬁidmfﬁ’?dmf%ﬁ’c{03da-fﬁfads—f .‘% d£2+f1f' g,dQ
& o] Q & 8 I

De onde pode-se concluir que:
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[(E il ds+ [ (F,a-Fla,) d£1+f~3§' (BL/(0)-B7¢ (0) ) dSi+
& [+} k)

-[< wa-p'd d‘%:zé (F,ai-Fig,) dQ+ £ < (BY-pY)da = 0

)

Que ¢, em uma notagao simplificada, 2 equagio (4.3.11) que se queria demonstrar.
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TABELAS
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01 - TABELA DE VARIACAO DA PRESSAO DE PORO ADIMENSIONALIZADA (sp/S AO

LONGO DO EIXO X - CAMPO DE LAPLACE

SOLUCAO ANALITICA - FIGURAS 6.3.01 a 6.3.04

t/a §'=10 §"=100 §'=1000
0.100E+01  .0000000000 0000000000 0000000000
G.102B+01 -.0663102511 -2301502551 -.6606293658
0.105E+01 -.1523496400 -.4993588321 -1.0716535619
0.110B+01 -2685758130 -.7509765047 -1.1921946121
0.120B+01 - 4082092453 - 8966043462 -1.0504695147
(.140E+01 -.5022789739 -,7734264888 -.7735741045
0.160E+01 -4857021428 -.6068995783 -.5922707676
. 180B+01 -4346458900 -.4814293948 -4679670330
0.200E+01 -.3777944696 -.3902045505 -3790532977
0.220E+01 -3252963733 -.3225151834 -.3132671888
0.250B+01 -.2601287095 -.2497600397 -2425941116
0.300E+01 -.1841802351 -.1734446597 -.1684681336

16 ELEMENTOS - FIGURA 6.3.01
rfa §'=10 S'=100 $'=1000
G.100E+0G1  .000000E+0GC  000000E+00  000000E-00
GI0ZE+0] - 111746E+00 -3353807E+00 -.719720E+00
0.105E+01 -185755E+00 -548276B+00 -.949738E+00
0.110E+0] -286088E+00 - 749070E+00 -.105122E+01
0.120E+01 -414695E+00 -872500E+00 -989324FE+00
0.140E+01 -495466E+00 -730128E+00 -.751912E+00
(0.160E+01 -474273E+00 -588269E+00 -.577388E+00
0.180E+0] -422420E+00 -466598E+00 -.456375E+00
0.200E+01 -366265E+00 -378179E+00 -.369686E+00
0.220E+01 -314940E+00 -312576E+00 -305529E+00
0.250B+01 ~251588E+00 -.242063E+00 -.236603E+00
0.300E+01 -178025E+00 - 168100E+00 - 164307E+00

32 ELEMENTOS - FIGURA 6.3.02
t/a §'=10 §'=100 $"=1600
0.100E+01  .000000E+00 000000E+00 .000000E+00
0.102E+01 -.775565B-01 -267627FE+00 -.652816E+00
G.105E+01 -.160042E+00 -510145E+00 -.101600E+01



0.110E+01 ~269924E+00 - 751794F+00 - 115824F+01
0.120E+01 -407944E+00 -8B9075E+00 -.103650E+01
0.140E+01 -497435E+00 - 763238E+00 -.764426F+00
0.160E+01 -479647E+00 -.598457E+00 -.585274E+00
0.180E+01 -428681E+00 -474676E+00 -.462439E+00
0.200E+01 -.372366E+00 -.384723E+00 -374575E+00
0.220E+01 -320507E+00 -317984E+00 -.308567E+00
0.250E+01 ~256229B+00 -.246251B+00 -.239728E+00
0.300E+01 -.181390E+00 -.171008E+00 -.166478E+00

64 ELEMENTOS - FIGURA 6.3.03
1/a §'=10 §'=100 $'=1000
0.100E+01  000000E+00  .Q00000E+00  .000000E+00
0.10ZE+01 -.68B8113E-01 -245198E+00 -.650401E+00
0.105E+01 -.153925E+00 -.502193E+00 - 1062215+01
0.110E+0] -265941E+00 -.750240E+00 -.118565E+01
0.120E+0] -.406814E+00 -892190E+00 -.104421F+01
0.140E+01 -499379E+00 - 768499FE+00 -, 768925E+00
0.160E+01 - 482545E+00 -.602010B+00 -.588711E+00
€.180E+01 -4316B0E+00 -478250E+00 -.465154E+00
0.200E+01 ~375153E+00 -.387625E+00 -.376775E+00
(.2208+01 -322993B+00 -320383E+00 -311384E+00
0.250E+01 -258269E+00 -248109E+00 -.241136E+00
0.300E+01 - 182856E+00 - 172290BE+00 -.167456E+00

128 ELEMENTOS - FIGURA 6.3.04
rfa §'=10 $'=100 §=1000
0.100E+01  000000E+00  .000000E+00  .000000E+00
0.I02E+01 -668351E-01 -240565E+00 -.650440E+00
(L1G3E+0L - 152522E+00 -499660E+00 -.107022E+01
GIIOE+(] - 265225E+00 -749713E+00 - 118002E+0]
Q0. 120B+01 - 407160E+00 -.894138E+00 -.104733E+01
0.140E+01 - 500699E+00 - 7710088400 -.771249E+00
0.160E+01 -.484085E+00 -.604970E+00 -.590400E+00
0.180E+01 - 433163E+00 -479895E+00 -.466560E+00
0.200E+01 -376490E+00 -.388960E+00 -377914E+00
0.220B+01 -324166E+00 -321487E+00 -312325E+00
0.250E+01 -259220B+00 -.248963E+00 -.241865E+00
G.300E+01 -.183535E+00 -.172891B+00 -.167962E+00

134
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02 - TABELA DE VARIACAO DO DESLOCAMENTO RADIAL ADIMENSIONALIZADO
{Gsi /%) AO LONGO DO EIXO X - CAMPO DE LAPLACE

SOLUGAO ANALITICA - FIGURAS 6.3.05 2 6.3.08

tia §'=10 $'=100  S$'=1000
C.100B+01 -8410515198 -.7543765311 -7183855725
0.102E+61 -.8375342750 -.7510561423 -7165211429
0.105E+01 -.8315250826 -.7471752126 -7176043993
0.110E+01 -.8200069809 - 7419130308 -.7203466630
0.120B+01 7935181075 -.7303015058 -7165417726
0.140E+01 -7361108714 -.6942488385 -.6821061278
0.160E+01 -.6805072306 6483997004 6354332381
0.180E+01 -.6296579153 -.6015922450 -.5883457899
§.200B+01 -.5840352690 5577189893 - 5446507119
0.220E+01 ~.5433611509 5179768691 -.5053202096
0.250E+01 -.4905405215 -.4661815446 -.4543086898
0.300E+01 -.4201478806 -.3975415560 -.3870049504

16 ELEMENTOS - FIGURA 6.3.05
t/a $'=10 §'=100 S™=1000
0.100E+01 - B0630CE+00 - 723075E+00 -.694057E+00
GIO2E+01 - 789734E+00 - 710027E+Q0 -.683487E+00
LI0SE+0L - 7T89809E+00 -712147E+00 - 68361 7E+00
0, 110E+01 - 782205E+00 -710603FE+00 -.694192F+00
€.120E+01 - 763412E+00 - 705555E+00 -.695590E+00
0.140E+01 - 711933E+00 -.673812E+00 -.665380E+00
0. 160E+01 - 6585351E+00 -.0629368E+00 -.620113E+00
G.180E+01 -609311E+00 -583763E+00 -.574119B+00
9200E+01 - 565076E+00 -.541056E+00 -531428E+00
G220E+01 - 525639E+00 - 502410E+00 -493013E+00
0.230E+01 - 474443E+00 -.452085E+00 - 443207E+00
0.300E+01 -406260E+00 -385447E+00 -377516E+00

32 ELEMENTOS - FIGURA 6.3.06
t/a §'=10 §"=100 §"=1000
0. 100E+01 -.823242F+00 - 730143E+00 -.705479F+00
0.102B+01 -.816165E+00 -732675E+00 -.7008508+00
0.105E+01 ~813221F+00 -731691R+00 -.704438F+00
0.110B+01 - 805406E+00 -720838E+00 -710117E+00
0.120E+01 -781459B+00 -720385E+00 -708175E+00
0,140E+01 -~.725199FE+00 -.684935E+00 -.674245E+00
0.160E+01 -.670422E+00 -.6395998+00 - 628050E+00
0.180E+01 -.620305E+00 -.593359E+00 -.581489F+00
0.200E+01 -575336E+00 -.550043E+00 -.538285E+00
0.220B+01 -.535245E+00 -.510819E+00 -.499402E+00
0.250E+01 -483187E+00 -459713E+00 -.448977F+00



0.300E+01 -.413823E+00 -392003E+00 -382453E+00

64 ELEMENTOS - FIGURA 6.3.07
rfa §'=10 §=100  $'=1000

0.100E+01 -.832146E+00 -.746809E+00 -.711594E+00
0.102E+01 -.828133E+00 -743053E+00 -.709343E+00
0.105E+01 -.824366E+00 -741223E+00 -.712355E+00
0.110E+0] -.814023B+00 -737028E+00 -.716058E+00
0.120E+01 -787855E+00 -.725625E+00 -.712340E+00
0. 140E+0]1 - 730878E+00 -.689782E+00 -.678079F+00
0.160E+01 -.675670E+00 -.644199E+00 -.631662E+00
0.180E+01 -.625177TE+00 -.397676E+00 -.584844E+00
0.200E+01 -.579873E+00 -.554076E+00 -.541402E+00
0.220B+01 -.539483E+00 -.514586E+00 -.502302E+00
0.250E+01 -.487033E+00 -.463122E+00 -.451591E+00
0.300E+01 -417137E+00 -394927E+00 -384686E+00

128 ELEMENTOS - FIGURA 6.3.08
r/a S'=10 $'=100 S'=1000
0.100B+01 -836640F+00 - 750662E+00 -.714975E4+00
0.102B+01 -.833679E+00 -.747837E+00 -.713588E+00
0.1058+01 -.828560E+00 -.744760E+00 -.715441E+00
0.110E+01 -817I37E+00 -.739577E+00 -.718228E+00
0,120B+01 - 790748FE+00 -728013E+00 -.714427E+00
0.140B+01 -733547E+00 -.692067B+(0 -.680080E+00
0,160E+01 -.678137E+00 -.646354E+00 -.633539E+00
0.180B+0] -627464E+00 -.599690E+00 -.586589E+00
0.200F+0] -581998E+00 -.553952E+00 -.5430226+00
0.2206+01 ~541465E+00 - 516334E+00 - 503808E+00
0.250E+01 -.488827E+00 -.464701E+00 -.452047E+00
0.300E+01 -418678E+00 -396277TE+00 -.385844E+00
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03 - TABELA DE VARIACAO DA TENSAO RADIAL ADIMENSIONALIZADA (s6_/5%) AC

LONGO DO EIXO X - CAMPO DE LAPLACE

SOLUCAO ANALITICA - FIGURAS 6.3.09 a 6.3.12

t/a $'=10 8'=100 §'=1000
0.100B+01  1.00000 1.00000 1.00000
0.102E+01 106173 1.05892 1.06037
0.105E+01 1.13646 1.13354 1.14192
0.110E+01 1.22271 1.22471 1.24177
0.120B+01 1.29706 1.31003 1.32636
0.140E+01 1.25222 1.26673 1.26564
0.160B+01 1.12136 1.12464 1.11372
0.180E+01 98025 97287 95837



4. 200E+01
6,2208+01
.250E+01
{.300E+01

853137
73995
50414
44280

83690 82170
72158 70686
58364 57650
42342 41301

16 ELEMENTOS - FIGURA 6.3.00

tfa
0.100E+01
€. 102E+0]
0.103E+01
0.1108+01
0.1208+01
. 140E+01
¢, 160E+01
0. 180E+01
(.200E+0]
(.220E+01
£, 250E+01
0.300E+01

§'=10
1O0D00E+01

§=100 §

O00D0E+01

= 1006

I00000E-+Q1

- 7906880E+00 -.619594E+00 - 599596E+00
0.888799E+00 0.901610E+00 0.384998E+00
0.970702E+00 0.984980E+00 0.971760E+00

0.115671E+01
0.120507E+01
0.108695E+01
0.950310E+00
0.824944E+00
0.716647E+00
0.384803E+00
0.428389E+00

0.117456E+01
0.122164E+01
0.109228E+01
0.945069E+00
0.812651E+00
0. 700382E+00
0.566296E+00
0.410680E+00

0.117722E+01
0.122316E+01
0.108618E+01
0.935495E+00
0.802047E+00
0.689B6SE+00
0.556689E+00
0.402944E+00

32 ELEMENTOS - FIGURA 6.3.1¢

1/a
G I00E+01
0. 102E+01
O.105E+0G]
G.110E+01
$.120E+01
G.140E+0]
0.1608+01
2. 180E+0]
0.200H+01
(.220E+01
0.250E+01
0.300E+01

§°=10
100000E+01

§ =100 5

LA00000E+01

=1000

100000E+01

0.975120E-01 0.190301E+00 0.212196E+00
0.896315E+00 0.913933E+00 0.908231F+00

$.109324E+01
D.126864E+01
(.1234591E+01
0.110556E+01
0.966202E+00
0.830017E+00
0.720120E+00
0.595213E+00
0.436191E+00

0.1 10591 E+01
0.1284323E+01
(.125080E+01
0.111000E+01
(.959937E+00
0.825625E+00
0.711737E+00
0.575631E+00
0.417562E+00

0.111330E+01
0.130018E+01
0.125144E+01
0.110106E+01
0.947357E+00
0.812193E+00
0.698640E+00
0.563841E+00
0.408168E+00

64 ELEMENTOS - FIGURA 6.3.11

r/a
0.100E+01
0.102E+01
0.1058+01
0.110E+01
0.120E+01
0. 140E+01
0.160E+01
. 180E+01
0.200E+01

§°=10
JOOG00E+01
0.818768E+00
0.100946E+01
0.120344E+01
0.128831E+01
0.124366E+01
0.111360E+01

§'=100 s

JO0000E+G1

0.839015E+00
0.101880E+01
0.120748E+Q1
0.130223E+01
0.125890E+01
0.111753E+01

= 1000

JA00000E+01

0.843025E+00
0.102622E+01
0.122442E+01
0.131890E+01
0.125835E+01
0.110721E+01

0.973400E+00 0.966645E+00 0.952720E+00

0.845385E+00

0.831503E+00

0.816831E+D0

137



0,220E+01 0.734725E+00 0.716868E+00 0.702662E+00
0.250E+01 Q.599852E+00 0.579831E+00 0.567098E+00
0.300E+01 0439637E+00 0.420643E+00 0.410539E+00

128 ELEMENTOS - FIGURA 6.3.12

rfa
0. 100E+01
0.102E+01
0. 105E+01
(L.110E+Q]
§,1208+01
0. 1408+01
0.160E+01
{1 180FE+0]
0.200FE+01
{L220E+0]
$.250E+01
4.300E+0]

§'=10
100000E+01
0.883523E+00
0.112149E+01
0.121856E+01
0.129268E+01
0.124794F+01
0.111751E+01
0.976868E+00
§.848420E+00
(.737382E+00
0.602036E+00
0.441250E+00

§'=100

JA0000GE+01

0.898663E+00

0.112014E+01
0.122105E+01
0.130610E+01
£.126284E+01
0.112114E+01
0.969825E+00
0.834269E+00
0.719270E+00
0.58178BE+00
0.422072E+00

S’t

= 1000

JA00000E+01

0.905299E+00
0.112B88E+01
0.123826E+01
0.132256E+01
0.126195E+01
0.111043E+01
0.955524E+00
0.819250E+00
0.704752E+00
Q.5687T92E+00
0.41 1770E+00
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04 - TABELA DE VARIACAO DA TENSAO CIRCUNFERENCIAL ADIMENSIONALIZADA

{sG,4/S°) AO LONGO DO EIXO X - CAMPC DE LAPLACE

SOLUCAC ANALITICA - FIGURAS 6.3.13 a 6.3.16

tfa §'=10 §"=100 $'=1000
0.100B+01 2.35263 2.13594 2.04596
0.102B+01 2.20512 2.11539 2.30971
8.105E+01  2.00650 2.04524 2.33848
0.110B+01 1,72589 1.86986 2.077390
(3.120B+0]  1.30450 1.46811 1.49234
0.140B+01 0.79465 0.85116 0.80644
0.160E+01 0.51351 0.50675 0.47272
0.180R+01 0.34557 0.31739 0.29512
0.200E+01 0.23578 0.208138 0.19363
0.220R+01 0.17057 0.14234 0.13225
0.250R+01 0.10648 0.08537 0.07931
0.300E+01 0.05305 0.04117 0.03825
16 ELEMENTOS - FIGURA 6.3.13
tfa §"=10 S'=100 S"=1000
0.100B+01 0.134835E+02 0.122350E+02 0.120058B+02
{0.102E+01 0.261193F+01 0.252901E+01 0.272572E+01
0.105E+01 0.152807FE+01 0.163167E+01 0.186893E+01
0.110B+01 0.156486E+01 0.172327E+01 0.188875E+01
0.120E+01 0.128946E+01 0.144562E+01 0.147481F+01
0.140E+01 0.7741S7E+00 0.826189E+00 0.790895E+00



0.160E+01
G.180E+01
0.200E+01
0.220B+01
0.250E+01
0.300E+01

0.495650E+00 0.488371E+00 0.460389E+00
(.332460E+00 0.305374E+00 0.286937E+00
0.230287E+00 0.200407E+00 0.188182E+00
0.163650E+00 0.136884E+00 0.128517E+00
0.102053E+00 0.820879E-01 0.770675E-01
0.508137E-01 0.395869E-01 0.371656E-01

32 ELEMENTOS - FIGURA 6.3.14

rfa
{4, 100E+01
0.102E+01
0.105E+01
$.110E+0]
0. 120E+01
. 140E+01
8.160E+01
0.180E+01
0.200E+0]
4.220B+01
0.250E+01
0.300E+01

§"=10
0.551913E+01
0.223426E+01
0.186593E+01
0.173553R+01
0.129296E+01
0.782685E+00
0.505343F+00
0.339890R+00
0.235749E+00
0.167665E+00
0.104634E+00

§=100 §

0.501017E+01
0.215446E+01
0.192543E+01
0.188000E+01
0.145431E+01
0.837767E+00
0.498515E+00
0.312210E+00
0.204972E+00
0.140016E+00

=1000

0.484736E+0]
0.234384E+01
(.220728E+01
0.207982E+01
0.148035E+01
0.796137E+00
0.466637E+00
0.291318E+00
0.191134E+00
0.130547E+00

0.839693E-01 0.782884E-01
0.521263E-01 0.404945E-01 0,377548E-01

64 ELEMENTOS - FIGURA 6.3.15

rja
4, 100E+01
§.102E+01
3.105E+0]
0.1 10E+01
0. 120E+01
(. 140FE+01]
0. 160E+01
. 180E+01
0.200E+01
G.2208+01
€. 2508E+01
€. 300E+01

$'=10
~1G1237E+03
0.197605E+01
$.203136E+01
0.172132E+01
0.129353E+01
(.788944E+00
0.509719E+00
0.342971E+00
0.237952E+00
0.169265E+00
0105651 E+00

8'=100 s

-S08260E+02

0.191353E+01
0.206997E+01
0.186593E+01
0.145855E+01
0.845111E+00
0.503087E+00
0.315056E+00
0.206869E+00
0.141312E+00

=1000
- 863553E+02

0.211555E+01
0.236144E+01
0.206836E+01
0.148288E+01
0.801279E+00
0.469697E+00
0.293229E+00
0.192388E+00
0.131403E+00

0.847467E-01 (.788020E8-01
0.526408E-01 0.408694E-01 0.380025E-01

128 ELEMENTOS - FIGURA 6.3.16

rfa
0.100E+01
.102E+01
0.108E+01
4. 110E+01
0. 120E+01
0. 140E+01
3.160E+01

§'=10
- 308963E+03
0.222322R+01
0.200721E+01
0.172008E+01
0.130003E+01

§'=100 8"

~277189E+03

0.213302E+01
0.204644E+01
0.186440E+01
0.146345E+01

=1000
- 264024 E+03

0.232748E+01
0.233908E+01
0.206771E+01
0.148767E+01

0.791872E+00 0.848331E+00 0.803907E+00

0.511684E+00

0.505048E+00

0.471237E+00
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0.180E+01
{.200E+01
3.2208+01
0.2508+01
0.300E+01

05 - TABELADE VARIACAO DO DESLOCAMENTO RADIAL NO

0.344320B+00 0.316330E+00 0.294191E+00
0.238011E+00 0.207680E+00 0,193019E+00
0, 169956E+00 0.141867E+00 0.131834E+00
0.106088E+00 0.850790E-01 0.790605E-01
0.5Z8600E-01 0.410297E-01 0.381272F-01

NO CONTORNO (r/a=1) - CAMPO DE LAPLACE

3" 16 ELEM,
1E-04 2.096469
1R-03 2094953
1E-02 2:084827
1E-01 2031419

1E+00
1E+01
1E+02
1E+03
1E+{4

FIGURA 6.3.22

1860001 1.901569
1.611050 1.646485
1.447949 1.478287
1388114 1.410957
1372545 1.392251

1.923233
1.664291
1.493617
1.423187
1.400998

1.934450
1673298
1.501324
1.42994%
1.405820

32 ELEM. 64 ELEM. 128 ELEM. SOL. ANAL.
2.146123 2.172401 2.186078
2.144539 2.170729 2.184434
2.133528 2.160015 2.173531
2078481 2.103376¢ 2.116309

2.199748
2.198096
2.187076
2.129252
1.945583
1682143
1.508753
1436771
1.41188]
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RMALIZADO (-25Gii,/S%)

06 - TABELA DE VARIACAO DA PRESSAO DEPORO NORMALIZADA (sp/S%y AO LONGO
DO PRIMEIRC QUADRANTE, EM r1/z = 1.15

SOL. ANALITICA - FIGURAS 6.3.23 a 6.3.26

g
1E-04
SE-04
1E-03
5E-03
1B-02
SE-02
1E-01
SE-01
1E+00
SE+OD
1E+01
SE+Q1
1E+02
SE+(2
1E+Q3
SE+03
1E+04

o 225

~000012 -.000009 .
~ 000060 000044 .
-000121 -000086 .
-000601 -.000425 |
-001192 000843 .
~AKIS6D8 004029 .
~010940 007736
~045189 031953

- 078439 -055464
- 235883 - 166795
-.348584 -.246486
- 702211 -496538
-862707 -.610026
-1.104148 -780750
~1.134254 -.802039
-1.137013 -.803989
-1.134764 -.802399

45

67.5°
000009
000043
DO0GRO
000425
000843
004029
007736
031953
035464
166795
240486
496338
610026
780750
802039
803989
802399

90"
000012
D00061
H00121
000601
001192
D05698
010940
045189

078439
235883
348584
702211
862707
1.104148
1.134254
1.137013
1.134764



16 ELEMENTOS - FIGURA 6.3.23

"

3 0

22.5°

45°

1E-4 - 127955E-4 -.904776E-5 -.369839E-11
S3E-4 -.639072E-4 - 451802E-4
1E-3 - 127662E-3 - 902709E-4

SE-3 -633463E-3 -.447926E-3
1E-2 - 125710E-2 - 8889G1E-3

5E-2 ~601100B-2 - 425042E-2
1E-1 - 115432E-1 -.816230E-2 - 151368E-12
SE-1 -476668E-1 -.337055E-1 .203573E-12
IE+0 -.826462E-1 -.384397E-1 345976E-11 .584307E-1 .826462E-1

SE+Q - 246312E+0 - 174169E+0 .130917E-11
L1E+1 - 3609537E+0 -.255235E+0 - .527956F-14

219708E-11
228879E-11
416111E-13
274254E-11
.144804E-12

67.5° o90°

SO4775E-5 12795584
AS51892E-4 639072E-4
BOZ708E-4 127662E-3
A47926E-3 .633463E-3
.B88901E-3 .125710E-2
A25042E-2 .601100E-2
B16230E-2 .115432E-1
337055E-1 47666881

174169E+0
235235E+0

3E+1 -702213E+0 - 496539E+0 425562F-12 .496539E+0

1E+2 -.843878E+0 - 596712E+0 - 362850F-13
SE+2 - 102405E+1 - 724116E+0 - 912218F-14
1E+3 - 103832E+1 -.734913E+0 .436249E-14

S96TI2EAD
724116E+0
734913E+0

SE+4 - 103875E+1 -.734500B+0 .884966E-14 .734500E+0
1E+4 - 103756E+1 -.733667E+0 .397724E-14 .733667E+0

§
1E-4

IE-3
SE-3
iBE-2
SE-2
1E-1
SE-1

32 ELEMENTOS - FIGURA 6.3.24
45" 67.5° 80"

0
-.122071E-4

- 121791E-3
- 60431 1E-3
- 119921E-2
- 573384E-2
- JHII3E-1
~455097E-1

22.5

-~863170E-5 - 250585E-11
SE-4 - 009685E-4 -431113E4 .190420E-11
- 801195E-4 264358E-11
-A427313E-3 432521E-11
- 8479T2E-3 453706E-11
-405444E-2 - 278014E-11
~778613E-2 -.121594E-11
-3218G2E-1 -.277330E-11

B63169E-5
A31113E-4
8611954
A27313E-3
B4T972E-3
A05444E-2
JTTEOI3E-2
321802E-1

246312840
360557B+0
J02213E+0
843878E+0
.102405E+1
103932E+1
A03875E+1
JAG3756E+1

A22071E-4
.609685E-4
A21791E-3
H04311E-3
J19921E-2
ST3384E-2
JA10113E-1
ASS087E-1

1E+0 - 790082E-1 -.558672E-1 -.118680E-11 .558672E-1 .790082E-1

SE+Q -237410E+0
1E+1 -350397E+0
SE+1 - T01544E+Q

SE+2 - 108803E+1
1E+3 -.111507E+1
5E+3 - 111807E~+1
1E+4 - 111659E+1

- 167874E+0 502282E-12
- Z47T68E+0 - 102004E-11
~A9CQ6TE+0 305416E-12
IE+2 - 838428E+0 -.607001E+0 .313287E-12
- T69357E+0 -.414013E-12
~788471E+0 .259630E-12
-790596E+0 266274E-13
- 789352E+0 - 262633E-13

JE6T78T4EAQ
L2ATTOREAD
A9606TE+G
HOT7001E+0
JE9357E+D
188471E+0
J90596E+0
JTBG552E+0

64 ELEMENTOS - FIGURA 6.3.25

g o’

22.5°

45

67.5° 50°

237410E+0
350397E+0
TO1544E+0
B58428E+0
.108B03E+]
J111507E+1
J11B07E+]
111659E+1

iE-4 - 121001E-4 - 855599E-5 946185E-11 .853599E-5 .121001E-4

SE-4 -.604320E-4 -427327E-4 - 236539E-12 .427322E-4
1E-3 - 120720E-3 -.833617E4 .116049E-10 .853617E-4
SE-3 -598981E-3 -.423544E-3 -820710E-11 .423544E-3

H04326E-4
120720E-3
S98981E-3
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1E-2 -11BB61E-2 -840473E-3 .365086E-11
SE-2 -568249E-2 -.401813E-2 .301741E-11
1E-1 ~109118E-1 -771580E-2 -354439E-11
SE-1 -450908E-1 -318840E-1 -.122691E-10 .318840E-1
1E+Q - 782842E-1 -.553553E-1 -.430735E-11 .553553E-1 JB2842E-1

SE+0 -235480B+0 - 166510E+0
IE+1 - 347982E+0 -246039E+0
-495118E+0
- B07800E+0
- 776467E+0
~IOTARTE+G
- 7998388 +0
- T98633E+)

SE+1 - 700202E+0
1E+2 -.B59559E+0
SE+2 - 109809E+1
FE+3 - 112767E+1
SE+3 1131148+
1E+4 - 112944E+1

219121E-11
27T360E-11
225774E-12
253430E-12
F83292E-13
2T6133E-13
.343239E-13
J180028E-13

840473E-3
A401813E-2
771580E-2

118861E-2
68249E-2
109118E-1
450908E-1

J066510E+)
ZA6039E+Q
493118E+0
LO7B00E+D
TT646T7EAD
TF9T3RTE+D
JI9838E+0
J9BO3ZE+D

128 ELEMENTOS - FIGURA 6.3.26

s g’

22.5°

45°

1IE-4 -.120986E-4 -.855493E-5 -.155111E-10

SE-4 -.604266E-4
1E-3 -.120708E-3

-A427281E-4 T26669E-11
~833537E4 - 747194E-11

SE-3 -598916E-3 -423497E-3 .245392E-11

1E-2 - 11BB46E-2
SE-2 -568144E-2
1E-1 -.109092E-1
SE-1 -450723E-1

SH+0 - 235366E+D
1E+1 -.34783BE+D
S5E+1 - TO0625B+0

SE+2 - 110101E+1
1E+3 - 113093E+1
SE+3 - 113386E+]
1E+4 - 113182E+]

U7 - TABELA DE VARIACAO DA PRESSAO DE PORO ADIMENSIONALIZADA

- 318700E-1

-~.840371E-3 - 129006F-10
~401739E-2 - 807681E-11
~771398E-2 -.174931E-10
132261E-10
1E+Q - 782460E-1 -.553283E-1 .187846E-10 .553283E-1
- 166429E+0
- 245958E+0 |
~A405417E+0 |
1E+2 -BGOO23E+0Q - 608552E+0
- 7T8529E+(0

JA29929E-10

Z1BIS5E-11
TO7247E-11

J144262E-11
L976IBE-12

- T99686E+0 - 562881E-13
~801757E+0 721845E-13
~800314E+0 .178050E-12

67.5 9
B55495E-5
A2T281E-4
.B53537E-4
A23497E-3
840371E-3
401739E-2
JT1398E-2
318709E-1

166420E+0
245958E+0
A95417E+0
HOBS52E+0
ATB529E+0
T99686E+)
SOL75TE+0
BOO314E+0

LONGO DO EIX0O X - DOMINIO DO TEMPO

SOL. ANALJITICA - FIGURAS 6.4.01 a 6.4.04
tfa  T=10E4 T=1.0E-3 T=10E2 T=10E-1 T=1.0E+0

108 000000E+Q
1.G2 121019E+]1
105 136158E+1
1.10 124107B+1
140 766165E+0
1.60 5B6595E+0

LDOOC00E+0
A79322E+0
S90613E+0
121910B+1
JT5123E+0
.593453E+0

O00000E+0
.138169E+)
331468E+0
S97950E+0
795456E+0
B13412E+0

.235480E+0
34T952E+0
JO0202E+0
B3G559E+0
J09809E+ ]
127678+
JA13114E+1
112044FE+1

120985E-4
L04266E-4
120708E-3
S98916E-3
.118846E-2
S68144E-2
A09092E-1
AS50723E-1
J782460F-1
235366E+0
34783BE+Q
J00625E+0
B60623E+0
J10101E+1
A13093E+1
113386E+1
A13182E+1

LDO0000E+0  000000E+0
294332E-1 319563E-2
718856E-1 .736018E-2
JA3B015E+0  136220E-1
A03761E+0  453068E-1
AS93IBE+Q .627354E-1
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1.80
200
2.20
2.50
3.00

fot:]
100
102
1035
110G
1.20
1.40
1.60
1.80
200
220
2.50
3.00
500

rfa
10D
1.02
1.05
1.10
1.20
1.40
1.60
1.80
2.00
2.20
2.50
3.00
500

tia

1.OG
1402
1.05
1.16
1.2¢
1.40

AG3483E+0
F15421E+0
310265E+0
240269E+0
J66854E+0

4GBI0IE+D
379810E+0
313893E+0
243070E+0
.J68803E+0

A484T0TEHO
392622E+0
.324478E+0
231275E+0
174497E+)

445989E+0
J9879BE+D
343590E+0
27075440
.188421E+0

16 ELEMENTOS - FIGURA 6.4.01
T=1.0E-4 T=1.0E-3 T'=1.0E-2 T=10E-1 T'=1.0E+0

D0OGH0E+0
BGGIGSEAD
J104845E+1
AGGT30E+]
S84427E+0
J4T3BEE+D
S73911E+O
A33627E+0
367460E+0
303690E+0
235178E+(
163318E+0
587946E-1 .592191E-1 .607582E-1 .655342E-1 _705144F-]

LO00000E+0
DOISB2E+
B543399E+0
.106738E+1
H591403E+0
JA527I8E+0
S7B055E+0
A56903E+0
370113E+0
J05883E+0
236876E+0
.164498E+Q

A00000E+Q
245991 E+0
418915E+0
.649015E+0
B70139E+0
JT68T90E+)
593046E+0
A687TTE+D
J79737E+0
313833E+0
Z43033E+0
168773E+0

L6GO00E+0
539475E-1

O36988E- |

156062E+0
263813E+0
A04212E+0
AS1797E+)
A34616E+0
38OTOTEAD
332374E+0
261597E+D
JAR2011E+D

32 ELEMENTOS - FIGURA 6.4.02
T=1.0E4 T'=1.0E-3 T'=1.0E2 T'=1.0B-1 T'=1.0E+0

LHO0000E+0
042128+
120384E+1
119498E+1
J031209E+1
75%059E+0
S81162E+Q
459190E+0
371944E+0
J07392E+0
.238044E+0
165308E+0

D00000E+0
S35045E+0
O982210E+0
J18395E+1
103904+ 1
J6524TEAD
S85900E+0
AG2933E+0
3714976E+0
J09897E+0
239985E+0
J66656E+0
S95110E-1 .599961E-1 .619086E-1 ,667970FE-1 .718552E-1

LO00000E+D
JA68775E+0
352320E+0
G09589E+0
B69743E+0
T84288E+0
H04524E+0
ATTOBSE+Q
J386933E+0
319777E+0
247635E+0
AT71968E+0

LO00000E+0
353396E-1

TOT012E-1

J41494E+0
253264E40
A01118E+D
A34331E+0
4401 20E+0
393052E+0
338427E+0
266598E+(
.185518E+0

64 ELEMENTOS - FIGURA 6.4.03
T=1.0B-4 T'=10E-3 T'=1.0E-2 T'=1.0B-1 T=1.0E+0

LD00000E+0
J10913E+1
132084E+1
J23339E+1
JQ3778E+1
J62451E+0

H00QCOE+0
A495888E+D
H94639E+0
A21238E+1
.104820E+1
JTT0148E+0

HO000OE+D
J144712E+0
335841E+0
S99616E+0
BTG391E+0
T90224E+0

000000E+0
307361E-1
JT2T594E-1
.138353E+0
251452E+0
A401641E+0

JT7868E-1
S03008E-1
-100BO3E+Q
A11607E+0
117788E+0

LHODOO0E+0

A9BT1IE-2
.B68840E-2

JA46271E-1
256564E-1
AS0378E-1
H17405E-1
F61478E-1
B83629E-1
HR1789E-1
J08434E+0
114154E+0

JD00000E+0

330727E-2
718776E-2

A33722E-1
247593E-1
A446778E-1
LI1BI6BE-1
J66022E-1
R91246E-1
892215E-1
J08833E+0
J15877E+0

HOCOOOE+(

290044E-2
LRIZ3TE-2

131220E-1
.246545E-1
A448101E-1
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1.60
1.80
200
2.20
.50
3.00
5.00

vfa
1.60
102
108
110
1.20
1.40
1.60
1.8¢
200
2.50
3.00
5.00

08 - TABELA DE VARIACAO DO DESLOCAMENTO RADIAL NORMALIZADO (-2Gu/8%)
NO CONTORNO (rja=1) - DOMINIO DO TEMPO

T

1.0E-04
1.0E-03
1L.OE-02
LOE-01
LOE+DD
1.OE+01
1.0B+02
1LOE+)3
1.OE+04

& .

r/a

SB3752E+0
A61236E+0
373601E+0
30B761E+0
Z3G105E+0
J66D45E+0

S89645E+0
AGSEO2E+)
STI373E+0
J11878E+0
241518E+0
JAGTIZ1IE+)
SHTTE2E-1 .603796E-1 .623975E-1 .673452E-1 .724847E-1

BO929TE+0
4B1456E+)
38998BE+Q
322302E+0
24959QE+(
173326E+0

A56446E+0
442961 B+0
385973E+0
341 105E+0
2068774E+0
JAB7041E+Q

128 ELEMENTOS - FIGURA 6.4.04
T=10E4 T'=10B-3 T'=10E-2 T'=1.0B-1 T'=1.08+0
LDO0000E+0  .000000E+0 .000000E-0

AGO000E+0
Jd19693E+1
135623E+1
A23751E+1
J03985E+1
JEIGTIE+Q
S84916E+0
AG2156E+0
374346E+0
239581E+0
A66376E+0

LOO00KE+D
4B3270E+0
BI06G7E+D
JA21578E+1
JO05173E+1
J72740E+0
S91629E40
AG7460E+0
378643E+0
2A42331E+0
JA6BZ86E+0
S98954E-1 605828F-1 .626165E-1 .675997F-1 .727911E-1

A39582E+0
332126E+0
SFTOETE+O
BT71701E+0
JF92922E+0
G11436E+0
AB3146E+0
J391357E+0
2304066E+0
J73935E+0

FIGURA 6.4.05
16 ELEM. 32 ELEM. 64 ELEM.

1.373062
1.350290
1.439610
1652314
1.933188
2.072480
2093920
2095640
2093580

1.392768

1.6BE704

1,976474
2.121000
2.143680
2.144°760
2.149980

1.401528

1.999292
2.146680
2.165360
2.168080
2.155260

1406598
1.413556 1427122 1.434432
1.492376 1508288 1.516152
L70G7044  1.716354
2011140
2.160120
2.183060
2.181180
2.144400

296804E-1

719584E-1

A37833E+0
251462E+9
A02493E+0
ASTTIOE+D
A44445E+0

397394E+0Q
269787E+0
187748E+)

H21371E-1
JH783E-1
897264E-]
S99310E-1
AT0662E+0
-116803E+0

.276314E-2
O7438B3E-2

130580E-1
246702E-1
A4494406E-1
£H23633E-1
T73764E-1

S008468-1
d11115E+0
1172B6E+0

128 ELEM. SOL. ANAL.

SOL. ANALITICA - FIGURAS 6.4.06 3 6.4.00

1413421
1.441637
1.523973
1725797
2023303
2.173890
2.197327
2.199733
2.199973

TABELA DE VARIACAO DA TENSAC CIRCUNFERENCIAL ADIMENSIONALIZADA
{-05/S") AO LONGO DO EIXO X - DOMINIO DO TEMPO

T=10E4 T'=10E-3 T=10E-2 T=10E-1 T=1.0E+0

LOG -201678E+1 - 205205E+1 - 215497E+1 - 240725F+] -277913E+1
102 -.2064594E+1 - 219559E+] - 206641E+1 -.223216E+1 - 256623E+])



1G5
1.10
1.20
1.40
1.64
1.80
240
2.26
2.50
3.00

rfa
1.00
1.02
1.05
1.10
1.20
1.40
1.60
1.80
2.00
2.20
2.50
3.00

ria
1.00
1.02
1.05
1.18
1,20
1.40
1.60
1.80
2.00
2.20
2.50
3.00

rfa
1.00
1.02
L.O3

- 249387E+1 -.229332E+1 - 195242E+1 - 200124E+1 - 228254EB+1
- 207237E+1 - 209950E+1 - 178877E+1 - 1685935E+1 - 189000E+1
-.146323E+1 - 149985E+1 - 147169E+1 - 124205E+1 ~.132744E+1]
- 789815E+0 - BO9601E+0 - 873735E+0 -.762840E+0 -.710442E+0
~402975E+0 ~.474573E+0 - 514495E+0 - 519174E+0 - 415595E+0
~289033E+0 -.296274E+Q - 321217E+0 -.3066864E+0 - 262526E+0
~ 189633E+0 - 194385E+0 - 210756E+0 -.260917E+0 - 178006E+0
- 129523E+0 -.132768E+0 -.143947E+0 -.185997E+0 ~ 128992E+0
~ 776744 E-1 - T96202E-1 - 863243E-1 -.114061E+0 - 888274E-1

~374587E-1 -.383971E-1 -.416302E-1 - 551966E-1 -.585462E-1

16 ELEMENTOS - FIGURA 6.4.06
T=1084 T=10E3 T'=1.0B2 T=10E-1 T=1.0E+)

- 120325E+2 -.118504E+2 - 122799E+2 - 138050E+2 - 161028E+2
- 291331E+1 - 265590E+1 -.246822E+]1 - 263637E+1 -303275E+1
- 192972E+1 - 1806757E+1 - 154681E+] -.150277E+1 - 169040E+1
- 18B885E+1 -.190365E+1 -, 163840E+] - 151791E+1 - 16838BE+1
- 145730E+1 - 147904E+1 -, 145026E+] -.122875E+1 -.1305708+1
~T78908E+0 - 793161 E+0 -.843636E+0 - 745831E+0 - 690993E+0
~A33258E+0 - 461703E+0 - 493927E+0 - 502796E+0 - 401076E+0
- 282479E+0 - 287750E+0 - 307997E+0 - 353500E+0 - 252975E+0
~.185256E+0 - 188719E+0 -.202016E+0 -.250552E+0 - 171585E+0
< 126518E+0 - 128883E+0 - 137966E+0 - 178230E+0 -.124373E+(0
- 738690E-1 -.772874E-1 -.827348E-1 -.109147E+0 - 857104E-1

- 3658TOE-1 - 372716E-1 - 398988E-1 -.528020E-1 -.565054E-1

32 ELEMENTOS - FIGURA 6.4.07
T=1.0E-4 T=1.0E-3 T=10E-2 T=10E-1 T=10E+

~ABGOIZE+1 -.484134E+1 - 5042534E+1 - 564835E+1 -.655751E+1
~259483E+1 - 225632E+1 - 210220E+1 - 225860E+1 -.259336E+1
- 233446E+1 - 217843E+1 - 183355E+1 - 185470E+1 -.210499E+1
~ZO8B34E+1 - 200869E+1 - 180223E+1 - 160484FE+1 -.189542E+1
- 1453711E+1 - 148581E+1 - 145840FE+1 - 123103E+] -.131223E+1
~782382E+0 -TO8369E+0 - 8591 1TE+0 - T51860E+0 - .697948E+Q
- 4585 T0E+0 - 467943E+0 - 505698E+0 -.511328E+0 - 408263E+0
- 286282E+0 -. 292134840 - 315724E+0 - 36099QE+0 - 257901E+0
- 1B7830E+0 - 191669E+0 ~.207152E+0 -.256534E+0 -.174913E+0
-.128290E+0 - 130912E+0 - 141486E+0 - 182774E+0 -.126747E+0
- 769351E-1 - 7850761 -.848481E-1 - 112043E+0 - 873021E-1

~371022E-1 -.378605E-1 -409183E-1 -.542154E-1 ~.575509E-1

64 ELEMENTOS - FIGURA 6.4.08
T=1.0E-4 T=10E-3 T'=1.0E-2 T=10E-1 T=1.0E+0
B51740B+2 B6T7734E+2 G17368E+2 103864E+3 ,121690E+3
-.2425908+1 -201115E+1 - 1861066E+1 - 199620E+]1 -~ 228663E+1
~251916E+1 -231731E+1 - 197736E+1 - 202606E+1 -230764E+1
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110 -207045E+1 ~209200E+1 - 178603E+1 -.168133E+1 -.188193E+1
1.20 - 145641E+] - 148943E+1 - 146243E+1 -, 123326E+1 - 131608FE+1
1.40 -786102E+0 -.803951E+0 -.867361E+0 - 757410E+0 - 704261E+0
160 - 460799E+0 -471261E+0 -.510689E+0 - 515405E+0 -.411994F+0
180 - 287674E+0 -.294206E+0 - 318841 E+0 -.364125E+0 - 260247E+0
200 - 188743E+0 - 193029E+( - 209197E+0 -.258920E+0 - 176486E+0
2.20 -128%14E+0 -.131841E+0 - 142883E+0 -.184550E+0 -.127875E+0
2.50 -773092E-1 - 790645E-1 -.856858E-1 ~.113163E+0 -.880683E-1

3.00 -.372820E-1 -.381291E-1 -.413223E-1 -.547611E-1 - 580524E-1

128 ELEMENTOS - FIGURA ¢€.4.09

rja T=1.0E-4 T=1.0E-3 T=10B-2 T=1.0B-1 T'=10E+0

100 259712843 264871E+3 279977E+3 316975E+3 371451E+3
1.G2 -266068E+1 -221385E+1 - 208380E+1 -225041E+] -258512E+1
145 - 249548E+] - 229436E+1 - 195378E+1 - 200181E+1 -228057E+1
1.1 - 200639E+1 -200302E+1 - 178381E+1 - 168003E+1 - 188133E+1
1.20 - 145897E+1 - 149499E+1 - 146710E+1 - 123765E+1 -.132171E+!]
140 - 787318E+0 - 8G6981E+0 -.8708090E+0 - 760141E+0 -.707304E+0
160 -.461029E+0 - 473037E+0 - 5127500+0 - 517322E+0 - 413777E+Q
1.80 -28B193E+(0 -295315E+0 -320127E+0 - 365540E+0 -.261370E+0
2.00 - 189%083E+0 - 193756E+0 -.210041E+Q -.259%66E+0 -.177250E+0
220 -129146E+0 - 132338E+0 -, 143459E+0 -, 1853138 +0 -.128428E+0
2.50 - 774484E-1 - 793625E-1 - 800315E-1 - 113640E+0 - 884468E-1
300 - 373498E-1 -.382728E-1 -.4148%0E-1 -.549925E-1 ~.583001E-1

146



