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RESUMO

¥ apresentado um estudo tedrico e experimental do
processe transiente de mudanca de fase, por super-resfriamenio, de
liguide  escoando em regime laminar no interior de um duto.
Considerande o balanco de energia nas regides soélida, liguida e
frente de solidificacic ¢ proposic um modelc numeérico, admitindo
as propriedades fisicas da regiZc sblida como funciic da temperstu-
ra ¢ uas malhas dependentes da pesicio da interface {Transformadas
de Landau)., Um aparato experimental & desenvolvido, obtende—se o
processe de solidificaciio por super-resfriamento, utilizando~se
nitrogénic liquido como refrigerante. Os resultados numericos
apresentaram excelente concordéncia com oS experimentais obtidos.
A eficidneia do modelo & demonstrada por umsa andlise comparativa
entre trés solucBes numéricas para ¢ modelo analitice de Neumann,
o modelo da Capacidade Térmica Aparente. devido a Bonacina, o
modelo convencional das FBEguagles da Energia com malhas fixas

davide a8 Goodrich & o presente modeio.



ABSTRACT

In order to investigate the solidification process
involving the phase change of laminar  flow  submitted 1o
superfreezing, 2 theoretical and experimental study is developed.
An alternative analvtical and numerical unsteady model with
temperature—dependent physical properties for the solid region Is
proposed, based upon the energy balance eguation ire the solid and
liguid regions, as  well &8s  2cCross the sclidification front,
employving interface~dapendent coordinate grig {the Landau
transfermation). A rig has been built using ligquid nitrogen as
refrigerant. The numerical resuits compare well with the
experimental ones. In order to show the capabilities of the model
in comparison to previous numerical methods, the resuits of a
comparative analysis between three numerical solutions for the
analytical model due to Neumann, the Apparent Thermal Capacitiy
model, due to Bonacina, & conventional fixed-grid Energy—Equation

modal due to Goodrieh and the present model, are also included,
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SIMBOLOGIA

a : altura do canal, im].

C, ¢ calor latente de solidificacdio, [J/Kg “cl.

CP  calor especifico a pressio constante, LI/Kg ch‘

{?h = 4 area/perimetro = 4Has{2H+a): dl&metro hidraunlico da seccio
transversal retangular do canal, im].

hm : coeficlente de transferéncia de calor médic entre a regio
iiguida e 2 interface, iW/m2 “el.

H : meiade da largura do canal, [ml

X : condutividade térmica, {W/m “cl.

L : comprimento da segfo de teste, {m].

NN : numero de pontos da malha ns direcBo axial.

K : nimere de pontos da malha na regifio liguida na direclo
transversal.

M : numero de pontos total da malha, na dire¢Bo transversal.

Ap . diferenca de presso axial na secHo de teste, imezl.

Q : vazfo na secio de feste, imZ/s},

5 : posicdo dimensional da interface liguido—sélido em relagio

ao centro do eanal, iml

€ : tempo dimensional, {s].
T : temperatura dimensional mé&dia de mistura na regifio ii—
m
. Q
guida, | cl.
T . temperatura dimensional, {S¢]

u, v componentes respectivamentie.arial e transversal, da velo—-
cidade dimensional do liguide, [m/sl.
o ;o velocidade média caleulada na secnio transversal de

entrads do canal, lmisl



M

: coordenada dimensional, {ml.
X = w:55}{1)h,R&.PY}: disténcia adimensional na direclo do fluxo

para a regifo de entrada,

SUB~INDICES

&  entrada do canal

I : frente de solidificacio
1 ¢ inicial

1 : liguido

¢ : centro do canal

s : sdlido

w : parede

if



NUMEROS ADIMENSIONAIS

Num :+ Nimero de Nusselt médio,
Pr = L:fle : Nuimero de Prandtl.
Pe = Re.Pr : Nimero de Peclet.

Re= He,Dh/’H: Nimero de Revnolds.

Ste = Cp(’I‘f*Tw)XCL : Niumero de Stefan.

SIMBOLOS GREGOS

f : massa sspecifica, IKg!mgl,

o = K/pcp: difusividade térmica, {m?f‘s}.

i . viscosidade dinZmica, [Kg/msl.
p = ufp: viscosidade cinemitica, {mzfs}.
T - poordenada de transformac¢®o para a regido sdlida,

£ : coordenada de transformac8o para a regifio ligquida.
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CarrTuro 1

INTRODUGAO



1.1 - Processos be Mupancs bE FASE

G processo de super-resfriamento de liguides, em
Tepouse ou em  escoaments envolvendo movimento da frente de
solidificacio, gera problemas tecnicamente impertantes na
engenharia e ocorre  tanto na natureza como ne meio  industrial,
tendo consideravel aplicacdo nas indistrisg de wvidre, aco, gelo e
recentemente em sistemas de estocagens de energia e conservacio de
produtos,

No super-resfriamento de liguidos em escoamento
interno forcado, laminar ou turbulento, em que peorre 8
solidificacBo (formac¢io de uma cascs sélida na parede interna de
um duto), ou no processo de fusio desta casca, tem-se 2 reducio ou
expansiio da 4rea 0fil do fluxo e consequentemente a aceleracdio ou
desaceleracio do liguido ao longo do dﬁto. Isto gera muitos
problemas operacionais na grande faixa de aplicagles deste
processo, alguns dos quais sHo apresentadeos a seguir (Cheung e

Epstein [tk

- O resfriamento de liguide processado em trocadores de calor e
tubulacSes associadas € o maior problema operacional em
regities onde QCOTren grandes variagBes de temperatura
ambiente. Nestas locslizacBes, a formac3o ou fusfo da casca
s6lidae nas paredes internas dos tubos, provocam variacfes de
pressac nas tubulagtes, ficando o sistema sujeito &8 condicBes

de operaclo diferentes das estipuladas em projeto,

-~ Yo periodo de inverno, & agus nas redes de abastecimento  pode

atingir niveis de temperaturas muito abalze da sua temperatura



de solidificacHe, ipterrampenda assim sua distribuicliec e,
devido 2 elevaclo de pressBo nas redes, causar danos nas bombas

de recalgue e suas tubulagles.

~ Em algumas situacBes este processo torna—se desejavel, como na
aplicac3c dos aparelhos de‘ refrigeracdo  portdtels, utilizados
para produzir reducdc no fluxo, através da solidificaciice do

liguido no interior da tubula¢ia.

~ Fm muitas operacles de _fundicﬁc, o 1waterial fundide escea
stravés de bopecals ou no interic_rr de moldes, cujas paredes estHo
inicialmente 2 uma temperatura menor dque a temperatura de
solidificac®o do material em escoamento. Neste caso, o liguide
pode ser suficientemente préaguecido, até wuma temperatura ns
qual ocorra a passagem do material pele bocal. Estas operacBes
de fundicd3p podem ser controladas pelo blogueamento ot
desblogueamento dos Dbocgals, utilizando respectivamente a

solidificacfo ou fusio do préprio material em escoamento.

O processo de mudanga de fase por super-
resfriamento de liguido em escoamento, constitui-se num tépico
bastante recente de pesquisa e desenvolvimento, e apesar de sua
grande  aplicabilidade, ndo  existe ainda definlda ums
metodologia de projeto. Pode~se  observar, por outre lade, que
existern diversos sutores procurando desenvolver modelog  tefrices,
visando a gimulaclio do comportamento da frente de solidificacBo e
dos campoes de temperaturz. De uma maneira geral, o processo de
mudanca de fase por super~resiriamento da regifio liguida em

repOuUSo o em escoamento € um assunto aberto, necessitando para o©



segu complete entendimento um grande esforgo tedrice~experimental.



1.2 - Hrstorico

Em 1881, segundo Cheung e Epsteln [1], uma. teorla
sabre resfriamente de camada liguida fol estabelecida por Stefan
para explicar a formagde de geloe no mar, Este trabslhe, embors
ndo tenha sido o primeiro na area, tornou—se uma referdneia padrio
nes estudoes atuais de problemas de resfriamento. Uma formulagdo
praticamente similar fol apresentada em 1831 por Lame e Clapeyron,
para previsdo da faxa de resfriamento em solos dmidos. A primeira
selucde  exata Importante fol obtida por Franz Neumann e
apresentada em sua confer@neis de 1860. Nos anos seguintes &
formulacioc de Stefan, uma grande classe de preblemas tecnicamente
importantes envelvendo as equactes de difusBo de calor ¢ massa,
sujeitas =ao movimento da interface, tem sido Identificada.

As nio linearidades, Stephan [2], oriundas tanto da
posicio transiente da interface s8lido-~liquido, COmo da
dependénecia das propriedades fisicas das regiGes sllida e liguida
com a temperatura, exigem métodos numéricos elaborados paraz a
soluclo destes problemas.

No estudo tedrico e experimental de Zerkle e
Sunderland [3], também considerado um . trabalho pioneiro, sio
obtidag as distribui¢bes de pressﬁc_). temperatura e posicBo da
interface sdlido—-liquido, em condictes permanentes, para
resfriamento gde liguido em esceamento laminar no interior de um
tubs de secclo transversal circular. Um  experimento, ecom &
finalidade Unica de observacio visual da formag@o de gele ao longo
das paredes de um duto de secg3o transversal retangular, fol
também desenvelvido.

A ypartir do resfriasmento de agua em escoamento no



interior de tubos, Hirata e Ishihars [4] desenvolveram um estudo
gxperimental, em condi¢fes permanentes, sobre o tipo de perfil de
camada de gelo fermada, cujo formato produz uma passagem de fluxo
com varia¢io ciclica na sec¢lo transversal ao Jongo do tubo. No
gstudo de Hirata e Matsuzawa [5], fol desenvolvido um experimento
para examinar o Tendmeno do resfriamento de dgua em escoamento em
tubos, apresentando uma correla¢fo entre o formato da camada de
gelo ¢ as condigfes experimentais, Por outre lado, no trabalho
gxperimental de Seki, Fuktzsake e Younan [6], apresentou-se
a posicHo de transic83o para a turbﬁiéncia, de dols tipos de perls
de camada de gelo, formadas no interior de um canal retangular de
placas planas e paralelas.

Cho e Sunderland {7] apresentaram uma sclucHo
analitica, para o problem_a de mudanga de fase em regifies
semi—infinitas, considerando a condutividade térmica de cada fase
dependente da temperatura e a conducio de calor come ¢ mecanismo
de transferéncia de cai_ur entre a fase liquida e 2z interface . O
mesmo  problema foil  resolvido por ©Olivier e Sunderland [8],
incluindo também ‘'c calor especifico de cada fase, como funcoes
linearmente dependentes da temperatura.

Eckert ef alif [10], apresentaram uma revisfio da
Hteratura vreferente a3 1987, sobre _problemas de mudanca de Tasc
relatives & TusBo e solidificagBo, embora ndo incluam trabalhos
sobre super—resfriamento de regides liquidas em repousc ocu  em
éscaamento, sejam as propriedades Tisicas das regifes  sdlidas ou
iiguidas dependentes da temperatura ou ni3o.

Atualmente, em muitos problemas  praticos de
engenharia, o processe de solidificaclo n¥o ocorre somente em

camada liguida estagnante, semelhantes zo problema de Stefan, mas



em escoamento sobre a gual tem-se a formaclo transiente da camads
s¢lida. Em muitos destes problemas, a posiclo permanente ou
fransiente da frente de solidificacde, = gual separas as regifes
liguida e soOlida, e as di.stribuicfies das temperaturag nestas
regifes s3o desconhecidas. Se o movimente da interfsce for
conhecide, & soluciic & obtida mais facllmente, mas infelizmente,
esie movimente deve ser determinade como parte da solucio.

A literatura de mudanca de fase com transmissio de
calor € dividida em dois métodos de abordagens, o chamado método
de entalpia e os das equacles da energla, embora Sparryw e Chuk
[18}, tenham mostrado a equivaléneia tebrica dessas duas
formulacfes. No métode da entalpia, Bonacina, et alij {21], pars
uma substincia pura, a interface & substituida por uma regifio
finita com propriedades intermediarias aguelas das duas fases;
8 no meétodo das eqguacles da energia a interface é representada
pele balango da energia através dela, incluindo-se ai o ecalor
latente de transformacfo de fase.

Dos métodos existentes, ¢ da capacidade térmica
aparente ou métode da entalpia, embora tenha a vantagem de ser de
simples programa¢8o, produz uma interface de mudanca de fase
{correspondente & isoterma T = TF), que avanga de forma
oscilatéria ndo realistica, ¢ que € acompanhado pelaz distorc3o do
perfil de temperatura na regifico em processo de mudanca de fase., A
{fire de manter os erros dentro de limites aceitavels, o espacamente
da malha naguela regifio deve ser redugide substancialmente. Isto
pode, contudo, resultar em uma situscZe na qual 2 isoterma TF se
move atraves do elemento de grade em menos de um passo de  tempo,
& voniribulclo do calor latente do elemento podendo ser desprezada

teialmente, & menes gue ¢ passo de  tempo seja também reduzido. A



localizagdo da interface de mudanga de fase torna—se pobre, fato
este gue pode ser critico em se tratando de problemas de camadas
com propriedades térmieas nas camadas  vizinhas bhastante
diferenciadas. A falta de habilidade em acomodar dols planos de
interfaces coexistindo simultaneamente dentro do mesmo elemento de
grade pode lavar a erros em certos problemas de regime térmico
periddico. Além disso, em problemas de condigBes de contorno
dependenties do tempo o errp zassociado as oscilactes pode ser
scumnlativo. Essas dificuldades s#o acentuadas em se tratando de
materiais que possuem uma peguena faixa de temperatura de
congelamento o1 que congelam 2 temperaturs f{ixas. Diferentes
formulacGes de capacidade térmica aparente tem sido desenvolvidas
i21] e [25-301, inclusive associadas a formulacDes conservativas
tais como volumes finitos, Patankar [22].

No método das equacfes da energia para umsa
substdneia pura, & interface £ o contorno das duas fases
claramente distintas. Ent3o, se a malha utilizada €& agquela
definida a priori sohre teda s regifio, haverd certamente a
necessidade de se lan¢ar m3o de interpolagfes para detecCdo da
interface, conforme pode ser atestado em Rao e Sastri {9], e
Goodrich 28], os quals usam & formulaclo a diferencss centradas
com solu¢3o por eliminag¢do Gaussiana simples para o5 noés
ordinirios {(fora da regiic que contém & interface), O método de
Rao e Sastri {9] isola a n3o linearidade associada com a eguacio
da interface e segue c¢ontinuamente o movimente da frente de
solidificagio ou TusHo, restringinde as iteracles somente aos nis
principais {priximoes 2 interface}.

Po  histdérico exposto acima, pode—-se perceber a

necessidade do desenvolvimento de estudos eXxperimentais e de



g

modelos tedricos, que represente ¢ processo de mudanca de fase, de

regides liquidas finitas em repouso ou em escoamentos convertivos

ilvres ou forcados.
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1.3 - OBiETIVOS

A finalidade deste trabalho € 2z formulaglo de um
madelo maiematico, capaz de simular ¢ processo de mudanga de fase
de wuma regific finita, envolvendos movimento da frente de
solidificag8o por super-resfriamente de ligquido, em escoamento
laminar forcade no interior de um duto bidimensional, formade por
piacas planas e paralelas. As propriedades fisicas da regifio
 sdlida sHo consideradas dependentes da temperatura e os resultados
tedricos devem ser comparados com os dados cxperimentais obtidos.

No trabalho experimental, além da observacdo visual
do fenbmeno, s8o também registrados o desenvoivimento da camada de
gelo e dos campos de temperatura nas regides sdlida e liguida.

Considerande ainda o escoamento laminar e
completamente desenvolvido, a gueda de pressfio tedrica, em fun¢Ho
de posicBo transiente da  interface na seclo de teste, €
determinada.

Uma andlise @ feita entre trés meétodos numericos de
solugdo para o problema de fluxo de calor com mudanga de fase e
mediante umsa aplicacdo aoc problema simplificado de congelamento de
Neumann, resultados numéricos utilizande-se cada um dos métodos

s3¢ comparados com a sclu¢Ho analltica.
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1.4 - Prano Gerar po TRABALHO

Injcialmente no capitule I € apresentado uma anilise
tefrica do modele fisico e a formulacio do problema na sug forma
dimensional. As t{ransformadas de Landau s3o aplicadas na
adimensionalizacio do  sistema de equagles resultante, para
imobilizagZo da frente de solidificaclo pela fransformacio de
coordenadas. Para a solugfio do sistema de equacBes & utilizado o
métedo implicito/explicite de Crank-—Nicolson.

Uma descricio do aparato e do procedimento experimental
é feita nb capitule III

No capitulo IV €& analisada a comparaclo entre os
resultados _ experimentalis obtidos utilizando~se ¢ aparato
apresentado no capitule III, e os resultados numeéricos obtidos
através do modelo proposto no capitule . E desenvolvido azinda um
estudo sobre a soluclo do problema simplificado de Neumann e os
correspondentes resultados empregando—~se ¢ modelo proposto, bem
como dois outros métodos numéricos diferentes. O efeito de se
desprezar determinados termos no sistema de equagBes completo &
também analisado neste capitulo.

As conclusDes, limitagBes do modelo e extensles futuras
sfio apresentadas no capitulo V.

Desenvelvimentos matematices importantes mas gue nio
comprometem a estrutura basica do texto estdo disponiveis nos
apbndices de A a2 K.

As referéncias gque contribuiram direta ou indiretamente
para a elszboraclo deste trabalhe podem ser consulfadas no fim da

ohra.
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111 - Anarise TeORICA

¢ modelo fisico ou sistema a ser tratado neste
trabalho = ilustrado na figura {I1.1). Consiste  no
super-resfriamente de liguido escoando em regime laminar no
interior de um duto Dbidimensional, de sec¢Ho fransversal
retangular, cuja se¢do de reslriamento € formada por placas planas
e paralelas.

O fiuxoe de liquidc}_atraves_sa uma zona livre de
solidificacdo, X < O, onde as’ .temperaturé.s das paredes do dute
5830 mantidas constantes e acimz da temperatura de solidificagfo do
liguido Tr' Nesta regifio o liguido escos a4 uma temperatura
constante T]:) 'I’f e o perfil de Ivelocidade torna-se Dplenamente
desenvolvido. Para % > 0 as temperaturas nas paredes laterais do
dute sH3o reduzidas abruptamente, atingindo valores iguais e
eonstantes abaixo da temperatura de solidificagdo do liguido (Tu 4
Tf), Ao longo desta posicfie o liquide € super—resfriade devido a
transferéncia de calor para a camada s6lida, sua temperatura média
diminui atingindo valores proximos da tempergtiura de
solidificacfo, e a espessura da camada sélida aumenta. Durante o
super—resfriamento. a2 vazdo de liquide € mantida constante e o
perfil de velocidade plenamente desenvolvido na entrada da se¢Ho

de teste.
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Fluxe Planamente

Dessnvoivide ' Secolo ds Rasiriomente

% o o N iy o e uh Y i
¥ waio

H U
e ° L ; SE
TIRED =T, [f
lido
i E\— o R N o, W S s, Y /
TW}T} LTW“C Tf
Figura H.1 - Fsguema para a entrada térmica da seQHo de

resfrizmento do canal.

1.1 - HIPOTESES SIMPLIFICADORAS

Na Tormulacio do modelo tebrico, s¥Ho consideradas

as seguintes hipbdteses simplificadoras:

1. A temperatura da interface sélido-ligquido € constante e igual a

temperatura de mudanca de fase deo liquido.

2. Ka sec3o de resfriamento, o mecanismo de transferéncia de calor
da regifo liquida para 2 interface & considerado per convecgio
forcada, ¢ a correlacdo empirica utilizada para o Nimero de
Nusgelt médio € a recomendads por Shah [11], que considera os

perfis de velocidade e temperatura em desenvolvimento;

__*,‘3,14 0.8 0,17
Nu o= 7,88 + 0,024 X / [1 + 00888 X Pr 1 a1

i3

[

Ag rpropriedades Tisicas da regifio liguida s#Ho consideradas
ponstantes =« admitidas na temperatura de solidificacio do
liguido, enquanto que as das regifes solidas, considerando—se

Gpus como flguido em mudanca de fase, variam com 8 temperaturs,



segundo  as correlacies:
-~ voluise especifico (V) , [ms/kg], Perry {12],

VOF = 1,0907.10" %+ 1.4635.1077 T, 1.2
- caler especifico (Cp), [J/kg°C], Weast and Astle [13],

csﬁ) = 2116,5607 + 7,2845.T ; 1.3
- condutividade térmica (K), {W/m°C}, Powell [14],

K{T) = 2,09 - 0,003553.T . 11.4

4. A conduclo de calor axial { 8500 < Pe < 28000 ) , a dissipacio

viscosa de energia e a conveccdo livre s3o desprezadas.

5, © liguido €& admitido como  Newtonlano, incompressivel e

substincia pura.

6. As casgcas sdlidas formadas nas paredes laterais do dulo
830 lisas, homogéneas & isotripicas £ suas esSpessuras aumentam

gradativamente a partir da entrada térmica.

7. bDevide as dificuldades inerentes com 2 soluglo do modelo
matematice proposts no ponto de  singularidsds, na  entrzda do
canal (x = 0 o 5; = H}, & suz temperstura & zdmitida conheclds,

eonstante e izusl 2 tempersturs 4o liguido na entrads deo ecznzl.



16

11.3 -~ Mopero MaTeMATICO

Considerando—-se as hipdteses simplificadoras e o
balango de energia nes regides s6lida, liguida e frente de
solidificac8o, para a8 metade do  sistema, devido & simetria em

¥y = {0, obtém-se a formulag¢io matematiea do problemsa, na sua formsa

dimensional, como:
Para a regifio soélida:

C (“’1"}.@% = V(T) §: (kP 7, oxer , s e Bo .5
Post Oy dy

& para @ regifo liguida:

— — P 2“

T, g, gd o, T

8t ax 8y 8y

0{X5L.,.0<y<gs e t>0,. 1.6

sujeitas #s seguintes condi¢fes inicial e de contorno:

I1.8

it
i
,...3
o
Y
i
M§
i~
v
HH
bu s
o+
A
)
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F o= =0, 0XYy<H . i1>0. .10

Para a interface sdlido~liguide { Apéndice A } , segundo também

vazaridis 115],

"i*“lz”'i"szfrr.o<§’sn, y=g5 , t>0, .11
- a7 -

[1+ [%]],[Kstﬁ—h (F ~T£)]:»~pl(}z.§§,
ax 3y " 3

6 <X <1, y=8, t>0. 112

Os perfis de velocidades na regifo liguida, entre

as placas planas e paralelas (Apéndice B), sfc admitidas como :

— 12
TG D= (n)ms) v, [1-[ ].
[
D<X%sL,0syss,t20 .18
=4
- - — =2 ¥ 1% as
v (x ¥, D o= {872).{dy/s" ) U_ [1-«[——3'?_—] ] =,
s ]
0sT<L,0sy<s,tz20, 1114
ande
U = Q/2.a.H) {veloridade médiz na secClo transversal ds

entradsal.
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A temperatura média de mistura_ {ver apéndice C) e a
queda de pressfo axial, considerada constante em gualguer secCHo
transversal do esceoamento laminar, entre placas planas e paralelas

{ver Apfndice D), s8o dadas respectivamente por:

T - T m%.("fo—'rr) , 0¢xTsL , y=0 , t>0 IL1§

£

Ep = 3.Quixf{2a5’) O0sxsL , £>0. 1116
Para nma analise mais geral, o sistema de equacDes

(1.5} -~ (11.16) €& adimensionalizado, utilizando-se os pardmetros

adimensionais apresentados por Ramachandran {17].

0 super-resfriamento inicia—se na parede do canal
em y= H e a distancia entre o centro do canal e a posi¢io
instantines da interface sélido-liguide & dada por ¥ = ¥{xD) e
definida come, s = s{X,t).

O ponto de partida do método de solugdo €& a
imohilizacZio da frente de solidificaclo pela transformacio de

coordenadas,
E=35 e u=(G -s/H-s,

conheridas como as transformadas de tanday, de tal modo gue &s
regifies do sistema sdo earacterizadas  pelas fases liquida
{0 £ £ =< 1) esolida {0 2ns= 1), correspondendo simplesmente 2 um

retinguio no espago transformado (£, 7, X, 1),



¢ campo de temperaturza ¢ definide por

e consequentemente, tem—se também as fases ligquida (Te =T 5 0) e
golida (0 £ T < ~1).
Adota~se a metade da largura {#) da segdo de

teste do canal, COmoO parametro de referéneia para comprimentos,

tal que:
- - — * g
s = s/H , y = y/H . x = %/H e x =X /H .
Finalmente, o intervalo de tempo, © perfil de
velocidade e a gueda de pressdo axial sdo definidos

respectivamenie por,

R Tt ., u= H.ﬁka} , v = H.'i?,fal e Ap = ﬁ“ﬁf(puz).

As  transformadas  de Landau (Apéndice E), sd0
aplicadas na adimensionalizacio das equacdes ( Apéndice F), 2 fim
de facilitar o esquema numérico de scolug8o do problema, resultando

ne seguinte sistema de equactes adimensionalizadas:

para a regifio SOlida:



C;;{T}‘[at (1“7?) ( ) ( )] V{TJ. K(T) ( ) ¢ g _

1

BT.(T, -T,)

2 ,dT42
3 {550 (5)° . oS L oa1, 00 ;

Para a regifo Liguida:

- @ GG - &GP+

2
(é)zﬂ LOCXSL/H , 0SECT , £>0,

ac”

sujeitas as segunintes condig¢Oes inicial e de contorno:

T(ED=T ., 0sxsL/E , 0sEs1,t=0,
Tant) = 1. 0<X<LM , n=1 , t>0,
%""E’t3=o,o<xswﬁ,gma,tz»o,

6 , 0sEX1,t2>0,

H

Tx,E, t)y=T , x

para & interface , tem—se:

TEMLLD = TEXD =0 ,0<KxsW/HE =0 E=1,1t>0

20

1517

11.18

I1.19

11.20

.21

H.21xn

I.22
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L) 25 - w3 G m) [ (3] - - ) 2

B

e

g<x=WH , np=0 , E£=1 P U 2 ¢ 23

Os  perfis de velocidades, temperatura média de
mistura e queds de pressdo agxial, foram admitidos

respectivamente como @

nixEt) = z;gls {(1-8%) e

vi{xg,E1) = 233 E {(1-£ } . Ppara

OExsL/E , O0sE=<1 , tz0, I1.24
Tm %T(XE‘C) , OD<KxsL/E , E=0 , T>0 e I1.25

pplx,t) =3 Qux/ (22U H 5),0SxsSL/H,t>0 IL26

O Namero de Nusselt médio e as propriedades fisicas
da repilio sOlida, segundo os pardmetros -adimensionais propostos

para o modelo, resultam respectivamente em:

*—1,14 x«ﬁ,eq 0. 17
Nu_ = 7,55 + 0,024 X /(1 + 0,0858.x prot) . I1.27
gnde
};‘ = x/jiaePr) , 11.28

~ wolur especifico:
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fuias ;i3 s 7Y —
VIT) = 1,0907.107 + 1,4635.10° [T+ (7 -~ 1)) T}, 11.29
- ¢alor especifice:

CP(T) = 2116,5607 + ?,2345.[’1‘{, + (’I‘r - ’I‘w) T}, I1.30

- econdutividade térmica:

K(T) = 2,09 - 0,008563.[T, + (T, - T} T}, 11.31
ande
B{T} = 0,0035583.V(Tk produto entre as propriedades Tfisicas da

fage sdlida {(ver Apfndice F).

O termo J9s/0%, » nas eguagles I1.17 e IL18 da
energia, & interpretado como velocidade e os termos no qual ele
aparece sHo chamados termos psendoconvectivos. A pseudaconveccéo &
eriada pela imobilizaglio da interface. Claramente, as equacOes
.17 e 11.18 s3o mais complexas gue suas originais, equagfes L5

e I1.8, refletindoc o preco pago pela imobilizacdo da interface.
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11.4. Meropo pE SoLUGAD

Adotou—se a técnica numérica das diferencas finltas,
para a discretizac¢Bo do sistema de equagfes diferenciais (117} -~
£11.23%, com ums malha simples retangular no espago transformado {£,
1, %, t), espagamento uniforme .na direcido axial x e com passo de
tempo variavel, conforme figura (1.2}, para um determinade instante

de tempo,

18 "
=]
-1
i;l:
13 Sdtido
i-i7
74;-!:
Intarfoce
=0 NE
£=1
R-13
. L fquido
jed : ¥
. {i, i
j 1
j"‘“ 3
24
E=0 # i %
§ 2 - e - i-f i i e Ni-1 KK
Figura 1.2 — Perfil da frente de sclidificacdc no espaCc trans-—

formado ( E, 1, %, t} e sistema de malha adotado.
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Aszimn temos:

Fegido liguida: 1 5§ = NN @ I £ 3] = N
secCdo de entrada; i = 1 e 1 835N

secQdo de saida: i

H
2
=
o]
A

L
15
=

pontos internos: ZSiSNN-1 e 22§ N~1

Regido s0lida: 1 5 1 £ NN e N<}]s M

secCHe de entrads: | o= 1 ¢ Jj=HN
secCdo de salda: i = NN ¢ N==Zjs M

poentos internos: 2515 NN e N+1 2} 2 M-I

epara 1 51 £ NN |, tem—se gue:

F=1,2, 8, ..., N: nimero de pontos na regifo liguida.

i = N, N+1, N+2,...,M : nimero de pontos na regifio s6lida.

Ax = Xoog = xi ¢ dist8ncia entre o5 pontos na dire¢fo axial.

An = r}j”wnj : distadncia transversal entre os pontos da regifo
iiguida .

AE = g}_” - Ej : distdneiz transversal entre os pontos da regide
sOlida.

At = te,,” b intervalo entre dois instantes de tempo

consecutivos.,

Ma soluclc do sistemz de eguacles nH#o lineares

(1117} - {IL23}, & equacHo {11.23) da interface & resolvida pelo

métods  explicite de Crapk-Wicelson (métode este descrito ns
apdndice ). Bsta natureza explicits pars a soluvdc da equaclo da
interface, elimins z iteraclo entre as solucdes dos campos de

temparatura € da interface. Sparrow e Chuck {18], utilizaram este
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esquerns de soluglo para problemas de resfriamento com mudancs de
fase, euwjas  propriedades fisleas das regibes s6lida e liguida
foram admitidas constantes, ¢ ndc encontraram limita¢Ses no passo
de tempe em suns solugles. No casn do sistema de eguagBes (11.17)-
{11.23), relativo ao problema de super—resfriamento, a derivada de
tempo  OT/0t na  equagio (1117}, originalmente nfc linear, &
calculada explivitamente por Crank-Nicolson, a fim de s& obter
convergénein no sistema de equagles do campo de temperatura da
regido s6lida, uma vez que o passo de fempo € um fator limitante
na scolucsio deste sistemas,

Assim, o primeiro passo consiste ns discretizacio e
na solucho da eguacHc {i1.23) da interface, para obtencHo da

posicio da frente de solidificacHo si{x,t), ou sela :

- 1 a7 s+ 2
a A? ’ [(l—s) on Num ‘An'Tm/Dg] [1 + ('5;) ] s
n=0 , &=1 , 04 xsL/H , t>0,

esta equacHdo € discretizada {Apéndice H) e avaliada pars o

instante de tempoe t = K Af, produzindo:

Js ¥ —-Bs%{ + 4sx - sg 2
{' 1] - A []_ +[ i i1 1-:-2] ] _ [[ 1 ]
ot 7 24% 1-s*
1
|4 I3 4
-37 + 4 -
i, K i, N1 LA X K
{ e ] 0.8 Hu_ A, *zi,of(a; S;)] .
I €1 %5 KN s i=K . K>»0 . .32

Como todas as varidvels que apgrecem  no  lade

direito da eguagédo (1132}, aqui referenciada por LD(32) sBo conhe



_ X K
cidas, entdo a derivada [?ig] € caleulada. ¢ valor de (651 ]
at T

€ entlo empregado para o calcule do Si ne instante de tempo

t = {K + 1/2) At,

ds X
¥v1f2 _ ¥ . At i
5, —~si‘i~—-§(—§f€} , 1<isNN , k>0 . 11.33
i Ke1/2 .
substituindo-se o valor de 5, , no LD{32}), obtéem-se a

derivada (8s, /8t), para o instante de tempo t = (k + %) at,

g5 K+t/iZ e1/2
(z) = LD(32) com s, ' 11.34
1

Finalmente, & posicBo da frente de solidificacdo

8. & obtida para o instante de tempo t = (k-+1)AL, como:

Kl K 85 K+1s2
s, =8+ b6t (5) , 1<i<NN , k>0 11.35

e a derivada (8s/8t}**?, para o instante de tempo t = {k+1}at,

presente nas eguacBes (I1.17) e (I11.18), regifes sOlida e liguida,
respectivamente, € calculada explicitamente substituindo-se a

relpclio (I1.35) na LD{32), ou seja

A K+l

i . k+1 .
(a“{“) = LD(32) com s, . 11.36
A derivada de tempo (awat)“” da equacEo (I1.17),
aT

Z .2
i - 3 aT V{T).E{T) i a-r
nYE () + (15 ZL -

or 1 { ds
a1 {Zp(TE 1~ 8 o, CP(T} o, 3n2



b2
=]

BUTy {T _~T )
Fow 1 y2 ;OT.2
CRETIT {3307 G)" . oS, o L wo ., 137a

referente 2 regifio sélida & também caleulada explicitamente, para
o instante de tempo t = (k+1)At, utilizando ¢ mesmo gsguems de
splugde da equaglo (11.32) considerande z derivadsa (85!8’{.}“} Como

conhecida, produzinde (Apéndice 1) na formz discretizada, =a

relacio;
ar k+1 k+1
(“g{) = 2, {8s/8t) +z {(z,2, - AgZ,Z /8),
1 <1 £ NN . H{j<HM . k>0 1L.av

O proximo passo  consiste na aplicaclio do método
implicito de Crank-~Nicolson na equaclio (I1.17) (Apéndice 1), para
¢ caleulo de campo de temperatura na regifio s6lida com as

k+1 k+1

derivadas de tempo (8T/3t) ,  9s/0t) e a posicip dsa

. 4+ ‘s
interface s calculadas explicitamente, resultando:

k+1 OT ket k+1
Tijj = 22,72, - (zp) " [ (22,.2,) + (8s/8t)"" 2o/ (22,2} -

~—AS,21‘21/(15.24) , T CISNN , HCj<M , k>0 11.38

G método implicito de Crank-Nicolson também &

aplicado mna equaglc (I1.18), paraz ¢ caleule do campo de

. _ . . o BT
temperatura na regific liguidsa, utilizando-se a derivada (ds/8t)
& & posicde da  interface s?” caleuladas explicitamente

{Apdndice J}, resultando em:



k+d

B4l 13 Y]
e g o - -
Ti,j Ti,j 21'211‘{3!:) zm‘{zn za’zn’zm) * 22'212+
4 {i—1) .z}.zm.zm , I CIENN,I <N k>0 1139
4+l
4 Si

As  condictes inicial e de contorno, na formsa
digeretizada, tornam-se:

Iniecial

T = T , ] Si<NN , 135jsM ., k=20 i1.40

Cenire do canal

k+d L k¥l

T T j=1 . k>0 11.41

Parede do c¢anal

T:*;z-x . 1 <isNN , j=M , k>0 I1.42

Entrada do canal

Tf+§=TI , i=1 , 1SjsM , k>0 1143

Interface

k+1
T

i, ]

= 0 . 1 <1 =2 NN . =N, k>0 11.44

A eguaglo (11,28), referente & queda de  pressdo

axial, & escrita na forma discretizada como,

3
ap**t = g.Qudi-Dax [ {28 u? m(s7) 1.

¢ £ 1 s NN . t > @ 11.45



A, = 2116,5607 + 7,2845 . T
- # & —_
A, = 72845 . (T, T,)
- -3 3
A, = 2,2796.1077 - 3,5684.107 |
- ~6
A= -3.5694.00 L (T - T )
- ~3 -
A, = 887533077 . (T - T )
Ay = bt/{2.88.5E)
o, sig
S

Ay = 1/{4 an)

1/{2 « &0 &n)

H

A‘H}

ﬁ‘ii

H|

H K [K_

B+l B+l

= 5 + +
£y = 0,25 (Ti,_j+1 i, §-1
Z, = T et
3 i+ i,i-1 i,i+1
z, =T 2 Tl
s i,i+1% i, ] i,3-1

k

4= T

= + .
24 AS A4z{}

= + /
25 Ai AEZQ

k+1

z. = /{1 - s )

z, =1 - {j - N)an
Zam"&‘w‘zs ze !Zs
29:%,21‘28.2?
... 809 T 2
o =y {-Ll-jae]n)
4ame 8

1 i

T

pars todas as equagdes snieriores,

f

i,3-%



tH

z,, = (-1)atf(as""h)

g
!

kei42
12 Aﬁj(si )

W4 kel B+ K L k
Z. .= s + 3 5 + -
13 . i-1 i {2 4 et + 3 %y
’ k1 4 K41 5 Tk+1 + Tk k + 3 Tk
“14 -2, i1, i,] i~2, 3 i-1,3 i,i

Estabeleceu~se malhas de 50 nts na dire¢do axial e & nods
na direcSo transversal do escoamente, em cada regifo do sistema de
mudanca de fase. Adotou—-se este numero de nds levando—se em conta
o problema de estabilidade na analise numérica, a precisBe e o
tempe computacional.

Embora 5! método implicito/explicito de
Crank—-Nicolson, utilizade na sclucBc numérica, seja estdvel para
todes os valores da ragdo X = Atfﬁxz, segundo Sparrow {18},
valores de R = 4.10*8 (AL > 10“6) ocasionaram divergéneia nos
resultados. o gue poderia ser devide a nHo linearidades do sistema
de equacles da regific s6lida, j& gque a soluclo do sistema da
regific liguida ndio apresentou quaisquer restri¢fes.

0O sistema de equacles (I1.38) e ({I1.39), referentes
sos campos de  temperaturas nas regifes liguida e s0lida gdo
independentemente resolvidos pele método da substituicdn sucessiva
“arnahan (18], A convergéneia do sistema € atingida com um numero
mavimo de 8 interacBes, no inicio do processo, para o campo de
temperatura na regifo sblida, enquanto que o campe de temperatura
na rezifio liguida converge com um nimers maxime de 2 iteragfes.
Tsto, ¢ devido & maior complexidade {n3c linearidades) na eguagdo

da energia para a regific sdlida em relaclo 2 eguagioe da energia



para & regiffo Iiguids.

11.4.1 Discraa pE Brocos

A segulr €& apresentado o disgrama de BDlocos
referente ao esguema numérico de solucio do sistema de equacles do

modelo matematico proposto.
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ks
= p+l , p+l, ... .m- , > ,

" 1:>h@““'ﬁh o Pkt VLK
a7 ¥ aT ¥
i, K+1/2 K At i,
{at } « Lp{11.87) . i - Ts.j+§_"{at }
{G'Fi 5 K+1/72 w1/
5% ) « Lp{11.37) com L :

‘FK” TK + At aTs,J kri/z
i, i, gt '
ar K+1 !
i, 3 K41
{at J « Lp{11.37) com T

SUBROTINA SNL

RESOLVE O SISTEMA DE (M+N-2) EQUACOES

NEZ0 LINEARES A CADA PASS0O DE TEMPO.
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Onde,
CONV
F

T
Frmax
LIM32)
LD{37}
LD(as)
LD{39}
RELAX
TOLmin

TOLmax

Constante de divis8o do passo de tempo.
Falso.
Nimerc de iterac¢les,

Niumero de iteracBes maxima.

Lado direito da equagHo 11.32,

iLado direito da equagic I11.87.

Lado direito da equac¢loe I1.38.

Lado direito da equagdo 11.39

Fator de relaxatio.

Toleréneia minima admitida,

Tolerdneia maxima admitida,

Tempo Intal de solidificacio.

Intervalo de tempo para impressdo dos resultados,

Verdadeiro.
Nimero de iteragSes .

Precisio admitida,




Capituro 111

TRABALHO EXPERIMENTAL



1111 - ArarRaTo EXPERIMENTAL

Um diagrams esquematico do aparate experimentzl é
apresentado na figura {JiI-1}. As partes prineipais do sistema
sompreendem o duto de entrada em aluminio, de seccBo transversal
retangurlar, com cinco metros de comprimento, 8 seCio de teste de
e  metro  de  comprimento & ums unidade de resfriamento,
utilizande~se o nitrogénic liguido c¢omo fiuide refrigerante. Além
disso, ao longo do circuito de fluxe de dagua, utilizada como
Hnguidn de mudanca de fase, tem-—se o reservatdrie de &gua de nivel
constante, a8 bomba centrifuga de 3/4 cv ¢ oz sistemas de medidas
de temperatura e vazdo.

A secﬁ'o de teste de secgBo tfransversal retangular €
ilustrads nas figuras (JIf~2) e (HI-3), cujas dimensOes internas
s3o de 1000 mm de comprimento, 100 mm de largura na direc3c do
movimente da frente de solidificagfo e 34 mm de altura. As paredes
laterais, através das guais € aplicado o super-resfriamento, s3o
Aas prépfias paredes dos canais distribuidores do nitrogénio. A
parede superior, graduada para cbservagfio visual do fenbmeno, & a
pargde inferior, onde sdo fixados 25 termopares, foram construldas
de placas de acrilico transparentes de 12 mm de espessuras.

Utilizou—se isopor para isolar termicamente todas
as unidades do aparato experimental.

Gs  canais distribuidores ds  nitregénio  foram
modelados em madeira e construidos por conformacgide a {ric em chapza

de cohre de 0,8 mm de espessura.
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{1} Paredes resfriadas. {2) SeClo de ifeste.

(3} Sec3o para desenvelvimento do perfil de veloeidade.
{4) Canais distribuidores de niti‘ogénio,

{8} Placa de orificio. {68) valvula tipo esfera.

{7} Vaivula tipo gaveta. {8) Bomba de 3/4 cv.

{9) Reservaidrico de agua de nivel constante.

(10} Tanque de Nitrogénio liquide de 35 litres.

{11) Saida de Nitrogénio. (12} Tangue de descarga de Nitrogénio.

{13) valvula de seguranca. {14) Descarga de vapor de Nitrogénio.

{15} ManOmetro. (16) Tubos de PVC de 1%

{17} Tubos de cobre de 1/2%

{18} Redutor de secCfo transversal retangular para circular.
. Termopares tipo cobre—constantan,

Figura [1I-1 - Diagrama Esquemétice do Aparato Experimental.

a9
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Figura [II-2 - Esquema do sistema de resfriamento, para

escoamente de agus na direC3c normal ao plano

da figura.
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Figura II1~3 ~ Detalhes da seccio transversal de se¢Bo de teste,
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G gradiente de tempsratura nos contatos entre as
superficies de cobre das paredes super~resfriadas a lemperatura de
~170%¢C, e as placas de acrilico a temperatura ambiente {(em torno
de 2?’:‘{2}, resultaram scbre estas em trincas, principalmenie pars
temperaturas abalxo de ~120°C. Este probiema foi contorngdo apds
varios testes c¢om materiais isolantes térmicos, optando-se pela
utilizacio de silicone industrial., Este material, além de isolar
termicamente ¢ contato entre a parede e & placa de acrilico e a
secdo de teste do restante do  cirguife, apresentou excelente
aderéncia nas superficies am contato, mantendo suas
caracteristicas eldsticas e de vedaglo da &gua, mesmo para Aas
baixas temperaturas utilizadas neste frabaiho.

A rigidez da se¢lo de teste e ¢ acoplamento desta

no circuito s3o garantidas por grampos de altas pressBes.



111.2 - ProcepiMENTO EXPERIMENTAL

Utilizande~se um registrador de 20 canais de marea
FLUKE, as tfemperaturas nas superficies das placas de cobre
super—~resfriadas foram medidas por 10 termopares calibrados, tipo
cobre—constantan de 2 mm de didmetros, com faixa oti] de medidas
de temperatura de ~200°C a 40000, instalados nos ceniros e em
Bnhas nas placas, distanciados de 0,2 m um do outro, enguanto 156
termopares iguals, posicionados a 0,2 m axialmente e 0,025 m
transversalmente um do outro, foram utilizados para a determinacHo
das temperaturas internas no material sélido e liquido.

Um mandmetre tipo U, utilizande o tetracloreto de
carbono come liguido manométrico, € conectado na placa de
orificio, construida em ac¢oe inoxidavel, formande o sistema de
medidas de vazdes do fiuxo de Agua, cuja curva de calibraclio é
apresentada no Apéndice K.

As temperaturas nas paredes laterais
super~resirirdas da se¢Bo de tfeste, foram mantidas jguais =
constantes stravés da circulagio de nitrogénio injetado, 8 press8o
constante de 0,5 atm {5.1{1‘i Pa} nos difusores de nitregénio
instalados no intericr. dos canais de circulagHo, o que garantiu
hoa distribuicBo e em consequeneia um molhamente uniforme por
nitrogénio nestas superficies.

No cirenito a agua proveniente do tangus, culo
fluze € estabelecido pels bombas centrifuga, tem suva descarga
controlada por uma valvula de esfera, sendo a vazdo medida pela
place de corificio calibrada, A agua entra na se¢lo de teste como
fiuzo laminar plenamente desenvolvideo, através dz secBo de entrads
di cineo metros de comprimento, sendo a temperatura de entrada da

Zgus nesta segdo medida por um fermopar.
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ApGs ¢ estabelecimenle d¢ escoaments na  vazio
desejnda, as  paredes  laterais da  se¢fo  de teste  s3Ho
super-resfriadas pela circulagBo de nitrogénio, que € estabelecida
injetande—se ar comprimide ne reservatério de nitrogénic liguido,
A pressurizacdo fof realizada 2 0,5 atm ({3, ii}‘; Pa }, mantida
constante durante todo o processo e controlada por um  mandmetro
instalado no reservatéorio. Apds a circulacde, o nitrogénio liguide
& recuperado no tanque de descarga e o© vapor descarregado  no
ambiente.

Nestas condi¢fes, a temperatura da agua em contato
com as paredes super-resfriadas da se¢do de feste, sofre uma guedsa
brusca, abaixo da temperatura de solidificagBo da agua e a placa
de gelpo formada em c¢ada parede lateral do  canal  cresce
gradualmente a partir da entrada da se¢do de teste, cujo
encerramento ocorre com o encontro das duas interfaces no centro
do canal.

No trabalho experimental , 2além da observacHo
visual dao processo de solidificac3o da agus, em escoamento laminar
no interior de um duto retangular, mediu-—-se também a vazdo e o
campa de temperatura‘ na seCHo de teste.

| s testes experimentais foram realizados para
vazdes de Agua de 0,761 10°% ; 1,088 107' e 1,459 107* m%/s,
mantendo—se fixas em -1'FGGC as temperaturas das paredes do canal e
4 temperatura inicial da agus prozima da susz temperatura de

solidificacio {(2,4°0).

Uma chmara fotografiea (marca ASAHI FPENTAX,
eguipada com lente tipo grande angular, Tilme 35 mm e 400 ASA},
fizxada a uma distdneia de 1200 mm, do centro da segBo de teste,

registrou o grescimente da camada sflida em intervalos de tempo de
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60 segundes. As posigles transientes da frente de solidificacHo
foram medidas nog negatives dos  filmes, uvtilizando—-se de um
ESTEREG MICROSC(}PEQ, marca CARL ZEISS JENA, cuja resciucio € de
4,01 mom.

Tanto na  observagBo visual como nsas fotografias
a interface €& um contorno nitido e definido, gue no ESTEREOD
MICROSCOPIO apresenta—se como uma regifio de indefinigdo com
largura maxima de 0,Imm . Assim a posicHo resultante da  interface
foi obtida pels média aritmética entre az medidas das posictes
mixima e minima , tomadas s partir de um ponto de referéneia na
escala da placa de acrilico graduadsa, ou seja com uma precisfo de

+ 0.05 mm.



CapTTuLo IV

APRESENTACAO DOS RESULTADOS
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IV.1 - IntroOnUCAO

Nos capitulos precedenies fol pronogte e analisade
um  estudo experimental e ¢ respective modelos  matematico
ehietivando a simulagdc do movimente da frente de solidificagHa,
de um Jiguide em escoamento laminar ne interior de um duto
retanguiar,

Neste capitule, pretend:&-se analisar oz resultados

obtidos seguindo basicamente quatre procedimentos:

- Comparac3o entre os resultados tebrices do modelo & a solugho

analitica para o problema de Neumann.

H

A precisfio entre os resultados tedrices do modelo proposto e 0%

dados experimentais obtidos.

- O comportamento da frente de solidificacBo devido ao super-—

resfriamento aplicado nas paredes do canal.

!

A influéneia das caracteristicas do escoamento no movimento da

frente de solidificacBo.



IV.2 - Resurtapos OsTinos

Para obtengdo dog resultados numéricos utilizon-se
um micrecomputador 286725 MHz com co~processador 80387 cudo

tempode processamento em cada exemple & da ordem de 250 segundos,

1V.2.1 - Covparacko cor SoLucio AwaLiTica

O modelo proposto fol  simplificado para ser
aplicado ao problema de Neumann, para ¢ qual  existe solucHo

anaiitica {24} ou seja

~— Problema unidimensional , com dimens3c infinita na direcHo do

movimento da frente de solidificacHo.

- Propriedades fisicas das regifes =a6lida e liguida sio

constantes e admiftidas a temperatura de mudanca de fase.

— A regifo liguida ¢é admitida estagnante e o mecanismo de
iransferéneia de calor da regifio liguids parz a interface

por condugio.

A compara¢dc © baseada na posicdo transiente da
interface e os$ valores dos parfmetros escolhidos foram o3 mesmos

utilizados por Goodrich {281 ou seia:
T, o=2°C , T, = -10°C . p.CL = 100MI/m° , K. = K = IW/imK .

p.Cp, = 2.5M)/m” . p.Cp_ = LEMI/MT . Ax = 0.25m e AL = ] dia
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A posigio translente da frente de solidificaclio &
mosirada na Figura IV, segundo a curva {(a} solucfo analitica;
curva (b) método numérico apresentado neste trabalho de  maneira
simplificada; curva (¢} métods numérico desenvolvido por
Goodrich (231 e também por Rao e Sastri {9] ; curva {d) método da

capacidade térmica aparente ou método da entalpis.

125
fm}

1003

0,75

OB

2,251

& 10,0 200 36,0 20,0 50.0

Tempe {digs)

Figura V.1 - Comparacio entre os trés métodos numéricos & a

soluclo analitica do problema de Neumsnn.

Ohserva~se na figura IV.1. gue o meétodo da  capacidade

térmica aparente apresenta wnma solugdo instéavel de forma
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oscilatéria em relagZo a solucBo analitiea, curva {a), j& o método
das  eguacdes da enérgia utilizando a  técnica  numérica de
refinamente da malha, curvale), apresenta wma solugHo divergents a
partir da 372 dia . enguanic a selugic pela técnica numérica
propesta, curva (b} ndo apresentou qualquer instabilidade ou

divergéncia para o intervalo de tempo testado,

1V.2.2 - COKPAR&@XO com 08 DADOS EXPERIMENTAIS

Com a finalidade de comparar o8 resultados tedricos
do modele semi-empirico desenvolvide com os dados sxparimentais
obtidos, foram adotadas as mesmas caracteristicas de tipo de
liguido, regime de escoamento e nivel de temperatura. No caso da
agua, utilizou-se os seguintes valores para as propriedades

fisiras a temperatura de mudanga de fase:

p. = 999.9 kg/m° , Cp

. y T 4217.7 J/kg ., K1 = 0.5656 W/m

833565,05 J/kg , v = 1,787.10° m%s , T = o % |,

3
it

640 ( Re < 2100 e 8500 < Pe ( 28000

{3 processo € inicializado a partir de umz cases
sblida da ordem de s = 10 "?m, admitindo—se uma variagio linsar do
eampo de tempeﬁatura nesta regife, ums vez gque a variagio abrupta
da temperatura na parede resfrizds dificults a indciglizagic do
gsquema numérico para t = 0. Neste instante z velocidade da frente
de =nlidificag®c atinge seu wvaler maximo, devido a0 elevads
gradiente de temperatura, da ordem de -3?OGC, e 2 solucio do

- "
sistema reguer passos de tempo em torno de 10 segundos. FEste
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problema fol contornade  aplicando-se  um  fator de  relexacio
varidvel com o tempo, DPAra AUMenLar o passs de tempo a medida gue
aumenta & espessura da casca de gele e conseguentemente dininud n
velocidade da Irente de solidificaclo. Este processo de re%axaci’-‘ia
pode ser analisado no dingramaz de blocos apresentads no capitulo
1L

Ma tabela IV.1, sBoc apresentadas &5 espessurag
tedricas de camada de gelo, para os instantes 1, &, 10 e 15

minutos em funcio das vazdes 107 L0761 106 Y e 1,458 10

4
mSZ'% . 05 dados mostram claramente a influénecia praticamente
desprezivel da vazBo de liquido, na espessura da camada de gelo.
Estes resultados também foram verificados experimentalmente, bem
como correporam a afirmacHo feita em Cheung e Epstein [1]. Assim,
optou—-se pelos resultados experimentais fornecidos utilizando-se 3

4

vazdo 1,459.10 mafs, para comparacioc ecom os dados telricos

apresentados nas figuras IV.2 8 IV.8.

Tabela V.1 — Influéneia da vazlio na espessura da camada de gelo

de gelo {mml

%, Ltenpo
tmind 1 5 10 15
Vaégo
im /sl
10“? 10,8583 24,50416 34,66619 42 46684
7,81 10"5 PO, 9T085 £4,58073 34.85695 42 7885
1,455 10_1% 10,8750%9 24,61432 24,81288 47,8484

O desenveolviments da  frenie de  solidificacio

sujeita a0 super-resfriamento, considerando-se 08  efeitos  dos
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termos 9s/8t e (é?’i‘fé?rr)z, nas egquagfes 1117 e I1.18 da energia,

sdo apresentados na Figura IV.2. Observa~se a superposicio de

efeitos da precisfo na soluCHo simplificada (@0 = 0 e j] = 0), =&
gqual esid mals préxima da solugHo completa {¢ = 1 e } = 1), que a
sojuclo pareislmente simplificada representada pela curva o = O ¢

§ = 1. A solugHo parcialmente simplificada {« = 1 ¢ } = 0} € a gue
maiz se aproxima da sclugBo completa, © que nos lsva a concluir

gue o termo Os/3t € um fator preponderante na precisfio da soluco

abtida,
50
-
‘§‘ -~ ,«’?::
[mm] o
TW= ~170°C
256
Ty = 2,4°C 5
Q= 1459.10% w7s
% Dodos experimanials
Dados tedricos
a ¥
i 1
-————-= 0 O
T § O
T 0 H
0 ; :
O 7.5 {mmn)d 15
Figura IV.2 -~ Perfis da frente de solidificacdo considerando—se

os efeitos dos termos o.(2s3/81) ¢ y.(ané*n)Z, para

o BEDD  Pe { 2RB000,
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0O termo (é?’I’f(:‘f?g}Z, referente a uma parcela da ni3o
linearidade devido a dependénecia das propriedades fisicas com &
temperatura na  equac®o da energia para a regilo s6lida, 8o ser
desprezado apresents uwm erro maximo de 8%. Por outro lade, 3
velocidade da frente de solldificacBe (8s/8t), se desprezada das
gquagtes da energia, como simplificacdo feita por Ramsachandran
{17}, apresenta um erro maximo de 18%. Assim, os resultadas
tebricos gque se seguen sdo apresentados admitindo-se o sistema
completo de egua¢fes (o = 1 e § = 1}

Ma Figura IV.B €& apresentado o erro relative
no calculo tedrico da espessura da camads de gelo, em funcio da
temperatura de resfriamente da parede do canal, gquando a
velocidade da frente de solidificaclo {(ds/0t) €& desprezada. Os
resultados foram obtidos para 0. centro do canal (¥ = 0,5 m), a
partir das condigtes de vazlio § = 1,459.10"4m3/s, e temperatura
inicial TIm 2.4”(:, para o instante de tempe iguzl a 13 minutos.

Observa-se que a simplificagfio admitida em
Ramachandran [17], de que a velocidade da frente de solidificaclio
{(8s/3t), nas equagles da energia das regiGes sdlida e liguida pode
ser desprezada, depende do grau de super-resfriamento aplicado na

parede do canal.

BHigAMPE
BIBLIOTESA cENTRAL
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Figura IV.3 ~ Erro relativo em fun¢He da temperatura de parede,

quando 38s/8t € desprezada, no centre do canal

{x = 0.5 mh

Na Figura IV.4, pode ser visto a concordéncia entre
¢ perfil das posicBes transientes da frente .de solidificacis
fornecidas pela soluclc numérica do modelo proposto e os dados

experimentais obtidos, para a temperatursa de parede Igual 2

. 0 . -4
dgua de 2,4°C e vazdo de 1,4588.10

£

e i U
—170 0, tempeoratura inicizgl &
m is. O arre maximoe eneontrado € da  ordem de 4%, devido 2

.

infindneia  de algouns fatores tals como
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Nitider suficiente da  interface  sOlide~liguids nos nepativos
dos Tilmes, paras determinaCio precisa da localizacio da frente

de solidificacio.

Os  termopares utilizados parz controlar ag temperaturas  das
paredes super-resfriadas, possuem tempo de resposta muito
grande, deslocando a referéncia de tempo tomada no inicie do

provessa,

£} O uso de correlagfes empiricas na formulacfo do modelo, implica

50

3

fm

Figura IV.4 - Desenveolvimenio da Trente de solidificacBo para a

em simplificagtes que afetam os resultados obtidos.

modsle proposto

X dodos experimeniois
Ty £ -170°C
T, =2,8°C

6 =1L,459.00%m3s

12 R
¢ fminl

poaicie axizl X = 0B m e 8500 < Pa < 28000

i3
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Nos perfis das posicles telricas e experlmentals da
frente de solidificaciio ao longe do cangl, mostradas na Figura
W, para os instantes de tempo 4, 8 e 12 minutos, observa~se o
comportamento unidimensional do processe, & menes de uma peguens
regifc de aproximadamente 20 com, a partir da entrada da secho de
{esie,

O perfil tedrice da temperaturs transisnte para a
regiio sdlida, mostrade na Figura IV.6, & comparado com o5 dados
exporimentais de temperatura, medidos durante 8 minutos, por um
te: mopar localizado na regifio silida, na posigHoe axial ¥ = 0,2 m e
transversalmente §= 0,025 m da secio de teste, apresentando um

erro maximo de 5%.

80
- Tdeio proposto
g ¢  dados experimentais
fom] T = ~ITO°C
T, = 24°C
0 = 1,459-16" m3s
1~?= 41min
o o sy :( ;.1- . o ;: *{
8 min
e v nr l_ -2 '}:
i t\( P P2 ’ .
P
[—IZmin
!'*‘ LN ,\ }: :: "‘ 7 1! <
o { % $
O 500 000
L {mm]
Figura V.5 - Perfis das posi¢Bes da frente de sclidificagdio ao

longo do canal, para 8300 < Pe ¢ 28000,
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Figura V.6 ~ Perfil de temperatura transiente na regifio sodlida,

relativo 4 posicio axial YT =05m e transversal

¥y = 0.025 m, para 8500 ¢ Pe < 28000.

A evolucHo tebdrica do campo de temperatura na

regifioc sélida, para os instantes (.25, 2, 5, 10 e 15 minutos, ¢

apresentade na Figura IV.7, inicialmente conhecida e admitida como

linear, sobre a cascs sdlida, uptilizsda para Inicizlizar o esquems

numérice no instante t = 0. Observa—se ainds nesta figura, gue

os pontos de encontre dos perfis de temperatura com o egixo v,

fornacem as localizacOes transientes da frente de solidificacHo.
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T ® -170°C
T : 2,4°C
T Q= 1,459‘154 m3/s
Tw
5]
[§)
G
Figura V.7 - Campoe de temperatura tedrico na regifo sodlida para

a posi¢do axial ¥ = 0,5m e para 8500 < Pe < 2800C.

Com o perfil inicial em degrau de temperatura pars
a regifio liquida, € mostrade na figura IV.8, a evolucis dos perfis
tebricos de femperatura e as posicles transientes da interface,
para o©os instantes de tempo 1. 5, 10 e 15 minutos, Observa-—se
também que os pontos de encontro dos perfis de femperatura com o
gixo ¥ , Tornecem as posicBes da interfact nestes Instantes.

O comportamento da velocidade tebrics da frente de

solidificacioe, para trés condigles de temperatura de parede
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. 4 3] o .

iguais a2 ~907°C, ~130°C e ~170°C, mantendo constantes a vagzie @ =
-4 a

1,454,310 m/s e a temperatura inicial da agua sz 2,40{3, é

apresentado ng Figura 1V.9.

Earfil Iniciaiw————?

Ty~ -170°C
Ty = 2,4°C

g = 1,459.10 %

U |

0,5 Y/H 1,0

Figara IV.8§ — Campo de temperaiurs tedrice na regific liguida pars

a posicBo axial x = 0.5 m e 8500 < Pe < 28000,

& velocidade da frente de solidificaclo € elevada
no inicio do processo, diminuinde rapidamente até o instante de
ternpo em torne de 3 minutes. Neste inicio, a8 solucde do sistema
requer puassos de tempo muito peguenos, da ordem de ID"S segundos,

pars convergénelz dos resultzdos.
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?: Ty = 2,4°C

2 = 1,452.107 % mYs

£,8 4
Y 5 t [ min] 12
Figura V.8 - Velocidade tedHrica da frente de solidificac3o, na

posiclie axial x = 0,5 m, para diversas temperaturas

de super-resfriamente e 8500 ¢ Pe < 28000,

Na FPFigura IV.10 € apresentade o gradiente de
pressiio tedrico entre a entrada e a saida da secdo de teste em
funcic das posiebes transientes da interface. Ao se considerar
este perfil deve~se salientar gue a gueda de press3o considerada e
aguela devide apenss a camade de gelo e tem um valor maximo,
definide pele limite superior do MNimero de Reynolds no regime

iaminar.
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30
Tw = - I70°C
P
AP g = 761075 s
Z
Pud
i5 .
G ;
0,5 By /M (O

Pigura IV.10 ~ Gradiente de press3c tefrico, na segdo de teste em

fungio da formacfo da camada de gelo no interior do

duto,



CapiTuLo V

CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS
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V.1 - ConcLUSOES

Na técnica numérica desenvolvida |, o fato da
interface apreseniar um contorno bem definide abre uma nova
possibilidade de  determinacio da malh: o dsto é, a imobilizacle da
interface através de uma transformag¢do do sistema de coordenadas.

Como 4 transformac3o € feita sobre um retingulo, a
divisfo da malha e & selucdc 4do método das das diferencas
finitas eseelhido torpna-se um problema mais simples, O custo
desta simplificag8c como ji sabemos, sfo as equagdes resultantes
mais complexas nque as originais.

Se considerarmos & excelente comparatico com os
resultados experimentais ¢ ¢ razodvel tempo de processamento no
microcomputador 386,25 MHz, entBo concluimos que esie método pode
ser extremamente adequado para este tipe de problema.

Desse modoe , foi demonstrade que o modele proposto
na sua formulacio analitica e na sus solug%o numérica pode prever
o comportamento da frente de sclidificaclo, campos de temperatura
e gqueds de pressdc com boa precis¥o e com reduzideo tempo
computacional.

Além disso, 2z formulacHo analitica geral permite
prever os resultados de modeles desenvolvidos  por  outros
pesquisadores além de avaliar os erros causados pelos varios
tipos de simplificactes no modelo analitico.

Embora exista na literatura um grande nimero de
trabalhos referindo-se # mudangs de fase com fluido em repouso (o
classico problema de Stefan) o quadro se reverte guando se trata
de liquido em escoamento principalmente devido & importéncia da

conveccio livre no escoamento do liguide.
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0 modelo agui proposto niAc pretende resolver o
probiema na sua forma mals geral, mas limita sua aplicabilidade ao
problema de Stefan assocliado a conveccBo for¢cada e preliminarmente
gm regime laminar, embora esta nfo nos parece uma restricloc tHo
impo tante,

Experimentalmente, verificou-se que, quando a
temperatura do liquido de mudanga de fase era a ambiente, ccorria
um escoamente secundaric gue deformava completamente a superficie
da camada sGlida ao pass.o que nenhuma deformagdce ocorria guando a
temperatura da z’sgua‘ era proxima da temperatura de solidificacZo,
razd3o pela qual todos- os resultados aqui apresentados foram

baseados nesta (ltima condi¢ldio de temperatura.
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V.2 - Exrensors FUTURAS

Do  que fol  exposte  anteriormente, pode—-se
claramente perceber gue existem infmeras possibilidades de
desenvolvimente de aspectos que ¢ Iiodelo, tal como proposto, ou
n¥o consegue atingir ou deixa apenas entrever,

Evidentemente, a2 maior parte desses aspectos
corresponde & elimina¢8c de uma ou mais restricles gque formam o
corpo de hipbteses scb o qual o modelo estd subjacente,

Por exemplo, ao eliminar-se as hipSteses de perfil
de veloeidade parabélica e admitir a2 temperatura inicial da agua
como proxima da temperatura ambiente (2560), abre-se tode um campo
para se introduzir fendmenos até agora ndc tratados, como a
presenca e o efeite real da convecClo livre no comportamento do
movimento e no formato do perfil da frenfe de solidificacio,

Por ‘outro lado, mesmo com & formulacHo atual,
existem aspectos gue possibilitam um estudo mais detalhado como no
rasoe 8o escoamento forgado turbulento, aumentando assim  a

aplicabilidade do modelo.



APENDICE A

EQUACAO DO BALANCO DE ENERGIA
PARA A INTERFACE SOLIDO-LIQUIDO
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L

O balanco de energis na interface sélido—liguido

para o problema de solidificagfo segundo a figura (IL1), pode ser

eztabalecida como:

Filuzxo de calor na Fluxo de calor na

direcBo positiva direglo positiva

¥ através da fase y através da fase

solida liquida

ou,
q - q = C ds{t) para '3'; = gt}
8 1 L dz

‘Taxa de calor 1i-)
berads durante a
solidificagio por

unidade de area

da interfarce,

(AL}

Quando & transferdncia de calor em ambas as fases €

admitida por condugfo pura, tem-—se:

gue substituidos na equaglo (Al) produz ,



& 7 g T —
g 3 — —
ko =k — = ¢, df{t) para ¥y = s{t) {AZ)
gy CARY at
sendo;
ds (1) . , , .
— a velocidade da interface na diregdc negativa ¥y,
dt
Qa : o ¢alor latente por unidade de massa do material de

mudanca de fase,

Generalizando ag condicfes de contorno da interfase

para o c¢aso bidimensional a forma da interface €& definida pela

pquagdo:

Plx, v, t) = O (A2)

& equacioc {AZ) pode ser escrita como:

k VT VF - k VT VF = p ¢, = (Ad)
& 5 H H Lo
81
onde
T N o4
LA :'"_*:%'ﬁ?:”f*t—j—ig . i = o8 Q1 1 {AR)
* 3z 8x 8y &y

RFelacionande o gradiente de tempsraturs 07 /8y oom STi;’Sx, tem—sa
Y



ar

P OF/By

Ay GF/BX 8x

i

substituindes 3 relacHo (A8} em (A5},
oT aT. e
vy WF = ot SE 4 1 OF SF/Oy
! 8x 9x 9z Oy GF/8%
ou
. 2
&T : —
9T BF = ek OF [ 1 +{§Fla——f’_} ] ,
! 8x  8x 3F/8x
substituindo (A7} em {A4), tem-se:
. ar 8T
w2 [ B on D
ax OF/3x dy Jy

ge a eguacHo da interface € expressa na forma:

P, ¥, T = x - s{y, £

219

H
ok

L8

(A8)

(AT}

{A8)

{AG)

(A1)
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Introduzinde as relactes (A10) em {AB), lem-—se:

para v o= (X, b {A11}

e a transferénein de calor na fase liguida ¢

admitida por convecgHe, 2 eguacfo da interface {All} toma =

forma:

paras ¥ = s(x, 1. (A12)



AreEnpice B

COMPONENTES TRANSVERSAL E AXIAL DAS VELOCIDADES



Admitindo—se que o perfil de velocidade na segdo de
teste permensce parabblico, segundo as mesmas hipdteses utilizadas

por Zerkle e Sunderiand {31, tem-—se:

r‘qg
it
]

=4
!

max
v o= s . a =0
v=~3 , u=o0
Assim:

)*]

ux v, 0 =0, [1 -

Wil

eomo a vaz#o € mantida constante em gqualquer seccHo transversal do

canal,

ou

th

2Ha U 0 =2 j T (%, ¥, thady
medio 0

Apbs integracio term—se:

mazimo 2 S medio

2 s



roesultando noe perfil:

BE VD =g )7

u o fr -

wi b
RN

A partir da eqguagBo da continuidade,

componente da velocidade v{x, y. t) na forma:

_ f’ i G ¥ gy

Vix, v, 0y = ~
0 8x
oy
e 3 H.y vV \24 95
vE VD =50, = - (2] =
8 3 X

ohiém—~se

A



Apenpice C

TPMPYRATURA MEDIA DE MISTURA



T4

A tmmperatura média  de  mistura  da  regido

tigulds (“’fm), para gualguer seccH#o transversal do dute € da forma,

e & velocidade parabolica,

2

i=22_[1-(¥)]

4.8.8

il

{C1)

{C2}

O perfil de temperatura da regido liquida, também admitida como

parabdlica € do tipo:

T=ay +by +e¢,

sujeita &s condi¢fes de contorno:

w2
i
o]
nd]
]
=3
w
4] I%’i
I
o

<
H
i
=3}
It
;.a

assim,
]2

A Ares infinitesimal da secgdp transversal,

F=T, ¢ (1, - T,) |

@ [

figursg €1 e calculada como:

A = a.dy

{C3)

& apresentada ns

{C4)



£2H

i
SOOOVNINNONNAY

.,
ey
il

Figura 1 — SeccHo transversal da se¢Ho de teste.

Substituindo—se as relacBes {C2)}, (C8) e (C4} em

{¢1), tem~se gue:

onde:

T = P{x,0,1) : Temperatura no ceniro do canal.
[+



ApEnpice D

OUEDA DE PRESSAQ AXTAL NA SECCAO DE TESTE



w-F

]

Pars escoamento laminar entre placas planas e

paraleias, o perfil de velocidade, Bejan [16], € dado por:

T = (25%/m) (85/6%) [[_iig]z - %] , (b1)

a vazdo volumétrica de liguido, considerada constante em gqualquer

secCio transversal do canal, como:
s

Q= _ uaa, (D2)
-

e s Area transversal da secgdo infinitesimal dada por:

1

dAa = a.dy {D3)

Substituindo~se as relacBes (D2) e (D3) em (D1},

tem-—se gue:

SF _ 3.4.Q

% 2,}:3‘&

como, OF/8X € uma constante:



7

P - P L
w+hix X - AR - @i
Ax Az B
axzsim,
_ BHU_pAX
AP = =3
s
ondsa:

U = Q/(2.H.a); velocidade média na secGio transversal de entradsa
™

do canal.



Arenpice E

APLICACOES DAS TRANSFORMADAS DE LANDAU
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A aplicacgdo das transformadas de Landau pneste
problema, consiste em transformar as varivels da funclo camps de
temperatura T = Tix, y. 1), através de uma relaclo 9 = @x,11L,y)
entre as variaveis, obtendo—se wma fungdo campo transformada
-’E_"k*-x"i‘m(gs @, ). Assizﬁ, a derivada total da rela¢@ino para a regifo

slida, n = n {8(x, 1), ¥] & dads por,

dq:-‘?—gd§+§ﬂ(§§d§+§§df] ' {E1)

8y g N 8x at

A derivada total da funcHo original T= T (X, v, ©

resulta em,
dx + == dy + = dt (E2)

e g derivada total da func¢fo transformada F =T (X, 7. 1), tem a

forma:

T = S @R+ dn + = dt (E3)

cubstituindo~se a relaclo {BE1) em (E3), obifm-se:
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- (L)@ o[ L (3] (£ sz s

ok Mot . -
[ () 2)(E)
gt on s gt

Comparando~se as eyuacles {(£4) & (E2), obtém-se as

relacles para transfoermacio,

i“%z{-—f}% . (E5)
ay ay

AT, (o) (&) o
ax oy as ax n

2]

- . L

T _ar, () (8] -
at &t Js at it

Diferenciande a relaclic (EB8} e expandindo-se o

produto, resulta:

T 3 a"r’”"} a [ af"f"‘J - & { aﬁ‘*‘"] -
LA OO B + S P8 e+ e 221 gt EG
d{ n J 3 {ar; dn = L& X = Lan (E9)



B2

(o) -2 (2)- s (2] () a2 (2] () s
Iy Sy NIy ds N ay 3% 88 ~ Oy At
(E10}

substituindo-se as relagBes {(E8) e (E10} em (ES8),

regnlta,

@)*(.@a”ﬁ“(@f} ;@_[fz:] 5 8_(9;%" }
d = dn + dx + dti +
{6}? gy ) Lo Len ax . o1 at a}
6”1“"’“] i(.@a}—, _@_[a_n} @*é) .0 [an) &
+] == dv + dx + dt
[a”? [ag; &5 & \ &y [aE as[ay}at ]
(E11}

{»‘?ﬂ_—](a—_fﬂ at (E12)
3y ‘\at

Do diferencial de [&T/8y}, tem-se que,



B3

";—;}dgi*?:{w:]d? (E13)
Jy gt S ay

& comparando-se as relacdes (B12) e (£13), cbiém-se:

&% { an }? 8°F 57 ) a%n
=z A = Yl e == (E14)
&y Iy &y Sy

Finalmente, as relacdes (EB), (E6), (E7) e (El4),
necessadrias a transformaclo das varidveis do campo de femperaturs
na regilio sélida T (X, ¥, t) para T = T (x, n, ©) s¥o obtidas.

A relagdo entre as variaveis da regilio soélida

admitids como,

A (E15)

e que, apds substituicde nas reiacdes (E5), (E6), (E7) e (El4),

resultam nas seguintes relagfes de transformacio,

e Jp— - e
§4§x53+{’7“i][§§}§§— (E16)
8% 8% H -5 gz / “h

6’“—[ 1m]5’? (E17)
H_.



1

2

or _ oT_
81 Ot
T
gy ° H
E =y

- 8

Jz a7
an

Para s regido liguida, admitindo~se a relagio,

a

84

{E18)

(E16}

(E20}

que, substituida nas relagdes (E5), (E6), (E7) ¢ {(El4), produz as

seguintes relacBes de transformacfo, para a regifio liguidsa:

2115
;

&

{(E21)

(E22)

(E23}

{E24}



Apenpice F

ADmENSIONAmeAo 0 SISTEMA DE EQUACOES (11.5) & (11.16)
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O gistema de  eguagoes  {(11.8) -~ {11.16), &
adimensionalizade, a partir dos seguintes pardmetros
adimensionals:

x = x/H . vy = y/H , 5 = s/H,
E=y/s . = Ay-Sy/H - 8)

T -7 o

T b

T o= s tom=— .t

Tr Tu 2-12
u = Hu/a , V= V. 8/ e AP = AF/{p.U)(RI)

1 m

¢ segundo membro da eguagBo {115}, referente =a

fase sblida &,

vm.2 [K@.?% }
dy 8y

e gue apds desenvolvimento do diferencial fica,

P — e
v{*"f‘}.[x("’f} ) +[ or } oKD ] (F2)
ay Sy
MAas,
AT+ _ 0008553 &,
&y ay

gue substituinde em {F2), resulta em,
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e o= _
VLK. - ﬁz%,[ ‘-’-?:é] (F3)

dy gy
sando,
BETY = 0,003553.%(T)
on na forma adimensional:
B(T) = 0,003553 {1.0907.107° + 1,4688.107 [T +(T -T )T]} (Fa)

'Assim, substituinde {(F3) & (F4) ns equacBo (IL8),

as equaCles das fases sflida e ligquida, apés z substituicfc dos
par@metros adimensionais {F1) e das rela¢Ues de tranfermacio

{E18)~{E18) e (E21)-{E24) desenvolvidas no Apéndice E, resultam

[EHIN

2
venxm  (TeT) ot pem (BT (i“z}z
an°  H° (1-s)%  ‘an

¢ < x5 L7/H . 6 < <13 , 1t >0 {F5)




8e

Ty (Tr*Tu) T

( & }{ I% ] 75 ] i ¥ a1

— iy ammm. i + J— {E »—‘i‘ } y i —— ) r—

8 a% gE Z gk K *
H £ W 8 2.82 3£2

v xsL/H , 0<E ¢l , t£>0 (F6}

Apds algumas simplificacBes, as eguagles (F5) e

{F&} ficam reduzidas a:

V{T).K(T) ( 1 ]2 gty BT -T) [ 1 }2 {_@3)3
Sn +

cxl 1 - =5 ar}z ai

0<% % L/ , <<l , t >0 {F7}

ar _ [E)} {881 2T T _ [E) [} &L 18Ty .

£ [s](az]ag‘”“[& [s][ax]ag]*"(sag)‘
2 NE

[é]‘?—? 0<xsLM , O0CE<I , t>0 (F8)

Engquantoe as condicBes de contorne e inicial,

equaches (IL.7}~{11.12}, tornam-se:
Tix,:‘;.t}=’?z,GsxSLKH,Gsﬁﬁz,tmO {Fg)}

THix, A )= ~1 , <z 2L/AH , n=Il , t >0 {F10)



T,
%E{xg;m =0, D<XSWH ., E=0 , =0 {(F11)

interface,

Tiegnt) = TIXELY =0 , 042 S L/H =1 ,n=0 1t2>¢0

{F12}
1 -+ ;é?_'s_z wé‘z_éh(y‘w?)'r -
ax H{1-s} an & 't ‘wilel T
pcaz ag
xz.g-z-.ﬁ,gf,ﬁ'ixsbfﬁ,g:l , n=0 , t>0
oH,
z k
83 1 ar 4 H 1 _
{“[é"ﬁ”[[z«-s]éﬁ 'é‘[ﬁ‘“iz“]'“u ] =
o s
% 1 Jg
—f&“(gi"é']“gf,0<X$Lfﬁ,gzl,n:(},t>0 {(F13}

Os perfis de velocidade na regilio liguida, eguagdes

{(11.18) e (11.14), na forma adimensionzsl resultam em,

*y 838 vy’ ¥
g-ll:[-z"]{m}[l“(E)],OSXSL,/H,OSE-SL‘Y,)O



G0

ptxs LM, 0sEg1, 100
a3
o,

, PR B _ pR _
“‘:5‘"‘3*"3‘“4“‘"”*““.3.&1.5[1 £} .oz xsL/H,08sEs1, T <

Q. as
vix, £ 1) = 4.2.3 Es 1 -1 5
.

<z <L/H,0£E£1,1t<C0 (F15)

A temperatura média de mistura, eguagio {iI.18}, e
a gueds de presszo axial, equacio {11.18}, tornam—se,

respectivamente:.

{(r., -1 )T =4 (r. ~1)T
H W m 5 Y W 0

o,

A
. e 2 &
! z I {F18)

ot tp = 3.QuH.x/{2.8H")

L

o
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3.QHx ) {(F17}
pUt (220 s

Ap =

onges
B, = 4 Ha/{zn + a)
N, = hD, /X,

G = Z,Hm.ﬂ‘a
Ty = T{x,0,8)
Cp {‘Tf“'i‘w}

%

Stg =



Arenpice G

-

METODO  DE CRANK -~ NICOLSON
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& métede impliciis  de  Crank-Nicolson segundo
Smithizo],  eliminag & restricie  de estabilidade ¢ melhora 3
precisdo da aproximacio, devide A0 uso de simetria na constru¢@o
gz enuario diferencs, levande & um erro de truncamento de segunda
ordem.

concidere 4 geomstria  da edlnia  apresentadas na
figura {(G.1}, 8 qual possul um centro de simetria no ponto A (xf

y, t +%) gue nio constitul um ponto da grade.

{x’hxofof\‘ﬁ?"g’

1 i

/ fX'hx/.:gf{gg)
/ S o

{r-hy.¥,t! Blry.t) ! (xehy.¥.t} X
;
|

"4

Figura {(G.1) - Cenmatria da célula utilizada.

As darivadsas 40 sistema de 2onacoes

a

1.1 73-{11.233, 2o aproximadas nelas equagles diferencas

]
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Tinitas, através das  séries de Tavlor., A partir da  geometria
arima, com simetria no  ponto A, para a variavel temperatura
Tix,¥,b}, tam—-se as seguintes sguacdes diferencas:

-~ Difgrenga centradsa, com erre de iruncamento de sepunda ordem;

’I‘(x*rhx.y,t} - T{x -hx,y,t}

o
% B 2 hx
a7 _ T(x+hx,y,t+k) - T{x~hx.y,t+k)
&% o 2 hx
+ — Jy~h .t
or _ T(x,y hy,t) T{z¥ y )
8% 8 2 hy
A - ,t+k
o1 _ T(x,y-i-hy,t k3 T{x,¥ hy }
ax c 2 hy
e _ T(X+hx.¥.t) - 2T{x,v.t} + T(X"hx.y;t}
- 2
3}:2 B hx
- +kY + T{x-h ,v.t+k)
o _ T(x+hx,y,t+k> 2T{x,y.t+k} T ¥
2 - 2
ax C hx
&y T(X;}«'%’hy,t) - 2T{x,yv.1) + T(x,y-why.t)
; = =
dy  ‘'m hy
2 T{x,v+h ,t+k) — 28T7{x,y.t+k) + T(x.y—h_.t+k)
a T - " ¥ ¥
o - Z
ay® le h

¥



9

~ Diferenva avanoada, com erro de truncamento de primeira ordem:

ar o Tix, v t+k) - T(xy,1)

ai k
P

~ Diferencsa avancada pars trés pontoes, com grro de truncamento de

segunds ordem:

~3T{X,y.1} + 4T(X+hx‘ v,r) - '1*(x+2hx,>f,t)

or | _
% 5 2 h
5T -3T{x,y.t+k) + 4T(x+hx, v bk) - T(x+2hx,y,t+k}
ox c A hx

- + + - P{x,y+
ar _ ITix,y.t) 4T{x,¥ hy.t} T{x.¥ 2hy,t}
Oy 5 pA h?

- ; + t} o T + +
a7 _ 3T{x ¥y, t+K) + 4T(X.¥ hy,tﬂn) T{x.Y 2hy,t K}
Gx Z h

C »

~ Diferenca atrasada para irés pontos, oom eITC de trunecamento de

segunds ordemu

111(1}:"'?.»}?1 ,}7,t} o 4?‘(:{"}.} t:’rt{.‘} - 3?1(-};!}"!2)
x h-

9% 2h
4



a6

’E‘{x-‘z_hx,y,wk) - 4-’!‘{):*«-1’17{,3’,?%}{} ~ ar{x,y.t+k)

A N

534 - Ehx

e T{x,v=~2h v,1} ~ 4T{x,v—h £} — 3T{x,¥.1}

T | y y

oy a ‘Bhy

r 'I’{x,shzhx,t*&-k} - Q’I‘ii:’;,}?“hy,t-%-k} - 3Ti{x, v, itk
dy c th

Fomando—se as derivadas dz varidvel no ponto A,

come a média aritmética das derivadas nos pontos B e £, obtém~se:

A I {?2 aT }

g% R o 1 ax ax c

9 A 2 ay 8 ey c

T _1 [az'r L 8T ]
8;:2 A 2 axz B ax’ie
&T 1 [ a7 ] L 8T }
2.2 =5 | — ”'"E
fﬁ‘yg & - Oy B Gy e

Além disso, o walor da wvarlavel temperatura no
ponts "AY, € tomado  como:
i

o =L (r), + Tl

A 2



ArExpice H

DISCRETIZACAO DA FQUACAO DA INTERFACE



48

Na eguagio (J1.28) da interface,

.. - 2 .

&g [ [ as 1° 1 ST

=, Ed P oo Ll e RT3y . Kt

It t7 1} L 3x ] } {{ L S) on N A TPy

s variacio axlal da posicle da  frente de solidificacis e o
gradiente de temperatura da interface para a regifo sdlida, sdo
respectivamente digeretizados u‘tiiizando-ée a equacido diferenga
finita avanCada para irés pontos, com erro de truncamenio de

segunda ordem e calculadas explicitamenie como:

A temperatura média de mistura {’I‘m), da regifio
liguida € calcnlada em relag@io a temperatura no centro do canal

{ap&ndice C) e adimensionalizada {Apéndice F) tende a forma:

Assim, a equagie (1123} na forma discretizada

resulia em:



95 Wk —35% + 45 - & z
ikl = A 1+ i i+l i+2
4t 7 ' 2 AXx ’

k

k& e
L STi,u + 4Ta,ﬁ+z Fi,N&z
’ k 2 AN
i

. ¥ ¥ . .
- 084  Nu T /{4 si)} , 1 <1 SNN,]=

N.k>¢C

24



ApEnpicE 1

DISCRETIZACAO DA EQUACAO DA REGIAO SOLIDA
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Explicitando & derivada aT/at na eguagio (1.17) da

regifip s6lida, oblém-se:

ﬁ-[lwﬁ]{ﬁi](ﬁﬁ)+5ﬁﬂ vm(. 1 razfr ,
g1 1 ~ 8 4t an Cﬂ(T} o i ~ 5 6172
ey (TN 1 Vrer)® o
Cp(’I‘} o, 1 - s an '

O produto entre 88 propriedades f{isicas, na forma

& rearranjado, desprezando-se ‘os termos de ordem

dimensional,
-10 .
{10 }, assim,

KGR VT = (1,0007.107° + 1,4685.107°.T) (2,09 - 3,653.107° T)

ou na forma adimensionalizada,
K{TY.V{T} = A3 + Aé"}” {12}
snde as constanies s3o:
A = 2,2786.107° - 3,5894.10 T,
A, = -8,5694.107° (T~ T)
Cp{’}i‘}. & eonsiderada na  forma

5

A propriedade
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adimenstonal ecome:

M b N -
L;}{*ﬁ A,} AE'F {13}
onde,

Ax = 2118,5807 + 7,284% Tf

A = T 2845 {Tf - TU)

e a relaclo B{T) {Apéndice F}, fica reduzida & constante,
BITy = 0038758

sendo ineluida em uma novs constante,

A, = BTIT, - T) (14)

Assim, apds substituiclo das relagSes (12), {I3) e

{14} na equacdo {i1), ohtém—se:

Osli‘:)
ot e
i
Fr——
b | et
it
o
| WU
premmmne,
Ao
[l 7]
[ T
g
C'i)l('é)
3
R
+
frmm—
Q]s,...t
o —
g
[
IR
I
L T——
oM
| e
LTI,
>l >
=3 W
|+
o
48] b
»3j-3
LT

ATy
o
[a¥]
ol
[ S—
i
grrm——
P.-}t
o
Loy
=
-3
| A

-
iy
s}

A eguagido {15} na forma diseretizada & aplicads
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para tedos os pontos internos da regido s6lids (2 < 1 £ NN e N+1 <
} & M-1) e paras iste, suas derivadas sBo aproximadas pelas

eguanfes diferencas finitas {Ap&ndice G}, ou seia,

- yaridveis:
1 = jan {18)
¥
5 = 8 {IT}
R N .
TET L TE [Ti,j+2 * Ti,j-i] {18
- Derivadas:
ar _ 1 & ek
an ~ 28n ( Ti,j«yl Tz,} {I9)
a7 1 { .x ¥ %
NN {T; je1 2T, je1 T T j—‘!] (110)
a.n &n r ¥ El

Substituindo-se as relagdes {(08)-{110} em (IS},
¢ admitindo {asfﬁt)k come caleniada explicitaments pela equacio

{11.323, produz—-se para o instante de tempo t = kK AL,

H : . : k
aT _ 1 - 1 An 1 o5 % ok .
[Eﬁt :! - ( ¥ }[zﬁr; ][:’31—.) {Ti,j-?‘l Fs,_g«i] N
8,
i
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k ¥
2 +{,5.0A ' + T
() () {[ Agt08A, (T 40, "%,M}]
@ K . 8 ¥
: 1 - 5 A FO5A, (T, + T )

i

k K
Tr‘i — e
( P, ied ET,j-%qi,j«i)wlt A ]
Fiks +3,5. ¥ X
} A FO5A, { Cger id_g)
T}: je1T Tt j-1
[ 5AT } {(111)

Todas as varigveis do lado direite do sistema de
equacdes (112), agui designadas por LD{I11} sH3c conhecidas, entl3o
as derivadas (%)ksﬁo caleuladas e seus valores utilizados nos

caleulos dos ’I‘I: _, para o instante de tempo t = {k + %)&t,

3

k+172 k
T =T |
LIPI L

+
.
213
et

/ .
sibstituindo~se o0a valores de Ttﬂ‘ € no LD{I12), ochtém-—se a8

¥

derivadas (IT/Ct), para o instanie de fempo t & (k - %)&t,

ke+1/2
a1 - k+1s2
(57) = LD(H11) com T~
a7 k+1/2 -
¢ eom 4 obiencdo das derivadsas {3*{} , caleula—se Ts ; para o
instante de tempo ¢ = {k + 1} At,

o o opR g oar (B1/8t)

b, o
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: ¥
As derivadas (87/6t)*"" | para o instante de tempo

1 = {k+1¥58t, sHo obhtidas 9©pele métods de Crank-~Nicolson,

1 k1 . .
utilizando—-se a5 temperaturas T"*‘ nos  caleulos  das  eguegtes

El

diferencas finitas:

. kot d kel K s

= 4 (Ti,jé-i * Ti;jﬂi * ?i,ju + Ti,j-‘i) (113

gr 1 et _ kst Y ok

ar = am Tiger ™ Toor BT 50 7 T goad 14

. :

 ear i LI O I WOIE IR W

240 & L . 3 )3 3

{115}

Sebstituindo-se (16}, {I7) e {J13)}~(I15) em {15}, obtém—se:

QT_. k+1 B 1-(j~N)An _‘?_S_ k+1 1
at B 1_g k1 )Tt | asn |

1

2
k+1 k+1 k k 1 1
- + - S
{Ti,j-t-’l T‘x,jw‘l Ti,ju Ti,j—‘i} (-cx ) [stkn ]

kel el 3 k
% + + T
{{ “%3'{‘0“&&”&‘4 (Ti,j-rl * Ti,j-»i : Ti;}«ki Ti,;’-s)}

kel k+1 k ¥
+ A T + + T + T
A +O0.25.A, { P a1 . §ed m_ﬂ)

( 1 2 ){ Tlfi"}:@l ” 2T‘k+1 + T};'pj:*i + Tl: "'&1- 2,1‘3: ; Tl; ‘"1] -
2{}}3 2,1 I, y 1 + ] PR a3
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{ Ay |42
- o e or kel " kel  pk i }{ 441 }
A 0254 (’I’_"jn Tt Tt Ti,j_'}]
kvl kel K y
- T T - ‘
[Tj,ju Ti,jwi - ETRTE Tikj_i} {118}
au
kel k+l

aT as

owe = = + . - ; . ! d
[ 8t } 29 ( &t ) 23{22 24 ﬁs 21 ijg) {¥173

Aplicando~se o métode implicite de Crank-Nicolson

na equac¢Ho {(I5), ou seja, explicitande Tl;“f na equacdo {I17), com

a7 k+1 as k41 * e
as derivadas [z ., i e z posicio da interface s .
at 8t i

calculadas explicitamente, tem-se:

i+t ST k1 3s k41
T, = 22, ~ Iy - [é?] [ (22,2} + Z, (g{;} [{2z,2)) -

- As.zi.zif(xs‘zg) (118)
onge:
AQ = 1/{4.5m}
A= 11(20{3 & &)
K1 w1 k ¥ ]
= T 3 &
Za 0.25 ( i, i+t " Ts,i—'i i,i+1 Ti,j»u
R ST LA O S
H i.j+l i,5-1% P, 3+% i,i-1%
k+1 ket R+l ¥ k k
- e s 3 e gl o — . -+ T
22 i,3%1 Ti,;ﬁ r}ijj-"s i, et i,3 . i*j-—l)
k
Z.o= 7

a7 T,



it

i

1}

AB + Ag‘zm

i L ‘r
A ) Al Z

3
¥

I = {~-Nian

A VE 2 /T

10 78 e Ty

Ag‘,{iﬁ,zg.g?

1067
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DISCRETTZACAO DA FOUACAO DA REGIAO LIQUIDA
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A eguagdo (11187 referente 2 repidio liguida, na
forma adbmensional,
a5 SI O Ev Qs v ar
at - (5 () 5 v 5 - () (52) 5 ] s @F
z
a ¥
Z{ml——}-w——z,{}<}:si,f}f,{}{5<1,t> {3
z4 ..2
s &F
& discretizads pelo método implicito de . Crank~Nicolson,
utitizando~se 88 seguintes varfaveis e equagles diferencas
findtas, pora os pontes 2 =1 £ NN, 1 23 2 N~-1 & ¥k > O
E = {j-13 AE (Ji2)
s = ’:” (33)
ar 1 k+1 ¥
o e J4
st = (Ti; ~Ty) (34)
ar 1 ke ket X k
dE T 4AE ( P, i+ i, -1 i, 541 1,_]‘-1) (J35)
8’;‘:_ 12 %H?‘L ?MT"A “?1*’ 1{ 1 ETI:j T:ji)
i - ¥ I3 PO
ak DAE i,3+ » 3 s 3 3
(J8)
para ©5 pontos 2 £ 1 & NN-1 , 1 3} s N-1 e k>0
arT kel k41 K k .
i = + - T 37
% {Ti‘t»l,w] i-1,3 Pet, d Ti»&,J) 37
ds 1 k1l ¥+l ¥ Kk
B = azr (5. i-1 0 Tias io1) (38)



FHO

¢ para 03 pontos 1 NN, 1 218 N-1 e k>0,

ds 1 K+ ki k41 12 2 K k

Erdiall (Si—z 4s; , * 38" 4 s~ ds. o+ 35 ] (39}
ar 1 ¥t k+1 ka1 ¥ B %

e T e - + a7 - 4

&% dAy ( i-2 4Ti~1,j STi,j * Tin,j "Ti—‘i‘j + STi;j {314
pu de um modo geral para o8 pentos 2 S 1 S NN, 1 £js N-1 ,
kEo» o

dg 1 : :

5% T HAX 13 (1)

ende, para 2 =i s N~-1 , 1 2isN-! e k>0, tem—se:

k+1 k+1 k 4
= B - 8 + - g
213 i+1 i-1 5i+1 i-1
+ k1l i ¥
AN RS w SN LT L
14 i+, i-1,3 Ci+1, 3 -1,
e}

para I = NN, 1 5] £ K~} & K >0

kel B+l k+l k k
... = 8 - . + A5 + 5 ~ 485" + 85
13 {2 i-1 i i-2 i=-1
S L gkt e L - 4t + aT

14 i-2, 1 N i, ] P-2, 3 RS I i
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Substituindo—se as rela¢des {J2) -~ (J12) na equagho

{J1} & admitindo~se que a derivada (asfat)k” e a posicdo

k+1 oo
& como calenladas explicitamente, fom-se;

el
L ekt l

1 RTE S _ (-1)4E8 .88 1 ket
a1 (Ti,i Ti,.j ) 4 ¥*1 {Eﬁt) (&Ei) (ji,j-r‘.! Siger T
i
k k 3G . 2 i
+ - . S — - - e -
Ti;j*l Ti,j»i} kel {1 [(i-1) 2e]"} Hééx} 27
483§
H i
{i~1)AE 1 1 K+t k41 K ¥
— Ll s Ly " - e ) o
Skﬂ (4&5) {Msx)’im’(qi,;u Ts,j«z qs,gn Ti,jwz)]
i
Z.2, Z 2 2
Dot () (o) (m, e el
j SAE . J . s d
K k k . :
S . = 27 4+ T, },2SisNN , I $£jsSN-1 , k>0
i,3+41% i,} i,3~1
o
kel Kk ag  ¥*t
* — s - —
T s = T 7 %y (at) Ly 7 2 [214 Zzi‘zis‘zﬁ] *
2.2 2 2
171077117713 . .

- 4 =i 5 N~ \
+z,12.22+ AL 2 S 1S NN O, 1 K N1 k>0
onde,

As = ALA2 AE AE;
kel Lol & k
Q'. z Ll o + & —
*{1 i, j+1 Ti,j»-'l Ti,j{»‘l i, -1
I ST S T S solNEPES S S
z i, i+t i,3 i,3-1 i,j+1 i3 i, j-1

E
481

B0 1 - [(51) s8]} [e/ (43)]
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Apenpice K

CURVA DE CALIBRACAO DA PLACA DE ORIFICIO
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