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Nomenclatura

A = area, [L}

¢ = compressibilidade do fluido,[M]™? [L] [TT?

7 = concentragdo “in situ”

¢, = concentragio “in situ” da componente salina da solugdo
(', = concentracio “in situ” da componente dgua da solugio
s = concentragao dindmica

(s = concentragio dinamica da componente salina

(), = concentragio inicial no meio poroso

O, = concentragdo do fluido injetado

0 = coeficiente de difusio de Fick, [L]? [T1? (Cap. 2)

p = profundidade vertical, {L] (Cap. 3)

f, = fluxo fraciondrio da componente salina

f, = fluxo fraciondrio da componente dgua

P = fator de resistividade da formagio

¢ = constante da aceleracio da gravidade, [L] [T]7*

j, = espessura do reservatério, [L]

L = permeabilidade absoluta do meio, {L]*

k, = permeabilidade efetiva do meio ao fiuido deslocado, L)?
L, = permeabilidade efetiva do meio ao fluido deslocante, (L)
k,, = permeabilidade relativa a componente salina

k.. = permeabilidade relativa a componente agua

K = coeficiente de dispersio, [L)* {T]™*

I = comprimento

L, = comprimento do dominio na diregéo x

L, = comprimento do dominio na direcdo y

A = razio de mobilidade

[M] = matriz de acumulagao

N; = planos base da fungdo interpoladora linear

Npe = nimero de Peclet

p = pressio, [M] [L]7 [7]77

p1 = pressdo no bloco de produgio, [M] [L]™ (7]~

pp = pressio adimensional

pi; = pressio em um bloco genérico qualquer, (M) L] [T]72

pn = pressio no bloco de injego, [M] [L]™ [ry-*

Bo =

pressio do simulador para o bloco do pogo, [M] (L}~ (112



Pwt = pressio do fluxo de fundo no pogo, [M] [L]~ [T]72
Ap = queda de pressio, [M] {L]7* [T]*

¢ = vazio méassica do fluido, [M] [L]™®

gp = vazéo adimensional

4, = vazio méssica da componente salina da solugio, [M] [L]™®
¢ = vazdo volumétrica, {L}* {T]?

(}; = vazho volumétrica de injecio, [M] [L}™?

{Foro== vazdo volumétrica de produgio, {M] [L]™°
{@} = vetor fontefsumidouro :

r = raio médio das esferas de vidro ou graos de areia, [1]
r. = ralo equivalente no bloco para a malha utilizada, [L]
re = raio do pogo, [L]

[R] = matriz de propagacio

A = tempo

tpsa = tempo adimensional

u = velocidade média no poro, [L] [T}

v = velocidade de escoamento superficial, {£] {717}

vg = velocidade de referéncia, (L] {T]7

v, = velocidade da componente salina, [L] [T}

9. = velocidade da componente salina devido ac transporte convectivo, [L] {777
vy == velocidade da componente salina devido ao transporte difusivo, [L] {71
by = velocidade da componente agua, [L} [T]™?

vwe = velocidade da componente dgua devido ao transporte convectivo, [L] [T]7F
vt = velocidade da componente dgua devido ao transporte difusivo, [L] [T]7
v, = componente da velocidade na diregéo x, [L] [T]™

v,p = componenie da velocidade na diregio x adimensional

?, = componente da velocidade na direcao y, [L] [T}

t,5 = componente da velocidade na direcio y adimensional

vr = velocidade total, [Z} (7]

Letras Gregas

o = fator de dispersividade ou coeficiente de mistura, [Z]
e = fator de dispersividade longitudinal, {]

Oy

B
Ve

= fator de dispersividade transversal, [L]
= coeficientes da Tuncdo interpoladora linear
= peso especifico da componente salina, [M] [L]~* [ry-*

Vi



= peso especifico da componente dgua, [M] [L]~? [T}?

= mobilidade, [M]™? [L]? [T]

= viscosidade, M} [L]7? {17!

= viscosidade do fluido deslocado, [M] [L]™! [7]™

= viseosidade do fluido deslocante, [M] [L]7 [T]?

= massa especifica do fluido, [M] [L]™3

= massa especifica da componente salina da solugao, [M] [L]7®
= porosidade {Cap.2 e Cap.3)

= fungdo interpoladora Hnear {Cap.4)

= valor da fungédo interpoladora no nd i

= valor da derivada no tempo da fungfo interpoladora no no i
= fun¢do interpoladora genérica
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Resumo

Neste trabalho investiga-se o comportamento do método dos ele-
mentos finitos - Galerkin na resolugéo da equagio diferencial linear,
bidimensional, da difusdo-convecgiao. O sistema modelado obje-
tiva reproduzir numericamente o comportamento de experimento
em laboratério de deslocamento miscivel em um meio poroso, sob -
as seguintes condigbes: um meio poroso bidimensional, rigido, ho-
mogéneo e de formato retangular com injegio & vazio constante em
um dos vértices e com produgao pelo vértice oposto.

{) modelo matematico é considerado linear, assumindo-se uma dis-
tribui¢Bo espacial homogénea da porosidade, permeabilidade do
meio isotrépica e fluidos de mesma viscosidade.

Comparam-se os resultados numéricos com solugdes analiticas dis-
poniveis a fim de validar o algoritmo e o programa computacional
implementado e confirma-se a invaridncia da solugio para diferentes
orientagoes do sistema de eixos coordenados. Os resultados obtidos
atestam a viabilidade e a potencialidade do simulador baseado no
Método dos Elementos Finitos.
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Abstract

The Galerkin - Finite Element Method applied to the linear, two di-
mensional, convection-dispersion differential equation is presented
in this work. The purpose of this study is to simulate numerically
a laboratory experiment of a miscible fluid displacement in porous
media under the following assumptions: a regular retangular 2D
domain with a constant volume of effluent injection at a vertex of
the rigid, homogeneous, porous medium and with a production well
at the opposite vertex.

The mathematical model is considered as linear because the spatial
porosity distribution is homogeneous, the permeability is isotropic
and the fluids have the same viscosity.

Numerical results are compared with the available analytical so-
lutions in order to validate the algorithm and the implemented
computer program. The Finite Element invariance to the system
of coordinate direction is confirmed. The obtained results confirm
the viahility and the potentiality of numerical simulators based on
the Finite Element Method.
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Capitulo 1

Introducao

A equacio da difusio-convecgiio, a qual descreve o deslocamento de escalares em
variados tipos de escoamento, particularmente o deslocamento miscivel em meio poroso,
encontra-se entre as que apresentam um alto grau de dificuldade de resolugdo através
de métodos numeéricos. A natureza da equagio de concentragio varia de parabdlica &
giase hiperbélica, dependendo da relagio entre o termo convective e o difusive {niimero
de Peclet} e das condigbes de contorno.

A utilizacdo de técnicas de diferengas finitas cldssicas como: a aproximagio por
diferenca centrada para o termo convectivo resulta em instabilidades e oscilagbes. Métodos
utilizando a aproximagio da diferenga a montanie apresentaimn solugbes n&o oscilantes mas
com erros significativos que se manifestam no comportamento denominado de difusio
numérica, Verifica-se também que a utilizagio de vérios esquemas de diferengas finitas
podem apresentar respostas diferentes se a orientacdo dos eixos coordenados com relagio
% direcio real de fluxo é alterada. Este efeito de orientacio de malha estd intimamente
relacionado com a difusdo numérica.

Neste estudo utiliza-se um dos esquemas alternativos a fim de investigar as
dificuldades mencionadas acima, o método dos elementos finitos a partir da formulagdo
de Galerkin. A atratividade do método vem se confirmando pelo niimero crescente de
trabalhos realizados, utilizando essa técnica, na resolugio de problemas tipicos & industria
do petrdleo, nessa drea,

No segundo capitulo faz-se uma pequena revisio dos mecanismos que gover-
nam o deslocamento miscivel e introduzem-se alguns conceitos basicos. O iltimo tem é
destinado a relatos, difundidos na literatura, de alguns comportamentos observados em
experimentos de laboratério.

0 terceiro capitulo é dedicado ao desenvolvimento do modelo matematico que
rege o problema fisico. Definem-se as condigdes de contorne, adimensionaliza-se o sistemna
de equagdes e distingue-se o conceito de concentragio "in situ”, da concentragio dinamica.

0O método dos elementos finitos é tratado no capitulo quatro, assim como o
conceito fundamental do método dos residuos ponderados e cada etapa envolvida na
obtencio da formulagio fraca. Apresenta-se o elemento finito triangular simplex e suas
funcbes interpoladoras. Procurou-se destacar a obtengio das matrizes elementares e como



CAPITULO 1. INTRODUCAO 2

estas se compdem no processo de obtengho da matriz global do sistema discretizado. Ao
final do capitulo faz-se uma rapida mencio dos métodos de integragio utilizados: o de
Runge-Kutta e a Regra do Trapézio Generalizada.

0 capitulo cinco é destinado ao teste do algoritmo e do programa computaci-
onal. Avalia-se o erro entre as solugbes numérica e analitica, onde obtém-se dados para
diferentes valores de discretizagdo, do tempo e do espago. Aproveita-se para comentar o
comportamento invariante do método em relagdo & orientagdo da malha.



Capitulo 2

O Deslocamento Miscivel Ideal

2.1 O Escoamento de Tragadores Misciveis

Os testes usualmente realizados com tragadores sdo de dois tipos:

a) testes inter-pogos no qual o tragador é bombeado por um pogo injetor e
detetade continuamente em um pogo produtor;

b) testes de pogo no qual o tragador é injetado, de modo que este reaja com
o fluido da formagdo, e depois é produzido pelo mesmo pogo.

Este trabalho refere-se ao escoamento em testes do primeiro tipo, efetuados em
malha padrio de cinco pogos (“five-spot”™), Figura 2.1.

o o ¢ o # o A 00 4

o= Pogo produtor  =Pogo injetor

Figura 2.1: Esquema de uma malha padrio de cinco pogos (“five-spot™)



CAPITULO 20 O DESLOCAMENTO MISCIVEL IDEAL 4

Dois componentes sao mutuamente misciveis quando se misturam em qualquer
propor¢io sem que haja a formacao de interface entre ambos. A definicdo é equacionada
considerando-se a fase composta por componentes mutnamente misciveis. Nosso estudo
considera o deslocamento miscivel ideal, ou seja: com componentes que nio alteram as
propriedades da fase formada.

O caso mais simples que podemos considerar € o deslocamento miscivel mo-
nofasico de um componente por outro, onde para efetuarmos nma analise quantitativa
faz-se necessario o conhecimento do mecanismo de movimento do tragador na formagéo.
Em geral, o transporte do tragador em meio poroso € sujeito a dois fendmenos: a éonvecg.éo
e a difusio,

2.2 A Difusio e a Convecgao no Deslocamento

2.2.1 A Convecgao

A convecgio é usada para descrever o movimento de fluidos governados pela
equacio de Darcy [3.6]. Este escoamento resulta do gradienie de potencial imposto no
sistema. No reservatério a diferenca de potencial é estabelecida, ou pela diferenga de den-
sidade entre os fluidos escoantes, ou pela diferenca de pressio ocasionada pela produgio
efou injeciio de fluidos. O fendmeno da convecgio depende fundamentalmente da dis-
posicio geométrica dos pogos e das condices de operagho do pogo, O nosso estudo visa
considerar o caso de arranjo de malha com padrdo cinco pogos {“five-spot”) com vazédo
de injegao constante.

2.2.2 A Difusao Hidrodinamica

A difusio hidrodindmica é composta de duas partes: a difusdo molecular e a
dispersdo mecinica. A difusdo molecular resulta do gradiente de concentragéo dos compo-
nentes estabelecido entre dois fluidos misciveis e ocorre independentemente da velocidade
do escoamento. B causada pelo movimento aleatério de moléculas de tipos diferentes. A
dispersao mecinica é o resultado do movimento individual das particulas do fluido que
escoa com velocidade varidvel ao longo dos tortuosos canais de um meio poroso. No esco-
amento bidimensional, tem sido feito uma distincdo entre a dispersao mecinica ocorrida
na diregio do fluxo {dispersio longitudinal), e a que ocorre na diregio perpendicular as
linhas de fluxo {dispersdo transversal}.

Come consequéncia da difusio hidrodinimica, o tragador gradualmente se es-
palhia e ocupa porgdes maiores do dominio do escoamento, além da regido que ocuparia
por efeito do escoamento convectivo puro. O tamanho do espalhamento ( ou misturaj
depende da dispersividade do meio poroso e da geometria do sistema de escoamento.



CAPITULO 2. O DESLOCAMENTO MISCIVEL IDEAL 5

2.2.3 'Teoria da Zona de Mistura

Quando um fluido miscivel desloca outro fluido em um meio poroso, uma zona de
transigio {regido de mistura) e formada entre cles na regido de contato. O estabelecimento
da zona de mistura € devido a0 fendmeno da difusio hidrodindmica: dispersio mecanica e
difusio molecular. O movimento aleatério do fluide, por canais de escoamento irregulares,
espaltha o fluido deslocante no fluide deslocado, dispersio mecénica, gerando uma regido de
mistura entre eles. O tamanho do espalhamento depende da capacidade dispersiva do meio
porose. A propriedade do meio poroso que mede esta capacidade de produzir dispersio
mecanica € chamada dispersividade. Em geral, a dispersividade é considerada como tendo
dois componentes: uma na dire¢do principal do escoamento (dispersio longitudinal) e
outra na dire¢io perpendicular ao escoamento principal (dispersio transversal), Para
propositos praticos a dispersdo transversal tem um efeito pequeno na mistura dos fluidos
se comparado com a dispersdo longitudinal, Harleman et alff2]. A difusdo molecular a
uim nivel macroscopio ocorre come consequéncia de gradientes de concentragio através
de superficies normais & direcio média do escoamento. Esta difusdo molecular também
contribui para o crescimento da regifo de mistura. Entretanto, tem sido verificado que o
efeito da difusio molecular na mistura dos fluidos € desprezivel, exceto para deslocamentos
a baixas velocidades, Brigham et al [3]. Deste modo, na maioria dos casos praticos de
escoamento miscivel de fluidos em meio poroso, a dispersio mecanica longitudinal € o
principal fator de criagdo da zona de mistura entre os fluidos.

A concentragio de cada fluido na zona de mistura pode ser obtida como uma
funcio da posicio e do tempo de injecio, se a geometria do escoamento e a dispersividade
do meio poroso sao conhecidas. Para deslocamentos misciveis estdveis {na auséncia de
“Irentes de instabilidade” —*viscous fingering”), dispomos de equagbes que descrevem a
concentragio dos fluidos sob as seguintes hipdteses: auséncia de rea¢do quimica, auséncia
de adsorgio e auséncia de decaimento dos fluidos misciveis. Solugdes exatas foram obtidas
para as formas mais simples da equacdo, considerando que as dimensdes {isicas do sistema
de escoamnento sio grandes e que o efeito de difusdo molecular é desprezivel. O grupo
adimensional que caracteriza este escoamento € conhecido como nimero de Peclet. E
definido como sendo a relagio entre a posigio da frente de deslocamento e a constante de
dispersdo do meio poroso,

2.3 Experimentos em Laboratério

2.3.1 Efeito da Razado de Viscosidade

A razio de mobilidade (M) é definida como sendo a razdo entre a mobilidade
do fiuido deslocante e a do fluido deslocado, ou

kz/“#a
M= 2.1
Py (2.1
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onde,

k1, by = permeabilidade efetiva do meio ac fluido deslocado e deslocante, res-
pectivamente.
iy, pp = viscosidade do fluido deslocado e deslocante, respectivamente,

Em deslocamentos misciveis, a permeabilidade efetiva a ambos os fluidos ¢ a
mesma € M reduz-se a,

i )
M= " 2.2
" (2.2)

Estudos experimentais realizados por Brighem et al [3], mostraram que a relagéo
de viscosidade durante o deslocamento apresenta grande influéncia sobre a taxa de dis-
persio, do seguinte modo:

a) Quando uma razdo de viscosidade favoravel foi alterada por um fator de 5,7 {0,175
para 0,998}, o coeficiente de dispersio medificou-se por um fator de 5,7, Embora
isto parega sugerir urna relagio linear, n&o foram obtidos dados suficientes para
consubstanciar esta conclusao.

b} Quando efetuou-se uma suave mudanga na relagio de viscosidade, da favoravel
(0,998) para a desfavoravel (1,002}, a taxa de mistura foi desproporcionalmente
aumentada e a curva predita pela solucio da fungdo erro, equagdo (5.21), perdeu a
validade.

¢} Quando a relagio de viscosidade utilizada foi de 5,71 , a curva de concentragéo
do efluente foi enormemente estendida e evidéncias analiticas e visuais mostraram
a existéncia de “frentes de instabilidade” (“viscous fingers”} do fluide deslocante
propagando-se adiante da frente média de deslocamento.

d) Para relagdes de viscosidade acima de 1.0, a solugo tedrica da curva de fungho erro
ndo € mais valida.
2.3.2 Efeito da Velocidade de Escoamento

As seguintes conclusdes foram tiradas por Brigham et ol {1] para deslocamentos
efetuados com uma relacio de viscosidade favordvel {razdo de viscosidade < 1.0):

a) Para escoamentos a haixas vazdes, o coeficiente de dispersio K ¢ diretamente pro-
porcional ac coeficiente de difusdo de Fick,

. (2.3)

onde,
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b)

4)

K = coeficiente de dispersdo {cm?/sec)

D = coeficiente de difusdo de Fick (em? [sec)
F = fator de resistividade da formagao

¢ = porosidade

Para escoamentos a altas vazdes, o coeficiente de dispersio é caracterizado pela
seguinte relagio, considerando um meio poroso artificial de esferas de vidro ou are-
nitos:

K ruy 120 _
=°(5) 24)

onde,

7 = raio médio das esferas de vidro ou gréos de areia {cm)
u = velocidade média no poro {cm/sec)

o = coeficiente de mistura

Alfa {) nesta equagho nio é uma constante mas uma fungdo da relagéo de viscosi-
dade dos fluidos escoantes e da heterogeneidade do meio poroso.

O comprimento da zona de mistura € fungio da velocidade do escoamento. O
comprimento da regifo de mistura aumenta a baixissimas vazbes de escoamento
assim como para altfssimas vazdes. Existe portanto uma velocidade para a qual
a regifo de mistura é minima. Nesta velocidade, a contribuigio do coeficiente de
difusdo molecular é uma fracio minima do coeficiente de difuséo total.




Capitulo 3

O Modelo Matematico

3.1 A Equacgao Diferencial para Escoamento em Re-
servatorios

3.1.1 Introdugao

A simulagio de reservatdrios é o processo de inferir o comportamento de um
reservatério real a partir do desempenho de um modelo daguele reservatorio. O modelo
pode ser fisico, tal qual um modelo de escala em laboratério, ou matematico. Para os
nossos propdsitos, um modelo matemético de um sistema fisico € um conjunto de equagdes
diferenciais parciais, acopladas a um conjunto apropriado de condigdes de contorno que
nds acreditamos descrever adequadamente o processo fisico do sistema analisado. Os
processos atuantes nos reservatérios de petréleo sio basicamente, o escoamento de fluidos
e a transferéncia de massa.

O modelo de equagdes, além de considerar as forgas envolvidas no processo,
deve também ser capaz de considerar uma descrigio do reservatério com respeito a sua
heterogeneidade e geometria, As equagdes sho desenvolvidas pela simples combinagéo da
Lei de Darey com o diferencial do balango de materiais.

3.1.2 Alguns Operadores Diferenciais
Seja ug, uy € u, as componentes X, y e z de um vetor €. O divergente deste

vetor, escreve-se V.#, € o operador diferencial tal gue:

Gu,  Ouy, Ou,
pe + By + Ep (3.1)

o2 b d
V.=

Outro operador diferencial til é o gradiente, que é o vetor formado pelas deri-
vadas de uma fungio escalar. .
Se u é uma funcio escalar, o gradiente, escreve-se Vu, € o vetor cuja componente
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[ F 3‘& - . a ¥ . ‘ - »
na direcio x € 2, cuja componente na direcio y é g—;‘ ¢ cuja componente na direcdo g é

Hy .
T, DU sejal

Vus= i+ 5+ 5k (3.2)
x Z

U operador especial que resulta de uma combinagio de aperadores é o diver-
gente do gradiente de uma fungio, isto é, V.(Vu), denominade de Laplaciano de u, e
abreviado como V?u, ou seja:

Hu Pu

Vi =
Lo T e T e

(33)

3.1.3 Equagdo Geral para o Fluxo Monofasico

3.1.3.1 A Let de Darcy

A Leil de Darcy para o fluxo monofasico diz que a vazio volumétrica,
{}, para um sistema com escoamento horizontal através de um volume poroso de compri-
mento L e drea de segio transversal A | é dada por:

Q=-22E (3.4)

onde Ap é a queda de pressio aplicada ao comprimento L |, g é a viscosidade
do fluido e k € a permeabilidade absolnta do meio.

Para o escoamnento numa dire¢io qualquer, nds podemos escrever a lel de Darcy
na seguinte forma diferencial:

ry
1 =

9a_ kg

onde v = /A & a velocidade de escoamento superficial, e gf, gﬁ— e % S&0 as
componentes do gradiente de pressiio na diregio x, y e z respectivamente. Qbserve que o
sinal negativo na equacio indica que a pressio declina na diregdo do escoamento.

A equacio acima nao considera a gravidade, entretanto, pode ser modificada
para incluir o termo gravitacional. Considerandoe a profundidade, D | como uma funcéo

arbitrria das coordenadas, (x,v,2) , entdo a forma diferencial da Lei de Darcy torna-se:

-t k =] =
v = *;;(Vp ~ pgV D) (3.6)
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onde p € a massa especifica do fluido e g é o valor da aceleracio devido
gravidade,

Derivando a equagao diferencial para o escoamento, considera-se o termo para
injegdo do fluido usando a varidvel, q , igual a vazdo mdssica de injecio por unidade de
volume de reservatdrio. {Um q negativo implica em produgio }. Admite-se que a massa
especifica do fluido varia com o tempo. Frequentemente a porosidade do meio também se
altera com o tempo.

Considerando o mieio poroso homogénee e isotrépico, vide Apéndice A, entdo k
¢ ¢ sao constantes, e obidm-se:

pucd ¢ -
V2 = ﬁiﬁé}“? + %q (3.7)

Da definicio de compressibilidade de um fluido pode-se escrever:

dp dp
gt" = Cp“gt- (38)
€y
dp dp
AP ¢ 3.9
oz F oz (3.9)
Diferenciando em relagio a x, tem-se:
Fp Fp Opdp dp 5, Op, '
=L mepat ot ezt o = epat 4 Pp( 2L 3.10
PRI ERLr N el e = R (3.10)
Expressao similar é obtida para §%p/0y? e 3°p/82* no que resulta:
a 7, 7,
Vi = cpVPp+ Epl(20 ) + (20)? + (227 (3.11)

Bz oy 0z
Substituindo a equagio {3.11) e a equagio {3.8) na equacdo (3.7) e dividindo

por ¢p, tem-se:
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) 4 )+(33)}-— P 5i+pkq (3.12)

Considerando fluidos de pequena compressibilidade, tem-se:

&p  Ip  p
RS RS R R

Op., . 0.,

Py (G (3.1

no que resulta,

1o d :
Vip = %_é% + -é—};q (3.14)

A formulagio acima, conhecida como equagio da difusividade serd por nos uti-
lizada para definir o campo do gradiente de pressio e o campo de velocidades, que na sua
forma bidimensional resulta:

Fp  p  uclp  u
PR Ry S VAL (3.15)

onde o termo de injegio/produgio q , vazio méssica de fluido por unidade de
volume de reservatério, pode ser escrito em funcéo da vazdo volumétrica, §) , para um
reservatério de espessura constante, h | como:

W
i
S

(3.16)

3.1.3.2 As Condigtes de Contorno
Para a analise numérica necessita-se definir ou explicitamente assumir
o tipo e a forma do contorno externe ac qual o fluido escoa.

Para o propdsito deste trabalho definem-se as condigdes de contorno da analise
para a malha padrao de cinco pogos {“ five-spot network™).

O quadrado maior na Figura 2.1 representa a malha padréo de desenvolvimento
do campo e o quadrado menor, por simetria, passa a ser o nosso dominio de estudo, Figura
3.1. Através do modelo matematico desenvolvido pretende-se predizer numericamente o
comportamento em laboratério de um modelo bidimensional para estudar a injegdo de
tracadores em meio poroso. Em tal experimento o meio poroso tem forma quadrangular
reproduzindo a matha padrio, com injecio em um vértice e producio através do vértice
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oposto, submetido & escoamento horizontal.

Para o experimento, dispde-se de uma bomba de vazio constante sendo que a
produgao € colhida a pressae atmosférica.

A experiéncia consiste inicialmente em se injetar dgua destilada no meio poroso,
até que haja uma completa estabilizagio da pressio de injecio, Apds isto, sem quebra da
continuidade, injeta-se uma soluglo agquosa contendo uma concentragio conhecida de um
tragador salino,

A concentracio de tracador no efluente é medida continuamente, sendo que da
analise de tal concentragio determinam-se os pardmetros que descrevem o deslocamento
miscivel {monofdsico} no meio poroso.

Tals condighes podem ser traduzidas matematicamente pelas imposi¢des seguin-
{es:

i} Tem-se a vazdo nula em todo contorno,

dp(t) _

o (3.17)
z =1L,

ap(t)} B

o 1 y=0 =0 (3.18)
y =L

it} A condi¢do inicial € de pressdo atmosiérica,
pi;(0) = latm (3.19)
iit} Para os termos de produgdo/injecao, tem-se:

27 kh (pr — Pus)
— MW T Hwlz 3.20
med‘ — 4 1 I?’Z-(T‘a./?"w) ( )

¥ i b
Qui = TR Pur = P8) ), (3.21)
& 4 p In{ryfrw)
onde,

Py = é a pressao do fluxe de fundo no pogo

p; = € a pressio no bloco de produgio
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pN = ¢ a pressao no bloco de injeqo
¢ o raio do pogo
= & o raio equivalente no bloco para a malha utilizada

r, =
O raio equivalente é discutido adiante, mais detalhadamente, no item referente

Tw

ao modelo de pogo.

3.1.3.3 Varidveis Adimensionais
A fim de se obter uma maior gencrahdfu}e na solugao, a despezto do

cisterna de unidade de interesse, adotam-se as seguintes varidveis adimensionais:

2rnkh
pp = 5Py, 1) (3.22)
onde, Q; = vazio volumétrica de injegio de fluido
kt
D4 = 3.23
toa= g (3.23)
onde,
A= L,.L, (3.24)
x
e 3.25
D= 7 (3.25)
Y
= 3.26
vp =1~ (3.26)

Resumindo, vide Apéndice B, a equagao a ser discretizada €

L,
Fpp _ O o (3.97)

_Ly 32p§
f 3yD " pa

L, 0z}
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Lx

&

Figura 3.1: Esquema da malha utilizada

Com as condigdes de contorno,

Opp _

5;; zp=0 0 (328)
Ty = 1

Opp -

upl yp=0 " 0 (3.29)
yp =1

e a condigao inicial,
'pD(ff-'l}, yDa{}) =0 (330)

3.1.4 O Modelo de Pogo

Quando se modela o comportamento de um reservatério por um método numé-
rico, frequentemente as dimensdes horizontals de gualquer bloco da malha contendo um
pogo sao maiores que o raio daquele pogo. 15 amplamente aceito que a pressdo calculada
para o bloco do pogo difira significativamente da pressiao do fluxo de fundo do pogo
modelado, Peaceman [18], propde um método especifico de como fazer a corregido para



CAPITULO 3. O MODELO MATEMATICO 15

a matha utihzada, fazendo o uso conveniente de uma associagiio de raio equivalente, r,,
com ¢ bloco que contém o pogo. Este € o raio com qual a pressao de fluxo real do poco,
1o regime permanente, € igual a pressao calculada numericamente no bloco do pogo. Esta
definigdo resulta em:

L
P=pot 27‘e’khlﬂ?‘0 (331)
£,
_ 2wkh {Po — Puwy) )
S e (332
onde,

p, = pressdo do simulador para o bloco do pogo

P = pressio do fluxe de fundo no pogo

r, = raio equivalente para o bloce do pogo

T = T&I0 0 pogo

Y = 4.048428 * LN{(X} + 2.200163
Yo = 0.58073 /
MALEHA : 30 x 30 //

1.00E+00¢

et

A.00E+080 =

. 6.00E+000

(p — po)/qnu

~ 4. O0E+0G0 ~

2.00E+000

Ax

K.h
plbbbbrda bt e bz e il id ke vy bk s b bt
- .
\

0.00E+000 5 : S —
0.1 1
r / Ax
Figura 3.2: Determinagio do r, pela extrapolagio da reta de pressio vs. raio
Do exame da solugho numérica da equagio de Laplace para disténcias préximas

ao pogo, obtém-se o valor correto para r,. Isto foi feito calculando-se a distribuigdo de
pressio, no regime permanente, com uma malha padréo de cinco pogos, no quadrante de
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simetria. Ulilizou-se dois tipos de discretizagio espacial e plotou-se a solugio numérica
para os varios nés como uma fungdo do raio, Figuras 3.2 ¢ 3.3. Neste gréfico semilog, a
linha reta ajusta-se muito bem aos pontes alé um raio de TAx, onde Az = L, /m (méo
numero de blocos na diregio x).

Do grifico obscrva-se que a solugio numérica dos nds préximos ao pogo com-
porta-se como a solugdo da equacdo para o fluxo radial. E extrapolando a linha reta das
Figuras 3.2 € 3.3 com a linha horizontal {p — p,} = 0 nota-se que esta intersegho ocorre
onde r = r,, de onde retiram-se os seguintes resuliados,

ro = 0,581 Az | para matha da Figura 3.2

|
ro = 0, 457Ax | para malha da Figura 3.3

A validade do conceito de raio equivalente foi desenvolvido para o regime per-
manente. Fntretanto a simulagio numérica indica que este também é valido para o regime
transiente. A determinacio numérica da pressio no pogo utibzando o conceito de raio
equivalente nos permite a posterior validagdo do algoritmo numérico pela comparagao
do valor obtido com a sclugdo analitica, desenvolvida por Muskat{16], para a queda de
pressao entre pogos numa malha padréo de cinco pogos (“Hve-spot”).

\2 00 Y = 39B5258 x [N(X) + 3118592
LA L, _:;
I Yy = 045710
1000 3 _
- 1 MALHA: 30x32 ( GRID.FOR)
o ;
S~ 8D 2
CEE
e~ ;
l S.GG"‘:
: a0n 3
i
2,00 o / - ax .
.00 4 g ‘ :
0 10

r / Ax

Figura 3.3: Determinacio do r, pela extrapolacio da reta de pressdo vs. raio

3.1.5 Cilculo das Componentes da Velocidade

O célculo das componentes da velocidade nos nds dos elementos apresenta o
mesmo procedimento adotado por Oden[17], para o cdlculo de tensdes num campo de des-
locamento. As tensdes sio obtidas pelo calculo da derivada primeira do deslocamento, ana-
logamente & velocidade com relagio a pressdo. Oden demonstrou que o calculo de fungdes
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derivadas a partir de fungbes interpoladoras lineares, ulilizando o procedimento convenci-
onal apresenta uma descontinuidade nos nés entre dois elementos contiguos. Utilizando-se
de fungbes de aproximagho conjugadas demonstrou que o suavizamento oblido pela im-
posigao da condicdo de continuidade nos nds para as fun¢des derivadas representa uma
dirninuigio na ordem do erro, Figura 3.4.

B4
BO i Exnta :30
Convencienal 77
LrmsnnGs *
__ Conjugade
]
s
g
&
[=3
d
0.8 & *

Figura 3.4: Aproximacio da tensdo por seis elementos

Portanto as componentes da velocidade nos nds dos elementos ficam definidas
da segninte forma:

IR AN
S R ES : 3.33
‘x_, N ( )
Siv___i V‘;.
V;}, — —-—-—EV-—251~ (3.34)
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onde,

N= mimero de elementos conjugados ao né j

Vi, = V2 + V2 (3.35)

Ve, = componente da velocidade na diregio x para o né j
Vy,;= componente da velocidade na diregio y para o no |
Vi, = componente da velocidade na dirego resultante para o né

V= componente da velocidade na diregdo x para o nd j devido ac elemento i

V.= componente da velocidade na dire¢do y para o né j devido ao elemento i

RPN NN T R s 2P0 ) r 0002 PP
J
G =% | =4
2
v, .
4 76 1/ =3
¥ S — 8
Y =T =2
Y
7 , .
Y i=8 i=1
7
7
%
Ai 2 =

Figura 3.5: Aproximagao da velocidade por oito elementos

3.2 Equacao da Difusao-Convecgao

3.2.1 A Concentracao “in situ”

Quando um fluido desloca miscivelmente um outro fluido em um meio poroso
e este deslocamento é estavel, ou seja, nao forma “frentes de instabilidade” (“viscous
fingers”). A equagio da difusdo—convecgao tem sido muito utilizada para descrever este
deslocamento. Nesta equacio a concentragio especificada € a concentragio “in situ”. A
equacio ¢ derivada usando um balango de material “in situ”.

Aplicando a equagao da conservagio para a componente salina da solugio e
considerando um meio poroso incompressivel, tem-se:

= d
— V'(psﬁa) = é‘"ﬁ?(ﬁscs) + g5 (336)
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Desenvolvendo a equagio (3.36),

" H Op aC
-1V s-n:s v~: — Ca“_i s 2
[pt;+m v] é{ 5 TP m]+q3 (3.37)
Considerando um fluldo incompressivel, tem-se:
3 o, |
- Psv~vs = 95’{3'.;“3”}:“ + ¢4 (338)

Dividindo ambos os lados pela massa especifica do componente, tem-se:

ac

m§@m¢6t+@ (3.39)

onde
G = §~ (3.40)

mas,
Ty = Uy + Vsd (3.41}

onde,

B,. = velocidade da componente salina devido ao transporte convectivo

&, = velocidade da componente salina devido ao transporte difusivo

Substituindo as equagdes (3.41) em (3.39), obtém-se:

= acs -
V:(a_‘gc + ﬁsd) = -—-(ﬁ“é%—* — (342)

Analogamente para a componente dgua, tem-se:

= 9C, .
v-(vwc + vmd) = “é_"a";' — Guw (3'43)
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Somando (3.42) e {3.43), tem-se:

G+ P ) = 82 ) g g (3.44)
mas,
Cot+Cy=1 (3.45)
Gs + Gu = g1 (3.46)
Ty + By = Or . (3.47)

modelo do coeficiente de difusdo (vide Apéndice C)

Py = —alir[VO, = (3.48)

= —alip V(1 - Cy) =

= a7V C,

Fua = 00|V O, = —p (3.49)

Substituindo (3.45), {(3.46), (3.47) € (3.49) em (3.44), tem-se:

V.Br = —qr (3.50)
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tem-re;

A Let de Darcy pode ser escrita como:

e = —Ap(Vp — 7,V D) (3.51)
Tye = —/\3(6}? - ’)(sﬁD) ‘ (352}
onde,
A= Rha o w, 8 (3.53)
£

Combinando as equages (3.51) e (3.52), e considerando um fluxo horizontal,

Vue = Vs (3.54)
De {3.47},
G = U1 — Ve {3.55)
Substituindo,
P i
Uye = Ur (m) {3.56)
ou
1 .
Wope == T (m) (3.57)
Seja,

T
T+ 0/ b)) Awt A

Fu (3.58)
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(3.59)

A definicio dos coeficientes de fluxo fraciondrio resulta de {3.58) e (3.59):

{;sc = fsﬁT (3-60)
Tue = fubr (3.61)

Substituindo (3.48) e (3.60) em {3.42), tem-se:

aC,

VA fibr) + V.(~afir[VC) = ~¢=5* ~ 4, (3.62)
Desenvolvendo a equagdo acima,
G 1,5 + f¥.Br — aV|Fr| VO, — ot V0, = m%% — s (3.63)
Multiplicando por (-1} e tendo,
Vf= jéfﬁcs (3.64)

ocC,
ot

df,
dc,

&|Fr |V, — .~V O, + aV 57| VO, ~ V.7 = ¢+, (3.65)

Considerando-se que:

kyy = F(C,) = aC (3.66)
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ey

o Ty i

Figura 3.6: Curva de permeabilidade relativa

Seja, k., = C,
Ee=C,=1-(C, ,Figura 3.6

. As - kkrs /ﬂs
B ‘\w + )‘s B kkrw/,u»'w + kkrs/ﬂ's

5

Considerando o meio poroso isotrdpico e assumindo os fluidos de mesma visco-
sidade,

f___ krs . Cs .
3mkrw+krs#1_cs+csm

C, (3.67)

dfs

=1 | (3.68)

Substituindo as equagdes {3.50), (3.67) e {3.68) em (3.65),

= = Ty aos -
a[z}’ylvz(fs — o, VO + GVI'E;TI.VC_, + Cogr = émé? + §s (369)

Considerando o escoamento com pequenos gradientes de velocidade e {atores de
dispersividade baixos, assume-se:

oV o2 0 (3.70)
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Finalmente, substituindo (3.70} na equagdo (3.69), obtém-se:

- —~ 8(:"3
alvp! Vi, - op. VO, = ¢ 5 (3.71)

K

desenvolvide para o balango de material “in-situ”, com as seguintes carac-
teristicas:

¢ Escoamento isotérmico miscivel de 2 {dois} componentes;

s Meio porose homogéneo e isotrépico;

@

Fluido e rocha incompressivels;

Fiuido Newtoniano;

L

Mistura ideal;

Fluxo monofasico;

»

Efeito gravitacional desprezivel.

3.2.2 A Concentraciao Dindmica

A concentracio dindmica conforme demonstrade por Brigham [4], surgiu da
analise da condicdo de contorno utilizada para o caso unidimensional classico. Onde
assume-se ¢ comportamento para pequenas amostras experimentais como sendo o de uma
pequena por¢io de uma amostra infinitamente grande. Por esta condigéo, o fluido des-
locante deve deixar 2 amostra experimental a uma vazao igual & que atravessa um plano
normal ao fluxo situado a uma distdncia L de uma amostra infinita, A vazdo de escoa
mento do fluido deslocante, @ , que atravessa um plano qualquer é, por definigao:

Q = vrAdC — KA¢§£~ (3.72)

onde A ¢ a drea do planc e 7 é a coordenada local normal ao plano.
Tem-se que a vazao total do escoamento é igual a:

Qr = vrAd (3.73)

Uma vez que a concentragao do fluido escoante é sua vazdo dividida pela vazéo
total, a concentracio do fluido deslocante que escoa através de um plano qualquer deve
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ser a equagao {3.72) dividida pela equagdo {3.73). Chamemos a concentragio que flui,
concentragde dinamica, Cy, para disiimguirmos da concentracdo “in situ”, C,

@ . K
Cr=53=C" o (3.74)

Como g;? ¢ negativo, a equacdo (3.74) mosira que a concentragio escoando

através de um plano qualquer é sempre maior do que a concentragio no plano.’

O fendmeno ¢ analogo ao escoamento bifasico em {tubulacdes, onde a relagao
gas-Hauido “in situ” é, quase sempre, diferente da relagio gés-liquido que escoa, em razao
de um fluido escoar mais rapido que o outro. A equagio acima diz que, em virtude
do gradiente de concentragio, o fluido deslocante estd fluindo mais répido que o fluido
deslocado.

Utiliza-se a equagio (3.74) acima para modificar a varidvel dependente na
equacio (3.71) para concentragho dinfmica, considerando o estado multidimensional,

Diferenciando a equagio {3.74) com respeito as coordenadas espaciais, e rear-
ranjando, tem-se:

#. V0 = 5. V0~ K9 (%%) (3.75)

Substituindo a equagéo (3.75) na equagio (3.71}, obtém-se:

9C,
ot

— VO, = ¢ (3.76)

Diferenciando a equagao (3.74) com respeito & coordenada temporal e rearran-
jando:

(3.77)

oc _0C; Ko (0C\ _3C; KO (9C
gt Bt vr it

£ YA Y A

A inversao da ordem da diferenciacdo na equagio acima € valida em virtude das
derivadas parciais seremn continuas neste sistema, e t e 7 serem variaveis independentes.
Substituindo a equagao {3.76) na equagio {3.77) e resolvendo a diferenciagdo indicada:

T A

o0, _ 20, K0 (g, o
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_ 5(};, K V("-E-I—VC&)

é)t 'UT Qﬁ
_ aCr K \or| .,
T e ur ¢ Vil
B aCs Ky
= T T EV Cys | {3.79)

onde 7 é o versor unitdrio na diregho da coordenada local 5, normal ao plano.
Substituindo a equagio (3.79) acima na equagao (3.76} e rearranjando, obtém-

K3y, — vr. VC’J’S == Qﬁacf's

(3.80)

As equactes (3.71) e (3.80) apresentam formas idénticas. Em decorréncia de
se ter efetuado tio somente uma troca de varidveis para se obter uma da outra, ambas
definem o mesmo processo. Para se distingiiir qual solugio estd sendo obiida, se em termos
da concentracio “in situ” ou da concentragio dindmica, deve-se considerar a condigdo de
contorno, Considerando o caso bidimensional com K, = K,, = K, tem-se:

para a concentragio “in situ”,

C,(0,0,1) =1+ = K (vcgr) (3.81)

e para concentragdo dinamica,
C1:0,0,1) = 1. (3.82)

A condi¢do inicial é corpum a ambas as varidveis:

Co{z,y,0) = Cp,{x,y,0) =0 {3.83)

3.2.3 Adimensionalizacdo da Equagao Diferencial

Considerando o caso bidimensional definem-se as seguintes varidveis adimensi-
Onais
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z
Tp = 7A (3.84)
¥
¥p = JA - {3.85)
ende,
A= L; L,
Ugt
tp = 3.8
?T VA (3.56)
Colz,y,t) — C
C'p = 3.87
D L — C; ( )
onde,
;= concentracho inicial no melo poroso
Ci= concentracio do fluido injetado
== velocidade de referencia
T T}T\/E N U’T\/E _ \/f—i
Nye K 7 ovy o« (3.88)
vy = 2 (3.89)
L
vy = - (3.90)
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A equagho diferencial para um problema bidimensional:

P AN 496
Bzt T oyr *bz Yoy "h

(3.91)

Da equacdo (3.84), tem-se:

dzp 1 0 1 9 |
dr /A = Jx VA Bzp (3.92)

Da equagdo (3.85), tem-se:

d?}s

i 1
R 3.93
\/_ dy  JAdyp (3.93)
Da equagdo (3.87), tem-se:
dCp 1 8Cp
= 3.94
v = VAden (354
dCp 1 9Cp
= 3.95
v A dup (3.95)
e'l
#FCp 9 (o6Cpy 1 08 1 9Cp\ Lé’?CD (3.96)
dz? Bz T JAdzp \Adzp] A 81} '
8Cp  18*Cp
“""5;;"2“ E F¥3 {3.97)
Da equagdo {3.86), tem-se:
f_ffﬁ L 3 . i (3.98)

di ¢,\/“ Bt~ /A dip
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30{} _ s 60{}
B " /A Bip (3.99)

Substituindo as equacdes {3.94), (3.95), (3.96), (3.97), (3.99) em (3.91), tem-se:

K (ach aﬂcﬁ) v, 8Cp v, 8Cp _ ¢ue 8Ch
A\ ah T ay ) T VAbip  JAup | avA Bip

Multiplicando todos os termos por * (3554)

K (52{:}1} " 820}9) . Eﬁiacp . &8(3}3 _ 50,9
’{?{}'\//—{ 83%} 83{}23 Vg 5$D g 8y}3 - 323

*r (E}QCD + 82013) @C}) @CD @C{) (3100)

o g e Y e
volNge \ O2% dv P drp 2 Sup dtp



Capitulo 4

O Método dos Elementos Finites

4.1 O Conceito Fundamental do MEF

O MEF é um procedimento matemdtico desenvolvido para resolver numericamente
equaches diferenciais da Fisica e da Engenharnia.

Em problemas estraturais estdticos lineares, a aplicagdo do método resulta num
sistema de equagdes de equilibrio lineares, a partir da minimizacio da energia potencial
total do sistema.

0O método, inicialmente obtido por minimizagio, foi expandido incluindo pro-
cedimentos de residuos ponderados, como o método de Galerkin e o dos minimos qua-
drados, Brebbia (2], Connor et al [6)], Finlayson {9 e Zienkicwicz [28). E atualmente
aplicado a indmeros tipos de equagdes diferenciais, sem necessidade da formulagao vari-
acional. Baseia-se no fato de que qualquer varidvel fisica, continua num dominio, pode
ser aproximada por uma combinagio de fungdes interpoladoras continuas, definidas em
subdominios. As funcdes interpoladoras sio definidas localmente usando os valores da
variavel fisica em um mimero finito de pontos dos subdominios.

Q medelo discreto é construido de seguinte modo:
& identifica-se um nimero finito de pontos, os pontes nodas;
¢ o campo da varidvel fisica continua é considerado come a fungio a ser determinada;

¢ o dominio total é dividido em subdominios chamados elementos; cada subdominio
¢ definido pelos pontos nodais;

¢ em cada elemento a variavel fisica é aproximada por um polinémio interpolador, de
modo que haja continuidade na fronteira entre dois elementos adjacentes,

As derivadas do polindmio nio sdo necessariamente continuas nas fronteiras, se
a ordem da derivada nio corresponder a uma condigio de contorno essencial.

A possibilidade de se considerar separadamente um elemento tipico € um aspecto
importante do MEF. Esta propriedade permite que a fungio interpoladora do elemento

30
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seja definida independentemente da locagao final do elemento e das varidveis fisicas do
problema {(Figura 4.1).

Figura 4.1: Modelagem para o elemento triangular e quadrangular

4.2 Formulagao Fraca do Método dos Residuos Pon-
derados

4.2.1 Definicoes Basicas

a) Sejam F(r,y,z) e G(z,y, z) funcbes continnas em D. O produte interno de Fle GG €
representado por:

(F,G)= <FG> =(G,F)

cuja operacio ¢ definida como:

(F,G) = jp FG dD (4.1)

b) Operadores Diferenciais.
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O operador £( ) é definido como sendo um processo que quando aplicado a uma
fungdo ¢(z,y,2), produz uma outra fungdo f{z,y,2).
Seja ¢{z,y,z) uma funcho diferencidvel até a ordem 2m,

A Loy (9) € uma expressio contendo ¢ ¢/ou derivadas, parciais ou ordinérias,
de ordem 0 até 2m,

Lom(¢) = | em D S (4.2)

As relagbes entre os coeficientes das derivadas de ¢ em £,,( } determinam o
tipo de operador:

¢ eliptico;
» parabdlico;

s hiperbdlico.

¢} Operadores Diferenciais Lineares.

Sejam ¢1{x,y,2) e ¢a{z,y, 2} funcdes diferencidveis e o, # escalares. Um opera-
dor diferencial € linear se :

Llagy + Béz) = aL{d1) + BL(:) (4.3)

d} Condigoes de Contorno.

Sejam:

£2m-(¢($:yvz)) = f(mayaz) em D

(4.4)

Bid¢{z,y,2)) = glz,y,2) em €, i=1,2,..,m

onde Bi{¢) sdo operadores diferenciais contendo ¢ e derivadas de ¢ até a ordem (2m~1).
s O operador B;{ ) nfic precisa ser continuo em todo o contorno C de D.

¢ Se g;{z,y,2) = 0, as condi¢bes de contorno sfo chamadas de homogéneas.
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& Condigoes de contorno essenciais ou geoméiricas sdo aguelas que envoivezﬁ ¢ e
derivadas até a ordem (m — 1). |

» Condicbes de contorno ndo essenciais ou nafurais sio aquelas gue envolvem deriva-
das de ¢ de ordem m até (2m —1}.

& ¢ ¢ dita uma funcio admissivel se satisfizer as condicdes de diferenciabilidade para
Lo ) em D e as condigdes de contorno essenciais.

e} Fungao Residuo, R{z,y,z}).

Dado:

i

Lom(¢) f emD
(4.5)

Bi{¢) = ¢« em C, i=12,...,m
Sendo ¢ uma fungao admissivel, definimos a fungdo residuo como:

Rp = Loald)—f em D

(4.6)

Li18

Re = DY (Bd¢)~@w) emCn, i=12,..,m

i=1
onde O corresponde aos pontos do contorno onde existermn condigdes de contorno natu-
rais. :

f} Norma de uma Fungdo.

A norma de uma funcio R{z,y,z) é definida como sendo a raiz quadrada do
produto internc de R em R, e é representada por:

| Rli= (R, R = ([ B dD)” (4.7)

g} Residuo Ponderado.
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Chama-se resfduo ponderado o escalar resultante do produto interno da fungio

R{z,y,z) e Wi(z,y,z), onde W, & um conjunto de fungdes ponderadoras, e representa-se
por:

(R, w,;)mfvfz.m dD, i=1,2,.,N (4.8)

No método dos residuos ponderados o residuo ponderado é for¢ado a ser zero,
num sentido de média, fazendo-se o conjunto de integrais igual a zero:

(BR,W))=0, i=12..N (4.9)

4.2.2 A Formulacao Fraca

O Método dos Residuos Ponderados é aplicdvel a casos onde os operadores dife-
renciais envolvidos sio arbitrérios, inclusive aqueles que definem as condigdes de contornoe.
A sua formulagio na forma fraca permite que apenas parte das condigbes de contorno se-
jan satisfeitas e, ainda mais importante, o uso de fungdes base comn exigéncias de condigio
de continuidade relaxadas.

Inicialmente, entretanto, introduz-se a classificacio para o grau de continuidade
de uma funcio. Considere-se a funcéo R(z) definida sobre uma regiago S € [0, 1}, continua
por partes e finita em qualquer ponto do dominio. Sua norma satisfaz a seguinte condigio:

R [lo= /OLR% < oo (4.10)

Todas as funces que satisfazem a condicio da equagio (4.10) acima, s3o ditas
pertencentes ao espago funcional L. Este espago inclui a maioria das fungdes com que
jidamos.

A imposicio de restrigdes a continuidade de derivadas configura um sub-espaco,
chamado espaco de Sebolev. O espago, Wél}, contém todas as funcgbes do espago L,
cujo quadrado da derivada primeira também é integrivel. Essa definigdo, para a fungéo
unidimensional R(z), resulta em:

| R {h= ]f(ﬁ%(%)?m < oo (4.11)

O sobrescrito em W refere-se & ordem da maior derivada finita, e o subescrito
3 medida de norma quadréitica. Espagos de ordem superiores sio definidos de forma
analoga.

Retornando ao problema de se resolver a equagao diferencial, tem-se:
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Lam(d) = [ em D

(4.12)

Bi¢) = ¢ em C, i=12,...,m

Inicialmente, ndo se faz distingdo entre as condigdes de contorno essencial e
nafural

No método dos residuos ponderados cléssico, a solugio aproximada € obtida a
partir de:

N
wl(z,y,2) :%(ay,zHgﬁm(may,z) (4.13)

onde as Tungdes ¢, {z,y, 2} devem satisfazer todas as condigBes de contorno e ¢;(z,y, 2}
as condicdes de contorno homogéneas associadas {sendo B;(} um operador linear), As
funcdes ;(x,y, z) devem satisfazer as condigbes de diferenciabilidade que sho impostas
pelo operador Lo,{ ). No minimo, as derivadas de ordem (2m — 1} devem ser continuas
por partes.

N
(R,Wi):/ﬂ [szm (%_Q;ﬁm) mf] W; dD < oo, i=1,2,..,N  (4.14)

onde Wi{z,y, z) deve ser continua por paries.

4.2.3 A Relaxagio da Satisfacao das Condigoes de Contorno
Naturais para as Fungdes Admissiveis g;(z,y, z).

Substituindo a solugdo aproximada no contorno, tem-se:

Bi{e,) g em

i

Bip;) = 0 em Cg  (conlorne essencial), j=1,2,.,N
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Bioxy # 0 em Ox (contorno natural), k=1,2,...,.N

E obiém-se os residuos:

R{:E = Bg((p_?‘)xﬁ €171 C}};

(4.15)

Rey = Bigp)#0 em Cy

Portanto, calcula-se o residuo correspondente s condicdes de contorno naturais
em C {derivadas de ordem m — (2m — 1)).

O residuo ponderado (R, W;) passa a ser a soma dos residuos ponderados em D
£ a8m CN.

(R, W) = (Rp, W) + (Re,, Wo) {4.16)
4.2.4 Relaxacao das Condigoes de Continuidade.

Considerando o residuo ponderado no dominio D, tem-se:

N
(Bam) = /}j|\£2m (Wo"}'ZﬁﬁQJ)“f]W dD ' ixl,?,,_.,N

- SV _ 17,
jﬂ Lonlp)W; dD /ﬂ fW; D (4.17)

Utilizando-se a integragio por partes, por exemplo, para o caso unidimensional:

fu dv =y vw/v du {4.18)

reduz-se a ordem da primeira integral:

[ ) @ = Sy - (PO B, ()

dpim dpim—1 dp2m—1 dx
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A integracio por partes € utilizada até se obler duas fungbes de mesma ordem
Lt d7ple} | 47 Wiz}
na integral, It e SRS

4.2.5 Convergéncia

0 Método de Galerkin apresenta como caracteristica o fato das fungdes ponde-
radoras serem as préprias funcdes interpoladoras ¢; e de permitir a redugio da ordem da
maior derivada existente pelo uso da formulagdo fraca na equacio,

(EQm(tp)& ‘19}') = 05 } = 1321 “'aA‘r (420)

reduzindo-se a ordem das derivadas de  até que se igualem & ordem das derivadas das
fungdes interpoladoras ;. Desse modo, se a derivada de maior ordem existente em L{p)
for de ordem 2m, a aplicacio do teorema de Gauss m vezes reduz a derivada de maior
ordem na equagdo (4.20} para ordem m,

Para a convergéncia até a solugdo exata é necessirio que as funcdes interpola-
doras sejam capazes de representar o valor da fungdo e de suas derivadas até ordem, m.
Considerando o uso de funcdes interpoladoras polinomiais, a condigdo anterior implica
em um polindmio completo, no minimo, até a ordem m, Fletcher {10]. Desse modo, se
a derivada segunda aparecer na formulagdo fraca, entfo, no minime fungdes de forma
quadréticas sio exigidas para a obtencdo da convergéncia. Se a sequéncia de fungdes in-
terpoladoras que constitui p, equagéo (4.13), for completa, a solugdo aproximada converge
para a solugio exata no limite, N — oo, Finlayson {8].

4.8 MEF - Formulacao de Galerkin

4.3.1 Elemento Triangular Simplex

Fxistern duas famflias de elementos simplex bidimensionals: a do tnidngulo e
a do quadrildtero. Os elementos lineares geralmente tém lados retos, mas os de ordem
superior (quadritico e cibico) podem fer lados retos ou curvos. Pode-se modelar lados
curvos considerando-se pontos intermedidrios entre os vértices. Elementos triangulares e
quadriléteros podem ser usados em conjunto. Neste trabalho utiliza-se apenas o elemento
simplex triangular.

O método dos elementos finitos é baseado no conceito de se aproximar uma
fungio continua por um modelo semi-discreto, composto de fungdes continuas por partes.

Os elementos finitos podem ser classificados de acordo com a ordem do po-
Lindmioc. O elemento simplex tem um termo constante e mais os termos lineares. O
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polindmio:

¢lz,y) = P+ faz + Bay {4.21)

€ wma fungao simplex para um elemento bidimensional triangular. O polinémio interpola-
dor € linear em z e em ¥, e contém trés coeficientes pois um tridngulo possui trés vértices
que definem os nds do elemento. O triangulo é o mostrado na Figura 4.2, com lados retos.
Existe a necessidade de uma numeracio consistente dos nés, nesse caso feita no sentido
trigonométrico, a partir do né "1”,

Nos— D, @e®

Coordenadas - (XY, ), (X, ) e {XY,)

Figura 4.2: Numeragdo de um elemento triangular
Aplicando a equagio (4.21) aos nds 717,72 e "3™:

Dy = B+ Bz + fann

D, = B+ Baxs + Bawe (4.22)

oca
g
i

By + Baxa + Bays

A equacgio (4.21) na forma matricial pode ser escrita como:

B
Hay)=1 = 4 gz (4.23)
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Mas, do sistema de equagdes (4.22) , tem-se:
®, 1 z1 % By
@2 = 1 ] yg ‘52
@ 1 za w3 L Bs

{9} = {A]{8]}

(o221

gque resulta em:
{8} =417 {9}
Substituindo (4.25) em (4.23):

oy
e y) =10 '« zf][A]”l{ o, }

Da inversdo da matriz [A] se obtém:

1 [ (waws = 2am2) (ways — 2ays) (mag — Zapn)
(47 = 2 Ae (2 ~ y3) (¥s — 91}
(23 — 22) (23 — 23)
1 a1 (g &3
= 'é';'{; b; bg b;}
7 0 G

onde A® é a irea do tridngulo:

2A = | A] = (zap + 2oys + Tatn) — {Tays + 22 + TaYa)

Substituindo a equacio (4.27) em (4.26) resulta:

39

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)
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EN{XY)

Figura 4.3: Funcdo interpoladera para o elemento {riangular simplex

@,
i
Hlz,y) = 5 A¢ o1+ iz +eay) {(as+ bz +ey) (es+ bsz + cay)] { ¢ } (4.28)

@3
O
¢,
H{z, vy = [Nz, y)  Nolo,y) Na(z,y)] &2 (4.29)
¢
2
Ni(z,y) = ! {a; + bz + o) i=1,2 ¢ 3
1 2.{49 1

Calenlando-se, por exemplo, N(z,y) nond “17, pode-se verificar que Ni(zy,31) =
1. Essa propriedade € véalida para os outros nos:

Nz, y) =1 mno 26 1 Niz;u;) =0 nos nds j#i

Assim, a funcio ¢{z,y) depende das fun¢des de forma Ny{zr,y), No(z,y) e
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B PINENRENXN D+ NYx Y D

(X, %)

Figura 4.4: Elemento triangular simplex

Na{ez,u) , que sio lineares em z e y, Figuras 4.3 e 4.4.
As derivadas nas diregdes z e y tem, respectivamente, a forma:

(?é(&:} :l'j) _ 6}\5 8]\!2 6N3
dx T 8r 1t Oz ;4 dx ®s
1
el b b){9) (4.30)
(a, 1
eyl Lo el (4.31)

dy T 24¢

ou seja, a derivada € constanie no elemento. Um gradiente constante no interior do
elemento indica que elementos pequenos devem ser usados nas regides onde haja uma
rapida mudanga do valor de ¢(z,y).

Reduzindo-se gradativamente o tamanho do elemento, o gradiente tende ao
valor real da funcéo sobre o elemento.

Além disso, existe a exigéncia do elemento ser conforme, Fleicher [10]. Isto é, se
m for a maior derivada da equacgio (4.19), a fungdo interpoladora e suas (m — 1) primeiras
derivadas devem ser continuas nos contornos do elemento, Zienkiewicz [29]. Assim, as
funcdes interpoladoras devem pertencer ao espago de Sobaolev (item 4.2.2). )

Para efeito do presente estudo, em particular, a maior derivada existente na
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equagao diferencial governante € de segunda ordem {m = 2). Apés a aplicagio do teorema
de Gauss para a forma fraca, m = 1; portanto, elementos com continuidade apenas
no valor da fungdo sio suficientes. Finalmente pode-se afirmar que o uso de elementos
conformes asseguram a continuidade entre os elementos, exigida para a convergéncia.

4.3.2 Obtencao das Matrizes dos Elementos

O método de Galerkin é um caso particular do método dos residuos ponderados
no gual as fungGes ponderadas utilizadas sio as proprias fungdes interpoladoras.
Dado o sistema de equagfes:

Lon{g)—f = 0 em D,

(4.32)
Bi(d)—g; = 0 em € 1=12...m
e a funcio aproximacio, que satisfaz as condigdes de contorno essenciais,
3
dla,y) = 3 O Ni{z,y) {4.33)
k=1
O residuo:
3
R= Lom() OrNi) ~ f (4.34)
=}
é ortogonalizado em relagio as funcbes interpoladoras N;:
(R,N;}=10 {4.35)

N
/ﬂ{z:zm(z B4 Ny) — f} NdD =0 i=1,2,3

k=1

Se Lo,.() for um operador linear, (4.35) resulta em um sistema de equages
lineares, a partir do qual os coeficientes &, podem ser obtidos. Vale lembrar, entretanto,
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gue o método de Galerkin € ignalmente aplicavel a problemas ndo-lineares.
Retornando ao sistema de equagdes diferencials sobre o qual se aplica o método:
a) para a pressdo pp, a fim de se determinar o campo de velocidades, tem-se:

a* PD & Po @
E 4 = FE :
g By = g (4.36)
rnp € {0, 1}
Yo € [0>1]
ips 20

onde Fi, E; e E3 séo constantes.
As condicdes de contorno sao:

o J
BPD 0,¥p,tpa) =0 §ZE(xD’O ipsy =10

9pp

3]
pD(}ayDatDA)“B . —=(zp,l,tpa) =0
¥p

—4x

QDinj. = m

™o
orod- = Rz pBypln(relr)

vide apéndice B.
A condigio inicial &

po(zp,yp,0) =0
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b} para a conceniragio Cp, tem-se:

FCp FCh dCp oCp 9Cp
Biga T Hga — g~ = By

(4.37)

onde £y, Fy e I sdo constantes. Para as condi¢des de contorno :

Vrp (03 yD:iD) =0 3 vyp("rD>05iD) ={

pr(lasttD) = { y vyp(IDslaiD} =0

0Cp . BCD

81‘ (0 yDEtD) ""' O ! 33;,{) (?D,ﬂ iD) - 0
6Cp a0y _
o 2ypstp) =0 B {zp,1,1p) =0

Cp(0,0,ip) =1
e a condigho inicial:

Cplzp,yp,0) =0

Dbtendo-se os valores dos residuos ponderados em relagdo aos sistemas anteri-
ores, equages (4.36) e (4.37):
a} para a pressdo;

i

2 2
(£, N;} j/ (Fl 07 + Eza é) Nidzpdyp +

6 2
- ] / 5,-2% Nodepdyp +
A 8&14

- /[DQDNidedyﬂzo (4.38)
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b} para a concentragdo:

82
wN) = [ [ (F} 5 oL R, - g) Nede pdyp +

- / /D vm%f\ﬁdmdyp+
_ fAvyD%N;dzpdyp+

oy |
— //ﬁFg'gg;N{dxpdypw{} (439)

Para efetuar o calculo das integrais € necessario considerar-se o conceito funda-
mental do método dos elementos fimitos:

[ [ £@ap = %_: | [ coyr: (4.40)

onde:

N - nimero de elementos no qual o dominio foi discretizado
- domini TICT

. d o do elemiento

Utilizando-se de {4.40} calcula-se cada termo do residuo ponderado, equagdes
{4.38) e (4.39):

a} para o termo da derivada segunda no espago, tem-se;

326;5’ Ny 32¢ f.é' .
f,/[ (G}axD'{*Gg(,} z)ﬁdxpdyD_ZJf (G1 +F26yﬂ NdIDdyD, 1 =1,2,3

31'9

onde {5y e G sdo constantes no elemento.
Aplicando a integragao por partes:

/f Gy ;:) xpf\fdyp—-—G1f B Ndyg G;[/ 8¢8N‘d:rpdyp
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onde £¢ é o contorno do elemento.

0% ) 8¢ AN,
f J{s Gy dupNedzn = G §, F;A dzp — G f f 5y dendun

portanto:

Nyt prz
Zf/ (G; +Gz§ f)Ndil’Ddy[_}m

8¢ ON; d¢ ON; '
— nd
/ .[a (G‘ 225825 T CtByp 3y5) depdyp +

dé O
' YN ¥ N
+G . Ba d?}D"I’"GQj{ 5 Nidzp

No sisterna de equagdes considerado, o gradiente ao longo do contorno do pro-
blema em questio € nulo, portanto:

d¢ 04

ax 83,:0

resultando nos seguintes termos das equagbes:

851713 axp 3y13(‘3

d¢ 9Ny 3¢ ON,
""f/ (Gl Ber Gon Gg&yg@ )dwz}ffyD (4.41)

8¢ ONs ., 4N
“/ / (Gl bep 02 T “2y By )d‘md?”ﬂ

Fscrevendo o sistema acima na sua forma matricial, considerando a funcio
interpoladora para o elemento triangular, equagdes (4.29), (4.30) e (4.31), tem-se:

~// (01 96 O g éﬂ%) dxpdyp
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‘!

AN
g}h}’“ 8%3 BN, Ny BN: b,
-[ [ egn [Szr; e Sf;ﬁ]d-?:adyp 2 4=
o 2N
lazp 28yn

A® Gy G b by b ¢,
— “‘“‘—6_2' G; bz Gg [ q)g
44 ) Gibs Gaes R i

onde A® é a area do elemento. Continuando:

(G} bg 4 GQC%} (G] 6253 + GQCQC;;) @2

a4 sim. : (G1b% + Gacl) Dy

(Gl b‘f + Gzﬂ%) (Glblbg + 6201{32) (G]é’]&;g + GzC-;Cg) } { 'I.’; }

& representa-se por:

(R3] {2}

b} para o termo da derivada no tempo, tem-se:

-/] Gr#zvd»rggypw_%/] Gs dtNd:styD i=1,2,3 (4.42)

onde (J3 é uma constante no dominio do elemento.
Diferenciando a fungo interpoladora para o elemento triangular, equagio (4.33),
com respeito ao tempo:

a : ,

“5? = [Nvl N, -NB] {@1} ,  t=1,23 (443)
Escrevendo o sistema de equagbes (4.42) na sua forma matricial e substituindo

a equagho {4.43) , tem-se:

-/ L6

N,

$,
Ny Ny Ns }dxpdyﬁ{ d, }__:
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NI NNy NN ,
_— ] / Gy N2 NoNs | dapdyp{ &, (4.44)
a st N? é)3

A seguinte férmula de integracio, Connor ef ol [6], é vilida para o elemento
triangular:

ol B2 AC
NENENGdzpdyp = 4.45
]]axza DoYp @t Btv+2) { }
Utilizando a equagdo (4.45) em (4.44), obtém-se:
2 117 %
A® -
'—"[f Gg%?Ngd:EDdyD: -—G;;"i"z" 2 1 ‘?2
a ’ T, 2 i
& representa-se por:
(M) {4:}
¢} para o termo da derivada primeira ne espago, tem-se:
d¢
- epa—Nidzpdyp =
[ Jy ooy Nidzoivo
Ne,!
= *fo 0l Ndepdyp, i=1,2,3 (4.46)
jxl D 8$D

Escrevendo o sistema de equagdes (4.46) na sua forma matricial, tem-se:

@3

1 j Ny [ ] o,
z ] U_rD Ng 51 bg 63 dmpdyg ‘I’g =
2A A N
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i Niby Niby Niby $y
= Y f fﬁ Uap | Noby Noby Noby | dapdyp { &, (4.47)

aby  Noby Nibs $3
Se a componente da velocidade, v, na direcio z assumir uma variagéo linear,

tern-ses
Vrt '
vop = | N1 Ny NS] U2 (4.48)
Ve

a gual multiplica cada termo da matriz, na equagio {(4.47). Portanto, calculando-se cada
termo, lem-ser

a1 :./LNIE]I [ M N N ]{ z:z }d:}':pdygz

Pz3

Vg1
= b | [ fa MiNidapdyp [ [y MiNodapdyp [ [ NyNedzpdyp ]{ Vz2 } (4.49)

Vg

Utilizando-se a formula de integracio (4.45), nas integrais anteriores, tem-se:

MAT A

/ / NyNydzpdyp = = (4.50)
& 41 8
11124c A

f - =L 4.51

f thNgédeg’D gl 12 (4:51)
1124° A

/ j N Nadzpdyp = =2 (4.52)
A 41 12

Substituindo-se (4.50), (4.51) e (4.52} em {4.48):
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Ao pe Vr1
— AS —
ayp = b [ T ] Vg2 ¢ =

Ura
h A®
= 112 (21'?:::1 + Uzp + v:cS) (4»53)
Analogamente:

b5 A® '

o = 212 (zvxi ‘"i‘ Uz + va) (4.54)
hs A®

Gi3 = "%5"’ (zz}z}. + L) + sz) (455)
by A°

ap = ”}i?)_ (V21 + 2v20 + vu3) (4.56}
by A"

Qop = ““%ﬁ" {vpy + 20, + v23) (4.57)
by A®

gy = "%"é"" (vxl + 2“:&2 + ‘ng) (4"58)
by A®

a1 = “31“5-— (Uxi + Yypa + 2”1:3) (459)
b, A®

a3y = “‘?1"5" (Vx1 + ¥pz + 2023) (4.60)
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by A®
@33 = 757 (021 + V22 + 2vz3) (4.61)

Substituindo as equaces de {4.54) a (4.61) em (4.47):

“//A ng“gNgdl'DdyD =

H
== T éi(?}ﬁ + 27—’3:‘2 + UzS) bi(”zl + 22}m2 + vxS) 1)3('7-’::1 + 2”:.:2 + UI3)

—- @2
24 51(7-?::1 + Y2 “%‘ 2Ux3) b?('vzl + Yz + vas) bs(vml + Y2 + 2”3:3)

by
(4.62)

By (2ug + o2 + 0r3)  B2{2051 4 veg F Vpa) Ba(2050 A+ Vpn + vg3) } { o, }

¢ representa-se por:
[Rfr] {q)l}

Analogamente:

wfﬁ%%mmmwz

e e cl(”yl - ‘21}&,2 -+ Uyg) Cg(I}yl “+ 2'0!4.2 + 'Uyg) Cs('b‘yl + vag + Uyg) @2

c;(?vyl + Uy + 'Uyg) c;(?vyl + Vy2 -+ ?)y3) Cg(QUyl -+ Yy2 -+ Uyg) ‘I’;
24 o,

ei{vg + e + 2vy3)  e2(vy + v + 23] calvyr o+ 2v,3)
e representa-se por:

LARCH
Note-se que as. matrizes [HS, | e [RZ, ] ndo sao simétricas.

d} para o termo fonte tem-se:

”/LQIJNidedyD = “Zi:]Lqudmdyns 1=1,2,3 (4.63)
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. e " ..
Escrevendo esse sistema de equacbes na forma matricial resulta:

d.1} tendo ¢p{a,y) = ¢, = dle,

N, 1
oA
{Qc} = “go// JMZ ddeyD = 1
41 Ns 1
d.2) tendo
adz,y)=| M No Ns|{g}, i=1,23 (4.64)

(variagdo linear no elemento),

-NI H
N, [ Ny Ny A3 ]dzndyb G2 } =
Ns

Qy=-//
g3
.y st |
&

Substituindo as equagdes (4.50), (4:51) e (4.52) nessas integrais,

. A¢ 2 1 1} s
{Qe} = "i"'z” 21 qz
&im, 2 s

¢ representa-se por:

N2 NN, NN
NZ NN,
sitn. N2

{Qe}F

e} para outros tipos de condigio de contorno imposta:
e.1) para um fluxo V, imposto ne lado I;; do elemento,
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Figura 4.5: Esquema para um fluxo imposto no contorno do elemento

j{;e V,euds (4.65)

onde:

_ a¢
Vy = wG48q = cle

& o fluxo normal ao contorno, Figura 4.5. G4 é uma constante caracteristica.
Da integral (4.65) tem-se que:

Q) = f v Vr;{ :Zf }ds {4.65)

3

onde w; e p; assumem uma variagdo linear no contorno, Figura 4.6:
ahtendo-se:
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o que representa para o elemento triangular,

& 1'epres&n.t'. a-5€ Do

{Qedy

.2} para o valor da varidvel dependente, conhecido no exterior (por exemplo, presséo de
urmn aquifero, temperatura ambiente, ...}, onde tem-se:

V, = Gs(9 — 4,) (4.67)

sendo (s constante caracteristica.
Substituindo a equagao (4.67) na integral (4.65) e desenvolvendo, tem-se:

jCe Gl — dolpids = J{:e Gsdipids — fcg Gopids (4.68)

Calculando cada uma das integrais tem-se:

e.2.1) com ¢, = cte
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55
Ly :
(;S@{ Vi }ds ={Q.}, (4.69)
o ¥
no que resulta,
Gaohz | |
{Qec}in = “"?"“éi"}" 1
0
G&‘;bo{23 0
{Qclys = ) 1 (4.70)
1
GS éall?» !
@eda=""710
1}
e.2.2) considerando ¢, variando linearmente,
o) =00 i ]{ 5} (a1)
onde:
$
pifs) = (1= )
ij

]
e;i(s) = W

Substituindo a equagio {4.71) na integral (4.69), tem-se:
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- Lazs r
-
3 2
@, (5)=0
3
3 . 2
g, 60 4= 2
1
3 2
P (512 -
25

Figura 4.6: Esquema da variagao linear de ¢; e @; no contorno do elemento
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Gisl; { 260 + Po;
‘;émﬁ -+ 2¢oj

o gue representa, para o elemernto triangular,

2¢01 + ¢02
{Qc}u = G56z12 { ¢01 + 2¢a2 }
0

{
{Qe]'gg = gégzé { 2¢02 + ¢’03 }
¢’cx2 + 293503

2‘:{’01 ”‘%‘ ¢a3
Gl
{Qc}xs = 613 { 0 }
4501 + 2¢03

e representa-se por:

{Qclp

57

(4.72)
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e.2.3) para ¢ = [ Wi @ ] { P, }

[oweas=[ e[ [ ws]es{ 5 } =

1 2 -
_ [ ] i P,
- j Gﬁ[sim‘ o ]ds{ @j} (4.73)

Integrando,

o Gsli {2 1) %
ey

o que representa para o elemento triangular,

2

Gsha 1 20

[-R?’]IZ = 6

g 0 0 ¢
Gl l
[Rplys = "jﬁ—zé 0 21 Oy
01 2 Dy
2 01 &y
Gl
[ ?’]13 = _%lﬁ G600 @,
160 2 ®

Finalmente, somando todas as matrizes, obtém-se:

(M@ + [1RS) + [Re) + RS ] + (RE)| {93} =
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= {Qe}}? + {Qe}v + {Qe]p (4-74)
(4317
(M) {8} + [R7]{8:} = {Q.)

onde [M*] & a matriz de acumulagéo, [R] é a matriz de propagagio, {Q.} é o
vetor fonte/sumidouro de fluxo, {@;} € o vetor de pressio e {®;} ¢ a derivada no tempo

de {®,}.

4.3.3 Montagem da Matriz Global

Nesse item leva-se em conta a relagio de um elemento individual com o dominio
completo.
A forma geral de interpolacio é do tipo:

¢ = [N]{®;} =
’ ‘I}t “
&;
= [N Vg N NE O BE (4.75)
o, |

Considere-se¢ um dominio-exemplo discretizado por oito elementos, Figura 4.7
X ¥
O né 7 do elemento é indicado por um “*” . Os nds j e k seguem no sentido
{rigonomeétrico.
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7 & 9
®
*
5 @5 'XS’YS’
#
{ 2 3

Figura 4.7: Dominio de oifo elementos propriamente numerado

Tem-se a seguinte orientagdo para os elementos:

Nés & § k
Elemento

1 i 2 4
2 2 5 4
3 2 3 5
4 3 6 5
5 4 5 7
& 5 8 7
7 5 6 8
8 6 9 8

Tabela 4.1: Orientacgiio para os elemenios da malha

60
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Estas igualdades valem no elemento porque relacionant os indices 1, j e & de
um elemento aos niimeros nodais globais. Substituindo ¢, 7 e k em (4.75) para todos os
elementos, tem-se:

¢ = N1®, + Ny@, + N9,
¢? = N2®, + N2®&; + N},
¢° = N3®y + N3®y + NJ®s
¢ = Ni®s+ N2®s + N},
¢° = Ni®y + Ny®s + N7 9, (4.76)
¢F = NEO + Nidg + NEG,
¢ = NI%s + NIBe + N ®g
&8 = NS§g+ NE®y + NiDs
onde:

£ 1 & £ & ~
?k - ﬂ“‘;(ﬂ.k -+ bk"ﬂ ‘i’“ Cky) (417}

sendo;
ap = ZiYj — ;Y
by = yi — s (4.78)

Note qie NI # NZ mesmo se A? = A

O sisterna de equacdes (4.76) para fins de implementagao computacional € es-
crito na forma matricial e depois é montado em uma Unica matriz em funcio de todos os
valores nodais globais. Onde a fungio global de interpolagao é a seguinte:
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Net
$=3 ¢
e==1
Exemplificando,
COLUNA 1 2 4
al al al ¢, ] 1
=1 b b B ¢, } 2 LINHA
a o o b, ] 4



(tuja matriz global &

a; @5
AR
C; i

“g &
bg Oy
&g

%

CAPITULO 4. O METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

]
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Figura 4.8: Esquema de montagem da matriz global
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4.4 O Método Trapezoidal Generalizado

Relembrando, a equacéo da difusividade discretizada no espago pode ser escrita
£OMO:

(M1{} + [R} {2} = {Q) - (4.80)

onde [M] é a matriz de acumulagao, [H] é a matriz de propagagao, {Q} € o vetor
fonte/sumidounro de fluxo, {®} é o vetor de pressio e {‘I’} é a derivada no tempo de
[$Y . As matrizes [M] e [R] sio simétricas e positivo-definidas. A equagdo (4.80) deve
ser vista como um sistema de n equacdes diferenciais ordinarias acopladas.

O problema de valor inicial consiste na determinagio da funcéo {®} = {®(1)}
aatisfagendo (4.80) e a condigdo inicial:

[2(0)} = {8}, (4.81)

onde {®}, € dado.
Um dos algoritmos mais comuns utilizados para resolu¢io da equagio (4.80) per-
tence b familia de métodos trapezoidais generalizados, que consiste das seguintes equagdes:

(M} {0}, + [Bl{P)os = {Q}ona (4.82)
{P}n+1 = {P}n + At {U}n-;.a (4.83)
{v}e = (1~ 0) {o}, +0{v}, 4y (4.84)

onde {p}, e {v}, sdo aproximagdes para {®(t,)} e {@(tﬂ)}, respectivamente; {Q}, 4 =
{Q(tas1)}; At é o intervalo de tempo, € 6 é um parimetro pertencente a0 intervalo {0, 1].

No caso de 8 = 0, o algoritmo é dito ezplicito. Neste caso, a solugio pode ser
obtida sem a necessidade de resolucio de um sistemna de equagdes simultaneas, Para isso,
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a matriz [M] deve ser obtida na sua forma diagonalizada ("lumped”}, Hughes [14].

Se 8 # 0, 0 método ¢ dito implicilo. Nestes casos, o sistema de equagdes, cuja
matriz de coeficientes é ([M] + 8AL[R]) , precisa ser resolvida a cada intervalo de tempo
para avancar na solugdo. Se o Af for constante, somente serd necessario uma fatorizacio.

Alguns valores de § identificam métodos consagrados na literatura, conforme se
verifica na Tabela 4.2,

g Meétodo

{0 | Diferenca Avangada ou Buler Avancado
1/2 | Regra do Trapézio ou Regra do ponto centrado ou Crank-Nicolson
1 | Diferenca Atrasada ou Euler Atrasado

Tabela 4.2; Valores de # que correspondem a métodos classicos

O problema computacional é deternvinar {p}_ 41 € {v},, dados {p}, e {v},.
() procedimento inicia-se com n = { e {p}, conhecido. O valor inicial de {v}, pode ser
obtido da equacio discretizada no tempo para t = (.

[M] {v}o = {Q}a ~ K] {P}o (4.85)

Existem muitos recursos de implementacio que podem conduzir do passo 7 para
o {n+1). Define-se como valor de predigio para {p}, ., o termo {$},,, na forma abaixo:

{#lasa = {p}a + (1 - O)AE {v], (4.86)

O valor predito é substituido na equagio (4.87) , que é resolvida para o valor
de {v}, .-

(M'ﬂ + GAL [RD {U}nn = {Q}m-: - [R] {ﬁ}n+1 (4-8?)

Observe que os termos do lado direito de (4.87) sdo conhecidos. Uma vez que
{v},41 € determinado, usa-se a equagdo seguinte para calcular o valor de {p},4s1

{P}n-q-z = {iﬁ}n«;-l + 8AL {"}n-n (4.88)
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4.5 0O Método de Runge-Kutta

Pode-se escrever o sistema de equacdes semi-discretizado como:

{g} = M7 ({Q)} - (Bl {w}) = {f(t, {¥})} (4.89)

O método proposto por Euler para resolucio do sistema (4.89) é:

{vns1} = {yn} + AL{f{tn, {v2})} (4.90)

o qual avanca a solucio de ¢, para 4y = 1, + A% . Progride na solugio em intervalos de
Af, mas usa-se somente a informacio da derivada no inicio do intervalo, o que representa
um erro incremental da ordem do quadrado do passo, O(At?), Press [21].

Existern muita razdes para o método de Euler ndo ser recomendado em usos
praticos, entre eles: a precisdo em comparacio com outros métodos e a alta instabilidade.

Considere-se, entretanto, o uso de um passo tipo Euler (4.90} para obter uma
estimativa no ponto intermediario do intervalo. Entéo, use-se o valor de ¢ e {y} do ponto
médio para calcular o passo de todo o intervalo. As equagdes {4.91), (4.92) e (4.93)
definem a idéia

{K1} = {f(ta {ya )} (4.91)
(o) = {+ 55 w4 5 50 (4.92)

{y;H_}} = {yn} + At {}{2} + O(Ais) (493)

Como mostrado no termo de erro, o método ¢ de segunda ordem. O método
é convencionalmente chamado n®™® ordem, se o termo de ordem incremental do erro é
O{At"). O método acima denomina-se Runge-Kuita de segunda ordem.

No entanto, pode-se calcular {f(t,{y})} utilizando outros procedimentos que
produzem coeficientes diferentes com termo de erro de uma ordem superior. A idéia
bésica é eliminar os termos com ordem de erro inferiores. Dentro deste principio, uma das
formulagbes mais usadas tem sido o Método de Runge-Kutla de quarta ordem, definido
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pelas equagbes:

{K;} = {1} (4.94)
) = (st Stnd + 5] (4.95)
(K = {ftt 5l + 5 (2] )
(K} = Ul B} + ALK} (4.97)
() = o) + T U +2 (K0} + 20K} + (K +0(6) (499

(O método do Runge-Kutta de quarta ordem calcula a derivada quatro vezes por
intervalo: uma no ponto iicial {Euler), duas no ponte médio e uma no ponto terminal,
O valor final da funcéo ¢ calculado a partir de uma média ponderada dessas derivadas.

O uso de um controlador de intervalo de tempo adaptativo & recomendado.
No entanto, a verificacio da preciséo, a repeticio da integracdo e a comparagio dos
resuliados podem representar um custo adicional ndo compensatério em problemas de
baixo transiente.



Capitulo 5

Validacao do Modelo de Elemento
Finito

5.1 Validacdo Computacional da Matriz de Difusi-
vidade

Considerando a equacio da difusividade e as condi¢bes de contorno adimensio-
nalizadas, para a malha padrio de cinco pogos, tem-se:

Ly&pp L 8%pp _ Opp

L 8@% Ly 33,{%3 - Hpa t 4D (5.1)

Opp .

Boyl tp=0 = 0 (5.2}
xp =1

dpp

v o= 5.3

Oypl D =0 0 (-.) )
yp = 1

po(zp.yp,0) = 0 (5.4)

69
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5.1.1 No Repgime Permanente

Tem-se a seguinte solugao analitica, no regime permanente, Muskat {16}, para a
queda de pressio, Ap, entre o poge injetor e o produtor com um raio de pogo, 7y, € uma
distancia entre pocos, d, Figura 2.1:

Ap = .Pin.j = Pprod = Q;f; In (_ﬁi_ -, 6190) _ (5.5)
e
d = V2/A | (5.6)
Substituindo a equagio (5.6) em {5.5), tem-se:
Ap = 0 [ (V/:;/_) —-0,6190} (5.7}
Para as condi¢bes deste estudo, tem-se:
Q=70 (58)
e
Pupdi = 25:% (5.9}

logo, para o fluxo permanente, substituindo a equacfo (5.7) em (5.9}, tem-se:

_2wkh (40 Qu VIVA
T fdi = O ( 0 ) S [!n (T) e 0,619{]] (5.10)

T

Pujii = s[ (‘f"F) mo,mo] (5.11)

Abaixo apresenta-se o quadro comparative, tabela 5.1, das solugdes numeéricas
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obtidas com a solucdo analitica:

Tabela 5.1: Comparagio do puya analitico e numérico no regime permanente

Bg P fdi
analitico | malha {30x30) * | malha {10x10} °
107 | 34,6619 34,6476 34,8917
10% | 53,0826 53,0683 53,3124
10* | 71,5033 71,4890 71,7330

% erro % erro absoluto
malha (30x30} ¥ | malha (10x10) % | malha (30x30)" | malha (10x10) *
10% 0,0412 {,6629 03,0143 (,2298
109 0,0269 0,439 0,0143 0,2298
104 0.0199 0,3212 0,0143 0.2297

Tabela 5.2: Comparacio dos erros percentuais e absolutos no regime permanente

Verifica-se pela Tabela 5.2 a convergéncia da solugo com o refinamento da
maltha. O erro absoluto ndo varia com a mudanga da relagio entre a drea e o raio do
POCO,

O erra apresentado pela malha menos refinada (10x10)?, é considerado aceitével,
no entanto, as malhas utilizadas na propagagho da frente de concentragio sdo mais refi-
nadas (10x10},

Plotou-se os valores obtidos numericamente para determinar os campos de
pressio, Figura 5.1, e velocidade, Figura 5.3. Estes foram montados por rebatimento
em torno do pogo injetor uma vez que simulou-se o quadrante de simetria.

Apresenta-se também as projegdes em curvas de nivel dos campos, Figuras 5.2 e
5.4, respectivamente. As projegbes em curvas de nivel permitem uma melhor visualizago
do comportamento radial nas proximidades do pogo e dos eixos de simetria.

Inadrio tipe Figura 3.2
*padrao tipo Figura 3.1
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Figura 5.1: Campo de pressdo no regime permanente
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Pigura 5.2: Curvas isobdricas no regime permanente
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Figura 5.3: Campo de velocidade no regime permanente
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Figura 5.4: Curvas isocinéticas no regime permanente
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5.1.2 No Regime Transiente

Compara-se o periodo inical calculado com a solugio de um reservatério infinito,
maodelo de fonte linear. Num pogo de injecdo a vazéo constanie, para instantes inicials,
podemos aproxiimar a pressio por:

1 /4tp

Pusdi = 5 in (7) (5.12)
onde,
kt kt A N/
fry = = — et By

b ducri  gperd A t’m( P ) (5.13)
v=e¥ = 1,781 (5.14)

Considerando que Q fiye—spor = 4, tem-se:

2
A1 A

Pugai =2 In (ifﬁ (—{—-——) ) (5.15)

Abaixo apresenta-se o quadro comparative, tabela 8.3, das soluges calcula-
das numericamente com a analitica. O dominio do modelo finito foi considerado como
guadrado.

YA 100

o Puwfding
malha (30x30)" | malha {10x10)' | modelo infinito
tpa
0,005 9,4373 9,5331 9,423
6,015 11,6065 11,6459 11,6395
4,025 12,6254 12,6485 12,6612
0,105 15,4927 15,4986 15,5313

Tabela 5.3: Comparacio do periodo inicial calculado com a solugio de reservatério infinito
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Y4 = 100

[

erro
malha (30x30)" | malha (10x10)
tpa % abs. % abs,
0,005 0,0529 1 06,0050 | 0,9616 | 0,0908
0,015 $,2835 { 0,0330 | 0,0550 | 0,0064
(3,025 0,2827 | 0,0358 | 0,0924 | 0,0117
0,105 0,2485 1 0,0386 | 60,2110 | 06,0327

Tabela 5.4: Comparagio do erro para o periodo inicial calcalado

A malha mais refinada, (30x30)}, apresenta um erro superior a malha (10x10)*,
Isto pode ser devido ao fato do erro de arredondamento aumentar significativamente com
o erescimento do nfimero de operagbes. Ou devido ao erro de consisténcia, que depende
de At ¢ Az. Eventualmente, o erro emn Af pode estar dominando o problema.

Para um tpa < 4,1 o valor calculado numericamente apresenta um comporta-
mento semelhante ao da solucdo para reservatdrio infinito, com erros sempre inferiores a
,2%, Figura 5.5. :

O método numérico de integragio utilizado na resolucio do sistema de equages
diferenciais algébrico foi o de Crank-Nicholson.

A magnitude do erro, para o periodo onde o modelo comporta-se como reser-
vatSrio infinite, mostra-se aceitdvel, para os propdsitos deste trabatho.

5.2 Validacao das Matrizes de Difusao-Convecgao

Considerando a equacao da difusdo-convecgdo, equacio (3.100), e as condigdes
de contorno adimensionalizadas, para a malha padrio de cinco pogos, tem-se:

vep [FCp  0*Cp o dCp o 6Cp _ 0Cp (5.16)
velNpe \ Oz} oyt J "Pdzp P 8yp Bip '
vep(0,¥p,ip) =0 : vy {2p,0,ip) =0
ng(l-ayl)atﬁ) =0 3 vyD(xDslatD) = ()
Cp 0Cp '
gn tp) = o R 0,4p) =0 5.17
82?1) (Ga YD, D) 6 H ayﬂ (‘TD D) ( )
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Figura 5.5: Comparagio do periodo inicial com a solugéio para reservatdrio infinito

oCp 9Cp

=21, yp,tp) = . 2 =
3:1:;3( y¥D, D) 0 ) 3@’8 (ﬁp,l,tb) G
Cp(0,0,1p) =1 (5.18)

Cp(zp,yp,0) =0

521 Caso de Deslocamento Miscivel Unidimensional

Pode-se considerar a equagio diferencial (5.16) acima para o caso unidimensio-
nal e assumir um campo de velocidades uniforme no espago e constante no tempo, no que

resuita:

1 #Cp 8Cp 8Cp
Ny, 9xh Ozp  Oip (5.19)
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a equacdo {5.19) apresenta solugho analitica, obtida por transformada de La-
place, para duas condigdes de contorno distintas: para a concentiracao dindmica e a con-
cesitracio “in mitu”.

5.2.1.1 Solugio para a Concentragao Dindmica

Conforme apresentado por Corréa et al {7], a solugio da equagho(5.19) é deter-
minada para a concentragdo dinimica considerando as seguintes condigdes de contorno:

Cip(B,ip) = 1
Cjﬁ(.‘lf{) — OO,iD) = (5.20)
e a condi¢io inicial
CJD(:L'D,G) =

no qgue resulta,

1 p—ip gD Npe zp+1ip
Cyplep,tp) = zerfe ( ) + erfe (-————“) {5.21)
2 9. /in 2 9 fin
\ Npe N,

Abaixo apresenfam-se algumas tabelas onde se comparam solugdes numéricas
e solucdes analiticas, equacdo (5.21). A malha do modelo finito foi considerado como
unidimensional de comprimento L, = 1.

Das tabelas (5.5) e (5.6) observa-se o comportamento convergente apresentado
com o refinamento da matha. Para os propésitos deste trabalho as solugbes numéricas obti-
das apresentam uma aproximacio da solugdo exata com uma magnitude de erro aceitavel.
A hoa concordancia da solugio calculada numericamente com a solugio exata implica na
validagio do elemente e do elgoriimo implementado, independentemente do caso simu-
lado ser unidimensional ou bidimensional, uma vez que todos os coeficientes da matriz
dos elementos sio determinados como se os elementos fossem bidimensionais, ndo im-
portando qual a dimensdo fisica do problema. A simulagio de wm caso unidimensional
utilizando um elemento bidimensional é levada a efeito através da imposigdo de condigdes
de contorno convenientes.

Da tabela 5.5 observa-se a existéncia de “overshoot”. Estes apresentam-se bem
condicionados e tendem a decair com o tempo, convergindo para a solugio exata.

Podemos analisar visualmente os resultados apresentados nas tabelas 5.5 € 5.6
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Ny = 100 Cry
ip=102 ip=0,5 tp=10,8
malha | malha malha | malha malha | malha
p exato | (Ix40)" | (1x80)' | exato | (Ix40)' | (1x80)" | exato | (1x40)* | (1x80)
6.125 | 00103 | 0,0145 | 0,9189 | 1,0000 | 1,0053 | 1.0025 |1.0000 | 1,0016 | 1,0008
0,250 10,2549 | 0,2366 | 0,2439 | 0,0961 | 1,0011 | 0,985 | 1,0000 | 1,0045 | 1,0022
0,375 | 0,0038 | 0,0087 | 0,0049 |0,9150 | 0,9111 | 0,9129 {09998 | 1,0015 | 1,0007
0,500 0,0000 | 0,0001 | 0,0000 | 0,5395 | 0,5200 | 0,5332 | 0,935 ! 0,9919 [ 0,9622
{1,625 80,6000 | 0,0000 | 0,6600 | 0,1218 | 0,1273 | 0,1228 | 0,9302 | 0,9302 | 0,9286
8,750 0,0000 ¢ 0,0000 | 0,6000 | 0,0076 ¢ 06,0125 | 0,008% | 0,6836 | 06783 | 0,6836
0,875 0,6000 | 06,0000 | 0,0000 | 0,0001 ; 0,0005 § 0,0002 | 0,3017 | 0,303% | 0,3040
1,000 0,0000 | 06,0000 | 06,0000 | 0,0000 { 0,0000 | 0,0000 | 0,0649 | 0,0876 | 0,0789
Tabela 5.5: Compara¢io da solugéo de Cyp, para ip = 0,2, 0,5 ¢ 0,8
ip =102 Cra
N, = 10 N, = 100 N, = 1000
malha | malha malha | malha malha | malha
Tp exato | {1x40)" | (1x80)" | exato | (1x40)! | (1x80)' | exato | (1x80)" | (1x200)
0,125 | 0,8280 | 0,8266 | 0,8274 | 0,9193 | 0,9145 | 0,9189 | 0,9909 | 1,0196 | 0,5999
3,250 $,5502 | 0,54535 | 0,5481 | 0,2549 | 0,2366 ; 08,2439 | 0,0070 | 0,0385 80,0150
1,375 4,2767 | 0,2720 | 0,2743 | 0,0038 | 0,0087 06,0049 | 60,0000 | 0,0000 | 06,0000
£.500 0,1013 { 0,0002 | 0,1000 | 0,0000 | 6,0001 | 0,0000 | 0,0000; 06,0000 | 0,0000

Tabela 5.6: Comparacao da solugio de Cypy para Ny = 10, 100 e 1000

pelas figuras 5.6 e 5.7.
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5.2.1.2 Solucfo para a Concentragio “In Situ”

y 0 - s L -
Conforme apresentado por Brigham [4], a solugdo da equagho (5.19) € determi-
nada para a roncenfracio “in situ” considerando ag segnintes condigbes de contorno:

1 aCp
Cp(0,ip) =1 4 ———m—=
p(0,1p) + N,. 821

CD(mg — oo,tD) = ]

e a condigao inicial

Cplzp,0} =0
o que resulta,

2

Cﬁ(mp,ip):%erfc (mﬂ*iﬂ) + In . (21;%) 3

Ip iD
2\/’ Np¢ i Npg

2o

| 1 t
— Nye(wp + tp) + 1] e*>Nee.erfe (ffmu) (5.22)
Npe

Abaixo apresentam-se as tabelas 5.7 e 5.8 onde comparam-se a solugdo numérica
e a solucio analitica, equagio (5.22).

A condigio de contorno foi modelada como sendo um fluxo imposto na fronteira
externa, variando no termpo:

1 9CH
i f\,"pc ast = 1 - CD (523)

O método de integracio utilizado tanto para o cilculo da concentragao dindmica
como para a concentragio “in situ” foi o de Runge-Kutta de quarta ordem.

Independentemente da condigao de contorno modelada, a concordéncia da solugio
numeérica obtida com a solucio exata mostrou-se bastante aceitavel para os padroes de
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N =100 T
=02 =05 iy =08
p exato | malha {1x80)' | exato | malha {1x80)' | exato | malha {1x80)

6,000 | 0,9998 0,0998 1,6000 1,0000 1,0000 1,0000
0,125 | 0,8878 0,8887 0,9999 1,0000 1,0000 1,0000
8,250 | 0,2088 0,2078 0,9945 0,9949 1,0000 1,0000
0,375 | 0,0025 0,0032 0,8067 0,8974 0,9997 0,0097
0,500 | 0,0000 06,0000 0,4992 0,4967 0,9916 0,0021
0,625 | 0,0000 0,0000 06,1036 0,1044 0,9182 0,9188
0,750 | 0,0000 0,0000 0,0059 0,0066 0,6542 0,6527
0,875 | 0,0000 0,0000 0,0001 0,0001- | 0,2752 0,2741
1,000 | 06,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0560 0,0650

Tabela 5.7: Comparacao da solugio de Cp para N, = 10, 100, e 1000

ﬁ‘g} = 0, 2 ' Op
N, =10 N, = 100 N, = 1600
Tn exato | matha (1x80)! | exato | malha (1x80)! | exate | malha (1x80)

0,000 0,8493 0,846 {,9998 {1,9998 1,0000 1,0000
8,125 | 0,6173 84,6171 0,8878 00,8887 0,8999 (,9999
6,250 (,3555 0,3551 3,2088 06,2078 0,0061 £,0131
0,375 10,1551 0,1550 0,0025 04,0032 0,0000 0,0000
0,500 | 0,0456 0,0499 {,6000 0,0000 0,0000 0,0000

Tabela 5.8: Comparacio da solugdo de Cp para tp = 0,2, 0,5 ¢ 0,8
engenharia, Figaras 5.8, 5.9 ¢ 5.10.

5,2.1.3 Anslise de Resultados

£ usual medir-se em laboratério a concentragio do efluente no modelo experi-
mental, com o propésito de se comparar o experimento com o valor simulado.

Conforme apresentado por Brigham {3], Correa ei 01 {7}, o valor da concentragio
do efluente, em amostras experimentais homogéneas, medide para um volume poroso
injetado é sempre superior & 50%. A magnitude desse acréscimo é fungdo do nlimero de
Peclet, Figuras 5.11, 5.12 e 5.13.

A observacio das curvas de concentragio do efluente permite avaliar o balango
de material, conforme mostra Brigham. [3], tragando-se uma linha vertical a um volume
poroso injetado. As dreas hachuradas de cada lado da linha vertical devem ser iguais,
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CONCENTRACAO vs. DISTANCIA ADIMENSIONAIS
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Figura 5.8: Progressio da frente de 'p para o caso unidimensional
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CONCENTRACAO wvs. DISTANCIA ADIMENSIONAIS
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Figura 5.10: Progressio da frente de Cp para o caso unidimensional com N, = 10
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CONCENTRACAQ DINAMICA vs. VPi
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CONCENTRACAO vs. DISTANCIA ADIMENSIONAIS
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Figura 5.14: Comparagio do perfil da frente de concentragdo “in situ” e dindmica para

Ny =10

Figuras 5.11, 5.12 e 5.13. A solucio analitica conforme demonstrado por Brigham [3],
mantém constante o balanco de material e a concordancia da solugdo obtida numerica-
mente com esta reflete a conservagio de massa pelo algoritmo implementado.

As Figuras 5.14, 5.15 e 5.16 apresentam um perfil comparativo do comporta-
mento da frente de concentragdo “in situ” e dindmica, para N, = 10, 100 e 1000, no
tp = 0,2, Observa-se facilmente a diferenca significativa da solugdo para baixos N, e
como as respostas tendem a coincidir para escoamentos com caracteristicas mais convec-

tivas que difusivas,
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CONCENTRACAO vs. DISTANCIA ADIMENSIONAIS
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Cid & Cd

Figura 5.16:
N,. = 1000
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5.2.2 Caso de Deslocamento Miscivel Bidimensional

. . . . ,
Considerando a equagio diferencial (5.16) simulou-se o caso desenvolvido expe-

rimentalmente, pelo Eng? Renato L. A. dos Santos [23], onde consideram-se os segnintes
dados:

ko= 500md, [4,934.10"" m?
ho=2,03em, [2,03.107% m]

L, =18cm, [15.107% m]

E, =15cm, [15.1067% m]

g = 15em®fh,  [4,17.107% m3/s]

¢ = 0,1775

¢ = 7,35.10"%atm=1, [7,25.10-19 Pq-1]
o= 0,115¢cm, {0,115.107% m]

N,. =130,4

VAfr, =30

A simulagio foi realizada com uma malha (10x10)! e um intervalo de tempo,
di = 0,01, utilizando o método de Runge-Kutta. As Figuras 5.17, 5.18, 5.19 ¢ 5.20
apresentam visdes 3-D da propagagio da frente de conceniragio. Nota-se a presenga de
urm pequeno “overshoot” nos instantes iniciais da simulagdo a qual converge para a solugao
exata com avango no iempo.

As Figuras 5.24, 5.25, 5.26 e 5.27, sdo as projecbes em curvas de nivel da
propagacio da frente, estas permitem uma visualizagio mais clara de como o modelo
usado de elementos finitos apresenta-se invariante em relagio 4 orientagdo da malha {serd
mais detalhado no item 4.3), ndo apresentando atenuagbes da frente, problema comum
s discretizagbes por diferengas finitas cldssicas, Settari et al [25], considerando-se uma
malha orientada na dire¢io diagonal (a 45°) com a linha que une os pogos de injecéo e
producio.

As Figuras 5.21 e 5.22 apresentam a curva de concentragio de efluente medida
experimentalmente { “breakthrough curve”) comparada com a curva obtida pela simulagao
purnérica. A curva simulada numericamente apresenta uma boa coincidéncia com a curva
obtida experimentalmente.

Isto significa que ¢ comportamento do modelo experimental desenvolvido é for-
temente governado pela equagio de difusdo-convecgdo como poderia ter sido atestado
imprimindo-se os dados de concentragio de efluente contra a fungdo U (funcio modifi-
cada do volume), num grafico Jog-probabilidade conforme mostra Brigham [4].
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25 ~ Npe=130,4 - td=1 - 4t=0,01 -~ 10x10

Figura 5.17: Visio 3-D da propagacio da frente de concentragio para ip = 1

20 —~ Npe=780,4 — td=2 - di=80,01 - 10x10
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Figura 5.18; Visio 3-D da propagac¢do da frente de concentragdo para tp = 2
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25 ~ Npe=130,4 — {d=38 ~ dt=0,01 ~ 10270

Figura 5.19: Visio 3-D da propagacio da frente de concentracio paraip =3

2D - Npe=130,4 - td=4 - di=0,01 — 10210

Figura 5.20: Visdo 3-D da propagacdo da frente de concentragao para tp =4
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5.3 Efeito de Orientacao de Malha

£m alguns casos ocorre uma convergéncia aparente da solugio para diferentes
respostas dependendo da orientacdo do sistema de eixos coordenados. Este fendmeno
numérico reflete um escoamento preferencial ao longo das linhas da malha. Em diferencas
finitas existem orientacdes classicas do sistema de eixos coordenados: a malha paralela, a
zero grau (07}, com a linha que une os pogos de injegdo ¢ produgdo e a diagonal, a quarenta
e cineo graus (45%). Pelo método dos elementos finitos pode-se considerar facilmente
qualquer orientagio dos eixos. Para tanto ¢ suficiente multiplicar as coordenadas nodais
da matha gerada inidialmente e o respectivo campo de velocidades pela matriz de rotacéo,
para qualquer angulo, §, desejado, Figura 5.23.

Abaixo apresenta-se um quadro comparativo de solugdes obtidas para diferentes
posigoes do sistema de eixos coordenados: 8 = (°, 30°, 45° ¢ 60°

Ny = 100 Cyq
tp=10,2 zp
é 0,125 { 0,175 | 0,225 | 0,275 | 0,325 | 0,375 | 0,425 | 0,450
a° (,0196 | 0,7112 | 0,3969 | 0,1451 | 0,0333 | 0,0048 | 0,0004 | 0,0001
36° 6,196 | 0,7112 | $,3969 | 0,1451 | 0,0333 | 0,0048 | 0,0004 | 0,0001
45° 0,9196 | 0,7112 | 0,3969 | 0,1451 | 0,0333 | 0,0048 | 0,0004 | 0,0001
60¢ 0,9196 | 0,7112 | 0,3969 | 0,1451 | 0,0333 | 0,0048 | 0,0004 | 0,0001

Tabela 5.9: Comparagio da solugio numérica para diferentes posigdes dos eixos coorde-
nados

Observa-se da Tabela 5.9 a inexisténcia de efeito de orientagio de malha. Este
resultado estd em concordancia com o trabalho apresentado por Seftari et al [25], que
utilizou um modelo variacional tendo a fungido “Chapéu” como base,
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Figura 5.23: Esquema de rotagéo da malha para um angulo qualquer

S — Npe=130,4 ~ td=1 - 4t=0,01 - 10x10
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Figura 5.24: Curvas de isoconcentragio para tp = 1
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2D ~ Npe=130,4 ~ td=4 ~ di=0,0f ~ 10x10
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Figura 5.27: Curvas de isoconcentracio para tp = 4



Capitulo 6

Comentarios e Conclusoes

As dificuldades tipicas encontradas em discretizagdes cldssicas feitas por di-
ferengas finitas, quais sejam: dispersio numérica e o efeito de orientacio de malha
mostraram-se imperceptiveis no método dos Elementos Finitos. :

O aparecimento de “overshoot” mostron-se bem condicionado, mesmo nos ins-
tantes iniciais, decaindo com tempo e tendendo & solugio exata.

Reproduziram-se varios estudos cldssicos da literatura analisando o comporta-
mento para a concentracio “in situ” e dindmica. Os resultados obtidos apresentaram um
bom gran de concordancia com as solugdes analiticas exatas.

A comparagio com o resuliado de um modelo experimental desenvolvido em
Iaboratério atesta a viahilidade e a potencislidade do simulador baseado no MEF na
predigio da concentragac em amostras cujo comportamento é governado pela equagdo
difusdo-convecgio.

Para escoamentos altamente convectivos, Ny, > 1000, o perfil da frente apre-
senta um gradiente forte, onde faz-se necessario um grande refinamento da matha, de
alto custo computacional. A utilizagio de elementos de ordem superior possivelmente
reduziria o niimero de elementos necessdrios 4 malha, no entanto acredita-se que ¢ uso
de elementos com funcdo de interpolagao adaptativa, malha hierdrquica, representaria
umn menor custo computacional. A malha hierdrquica utiliza funcdes de ordem superior
somente nos elementos cujo gradiente da funcdo esteja acima de um valor previamente
definido.

Afimn de possibilitar estudos mais abrangentes é sugerida a extensio desie tra-
balho para escoamentos com razie de mobilidade superior a 1{um), equagio da difusio-
convecgdo nao-linear.

No decorrer do desenvolvimento deste trabalho apareceram varias sugestoes de
temas para trabalhos futuros. Assim foi o questionamento apresentado por A.C. Corréa,
durante o exame de qualificacio, no sentido de se trabalhar no dominio de Laplace para
obter a solugdo da equacio de difusdo-convecgdo Linear. Método este onde se pretende
discretizar espacialmente a equagio diferencial por elementos finitos, e utilizando-se uma
formulacio modal, transformar as equagbes diferenciais algébricas ao espago de Laplace
onde a obtengio da solugdo no dominio do tempo imagina-se possivel por inversio analitica
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da solucdo obtida no espago de Laplace.

Outra continuacio natural deste trabalho ¢ a implementacio de um elemento
tridimensional, onde inicialmente sugere-se ¢ elemento tetraddrico.

O programa computacional ainda encontra-se distante do seu potencial de oti-
mizaglo, para tanto, recomenda-se a implementacio de um conirolador de intervalo de
tempo, um controlador do grau de implicitude do método de integragio e um estimador
de erros.

Outro estudo promissor € o desenvolvimento de elementos paramétricos adap-
tativos em especial na geragio de malhas, nesse caso a discretizacio teria como um dos
ohjetivos acompanhar a tendéncia das linhas fluxo.



Apéndice A : Equacio Geral para o Fluxo Monofasico

A Lei de Darcy para o fluxo monofdsico diz que a vazdo volumétrica,
{J, para um sistema com escoamento horizontal através de umn volume poroso de compri-
mento L e drea de segio transversal A | é dada por:

e (A

onde Ap ¢ a queda de pressio aplicada ao comprimento L, u € a viscosidade
do fluido e k ¢ a permeabilidade absoluta do meio,

Para o escoamento numa dire¢io qualquer, nés podemos escrever a lei de Darcy
na seguinte forma diferencial:

L9 kg 9
U= = pr {A.2)

7

onde v = /A & a velocidade de escoamento superficial, e gﬁ, -gg e %:« s30 as
componentes do gradiente de pressdo na diregdo x, y € z respectivamente, Observe que o
sinal negativo na equagio, indica que a pressio declina na diregdo do escoamento.

A equagio acima nao considera a gravidade, entretanto, pode ser modificada
para incluir o termo gravitacional. Considerando a profundidade, D ;| como uma fungio

arbitraria das coordenadas, (x,y,2) , entdo a forma diferencial da Lei de Darcy, torna-se:

s k = =
7= ";(V}J ~ pg¥v D) (A3)

onde p é a massa especifica do fluido e g € o valor da aceleracio devido a
gravidade.

Derivando a equagio diferencial para o escoamento, considera-se o termo para
injecio do fluido usando a varidvel, q , igual a vazdo mdssica de injegiio por unidade de
volume de reservatdrio. (Um g negative implica em produgdo ). Admite-se que a massa
especifica do fluido varia com o tempo. (Frequentemente a porosidade do meio também
se altera com o tempo}.

Considere-se um balanco de massa sobre um pequeno volume cibico, Figura A.L.
0 cubo apresenta um comprimento Az; uma largura Ay e uma altura Az . O centro do
cubo estd localizado a 2’ = z + Az, y' = y+ 1Ay e 7 = 7+ 1Az A drea da face
esquerda é AyAz; portanto a vazio com que a massa entra no cubo pela face esquerda é
dada por:

P(-’C, yja zr)‘vz('r': y’s zr)'Ayﬁz = Ay&z(pvz)m,&a,y
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A vazdo com que o fluido sai pela face direita é:
&yﬁz(pvz)ﬁ‘»%*ﬁx,y’,z’-
O fluido entra pela face frontal & vazio de:
ArAz{pry)p y»

e escoa pela face de tras & vazdo de:

Az Ax{pvy e yr oy,
wixrz | V(XeAXY,Z)
by Az
{X,v}
23 4

Figura A.1: Volume de controle para o balango diferendial

O fluido entra pela face inferior & vazio de:

AzAY(pv:)ery ot b2

e sai pela face superior & vazio de:

AzAy(pve)or gt asaze
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O volume do cubo € Az.Ay.Az; portanio a vazdo mdssica de fluido injetada no
)
cubo é:

AN FAVITAEN

e a taxa de acumulagdo de massa no cubo &

a(4p)
En AxAyAz

onde a barra acima da propriedade indica o valor médio desta no cubo.
Uma vez que a massa deve ser conservada, temos que:

[vazdio que entra] - [vazdo que sai] + [vazdo injetada] = [taxa de acumulagéo]

Portanto,

Aydz(prg)py o — DyDz{pro)esazy ot + AxAz(pry )y g2 — DeA2(pvy)r g1 iy,

3 —
+ATAY(pralony .. — DEBY(PU: )y ern: + §DTAYHZ = %@Amyﬁz

Dividindo por AzAyAz,

(p”z)ﬁ&m;y"z’ - (Pvr)r,y*,z' _ (P%)m’,ﬁﬁy,z‘ - (pvy)x’,y,z’

Az Ay
(P2 ) 4t 2z — (Pv)ewse | - _ é}(&ﬁ)
N Az tg= ot

tomando o limite quando Az — 0,Ay — 0,Az — 0 e observando que 5 — p(z),
¢ — B{z), ..., obtem-se:

_Opva) _Blewy)  pv) __3ep) (A.4)

dz Oy 8z 91T T
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Para o caso bidimensional, v, = 0. Como p é uma funcio escalar, entdo

{pv.).(pv,) e (pr;) sho as componentes x, y e z, respectivamente, do vetor {pv). Usando
a definicdo de divergente, escreve-se:

9{¢r)

~Vp?) +q= Bt

(A.5)

Substituindo a equagdo (A.3) da lei de Darcy na equagdo (A.5), obtem-se:

= Pk = _ 9ép)
V-[“};(Vp = pgVD) +q= =5 (A.6)

Para os nossos propdsitos algumas simplificagSes serdo feitas, a primeira delas
refere-se & consideracdo de escoamento horizontal plano, VD = 0. Portanto:

o Pk _ O(¢p)
V. p Vpl+g¢= p {A.T)

i,

A compressibilidade de um fluido, ¢, € definida para condigdes isotérmicas,
COTO

1dp
¢ = === dp = cpdp A8
gy TG =cr (A.8)
e?

d
pdp = -;? {(A.9)

1
pPNp= -V (A.10)

Substituindo a equacio (A.10) na equagio (A.7), tem-se:
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(.
VAVe) = —(&El +q (A.11)

Mudando a convencio, a vazio de injecdo passa a ter sinal negativo.
Considerando o meio poroso homogéneo e isotrépico, entdo k e ¢ sfo constantes,
e pbtem-se:

2, $uclp | pe
Vep = L e TRy {A.12)
Da definigdo de compressibilidade de um fuido pode-se escrever:
dp _ Op
5= P (A.13)
e‘!
dp _ dp
dc = oz (A.14)
Diferenciando em relagio a ¥, tem-se:
Pp  Op Bpdp _ Fp . . Op,
Ber = ozt o0 0. ~ Porr T, (A-15)
Expressio similar é obtida para #p/0y* e 8*p/3z* no que resulta:
Op.2 , Op Ip
2, . 2 2 EAY+ It alp ¥ HiN2 A.16
Vo= oVt ol L+ (G + (V) (A16)

Substituindo a equacio {A.16) e a equagdo {A.13) na equagdo (A.12) e dividindo
por ¢g, tem-se:
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Jp d e Jp
V4 l(GER + (G + (G0 = B+ L (A7)

Considerando fluidos de peguena compressibilidade, tem-se:

dp dp .,

G S AR+ (P + () (A18)
no que resulta,
¢ucdp g
2 T semsvmnrae mee—— ————
Vip= g + o (A.19)
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Apéndice B : Adimensionalizagio da Equacio de Difusividade

Afim de se obter uma maior generalidade na solugio, a despeito do
sistema de unidade de interesse, adotam-se as seguintes varidveis adimensionais:

» _ 2wkh (2,3,1) (B.1
D Qiﬂp s ¥s :]

onde, (; = vazio volumétrica de inje¢ao de fluido

ki ‘
tpa = ) (B.2)
onde,
A=L,L, {B.3)
x
- ¥
Yp = I, (B.5)

Adimensionalizando cada termo da equagio, tem-se:

de (B.4),

dzp

dop _1 0 _ 1.8
dr L,  8x L,8zp

de {B.1),
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Lx

Lot

Figura B.1: Esquema da malha utilizada

p 2 {0 0 [ 8 (Quupp
7t " Ba (é;; (P)) = % (“5“ (o )) (B.1)

Substituindo {B.6} em (B.7),

@zii im‘?_ (QfﬂpD) :H_@L‘imgfg?_ (B.8)
Oz*  LpBxp \L,0zp \ 2rkh 2x L2kh 0z% )
Analogamente,
O*p Qip &pp
_ 9
dy* 2 Likh Byh (B-9)
De (B.2),
dipa & g k4@
At pucA Ot ducAdips (B.10)
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para o termo de acumulagao,

o _ 90 (Qﬁ@)
ot Ot \ 2rkh
Substituindo (B.10) em (B.11)}, tem-se:

9 _k Qu dpp 4 O
Ot pucA2nkhOips  2wdcAh Oipy

Substituindo (1.8}, (B.9) e {B.12) em (3.15},

Qi p5&pp Qi pFpp _gpe Qi dpp g
2512 kh Oz} 2w L2 kh By}, kE 2xdcAh Otps  pk

Multiplicando por (Eﬂkﬁ) ;

Qs

1 & + 1&pp 1 Gpp | g 2nkh
L2 82% " L2 Byh L. L,8ips  pk O

Multiplicando por {L,.L,),

Ly&@pp | L. &pp _ Opp | 2mqhlL.L,
Ly 0z% L, Oyhp ~ Otpa {ip

De {B.15), tem-se:

_ 2xqhl,L,
i ip

(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)

(B.15)

(B.16)

Para a injecio em volume, AV = (Az.Ay/2}h, a uma vazéo volumétrica cons-

tante, da equagio (3.16}, tem-se:
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—Qip

q = W Azdyl2) {(B.17)
Substituindo (B.17) em (B.16),
0 = Q?thxLy. | — (i p
Qip  MAozAyf2)
g0 = Bf}i{"}}; (B.18)
para o bloco de producio com a pressdo do pogo constante, tem-se:
75 Zf(fﬁrw) h(A:ci?&y/iZ) (B.19)
Substituindo (B.19) em (B.16},
0o = kb pp 2nhl, L,
' pin{r,fr, h(AzAy)  Qip
2
> T A (3:20)
De (B.1},
_ pmpQup
P = Trkh
Substituindo,

_ 2%khLL,  ppQip
D (e o) (AeAy)Q; 2nkh
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_ Ly Lyplﬂ
AxAyin(ryfry)

an

- ™MD
b AxpAyp In{r,/ry)

(B.21)

Para o calculo da pressao adimensional no pogo de injegdo, da equagio (3.21),
fem-se: :

41@:‘# ?n('f'oj{'}"m)
Qﬁkh = pwj — PN (822)
De {B.1},
_ PraQip
PN = ok (B.23)
. pwfin}’t
Pel = ok (B.24)
Substituindo (B.23) e {(B.24) em {B.22},
2Q:ip In{r,[ry,)  Qip
Tk = 57 (Pusa — Pra)
Pufd = PNd + 4*In(?o/?~w) (825)

Resumindo, a equagao a ser discretizada é:
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Ly ’pp | L, aQPQ _ Opp

L, 825,

Com as condi¢des de contorno,

e a condigao inicial,

oy zp=0 =0
rp =
Opp -0
dyp| yp =0
yp =1

PD(fL’D,yD,O) =0
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(B.26)

(B.27)

(B.28)
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Apéndice C : Coeficientes de Difusio

O tensor de coeficientes de difusio tem contribuigdes resultantes da difusio mo-
lecular comum e da dispersdo mecanica. De trabalhos tedricos e experimentais conforme
Setarri et al.{], o coeficiente de difusdo pode ser descrito para um escoamento unidimen-
stenal como:

18]

K=D+a
¢

(C.1)

onde D é a difusfo molecular numa matriz porosa {que ¢ a difusividade mole-
cular cldssica dividida pelo fator de tortuosidade) e alfa é denominado de fator de disper-
sividade. Para o escoamento bidimensional fol verificade experimentalmente que existem
dois valores distintos de dispersdo: a dispersdo longitudinal, que ocorre na diregio do
vetor velocidade 4, e a dispersao transversal, que ocorre perpendicularmente a dire¢ao de
%. O que representa :

P o3
j{i D+ £ 9 |; (0.3)

Para incorporar o tensor de difusdo ne nossc modelo numérico, devemos obter
um modelo geral para o fluxo difusive com respeito aos eixos coordenados:

t,z
K, =dD + + C4
#Hos = ¢ “‘H e (€4
¢sz¢xwx&nwmﬂ$? (C.5)
vl V2
6Ky = 6D + oyt + ey (C.6)

el

0O coeficiente de difusividade cruzada pode ser desprezado, hipétese perfeita-
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mente aceitavel quando a difusde € pequena efou of ~ o Entretanto foi observado
em processos muitos difusivos onde o > oy , gue o desprezo deste termo implica numa
distor¢do da frente similar ao efeito de orientaciio de malha observado em métodos de
diferencas finitas.

Para efeito do estudo descnvolvido sera considerado o caso onde o = a; e
D = 0, o que resulta enn:

, (2 -+ o2) |
K, =K, = o~ = o |0 C.7
¢ 7 ] (C.7)

d » ('Ui + vz
Ky =g¢lyy = a._.,__laué'_)“ = 0. |7] (C.8)

ou,

K=K, = K, = a|f| (C.9)
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