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RESUMO

Este trabalho estuda o comportamento dispersivo-convectivo de tragadores
conservativos em meios porosos homogéneos, sujeitos a processos de injecio e posterior
produgdo com vazao constante.

Da anélise da concentragdo de tragador do efluente durante o periodo de
produgio pode-se determinar o coeficiente de dispersdo hidrodindmica caracteristico do
Processo.

As equagdes que descrevem o fenémeno do deslocamento miscivel de tragadores
sio solucionadas por métodos numéricos e semi-analiticos, para as geometrias de fluxo
linear ¢ radial.

O método semi-analitico deserito neste trabalho basela-se na inversio numérica
da transformada de Laplace da concentragdo de tragador no meio poroso por meio do
algoritimwo de Crump.

() tratamento numérico empregado consiste na aplicagdo do método de Allen
para discretizagio dos operadores espaciais da equagdo da difusdo-convecgao.

Resultados experimentais obtidos através da utilizagdo de um corpo de prova
finear homogéneo sio também apresentados.
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ABSTRACT

This work studies the convective-difusive behavior of conservative tracers in
homogeneous porous media, for proccess of tracer production following tracer injection
with a constant flow rate.

From the analysis of the effluent tracer concentration it is possible to determine
the dispersion coefficient which characterizes the process.

The equations describing the miscible displacement phenomenum have been
solved by means of both numerical and semi-analytical methods for either linear or radial
flow geometries.

The semi-analytical method described in this work has been based on the nu-
merical inversion of the Laplace transform of tracer concentration in the porous medium,
by means of the Crump algorithm,

The numerical treatment employs the Allen scheme for discretization of the
spatial operators of the convection-diffusion equation.

Experimental results have been obtained from experiments in a linear homo-
gENeOus Core,
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1 INTRODUCAO

0 fendmeno da dispersido hidrodindmica em meios porosos pode ser estudado
através de um ajuste entre os resultados de um teste de deslocamento miscivel e os do

modelo matematico que o descreve.

0 escoamento miscivel de tragadores conservativos em meios porosos homogéneos
pode ser descrito através de uma equagdo diferencial parcial do tipo convecgio-difusio.
(O escoamento através de meios porosos heterogéneos pode ser modelado por variactes da

equacao da convecgao-difusdo

O uso de tracadores em meios porosos pode ser aplicado, entre outros, para

caracterizacio das heterogeneidades do reservatério e a determinagao da saturagao de dleo

residual.

Neste trabalho busca-se compreender o processo ciclico de injecdo e posterior
producio de tragadores em meios porosos homogéneos com geometrias linear e radial. Da
medicio da concentragio do efluente durante o periodo de produgéo, pode-se determinar

o coeficiente de dispersao que caracteriza o mejo poroso.

Para sistermas complexos, os métodos numéricos tem utilizagdo mais ampla que
os processos analfticos empregados na solugio das equagdes descritivas do deslocamento

miscivel.

Entretanto, os métodos numéricos apresentam erros de arredondamento aritmético
devido ao truncamento das séries utilizadas para representar as fungdes que satisfazem
o problerna original, e erros de consisténcia oriundos da inadequacdo das séries para re-
presentar tais fungdes. Além disso, os métodos numéricos podem apresentar problemas
de instabilidade efou oscilagdes. Para casos mais simples, € possivel utilizar solucgdes

anal{ticas para verificar o comportamento das solugbes numéricas.

Fstudando o fendmeno da dispersio hidrodindmica em meios porosos ho-



mogéneos, este trabalho tem como objetivos:
- analizar um novo método de discretizagdo numérica dos operadores espaciais,

- apresentar uma solugio semi-analitica, obtida através da inversdo numeérica
da transformada de Laplace da concentracdo do efluente, que sera usada para verificagdo

da validade do método numérico,

- verificar a validade das hipoteses simplificadoras assumidas na solugao da
equacio da conveccao-difusdo através da realizagio em laboratério de testes do tipo

injecio-produgao.

O experimento fol realizado através da injecao com posterior produgao de um
tragador salino em um corpo de prova linear e homogéneo, com a monitoragdo continua
da concentracdo salina do efluente através de um sistema de aquisigao de dados acoplado
a um microcomputador.

O processo numérico empregado neste trabalho baseia-se na discretizagao dos

operadores espaciais da equagdo da convecgdo-difus@o pelo método de Allen{18:17),

A solugio semi-analitica descrita no texto consiste em se inverier para o

dominio do tempo equacBes obtidas no espago de Laplace, através do algeritimo de Crump.



2 DESCRICAO DOS METODOS DE SOLUCAO

Neste capitulo serdo descritos os métodos de solugao da equagao da convecgao-

difusdo utilizados no presente trabalho.

2.1 SOLUCAO ANALITICA

Para um sistema linear, a equagio que descreve o comportamento da concen-

tracio de tragador conservativo no meio poroso é dada por"d:

#C  aC _acC

T e TR (1)

enguanto que para uma geometria radial, a concentragao de tracador é modelada por®*=9):

L2 owE |- 1 iy = 57 @)

onde:

D(r) é o coeficiente de dispersao hidrodindmica,
1 é a velocidade convectiva do fluido numn sistema linear,
vem{r) é a velocidade convectiva do fluido num sistema radial,

(' ¢ a concentragio do tragador.

A quantificacio das caracteristicas dos sistemas porosos € usualmente deter-
minada ajustando-se aos dados obtidos em laboratdrio as solugdes das equagbes que des-

crevem os sistemas.



Para situacdes complexas, normalmente nio se dispde de solucbes analiticas
gue descrevam o comportamento dos sistemas, sendo entao utilizados métodos numéricos

para resolver as equagdes que modelam o deslocamento miscivel.

Com » utilizagho de solucdes numéricas, porém, acrescenta-se a dispersao hi-
drodindmica uma dispersio numérica inerente ao método, que pode inviabilizar o seu

150,

Para evitar esse problemas e dada a indisponibilidade de solugbes analiticas,
utiliza-se um outro método para a solugao de equagbes do tipo convecgao - difusio, que

consiste na obtencdo da solucio analitica da equacio no dominio de Laplace.

Neste método, a volta ao dominic do tempo € obtida através de um algoritimo
numérico, para calculo da transformada inversa de Laplace. Tais métodos apresentam

dispersao numérica, na maior parte das vezes, desprezivel ou nula.

Utilizar-se-4 no presente trabalho esse tipo de solugdo, sendo a volta ao dominio

do tempo implementada através do método de Crump{1%),

Por apresentar rotinas numéricas embutidas no algoritmo que faz a volta ao

dominio do tempo, referir-se-4 a esse método como semi-analitico.

Uma anéalise da precisio do algoritimo de Crump é apresentada no

Apéndice A.
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2.2 SOLUCAO NUMERICA

Para maior confiabilidade e validacdo matua dos resultados obtidos com a
solugdo semi-analitica, serdo desenvolvidas e implementadas solugdes numéricas para a

equacio da convecgao-difusao.

Neste caso, os operadores espaciais serdo discretizados segundo o método de Al-
len, que tém como méritos a estabilidade, acuidade de segunda ordem e, para as equagdes
e intervalo de aplicacio das varidveis utilizadas no presente trabalho, a possibilidade de

nminimizar-se a dispersdc numérica.

221 Método de Allen

Utilizar-se-4 este método de discretizacio de operadores espacials com o ob-
jetive de minimizar-se a dispersio numérica que ocorre quando se utiliza técnicas padroes

de diferengas finitas para solugdo de .equa«;()’es do tipo convecgao-difusao.

A discretizacio desses operadores é obtida utilizando-se uma curva interpolante
no intervalo a ser discretizado, a qual satisfaz a equagdo original para casos em que a
variagio temporal da concentragdo seja considerada constante num dado intervalo de

fempo.

Descreve-se a seguir a sequéncia de operagoes para discretizagio dos operadores

espaciais e montagem do sistema de equagdes.

Dada uma equacio genérica:

S(0) = 5z, ®)

onde < 6 um operador linear espacial,



utiliza-se uma equacdo particular do tipo:

3(C) = KX, (4)

onde K é uma constante, como aproximacio & equacdo original para um dado intervalo

de tempoao.

Através do ajuste da solugio dessa equagio, a qual é dada de forma genérica
por C = f(K,z), aos pontos nodais i — 1 , ¢ € 1 + 1, obtém-se um sistema de equagdes

algébricas do tipo:

Con = f(K,zi), | (5)
G = J(K, ), (6)
Cip1 = FUK, 2i41) - {7)

Resolve-se esse sistema de equagdes de forma a obter-se K como funcio das
concentracdes nos pontos nodais ¢ — 1 , ¢ e ¢ + 1, ou seja, K = K(Ci-1, Ci, Cin}y
esgotando-se assim na presente solucio a utilizagao do método de Allen, que se resume

na discretizacio dos operadores espaciais.

Com isso, volta-se ao problema original dado pela equagéo (3), onde o operador
temporal é entéo discretizado. No presente trabalho tal discretizagdo sera implementada
por diferengas finitas de primeira ordem, de forma a que a concentragio seja calculada

implicitamente. Entao:

oCc Crtt-cr
K“at“ At (8

Este processo pode ser estendido para toda a malha, resultando em um sistema

de equacdes lineares, que em forma matricial € dado por:



-

{A1y) (A1)
(A1) (A22) (Az3)

(Aiie1) (Ais) (Aiser)

(An,n-l ) (An,n ) i

o
Gy

.
oy

"™
Cy

cr

(9

A diferenca entre este processo € 0 métado convencional de diferengas finitas

reside nos calculos dos coeficienties do sisterna de equagdes algébnicas, A;;, 1= 1,n;

j = 1— 1,14 1, os quais serdo desenvolvidos detalhadamente para cada um dos casos

estudados neste trabalho.

A dispersio numérica, como serd visto na discusdo dos resultados, pode ser

praticamente anulada nesse processo pelo controle da discretizagio do espago e do tempo.




3 MODELAGEM DO PROCESSO DE DESLOCA-
MENTO MISCIVEL

Neste capitulo serdo descritos os modelos matematicos aplicados ao desloca-
mento de tragador conservativo em meio poroso, para esquemas de fluxos unidimensionais

com geometriag linear e radial.

3.1 Tratamento Analitico para Escoamento Linear
3.1.1 Periodo de Injecao

O escoamento linear de um tragador conservativo em meio poroso homogéneo
pode ser descrito pela equagdo da conveccio-difusio, a qual em termos de concentragio

estatica é descrita por:

#Cc 9Cc _ac

Dam = %87 = 51

(10)

O modelo considera um corpo de prova inicialmente saturado por uma solugio

aquosa com concentragio de tragador igual a Cruia. Assim, a condicdo inicial é dada por :

Ol t = 0) = Conin - (11)

Durante este periodo, injeta-se através de uma das faces do meio poroso uma
solucio com concentracgio de tragador igual a Conag, distinta de Cpiy. Com isto, tem-se a

seguinte condicho de contorno interna :



b

] = Cmax ¥ (12)
{x=012>0)

isto &, a concentracio dindmica no ponto x = 0 é igual a concentragio do fluido injetado.

A hipéiese de meio linear infinito pode ser considerada na pratica interrompendo-
se a injegio antes que a concentragdo do efluente na face produtora deixe de ser Crpin. A

seguinte condigho de contorno externa pode entio ser escrita:

Cla — oo, 1) = Cruin (13)

A adimensionalizacio da equagao diferencial e das condigbes de contorno per-
mite wm tratamento genérico ao problema. Deste modo, as seguintes definigdes de

variaveis adimensionais foram selecionadas:

mD"’%v (14)
L
Up = 3‘5, (15)
1
tp = f, (16)

C 31: “”Cm:'n
Cpl{zp,ip) = éx )mC- , (17

onde L é um comprimento arbitrdrio necessirio & adimensionalizagio das variavels, que

neste caso sera fixado como sendo o comprimento do meio poroso.
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Substituindo-se estas defini¢des na equagho {10}, obtém-se:

F*Cp dCp OC‘D
F Ll ke T (18)

Aplicando as mesmas transformacses as condigbes de fronteira definidas pelas

equagdes {11), {12} e {13), resulta:

Cp(xp,ﬁzj = ﬂ) =0, (19)
i acC
[CD‘“*——_ D] =1, (20)
Up 920 J(zp=o.0)
Cplzp — oo,ip) = (21)

Pelos motivos anteriomente discutidos, a equagio (18} serd desenvolvida no
espaco de Laplace, com posterior retorno da solugdo ao dominio do tempo por meio do

algoritimo de Crump.

Assim, no espaco de Laplace, a equacdo {18) fica :

& C dUp
dng —Up == P 2 = UpsCp ~ UpCplap,tp =0), (22)

onde Cplzp,s) é a transformada de Laplace da concentragao adimensional, Cp(zp,tp).

Utilizando-se a condicio inicial dada pela eq. {19) na eq. (22), a equagdo

diferencial no espago de Laplace se reduz a:

£Tp _,, 4T

dm}; de-—UI_}SCDEO. (23)
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Transformando-se as condigbes de contorno interna e externa, eqs. (20) e (21),

para o espaco de Laplace, obtém-se respectivamente;

- 1 dCp 1
C ry o o ==, 24
[ b Up d.’L‘D anxcls} & ( )
Cplzp — 00,5) = 0. {25)

Resolvendo-se a equacdo {23), com as novas condigbes de contorno dadas pelas
eqs. (24) e (25), obtém-se entdo a equagdo que descreve a transformada de Laplace
da concentracio estdtica de tragador no meio poroso em estudo durante o periodo de
injecio, cuja dedugdo pormenorizada é apresentada no apéndice B, fornecendo o seguinte

resultado;

v
e"aﬂ' (1~ /1455 2D

Cp=2 )
(1+,f1+§;;—)s

A concentracio estatica de tragador € obtida a partir da transformada inversa

de Laplace da eq. {26}, resultando em:

Cz,1) = L7H{Cp(zp,5)} * (Crmaz — Crmin) + Crin - (27)



3.1.2 Periodo de Produgao

A equagdo que descreve o comportamento da concentragio de tracador no
meio porose em estudo durante o periodo de producio é semelhante a do periodo de
injecio, porém com sentido contrario de fluxo. Assim, a equagdo da concentragio para o

periodo de produgio ¢ representada por:

a*Cp aC 8Cp
A
FEs) + Up Y. Up Bip (28)

O periodo de producio é iniciado imediatamente apds a interrupgao da injegao,

o que define a seguinte condigao inicial:

Cplap,tp = 0) = Co{zp), (29)

onde Co{zp) é a concentragio estatica existente no final do periodo de injecdo, sendo que

para o periodo de produgio define-se uma nova origem do tempo.

O fluido produzido tem concentragio igual a do fluido que satura a face in-
terna do corpo de prova. Isto pode ser entendido pelo fato de que fora do meio poroso
a concentragao estética é igual a dindmica, o que se obtém desprezando-se a dispersao
hidrodinamica, uma vez que o coeficiente de dispersio fora do meio poroso € muito pe-

GUeno.

Isto leva A seguinte condigdo de contorno interna :

%g_—(asz{},t>0):ﬁ, (30)
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Durante o periodo de producgao, sera injetado na extremidade oposta a de
estudo, uma solugdo com conceniragio de tracador igual a Chin, a qual ¢ idéntica a
concentracio do fluido inicialmente saturanie. Isto fornece a seguinte condigao de contorno

externa

Cplap =1,1p) = 0. (31)

Transformando-se a equacio (28) para o dominio de Laplace, e aplicando-se a

condicio inicial definida pela eq. (29), obtém-se :

#Cp dCp
U
d z%, D dzp

~UpsCp = ~Up Colzp) (32)

Com as condicdes de contorno impostas pelas egs. {30) e (31), a solugéo da

equagho {32) é desenvolvida no apéndice B, resultando em:

UD ef1 D

o rp=1 o eyt g Upet*  rxp=i N oera gt
Cplep,s) = =——— / Colz') e do’ 4 ————— / Co(z') e dz’ +
ry — T Q Ty — T H

1 F01 £y —raxt : Yz @ V}+ﬁ_§“&1 T
#_j' Colz)e ™™ dx R A e el AR
J1+ 3 Jo Ji+as+l

(33)
onde ¢

Tlm—gl-)-(I*f“ 14"%*"?"), (34)
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Upn 43
122—? (1-”1+E};)‘ (35}

Como foi mencionado, o fluido produzido tem concentracio igual a do fluido
que satura a face produtora {zp = 0). Assim a transformada de Laplace da sua concen-

tragao estdtica é dada por :

Cp(0,s Ve dy (36)

) 2 [ o
Jl+fe+1Jo

A concentragio dindmica do efluente serd entdo dada por :

C(U,t) = ﬁﬁl{ﬁp([}, 5)} * (Cmm: - Cmm) + Cmfn . (37)
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3.2 Tratamento Numérico para Escoamento Linear

A soluclo numérica para a equagio de deslocamento miscivel em meio poroso

homogéneo sera obtida através do processo de diferencas finitas formulado por Allen.

3.2.1 Periodo de Injecao

No periodo de injegio, a equacio diferencial do escoamento e as condigbes de

contorno apropriadas, em forma adimensional, sho descritas na segéo 3.1.1, ou sejam:

*Cp dCp aCp
—5-;'2; _UDZ’_‘;”DWFUD?}E;’ (38)
Cp(zp,tp =0) =0, {39)
1 8Cp .
Cp— 1 ] =1, 40
{ Up_axp (-’CD:UJD} ( )
Cplap = 1,tp) = 0. (41)

O primeiro passo do processo numérico consiste na obtengdo da curva inter-

polante da discretizagio espacial.

Os operadores espaciais da equagio (38) serdo discretizados por intermédio de

uma curva interpolante obtida a partir da seguinte equagao:

1 d&Cp  dCp
Ub dm% dwp

= K, = L(Cp), (42)



onde Ky é uma constante, ¢ Cp ¢ fun¢do somente da variavel espacial zp;.

16

Note que a equacio (42) deriva da equacgio (38), onde o termo transiente ¢

constderado constante,

A solucio da equagio (42} ¢ dada por :

CD = -—I'\fl rp + f{g EIUD D o4 11’3 '
onde
eUnzpo
.{iz = Yo N
o
Vo zpe

1{3 = CD(-’ITDO) — %o UI} 1

. Up{zpne—epn
o=Ye {eno )3

_ dCp
- de )

(44)

(45)

(47)

(Como na solucdo numérica s6 interessa obter-se a solu¢do da equagdo original

para pontos especificos, a equagdo (38) é entdo substituida em cada ponto nodal pela

equagdo {43}, resultando em um sistema de equagdes algeébricas.

Os parametros K, , K, e K3, podem ser obtidos ajustando-se a curva interpo-

lante descrita pela equagdo (43) aos pontos nodais ¢ — 1, tei + 1, obtendo-se o sistemna

de equagbes :
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— Ky appieyy + Ko 05060 4 K3 = Cpiyy,
“I(l T iy -4 Ifz eUD'J:D("} 4 _K'g = CD{,'} R

"I(I Tp{itt) 4 -{‘,2 eUDer(H»l) -+ I(g = cD(f-i—i) . ' (48)

Resolvendo-se o sistema e isolando-se K;, chega-se a :

_ (Coty — Cogi-1y) {mi = min) = (Cogy = Coeyy) (mi — M)

Ky
(n; = nioy ) Oy — gy ) — (g =~ ny ) (my — )

= L:c( irD):‘ (4“9)

onde

m; = eVPTH | (50)

i = =X () - (51)

Uma vez que deseja-se obter L (Cp) = K para substituir o termo transiente
na equacao {38), nio hi necessidade de se determinar K3 ¢ K3 . A equacio {49) pode

entao ser colocada na forma:

LACp) = A Cppiery — (A7 + AN Cpgy + AT Cpiivy s (52)

onde ¢
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_ Amay )
A7 =
; o : {53)
aF = iz misa) (54)
Bi
e
pi = (n; — nio ) {my — mu) — (0~ Nig1 ) {mi — myoy). (55)

A extenciio do procedimento descrito aos demais pontos da malha fornece
uma equagio matricial semethante & equagdo (9), a qual ¢ entao resolvida diretamente,

fornecendo-se a distribuicio da concentragio estdtica na malha em cada instante de tempo.

O método prossegue sequencialmente para se determinar a distribuigao de

concentracoes com o tempo.
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3.2.2 Periodo de Produgao

Para o periodo de produgao é {eito um desenvolvimento analogo ao do periodo
de injeciio. Porém, por ter sentido de fluxo contrario a este, o equacionamento € feito a

partir da seguinte equagao:

d*Cp aCp ,, 9Cp |
dz, +Up dzp UDatD ’ (56)

ApGs o desenvolvimento desta equagdo por um processo similar ao descrito na

seccio anterior, determinam-se os seguintes parametros para o periodo de produgao:

m; = " P TR0 | _ {(57)

£

= Epi - (58)

Uma vez que a concentragio no inicio do periodo de produgio € igual a con-
centragio no final do periodo de injecao, para se passar de um caso para o outro basta

que se remonte o sistema de equagbes com 0s NOVOS parametros m; e n; .



3.3 Tratamento Analitico para Escoamento Radial

3.3.1 Penodo de Injegdo

O escoamento radial de um tragador conservativo em meio poroso homogéneo
pode ser descrito pela equagdo da convecgao-difusao, a qual em termos de concentragio

estatica, C{r,t), é descrita por:

ac] 10 _ac 50

18

— D = | T T ki) C - .

rOr [T (r) dr rdr [rem(r)C] at
() modelo em estudo considera um meio radial inicialmente saturado por uma

solugio com concentragio de tracador ignal a Ciin, 0 que define.a seguinte condigao

inicial:

Clr,t = 0) = Crnin - (60)

Injeta-se inicialmente através da face interna do meio poroso, uma solugao com
concentracio de tracador igual a Cpoy, distinta de Crin, fornecendo a seguinte condigao

de contorno interna;

[ - .,.,____..___} :Cmar« (61)

onde 7, é o raio da face interna do meio poroso.
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A hipdtese de meio radial infinito pode ser considerada na pratica interrompendo-
se a injecdo antes que a concentracao do efluente na face externa do meio deixe de ser

C: FRETL®

Portanto, a seguinte condigio de contorno externa pode ser escrifa:

Olr — co,t) = 0. (62)

As seguintes varidveis adimensionais serdo selecionadas para o escoamento ra-

dial:

Cp(rp,t) = =7, (64)
2 h
Dofrp) = == ? D), (65)
gt | ' o
tp = 2rh¢rl’ (66)

Substituindo-se estas definigdes na equagao (59}, obtém-se:

18 { 3CD]W 1 9Cp 8Cp (67)

rdrp PP, | T T B

Aplicando as mesmas transformagbes s condigbes de contorno e inicial, defi-

nidas pelas equagdes (60), (61) e (62), resulta:



Cp{rp,ip=10) =0, (68)

Cp—Dprp (:;CD =1, (69)
"D 1o p=1,tp) '

Cp{rp — o0,ip}=0. (70)

A solucio da equacio {67) serd inicialmente desenvolvida no espago de Laplace,

com sua posterior transformagao inversa obtida através do algoritimo de Crump.

A transformada de Laplace da equagao (67) produz:

- S“CT’{D = “CD(TD:O) " (?}‘)

dCp 1 dCp
rp drp

a qual, apds.a utilizagdo da condigio inicial definida pela equagao (68), fornece:

1 d
. [?‘DDD(?”D)

iTp
140 g, (72)

rp d'f‘p

d@p]

{JTT'D

Transformando-se as condigoes de contorno interna e externa, eqs. (69) e (70},

para o espago de Laplace, obtém-se respectivamente:

— dC 1
Cp—Dprp 7 D = -, {73)
CTD Jrp=rs) °
Cplrp — 00,8} = 0. N (74)

Manipulando-se algébricamente a equagao (72) chega-se a
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d‘zwép %‘?’ﬁ .DI)(?‘D) -] d?‘_p fert
3 —sCp = 0. (75)
d?‘D DD(TD) DD(?“D)TD d?‘D

Resolvendo-se a equacio {75}, com as novas condigdes de contorno dadas pelas
eqs. {73) e {74), obtém-se entdo a transformada de Laplace da equagdo que descreve
a concentracdo de tracador no meio porogo em estudo, durante o periodo de injegdo,

considerando-se altas velocidades convectivas, conforme descrito no apéndice D

ot 128 3
F,{;_——i—e(?%;g) 2 Kﬁ{é("ﬁ:)w] (1)

onde:

D{}D =T (??)
Tw
9’3(7’5&3) = 4D%) Dp )
€l
¢w = p(rp=1,5). (79)

A concentracio estitica de tragador é obtida a partir da transformada inversa

de Laplace da eq. (76), resultando em:

C(?‘?t) == ﬁnl{éﬂ(rﬂa S:I} * (Cma:: - Cmin).'}' Cmin . : (80)
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3.3.2 Periodo de Produgao

Para o periodo de producdo, o sentido de fluxo € invertido, o que pode ser

modelado por:

1 a | a8Cp __1__3(?9 _3Cp
rpdrp [?DDD(TD)QTDl rp 8rp  dip (8

O periodo de produgio é iniciado imediatamente apds a interrupgao da injegao,

o que define a seguinte condigao iniciak

Clrpstp = 0) = Colrp), (5)

onde C(rp) é a concentragio estatica existente no final do perfodo de injegao, sendo que

para o periodo de producio define-se uma nova origem do tempo.

Negligenciando-se os efeitos dispersivos no fluido produzido atraves da face
interna do meio poroso, a concentragao dindmica do efluente torna-se igual & concentragac
estatica do fuido residente na face interna do meio, o que define a seguinte condigao de

contorno interna:

aCp
drp

(rp=1,tp > 0) =0. (83)

Durante o periodo de produgdo, serd injetado através da face externa do meio
radial uma solucdo com conceniracio de tragador igual a Cryin, @ qual ¢ idéntica & con-
centragio do fluido inicialmente saturante, definindo a seguinte condicio de contorno

externa;



bt
it

Cp(rp — oo,ip) =0. (84)

Transformando-se a equagio (81) para o dominio de Laplace, e aplicando-se a

condicho inicial definida pela eq. (82), obtém-se :

I dCp dDp dCp &£Cp  dCp
D drp +TD drp drp +7p Do(rp) dry, + drp

- 3513 = —CQ(T‘D) .
(89)

Com as condigdes de contorno impostas pelas eqs. {83} e (84) transformadas

ac dominic de Laplace, a solugdo da equacio {85) € apresentada no apéndice D como:

Clons) = | Ao B@) - Ale) Bilay)) = 7 [ Ade) Bila) = Ade) Bia)] |,
@, = (3 Alzy)e = 7 Ai(21)
* ';CE Aix) h . Adz"y Colrp) e%i”g rpdrp, {z £42}, (86)
D vl

(3 Al )z — 7 A1)

Tl = [ {c%mi(wzsg(ar)~A;cz)B:m)x]-—r[m(wl)&(z)-As<=v)3f(ml}*

r’a —-rn

Ailz) Ala') Colrp) e 272 vhpdrp, (2 > ),

onde A; e B; sho fungdes de Airy e:

'T:'C%‘Pa
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Comeo foi mencionade, o fluido produzido tem concentracdo igual a do fluido
que satura a face produtora {rp = 1}. Assim, a transformada de Laplace da sua concen-

tragio € dada por :

Com esta equagio obtém-se a concentragio adimensional de tracador no fluido

prodnzido, no espago de Laplace. A concentracdo real serd entao dada por :
C(T,t) = ﬁ"l_{?jz}(?‘p, 3)]’ .* (Cmaz‘ - cmin) + Gmin .

O processo de célculo da concentragio do efluente consiste em inverter para o
dominio do tempo a expressio da equagio (88) definida pela relacdo entre as fungdes de

Airy, computando-se numericamente a integral ao longo do raio.



3.4 'Tratamento Numérico para Escoamento Radial

A solugao numérica para a equagido de deslocamento miscivel em meio po-
roso homogéneo sera obtida através do processo de diferengas finitas implementado por

Allen{?2),

3.4.1 Periodo de Injecao

No periodo de injegio, a equagao diferencial do escoamento, com as simpli-
ficacdes para altas velocidades convectivas anteriormente assumidas, e as condigbes de

contorno apropriadas, podem ser expressas na seguinte forma:

DpdCp 18Cp 90p

rD 81"20 m;‘-; drp - dip’ (89)
C'D(T‘D,tp = 0) ={}, (90}
Cpuﬁmgac” =1, (91)
9D i pm1000)
Cp{rep,tip) = 0. {92)

onde rep = %= & o raio adimensional da face externa do meio poroso.
w

O primeiro passo do processo mumérico consiste na obtengao da curva inter-

polante e da discretizagio espacial.

Os operadores espaciais da equagio {89) serdo discretizados por intermédio de

uroa curva interpolante acs nés i — 1,7 e 2 + 1 e obtida a partir da seguinte equagao:



B ﬁ-——-**L“ = Ny o= ; {
D d?fj D d?‘p 4 LT(CD)! (JB)

onde K é uma constante, e Up ¢ fungio somente da varidvel espacial rp.

Note que a equagho (93) deriva da equacio (89), onde o termo transiente é

considerado constante.

A solugao da equacio (93) é dada por :

}'.r . -
CD::-""; (T2D+QDD?’D)+171’285%+I{3, . {94)
onde :
yo 1)
Ky =272 (95)
ePp
K3 =yo Dp, (96)
Dpn-rp '
Yo=ye 0, (97)
e
y=22. (95)
Ny

Os parametros K; , K e K3, podem ser obtidos ajustando-se a curva interpo-
tante descrita pela equagdo (94) aos pontos nodais z — 1, tei+1, obtendo-se o sistema

de equagdes:



Iri "D{i~1)

(7‘21}{;“;) +2Dp T'D(i-l}) +Kee Pp + Ky = Cpyyy,

2
K 0]

--2—1 (rhw +2Dprogy ) + Kae ™o + Ky = Cpgy,
K, TR

_~§~ (TE‘){HIJ +20p TD{i+1) ) + HKoe P + K3= CD{:'«H} . (99)

Resolvendo o sistema e isolando K chega-se a :

(Cpy = Cpii-vy) (my — miga) — (Cp ~ Cogeny) (m — myy)

(n; — 1) (5 = M) — (0 — njay ) (g — )

}{1 ==

= L(Cp), (100)

ande :

m; =e Po | o (101)

(T%){i} + 2 DD 'F‘D(,‘) )
5 .

g = —

(102)

Uma vez que deseja-se obter L,(Cp) = K, para substituir o termo transiente

na equacao(89), nio hi necessidade de se determinar Ky e K.

Assim, a equagdo (100) pode ser colocada na forma :

L.{(Cp) = A} Cppiyy — (A7 + AF} Cpy + AT Cpisyy (103)

onde;
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A (104)

Af = e o {10y)

pi = {n; — nioy ) (my — M) — (m — N ) (e — misg) {106}

A extencao do procedimento descrito aos demais pontos da malha fornece
uma equagao matricial semelhante a equagdo {9}, a qual é entdo resolvida diretamente,

fornecendo-se a distribuicdo da concentragdo estatica na malha em cada instante de tempo.

O método prossegue sequencialmente para se determinar a distribuicdo de

concentragdes com o tempo.
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3.4.2 Periodo de Produgao

Para o periodo de producao é feito um desenvolvimenio andlogo ao do periodo
de injecao. Porém, por ter sentido de fluxo contrario a este, 0 equacionamento é feito a

partir da seguinte equagao:

DD(TD) g% CD };BC[} - 86{) (107)
Tp 87‘% rp O0rp - dip ’

Apés o desenvolvimento desta equagdo por um processo similar ao descrito na

seccio anterior, determinam-se os seguintes parametros para o periodo de produgio:

i
m;=¢€ Pp {108)
£
T’%}{-;)
ny = 2 ~ Dp Dy | - (109)

Uma vez que a concentragio no inicio do periodo de produgéo ¢ igual a con-
centracio no final do periodo de injeqdo, para se passar de um caso para o ouiro, basta

que se remonte o sistema de equagbes com 0s novos parametros m; e n;.



4 PROPOSTA DE VALIDACAO

Uma vez que dispde-se da solugio analitica da equacio que descreve o periodo de
injecdo do sistem linear, a validagdo neste caso serd feita pela comparagio dos resultados
abtidos pelas solugbes analitica, semi-analitica € numérica. Serd, portanto, a base da

validagao para os outros casos.

A validagio em todos os outros casos sera feita pela comparacio entre os

resultados obtidos pela solugdo semi-analitica e os obtidos pela solugdo numérica.

Essa validacio serd mutua, isto é, a coincidéncia das solugdes indicard a vali-
dade de ambos os métodos, e através da variacio de parimetros como o nimero de blocos
ou a discretizagao do tempo serd analisada a dispersdo numérica do método numérico

proposto.

A seguir encontram-se resultados obtidos para os sistemas linear e radial, onde
o enfoque principal é dado ao periodo de injegio, devido a sua grande importancia na

resposta final, uma vez que define a condigao inicial do periodo de produgao.

32
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4,1 Sistema linear

As Figuras {1) a {5) mostram os resuttados analiticos®, semi-analiticos e numéricos

de uma simnulacdo com diferentes discretizagbes no espago e no tempo, descritos a seguir :

- discretizacdes do tempo (Aifp) iguais a .01 , .005 e .001 com ndmero de

blocos iguais a : 50 na Figura (1), 200 na Figura (2) e 800 na Figura (3}.
- Atp igual a 001 e nimero de blocos iguais a 50, 200 e 800, na Figura (4).

Em termos de esforco computacional, observa-se em todos os graficos a malor
importincia na discretizagio do tempo do que no espago, para minimizagao da dispersio
numérica. Desta forma nota-se que para Atp < .001, a dispersio numérica torna-se

muito pequena para um mimero de células maior do que 200,

Na faixa de discretizacdes utilizadas, a malor importancia na discretizagio do
tempo fica ainda mais evidente na Figura (4), pela observagio de que para um determinado .
Aip a dispersio numérica fica praticamentie constante para qualquer mimero de blocos
> 200, fato que nio ocorre quando se fixa o numero de blocos e varia-se Afp . O maior

refinamento de At é requerido pela discretizagdo de primeira ordem no tempo.

O perfeito ajuste entre as solugdes analitica e semi-analitica e o bom ajuste
dessas com a solugdo numérica, para um niimero de blocos e uma discretizagio do tempo
suficientes para minimizar a dispersao numérica, durante o periodo de injecao, fornece a
base necessaria para que, no periodo de produghe para o sistema linear e nos periodos
de injecio e producho para o sistema radial, a coincidéncia das solugdes analitica e semi-

analitica indique a validade do modelo proposto.

Na Figura (5) sio apresentadas as solugoes do sistema linear para ambos 0s
perfodos, e a boa coincidéncia das curvas confirma a validade dos modelos propostos.
Observa-se neste grafico que a solucdo analitica apresenta um pico negativo no inicio do

perfode de produgio fato que néo foi objeto de andlise,



Pigura 1: Cp versus ip sistema linear, periodo de inje¢iao com NB = 50,
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Figura 2: Cp versus ip sistema linear, periodo de injecio com NB = 200.
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Figura 3: C'p versus tp sistema linear, periodo de injecdo com NB = 800.
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Figura 4: Cp versus tp sistema linear, periode de injecdo com At = .001.
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Figura 5. Cp versus {p sistema linear, periodos de iniecio e producio.
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4.2  Sistema radial

As Figuras (6) a (10} apresentam os resultados semi-analiticos e numéricos de uma

sirnulagio com diferentes discretizagdes no espago e no tempo, descritos a seguir :

- discretizacbes do tempo (A 1p) iguais a 100, 50 e 10 com ntmero de blocos

iguais a 50 na Figura {6}, 200 na Figura (7} e 800 na Figura (8).

- Atp igual a 10 e ntmero de blocos iguais a : 50, 200 e 800 na Figura {9).

De forma mais evidente que para o sistema linear, observa-se em todos os
graficos a major importancia na discretizagdo do témpo do que na do espago, para mini-
mizacao da dispersio numeérica com o menor esforgo computacional possivel. Nota-se que
para Alp < 10 a dispersdo numérica praticamente se anula para um pequeno nimero de

células (em nosso caso analizado para > 50)

A Figura (9) € entdo apresentada para evidenciar este fato, ficando clara a pe-
quena influéncia da discretizacio do espago na dispersdo numeérica, quando a discretizagio

do tempo é pequena o suficiente.

A Figura {10} apresenta os resultados da simulagio para ambos os periodos, e

pela boa coincidéncia das curvas, conclue-se pela validade dos modelos propostos.

Observa-se também na Figura {11) que no limite externo do mejo poroso simu-
lado ndo hé coincidéncia das solugbes semi-analitica e numérica, o que é justificado pelo
fato da solugdo semi-analitica ter sido encontrada para um sistema infinito e a numérica

para um sistema finito,
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Figura 6: Cp versus ip sistema radial, periodo de injecdo com NB = 50.
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Figura 7: Cp versus {p sistema radial, periodo de injegdo com NB = 200.
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Figura 8: Cp versus {p sistema radial, perfodo de injecao com NB = 800.

0.80

RSN NN NE RN NN AN

.20

]IIillllill!!lr!%li;ifil[l

SEMI—-ANALITICA

~ses NUMERICA (DT = 100)
seseo NUMERICO {DT = 503
seees NUMERICO EDT = 10

NUMERC DE BLOCOS = 800
MEIC DO RESERVATORIO

L A s e R S e S R A S - L A Y L A B DL |

1.00 2.00 3.00 4.00 5.00
Td




Cd

7

44

Figura 9: Cp versus ip sistema radial, periodo de injecao com At = 10.
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Figura 10: Cp versus {p sistema radial, periodos de injecio e produgao.
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5 DESCRICAO DA EXPERIENCIA

Descreve-se a seguir o esquema do experimento, o corpo de prova, os fluidos
e equipamentos utilizados, bem como os problemas e solugbes empregadas no transcorrer

da experiéncia.

51 O corpo de prova

Dispunha-se de dois corpos de prova constituidos por testermunhos encapsu-
lados em resina com extremidades abertas ao fluxo(!®), dos quais um foi descartado de
imediato por apresentar heterogeneidades, tendo portanto o experimento sé limitado a

um Gnico corpo de prova.

Q corpo de prova estudado era feito de um arenito consolidado pertencente a
formacao Rio Bonito da bacia do Parand, o qual se mostrou bastante homogéneo quando

da andlise petrogrifica.

O encapsulamento do testemunho consiste de um envélucro em resina de epéxi,
que o impermeabiliza, a menos das extremidades, as quais através de pequenos tubos de

1/8” de didmetro ligados as mesinas, permanecem abertas ao fluxo.

Foi realizado no Centro de Pesquisas da Petrobras no Rio de Janeiro uma
descricio petrografica de lamina delgada, a qual evidenciou que as amostras da formagao
Rio Bonito possuem poros regularmente selecionados, com boa comunicagdo entre si e
com porosidade de aproxiina,da,mente 20 % , o que concordou razoavelmente com o valor

obtide com a medigao a vacuo.

" i
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O corpo em estudo apresentou as seguintes medidas e caracteristicas :
- comprimento: 15,40 cm.

- diametro: 3,76 cm,

- porosidade (petrofisica): 20 %

- porosidade (vacuo): 22 %

- permeabilidade: 150,7 mD.

5.2 Fluidos utilizados

O corpo de prova foi inicialmente saturado com uma solugio de agua destilada
a 30.000 ppm de KCI, & fim de simular a dgua de formagao e evitar o aparecimento de

algas efou bactérias.

A solucdo deslocada para estudo consiste de dgua destilada com concentragao
de KC1 de 45.000 ppm, que é o limite superior da faixa de resposta linear do condu-
tivimetro.

Além desses fluidos, que entram em contato com o corpo de prova, foram

utilizados também &gua destilada pura, que é o fluido deslocado pela bomba, e dleo

mineral, que faz interface entre a dgua pura e as solucdes salinas.

5.3 Equipamentos utilizados

- Bomba seringa de vazdo constante :



45

Foi utilizada uma bomba seringa, com vazao regulivel entre 0 € 400 mi/hora,

marca 1SCQ, modelo LC-5000.

- Condutivimetro:

A medigdo da concentragao foi realizada através de uma célula de medicdo de
condutividade, a qual possue duas placas metilicas paralelas e isoladas entre si, imersas

no effuente liquido.

Aplicando-se uma diferenca de potencial as placas, a corrente resultante é

transformada em uma tensdo proporcional em um condutivimetro.

Essa tensdo € entdo aplicada a um conversor analdgico-digital cuja saida é

amostrada e armazenada pelo microcomputador, com uma frequéncia programavel.

A concentragéo do efluente liquido pode entdo ser determinada por meio de

uma curva de calibracio de concentragéo versus tensio, para uma dada temperatura.

- microcomputador:

Foi utilizado um micro computador tipo PC-XT com frequéncia de trabalho

de 8 MHz, o qual faz a amostragem e armazenagem dos dados acima referidos.

Cria também, um arquivo com caracteristicas do feste em execugdo, como

temperatura, vazao de injegio, volume poroso, etc.

- garrafas para contengdo dos fluidos :

Garrafas acrilicas que contém os fluidos anteriormente descritos e que tém

pontos abertos ao flaxo no topo e na base.
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5.5 Descricdo do experimento.

Uma bomba de vazdo constante desloca, pelo orificio da base, agua destilada
para uma garrafa que contem agua destilada em baixo e dleo mineral em cima. Com a
entrada da agua pela base, o dleo mineral ¢ deslocado para fora da garrafa pelo orificio
do topo da mesma, fluxo esse que através de uma valvula de trés vias € direcionado para

umna das duas outras garrafas existentes.

A garrafa onde o dleo é injetado possue Gleo no topo e agua destilada com

concentragio de sal {KCl) igual a 30.000 ppm ou 45.000 ppm na base.

0O dleo mineral, entrando pelo topo da garrafa desloca a solugio salina pela
base, e esse fluxo, por mntermédio de duas valvulas de trés vias, ¢ injetado por uma das

extremidades do testemunho e produzido pela outra.

Inicialmente, no testemunho ja saturado com agua a 30.000 ppm, injeta-se
dgua a 45.000 ppm. Apds um tempo pré-determinado, interrompe-se a injecdo nessa face
e passa-se a injetar uma solucdo de 30.000 ppm na outra face, e concomitantemente a

monitorar-se a concentragio do efluente da face antes injetora.

5.6 Caracteristica do experimento

Apesar de muito simples, o experimento apresentou problemas, alguns dos

quais de dificil solugdo.

O principal deles é o grande volume morto existente na montagem. Exemplo
disso é o volume da célula do condutivimetro, que é de 2,5 cm® , enquanto o volume total
do corpo de prova é de 34 em®. Com as vazdes utilizadas, de 15 a 40 em®/ hora, o volume

morto corresponde a cerca de 3 e 10 minutos de fluxo.
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Para tentar minimizar esse problema tentou-se analizar a dispersao no interjor

da celula, com o experimento descrito a seguir:

- Enchia-se a célula com uma solu¢io a 30.000 ppm e em seguida injetava-se
na célula, com as vazdes de interesse, uma solugio a 45.000 ppm. Porém, apés algumas
tentativas com resultados Incoerentes, observou-se que mesmo sem fluxo, apenas o fato
de virar-se a Y‘&lvuia de tres vias para uma ou outra solucdo, a condutividade lida variava
de um extremo ao outro. Isto acontecia apesar de ndo haver qualquer mudanga do fluide

dertro da célula, uma vez que nio havia fiuxo.

Concluiu-se que tratava-se de difusdo i6nica, uma vez que havia solugdes com

concentracoes diferentes em contato, e pela inviabilidade do experimento.

0O método finalmente empregado para minimizar o problema fol o de iniciar o
experimento com a célula do condutivimetro vazia. A resposta obtida foi entao deslocada
no tempo, de forma a se considerar o inicio do periodo de produgido sémente quando o
condutivimetro estivesse parcialmente cheio, isto é, gquando o mesmo passasse a fornecer

mediches coerentes,

Este procedimento apresenfa o inconveniente da imprecisdo na defini¢do da
translacio necesséria, mas fol o que apresentou melhores resultados, e portanto foi o

utilizado.

Qutro problema esperado era a grande influéncia da temperatura nas curvas
de calibracio do condutivimetre. Porém, para os experimentos que foram realizados,
mostrou-se sem malores conseguéncias, uma vez que os mesmos foram de curta duracéo,

com média em torno de 1,5 horas.
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Um terceiro problema encontrado foi a grande variagao, entre um experimento
e outro, da leitura fornecida pelo condutivimetro para concentragdes iguats. Tal fato
nao pode se atribuido exclusivamente a diferenca de temperatura entre um experimento e
outro, uma vez que houveram experimentos repetidos A mesma temperatura com respostias

distintas.

Apesar dessa variacao, os valores lidos foram sempre coerentes dentro de um
mesno experimento, isto &, apds adimensionalizados, as curvas plotadas a partir de dados

de experimentos com as mesmas caracteristicas mostraram-se coincidentes.



6 EXPERIMENTOS

6.1 Objetivos

Em meios porosos homogéneos, o pardmetro que se procura identificar atraves
de testes de deslocamento miscivel é o coeficiénte de dispersdo hidrodinamica (D), que
nesses meios é a caracteristica que impede que um fiuxo no mesmo se comporte como um

deslocamento tipo pistao.

6.2 Metodologia

A metodologia de obtencdo da dispersio hidrodindmica D através de testes

de deslocamento miscivel é descrita a seguir:

- Adimensionaliza-se 0s dados de concentragdo obtidos em um teste no corpo

de prova em estudo.

- Através de tentativas ajusta-se, pela variacio do parametro D, os resultados

da simulagdo matematica aos do teste de laboratério.

- Uma vez obtido o ajuste entre os resultados tedricos e medidos, obtém-se o

valor da dispers&o hidrodindmica do meio em estudo.

6.3 Resposta esperada

A disperséo hidrodinimica no sistema linear aparece na adimensionalizagao

da velocidade Up = J-‘g.

54
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O coeficiente de dispersao foi assumido como sendo dado por D = Dyluj , e

sendo u equacionado com valor sempre positivo, assume-se que D = Dy u.

Dessa forma, a velocidade adimensional, denominada nimero de Peclet, fica:

a qual independe da velocidade. Assim, para um mesmo volume injetado, as curvas Cp

versus tp devem ser coincidentes, independentemente da velocidade de injecao.

Na prética isto nao ocorre, pelo fato descrito a seguir:

- no inicio da produgdo a célula do condutivimetro esta vazia, e somente apés
estar parcialmente cheia, o mesmo passa a fornecer leituras confiaves.

- este volume nio ¢ bem definido, e varia de experimento para experimento,

- quanto menor a vazao, maior o tempo necessario para que o condutivimetro

passe a fornecer leituras confidveis, e maior o tempo de imprecisao nas leituras.

- o processo é continuo, isto é, o tempo do experimento esta sendo computado
desde o inicio da injecio. Portanto, o tempo necessario para enchimento parcial do (;.OII-
dutivimetro deve ser descontado, ou seja, os pontos amostrados entre o fim da injeqac e 0
inicio do fornecimentos de leituras coerentes pelo condutivimetro devem ser desprezados.

fsto foi feito da seguinte forma :

NPD = Wi Hnprecisao ,

onde:
NPD ¢ o ntimero de pontos desprezados,
NAM é o miimero de amostras por .rﬁinuto,

q é a vazio em cm® por minuto,
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VM é o volume morto da célula do condutivimetro.

6.4 Verificacao da validade da metodologia empregada na ob-
tencao da dispersio hidrodinamica

Uma vez obtido o valor da dispersio hidrodinamica do meio, fez-se novos
experimentos com vazdes de injegao distintas, portanto com velocidades de fluxo distintas,

efou tempos de injegao distintos.

A veracidade do valor obtido para o coeficiente de dispersao € verificada pela
concordincia entre os resultados dos novos experimentos e das novas simulagoes. As curvas
experimentals devem ser paralelas ou coincidentes, dependendo dos volumes injetados

serem ignais ou nao, independentemente das vazodes de Injecao.

6.5 Resultados

Foram realizados sete testes, apresentados em 5 figuras distintas. A diferenca
entre cada teste no mesmo grifico é dada somente pela vazdo de injegéo/produgio, sendo

que cada figura apresenta resultados para um mesmo volume injetado.

Na Figura (12) injetou-se 0.34 volumes porosos (11,3cm?), com vazdo de

injecio € posteriormente de produgdo de U, 33 em®[min.

As Figuras (13 e 14) apresenta resultados de injecao de 0,42 volumes porosos

(14,3 em®), com vazbes de injegio/produgao de 4,50 e 0,67 cm®/min.

Nas Figura (15 e 16) encontram-se resultados obtidos para uma injeao de 0,5

volumes porosos (17,2 cm?), com vazdes de injegio/produgio de 0,50 e 0,67 em®/min.
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Comentarios

O melhor ajuste entre os dados de laboratério e as solugbes matematicas foi

ohtido com Up = 50, o que fornece uma dispersividade de Dy = 0.3]1 em.

Os coeficientes de dispersio hidrodinimica obtidos foram de 7,19 x 107%,
1,06 x 107% e 1,42 x 107 om?/s, para vazdes de injegao/produgao de 0,34 , 0,50 e

0,67 em®/min., respectivamente.

Para os casos de 0.34 e 0.50 volumes porosos injetados, sdo apresentadas curvas

corn e sem correcio no eixo dos tempos.



Figura 12: C'p versus 1p sistema linear, tedrico e experimental.
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Figura 15: Cp versus {p sistema linear, tedrico e experimental.
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Figura 16: Cp versus tp sistema linear, teérico e experimental.
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7 CONCLUSOES E RECOMENDACOES

1 - Para velocidades de fluxo da ordem das envolvidas na parte experimental do
presente projeto, a simplificagdo assumida para o coeficiente de dispersio hidrodinamica,

ou seja, desconsideragio da difusdo molecular, mostrou-se bastante satisfatéria.

2 - Os modelos matematicos propostos, bem como suas solugdes, apresentaram

boa. precisio na modelagem do fluxo a que se propunham.

3 - A discretizacio dos operadores espacials pelo método de Allen confirmou
ser uma forte ferramenta a ser empregada em solucdes numéricas de equagdes diferenciais

do tipo convecgao-difusao.

4 - A utilizacio de métodos numéricos para a volia ao dominio do tempo de
equacdes solucionadas no dominio de Laplace, mostrou-se ser uma ferramenta adequada
para o tratamento de solugdes complexas das equagOes que modelam o processo de deslo-

carmento rmscivel,

5 - O experimento montado apresentou resultados que indicam a validade das
solucbes encontradas para os problemas que se apresentaram no decorrer do mesmo, € que
o tornaram de grande importancia para o resultado final do trabalho, ainda que limitado

a um corpo de prova linear.

6 - Devem ser realizados experimentos em novos corpos de prova, € especi-
almente em corpos de prova de formato radial, que para maior simplicidade pode ser

montado em forma de um setor radial, com as laterais impermeabilizadas.

7 - Para melhor modelagem dos processos miscivels encontrados em reser-
vatérios de petréleo, o equacionamento e os experimentos devem ser estendidos aos casos

de meios heterogéneos.
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8 - A mellioria de condigdes para realizagho dos experimentos deve incluir
obrigatoriamente a minimizagdo dos volumes mortos, o controle da temperatura e um

condutivimetro de maior precisao.

9 - As solucgdes da equagdo da convecgdo-difusdo desenvolvidas no presente
trabalho podem ser utilizadas para determinagio automaética do coeficiente de disperséo
através do ajuste entre os dados praticos e tedricos da concentragio de tragador no efluente

Hguido,
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3 NOMENCLATURA

rn = 1.

A; - Tuncao de Airy.

Al - derivada da funcdo de Airy A,

6

o

Alx1), - derivada da fungdo de Airy A; em relagio a x, avaliada no ponto

A} - varidvel definida no texto, =#==4,

Why—ThRs 3

A7 - varidvel definida no texto,
o - constante definida no texto, 57%.

B; - funcio de Ay,

B - varidvel definida ne texto, % + E)%a [ MOL L.

¢ - concentracio de tracador, [ MOL .

(g - concentracao de tragador mo inicio do periodo de injegéo.

Cp - concentragio adimensional de tracador,

C nin - concentragio minima de tragador, | MOL |.
C...o - coOncentracio maxima de tragador, | MOL |.

¢, - concentragio no ponto 7 no tempo n + 1, [ MOL |.
€7 - concentragio no ponto ¢ no tempo n, [ MOL .

D - coeficiente de dispersdo hidrodinamica, [L]* [T},
D,, - coeficiente de difusio molecular, [L}? [T]7h.

Dy - coeficiente de dispersividade, [ L]

At - discretizagio do tempo, {T'].

g{z, 2’} - fungao de Green modificada definida no texto.
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H{z,z"} - funcdo de Green.

Ky , Ky ¢ Kj-constantes definidas no texto.
Ky - fungdo de Bessel modificada de ordem 3
K3 - fungio de Bessel modificada de ordem Z

L - comprimento do meio poroso linear.

L - operador 3‘555 — (% .

L - operador da tranformade de Laplace.
L {Cp) - funcio definida no itexto.
L.{(Cp) - fung.ﬁ:o definida no textio.

. . o . . .
m; - variadvel definida no texto como €@ para o sistema radial e e¥2Pi para

o sisterna linear.

3
+ s . ri 42 Dry . . . o
n; - variavel definida no texto como —2—E para o sistema radial e —ap;

2
para o sistema linear.
p; - varidvel definida no texto.
. . F
¢ - variavel definida no texto, Cp e? Jirodrp

W - varidvel definida no texto, Cpe?Pon .

p(rp} - varidvel definida no texto, r %ﬁ%‘
q - vazao de injecio, [L}* [T]7.

r - raio, | L.

r; - rato do ponto ¢, [ L].

rp - raio adimensional.

7, - taio da face interna de um meio poroso radial, [ L].

re - Taio da face externa de um meio poroso radial, [ L],




6%

s - variavel da transformada de Laplace.

o - variavel deﬁnida no texto, 2 g% + 7 ﬁ% + 5
i - tempo, [T].

ip - tempo adimensional.

T - variavel definida no texto, 3

T
U - operador 3% — 5%—5-
u - velocidade convectiva em meio linear, [L] [T']7.
Up - nimero de Peclet { velocidade adimensional em meio linear).
v, - velocidade convecﬁiva em meio radial, [L] [T]".
Vi e V, - varidvels definidas no fexto.

V! - derivada da variavel V.

z; - distdncia longitudinal do ponto ¢, [L].

LIy

x (mo sistema radial) - varidvel definida nio texto, (Q‘;ﬂ) @.
¢ - ¢ avaliado no raio interno do meio poroso.

¢' - derivada da varidvel ¢ em relacéo a .

¢" - segunda derivada da varidvel ¢ em relagio a .

Y : 1 EXa
¢ - varidvel definida no texto, 75— + 2.
@y -  avaliado no raio interno do meio poroso.
z - distincia em um meio poroso linear, [ L].
xp - distancia adimensional em um meio poroso linear.
! L4 > . L
z' - variavel de integragao.

W - Wronskiano.

y - variavel definida no texto, %gﬂ.
. n




r ¥ . D bl
yo - variavel definida no texto, ye Pop

¢ - constante definida no texto, Q‘;ﬂ

UNIDADES FiSICAS:
[ L - comprimento,
[ T ]- tempo,

[ MOL |- concentragdo molar de soluto.
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A Apéndice - Andlise da Precisao do algoritmo de
Crump

A rotina computacional implementada a partir do algoritmo de Crump, para
caleulo da transformada inversa de Laplace, consiste em uma integragdo numeérica pelo

método dos trapézios.

Tal rotina computa a série de Fourier da funcdo que se quer inverter, e a
condigie de truncamento é determinada quando o iiltimo termo calculado se torna inferior

a um valor pré-determinado.

Ao se comparar resultados da rotina aplicada & funcdes com transformada de
Laplace conhecida, em geral e especialmente com fungdes de Bessel de ordem 3 devido ao
fato de tais fungdes serem a base das fungdes de Airy, nota-se que o erro decresce com a
melhora da precisio solicitada, até passar por um minimo, e em seguida passar a crescer

COM & Precisao.

Esse comportamento induziu a procura de derivadas do erro para localizagao
da precisio étima, com resultados que nao corresponderam ao esperado, uma vez que

verificou-se nao haver um erro minimeo.

O passo seguinte {oi verificar se o erro nfo decrescia de forma oscilatéria amor-
tecida. Para isso exigiu-se que uma sequéncia de pontos estivesse dentro da precisio

requerida, obtendo-se um resultado inverso ac esperado

Passou-se ent&o & analise do cofnportamento dos termos do somatdrio, que para
funcdes de Bessel modificada de ordem i, comporta-se tipicamente conforme mostrado
na figura (17). Notou-se que os mesmos decrescem em mdédulo, constantemente, até
um determindo valor { V }, .e em seguida distribuem-se de uma maneira aparentemente
aleatéria no intervalo { 0 - V ). Tal fato explica o aumento do erro com a melhora na

precisdo requerida.
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Da analise efetuada vale ressaltar dois pontos :

- O ponto V foi sempre atingido com um nimero relativamente pequeno de

termos { < 20 }.

- O erro neste ponto esteve sempre abaixo de 0,1 %.




Figura 17: Mddulo dos termos do algoritimo de Crump.
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B Apéndice - Solugao Semi-Analitica para Geome-
tria Linear

Periodo de Injecao

A equagao convectiva-difusiva que descreve o sistema linear é dada por:

7o oc_oc
gz © dx Ot

(110)

onde

D é o coeficiente de dispersao hidrodinamica,
u é a velocidade convectiva do fluido,

(' é a concentracgao do tragador.

Para o sistema em estudo, as condi¢des de contorno e inicial sao:

Cla,t=0) =0,
[C — ‘“}2 Qg'] = Cmcz:r: 3
u 33: EE=1)
Clz — co,t} =0,

Assumir-se-a o coeficiente de dispersio hidrodinémica como D = Dy |U, con-

forme proposto por Brigham e Raimond.



As seguintes vanivels adimensionals serio utilizadas:

X
Tty }:,
Uy = L&
D D *
tu
ip = T
&l
C"'Cm:').l
Cp = — 2w
D Cmu.zncﬂtin

onde I é um comprimento arbitrdrio necessirio & adimensionalizagdo das varidveis, que

neste caso serd fixado como sendo o comprimento do meio poroso.

Tem-se entao que:

80 - (Cmas: - Cmin) aCD
Gz N L 85{?9"

e que:

820 _ (Cmg,z' ""Cm{n) 62 CD
oz L2 dx¥

Utilizando-se estas relagoes, a equagio {110) pode entdo ser escrita como:

*Cp _, 8Cp _, 9Co
dz% Dazp

(111)



com as condicdes de contorno e inicial dadas por:

Cp{zp,tp =10) =0,

A transformada de Laplace da equagio {111) produs:

vyl ral
#Tp _, 40

=UpsCp— UpClzp,tp =0), (112)

dxfr) dl‘p

e empregando-se a condicdo inicial definida anteriormente, obtém-se:

277 ral
2Ty _,, 4T

P .o~ UpsCo=0. (113)

As condicbes de contorno interna e externa sdo transformada para:

A solucio da equacio {113} é dada por:

- nEp r2Ip
Cp = a,¢ + aqe )

onde:



|

=3

Up + UL +4Ups

™ = 2 3

[
Up —JUS +4Up s
Po = .

2

Da condi¢io de contorno externa vem que a; = 0.

A equagio (113) se reduz a:

Cp = ase™ 0, (114)

Sabendo-se que:

= 1 dz?[}m mﬂrz)( T
Cp i = g€ 1- ),

da condi¢io de contorno interna resulta:

= 1dCp 3 rg)__l
[CD-— UD de]rD=9m£’12 (1“ UD B b ’

obtendo-se:

T (Up-12)

az

A transformada de Laplace da concentragio para o periodo de inje¢do é entdo

dada por:

B e%?(l-gwﬁ-;;)xn
Cp=2 -
s [1 +‘_H1+4§5]

(115)
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Pertodo de Produgao

Para o periodo de produgdo, a equagio diferencial que descreve o deslocamento

de tragador € dada por:

& Cp dCp aCp
Up —= = .
dz}, +Up dzp Up 8ip (116)
com as seguintes condigdes de contorno e inicial:
”CwD(_IDﬁ tp= U) = C?O(:ED) 3
Co
p = 0,1 B =0,
dzp (zp = 0,tp > 0)
Cplep — oo, tp)=0.
onde Cp{xp) é a concentra¢ho obtida no final do periodo de injegdo .-
No espago de Laplace, temi-se que:
&Ch dCp e '
- ‘p = —Up( . i1
dzs, + Up P UpsUp D s(?ﬂ) | (117)

A solucao dessa equagio pode ser obtida pelo método da variagao dos parametros.

A solucao da equacgio homogénea é dada por:

_— ~In oy flets A WU S VI
Cp=ae 7 { ﬁ+D3ID+aze 3 (b= f Ub)D-

0O método da variagio dos parametros consiste na obtengao de coeficientes V;
e V, de tal modo que a forma da solucio seja similar & solucdo da equagdo homogénea,

1sto é:



Cofrp,s) = Yy 70 4 Yy 72

onde V) e Vi sBo coeficientes a serem determinados de forma a que satisfacam:

Vi : }
V/ehie 4 V) e = g

sendo:

v d e
‘fi- — dl"p[h(lD)]'
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(118)

(119)

Derivando-se a equagao (118} e utilizando-se a condigio dada pela equacao

{119}, a equacdo (117) resulta em:

V:; ry e TP 4 V:;T; eT2ED '"'UD C{}(SS{)) .

Resolvendo-se o sisterna formado pelas egs. {119) e (120), obtém-se:

Up Colzp)e 7P

b

Vl" =
ry — T2

Up Cylzp)e™?7P

™ — ¥z

Vy =

Integrando as equagoes {121} e (122} obtem-se:

T ! —ry ' T ;
%u—-—/DUDCO(J:)E 3 d.?:{"l-C}:‘““ UD faﬂcﬂ($!)e~rlx d:r:'-%—C'l,
0

N — T2 Ty =T

(120)

(121)

(122)

(123)
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- =0 Up Cola’) e U x :
= [P gy 02 T [T et a e (2

L Wl i1 'y — 72

A equagao {118} resulta em:

— U Ty D T ;
Cplep,s)= - "“'Q"ET / Colz’ye ™% da’ + Cy e 7P 4
ES Winad A 0
Upe™*p ,
LA - [ Colz) ™% da' + Cpe7P . (125)

Da condicdo de contorno externa vem que:

Up  [eo=e "
Cq = D / ? C*g(:s")e*"” dx'.
4

Ty — 72

Da equacao (125} pode-se mostrar que:

_:' 7 TIEND T ;
dCp - Upe™ {?"1 / ? Colz)e ™" do’ + 77272 CQ(S:D]] +CyryeFP 4
dzp Ty — Ty 9
rzx¥rp T R
+ w—-—-mUD ‘- [?‘2 [ 7 Colz'ye ™™ dz’ + 77 7P CG(J?D)] + Cyry 2P,
vy 2 o}
{126}
ou ainda:
ral mTp I ) ; U C .. :
dCD - UD £ r j C{)(xf) gt da’ — b O(Z'D) + CI - gL
dap e 0 ry Ty
™MED 21 , r2&p C
Upe™? o f Co(a’) e da” + <27 Colzp) + Cyry e P,
ry— T3 0 Ty T2

(127)
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Da condigao de contorno interna vem que:

dé "y "y
g;glzpze =Cyry 4+ Cary =0,

resultando em:

c 1+ “é'i'*—l 1 J:D—rooc( r) PR
- _ £ £
S/ TN Bl °

A equagdo (125) fica entdo:

2 : Upe™® [op oyt gt
Oplap,s) = —-2F /G Colz') e * dz’ +

ry — 7Ty

Upe™®o
L S
1 I e 0 b, 1-}-5%“1
b [T G e e (e LT e )

1+ g% 7o Jitis+1

/ ? Co(z’) e dz’ +
0
(128)

Na face produtora, zp = 0, tem-se que:

Up

Cn(0,5) 1 /IDWC( Ve da' | 1+ ik (129)
e R I e &£ I e I 3 .
v 1+ 42 Jo " L+ +1

e finalmente:

~ ! 2D :
Tp(0,5) = — e Colz') % da . (130)
ol0:9)= = EER J -
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C Apéndice - Solugao Numérica Para Geometria Li-
near

Periodo de Injegio

Em forma adimensional, a equagdo que descreve o periodo de injecdo é dada

por:

9*Cp dCp oCp

i R i R
8&%} 8.’131) [D 8?{) ’ (13})

com as condigbes de contorno e inicial dadas por:

CB(:UD,tD - 0) = U,
1 665}
= ==l

wup 5331)

{CD =1,

CD(Z?D = 1,1’}3) =1{.

Os operadores espaciais da equagio (131) serdo discretizados por intermédio

de uma curva interpolante obtida a partir da seguinte equagao:

d* Cp dCp

—Up =2 = Up K, = L.(Cp) (132)

dz}, drp

onde K, é uma constante, e Cp é fun¢ho somente da varidvel espacial zp.

Note que a equagio (132) deriva da equagio (131), onde o termo transiente ¢

congiderado constante.
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A solugdo dessa equagdo € a soma de uma solugio particular da equagéo nao

homogénea com a solugdo geral da homogénea associada.

A solucao da equagdo nao homogénea € buscada na forma:

CD—‘—‘AQT%%—BJ:Q*%E, (133)
e tem-se entdo que:
1
D ~9A2p+B,
dxp
e que:
d*C
‘o 9.
da%,

Substituindo-se tais derivadas na equagao (132), tem-se que:

2A—2AUDIIID“UDBm If}UD,

o que produz A=0e B =K.

Como E é arbitririo, faz-se E = 0 e a equagdo (133) reduz-se a:

CD == *"I(; I«

A equacao homogénea associada é dada por:
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szg’ ~Up ifi =0. (134)
Definindo-se:
dCp
v =
fem-se que:
dy & Cp

. w2
(fz.p d.ED

Substituindo-se tais definigbes na eq. (134), resulta:

dy

— — py =1,

- 2%} .
ii-y—ﬁUDdxp,
¥

¥ ¢ D '
j 4 :/ Updzep,
vw ¥ T po

1
Ind = Up(zp—2xpo},
Yo

Up(zp-zpo} . %o e¥p2p o~Un¥po

Y=¥o¢
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Porém, da defini¢io de y e da equagdo anterior vem:

dCp = yo €/P%2 ¢ Up =00 oy

CD T
dCn = / Yo e/pro o~Uprnoe gp
g %
Con Tpg -

Cp = Kye"2%2 4 K, {135)

oride:
Up 2no
e
K .
2 = Yo Up

€

I/ C {_;UD I Do

Vg = Lpe — Yo Up

A solugdo geral fica entao:

Cp = —Kizp+ K" + K3, | (136)

Os parametros Ky , K e I3, podem ser obtidos ajustando-se a curva interpo-

lante definida pela equagio (136) aos pontos nodais § — 1, ie? + 1.

Com isto, obtem-se o sistema de equagdes:
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— K ZD(i-1} + Ky YD #pii-1) + K3 = C}_j(,:_.]}
— Kyapg + Ko €700 + Ky = Cpyy

~ Kyxpawn + Ky eVozoian 4 Ky = C'D{,'.;.;} (137)

Resolvendo o sistema e isolando K chega-se a:

_ €y = Cpii—ny) (mi = maa) = (Cpgy) — Cpgiey) (s = )

! {(n; = oy ) (Mg — Mgy ) = (0 — R ) (g — M)

= L,(Cp) (138)

onde:

Ty = eVoenii & ;= TPy

Nio hi necessidade de se determinar Ky e K3, pois da equagdo (132} tem-se

que L{Cp} = Ky = Up. Pode-se entio escrever a equagéo_(lSS) na forma:

LACp) = A7 Cpi-yy ~ (A7 + A}) Cogy + A7 Coiinyy (139)

onde:
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o= {ng = nier ) Iy — mgy) = (= ) g — e )

Aplicando-se essa equagio a todos os pontos da malha, obtém-se um sistema

de equagoes do tipo:

] (A1) (As2) ] N
{A21) {A22) (Aug) ' Cy
(Aii-r) (i) (Anier) * C; = a1
_ onet) () | LG _
| (140)

A solucio desta equacio matricial fornece as concentragdes nos diversos pontos

nodais.

_

1

k3
G;

b2
Ci

o

T
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D  Apéndice - Solugdao Semi-Analitica para Geome-
tria Radial

Periodo de Injegio

A equacao convectiva-difusiva que descreve o escoamento miscivel em um sis-

tera radial é dada por:

},,..‘?_ [TD(T)?‘“‘C*:] — }-56-2—: [rvm{r)C] = -6?“(2 (141)

ror
onde:

D(r) é o coeficiente de dispersao hidrodinamica,
vn{r) & a velocidade convectiva do flnido,

(' é a concentracio do tragador.

Para o sisterna em estudo as condi¢des de contorno e inicial séo:

Clr,t=0=0,
{C‘ - 2 i{?‘] = Cma.x s
u dr _—
Clr — 00,1} =0

As seguintes variaveis adimensionais serdo utilizadas:

= ",
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e
C — Coi
CD — min
I Oma:c - Gmin
Das definigdes das variaveis adimensionais, tem-se que:
dr = r,drp,
e que:

dCD ( szw - Cmin ) = d 9

dch ( Cma;r - C‘min ) - d?c .

Substituindo-se tais diferenciais na eq. {141), e manipulando-se algébricamente

o resultado, obtém-se:

rwl 8 {7 0Cp 1 rwl 9 [r _9Cp
rrw0rp LWD(T) drp Tw} r rwé’rp'[rwvmﬁ)c’g] TR (142)
o1

11 & 8Cp 11 8 5Cp

rp1L drp [TDD(T) drp } Crpr,dr [rpvm(r)Cp] = YR (143)

Definindo-se:
Yy == q
2r¢h’

onde h é a espessura do meio poroso e ¢ a porosidade, pode-se selecionar as demais

variaveis adimensionals para o caso radial:
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A equacio (143) pode ser reescrita na forma adimensional por:

d

rn d?‘;}

- ac 1 8Cp  8C
T’DDD(T'D) D] Do D

(ol Ry e T G

As condigoes inicial e de fronteira tornam-se:

Cplrp,tp = O) =0,

drp

Cplrp — oo,tp) = 0.

ac
I:CD”DD o D] = 1,
rp=1

Devido a complexidade da equacio (144) sua solugio serd encontrada no espago

de Laplace, com posterior retorno ao dominio do tempo por inversio numérica através do
algoritimo de Crump.

A transformada de Laplace da eq. (144) produz:

1 d dﬂél) ldw(?f) = ' ‘
- [TDDD(T'D) iro } T —sCp = ~Cp(rp,0) - (145)

Aplicando-se a condigio inicial, a eq. (145) reduz-se a:
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1 d dCh 1dCp =
2 L Dplr I S S 6
rpdrp {?D D(TD)drp } rp drp sCp =0, (146)
e as condicdes de contorno se tornam:
- dC
D ro=l1 $
Z?D(T’D - OO,S) = {}.
Expandindo a equagao {146}, tem-se:
1 dﬁp dDp dCp \ dgnép' i d?jp _—
e A Dplrp} —— 'p Dp(r . =
. plrp) P +rp Trp dro +rp Dplrp) s R P sCp =0, (147)

ou ainda que:

D}}{'I‘D)

2T D dD 114dC -
{:;D 4+ | Dotro) | D 0, =0. (148)
dr o drp T

Dividindo-se a equagio {148) por Dp{rp} e manipulando-se algebricamente o

resultado, chega-se a:

&ET 0o pplrp)—1] dC C
D+[ drp + D(rD) j* L2 sLUp :0‘. (}49)

d'f% DD(‘"D) DD(T‘D)T'B {1?‘*[} DD(T'D)

a qual é uma equagdo diferencial de segunda ordem com coeficientes variavels, podendo

ser resolvida através da se'guinte transformacao proposta por Cole (1951):

Cp=getlPoam O (150)
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ande:
4D
g i, Dolro)—1 (151)
Dp(rp) - Dplrp)rp
Da definigao da equacdo (150), tem-se que:
1
d_C“D dd) i frﬂﬁdrp 1 -lfrpﬁdrz_:
dro drp mzéﬁc 2. : (152)
& que:
TOp _ L8 -y foem. Bl b P oes 1 Lbhe Lfosan | Ly 4B 3o paen
dry d”rD TD 2 er
(153)
Somando-se e subtraindo-se o termo 1 ¢ #* e3 fiPpdrn gy eq. {153), obtém-se:
4 )
& d* ¢ L [7P pdrp dg¢ L (70 pd 1 -1 [P pa
— ¥ — r ,2 D P : T fa
i P lar gofe +
Ty
drp
——g 32 -3 [[P gdrp ;é%e»%ﬁﬁgdm
ou ainda:

&Cp d¢ _y1opa _ﬁdcﬂ P e S L %qﬁ LIPS INETEY (154)

G = e €
{g?‘fg ?‘123 d?‘[) 4 if’."[_}

Substituindo-se as equagdes (152) e (154) na equagdo (149) resulta:
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Ld s prpa, dCp 1, 14dp - dC C
' 2T s L » SR+ Bl L R g adl __,% anGdTD . D“ 8 D ~%f;”,ﬁdr _
d*f%e ﬁdrp [4ﬁ +2d7‘[_}} be o drp DQ(T‘D)e 7=0.
(155)
Dividindo a equacio (155} por "3 f:ﬁﬁdw: tem-se:
d* ¢ 1, 148 s
ary —¢ L-B 3 T +Dp(m)] =0. (156)
Definindo-se:
1 1 df s
A= of 4=
4[3 t3 dre + Dolrn)” {157)
a equacio (156} fica entdo:
d* &
T he=0. (158)

Da definicio dada pela eq. {150}, vem que:

b(rp = 1,5) = Cp(rp = 1,5) e} h #4% = Tp(rp = 1,5),

o que implica nas seguintes condigbes de contorno interna e externa:
d¢ 1
¢—Dprp—— =,
) d?’p &
¢lrp — o0, 8) = 0.

E importante analizar o comportamento do coeficiente A na eq. (158). Da

definicio de 8, eq. {151}, obtém-se:
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2
dﬁ . %DD(TD) %‘?ﬁ + er DD(TD)TD —_— (DD(rD)'i“ o D ) (DD(TD)‘“ 1)
drp Dp(rp)? Dp(rp)?r} )
£Dn dDp? 4D 4D 4D
d!? d ¥, _ _&Tﬁ i E;._g' ,.,._"i_._}. 1 .g.;-f}?- . ?;g

ég‘!’g a DQ(T‘D) DD(?"D}z DD ?"D)?‘D ’;“QD 1),{:}(?‘[))?‘%-) N -DD(?"D)TD Dp(r‘p)z D !

e
dip? 40 dp _
U L N S
Dy(i"p)z ﬁf_)(?';}) D Df)(?’D 2?*{) ?‘%3 DD(T’D)?‘% DD("D)z ?f)
Deste modo, na eq. {157) tem-se que:
}' {i‘!‘{; + d’}‘D d D + . +
4DD(?D)2 QDD(TD)T'D_ QDD( D) 4?"213 QDD(?‘D)?‘E}
? D, 2
SRS S L5 S P Ly
4 DD(T‘D) “.-"?3 2 DQ (?"D) 2 DD(’!“DP 2 DD(T};}) D 2 7'28
¢Dp 40p
fo R
201)(7‘;3)1‘ ZDD(TD) 2Dp{rp)irp DD(T'D) ’
ou ainda:

d2 I o d
P S B -5 L), ] [ : m1]+mf~—~—.
2Dp(rpy 2 | Dplrp) | { 2Dp(rp) 7D ir4 | Dp(rp)? Dp{rp)
' (159)

A solucio da equagio (158) é fungio de A, onde os seguintes casos devem ser

considerados;

- A > 0 a equacao apresenta solugéo exponencial,
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- A < U a equagdo apresenta solugdo periodica.

Portanto, A deve ser especificado antes que a equagao seja solucionada.

Como M é fungdo de Dp(rp}, € importante que se conhecega o comporfamento

da dispersio hidrodindmica para solucionar a equagao diferencial que rege o sistema.

Raimondi (1959) e Brigham (1961 ) propuseran: para o calculo de Dp{rp} uma

equagio do tipo:

D(r) = D, + Do lom(r)] | (160)

onde D,, é a constante de difusdo molecular € Dy é a constante de dispersividade.

Definindo-se:

Dop = _{)_q
Faw
[
Dm[) = Dm 3
Tl&}
a relagao (160) se torna:
D .
Dp(rp) = Dpp + —2,
TD
donde:
dDp _ Dap
drp  1th
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&*Dp 2 Dgp
dry — rh

Mas da equagdo (158) tem-se que:

2Dop 1 Do Dop & 1
— D —- D D I
Q(DmD+DOD;‘1'5) ZDmD'%“DOD;%; Z(DmD”i'"DOD;%)_ ™D
i 1 &
4 2 2 W} + D .D 1
"D (Dml') + DDD ;'];'} mD F Lop D
o
y - DUD;%; ._,}. D{}D‘;}E‘ _]: . D@D;}E __i, "
Dypprp+Dop 2Duprp+Dop \ 2 Duprp+ Do mp
! S p—
4 | (Dupro+Dep) 13 Dyp + Dop &
ou ainda:
, _ Do 8 (Dupro+Don) = Dip & = 2D & (Dnoro + Dop) +1 = (Dot Do 3
B : 4 (Dprp+ Dop )’

8
[
Bml} -+ DUD o

e finalmente:

1- D2 p 8rp
= + : 161
4 (Dmprp+Dop)?. Dapro+ Dop - asy

A=

Substituindo-se a equagdo (161} na equagao(158) tem-se que:



d* ¢ [ 1— D2, N ST

- =0, 162
dr 4 (Dpwprp + Dop )? DmDTD“i“DGD}d) (162)

com as condigoes de contorno:

li:i

d 1
[@*ﬂwméﬁ"] mr -
D rp=l

Hrp — 00,8} =0,

A equacéo (162) descreve o fluxo radial dispersivo néo uniforme, de um tragador

em um meio poroso homogéneo radial.

I uma equacio geral e pode sofrer simplificagbes distintas a depender do mo-

delo que se pretende descrever.

Basicamente, pode ser adaptada a tres casos distintos, a depender do fluxo em

estudo possuir velocidade convectiva baixa, moderada ou alta.

Esta classificacio da velocidade do fluxo se baseia na preponderancia de um

dos termos da equagéo (160).

Devido ao fato das velocidades envolvidas em testes similares aos estudados
no presente trabalho, o termo Dglvn,| € muito maior que o termo D..p, e portanto a
equacio (162) pode, sem maiores prejuizos & preciséo, ser adaptada ao caso de velocidade

convectiva alta.

Quando a velocidade convectiva é alta, a difusdo molecular deixa de ser im-

portante no coeficiente de dispersao hidrodinamica, isto é Do lvw! > Dup.

Desta forma, simplifica-se a equagdo {160) para:

Dp(rp) =~ , | - (163)



e a equacao (162) se reduz a

d& ¢ 1 $rp
d"'”f) - [4D§D * DOD} ¢=9,

com as condiges de contorno: -

(f)(r);; =1,3) = éw(s) .

Hrp — 00,8} = 0.

Aplicando-se na equagio {164) a seguinte transformagao:

1 + &rp
4‘ D%D DUD ’

o(rp,s) =

a qual produz:

a equagho (164) se reduz a

2e (de \

R e —nd =0

dp? (dr,g) 7 ’
O

d? ¢ E: )2 _

7 (pg) —eo=0.

2
Dividindo-se a equagdo (168) por (5-:?3) , tem-se:

(164)

(165)

(166)

(167)

(168)
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d* ¢ Dep\?
____m_(__“;z__) pd=0. (169)

A equagdo (169) é uma equagdo de Airy do tipo w® — Zw = 0 (Abramowitz -
pg. 446/451), cuja solugdo é uma combinagio linear das fungdes de Airy A; (Z) e B; (Z),

isto é:

¢ =E A

(Dzﬂ)g el + FB [(%‘3) so} : (170)

ande E e F sho coeficientes a serem determinados através das condigdes de fronteira.

Utilizando-se a condicio de contorno externa ¢ {(rp — oo, 8 ) = { tem-se que:

F=0 pois Bi(z = oo} =o00.

Portanto, aplicando-se este resultado a eq. (170), obtém-se:
Dop \*
———rerr {P .
8
Da condicdo de contorno interna resulta:

[eﬁiﬁpmp—é‘%]r :}zE{'Ai [(%g)iwl ~ s Al [(%p_)%%”m%,

o que fornece:

4 _pdp

¥
ot

d?‘p - d?‘D

Al

i

{afee) w] -] )

A solucio da equagdo (170} fica entdo:

(171)
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(172)

3

() ] [(me)F o]}

Com a simplificacdo definida pela eq. (163}, o coeficiente 8 definido pela

equacho {151} se torna:

oD
b B2 Dolrp) 1 _
Dp(rp) DD(TD)?"D_
—&n D 11 1 1
SN Oy . S
%‘1 Dop rp ro  Dop Dop

Portanto a eq. {150) se reduz a:

“@“D:M(%ﬁ) , (173)
o1l
Cp
¢= 7y
e('f%“;)

(174)

ou ainda:
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£
{(Don )
oy = Lol Aiz{( =) Lp(m)} (175)

R PN B I 1)

Pode-se escrever a fungio de Airy {A;(x)) e sua derivada em termos de fungdes

de Bessel modificada através da equagio(t):

1 {2, (2 .2
A.i(Z)W;\/;A% (gz ) (176)

%Z%) : (177)

2
o1 (83) (5 (0e)] 78
N FY e ) pere=ey oy ey R
onde:

A solugdo para concentracio de tragador, no espago de Laplace, ¢é finalmente

dada por:
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Periodo de Producao

Invertendo-se o sentido de fluxo, a equagdo diferencial para o periodo de

producdo se torna:

1 &8

D 3?‘1)

. (180)

[rpﬂp{rp)acl)} N 1 8Cp _ éCp

drp | T rpdrp  dip

As condicdes inicial e de contorno para o periodo de producao sido dadas por:

CD{_TDa tp = 0) = Colrp},
8Cn
8?‘1}

Cplrp — 00,ip) =0,

(T‘D: 1,tp.>{}) ={,

onde (s é a concentragdo no fim do periodo de injecao.

No espago de Laplace, a eq. (180) se torna:

1 D dCpl  1dCp = _
7‘5;3;; I:TDDD(?D) d'r'p ] + rp (f?‘p SCD = Cg, (181}
ou ainda:
1 dCp dDp dCp &Cp dCp -
e . " —sCp =~ 182
5 Dp(rp) drp + 7D drp drp +rp Dp(rp) dr} U drp D 0, (182)
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d2 _C{;) DD('-’"D'} d DD 1 dﬁp e
Dp(r — —sCp = —
p{rp) s T Yo e T sCp = —Cq. (183)

Dividindo-se a equagio {183} por Dp(rp) e manipulando-se algebricamente o

sesultado chega-se a:

- dCp SZS) 1
- = Co. 184
d L3} f)[)(?"p) DD(T‘D) 0 ( )

dz?}D+ %}'f +DD(T‘D)+1
drs Dp{rp) ~ Dpl{rp)rp

Aplicando-se a transformagio proposta por Cole, definida na equagdo (150), e

obhservando-se que com a inversao do sentido de fluxo o coeficiente F definido na equagao

{151} se torna:

4= % Dp(rp)+1 (185)
Dp{rp)  Dplrplrp’
Lern-se que:
dwéhﬂ d(’ﬁ ”AfrDﬁdD 1 ""‘l'fr"oﬁdr}j I
— Y Do~ 186
el el 5 ¢feTH , . (186)

e que

#Cp _ & 3L P _g ﬂe"%f;"ﬁdrn__,):qf,ﬂe“%ffﬂﬁdw ﬂifﬁﬁﬁ-enéﬁrbﬁd?ﬂ_
_ drp 4 27 drp

(187)

’ . : ~1 [0 gy - e e
Somando-se e subtraindo-se o termo 1 ¢ 272 LT84 pesta equagho ¢ dividindo-

-4 7D
se o resultado por €72 K Adrp tem-se:
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& . :
£ ﬁz]dﬁ+ . 1

T e ) 3 frb Bdrp
arh 2 drp | Dplro) Doirs) (0 : (188)

Para altas velocidades convectivas, e por um processo analogo ao desenvolvido

para o periodo de injecao, obtém-se:

"D fpml
ezf Bdrp .. oThp |

Estes resultados podem ser substituidos na eq. (188}, resultando:

4 1 srp | rp. . recl
— e (@ 2D .
ars {:4133”3 + DGD] @ Bon Cge?Pop {189}
Definindo-se:
¥ = C(; ﬁg%;:% 3
8 eq. {189) se reduz a:
d* ¢ L D | '
— = - ] 1
drh [ 4 'DgD Lop = Dop (190)

e as condicdes de contorno interna e externa se tornam respectivamente:

do _
‘d_';giwzl =0,



¢{rp — 00,5} = 0.

Definindo-se o coeficiente da eq. (190) como:

1 | $1p
tal gue:
d¢ _ .8
(i'}"p - fj;)[) ’

d D D{)D
ou:
2
T () ~po=—g2v
d (,’52 .D{}p DOD
' 2
Dividindo-se a equacdo {193) pelo termo («5—2—5) , obtém-se:
fg_(&mfw¢:m(ﬁw)zr5@}
dp? 8 s J Dgp
[WIEN

Lo as 2 D
&*;5*( = D{}D‘I’,

(191)

(192)

©{193)

(194)

(195}
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onde:

Do

5

Em termos da nova variavel p, definida pelaeq. (191}, as condi¢bes de contorno

interna e externa fornam-se respectivamente:

dé

T letro=n = 0.

$(p(rp — 00),8) = 0.

A equagao {195) é nfo homogénea, linear e de segunda ordem. Para soluciona-

la defininem-se os operadores:

d?
L= 196
e
d ¢
= - . 7
u i " 5Dup (197)
Isto posto, a eq. {195) pode ser escrita por:
Li{g{w,s)] = —p(rp}, (198)
onde:
(rp

com as condigdes de contorno:
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Ulg{e, 3)]*1):1 = {)

dlp(rp — o0),8) = 0.

Usando o método da variagdo dos pardmetros, pode-se obler a seguinte solugao:

Hpvs) = (D) AL 0) + V2 (0) Bilc ), (199)

onde A; ({ 3 @) e Bi{( § ) sho as solugdes independentes da equagio homogénea dada por
Lig(e, )] =0, e Vil{p) e Va{p) sdo coeficientes a serem determinados, de forma a que

satisfacam:

Vi) AdCS @) + Vi () Bi((F o) = 0, o (200

onde:

Vi = e

Derivando-se a equagio {199} em relagdo a ¢ obtem-se:

¢ =V (o) Ada) + V] () Bilz) + Vi (0} Al(z) + Vo () Bi(z), (201)

onde;

AL
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Substituindo-se a eq. (200} na eq. (201), tem-se:
¢ =Vi(p) Ailz) + V2 (¢) Bi(z), (202)

cuja derivada em relagio a ¢ produz:

¢ = Vi (p) Alz) + Vi (¢) Bi(a) + Vi () Al(z) + Vs (9) B(e).  (203)

Utilizando-se as derivadas dadas pelas eqs. (202) e (203) na eguagho {198)

tem-ses

Lig(e,8)] = Vi {¢) L{Ado)] + Vo () LBi2)] + Vi () Ailz) + V5 (¢) Bi(z) = —p{rp).
(204)

Uma vez que Ai(z) e B;{z) sdo solugbes independentes da equagao homogénea,

term-se guel
LiAge)] = L[Bi(=)] = 0,

e portanto a equagdo (204) se reduz a:

L{¢(p,8)] = V{ () Ai() + V; () Bilz) = —plrD) . (205)

A equacio {199} é solugdo do problema dado pela eq. (195) sendo porém

necessério obedecer as restricdes impostas pelas equacoes {200} e (205).



Fssas duas equagdes fornecem o sistema:

W () Ai(z) + V] (¢) Bi(z) = 0,

V) (¢) Al{z) + Vi () Bi(a) = —p(rp},

cuja solugio produz:

o Bilz} p(rp)
Vi (QD) - Adz) Biz), - Bi(z} Al{z)e !

Aiz) (D)
Aiz) BYa), — Bilz) Allx),

Vi ()=~

Utilizando-se a definicio de Wronskiano®®, tem-se que:
W Aiz), Bi(z)] = Auz) Bi(z) ~ Bi(z) Ai(z).

Integrando-se as equagdes {206) e (207}, obtém-se:

e ¥ 4 ! 4 )P(’f’};) ;
‘/%(w)w—f% W)de o= | A(x)Bl(xmd"" TG

ag
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(206)

(208)

(209)



De acordo com Butkov!®, tem-se que:
N q

Wi 2} B2}, = —,
T
e portanto:

dx 1 dr

W[ Ai(x) Bi(a)], = W[ A(z) Bi(z ”d{,p o

Substituindo-se a equagio {210} nas equagdes (208) e (209) tem-se que:

, T .
Vi) =75 [ Bile)plrp)de + i,
dg V80
s kil ¥ / ¥ 1
Valpl =~z | AL plrp)de' +Cs,
dig “O0

onde, utilizando-se as definigdes de ¢ e x dadas anteriormente, obtém-se:

x D ¥ f
Vitg) =5 [ Bl elrp)lprp) vy + Cr,

{

=~—-~/ A[Cd- (rpY plrp)drp + Co.
Utilizando-se as equacbes {213) e {214} na equagao (199) tem-se:

$p,s) = C AMGM+CBW)
1A o) B (B ey - B o) A D plrp) drpy

3

£
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(210)

(213)

(214)

(215)
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(e B

Hers) = LA @)+ G+ 7 [T (e ) pp)dr, (210

onde H(z,z') ¢ a funcio de Green do sistema em estudo, a qual é definida como:

H(z,z") = del [ A‘(f)

Uma vez que H{x,z') é a funcéo de Green da equagao:

L{g(g,s)] = —p(rp),

e p(rp) é continuamente distribuida no intervale (1, oo), espera-se que uma fungao

f (i, s) dada por:

fps) = [7H @, ) plrb)dr,

a9

deva se comportar como:

™o , ,
fle,s) = /1 H{z, 2" plrp)dry
com rp — 1, ou como:

flp,8) = "*-/WH(:E, "V p(rp)drhy

D

cott rp — 0.

Dessa forma, define-se uma funcio de Green modificada g(z, '), Miller (1963),

Arsenim (1968}, de tal forma que:
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fes)= [~ g, ) pirp)drp,

™™

onde:

(2,2") = H{z,2'}; x>
GWBEI= | _H(z,2)=H(xz); z<2'

Com essa defini¢io, a eq. (216) se torna:

$prs) = Cr AL o) + Ca B¢ o) + E% /:ﬂ g{z,a")p(rp)drp.  (217)

- Aplicando a condigio de contorno externa na eq, {217}, tem-se que:

o) = G ALt 4 55 [ ol a)prb)drt. (218)

B
3 b1

Utilizando-se a condicio de contorno interna, dada por:

Ulglessillrp=1 =90,

a equacgao (218) transforma-se em:
T : '
Ulgle, )l lepm = G U [Alz)] + ¢t / Ula(e, @)l lrpm plrp) drp =0,
3 o=
o que produg:

o Ulgle, 23 bo=1 prp)drp
UTAG ) e | (219)
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Observando-se que o operador U aplica-se apenas sobre z, uma vez que z' é a

variavel de integragio, e substituindo-se equacido {219} na eq. (218) tem-se que:

43(%8):~g§l

plrp)drp, (220)

p=1

%0 [Af(w)U lg{z, 2] ~ gla, Y U[Ai (@)]]rp=1
UlAda)llp=

onde:
UlA(e)) = = [AG)] - 7 Ada)
1T} = d(p .1 i 3
e
I S
T 9D 2
Da relagdo de gz, 2’} anterior, pode-se notar que:
A UAE)] UVIBA=) ) o
det [ Adz") Bi(z') s>,
s [Ai(e)) U [Bi)]
UlA{x}] fx
- i ‘ cr <o
del [ Az Bi(x) ] s r <z
A equagio (220) pode entdo ser reescrita como:
bloe) =75 [ Glass)plrpydr, (221)
onde;

L L A®)  UIALDp=
Gle,e) = prag, 9 [g(x,m') U[g(x,x*mmil]’
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sendo G{r, 2’} a fungao de Green do sistema.

Em termos de A;(z) e Bi{z}, Gz, 2"} fica:

Glz.) = Az { [Aife:) Bilz) ~ Ade) Bi(w)] = 7 [Aim) Bile) = Aiz) Biaa)] |

Afay) — 1 Adz)
(222)

onde:

i) = Aol = ¢ A,

(A2l p=1 = Adz4).
A equagao (222) fica entao:
: ; ¢s [Al(z1): Bi(z) — Ai(x) Bi{(z))] — 7 [ A1) Bi(z) — Ai(z) Bi(@)]
Gz,a") = Ad{e) { Al (z)s — 7 Aey) } :

(223)

Substituindo-se a equagio {223} na eq. (221} tem-se:

e [ A Bi(z) — Az) Bilz)al = 7 [Ade) Bi(2) — Adz) Bi(zi)] |
#les) = '["D“*ﬂ ¢4 Al(z1)e — 7 Aile) '

* Az ggp(rb)drb (z < 2. (224)
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Recordando-se que:

T Tn—-}
plro) = (* 52 Coe?bon,
/0

a equagdo (224} torna-se:

sy [ CIAERLBGE) - Al Bl — [ Ale) Bie) = A)Bai) |
’ rp=1 (5 All)s — 7 Adz)
* Az Colrp) A e;%g}% rpdrp | {z < 2'). : (225)

Dyn

A equacio a ser usada para a regido ¥ > z' € obtida pela permuta de x com

2’ na equagdo{225), resultando:

sy = [ [ GG B~ A Bile)] - r[Az) B) = A B | |
’ rp=1 (% Alzn)e — 7 As(2) '-
E
x  Adx) Colrp) A 75 rhdry (e £ 2f). (226)
: Dop '
Em termos da transformada da concentragio, as eqs. (225} e {226} se modifi-
carm para:

- red | 3 (a0m), Bilz)=Ai(x) Bllea )] [Aufza) Bi(x)— Ai(2) Bi(z: )]
Tlp, s) = ,53; { [Al{z; {z} ] ) .

’ {gAi{irl}z"TAi(-?i] (227)
= Ale) Colrp) e P00 rhydryy (2 < o),

ikl
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— & § Af( Biz-AfaV B - . ot Iy
f:; 13 fmand ;r'..g_”... Ai " w‘“ C i. 1 _Il}x 1(1 ) '(3' } |{'T1 }ﬂ-‘] TfA.{m;]B,(:c )”"Aq{l‘)Bg(x‘]JI
({Ig ) DQD (*T) frp—.—} ; (% ,4:{531)3..—1— Ai{xi) *

I ~fry
Colriy) e ¥50 rhdrly (x> o).
(228)

A concentragio no poce 6 obtida fazendo & = 2(y,=1) na equagdo (227}, o que

fornece:
7 (3 W [Adz), Bi(=)] % rpl
MC-'""‘W}S — '0 ity My FlT=ry f ‘4£ .’I.’f C ?‘! T ? d 4 . 229
[P, ] ¥ Al(e1) — 7 Adder) - («7) Colrp) e TpéTp (229)
Sabendo-se que W [Ai{x), Bi{2 )=z, = 3, 8 eq. {229) se torna: .
Clow, 8 = i Az )Ce(rb)ﬁ oD 'fDdr (230)
Dop Jro=t (3 Allzs)y — 7 A
Em termos de fungdes de Bessel, a eq. {230} se transforma em:
552 o 3 ’ T ;
1 w1 4520 K26 )R 100(rp) €759 1 :
C[cpw? ] - “H‘;-“ R 3 3 dT‘D ?
T G R (G ) - VEEW Ny
(231)
ou:
2 - T2 2 i H If%:-"l" '
- 1 oo ((3 ¢) Ky [2(C5 ¢')2]Co(rp) €2 P00 7 ,
S[@w;s]maj — T e dry, (232)
s o= (R ) KB (G 9+ V(G ol K32 (o))
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e finalmente:




118

E Apéndice - Solugao Numérica Para Geometria
Radial

Periodo de Injecdo

A equagao diferencial do deslocamento miscivel e apresentada para o sistema
radial em forma adimensional no apéndice I, considerando altas velocidades convectivas,

pode ser escrita como:

o e e \ 234
L33 (37}_) "D d?’D atp ( )
e as condigdes de contorno e inicial sdo dadas por:
C}_’}(?'D,i}‘j s U) == () . (235)
ocC
{CQWD{,D B‘D} =1, (236)
?D (?‘Dﬁi,tp}
CD(TeDgtD) = 0, : (237)

Os operadores espaciais da equagdo {234) serdo discretizados por intermédio

de uma curva interpolante obtido a partir da seguinte equagao:

Dop & Cp 1 dCp

= Ky = L.{Cp}. 238
rp drh rp drp M (Cp) : (238)

A solugio dessa equacio é a soma da solugdo particular ndo homogénea com

a solugio da homogénea associada.
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A solucdo da ndo homogénea ¢ buscada na forma:

CD:A?“Z +Brp+ F, (239)
D

donde:

dCp
drp

z{)A.?‘D"i"B,

&P Cp
dr

=2A.

Substituindo-se esta defini¢io na equagao (238), e multiplicando-se o resultado

por rp lem-se quer

QADUD“QA?‘D“B:I(I?D.

Como o coeficiente F é arbitrario, fazendo-se E = 0 resulta:

B=—K,Dyp.

A equacdo (239) se reduz a:
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]y
Cp =~ rp — Ki Doprp.

A solucao da equacio homogénea associada dada. por:

Dop d* Cp 1 dCp

o d?‘% h ;*; Cf?‘[) = 03 (240)
4 abtida fazendo-se:
dCp dy d&* Cp
ey £ esss— 2 .
¥=1 rp drp dré,

Substituindo-se estas relagdes na equagao {240) resulta:

d 1
'"E" -y = 0 ?
(ZT‘D D
e portando;
dy I
— = ——drp.
Y Dyp

Integrando esta relagdo entre rp = 1, tal que y(1} = vo, ate rp tem-se que:

fy dy 1 ]ra 4
w Y D(JD rp=1 b

il



resultando:

to—Ean
Y =Yg € bop

sabendo-se gue:

entan:

Cp T ra=fap

f dCp = f Yoe Per drp,

Cpo rp=l

ous
'“D'DQD
CD:--I‘ER—- [e Dap —-1]
Dsp
A solugio geral fica entio:
rnzlan Ky .
C}_’)Z 40 [6 Zop *1}“"—"}“?5})"1&’1}39[}?‘1),
Dop 2 : ‘

ou:

}{i b > S0 -

Cp = Y (7'13 +2Dop T ) + Ky ePor + Ky,

onde:

D
K, = Yo loD

2
ePsp
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(241)

(242)

(243)



K3 = yo Dup

Os parametros K; , K, € K3, podem ser obtidos ajustando-se a curva da equagéao

{f D) aos valores nodais ri_y, r; er;q. Ao fazer isto, obtem-se o sistema de equagdes:

¢ . TD{s—1} ; y
— __;}_{ ("r’?){,f_]} +2Dsp ?‘g}(iul)) + Koe Poo 4+ Ky = CD(:‘-—I)
K oy
- _51' (%{i) +2 Dop 7'D{='3) + KoePor + Ky = Cpyy
K . Inuixn N N
— _:‘Zi (T%{i+}) + 2 Dop T’D{{+1)) + Koe Pop 4 Ko = C/D{z'-i-i] (244)

Resolvendo-se o sistema e isolando-se N, chega-se a:

K = (Cpiiy = Cpi-1)) (Mi — mug1) = (Cpgy = Cpitny) (mi — m41)
' (i — niog) (Mg~ Maga} — (s = map ) (7 — mi-1)

= L.(Cp), (245)

onde:

’"Dfl";
m; = e Y |

(T?{)(s‘) + 2 Dop D) )
5 .

My = -

N#o ha necessidade de se determinar Ky e K3, pois da equagao (238) tem-se

que L.{Cp) = K.



Assim reescreve-se a equagdo {245) na forma:

LACp) = A7 Cpi1y — (A7 + ATY Cppy + A Cpisy

123

(246)

que é a equacao discretizada com os coeficientes ponderados pelo ajustie aos pontos nodais

i-1,1 e i+1, onde:

Treg e 1T
A:‘ — ( i1 I) ,

P

{m; —mi)
Aj_ = et 3

Pi

P o= (nl‘ em ?1,;1) (T??.,' — m5+1) e (T?,g — TZ,‘.H) (?72.,' -— m,;_;) .

Escrevendo-se essa equacao para todos os pontos da malha, monta-se um sis-

terna de equagdes do tipo:

[ (An) (Aw2) ]
(Azq) (Az2) (Agp)

(Aiie1) (A} (Aiss)

(Aﬂ,ﬂ“ft) (An,n) J

¢

Cy

A concentragio C; num dado intervalo de tempo é encontrada pela sotugao do

sistema matricial dado pela equagdo (247},

o

1
"3




