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RESUMO

Rodrigues, Luis Antonio. Andlise e sintese de sistemas LPV polinomiais homogéneos usando
fungoes de Lyapunov dependentes de sucessivos instantes de tempo. Campinas: Faculdade de En-

genharia Mecénica, Universidade Estadual de Campinas.

O presente trabalho investiga os problemas de estabilidade assintética e desempenho H, de
sistemas lineares a parametros variantes discretos no tempo. Sao fornecidas condi¢des suficientes
para andlise de estabilidade, analise de desempenho H, e sintese de controladores estaticos de
realimentacdo de saida robustos e por ganho escalonado. Além disso, € proposto um método de
parametrizacdo polinomial homogénea de sistemas LPV afins. Assume-se que as matrizes do sis-
tema tem dependéncia polinomial homogénea de grau arbitrdrio sobre os parametros que variam
dentro de um politopo com conhecidos limitantes sobre suas taxas de variacdo. As propriedades ge-
ométricas do dominio politopico sdo exploradas para se obter um conjunto finito de desigualdades
matriciais lineares que levam em consideragdo os limitantes sobre as taxas de variacao dos parame-
tros. As condi¢des LMIs sdo obtidas usando uma funcao de Lyapunov quadrética nos estados com
dependéncia polinomial homogénea dos parametros variantes em instantes sucessivos de tempo.
As condig¢des fornecidas sao aplicadas no modelo LPV de um sistema vibroacustico. Comparacoes

com resultados numéricos encontrados na literatura mostram os beneficios das técnicas propostas.

Palavras-Chave: Teoria de controle; Sistemas lineares variantes no tempo; Lyapunov, Func¢des de;

Andlise de estabilidade; Sistemas de controle por realimentagao.
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ABSTRACT

Rodrigues, Luis Antonio. Analysis and synthesis of homogeneous polynomially LPV systems
using path-dependent Lyapunov functions. Campinas: School of Mechanical Engineering, Univer-
sity of Campinas.

This work investigates stability and H., performance of discrete-time linear parameter
varying systems. Sufficient conditions for stability analysis, H., performance analysis and synthe-
sis of both robust and gain-scheduled static output feedback controller are provided. It is assumed
that the system matrices have a homogeneous polynomial dependence of arbitrary degree on the
time-varying parameters. Thus, a homogeneous-polynomially parametrization method for affine
LPV systems is proposed. The parameters are assumed to vary inside a polytope and to have known
bounds on their rates of variation. The geometric properties of the polytopic domain are exploited
to derive a finite set of LMIs that take into account the bounds on the rates of variation of the
scheduling parameters. The LMI conditions are obtained using a quadratic in the state Lyapunov
function with a homogeneous polynomial dependence on the scheduling parameters at successive
instants of time. The proposed techniques are applied to an LPV model of a vibroacoustic setup.

Comparisons with numerical results found in literature show the benefits of the proposed approach.

Keywords: Control theory; Linear time-varying systems; Lyapunov functions; Stability analysis;

Feedback control systems.
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1 INTRODUCAO

1.1 Sistemas LPV

A teoria de controle para sistemas lineares a parametros variantes - LPV (do inglés, "Li-
near Parameter Varying") tem sido intensivamente investigada. Diversos trabalhos apresentando
condi¢Oes de andlise e sintese vem sendo publicados na literatura para esta classe de sistemas
(SHAMMA; ATHANS, 1991; SCHERER, 2001; BLANCHINI; MIANI, 2003; DE-CAIGNY et
al., 2007, MONTAGNER et al., 2009; BORGES et al., 2010a). Isto decorre do fato de que os
sistemas LPV podem ser usados para representar uma vasta gama de problemas do mundo real,
cuja dindmica € regida por parametros que variam com o tempo (PAIIMANS et al., 2008; DE—
CAIGNY etal., 2009; DE-CAIGNY et al., 2010b). Por exemplo, estruturas aeroespaciais que estao
frequentemente sujeitas @ mudancgas extremas de temperatura e sistemas roboticos pick-and-place
dos quais a dinamica se altera em fun¢do da posi¢cao da ferramenta de manipulagdo no espaco de
trabalho. Além disso, esta classe de sistemas pode ser usada para representar sistemas nao-lineares
em termos de uma familia de modelos lineares (RUGH, 1991; SHAMMA; ATHANS, 1991; LA-
WRENCE; RUGH, 1995; RUGH; SHAMMA, 2000).

No projeto de controladores para sistemas LPV € desejdvel que os controladores incorporem
os parametros variantes, a fim de ajustd-los em tempo real as condi¢cdes operacionais atuais, au-
mentando seu desempenho (APKARIAN; ADAMS, 1998; PAIIMANS et al., 2008; DE-CAIGNY
et al., 2010a). Todavia, existem sistemas em que os parametros variantes sao desconhecidos ou nao
€ possivel medi-los. Para estes sistemas, muitas vezes € possivel projetar um controlador indepen-
dente dos parametros e que seja robusto a todas suas variagdes (LEITE; PERES, 2004). Entretanto,
em geral, € raro garantir a estabilidade do sistema e alcangcar um desempenho satisfatério sobre
uma faixa de operagdo com um controlador projetado para um sistema linear invariante no tempo
- LTI (do inglés, "Linear Time-Invariant") fixando-se um valor para os parametros (RODRIGUES
et al., 2010a). Assim, o desafio da teoria LPV € formular condi¢des de anélise e sintese capazes de
garantir estabilidade e desempenho do sistema para todas as possiveis variagdes dos parametros.
Portanto, inviabilizando o uso da teoria classica de sistemas LT1.
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1.2 Teoria de Lyapunov

O apelo a teoria de Lyapunov para o projeto de controle de sistemas LPV baseia-se no fato de
que esta abordagem permite a reformulacdo de muitos problemas de andlise e sintese em termos de
problemas de otimizac@o envolvendo desigualdades matriciais lineares - LMIs (do inglé€s, "Linear
Matrix Inequalities") (BOYD et al., 1994; APKARIAN; TUAN, 2000).

O termo LMI foi usado explicitamente pela primeira vez em 1971, como cita Boyd et al.
(1994). Apesar da longinqua origem da formulacdo LMI na teoria de sistemas e controle, o uso da
estrutura LMI tem conquistado atencdo. O advento de softwares para sua resolug@o as tem tornado
uma poderosa e eficiente ferramenta para resolver problemas de anélise e sintese. Segundo Gahinet
et al. (1995), as principais vantagens do seu uso sao:

. Uma variedade de especificagdes de projeto e restricdes podem ser expressas como

LMlIs;

. Problemas formulados em termos de LMIS podem ser numericamente resolvidos por

eficientes algoritmos de otimizac¢ao convexa.

Na teoria de Lyapunov, um sistema ¢é estdvel se existir uma funcdo dependente dos estados
que seja positiva em todo seu dominio e cuja taxa de variacdo ao longo da trajetdria do sistema
€ sempre negativa (KHALIL, 2001; HADDAD; CHELLABOINA, 2008). Para sistemas lineares ¢
comum o uso de uma fun¢do de Lyapunov quadratica nos estados. As LMIs obtidas para proble-
mas de andlise e sintese para sistemas LPV, baseadas na existéncia de uma fun¢do de Lyapunov
quadratica nos estados, em geral, sdo funcdes das matrizes do sistema, da matriz de Lyapunov
e dos parametros variantes que governam a dinamica do sistema. Assim, precisam ser satisfeitas
para todo o dominio dos parametros, resultando em um conjunto infinito de LMIs (problema de
dimensao infinita) que nao é numericamente tratdvel. Entretanto, é possivel contornar este entrave
e derivar um conjunto finito de LMIs impondo estruturas particulares para as matrizes do sistema e

de Lyapunov.



1.3 Parametrizacoes da funcio de Lyapunov e do sistema LPV

Na literatura sao encontrados inimeros resultados de analise e sintese, baseados na existéncia

de uma funcdo de Lyapunov quadréitica nos estados, utilizando diversas estruturas para a matriz de

Lyapunov e para as matrizes do sistema.

Com relacdo a matriz de Lyapunov sao encontradas parametrizagdes:

constantes: como visto em Bernussou et al. (1989), Geromel et al. (1991), Kaminer et
al. (1993), Montagner et al. (2005b);

lineares (politopicas) e afins: como visto em Gahinet et al. (1996), Amato et al. (1998),
Apkarian e Adams (1998), De-Oliveira et al. (1999), Daafouz e Bernussou (2001),
Montagner et al. (2005b), Montagner et al. (2005a), De-Souza et al. (2006), Dong e
Guang-HongYang (2008), Oliveira e Peres (2008), Rodrigues et al. (2009), De-Caigny
et al. (2010a);

constante por partes: como visto em Leite e Peres (2004), Amato et al. (2005);
polinomiais homogéneas: como visto em Oliveira e Peres (2007), Montagner et al.
(2007), Borges et al. (2008), De-Caigny et al. (2009a), Montagner et al. (2009), De—
Caigny (2009), Oliveira e Peres (2009), De-Caigny et al. (2012a);

afins em sucessivos instantes de tempo: como visto em Lee (2006), Lee e Dullerud
(2006), Oliveira e Peres (2009), Borges et al. (2010a), Borges et al. (2010b);
polinomiais homogéneas em sucessivos instantes de tempo: como visto em Rodri-

gues et al. (2010b).

Com relacdo as matrizes do sistema sdo encontrados parametrizagdes:

lineares (politopicas) e afins: como visto em Amato et al. (1998), Daafouz e Bernus-
sou (2001), Montagner et al. (2005a), De-Souza et al. (2006), Blanchini et al. (2007),
Dong e Guang-HongYang (2008), Oliveira e Peres (2008), De-Caigny et al. (2008a),
De-Caigny et al. (2008b), Montagner et al. (2009), Oliveira e Peres (2009), De-Caigny
et al. (2010a);

polinomiais homogéneas: como visto em De-Caigny (2009), Rodrigues et al. (2010b),

De-Caigny et al. (2012a).

A sintese de controladores LPV baseados na existéncia de uma matriz de Lyapunov indepen-
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dente dos pardmetros variantes (BERNUSSOU et al., 1989; GEROMEL et al., 1991; KAMINER et
al., 1993; MONTAGNER et al., 2005b), conhecida como estabilidade quadratica, é conservadora
para aplicagdes praticas, pois assume que os parametros podem variar arbitrariamente dentro de
seus dominios, incluindo assim a classe de sistemas chaveados. Assumindo esta mesma hipétese
em Daafouz e Bernussou (2001) e Montagner et al. (2005a) sao utilizadas fun¢des de Lyapunov
com dependéncia afim dos parametros. No contexto especifico de sistemas chaveados (sistemas
LPV com taxa de variacdo arbitrdria), em Lee (2006) e Lee e Dullerud (2006) sdo utilizadas fun-
¢oes de Lyapunov com dependéncia afim de sucessivos instantes de tempo dos parametros para
fornecer condi¢des necessarias e suficientes para anélise de estabilidade robusta. Neste contexto, as
fungdes de Lyapunov com dependéncia de sucessivos instantes de tempo dos pardmetros sdo cha-
madas de dependentes de caminho (do inglés, "path dependent"), devido ao caminho que o sistema
faz nos vértices do dominio politépico.

Para reduzir o conservadorismo associado a estas abordagens, muitos trabalhos tem incluido
informacdes sobre a mixima taxa de variacdo dos parametros em seus resultados. Em Amato et
al. (2005) sao usadas fungdes de Lyapunov constantes por partes para investigar o problema de
realimentacdo de estados H., onde um conjunto finito de LMIs € derivado dividindo o intervalo
onde o pardmetro varia de acordo com sua taxa de variagdo. Outra abordagem apresentada em
Oliveira e Peres (2009), que investiga os problemas de estabilidade robusta e realimentacdo de
estados estabilizante usando fun¢des de Lyapunov polinomiais homogéneas e afins em instantes
sucessivos de tempo dos parametros, consiste em propor um modelo politépico para os parametros
e suas taxas de variacdo. Usando a mesma abordagem, De-Caigny et al. (2012a) utiliza funcdes
de Lyapunov polinomiais homogéneas para fornecer conjuntos finitos de LMIs para o projeto de
controladores dinamicos de realimentacdo de saida por ganho escalonado com multiobjetivos. Em
Rodrigues et al. (2010b) sdo fornecidas condi¢des LMI para os problemas de estabilidade expo-
nencial e realimentacdo de estados estabilizante usando fun¢des de Lyapunov com dependéncia
polinomial homogénea em instantes sucessivos de tempo dos parametros, englobando as condicoes
LMI apresentadas em Oliveira e Peres (2009) para andlise de estabilidade e sintese de controladores

por ganho escalonado.



1.4 Descricao do trabalho

O presente trabalho, no contexto de sistemas LPV discretos, tem por objetivo fornecer con-
di¢des suficientes para:
. andlise de estabilidade assintética;

. andlise de desempenho H;

. sintese de controladores estdticos robustos por realimentacao de saida: estabilizantes e
Hoos
. sintese de controladores estdticos por ganho escalonado de realimentacdo de saida:

estabilizantes € H.

As condicdes de andlise e sintese fornecidas sdo descritas em termos de conjuntos finitos de
LMIs baseados na existéncia de uma fung¢do de Lyapunov quadratica nos estados. Assume-se que:

. as matrizes do sistema tem dependéncia polinomial homogénea de grau arbitrario sobre

0s parametros variantes;

. a matriz de Lyapunov tem dependéncia polinomial homogénea de grau arbitririo sobre

0s parametros variantes em instantes sucessivos de tempo;

. os parametros variantes possuem dominios politépicos e tem conhecidos limitantes su-

periores sobre suas taxas de variacao;

Para obter condi¢cdes LMIs, tratdveis numericamente, que incorporem informagdes sobre os
limitantes das taxas de variacdo dos pardmetros € utilizado um modelo politépico para os para-
metros e suas taxas de variacdo e explorado suas propriedades geométricas (OLIVEIRA; PERES,
2009).

As condigdes de andlise e sintese fornecidas sio aplicadas em sistemas propostos na litera-
tura e no modelo LPV de um sistema vibroacustico. Comparagdes numéricas com outros métodos
disponiveis na literatura mostram os beneficios das técnicas propostas.

Para uma melhor compreensado deste trabalho, abaixo € apresentado uma breve descri¢dao dos
tépicos abordados em cada capitulo.

O Capitulo 2 apresenta os conceitos basicos para compreensao e utilizacdo das técnicas de
controle para sistemas LPV fornecidas neste trabalho. Primeiro apresenta-se uma revisdo sobre

operacdes matemadticas com polindbmios homogéneos. Posteriormente € fornecido um método de
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parametrizacdo polinomial homogénea de sistemas LPV com dependéncia afim dos parametros
variantes.

O Capitulo 3 apresenta as condi¢des LMIs de andlise e sintese de controladores para a classe
de sistemas LPV discretos no tempo cujas matrizes tem uma dependéncia polinomial homogénea
sobre os parametros variantes. Esta classe de sistemas LPV discretos é chamada ao longo do texto
de sistemas LPV HPPD (do inglés, "Homogeneous Polynomial Parameter-Dependent").

O Capitulo 4 apresenta diversas simulagdes numéricas das técnicas de anélise e sintese pro-
postas. Os resultados obtidos sdo comparados com resultados apresentados na literatura.

O Capitulo 5 apresenta as principais conclusdes e perspectivas deste trabalho.



2 PARAMETRIZACAO DE SISTEMAS LPV

2.1 Prefacio

Este capitulo investiga a parametriza¢do polinomial homogénea de sistemas LPV cujas ma-
trizes possuem dependéncia afim dos parametros variantes. Primeiro, sdo apresentados conceitos
preliminares sobre polindmios homogéneos: nota¢do e terminologia utilizadas, alguns célculos ne-
cessarios para as se¢oes posteriores e as propriedades de uma classe particular de polindmios homo-
géneos com dominio no simplex unitdrio. Em seguida, o problema da parametriza¢do polinomial
de sistemas LPV ¢é investigado, descrevendo-se um método de parametrizacao para sistemas com
um ou dois parametros variantes e generalizando-o para sistemas com um numero arbitrdrio de

parametros. Por dltimo, € feito uma andlise qualitativa do método de parametriza¢ido proposto.

2.2 Polinomios homogéneos

Esta sec@o apresenta os conceitos preliminares sobre polindmios homogéneos necessarios

para a compreensao das proximas secoes.

2.2.1 Notacao e terminologia

Como apresentado em Oliveira e Peres (2007) e De-Caigny (2009), s@o utilizadas as seguintes
notacdes e terminologias para a representacdo de polindmios homogéneos.
Defini¢ao 1 (Polindmio homogéneo). Seja o € RY, g € R. Um polinémio p(«) é chamado homo-
géneo de grau g se p(Ea) = E9p(a) paratodo § € R, ou equivalentemente, se todos seus mondmios

tem o mesmo grau total g.



Por exemplo: seja o« = (av,a2) € g = 3, entdo o polindmio

pla) = o — alay + Tad
¢ um polindmio homogéneo de grau 3.
Seja N,g € N. O conjunto de todas as N-uplas ({q,...,ly) obtidas a partir de todas as

combinagdes de N inteiros ndo negativos /;, 7 = 1,... N talque ¢; + ...+ ¢y = g € denotado por

N
K(N,9) = {EENN | Z&:g}.
i=1

O niimero de elementos do conjunto K (/V,g) é dado por

(N +g-—1)!

J (N,g) £ card (K (N,g)) = ANV D1

Por exemplo: seja N = 2 e g = 3, entdo o conjunto de todas duplas ¢ = (¢1,(5) € N? tal que
{1 + {5 = 3 é dado por
K (273) = {(37())7(2’1)’(1’2)7(073)} :

(2+3—1)
RSl L

31(2—1)

Seja a € RY. Uma matriz polinomial homogénea de grau g, A(«), é definida como uma

O nimero de elementos de K (2,3) é dado por J (2,3) =

matriz com dependéncia polinomial homogénea de grau g sobre o parametro «, representado ge-

nericamente por

Ala) = Z oAy,

LeK(N.,g)

onde A, sdio matrizes constantes para todo ¢ € K (IN,g) e os mondmios o, dados por

¢
of = aﬁla?---a]\f,v,

tem grau total g, isto é, /1 + ... + {y = g.



Por exemplo: seja N = 2 e g = 3, entdo a matriz
Ala) = Z oAy,
ek (2,3)
= a®V A0+ PV Apy) + oD A ) + PP A,
_ (al,ag)(3’0)A(3,o) + (a17a2)(2,1)A(271) + (041,042)(1’2)14(1,2) + (&1’042)(0,3)14(0’3)’

= aj A o) + A + aras A + a3A ),

¢ uma matriz polinomial homogénea de grau 3.

Seja ¢ € NV. O operador 7(¢) : NV — N é definido como

N
ORI 2
=1

2.2.2 Calculos com polindmios homogéneos

Seja ¢ € NV e { € NY. Considere as operacdes usuais de soma e subtracdo de vetores

definidas componente a componente, isto &,

£+Z:(£1+Z1,,.,,€N—I—ZN),
C—0=(ly—10y,.. Uy —1ly).

A partir da extensdo dessas operagdes € definida a operacdo maior ou igual vetorial (>), como
apresentada abaixo.
Defini¢io 2 (Operacdo maior ou igual vetorial =). Dados dois vetores { € NV e (€ NV, a

operagdo { > lé definida como

!

Kig se l;

v

<.

Vi=1,...,N.

=



Teorema 1 (Produto de matrizes polinomiais homogéneas). Seja

Ala) = Z o' Ay e B(a) = Z o’ B,

matrizes polinomiais homogéneas de grau g e p respectivamente. Entdo, o produto A(a)B(«) é

um polindomio homogéneo de grau g + p dado por

A(a)B(a) = Z o' A; Z oBj | = Z o Z Ay_;Bj,

i€K(N,g) JEK(N,p) (ER(N.g+P) e K (Np)
0%
S e
EGK(N,Q“FP) ieK (N7g)
0=
j €K (Np) . . . .
onde denota o conjunto de todas N-uplas j € KC (N,p) tais que { = j.
(=]

Demonstragdo. Seja ¢ € N¥ tal que £ = i + j, entdo ij:l b, = Zévzl i + chvzl Jjr =g+ p,

e, consequentemente, ¢ € K (N,g + p). Assim, o produto A(«) B(«) pode ser reescrito como

A(a)B(a) = Z o’ A; Z B | = Z Z 't A, B;

1€(N,g) JEK(N,p) 1E€EX(N,g) JEL(N,p)

= > A > ). AB

LeK(N,g+p) i€K(N,g) j e K (Np)
(=i+j
j €K (N.p) . . . L
onde denota o conjunto de todas N-uplas j € K (N,p) tais que £ =i + j.
(=147

Note que paratodoi € K (N,g), 7 € K(N,p)el e K(N,g+p) tem-se:
1. Sel =i+ jentdo l = j.
2. Se ¢ = j entdo existe ¢ tal que ¢ =1 + j.

Assim, o conjunto de N-uplas 4, j taisque ¢ € K (N,g),j € K(N,p)ei+ j = ¢, para algum ¢ €
10



KC (N,g + p) pode ser caracterizado como o conjunto de N-uplas i, j taisque i = { —j,j € K (N,p)
com ¢ 3= j, para algum ¢ € KC (N,g + p). Portanto,

A(a)B(a) = Z ot Z A,_;B;.

LeK(N,g+p) j € K(N,p)

]

Teorema 2 (Expansio de poténcias de uma soma de N termos). Seja g € N, N € N* e a € RV,
Entdo
N 9 g!
_ S
(Xo) - 3
i=1 LeK(N,g)
A prova do Teorema 2 € apresentada em De-Caigny (2009) que faz uma generalizacdo da

expansdo de poténcias de um bindmio .
2.2.3 Polindmios homogéneos no simplex unitario

Esta secdo apresenta uma classe particular de polindmios homogéneos cujo dominio dos
parametros pertence ao simplex unitdrio.

Definicao 3 (Simplex Unitério). Seja N € N*. O conjunto

N
AN={§ERN|Z§=1,&ZO}7 (2.1
=1

€ denominado simplex unitdrio de dimensdo N.

Os polindmios homogéneos de grau arbitrario ¢ com dominio no simplex unitdrio Ay tem
uma importante propriedade: podem ser reescritos de forma equivalente como um polindmio ho-
mogéneo de grau superior p (p > ¢g). Esse processo é denominado homogeneizacdo polinomial.
Definicio 4 (Homogenizagao polinomial). Seja r(«) um polinémio homogéneo de grau g € N com
a € Ay. Uma homogenizagdo polinomial de grau p € N com p > g é definida como o processo

de derivagdo de um polindmio homogéneo s(«) de grau p tal que s(«) = r(«) obtido através da
11



multiplicacdo
N p—g
s(a) = <Z ai> r(a),
i=1

uma vez que (cv; + - -+ ay) = 1.
Por exemplo, seja r(a) = >~k o’ um polindmio homogéneo de grau g = 3 com o €
AN—o, entdo um polindmio homogéneo s(«) de grau p = 4, tal que s(a) = r(«), é obtido através

de uma homogenizacao polinomial de grau 4, isto é

s(a) = (Z ozk> r(a),

™
JeK(2,1)

1€K(2,3)
1
_ ¢
.o T(l—i)
€Y ek
(=i

Definiciao 5 (Combinagdo Convexa). Sejam m,n,N € N* e Ay, Ay, ..., Ay € R™*". A combina-

cdo linear
co{A1,As,.. ., AN} 2 1Al + Ao+ -+ anAy (2.2)
com o € Ny é chamada de combinacdo convexa de Ay, As, ..., Ay. Além disso, o conjunto P de
todas as combinacdes convexas Ay, As, . .., Ay, dado por
,Pé {fGRmxn|f:(1/1A1+Oé2A2+"'+OZNAN,VOéGAN},
consiste no politopo (envelope convexo) definido pelas matrizes (vértices) Ay, As, ..., An.
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2.3 Parametrizacio polinomial homogénea

Esta secdo fornece um método de parametrizagdo de sistemas LPV com dependéncia afim dos
parametros variantes em termos de sistemas LPV HPPD de grau um, cujos parametros variantes
pertencem ao simplex unitdrio. Inicialmente € apresentada a parametrizacdo de sistemas com um
parametro variante e posteriormente, o método € estendido para sistemas com dois parametros e
generalizado para sistemas com um numero arbitrario de parametros variantes. Por ultimo, € feito
uma andlise qualitativa do método proposto.

Considere o sistema LPV afim discreto no tempo representado no espaco de estados

o[k + 1] = A6 [k])x[k] + Bu (6 [k)wlk] + Bu (0 [K])ulk], 2.3
2[k] = C-(0 [K])x[k] + D (6 [K])w[k] + Du(6 [K])ulk],

onde z[k] € R"* é o vetor de estados, w[k] € R" ¢ a entrada exdgena, u[k] € R" ¢ a entrada de

z

controle, z[k] € R"= é a saida controlada, 0 [k] € R™ é o vetor de pardmetros variantes tal que
0;[k] € [0;.6;], i=1,....n, Vke€N, (2.4)

e as matrizes do sistema tem dependéncia afim dos parametros variantes, isto €, as matrizes do

sistema podem ser escritas na forma

A(OTk]) = Ao + D5, 0: [K] As, C.(0[k]) = Coo + D1, 0: [K] Cu,
By(01k]) = Buo + >, 0 [k] Bui,  Dw(0[k]) = Duo + 321 0i [k] Do, (2.5)
( [ ]) = Buo + Z?:l 0; [k] Bu, Du(e [k]) = Dyo + Z:‘lzl 0; [k] D,

u

onde A;, By;, Buj, C.;, Dyj, Dyj, j = 0, ... ,n, sdo matrizes constantes de dimensdes apropriadas.
O objetivo € reescrever o sistema LPV (2.3) como um sistema LPV HPPD discreto no tempo
cujas matrizes tem dependéncia polinomial homogénea de grau 1 sobre o vetor de parametros vari-

antes « [k] € RY que assume valores no simplex unitdrio Ay (usualmente chamado de pardmetro
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escalonado), isto €,

Al [k]) = Pgereva @ [K] Ae, Bu(a[k]) = Yexny @ [k] Bur,
By (a[k]) = ZeeK(N,l) a’ [k] Bu, Coafk]) = Zee/c(N,l) o' [k] C,
Do(er [k]) = X gercvy @ [F] Duwes Dula[k]) = 3 peicin,g) @ [k] Due,

ou representado de forma compacta por

(AanaBuacszvau) (Oé[kf]) = Z (0% [k]e (A7BwaBu7CzaDw7Du)g 9
LEK(N,1)

onde Ay, Byygs Bug, Capy Diyy € Dy sdo matrizes constantes para todo ¢ € (N, 1).

Serdo apresentados os cdlculos apenas para a matriz dindmica A, uma vez que os cédlculos

para as demais matrizes do sistema sdo andlogos.

2.3.1 Sistemas LPV com um parametro variante

Esta secdo apresenta uma parametrizacdo polinomial homogénea para sistemas LPV afins

com um pardmetro variante.

Considere o sistema LPV afim (2.3) com um parametro variante, ou seja

0kl =0,[k], com 6 [k]€ [6;,60],

para todo k € N, entdo
A0 [k]) = A0, [k]) = Ao + 6, [k] Ay

esta contida no politopo P, dado por

P = co {min A(6 [k]), max A(6 [k])} = co { A(6,),A(61)},
como ilustrado geometricamente pela Figura 2.1.

14
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Figura 2.1 - Dominio P (regido azul) da matriz A(0; [k]).

Para determinar uma representacdo polinomial homogénea com parametros no simplex uni-
tario para a matriz A(0; [k]), primeiro parametrizaremos a matriz A como fung¢éo de um pardmetro

normalizado 3, [k] € [0,1], obtendo-se

A0, [k]) = Ao + 0, [K] A,
= Ao+ (01 [K] + 0, — 0,) A

= Ao+ 0,41+ (61 [k] — 0,) A4

01 [k] — 6,

= Ao+ 0, A+ i (51 - Ql) Ay

= Ao+ b [k] Ay
= A(ﬁl [kD

com

Ag = Ag + 0, A,

42 (0 - 8,) A,

a i k] -0
51[]:—1@[1]_9 -
LA

-

Por fim, reescrevendo A na forma

A(0: [k]) = A(Br [K])
= Ao+ B [K] 4
= (1+ Bu[k] — B [K]) Ao + 1 [K] Ay
= (1= By [K]) Ao + S [K] (Ao + Ay)
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e definindo

91_ — 0, [K] . (2.9)

obtém-se a seguinte representacio polinomial

A(01[K]) = on [kK] Aqro) + a2 [K] A
= o [/{]1 [6%) [k‘]o A(l,[)) + aq [k’]o (6D) [k’]l A(OJ)

= (ay [K] ,a [/f])(l’o) Aoy + (o [k] o0 [kf])(o’l) Ao, (2.10)
= > alk]'4,

i€K(2,1)
= A(a [k]),

com « [k] € A, Vk € N. Portanto a matriz A(« [k]) esta delimitada pelo politopo Q dado por

Q = co{Auo.Apn} = co{A(0),A)}. (2.11)

Das equacdes (2.8) e (2.11) tem-se que P = Q, e portanto, a parametrizacdo para o dominio
« modela de forma exata o dominio do sistema LPV com um parametro variante. Como ilustrado

pela Figura 2.2.

A(8)) = Aq o

Figura 2.2 - Dominio P (regido azul) da matriz A(6, [k]) e dominio Q (regido azul) da matriz A(« [k]).
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2.3.2 Sistemas LPV com dois parametros variantes

Nesta se¢do propde-se uma parametrizacdo polinomial homogénea para sistemas LPV afins
com dois parametros variantes.

Considere o sistema LPV afim (2.3) com dois pardmetros variantes, ou seja
0kl = (61 [k] 02 [k]), com 6;[k]€[6,6;], i=12, (2.12)
para todo k£ € N, entdo
A0 [k]) = A0, [k] .02 [k]) = Ao + 01 [k] A1 + 05 [K] Ay (2.13)
esta contida no politopo P, dado por

P =co {A(0,,0,),A(01,0,), A(6,,02),A(61,65) } , (2.14)

como ilustrado geometricamente pela Figura 2.3.

A(Q1a§2) A(Q1762)
A0 [K] ,em P
A(0,.0,) A(81,0,)

Figura 2.3 - Dominio P (regido cinza claro) da matriz A(6; [k] ,02 [k]).

Para determinar uma representagdo polinomial homogénea com pardmetros no simplex uni-

tario para a matriz dindmica A(6, [k] ,0- [k]), primeiro parametrizaremos a matriz A como fungéo
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de dois pardmetros normalizados /3, [k] e (5 [k], obtendo-se

A0 [] 0 [F]) = Ao + 0y [k] Ay + 65 [K] As
= Ao+ (01 [F] +0; — 6;) Ay + (02 [k] + 05 — 05) Ag
= Ao+ 0, A1+ 0,A5 + (01 [k] — 0,) A1 + (02 [k] — 05) Ao

:A0+Q A1+0 AQ
0, [k] — 6,

+W(91 6,) Ay + 92—62 (62— 6,) Ay
= Ao+ B [k] Ay + B2 [k] Ay
= A(ﬁl [k] B2 [k])

com

Por fim, reescrevendo A na forma

A0, [k] 02 [k]) = A(B1 [K] .52 [K]),
= Ay +51[ ]A1+52[ ] A,

= ( ;62[ 1= 5 [k])EO‘f‘ﬁlT[k]QZl-l-BQT[k]sz
_ ( +52 ) 512[k] (Ao + 274,) + 22[k] (Ao + 24,) |
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e definindo

A0 = Ao+ 241 = A(9,.0,) +2(0, — 6,) Ay,
Ao £ Ao+ 245 = A(0,.0,) + 2(02 — 0,) As,

o, Bilkl+ Bk o Okl -0, (k] -0,

k] 21— HE S — =5 28] € 0,1], (2.15)
a Bilk] O [k] -0, 1

=== =3 (6, - 0,) {0’2}
a Bolk]  Oa[k] -0, 1

ol === 2(6; — 6,) {072]

obtém-se que a seguinte representacao polinomial

A(01 [k],02 [K]) = ax [K] Ao + a2 [K] A0 + as [K] Ao,
=y [K]" ez [K] oz [K]” A 0)
+ o [k]” oz [K]' as [K]° A1)
+ay [k]” as K] ag [k]" Ao
= (o [K] 02 [K] a3 [K]) " A1) (2.16)
+ (o [K] 02 [K] s [K)) O A1)
+ (an [K] .0z [K] s [K)) O Ao

= > alk'4,

i€K(3,1)

= Al [K]),

com « [k] C A3, Vk € N. Portanto, a matriz A(« [k]) esta delimitada pelo politopo Q dado por

9 =co {A(1,0,0),A(0,1,0)714(0,0,1)} ; 217
= co {A(0,.0,), (A(0,.05) +2(6, — 0,) A1) , (A(0,.0,) +2(05 — 0,)As) } .

As equagdes (2.14) e (2.17) mostram que as matrizes A(6 [k]) e A(« [k]) possuem dominios
diferentes. Isto ocorre porque as varidveis o € ag assumem valores entre 0 e 0,5 como fungdo de

B, porém, ao considerar que o € A3 tem-se que todas suas componentes podem assumir valores
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entre 0 e 1. Com efeito, tem-se que P C Q, como ilustrado pela Figura 2.4.

A(0,1,0)
Ao [k])
A(6,.6,) A(601,05)
A(0, [K] 04 [K] P
0
A(0,,05) = Ao A(01,0,) A,0,1)

Figura 2.4 - Dominio P (regido cinza claro) da matriz A(6; [k] 02 [k]) e dominio Q (regides cinza claro e
cinza escuro) da matriz A(« [k]).

Portanto, a parametrizag@o proposta para o dominio « € conservadora para sistemas LPV com

dois parametros variantes.

2.3.3 Sistemas LPV com um nimero arbitrario de parametros variantes

Nesta se¢do a parametrizagdo polinomial homogénea proposta nas se¢des anteriores € gene-
ralizada para sistemas LPV afins com um nimero arbitrario de parametros variantes.
Considere o sistema LPV afim (2.3) com n pardmetros variantes, n € N*, tal que 0 [k] satis-

faca (2.4) e A(0 [k]) é dada por (2.5). Entdo, A esta contida no politopo P com 2" vértices, dado

por
P =co {A(QD ce 7Qn)? A(gl,QQ ce ,Qn), ce ,A(@l, NN ,én_l,Qn), A(@l, NN 7571)} .

Para determinar uma representac@o polinomial homogénea com parametros no simplex uni-

tario para a matriz dindmica A(0; [k|,...,0, [k]), primeiro parametrizaremos a matriz A como
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fun¢do de n pardmetros normalizados f; k], ... 53, [k], obtendo-se
ALK, B [K]) = Ao+ > 01 K] A,

=1

= Ao+ > (0:[k]+0, - 0,) A,
=1

= Ao+ > 0,Ai+> (0: k] - 0,) A,
=1 i=1

- " 0;[k] -0, ~
0 ;—z ZZ:; 0@ _ QZ ( = )

= Ay + Z +05; [k] A,
i=1

- A<51 [k] ) 75?1 [va
com
Ag & Ag + ZQZ-A“
i=1
A2 (6, —6,) A,
0; [k] — 0,
L 2 L -,
Bi [k] 5,0,
parat =1,... n.

Por fim, reescrevendo A na forma

A(Or [k],....0, [K]) = A(Bi[K], ... .0 [K]),
= Ao+ i +6; [k] 4;,

_ (1 X Soi, (Bi k] — B [/f])) y i +@-T£k] WL

n

- (1-E= 8 5 A Gy,
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e definindo

Ao, & Ag = A, ... .0,),

Aoy 2 Ao+ 1A, = Al0y,....0 )+n(54—9i)Ai,
1 n

ak21-=3 gk =1 ——Z e [0,1], (2.18)
(U 9 — 9
k 0; k] — 0, 1

O{i+1 [k] é 61[ ] — [_] =1 c |:O’_:| ,
n n(0; — ;) n
parai = 1,...,n, obtém-se a seguinte representacao polinomial homogénea

ABL[K], ... n[K]) = o [k Ael—f—ZaZH Airs

n+1

=Y a4, = Y alk'4, =19
i=1 1€ (n+1,1)

= Ala[k]),

com « [k] C A,41,VEk € N. Portanto, a matriz A(« [k]) esta delimitada pelo politopo Q, com 1+ 1

vértices, dado por

=¢0 {A 20),A(0,1,0,....0) - - - ,A(o,...,0,1)} .

Para n = 1, tem-se que os dominios P e Q sdo iguais, como mostrado na secdo 2.3.1.
Entretanto, para n > 2, os dominios P e Q sdo diferentes. Isto ocorre porque as varidveis
ag [k], ... ,any1 [k] assumem valores entre 0 e 1/n, porém, ao considerar que « [k] € A, 4 tem-se
que todas suas componentes podem assumir valores entre O e 1. Com efeito, para que o politopo Q
com n + 1 vértices contenha o politopo P com 2" vértices € necessario que Q se torne cada vez
maior do que P a medida que n cresce. Portanto, a parametrizacdo polinomial para o dominio « se
torna cada vez mais conservadora com o aumento do nimero n de parametros variantes, por outro
lado, reduz o nimero de vértices do sistema de 2" para n + 1, 0 que minimiza significativamente
o esforco computacional na resolu¢do de problemas de andlise e sintese de sistemas LPV com um

grande nimero de parametros variantes.

22



3 TECNICAS DE ANALISE E SINTESE PARA SISTEMAS LPV DISCRETOS

3.1 Prefacio

Neste capitulo s3o investigadas a estabilidade assint6tica e o desempenho H., de sistemas
dindmicos LPV discretos no tempo. Primeiro, um referencial tedrico sobre estabilidade e desempe-
nho H,, de sistemas dindmicos LPV discretos no tempo € exposto. Baseado na existéncia de uma
funcdo de Lyapunov quadritica nos estados sdo fornecidas condi¢des suficientes, em termos de
LMIs dependentes dos parametros variantes, para andlise de estabilidade assintdtica e desempenho
H~- Em seguida, as condicdes de andlise fornecidas sdo aplicadas a classe de sistemas LPV cujas
matrizes tem uma dependéncia polinomial homogénea sobre os parametros variantes, chamada de
sistemas LPV HPPD. Para obter condi¢des LMIs tratdveis numericamente ¢ imposta uma estrutura
particular para a matriz de Lyapunov com dependéncia polinomial homogénea sobre os parame-
tros variantes em instantes sucessivos de tempo. Assumindo que os pardmetros variam no simplex
unitdrio com limitantes conhecidos sobre suas taxas de variagdo € proposto um modelo politépico
para o dominio dos parametros e suas taxas de variacao. As propriedades geométricas do dominio
politopico sdo exploradas para fornecer conjuntos finitos de LMIs que incluem informagdes sobre
os limitantes das taxas de variacdo dos parametros. Por fim, a metodologia utilizada para obter as
condicdes de andlise é estendida para fornecer conjuntos finitos de LMIs suficentes para sintese de

controladores estaticos de realimentacdo de saida por ganho escalonado e robustos.

3.2 Analise de estabilidade de sistemas LPV

Nesta se¢do sdo apresentadas condi¢cdes LMIs para andlise de estabilidade de sistemas diné-
micos LPV discretos no tempo. Primeiro, a definicao de estabilidade assintética € apresentada. Em
seguida, € fornecida uma condicao suficiente para verificar a estabilidade de sistemas LPV discre-

tos. Por dltimo, sdo obtidas condicdes de andlise em termos de LMIs dependentes de pardmetros.
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Considere o sistema dinamico LPV discreto no tempo
zlk+ 1] = A(a [k])x[k], x[ko] =x0, k> ko €N, (3.1)

onde z[k] € R"™ é o vetor de estados, a [k] € RY é o vetor de parAmetros variantes no tempo e
A(a [k]) € R™ > ¢ uma matriz variante no tempo em funco de . Uma defini¢do de estabilidade
para o sistema dindmico LPV discreto no tempo (3.1) é apresentada a seguir.
Definicao 6 (Defini¢ao 13.7 de Haddad e Chellaboina (2008)). O sistema dindmico LPV discreto
no tempo (3.1) é globalmente uniformemente assintoticamente estdvel se, para todo € > 0, existe
§ = 0(g) > 0 tal que ||xo|| < 0 implica que ||z[k]|| < € e limg_,oo z[k] = O uniformemente em kq e
xo paratodo k > ky € N e xy € R,

Uma condic¢do suficiente para assegurar a estabilidade do sistema dinamico LPV discreto no
tempo (3.1) € fornecida pelo préximo teorema.
Teorema 3 (Teorema 13.11 de Haddad e Chellaboina (2008)). Se existirem uma funcdo continua

V . N x R" — R e constantes positivas o, 3, 7y tais que

ollef* <V (k) < Bll=]|?,
AV (kx) < =],

para todo (k.x) € N x R" com
AV (kax) 2V (k+1alk +1])) =V (kz[k]),

entdo o sistema dinamico LPV discreto no tempo (3.1) é globalmente uniformemente assintotica-
mente estdvel.

A prova do Teorema 3 € omitida uma vez que é uma particularizacdo da prova apresentada
em Haddad e Chellaboina (2008) para sistemas dinAmicos variantes no tempo nao-lineares.

A fungdo V' apresentada no Teorema 3 € chamada de fung@o de Lyapunov. Na literatura
existem diversos resultados de andlise e sintese para sistemas dinamicos baseados em diferentes

tipos de funcdes de Lyapunov, entretanto para sistemas lineares ¢ comum o uso de uma fun¢do de
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Lyapunov quadrética nos estados, isto é

V (k,x) = z[k] P(« [k])2[K], (3.2)

onde P(« [k]) € R™*"= é uma matriz simétrica positiva definida.

Usando esta classe de fun¢gdes de Lyapunov, a andlise de estabilidade assintética do sistema
LPV discreto no tempo (3.1) pode ser caracterizada em termos de LMIs dependentes de pardmetros,
como apresentado no proximo teorema.
Teorema 4 (Lema 1 de Oliveira e Peres (2008)). Se existir uma matriz simétrica e limitada P(c [k])
tal que

Palk]) Ala[k])P(ak+1])
* P(ak+1))

0, (3.3)

para todo k € N, entdo o sistema dindmico LPV discreto no tempo (3.1) é assintoticamente estdvel

(também chamado de robustamente estdvel).

Demonstragdo. Usando o complemento de Schur (BOYD et al., 1994, Capitulo 2), tem-se que

a LMI (3.3) € equivalente as seguintes desigualdades
P(a[k]) > 0, Ala [k])' P(a [k + 1)) A(a [k]) — P(ak]) < 0.

Desde que P(« [k]) seja uma matriz positiva definida e limitada, entdo existem constantes
positivas o, 3 tal que

0<ol,, <P(a[k])<pBl,, VkeN

Portanto,

ollz|* < z[k]'Pa [k)z[k] = V (k.z) < Bz

Desde que a LMI (3.3) seja satisfeita, a diferenca AV (k,x) ao longo da trajetéria do sis-
tema (3.1), dada por

AV (k.x) = x[k]" (A(e [K]) P(or [k + 1)) A [K]) — P(e [K])) = (K],
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para algum escalar v > 0, satisfaz
AV (k,x) < —l|2[k]]]”

para todo k£ € N. O

E importante mencionar que diferentes condi¢des LMIs para andlise de estabilidade assint6-
tica do sistema (3.1) podem ser derivadas usando a mesma funcao de Lyapunov (3.2). Baseado em
Daafouz e Bernussou (2001) a condicao LMI (3.3) pode ser estendida introduzindo-se uma varidvel
adicional. Esse é o contexto do préximo teorema.

Teorema 5 (Teorema 4.4 de De-Caigny (2009)). Se existirem matrizes limitadas P(« [k]) =
P(a [k]) e G(a [k]) tais que

P(a [k + 1)) Al [k])G(a [K]) <0 (3.4)

para todo k € N, entdo o sistema dindmico LPV discreto no tempo (3.1) é assintoticamente estdvel.

Demonstragao. Do bloco (1,1) da LMI (3.4) tem-se que P(« [k + 1]) > 0. Entdo, multipli-
cando (3.4) a esquerda por Ty (o [k]) £ |I,. —A(« [k])| e 2 direita por T (« [k])’, obtém-se

Pla[k+1]) = A(e [k]) P(a [k]) A(a [k]) > 0,
que, segundo o complemento de Schur, € equivalente a

Plalk+1]) Al k) P(a[k])
* P(a [k])

> 0. 3.5

Por fim, multiplicando (3.5) a esquerda por T5(« [k]) e a direita por T5(« [k])’, com

N Oy P(a [k])_l
e P
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resulta em
Plalk])™t Aa[k])Plalk+ 1))~

> 0. (3.6)
X Plafk+1])!

Portanto, a factibilidade de (3.4) implica a factibilidade de (3.6) e, consequentemente, se-
guindo as etapas da prova do Teorema 4, a fungdo de Lyapunov V (k,z) = z[k]' P(« [k]) 'z [K]

satisfaz as condi¢des do Teorema 3. U

A matrix GG apresentada no Teorema 5 é chamada de varidvel de folga. Seu uso € de grande
valia na sintese de controladores, pois permite obter controladores sem uma dependéncia explicita

da matriz de Lyapunov, como apresentado em De-Oliveira et al. (1999) para sistemas LTI incertos.

3.3 Analise de desempenho 7., de sistemas LPV

Nesta se¢do sdo apresentadas caracterizacoes LMIs para andlise de desempenho H., de sis-
temas dindmicos LPV discretos no tempo. Primeiro, a defini¢do de desempenho ., € apresentada.
Em seguida, sdo fornecidas condi¢cdes de andlise de desempenho ., em termos de LMIs depen-
dentes de parametros.

Considere o seguinte sistema dinamico LPV discreto no tempo

zlk + 1] = A(a [k])z[k] + Bu(a [k]))wlk] e k3heN G
z[k] = Ca(a [K)z[k] + Dy (a [K])w[K]

onde z[k] € R" é o vetor de estados, w[k| € R™ ¢é a entrada exdgena, z[k] € R"* é a saida
do sistema, a [k] € RY é o parAmetro escalonado e A(«a [k]) € R"™*"= B, («a[k]) € R,
C.(a[k]) € R™*" D,(«a[k]) € R™*™ sdo matrizes variantes no tempo em fun¢do de .. A
definicdo de desempenho H ., para o sistema dinamico LPV discreto (3.7) € apresentada a seguir.

Definicao 7 (Definicdo de De-Caigny et al. (2010a)). Suponha que o sistema (3.7) é assintotica-

mente estdavel. Entdo o desempenho H, do sistema LPV (3.7) é definido como

Hoo = sup M’
lw(alk])lle, 20 [[w(e [K])[|e,
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comw(a [k]) € (3% e z(a [k]) € 37 para

3 = qxlk] € N [z [k] [, =

> 2l [k]a[k] < oo

Baseado no bounded-real lemma (BOYD et al., 1994), um limitante superior sobre o de-
sempenho H., do sistema (3.7) pode ser caracterizado em termos de uma LMI dependente de
parametros, como descrito no proximo teorema.

Teorema 6 (Lema 3 de De-Souza et al. (2006)). Se existirem um escalar 1 > 0 e uma matriz

dependente de pardmetros limitada P(« [k)) tais que

Plak+1]) Ala[k])P(a[k]) Bu(a[k]) Ong .
. Palk) O PQIDCWY| o
* * nl,, Dy (a [k])

i * * * 1. ]

para todo k € N, entdo o sistema (3.7) é assintoticamente estdvel com limitante superior garantido

sobre seu desempenho H., dado por

Hoo < min 7
P(alk])

Demonstragdo. Considere a fun¢do de Lyapunov candidata V' definida em (3.2). A LMI (3.8) é

satisfeita se somente se a desigualdade
AV (k,x) + z[k] 2[k] — n*w[k]'w[k] < 0, (3.9)

ao longo da trajetdria do sistema (3.7), for satisfeita. Somando a equacdo (3.9) para k = 0,....T,

tem-se que

V(T + 12T +1]) + Y (2[k]'z[k] — n*w[k]'w[k]) < 0.
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Desde que P(« [k]) seja positiva definida, tem-se que

> GIKI"2[k] = Pwlk]"wlk]) <0,

entao

k
wp LRl o

lolkllie 0 1w [F] e
para w(k| € ly e z[k] € ls.
Por fim, desde que H., < 7, a equacdo (3.9) implica que AV (k,z) satisfaz as condi¢des do

Teorema 3. O

Como apresentado em De-Souza et al. (2006), a variavel de folga G adicionada na LMI (3.4)
do Teorema 5 de andlise estabilidade, pode ser incorporada a LMI (3.8) de andlise de desempenho.
Teorema 7 (Teorema 1 de De-Souza et al. (2006)). Se existirem um escalar n > 0 e matrizes

limitadas P(« [k]) = P(a [k]) e G(a [k]) tais que

Pofk+1]) Al [k])G(a [K]) Bu(a [k]) Ongn-
* Gla[k]) + Glalk]) = Plalkl)  Onn,  Glalkl)Colalk])] 0.
* * nl,, Dy, (a [k])
i * * * N1y, ]
(3.10)

para todo k € N, entdo o sistema (3.7) € assintoticamente estdvel com limitante superior garantido

de seu desempenho H., dado por

Ho < min 7.
P(a[k]),G(alk)

A prova do Teorema 7 esta apresentada em De-Souza et al. (2006) que faz uma extensdo da

caracterizacado LMI apresentada em De-Oliveira et al. (2002) para sistemas LTI.
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3.4 Modelagem do dominio incerto

Nesta secdo sdo apresentadas as hipdteses necessdrias para a obtencdo dos resultados das
proximas secoes. Primeiro, € mostrada a parametrizacao imposta sobre a matriz de Lyapunov. Em

seguida, € inserida a modelagem do dominio dos parametros e suas taxas de variacao.

3.4.1 Parametrizacio da funcao de Lyapunov

A parametrizacao escolhida para a matriz de Lyapunov foi motivada pelos recentes resultados
de andlise de estabilidade, baseados na existéncia de funcdes de Lyapunov quadraticas nos estados,
para sistemas LTT incertos e para sistemas chaveados. Mostrou-se que as condicdes suficientes para
andlise tornam-se também mecessdrias com a utilizacdo de matrizes de Lyapunov com dependén-
cia polinomial homogénea dos parametros, no contexto de sistemas LTI incertos, e utilizacdo de
matrizes de Lyapunov afins em sucessivos instantes de tempo dos parametros, no contexto de sis-
temas chaveados (LEE; DULLERUD, 2006; LEE, 2006). Estas parametrizacOes para a matriz de
Lyapunov j4 foram utilizadas para derivar condi¢des de andlise e sintese para sistemas LPV: poli-
nomial homogénea, por exemplo, em Borges et al. (2008), Oliveira e Peres (2009), De-Caigny et al.
(2012a); afim em sucessivos instantes de tempo, por exemplo, em Oliveira e Peres (2009), Borges et
al. (2010a). Assim, neste trabalho, propde-se uma nova parametriza¢ao para a matriz de Lyapunov,
mesclando ambas as parametrizacdes, de forma a obter uma matriz de Lyapunov com dependéncia
polinomial homogénea de instantes sucessivos de tempo dos parametros, descrita genericamente

por:

Plafkl)= > - Y ak"ak+1]%ak+L-1"Py . 0.  G1D)
fleK(N,g) ELGIC(Ng)

A estrutura (3.11) é polinomial homogénea de grau arbitrario g sobre o parametro escalo-

nado « [k] em L instantes sucessivos de tempo e contém como caso particular as estruturas: afim

(fixando-se L = g = 1), polinomial homogénea (fixando-se L = 1) e afim em sucessivos instantes
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de tempo (fixando-se g = 1). Por fim, fixando-se . = 1 e ¢ = 0 a matriz de Lyapunov torna-se

independente dos parametros, ou seja, constante.
3.4.2 Modelagem dos parametros e suas taxas de variacio

Nesta secao € fornecido um modelo politdpico para o dominio dos parametros e suas taxas de
variacdo proposto em Oliveira e Peres (2009). As propriedades geométricas do dominio politopico
sdo exploradas para fornecer uma mudancga de varidveis que € utilizada nas secdes posteriores para
obter conjuntos finitos de LMIs que incluem informacdes sobre o limitante das taxas de variacao
dos parametros.

Os parametros variantes sao assumidos pertencendo ao simples unitério (2.1), isto €,
a k] € An, VEk e N. (3.12)
A taxa de variagdo do parametro escalonado é dada por
Aalkl,=alk+1], —alk],, i=1,...,N, Vk € N. (3.13)

Consequentemente, desde que « [k] € Ay, tem-se que
N
> Aafk;=0, VkeN. (3.14)
=1

E assumido que as taxas de variacdo dos pardmetros sio limitadas por um limitante b € R

conhecido a priori, tal que
—b < Aalk], <b, 1=1,...,N, Vk € N, (3.15)

com b € [0,1]. Dependendo do valor b, trés situagdes podem ocorrer:
e Parab = 0, tem-se que « [k + 1] = «[k],VE > 0, isto é, o parAmetro escalonado é

invariante no tempo « [k] = «[0],Vk € N;
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. Para 0 < b < 1, tem-se que « [k| varia dentro do simplex unitdrio Ay com taxa de
variacdo limitada.
. Para b = 1, tem-se que « [k] varia arbitrariamente dentro do simplex unitdrio Ay, isto
é, o parAmetro « [k] assume valores arbitrdrios dentro do simplex unitdrio entre dois
instantes sucessivos de tempo.
Devido a defini¢ao (3.13) € claro que a taxa de variagdo A« [k| é uma fungdo do parimetro
« [k]. A Figura 3.1 mostra a regido onde cada componente do pardmetro escalonado e sua taxa de

variagdo podem assumir valores para o caso 0 < b < 1.

Figura 3.1 - Regido no plano («; [k] , Aw; [k]) onde Aqy; [k] assume valores como funcdo de «; [k] conside-
rando o limitante b € (0,1) (regido cinza).

Modelagem do vetor (o [k]" , Aa [k]', ..., Aalk + L — 1))

Segundo Oliveira e Peres (2009) a regido onde o vetor (o [k] ,Aq; [k])’ assume valores satis-
fazendo as condi¢des (3.12), (3.13) e (3.15), mostrada na Figura 3.1, consiste em um politopo com
6 vértices:

(0,0),(0,b),(1 — b,b),(1,0),(1, — b),(b, — b), (3.16)
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que pode ser modelado como a combinagio convexa de seus vértices

6
Iy 2co{h! ... 1%} = {geWI&:thﬂweAe},

J=1

onde

00 1-b1 1 b
hﬂ

& _
06 b 0 —b —b

A partir do politopo I'; pode-se modelar a regido onde o vetor (« [k],Aa [k]') assume va-

lores, denominada I', fazendo-se o produto cartesiano dos politopos I'; para: = 1,...,N. Porém,
para que
oy |k
Y er wken,
A [k]
¢ necessdrio reoordenar todos os vértices na forma (« [k],...,« [k]y ,Aa [k],,...,Aa[k]y) e

descartar os vértices que ndo satisfazem as condi¢des (3.12) e (3.14). Resultando em um politopo

que pode ser modelado por

M
F:co{hl,...,hM}:{{ERQszzz:yjhj, veAM},

j=1
onde
Lo S . N
o] AN A= =1
1. fM i
2 2
Como ilustragdo, considere N = 2, neste caso «[k] = (aq[k],2lk]), Aa[k] =

(Aaq [k],Aas [K]), € o politopo T tal que (o [k],az [k] Ay [k] ,Aas [k])’ € T contruido a par-

tir do produto cartesiano 'y x I's € dado por

6
F:co{hl,...,hG}:{§€R4:£:nyjhj,7€/\6},

Jj=1
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onde

Lo fp 1 1 b 0 0 1-—0
[hl h6]: =
Lo fS 0 b b 0 —-b —b

0O b —=b 0 b D

Em um caminho similar, a abordagem proposta para modelagem do dominio
do vetor (a[k],Aa[k]')’ pode ser estendida para modelar a regiio I' onde o vetor
(a k], Aa[k]', ..., Aalk + L — 1)) € REFADN [ ¢ N*, assume valores. De modo que o po-

litopo I' pode ser modelado genericamente por

M
I'=co{h',....n)"M} = {g e RUADN . ¢ — Z%hﬂ', v e AM},
j=1

onde

N

[hl hM]: : S, ffEAN,ZfZi:O,
i=1

_f£+1 f%—l_

paraj=1,... Mel=2,... L+1.

Definindo as matrizes
Eo=1[f}, . fMeRVM  p=1...L+1

o politopo I' pode ser rescrito na forma vetorial, resultando assim que

Aa [k?] F2
_ —| " |4k er, VkeN
Aalk+ L - 1] Fro

A equagdo acima mostra que o pardmetro escalonado « [k] e os L instantes sucessi-
vos de tempo do parAmetro de variacdo A« [k] podem ser incorporados em um tdnico vetor

(a k], Aa k], ...,Aalk + L — 1))’ que assume valores dentro do subespago I' do RE*!, cha-
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mado de espacgo .

Por fim, usando recursivamente (3.13) e a equagdo anterior, obtém-se

oK) = Fiy K]
alk+1] =alk]+ Aa k] = (F1 + Fy) 7y [k]
alk+2] = a k] + Aa k] + Aa [k + 1] = (Fy + Fy + F3) v [k]

alk+ Ll =alk]l+Aalk]+ -+ Aafk+ L —1] = (iﬂ)v[lﬁ]

e definindo as matrizes
k+1

To=>» F, E=0,...L
/=1

chega-se a seguinte mudanca de varidveis
alk + k) =Tx v [k],

entre o0 dominio « para o dominio .

3.5 Derivacao de conjuntos finitos de LMIs

(3.17)

Nesta secdo sdo apresentadas as etapas necessdrias para obter os conjuntos finitos de LMIs

suficientes para andlise e sintese de controladores de sistemas dindmicos LPV HPPD discretos no

tempo fornecidos neste trabalho.

Os Teoremas 4, 5, 6 e 7 consistem em verificar as LMIs (3.3), (3.4), (3.8) e (3.10) para todo

k € N, resultando em um problema de dimensiao infinita que ndo € tratdvel numericamente. Para

contornar esse problema e fornecer conjuntos finitos de LMIs as seguintes etapas sdo seguidas:

1. Parametrizacdo das matrizes do sistema:

Assume-se que as matrizes do sistemas tem dependéncia polinomial homogénea do

pardmetro escalonado « [k] que assume valores no simplex unitario A 5 com limitante,b,
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conhecido sobre sua taxa de variagdo A« [k]. Para tanto, no capitulo 2 é apresentado um
método de parametrizacdo para sistemas LPV com dependéncia afim dos parametros
variantes.

Parametrizacio da matriz de Lyapunov:

Como apresentado no secdo 3.4.1, fixa-se a estrutura particular (3.11) para a matriz de
Lyapunov com dependéncia polinomial do parametro escalonado em instantes sucessi-
vos de tempo.

Modelagem do parametro de variagao:

Como apresentado na secdo 3.4.2, as propriedades geométricas do dominio politopico
I', onde o parametro escalonado e suas taxas de variagdo assumem valores, sao explo-
radas para fornecer uma mudanga de varidveis do dominio « para o dominio ~.
Mudanca de variaveis para o dominio ~:

Usando as mudangas de varidveis (3.17) as matrizes dindmicas dependente do parame-

tro variante o podem ser reescritas como fungdes do parametro vy, obtendo-se

A

(A,Bu,Ce, D) (e [k]) = (A,B,,C2. D) (7 [K]),

com

JEK(M,Lg)

onde as matrizes coeficientes Ag, ng, ézg, Dwg, ]55, Gg e ]5@ podem ser construidas
como apresentado no Apéndice A.

Consequentemente, as LMIs (3.3), (3.4), (3.8) e (3.10), apresentadas no Teorema 4,
Teorema 5, Teorema 6 e Teorema 7, respectivamente, podem ser reescritas no dominio

v, obtendo-se as seguintes LMIs equivalentes:
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P(v[k]) Ay [?])/P(V [%]) >0, (3.18)
* P(7 [kD
P(y[k]) A A(ﬂk])éw k) -0, (3.19)
* GOy [K]) + Gy [k]) — P(y[K])
Py k) AGBRDEG ) BuGrK) O]
* P(vy[k]) Onoin P (VAW)CZ(V k) >0, (3.20)
. N 0o, Do(y [K])’
|« * * 77[112 i
P(yIK)  AGRIGOR)  Bu(r KD  Own. ]
* (G+G = P)(v[k])  On,n, (GA/C;)(’V [£]) > 0. (3.21)
. . nhe  Du(y[K)Y
I % * * 77[nz |

Assim, verificar a factibilidade das LMIs (3.3), (3.4), (3.8) e (3.10) para todo k € N
€ equivalente a avaliar, respectivamente, as LMIs 3.18, 3.19, 3.20 e 3.21 para todo
v € Ay Este teste também consiste em um problema de dimensdo infinita, entre-
tanto, utilizando os célculos com polindmios homogéneos apresentados na se¢do 2.2,

qualquer polindmio matricial () pode ser reescrito na forma

U(y) = Z 7Y W, paraalgum grau ¢ € N.
LK (M E)

Logo, uma condi¢@o suficiente para verificar a LMI W(~) > 0 é verificar se cada um de
seus mondmios € positivo, isto €, verificar o conjunto finito de LMIs ¥, > 0 para todo
(€ K(M), uma vez que o coeficiente y é sempre positivo. Com efeito, fornecendo
um procedimento sistematico para derivacao de um conjunto finito de LMISs suficientes
para garantir a positividade de W(~).

Relaxacao Pélya:

O Teorema de Pélya (HARDY et al., 1952) aplicado para testar a positividade de po-

lindmios homogéneos no simplex unitario pode ser estendido para o caso de polindmios
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homogéneos com coeficientes matriciais com garantida convergéncia, como introdu-
zido por Scherer (2005). Ou seja, a aplicacao do Teorema de P6lya diminui o conser-
vadorismo associado a técnica de testar a positividade de um polindmio impondo que
todos seus mondmios sejam positivos, mesmo para o caso de coeficientes matriciais.
Desse modo, uma sequéncia de relaxacdes Polya € aplicada as LMIs baseando-se no

fato de que se um polindmio matricial W(~y) é positivo para todo v € Ay, entdo

d

N
> i) ¥() >0
i=1

para todo d € N.
E importante mencionar que para o caso de um polindmio matricial U () com coefien-
tes a determinar tal que W(y) > 0, a aplicac¢@o de relaxagdes Pélya aumenta somente o

nimero de LMIs, em funcdo do crescimento de d, ndo alterando o niimero de varidveis.
3.6 Analise de estabilidade de sistemas LPV HPPD

Nesta se¢do a condicdo LMI (3.3) apresentada no Teorema 4 para andlise de estabilidade
de sistemas dinamicos LPV discretos no tempo € utilizada para fornecer um conjunto finito de
LMIs para verificar a estabilidade de sistemas dinamicos LPV HPPD discretos no tempo, como
apresentado no proximo teorema.

Considere o sistema dindmico LPV discreto no tempo (3.1) com a matriz dindmica A polino-

mial homogénea de grau p, descrita por

Alak) = Y oA,

LER(N,p)

e o vetor de pardmetros variantes « [k| e sua taxa de variacdo A« [k] satisfazendo

(073 [k’]
A [k]

el, Vk € N.

38



O préximo teorema fornece condi¢des suficientes para assegurar a estabilidade assintética do sis-
tema dindmico LPV HPPD discreto no tempo (3.1).

Teorema 8 (Estabilidade Assintética: Caracterizacdo LMI). Se existirem uma quantidade de ins-
tantes L € N*, um grau g € N, um nivel de relaxacdo d € N e matrizes simétricas P, €

R™>"= com \; € K (N,g) parai =1, ..., L tais que

d! P_!ﬁi_. A P

ZE Y oo ——— " T s, (3.22)
m(j —{) x 2 p
jEKMdd+p) €€K(Mp) m(¢) " I

Ry jzt

paratodoi € K (M,Lg + d + p), onde Ay, I%,j e ]5i,j sdo respectivamente os coeficientes das ma-
trizes A(7y), P(v) e P() obtidas a partir de A(c [k]), P(a [k]) e P(a [k + 1)) usando a mudanca
de variaveis (3.17), entdo o sistema dinamico LPV HPPD discreto no tempo (3.1) é assintotica-

mente estdvel para todo (o [k],Ad/[k]) € T.

Demonstragao. Seja y[k] € Ajy. Multiplicando (3.22) por ~[k]' e somando para i €
K (M,Lg+ d+ p) resulta na LMI (3.18). Assim, o conjunto de LMIs (3.22) garante que a
LMI (3.18) é positiva definida. Devido a mudancga de varidveis (3.17), a LMI (3.18) é equivalente
a LMI (3.3) sob a parametrizagdo (3.11) imposta para a matriz de Lyapunov P(« [k]). Com efeito,
a factibilidade de (3.22) implica a factibilidade de (3.3) e, consequentemente, o sistema dinamico

LPV HPPD discreto no tempo (3.1) € assintoticamente estivel. L]

A derivacdo analitica do Teorema 8 € apresentada de forma detalhada no apéndice B.

3.7 Analise de desempenho 7., de sistemas LPV HPPD

Nesta secdo, a condicdo LMI (3.8) apresentada no Teorema 6 para andlise de desempenho
H de sistemas dinamicos LPV discretos no tempo ¢ utilizada para fornecer um conjunto finito de
LMIs para checar a estabilidade de sistemas dinamicos LPV HPPD discretos no tempo e fornecer
um limitante superior sobre seu desempenho H .., como apresentado no proximo teorema.

Considere o sistema dinamico LPV discreto no tempo (3.7) com suas matrizes polinomiais
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homogéneas de grau p e o vetor de parAmetros variantes « [k] e sua taxa de variagdo A« [k] sa-
tisfazendo (o'[k],Ad/[k])" € T'. O préximo teorema fornece condi¢des suficientes para assegurar
a estabilidade assint6tica do sistema dinamico LPV HPPD discreto no tempo (3.7) e fornecer um
limitante superior 7) sobre o seu desempenho H .

Teorema 9 (Desempenho H.: Caracterizacdo LMI). Se existirem um escalar n > 0, uma quan-
tidade de instantes L € N*, um grau g € N, um nivel de relaxacdo d € N e matrizes simétricas

Pon,ay) € R ™ com \; € K (N,g) parai=1,..., L tais que

d!
D

jeKM,d+p) LecK(Mp)

(Rl j=t
[ ! P Ap . (Lg)! i
(@) i—J AEPZ—] ﬂ.(i_])Bw Onz,nz
* p_'pli On n pi,'él
(@) o (Lg)f >0, (323)
pl . /
* * @M gy Puwe
(Lg)'p!
L o * w—g)m(0) 1n- ]

A

para todo i € K (M,Lg+ d+ p), onde Ag, éwg, ézg, ﬁwg, Pi_je ﬁi_j sdo respectivamente 0s
coeficientes das matrizes A(~ [k]), By (v [k]), C.(v[k]), Du(7[k]), P(y[k]) e P(y[k]) obtidas a
partir de A(a [k]), By(a [k]), C.(a [k]), Dw(a [k]) P(a[k]) e P(a [k + 1]) usando a mudanga de
varidveis (3.17), entdo o sistema dindmico LPV HPPD discreto no tempo (3.7) é assintoticamente
estdvel com garantido desempenho M, limitado por 1 para todo (/[k],Ad/[k]) € T.

A prova do Teorema 9 € omitida ja que € similar a prova do Teorema 8.

A derivacdo analitica do Teorema8 € apresentada de forma detalhada no apéndice B.
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3.8 Realimentacao estitica de saida de sistemas LPV HPPD

Esta secdo fornece condicoes LMI para sintese de controladores estaticos de realimentacio
de saida por ganho escalonado e robustos. As condi¢des apresentadas sdo obtidas de forma andloga
as condi¢des dos Teoremas 8 e 9, a partir dos sistemas dinamicos LPV HPPD discretos em malha
fechada.

Considere o seguinte sistema dinamico LPV HPPD discreto no tempo

wlk +1] = Al [K])2[k] + Bu (o [K))w[k] + Bu(a [k])ulk],
z[k] = C(a [k])z[k] + Dy (a [k))w[k] + Dy (o [K])ulk], (3.24)
ylk] = Cyx[k],

onde z[k] € R" & o vetor de estados, w[k] € R"™ é a entrada exdgena, u[k] € R"™ ¢
a entrada de controle, z[k] € R" é a saida controlada, y[k] € R"™ & a saida medida, e
Aa[k]) € R=>m= B (a [k]) € R™*™ B,(a[k]) € R™*™ C,(«a[k]) € R™*" D, (a[k]) €
R™=*™w e D, (a [k]) € R™*™ sdo matrizes polinomiais homogéneas de grau p. Assume-se que
(o/[k],Ad/[k]) € T' e a matriz C;, € R™*"= ¢ independente do vetor de pardmetros variantes « e

tem a forma

Cy = [Iny S (3.25)

ou seja, € assumido que os n, primeiros estados do sistema podem ser medidos em tempo real
para realimentagdo sem pertubacéo da entrada exdgena w[k| ou da entrada de controle u[k]. Se este
ndo € o caso, sempre que a matriz C, tem posto cheio, pode-se determinar uma transformagio de
similaridade 7' (GEROMEL et al., 1996) tal que

C,T = I,, 0

Ny ,Nx —ny:| .

Em De-Caigny (2009) € proposta a seguinte transformagdo de similaridade.

non | ()7 Onmngny
T=(@Q)" :

Ony,nzfny [nzfny
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onde () € R"*" ¢ R € R"™*"v sdo matrizes nao singulares obtidas através da decomposicdo QR

oy
da matriz C', tais que

R
Cr=Q = Oy =R 000,]Q

Onx Ny, Ny

O caso em que a matriz C,, possui dependéncia dos pardmetros variantes € investigado em

Dong e Guang-HongYang (2008). Considere a matriz

Cylalk)= Y o'KCy

LeC(N,1)
para cada matriz C,, é proposta uma transformagdo 7 dada por

1

T = |, (Cucy) ™ Ch]

onde C’;@ denota uma base ortogonal para o espago nulo de Cy,.
A partir da hipétese (3.25), é apresentado um método de sintese de controladores estdticos de
realimentacao de saida por ganho escalonado, em seguida, o método € estendido para projetar con-

troladores estdticos de realimentacao de saida robustos (independentes dos parametros variantes).
3.8.1 Sintese de controladores escalonados

Considere a lei de controle estdtica por realimentacdo de saida escalonada
ulk] = K(a[K)yk],  K(a[k]) € R™",

onde é assumido que o vetor de parAmetros variantes « [k| pode ser medido em tempo real.

O objetivo é determinar um ganho dependente de pardmetro K (« [k]) tal que o sistema diné-
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mico LPV discreto em malha fechada

zlk + 1] = Acy(a [k])z[k] + Bu(a [K])w(k],
2[k] = Ceela [K])x[k] + Du(a [k])w[k],

(3.26)

onde

Ace(a [k]) = A(alk]) + Bu(a [F]) K (a [F])Cy,
Cerla [k]) = Co(a[k]) + Dufa [k]) K (o [K])Cy,

(3.27)

¢ assintoticamente estdvel para todo (o’ [k],Ad/[k]) € T.
Controladores escalonados estabilizantes

O préximo teorema fornece condic¢des suficientes, em termos de um conjunto finito de LMIs,
para sintese de controladores estiticos de realimentagcdo de saida estabilizantes com dependéncia
polinomial homogénea de sucessivos instantes de tempo do parametro escalonado.

Teorema 10 (Realimentacdo estdtica de saida escalonada estabilizante). Se existirem uma quan-
tidade de instantes L. € N*, um grau g € N, um nivel de relaxacdo d € N, matrizes simétricas

Pin,.oap) € R matrizes Giyn,,..n,) € R™X™, Gony,ap) € R(e—ny)xny G3n,.nn) €

-----

Ayap) € R com \; € K(N,g) parai = 1,..., L tais que

7Pi—j Azéz‘—j + BueZi—j

A d! p!e
Vi = Z Z G—0) 0 Lo . > 0, (3.28)
™= 2 (Gt @ — D
jEK(Md+p) €eK(Mp) * +0(Gizj + Gl — Piy)
iz j=t

A

para todo i € K(M,Lg + d + p), onde Ay, Buss But, Cot, D, Dus, F’i,j, ﬁ’i,j, G’i,j e Zi,j sdo
respectivamente os coeficientes das matrizes A(7y [k]), By (v [K]), Bu(y[K]), C. (v [K]
«

Du(y[K)), P(y[k]), P(y[K]), G(7) e Z(v) obtidas a partir de A(a[K]), By(a [K]
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C-(a[k]), Du(a[k]), Du(e[K]), P(er[k]) e Pla [k + 1]),

Gi(alk]) On,(ne—ny)
G (oK) G3<am>] (o) Onto)
onde
Gialk) = > Y alkalk+ L= 1MGippgny, 0 =123,
MEK(N,g) ALEK(N,g) (330)
Zitalk) = > o D0 afkMalk+ L= 1M Zi g

usando a mudanga de varidveis (3.17), entdo o ganho escalonado de realimentacdo de saida
K(alk]) = Zi(alk])G1(afk)) ™ (3.31)

assegura que o sistema dinamico LPV HPPD discreto em malha fechada (3.26)-(3.27) é assintoti-

camente estdvel para todo (o'[k],Ad/[k])" € T.

Demonstragao. Seja v[k] € Ay Multiplicando (3.28) por +[k]' e somando para i €
K (M,Lg + d + p) resulta

> k=
i€K (M, Lg+d+p)
v d
<Z g [M;)
j=1

Do bloco (2,2) tem-se que G (v [k]) + G’ (v [k]) > P(v[k]) > 0, logo, G (v [k]) é ndo singular.

~ ~

P(y[k]) A(y[R)G(y[K) + Bu(y K)Z (v [k
* Gy [k]) + G'(v[K]) — P(~[K])

])} > 0. (3.32)

Portanto, desde que

Gy k) = Gi1(v[k]) Ony,mny)]

Ga(y[K])  Gs(v[K])

tem-se que G (v [k]) e G3(v [k]) sdo inversiveis.
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Usando (3.25), (3.27), (3.29) e (3.31) tem-se que

Assim, a LMI (3.32) recupera a LMI (3.19). Portanto, o conjunto de LMIs (3.28) garante que a
LMI (3.19) é positiva definida. Devido a mudanca de varidveis (3.17), a LMI (3.19) € equivalente a
LMI (3.4) sob a parametrizagdo (3.11) imposta para a matriz de Lyapunov P(« [k]) e a varidvel de
folga G(« [k]). Com efeito, a factibilidade de (3.28) implica a factibilidade de (3.4) e, consequente-
mente, o sistema dinamico LPV HPPD discreto em malha fechada (3.26)-(3.27) é assintoticamente

estavel. ]

Note que para L > 2, o Teorema 10 fornece ganhos escalonados K (« [k]) dependentes de
valores futuros do pardmetro «, desde que a estrutura dependente de instantes sucessivos de tempo
foi imposta sobre as matrizes G (« [k]) e Z;1(« [k]) que compdem o controlador. Note ainda que
para n, = 0, tem-se que Z(« [k]) = Z = 0,,,,, € portanto o ganho escalado K (« [k]|) do con-
trolador também € nulo. Com efeito, o Teorema 10 pode ser usado para a andlise de estabilidade
assintética impondo-se n, = 0. Neste caso, fornecendo solugdes menos conservadoras que o Te-
orema 8 para os mesmos valores de L, g e d devido a insercdo da varidvel de folga GG. Este € o
contexto do préximo coroldrio.

Corolario 1 (Estabilidade Assintdtica: Caracterizagdo LMI Estendida). Se existirem uma quanti-
dade de instantes L € N*, um grau g € N, um nivel de relaxacdo d € N, matrizes simétricas

Pony,ayy € R matrizes Gz, ) € R™*", com \; € K(N,g) parai = 1,... L tais que

.....

Buﬁ - Onm,nup DuZ - Onz,nuy Zz'—j - Onu,nmy (333)



sejam satisfeitas para todo i € K(M,Lg+d+p), onde A, Ai_j, f’i_j, e G’i_j sdo respectivamente 0s
coeficientes das matrizes A(~y [k]), P(v[k]), P(v [k]) e G(v) obtidas a partir de A(o [k]), P(« [k]),
Plak+1])e

Glafk)= > - Y ol alk+L—1Gn..a0): (3.34)

usando a mudanga de varidveis (3.17), entdo o sistema dindmico LPV HPPD discreto (3.1) é

assintoticamente estdvel para todo (o/[k],Ad’[k])" € T.
Controladores escalonados H .,

O préximo teorema fornece condig¢des suficientes, em termos de um conjunto finito de LMIs,
para sintese de controladores estiticos de realimentacdo de saida H., com dependéncia polinomial
homogénea de sucessivos instantes de tempo do parametro escalonado.

Teorema 11 (Realimentacdo estética de saida por ganho escalonado H ). Se existirem um escalar
n > 0, uma quantidade de instantes L. € N*, um grau g € N, um nivel de relaxacdo d € N, ma-
G3n,0) € R(e—ny)x(na—ny) o Zin, ) € R™™ com \; € K(N,g) parai = 1,...,L tais

que

R d!
D DR DiR

jeEKM,d+p) €eK(M,p)

(el jrt
(o p A B, L9l p 0 ]
@)t i=J LG —j ulLi—j w(i—j) " wl NNz
. . (Lot (Lo)! fy
w(i—g)m(@) 1w w(i—g)  wt
(Lg)!p!
| * * =iy s

coni

pl - A 3
Vi) = %(Gi—j + Gg—j — Pij),
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para todo i € K(M,Lg + d + p), onde Ay, Buys, Bus, C.sy Duws D, E_j, JSi_j, Gi_j e
Z;_; sdo respectivamente os coeficientes das matrizes A(~[k]), Bu(v[k]), Bu(v[k]), C.(v[K]),
Du(v[K), Du(y[E]), P(y[E]). P(y[K]), G(7) e Z(y) obtidas a partir de A(c [k]), By(« [k]),
Bu(a[K]), Ca(a[k]), Du(e[k]), Duler[k]), Pler[k]) e Pa[k+1]), G(alk]) e Z(ak]) defini-
das em (3.29)-(3.30) usando a mudanca de varidaveis (3.17), entdo o ganho escalonado de re-
alimentagdo de saida (3.31) assegura que o sistema dindmico LPV HPPD discreto em malha fe-
chada (3.26)-(3.27) é assintoticamente estdvel com garantido desempenho H ., limitado por n) para
todo (o'[k],Ad/[k])" € T.

A prova do Teorema (11) € omitida desde que € similar a prova do Teorema (10).

De forma andloga ao Teorema 10 para sintese de controladores escalonados estabilizantes,
impondo-se n,, = 0, o Teorema 11 de sintese pode ser usado para andlise de modo a fornecer
solu¢des menos conservadoras que o Teorema 9. Como apresentado pelo préximo coroldrio.
Corolario 2 (Desempenho H,.: Caracterizacdo LMI Estendida). Se existirem um escalar n > 0,
uma quantidade de instantes L € N*, um grau g € N, um nivel de relaxacdo d € N, matrizes si-

métricas Py, a) € R com \; € KK(N,g) parai=1,...,L

----------

tais que as LMIs (3.35), com Bug, f)ug e Z_j definidas em (3.33), sejam satisfeitas para todo

i € K(M,Lg+d+p), onde Ag, éwg, Cle, ﬁwg, Pi_j, ~Z-_j, e Gi_j sdo respectivamente os coeficientes
das matrizes A(y[k]), Bu(v[k]), C.(v[k]), Duw(y [K]), P(y[K]), P(y[k]) e G(v) obtidas a partir
de A(a [k]), By(a [K]), C.(a[k]), Dy (a [k]), P( [K]), P(a [k + 1]) e G(alk]), definida em (3.34),
usando a mudanca de varidveis (3.17), entdo o sistema dindmico LPV HPPD discreto (3.7) é assin-

toticamente estdvel com garantido desempenho M, limitado por 1 para todo (o/[k],Ad/[k]) € T.
3.8.2 Sintese de controladores robustos

Considere a lei de controle estética por realimentacio de saida robusta
ulk] = Kylkl, K € R™*™,

O objetivo € determinar um ganho K tal que o sistema dinamico LPV HPPD discreto em
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malha fechada (3.26) com

Aco(er[K]) = Alalk]) + Bu(a [K]) KCy,
Cula[k]) = C:(alk]) + Du(a [F]) KC,,

(3.36)

¢ assintoticamente estavel para todo (o/[k],Ad/[k])" € T.
Controladores robustos estabilizantes

O préximo teorema fornece condicdes suficientes, em termos de um conjunto finito de LMIs,
para sintese de controladores estaticos de realimentacdo de saida estabilizantes independentes dos
parametros variantes.

Teorema 12 (Realimentacdo de saida estitica robusta estabilizante). Se existirem um comprimento
de caminho L € N*, um grau g € N, uma relaxac¢do nivel d € N, matrizes simétricas P, ..

R™*" com \; € K (N,g) parai = 1,...,L, matrizes G, € R™*", Gy € RMa—m)xny, G3 €

R(nz_ny)x(nw_ny) e Zl € R™*" rqis que

A d!
D DI D v

jeEK(M,d+p) LeK(M,p)

(Rl j=4e
A, (A6 Bz
@ L) y (e / K,)Q >0, (3.37)
p.
* e G+ G — 2 (Biy)

para todo i € K(M,Lg + d + p), onde

Gl Ony,(nz—ny)
G- A A R (3.38)
Go G

e as matrizes Ay, By, Pi—; e R —j sdo respectivamente o0s coeficientes das matrizes

AWy ). Bu(v [K)), P(v[K]) e P(y[k]) obtidas a partir de A(c[K]), Bu(a[K]), P(a[k]) e
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P(a [k + 1]) usando a mudanga de varidveis (3.17), entdo o ganho robusto de realimentagdo de
saida

K = 7Z,G* (3.39)
assegura que o sistema dindmico LPV HPPD discreto em malha fechada (3.26)-(3.36) é assintoti-
camente estdvel para todo (o'[k],Ad/[k])" € T.

Demonstragao. Seja v[k] € A, Multiplicando (3.37) por ~[k]' e somando para i €
KC(M,Lg+ d+ p) resulta

M d [ -~ . .
. P(v|k]) A(v[k])G+ Bu(v k) Z
S - <Zﬂkb> OB ABG+BGEZ)
i€l (M,Lg+d-+p) * G+ G — P(y[k])
Usando (3.25), (3.36), (3.38) e (3.39) tem-se que
A(y[)G + Bu(y[k])Z

ARG + Bu ) Z1GT |G O, ]

Assim, a LMI (3.40) recupera a LMI (3.19). Portanto, o conjunto de LMIs (3.37) garante que a
LMI (3.19) € positiva definida. Devido a mudancga de varidveis (3.17), a LMI (3.19) é equivalente
a LMI (3.4) sob a parametrizagio (3.11) imposta para a matriz de Lyapunov P(« [k]) e a seguinte
parametrizag@o para a varidvel de folga G(« [k]) = G. Por isso, a factibilidade de (3.37) implica
a factibilidade de (3.4) e, consequentemente, o sistema dinamico LPV HPPD discreto em malha

fechada (3.26)-(3.36) é assintoticamente estavel. ]

49



Controladores robustos # ..

O préximo teorema fornece condicdes suficientes, em termos de um conjunto finito de LMIs,
para sintese de controladores estaticos de realimentacao de saida H ., independentes dos parametros
variantes.

Teorema 13 (Realimentacio de saida estatica robusta H.,). Se existirem um escalar n > 0, um
comprimento de caminho L € N*, um grau g € N, uma relaxagdo nivel d € N, matrizes si-

métricas P,,..p,) € R com \; € K(N.g) para i = 1,....L, matrizes G € R"*",

77777

Gy € Re—ny)xny o e Ra—ny)x(na—ny) o 7, ¢ RNy tqig que

jeERK(M,d+p) €eK(M,p)

ixj Iy’
[ ! B (Lg)! $ .
Zobi-i Wiaz 27y Bue Oy
! A A
s Tiey Oua s @CLHZDY)|
* * i@ M i Dt
Ipl
L * * Tr(gegj))ﬁ@)n n.
com
(Lg)! & -
Vg = ———=(AlG + BuZ2),
12 = i ])( )
(Lg)!p! ’ pl -
\I/i = N o~ G G — — i—i),
(2»2) 7T(Z _j)ﬂ_(g)( + ) ﬁ(f)( ])

para todo i € K(M,Lg + d + p), onde G e Z sdo definidas em (3.38) e as matrizes A,
But, But, Cots Duss Do, Pi_j e Pi_j sdo respectivamente os coeficientes das matrizes A(’y [k]),
Bu(y[K]), Bu(y[K]), Co(y [K]), Doy [K]), Duly[k]), P(v[K]) e P(y[k]) obtidas a partir de
A(a[k]), Bu(er[k]), Bu(a [k]), C(ev[K]), Du(ev[K]), Du(er[K]), Per[k]) e P(ec[k +1]) usando
a mudanca de varidveis (3.17), entdo o ganho robusto de realimentagcdo de saida (3.39) assegura
que o sistema dinamico LPV HPPD discreto em malha fechada (3.26)-(3.36) ¢é assintoticamente
estdvel com garantido desempenho M. limitado por 1 para todo (/[k],Ad/[k]) € T.

A prova do Teorema (13) € omitida desde que € similar a prova do Teorema (12).
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4 RESULTADOS NUMERICOS

4.1 Prefacio

Neste capitulo as técnicas fornecidas para andlise e sintese de controladores para sistemas
dindmicos LPV HPPD discretos no tempo sdo aplicadas em sistemas dindmicos propostos na li-
teratura e os resultados obtidos sdo comparados com resultados oriundos das aplicagdes de outras
técnicas. Primeiro, as condicdes para andlise de estabilidade do Teorema 8 e projeto de controla-
dores estabilizantes estdticos de realimentacio de saida por ganho escalonado e robustos, respecti-
vamente, do Teorema 10 e do Teorema 12, sdo utilizadas na resolugdo de trés problemas propostos
na literatura. Os resultados obtidos sdo comparados com os resultados fornecidos pelas condicdes
de Oliveira e Peres (2008) e Oliveira e Peres (2009). Em seguida, o problema de desempenho H .,
¢ investigado. As condicdes para andlise de desempenho H., do Teorema 9 e do Corolério 2 e
projeto de controladores estabilizantes estdticos de realimentacdo de saida, por ganho escalonado
e robustos, que minimizam o desempenho H,, do sistema em malha fechada, respectivamente, do
Teorema 11 e do Teorema 13, sdo aplicadas em um sistema vibroacustico. O modelo LPV con-
siderado, fornecido em De-Caigny (2009), De-Caigny et al. (2010b), De-Caigny et al. (2012b),
foi obtido por identificacdo utilizando a técnica SMILE (DE-CAIGNY et al., 2009; DE-CAIGNY
et al., 2011). Os resultados obtidos sdo comparados com os resultados fornecidos por De-Caigny
(2009).

Os resultados apresentados foram obtidos através de simulacdo numérica em um computa-
dor com Windows (XP), 3 GB de memoéria RAM e processador Intel Core 2 Duo E8400, usando
o programa o Matlab 7.1.0 e os pacotes SDPT3 (TOH et al., 2011), SeDuMi (STURM, 1999) e
Yalmip (LOFBERG, 2004). As implementacdes numéricas usadas para as condi¢des LMIs de Oli-
veira e Peres (2008) e Oliveira e Peres (2009) estdo disponibilizadas para download pelos autores
em www.dt.fee.unicamp.br/~ricfow/. Os resultados apresentados para as técnicas de De-Caigny

(2009) estao publicados pelo autor no préprio trabalho.
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4.2 Analise de estabilidade e sintese de controladores estabilizantes

Nesta secdo as condicdes LMIs propostas para andlise de estabilidade e sintese de controla-

dores estabilizantes sdo aplicadas em trés sistemas LPV discretos propostos na literatura.

No exemplo 1 € investigado a estabilidade assint6tica de um sistema LPV com um parametro

variante. O problema da sintese de controladores estéticos de realimentacio de estados é abordado

nos exemplo 2 e 3, respectivamente, para o caso de controladores robustos e posteriormente para

o caso de controladores por ganho escalonado. Em todos os exemplos, para avaliar o efeito dos

parimetros L e g da funcdo de Lyapunov, bem como do controlador, e do grau d da relaxacdo

Pdlya sdo considerados os seguintes casos:

Caso 1: Usando uma matriz de Lyapunov constante (. = 1 e g = 0) e sem relaxacdo
Pélya (d = 0).
Caso 2: Usando uma matriz de Lyapunov afim (L = 1 e g = 1) e sem relaxacao Pdélya
(d=0).
Caso 3: Usando uma matriz de Lyapunov afim (L = 1 e g = 1) e relaxa¢do Pdlya nivel
um (d = 1).
Caso 4: Usando uma matriz de Lyapunov quadrética (L = 1 e g = 2) e sem relaxagdo
Pélya (d = 0).
Caso 5: Usando uma matriz de Lyapunov quadrética (L = 1 e g = 2) e relaxagdo Polya
nivel um (d = 1).
Caso 6: Usando uma matriz de Lyapunov ctbica (L = 1 e g = 3) e sem relaxacdo
Pélya (d = 0).
Caso 7: Usando uma matriz de Lyapunov afim em dois instantes de tempo (L = 2 e
g = 1) e sem relaxacdo Pélya (d = 0).
Caso 8: Usando uma matriz de Lyapunov afim em dois instantes de tempo (L = 2 e
g = 1) e relaxacdo Pélya nivel um (d = 1).
Caso 9: Usando uma matriz de Lyapunov afim em trés instantes de tempo (L = 3 e
g = 1) e sem relaxacdo Pélya (d = 0).
Caso 10: Usando uma matriz de Lyapunov quadrética em dois instantes de tempo (L =
2 e g = 2) e sem relaxacdo Pdlya (d = 0).
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4.2.1 Analise de estabilidade

Considere o sistema dinamico LPV continuo no tempo

) —0.21 0.8p(t) — 1
(t) = z(t), [p(t) <0.3
1 0
retirado de Amato et al. (1998). Usando o método de discretizacdo de Euler (CONTE; BOOR,
1980; ASTROM; WITTENMARK, 1984) com um periodo de amostragem 7 = 0.01 o seguinte

modelo dinamico discreto no tempo € obtido

0.9979 0.008p[k] — 0.01
zlk+1] = Pl z[k], |p[k]| <0.3. (4.1)
0.01 1

Aplicando a parametrizagdo polinomial homogénea (2.9)-(2.10) fornecida no Capitulo 2, o

sistema LPV afim (4.1) pode ser reescrito como o sistema LPV HPPD (3.24) com n, = 2, N = 2,

p=1,
0.9979 —0.0124 kl+3
Apgy = o= PEES
0.01 1 6
- - 4.2)
0.9979 —0.0076 3 — plk
Ay = , ay [k] = l ]
0.01 1 6

O objetivo é determinar o valor mdximo do limitante b, sobre a taxa de variacdo Ap|[k| do
pardmetro p|k] usando o Teorema 8, tal que o sistema (4.1) é assintoticamente estdvel para todas as
trajetorias de p[k| satisfazendo Ap[k] < b,.

Note que ao se usar o sistema parametrizado (3.24)-(4.2), primeiro é determinado um li-
mitante b, sobre a taxa de variagdo A« [k] do pardmetro escalonado « [k e posteriormente b, é

calculado a partir de b,, através da relagdo

b, = 6bg,
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uma vez que de (3.13) e (3.14) tem-se que

A [k] | = [Aay [k] | = |Aas [F] |
= |ag [k + 1] — a2 [K]|
_[3=plk+1] 3 plk]
B 6 6
| Ap[k]|

5

Tabela 4.1 - Valor maximo do limitante b,, sobre a taxa de variacdo Apl[k] tal que o sistema (4.1) € assinto-
ticamente estavel obtido através das condi¢des do Teorema 8.

Caso b,
Caso 1: L=1,g=0,d=0 —
Caso 2: L=1,g=1,d=0 | 6 x 0.0151
Caso 3: L=1,g=1,d=1 | 6 x 0.0151
Caso 4: L=1,g=2,d=0 | 6 x 0.0160
Caso 5: L=1,g=2,d=1 | 6 x 0.0160
Caso 6: L=1,g=3,d=0 | 6 x 0.0294
Caso 7: L=2,g=1,d=0 | 6 x 0.0389
Caso 8: L=2,g=1,d=1 | 6 x 0.0390
Caso 9: L=3,g=1,d=0 | 6 x 0.1174
Caso 10:L=2,g=2,d=0 | 6 x 0.0691

A Tabela 4.1 mostra os valores maximos do limitante b, sobre a taxa de variacdo Ap|k] tal
que o sistema (4.1) € assintoticamente estavel obtidos pelo Teorema 8 para os 10 casos propostos.
Como pode ser visto, o Teorema 8 ndo € capaz de garantir a estabilidade do sistema (4.1) usando
uma matriz de Lyapunov constante. Entretando, usando matrizes de Lyapunov dependentes de pa-
rametros consegue garantir a estabilidade do sistema para taxas de variacao limitadas. Ainda mais,
o valor maximo de b, se torna cada vez maior com o aumento dos pardmetros L e g. Note ainda
que o caso 10 se mostrou mais eficiente que os casos 4 e 7, isto €, a combinagdo do grau g com
comprimento de caminho L diminui o conservadorismo associado a parametrizacao da matriz de
Lyapunov. A adicdo da relaxacdo Pdlya de grau d = 1 foi eficiente apenas para o caso 8, ndo
aumentando o valor b, nos casos 3 e 5.

A complexidade numérica associada a resolucdo de problemas envolvendo restrigdes LMI
pode ser mensurada através do ndmero n, de varidveis escalares e n; de linhas de LMI (BOYD et

al., 1994; GAHINET et al., 1995). Assim sendo, a Tabela 4.2 mostra a complexidade numérica do
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Tabela 4.2 - Complexidade numérica, em termos do nimero n, de varidveis escalares e n; de linhas de LMI,
do Teorema 8 paran, =2, N =2,p = 1.

Caso b Ny ny

b=0 3 8

Caso 1: L=1,g=0,d=0 |0 <b< 1| 3 24
b=1 3 16

b=0 6 12

Caso2:L=1,g=1,d=0 | 0<b< 1| 6 84
b=1 6 40

b=0 6 16
Caso3:L=1,g=1,d=1 |[0<b<1]| 6 224
b=1 6 80

b=0 9 16
Caso4:L=1,g=2,d=0 | 0<b<1| 9 224
b=1 9 80

b=0 9 20
Caso5: L=1,g=2,d=1 |0<b<1| 9 504
b=1 9 140

b=20 12 20
Caso 6: L=1,g=3,d=0 | 0<b<1 |12 | 504
b=1 12 | 140
b=20 12 16
Caso7: L=2,g=1,d=0 | 0 <b< 1|12 | 1456
b=1 12 | 480
b=20 23 20
Caso 8: L=2,g=1,d=1 | 0<b< 1|23 | 5460
b=1 23 | 1320
b=20 24 20
Caso 9: L=3,g=1,d=0 | 0 <b< 1|24 | 15504
b=1 24 | 15504
b=20 27 24
Caso 10: L=2,g=2,d=0 | 0 < b < 1 | 27 | 17472
b=1 27 | 3168

Teorema 8 aplicado ao sistema (4.1), isto €, usando os parametros

E claro que o crescimento dos valores de L, g e d diminuem o conservadorismo do Teorema 8,
enquanto aumentam o esforco computacional. O numero n,, de varidveis escalares e n; de linhas de
LMI crescem rapidamente com o aumento dos valores de L e g. Porém o aumento do grau d ndo

altera o nimero n, de varidveis escalares, apenas o n; de linhas de LMI.
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Por fim note que o uso de uma matriz de Lyapunov afim em trés instantes sucessivos de
tempo dos pardmetros (caso 9) no Teorema 8 forneceu o maior valor de b, a custo computacional
menor do que o uso de uma matriz de Lyapunov quadritica em dois intantes sucessivos de tempo

dos parametros (caso 10).

Comparacao com resultados da literatura

Para avaliar a eficiéncia do Teorema 8 os valores mdximos de b, sdo comparados com 0s
resultados obtidos utilizando-se as condicdes de andlise de estabilidade assintdtica apresentadas
em Oliveira e Peres (2008).

Tabela 4.3 - Valor maximo do limitante b, sobre a taxa de variacdo Ap|k] tal que o sistema (4.1) ¢ assintoti-

camente estavel e respectiva complexidade numérica associada as condi¢des de Oliveira e Peres
(2008).

Método b, Ty ny
Oliveira e Peres (2008, Teorema 2) | 6 x 0.0499 6 24

A Tabela 4.3 apresenta o valor maximo de b, fornecido em Oliveira e Peres (2008, Teorema 2)
e a respectiva complexidade numérica associada. Como pode ser visto, o Teorema 8 fornece resul-
tados mais conservadores para todos os casos de 1 a 8, isto é, utilizando matrizes de Lyapunov
polinomiais homogéneas (L = 1) para g < 4 e matrizes de Lyapunov afins em sucessivos instantes
de tempo (g = 1) para L < 3. Entretanto, os casos 9 e 10 apresentam melhores resultados a um
custo computacional muito mais elevado.

Por fim, € importante mencionar que o Teorema 8 particularizado para andlise de estabilidade
assintética de sistemas LPV politépicos (HHPD de grau p = 1) utilizando matrizes de Lyapunov
polinomiais homogéneas (fixado L = 1) se resume as condi¢Oes apresentadas em Oliveira e Peres
(2009, Teorema 2). Além disso, o Teorema 8 particularizado para ¢ = 1 (matrizes de Lyapunov
afins em sucessivos instantes de tempo) e p = 1 resgata as condi¢cdes apresentadas em Oliveira e
Peres (2009, Teorema 3). Com efeito, resultados similares aos casos 2 a 6 sdo obtidos em Oliveira
e Peres (2009, Teorema 2), enquanto resultados similares aos casos 1, 7 e 8, 9 sdo fornecidos por

Oliveira e Peres (2009, Teorema 3).
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4.2.2 Sintese de controladores estabilizantes

Controladores robustos

Considere o sistema LPV HPPD (3.24) com n, = 3, n, = 1, N = 2, p = 1 e as matrizes

i 1 0 =2 -1-
Agoy=p|2 -1 1|, Bag=10
-1 1 0 0
-O 0 -1 -1-
Aopny=p|1l =1 01|, DBoy=10],
0 -2 -1 0

w1 > 0, retirado de Oliveira e Peres (2008). O objetivo € determinar o méaximo valor do escalar ;. em
funcao do limitante b tal que o sistema € estabilizavel por um controlador estético de realimenta¢do
de estados (n, = n,) robusto sintetizado através do Teorema 12.

A Figura 4.1 mostra o valor maximo de i em fungdo de b tal que o sistema € estabilizdvel
por um controlador estitico de realimentacdo de estados robusto projetado pelo Teorema 12. Para
b = 0 (a € invariante no tempo) o Teorema 12 é capaz de sintetizar controladores robustos em todos
os casos (2 a 10), sempre que ;2 < 0.7137. Para taxas de variacdo limitadas (0 < b < 1) o valor
maximo de p cresce com o aumento do valores dos parametros L e g, porém nao apresenta aumento
significativo com a aplica¢do de uma relaxacdo Pdlya de grau d = 1 (casos 3, 5, e 8). Ainda mais,
o valor de y decresce em fungéio do aumento de b. Para b = 1 (« [k] variando arbitrariamente no
simplex unitario) o Teorema 12 € factivel para p < 0.5939 usando matrizes de Lyapunov polino-
miais homogéneas (fixado L = 1), para ;¢ < 0.5993 usando matrizes de Lyapunov dependentes de
dois instantes de tempo dos parametros (fixado L = 2) e para p < 0.6003 usando uma matriz de
Lyapunov afim em trés instantes de tempo dos parametros (caso 9).

O caso 1 ndo foi apresentado na Figura 4.1 porque a utilizacdo de uma matriz de Lyapunov
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Figura 4.1 - Valor maximo do escalar ; em funcdo do limitante b tal que o sistema é estabilizavel por um
controlador estdtico de realimentacdo de estados robusto projetado através das condicdes do
Teorema 12.

constante (estabilidade quadritica) considera que o parAmetro « [k| varia arbitrariamente no sim-
plex unitdrio, isto €, desconsidera o limitante b sobre a taxa de variacdo dos pardmetros. Com efeito,
o Teorema 12 projeta controladores robustos para p < 0.5883 independente do valor de b para o
caso 1.

A Tabela 4.4 apresenta a complexidade numérica do Teorema 12 para
neg=3, n,=1 N=2 p=1,

em termos do nimero n, de varidveis escalares e n; de linhas de LMI. Como discutido na se¢ao
anterior para o caso de andlise de estabilidade, o crescimento dos valores dos pardmetros L e g re-
sultam no répido crescimento do nimero n, de varidveis escalares e n; de linhas de LMI, enquanto
o aumento do valor do parametro d nao altera o nimero n, de varidveis escalares, mas implica no
crescimento do numero n; de linhas de LMI.

E importante destacar que diferentemente do caso de andlise de estabilidade, os resultados
menos conservadores para taxas de variacdo limitadas (0 < b < 1) foram obtidos usando matrizes
de Lyapunov quadriticas em dois instantes sucessivos de tempo dos parametros (caso 10). Ainda
mais, com rela¢do a complexidade numérica, o caso 10 apresentou cerca de 50% do nimero de

linhas de LMI do caso 9 e 10% a mais de variaveis escalares.
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Tabela 4.4 - Complexidade numérica, em termos do nimero n, de varidveis escalares e n; de linhas de LMI,
do Teorema 12 paran, = 3,n, =1, N =2,p=1.

Caso b Ny ny
b=0 18 12
Caso 1: L=1,g=0,d=0 |0 <b<1 |18 36
b=1 18 24
b=0 24 18
Caso2:L=1,g=1,d=0 | 0<b< 1|24 | 126
b=1 24 60
b=0 24 24
Caso3:L=1,g=1,d=1 |0<b< 1|24 | 336
b=1 24 | 120
b=0 30 24
Caso4:L=1,g=2,d=0 | 0<b< 1|30 | 336
b=1 30 | 120
b=0 30 30
Caso5:L=1,g=2,d=1 | 0<b<1|30| 756
b=1 30 | 210
b=0 36 30
Caso 6: L=1,g=3,d=0 | 0<b< 1|36 | 756
b=1 36 | 210
b=0 36 24
Caso7: L=2,g=1,d=0 |0 <b<1|36]| 1320
b=1 36 | 720
b=0 36 30
Caso 8: L=2,g=1,d=1 | 0<b<1|36]| 4290
b=1 36 | 1980
b=0 60 30
Cas09: L=3,g=1,d=0 | 0 <b< 1|60 | 23256
b=1 60 | 23256
b=0 66 36
Caso 10: L=2,g=2,d=0 | 0 < b <1 | 66 | 12012
b=1 66 | 4752

Comparacio com resultados da literatura

Nesta secdo os resultados fornecidos pelo Teorema 12 sdo comparados com os resultados
obtidos através das condicoes de Oliveira e Peres (2008, Teorema 3) e de Oliveira e Peres (2009,
Teorema 4) para sintese de controladores estaticos de realimentacdo de estados robustos. Os valores
maximos do escalar ;. obtidos em fun¢ao do limitante b sdo apresentados na Figura 4.2.

A Figura 4.2 apresenta os valores mdximos de x4 em fungdo de b obtidos por Oliveira e Peres
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Figura 4.2 - Valor maximo do escalar ; em funcdo do limitante b tal que o sistema é estabilizavel por um
controlador estdtico de realimentacdo de estados robusto projetado através das condicdes do
Teorema 12, de Oliveira e Peres (2008, Teorema 3) e de Oliveira e Peres (2009, Teorema 4 com
g=3,d=0).
(2008, Teorema 3), por Oliveira e Peres (2009, Teorema 4) usando uma matriz de Lyapunov ctibica
e pelo Teorema 12 para os casos 6 e 10. Para b = 0 as quatro condi¢des fornecem controladores
para p < 0.7137. Para b € (0,1) o Teorema 12 com L = 2,g = 2,d = 0 (caso 10) fornece
resultados menos conservadores do que Oliveira e Peres (2008, Teorema 3) e Oliveira e Peres (2009,
Teorema 4,_3 4—). Considerando L = 1,9 = 3,d = 0 (caso 6) o Teorema 12 obtém resultados
similares a Oliveira e Peres (2009, Teorema 4,_3 ;o) € menos conservadores do que Oliveira e
Peres (2008, Teorema 3). Para efeitos ilustrativos, tomando-se b = (.75 as condi¢des de Oliveira e
Peres (2008, Teorema 3) fornecem ganhos robustos para ;¢ < 0.6118 (quadrado), enquanto ambas
condic¢des Oliveira e Peres (2009, Teorema 4) e Teorema 12 com L = 1,9 = 3,d = 0 para yt <
0.6240 (circunferéncia e circulo, respectivamente) e o Teorema 12 com L = 2,9 = 2.d = 0 sempre
que ¢ < 0.6328 (tridngulo). Para b = 1, o Teorema 12 com L = 2,9 = 2,d = 0 é factivel para
1 < 0.5993 enquanto as demais condi¢des para p < 0.5939.
Com respeito a complexidade numérica (ver Tabela 4.5 e Tabela 4.5) as condi¢oes de Oliveira
e Peres (2008, Teorema 3) necessitam de um esforco computacional muito menor que as demais
condi¢des. As condigdes de Oliveira e Peres (2009, Teorema 4,3 4—() fornecem resultados simi-
lares ao Teorema 12 com L = 1,9 = 3,d = 0 com um menor esforco computacional, em termos

do nimero n; de linhas de LMIs, para o caso de b € (0,1). As condi¢des do Teorema 12 com

60



Tabela 4.5 - Complexidade numérica, em termos do niimero n, de varidveis escalares e n; de linhas de
LMI, associada as condicdes de Oliveira e Peres (2008, Teorema 3) e Oliveira e Peres (2009,
Teorema 4 com g = 3,d =0)parany =3,n, =1, N =2, p=1.

Oliveira e Peres (2008)

Oliveira e Peres (2009)

b Teorema 3 Teorema 4,_3 4—o

Ty ny Ny ny

b=0 24 24 36 336
0<bx1 24 24 36 336
b=1 24 24 36 336

L = 2,9 = 2,d = 0 apresentam os melhores resultados ao custo de uma complexidade numérica

bem mais elevada para b > 0.

Controladores escalonados

Considere o sistema LPV HPPD 3.24 comn, = 2,n, = 1, N = 3, p = 1 e as matrizes

0.5 0.7

A 1,0,0) — ) B 1,0,0) —

o0 -1.6 —0.1 (00

1.0 0.7

Aw,1,0) = , B =
—06 —1.2 0
—-0.1 1.1 1

A1) = . Bpon = ;
—1.0 09 0

p € R, retirado de Oliveira e Peres (2008). O objetivo é determinar o valor midximo do limitante
b sobre a taxa de variagdo A« [k] tal que o sistema é estabilizdvel por um controlador estitico
de realimentacdo de estados (n, = n,) por ganho escalonado projetado pelo Teorema 11 para
diferentes valores de p.

A Tabela 4.6 apresenta os valores maximos de b obtidos pelas condi¢cdes do Teorema 10 para

dois valores diferentes de p. Para p = 1, isto é, a matriz B ndo dependente do parimetro « [k]
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Tabela 4.6 - Valor maximo do limitante b sobre a taxa de variagdo A« [k] tal que o sistema é estabilizavel
por um controlador estédtico de realimentagao de estados por ganho escalonado projetado através
das condi¢des do Teorema 11.

Caso b,
p=01|p=1.0
Caso 1: L=1,g=0,d=0 - -
Caso 2: L=1,g=1,d=0 | 0.3243 | 0.7788
Caso 3: L=1,g=1,d=1 | 0.4332 | 0.7840
Caso 4: L=1,g=2,d=0 | 0.8524 | 0.8632
Caso 5: L=1,g=2,d=1 | 0.8559 | 0.8637
Caso 6: L=1,g=3,d=0 | 0.8694 | 0.8688
Caso 7: L=2,g=1,d=0 1 1
Caso 8: L=2,g=1,d=1
Caso 9: L=3,g=1,d=0
Caso 10:L=2,g=2,d=0

[ G S—y
—

(B(a[k]) = By = By, Vk € N), o Teorema 10 usando matrizes de Lyapunov polinomiais homo-
géneas com g < 4 (casos 2 a 6) fornece ganhos escalonados para b < (0.8688. Entretanto, usando
matrizes de Lyapunov dependentes de sucessivos instantes de tempo (casos 7 a 10) o Teorema 10
¢ factivel mesmo que os parametros variem arbitrariamente rapidos no simplex unitario (b = 1).
Para p = 0.1, sdo preservados as mesmas caracteristicas descritas para o caso p = 1. Para o caso
da estabilidade quadratica (caso 1) o Teorema 10 ndo € factivel para ambos valores de p.

Com relagdo ao crescimento dos valores dos parametros é importante destacar que diferen-
temente dos exemplos de andlise de estabilidade e sintese de controladores robustos a aplicacao
de uma relaxacao Pélya de grau d = 1 melhorou efetivamente os resultados obtidos pelo caso 3 e
caso 4.

Como apresentado na Tabela 4.7 o aumento dos valores dos parametros implicou crescimento

muito rdpido do nimero n, de varidveis escalares e n; de linhas de LMI para o caso de N = 3.

Comparacao com resultados da literatura

Nesta se¢do os resultados apresentados pelo Teorema 10 sdo comparados com os resultados
fornecidos por Oliveira e Peres (2008, Teorema 4). Os valores maximos do limitante b obtidos e a

respectiva complexidade numérica associada sdo apresentadas na Tabela 4.8.
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Tabela 4.7 - Complexidade numérica, em termos do nimero n, de varidveis escalares e n; de linhas de LMI,
do Teorema 10 paran, =2,n, =1, N =3,p=1.

Caso b Ny n;
b=0 9 12
Caso 1: L=1,g=0,d=0 | 0<b<1| 9 60
b=1 9 36
b=0 27 27
Caso2:L=1,g=1,d=0 | 0<b< 1| 27 480
b=1 27 180
b=0 27 40
Caso3:L=1,g=1,d=1 | 0<b< 1| 27 2720
b=1 27 660
b=0 54 40
Caso4:L=1,g=2,d=0 | 0<b< 1| 54 2720
b=1 54 660
b=0 54 60
Caso5:L=1,g=2,d=1 |0<b< 1| 54 12240
b=1 54 1980
b=0 90 60
Caso 6: L=1,g=3,d=0 |0<b< 1| 90 12240
b=1 90 1980
b=0 81 40
Caso 7: L=2,g=1,d=0 | 0<b< 1| 81 26180
b=1 81 14616
b=0 81 60
Caso 8: L=2,g=1,d=1 |0<b< 1| 81 235620
b=1 81 109620
b=0 243 60
Cas09: L=3,g=1,d=0 | 0 <b< 1 | 243 | 2882880
b=1 243 | 2882880
b=0 324 84
Caso 10: L=2,g=2,d=0 | 0 < b < 1 | 324 | 1743588
b=1 324 | 679644

Tabela 4.8 - Valor maximo do limitante b sobre a taxa de variagdo A« [k] tal que o sistema é estabilizavel
por um controlador estdtico de realimentacdo de estados por ganho escalonado e respectiva

complexidade numérica associada as condi¢des de Oliveira e Peres (2008).

Método

p=0.1

b

p=10

Ty

ny

Oliveira e Peres (2008, Teorema 4) | 0.3459

0.8463 | 27

72

Os resultados fornecidos pelo Teorema 10 sdo mais conservadores do que os resultados de

Oliveira e Peres (2008, Teorema 4) para L. = 1 e g < 1. No contexto de fun¢des de Lyapunov
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dependentes de parametros (g > 0), para p = 1, os casos 2 e 3 apresentam menores valores de b do
que Oliveira e Peres (2008, Teorema 4), enquanto para p = 0.1 apenas o caso 2. Entretanto, para
valores de . > 1 ou g > 1 (casos 4 a 10) o Teorema 10 fornece melhores resultados. Em termos
de complexidade numérica, as condi¢des de Oliveira e Peres (2008, Teorema 4) apresentam 360
vezes menos de linhas de LMI do que Teorema 10 com L = 2,g = 1,d = 0. Porém esta grande
diferenca na complexidade numérica permite que o Teorema 10 fornece ganhos escalonados mesmo
que os parametros variem arbitrariamente rdpidos (b = 1) no simplex unitdrio. Em particular para
matrizes de Lyapunov polinomiais homogéneas (L = 1) as condi¢cdes do Teorema 10 se resumem

as condi¢des apresentadas em Oliveira e Peres (2009, Teorema 3) fixando-se p = 1.
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4.3 Analise de desempenho 7., e sintese de controladores estabilizantes 7 .

Nesta se¢do as condigdes LMIs propostas para andlise de desempenho H, e sintese de con-
troladores estabilizantes H ., sdo aplicadas no modelo LPV de um sistema vibroacustico.

Primeiro, é estudado o desempenho H., do sistema vibroacustico em funcao do limitante da
taxa de variacdo dos parametros. Em seguida, o problema de sintese de controladores é abordado.
Para tanto, sdo projetados controladores robustos e por ganho escalonado para diferentes valores do
limitante da taxa de variacdo. Em ambos os casos sdo projetados controladores de realimentagcao
de estados e de saida objetivando minimizar o desempenho H., do sistema vibroacustico. Com

relac@o aos valores dos parametros da matriz de Lyapunov e do controlador sdo analisados quatro

casos:
. Caso 1: Usando uma matriz de Lyapunov afim (L. = 1 e ¢ = 1) e sem relaxacdo Pdlya
(d=0).
. Caso 2: Usando uma matriz de Lyapunov afim (L = 1 e g = 1) e com relaxagao Polya

nivel 2 (d = 2).

. Caso 3: Usando uma matriz de Lyapunov quadrética (L = 1 e g = 2) e sem relaxacdo
Pélya (d = 0).

. Caso 4: Usando uma matriz de Lyapunov afim em dois instantes de tempo (L = 2 e

g = 1) e sem relaxacdo Pélya (d = 0).

4.3.1 Sistema Vibroacustico

O sistema vibroacustico, apresentado na Figura 4.3, consiste em uma placa de lexan fixada
na parede de uma sala semi-anecdica. A vibragdo na placa é gerada por uma forca pontual aplicada
por um shaker, representando um distirbio exégeno w. Um transdutor piezoelétrico conectado a
placa aplica um momento fletor que atua como uma entrada de controle u cujo objetivo € atenuar
as vibracdes causadas pelo shaker. O sinal de saida mensuravel y consiste na pressdo sonora, pro-

vocada pela vibragdo da placa, medida por um microfone localizado préximo a placa dentro da sala
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semi-anecdica. A dindmica do sistema € sensivel a variacdo da temperatura. Para maiores detalhes

ver Donadon et al. (2006).

microphone (z)

Figura 4.3 - Sistema Vibroacustico.

Um modelo LPV para o sistema vibroacustico é obtido em De-Caigny (2009), De-Caigny et
al. (2010b) e De-Caigny et al. (2012b) utilizando a técnica SMILE (ver, por exemplo, De-Caigny
et al. (2007), De-Caigny et al. (2009) para o caso SISO e De-Caigny et al. (2009b), De-Caigny et
al. (2011) para o caso MIMO). O modelo fornecido consiste em um sistema LPV HPPD discreto

no tempo com
ng =10, n, =1, n,=1 n,=1, N=2, p=3,

e a k] = (aq [k] ,a2 [k]) € Ay parametrizado em funcdo da temperatura 0 [k] € (6,0) tal que
[ p ¢ p q

oy [k] = ch]%QQ, as [k] = %Qg{:]

para = 22.9°e § = 25.4°. As matrizes do sistema vibroaciistico sio apresentadas no Apéndice C.
Para ilustrar a variagdo da dindmica do sistema vibroactstico em fun¢do da temperatura,

a Figura 4.4 apresenta a magnitude do diagrama de Bode de 11 sistemas LTI locais, obtidos a
partir do modelo LPV fixando-se 11 valores equidistantes para a temperatura 6 [k] no intervalo
[22.9°,25.4°]. A Figura 4.4(a) mostra a magnitude do diagrama de Bode da entrada exdgena w para

a saida mensurdvel y, enquanto a Figura 4.4(b) mostra a magnitude da entrada de controle u para a

saida mensuravel y.
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Figura 4.4 - Sobreposicao das magnitudes dos diagramas de Bode de 11 sistemas LTI locais obtidos a partir
do modelo LPV fixando-se valores equidistantes da temperatura no intervalo [22.9°,25.4°].

4.3.2 Anadlise de desempenho # .,

Considere o sistema vibroacustico apresentado na se¢do anterior. O objetivo é avaliar a in-
fluéncia do distirbio ex6geno w na pressdo sonora y medida pelo microfone. Para tanto, serd in-

vestigado o menor limitante 7 tal que para qualquer sinal transitério w a saida y satisfaca

ly(e (KD le, < lw(e K] le,, VR €N (4.3)

Da equagdo (4.3), tem-se que 1 pode assumir quaisquer valores satisfazendo

ly(e (KD e,

T wla W)l

Vk e N, com w(alk])|e #O0.

Note que o desempenho H., do sistema vibroacustico € limitado por 7, ou seja

ot o ORI

lw(alk])le, 20 1wl [K])[|e,

Assim, para determinar um limitante superior 7 utilizando as condi¢des para andlise de de-

sempenho do Teorema 9 (T9) e Corolério 2 (C2) basta definir a saida de desempenho z como sendo
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igual ao sinal mensurdvel y. Portanto,
C:(a[k]) = Cy(ak]),  Du(alk]) =[0].

Para avaliar a influéncia da varia¢do da temperatura no desempenho H., do sistema vibroa-
custico, serd determinado o valor do limitante 7 para diferentes valores do limitante b sobre a taxa

de variagdo do parimetro escalonado, A« [k], definida em (3.13).

300

— T91=1,g=1,d=2
2ol —— T91=1,9=2,4-0

o007 -C2L:1,g:1,d:2

===C21-1 g=2.4=0
| - - 'CZL:ZQZLd:o

< 150

100

50

——
-
-

0
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14

Figura 4.5 - Garantido limitante superior 1 sobre o desempenho H ., do sistema vibroacustico em funcio
do limitante b sobre a taxa de varia¢do dos parametros A« [k] obtido através das condi¢des do

Teorema 9 e Corolario 2.

A Figura 4.5 apresenta o limitante 7 do desempenho .., do sistema vibroacustico em fungao
do limitante b sobre a taxa de variacdo dos parametros para trés diferentes casos. Como pode ser
visto, as condi¢des do Corolario 2 fornecem solugdes menos conservadoras do que as condicdes
do Teorema 9 devido a inser¢do da varidvel de folga GG. Para b = 0, o Coroldrio 2 fornece um
custo garantido 7 = 20.5947 para o caso 2 e n = 14.8277 para ambos casos 3 e 4 , enquanto o
Teorema 9 fornece n = 20.8421 e n = 16.8552, respectivamente. Para b > 0, o valor do limitante
7 cresce rapidamente com o aumento do valor do limitante b. O caso 3 fornece menores limitantes
do que o caso 2 usando o Coroldrio 2, enquanto que usando o Teorema 9 somente para b < 0.060.
Além disso, a medida que o valor de b aumenta os casos 2 e 3 fornecem solucdes cada vez mais

conservadoras do que o caso 4, até valores maximos de b para os quais as condi¢des do Teorema 9
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e Coroldrio 2 tornam-se infactiveis. Os valores maximos do limitante b tal que o sistema € assinto-
ticamente estdvel com custo garantido 7 sobre o desempenho ., sdo apresentados na Tabela 4.9.
Tabela 4.9 - Maximo limitante b sobre a taxa de variagdo A« [k] tal que o sistema vibroacustico é assinto-

ticamente estdvel com garantido limitante superior sobre o desempenho H . obtido através das
condi¢des do Teorema 9 e Coroldrio 2.

Caso Teorema 9 | Corolario 2
Caso2: L=1,9g=1d=2 0.070 0.071
Caso3: L=1g=2,d=0 0.063 0.083
Caso4: L=29g=1d=0 0.122 0.146

O caso 1 nao € apresentado na Figura 4.5 e na Tabela 4.9 porque as condi¢des do Teorema 9
e do Coroldrio 2 sdo infactiveis para quaisquer valores de b usando-se uma matriz de Lyapunov
afim. Entretanto, a aplicacdo de uma relacido Pdlya nivel 2 viabilizou estas condi¢des para valores
de b menores ou iguais a 0.070 e 0.071, respectivamente, como apresentado pelo caso 2. O valor
maximo do limitante b fornecido pelo caso 3 € menor do que o valor fornecido pelo caso 2 usando-
se o Teorema 9, entretanto usando-se o Coroldrio 2 o caso 3 fornece solucdes factiveis para valores
de b maiores do que o caso 2. Os maiores valores maximos do limitante b foram forcedidos pelo
caso 4.

A Tabela 4.10 apresenta a complexidade numérica do Teorema 9 e do Corolério 2 para

E claro que o caso 1 apresenta menor complexidade numérica. O caso 2 apresenta um menor
nimero n, de varidveis escalares do que o caso 3, entretanto, um maior nimero n; de linhas de
LMI. O caso 4 forneceu os melhores resultados, porém a um custo computacional mais elevado
devido a sua maior complexidade numérica. Quando comparado a complexidade numérica entre
o Teorema 9 e o Corolario 2, ambos apresentam o mesmo nimero de linhas de LMI, por outro
lado, com relagdo ao nimero de varidveis escalares, o Corolério 2 apresenta maior complexidade

numérica devido ao uso da varidvel de folga G.
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Tabela 4.10 - Complexidade numérica, em termos do nimero n, de varidveis escalares e n; de linhas de
LMlIs, do Teorema 9 e do Corolério 2 paran, = 10,n, =1,n, =1, N =2, p = 3.

Caso b Teorema 9 Corolario 2
Ty ny Ty ny
b=0 110 111 310 111
Caso 1: L=1,g=1,d=0 | 0 <b < 1 110 2773 310 2773
b=1 110 771 310 771
b=0 110 155 310 155
Caso2:L=1,g=1,d=2 |0 <b< 1 110 10165 310 10165
b=1 110 1849 310 1849
b=0 165 133 465 133
Caso3:L=1,g=2,d=0 | 0 <b< 1 165 5545 465 5545
b=1 165 1243 465 1243
b=0 220 133 620 133
Caso4:L=2,g=1,d=0 | 0<b< 1 220 44045 620 44045
b=1 220 17425 620 17425

Comparacao com resultados da literatura

Nesta secdo os resultados apresentados pelo Teorema 9 e Coroldrio 2 para andlise de de-
sempenho H., do sistema vibroacustico sdo comparados com os resultados obtidos usando-se as
condi¢Oes de andlise de De-Caigny (2009).

Tabela 4.11 - Mdaximo limitante b sobre a taxa de variagdo A« [k] tal que o sistema vibroacustico é as-

sintoticamente estdvel com garantido limitante superior sobre o desempenho H ., e respectiva
complexidade numérica* associada as condi¢des LMIs de De-Caigny (2009, Teorema 4.11).

Caso b Ty ny
De-Caigny (2009, Teorema 4.11,—1 4—¢) | 0.120 | 711 | 2792
De-Caigny (2009, Teorema 4.11,—1 4—») | 0.120 | 711 | 10184
De-Caigny (2009, Teorema 4.11,—5 4—¢) | 0.132 | 2266 | 5574
De-Caigny (2009, Teorema 4.11,_3 4—¢) | 0.136 | 5821 | 10204

* valores de referéncia para b € (0,1).

A Tabela 4.11 apresenta os valores maximos do limitante b sobre taxa de variacdo dos pa-
rAmetros A« [k| tal que as condi¢des LMIs de De-Caigny (2009, Teorema 4.11) asseguram que
o sistema vibroacustico € assintéticamente estdvel com garantido limitante superior sobre seu de-
sempenho H ... Como pode ser visto, as condi¢cdes do Teorema 9 e Coroldrio 2 fornecem menores
valores mdximos para o limitante b do que as condi¢des de De-Caigny (2009, Teorema 4.11) para

os casos 1, 2 e 3. Entretanto, a um custo computacional menor. Por exemplo, as condi¢des de De-
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-Caigny (2009, Teorema 4.11) utilizam sete vezes mais varidveis escalares do que Teorema 9 para
0 caso 2 e cinco vezes mais do que o Coroldrio 2 para o caso 3. Por outro lado, o maior valor
para o limitante b € fornecido pelo Coroldrio 2 para o caso 4 utilizando nove vezes menos varidveis

escalares e quatro vezes mais linhas de LMIs do que as condi¢oes de De-Caigny (2009, Teorema

4.114—3 4—0)-

4.3.3 Sintese de controladores estabilizantes 7 ..

Considere o sistema vibroacustico. Na secdo 4.3.2 € analisado a influéncia do distirbio ex6-
geno w na pressdo sonora y medida pelo microfone em fungéo da variagdo temperatura 6 [k]. A
partir da escolha da saida de desempenho z como sendo igual a saida mensurével y foram determi-
nados limitantes para o desempenho H ., do sistema vibroacustico em fun¢do do limitante taxa de
variagcdo A« [k]. Nesta se¢do, o objetivo ¢ minimizar a influéncia do distirbio exégeno w na pres-
sdo sonora y. Para tanto, utilizando as condi¢des do Teorema 11 (T11) e Teorema 13 (T13), sdo
projetados controladores estaticos H ., de realimentacao de saida por ganho escalonado e robustos
em fun¢@o do limitante b sobre a taxa de variacdo A« [k].

Para avaliar o efeito do nimero de estados disponiveis para realimentacdo no desempenho
dos controladores sdo projetados controladores de realimentagdo completa de estados (n, = 10)
e comparados com controladores de realimentagdo de saida considerando-se que os seis primeiros
estados sdo medidos em tempo real para realimentagdo (n, = 6).

A Figura 4.6 e a Figura 4.7 mostram os limitantes superioriores 7 sobre o desempenho ., do
sistema vibroacustico em malha fechada em fung¢ao do limitante b sobre a taxa de varia¢ao dos para-
metros A« [k] utilizando, respectivamente, controladores por ganho escalonado sintetizados pelas
condi¢des do Teorema 11 e controladores robustos sintetizados pelas condi¢cdes do Teorema 13.
Como pode ser visto, os controladores projetados através das condicdes do Teorema 11 garantem
menores custos H., para o sistema em malha fechada do que os controladores projetados através
das condi¢des Teorema 13, isto é, os controladores por ganho escalonado sdo mais eficientes do
que os controladores robustos.

Para n, = 10, as condi¢cdes de ambos teoremas sdo capazes de sintetizar controladores de
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Figura 4.6 - Garantido limitante superior 7 sobre o desempenho H., do sistema vibroacustico em malha
fechada em fung@o do limitante b sobre a taxa de varia¢do dos pardmetros A« [k] utilizando
controladores por ganho escalonado sintetizados pelas condi¢cdes do Teorema 11.
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Figura 4.7 - Garantido limitante superior 1 sobre o desempenho ., do sistema vibroacustico em malha
fechada em func@o do limitante b sobre a taxa de variagdo dos pardmetros A« [k] utilizando
controladores robustos sintetizados pelas condi¢des do Teorema 13.

realimentacdo completa de estados para quaisquer valores de b, ou seja, o sistema vibroacustico

¢ estabilizavel por um ganho de realimentacdo de estados, escalonado ou robusto, para todas as
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possiveis trajetdrias da temperatura 6 [k]. Considerando que a temperatura 0 [k] = 6 é constante
(b = 0), as condi¢des do Teorema 11 fornecem n = 3.097, n = 2.747,n = 1.773,n = 1.773 para os
casos 1, 2, 3 e 4, respectivamente, enquanto que as condi¢des do Teorema 13 fornecem 7 = 3.405,
n = 2.999, n = 3.079 e n = 3.079. Considerando que a temperatura assume valores aleatorios
para 0 [k] € [22.9°,25.4°] (b = 1), o Teorema 11 fornece n = 3.640, n = 3.465, n = 3.435 ¢
n = 3.465 para os casos 1, 2, 3 e 4, respectivamente, enquanto que o Teorema 13 fornece n = 4.070,
n = 3.503, n = 3.566 e n = 3.579.

Para ilustrar o desempenho dos controladores H., de realimentacdo completa de estados
para b € (0,1), a Figura 4.8 apresenta as sobreposi¢des das magnitudes dos diagramas de Bode de
5 sistemas LTI locais obtidos a partir dos modelos LPV em malha aberta e malha fechada fixando-
se valores equidistantes para a temperatura no intervalo [22.9°,25.4°] utilizando controladores de
realimentacao de estados escalonados e robustos sintetizados através da condi¢des do Teorema 11 e
do Teorema 13 para b = 0.1. Os diagramas do sistema vibroacustico em malha aberta mostram que
a maxima influéncia do distirbio exdgeno w ocorre em torno de 200 Hz de frequéncia. Entretanto,
ambos controladores escalonados e robustos atenuam significativamente o distirbio w na faixa
de frequéncia entre 175 Hz a 250 Hz, de forma que para o sistema em malha fechada a maxima
influéncia do sinal w ocorre por volta de 130 Hz e a maior norma H,, dos sitemas LTI em malha
fechada é 3.162 (= 10'°/2), sendo que para o sistema LPV as condicdes do Teorema 11 fornecem
n = 3.371,n = 3.244, n = 3.108, n = 2.886 para os casos 1, 2, 3 e 4, respectivamente, enquanto
que as condi¢des do Teorema 13 fornecem 1 = 3.620, n = 3.320, n = 3.324, n = 3.188. Ou seja,
valores muito préximos ao valor do desempenho H., do sistema LTTI.

Para n, = 6, o sistema vibroacustico € estabilizavel apenas para taxas de varia¢@o limitadas
(b < 1). Para b = 0, as condicdes do Teorema 11 fornecem n = 75.441 e n = 37.959 para os
casos 1 e 2, respectivamente, e 7 = 32.178 para os casos 3 e 4, enquanto que as condi¢des do
Teorema 13 fornecem n = 429.606, n = 100.367, n = 57.066. Para b > 0, os valores de 7 crescem
exponencialmente com o aumento do valor de b, sendo que os controladores mais eficazes sdo
fornecidos pelo caso 4, seguido dos casos 3, 2 e 1. Os valores mdximos do limitante b tal que o
sistema vibroacustico € estabilizdvel por um ganho de realimentacdo de saida estdo apresentados

na Tabela 4.12.
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Tabela 4.12 - Maximo limitante b sobre a taxa de variagdo A« [k] tal que o sistema vibroacustico é estabili-
zavel por um ganho estatico de realimentagdo de saida H ., escalonado ou robusto, projetado
através das condic¢oes do Teorema 11 e Teorema 13 para n, = 6.

Caso Teorema 11 | Teorema 13
Casol: L=1,g=1,d=0 0.096 0.037
Caso2: L=1g=1,d=2 0.121 0.103
Caso3: L=1,9g=2,d=0 0.165 0.160
Caso4: L=29g=1,d=0 0.265 0.256

A Tabela 4.13 apresenta a complexidade numérica do Teorema 11 e do Teorema 13 para

Para cada caso, ambos teoremas tem a mesma complexidade numérica em termos do nimero n;

de linhas de LMISs, independemente do nimero n,, de estados disponiveis para realimentacdo. En-

tretanto, o niumero de varidveis escalares cresce a medida que o nimero de estados realimentados

aumenta, sendo que o Teorema 13 utiliza menos varidveis escalares do que Teorema 11 devido as

parametrizacdes da varidvel de folga G e do ganho K do controlador serem independentes do pa-

rametro escalonado « [k]. Explicando assim o melhor desempenho dos controladores escalonados

frente aos controladores robustos.

Tabela 4.13 - Complexidade numérica, em termos do nimero n, de varidveis escalares e n; de linhas de
LMlIs, do Teorema 11 e do Teorema 13 paran, = 10,n, = 1,n, =1,n, =1, N =2,p = 3.

Teorema 13 Teorema 11
Caso b Ty ny Ty ny
ny, =10 | n, =6 ny =10 | n, =6

b= 220 192 111 330 274 111
Caso 1: L=1,g=1,d=0 | 0 <b < 1 220 192 2773 330 274 2773

=1 220 192 771 330 274 771

b= 220 192 155 330 274 155
Caso2:L=1,g=1,d=2 |0 <b< 1 220 192 10165 330 274 10165
=1 220 192 1849 330 274 1849

b= 275 247 133 495 411 133
Caso3:L=1,g=2,d=0 | 0 <b< 1 275 247 5545 495 411 5545
=1 275 247 1243 495 411 1243

b=0 330 302 133 660 548 133
Caso4:L=2,g=1,d=0 | 0 <b< 1 330 302 44045 660 548 44045
b=1 330 302 17425 660 548 17425
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Comparacao com resultados da literatura

Nesta secdo os resultados apresentados pelos controladores H,, de realimentacdo de saida
projetados através das condi¢des do Teorema 11 e do Teorema 13 sdo comparados com os resul-
tados obtidos pelos controladores por ganho escalonado e robustos sintetizados pelas condicoes
LMIs, respectivamente, do Teorema 5.2 e do Coroldrio 5.2 de De-Caigny (2009).

Tabela 4.14 - Maximo limitante b sobre a taxa de variagdo A« [k] tal que o sistema vibroacustico é esta-

bilizavel por um ganho estdtico de realimentacao de saida .., escalonado ou robusto, para
n, = 6 e respectiva complixidade numérica™ associada as condi¢des de De-Caigny (2009).

Caso b Ty ny
De-Caigny (2009, Teorema 5.2, 4—o) | 0.22 | 435 | 2792
De-Caigny (2009, Teorema 5.2, 4—2) | 0.22 | 435 | 10184
De-Caigny (2009, Teorema 5.2,—5 4—0) | 0.23 | 1132 | 5574
De-Caigny (2009, Teorema 5.2,—3 4—0) | 0.24 | 2629 | 10204
De-Caigny (2009, Corolario 5.2, 4—o) | 0.22 | 234 | 2792
De-Caigny (2009, Corolario 5.2,—1 4—2) | 0.22 | 234 | 10184
De-Caigny (2009, Corolario 5.2,—5 4—0) | 0.23 | 331 | 5574
De-Caigny (2009, Corolario 5.2,-3 4—0) | 0.24 | 428 | 10204

* valores de referéncia para b € (0,1).

A Tabela 4.14 apresenta os valores méaximos do limitante b sobre a taxa de variagdo A« [k]
tal que o sistema vibroactstico € estabilizdvel por um ganho estdtico de realimentacdo de saida
Ho para n, = 6, escalonado ou robusto, projetado através das condi¢oes de De-Caigny (2009).
De forma andloga as comparagdes de andlise, para os casos 1, 2 e 3, as condicdes de De-Caigny
(2009) fornecem resultados menos conservadores do que as condi¢des propostas neste trabalho
(Teorema 11 e do Teorema 13) a um custo computacional mais elevado, enquanto que os maiores
valores maximos para o limitante b s@o fornecidos pelos controladores projetados através do Teo-
rema 11 e do Teorema 13 para o caso 4, utilizando cerca quatro vezes mais linhas de LMIs do que
as condi¢des de De-Caigny (2009) para g = 3, d = 0 e cinco vezes menos varidveis escalares para

o caso escalonado.
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Figura 4.8 - Sobreposicdo das magnitudes dos diagramas de Bode de 5 sistemas LTI locais obtidos a par-
tir dos modelos LPV em malha aberta e malha fechada fixando-se valores equidistantes para
a temperatura no intervalo [22.9°,25.4°] utilizando controladores de realimentagcdo de estados
escalonados e robustos sintetizados através do Teorema 11 e do Teorema 13 para b = 0.1.
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5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Como demonstrado ao longo das andlises, este trabalho investigou a estabilidade assint6-

tica e desempenho H., de sistemas dinamicos LPV discretos no tempo. Dentro deste contexto as

principais contribui¢des foram:

Parametrizacao de sistemas LPV

Para a utlizacdo de uma gama de técnicas de andlise e sintese propostas na literatura é
necessario parametrizar o sistema LPV em termos de novos parametros com dominio
no simplex unitdrio. Muitas dessas técnicas sdo propostas para sistemas LPV polit6pi-
cos. Neste trabalho foram considerados sistemas LPV polinomiais homogéneos, englo-
bando como caso particular a classe de sistemas politépicos. Além disso, foi proposto
um método para a parametrizac¢ao polinomial de sistemas LPV com depéncia afim dos
parametros variantes. A parametriza¢ao fornecida € conservadora para sistemas com
trés ou mais parametros variantes. Entretanto, viabiliza a utilizagdo das técnicas for-
necidas em sistemas com um grande ndmero de parametros variantes por diminuir o

nimero de vértices de 2" paran + 1.

Parametrizacao da matriz de Lyapunov

Para sistemas LPV com taxa de variacdo limitada ainda ndo foi proposto uma para-
metrizacao para matriz de Lyapunov que forneca condi¢des necessdrias e suficientes.
Diversas parametrizagdes tem sido propostas na literatura a fim de fornecer condigdes
cada vez menos conservadoras. Neste contexto, a principal contribuicdo deste traba-
lho foi utilizar uma nova parametrizacdo para a matriz de Lyapunov, que generaliza
todas parametriza¢des propostas na literatura conhecidas pelo autor, para fornecer con-
dicdes de andlise necessdrias e suficientes para sistemas LTI e chaveados, e diminuir o
conversadorismo das condi¢des da literatura para sistemas LPV com taxa de variacao

limitada.

Modelagem do parametro de variacao
As condigdes de andlise e sintese fornecidades neste trabalho levam em consideracio

o limitante da taxa de variacdo dos pardmetros. Diminuindo o conservadorismo asso-
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ciado a hipétese de que os parametros variam arbitrariamente para os casos em que se
conhece a maxima a taxa de variacdo. Para tanto, foi utilizado um modelo politépico
para os parametros e suas taxas de variacao fornecido por Oliveira e Peres (2009). Esta
técnica modela de forma exata o dominio dos parametros e suas taxas de variacdo, evi-
tando conservadorismos. Entretanto, aumenta o esforco computacional necessario para
a resolucdo das condi¢des fornecidas por gerar um grande crescimento do nimero de

linhas de LMIs.

Condicoes de andlise e sintese para sistemas LPV

Este trabalho apresentou novas condi¢des LMIs para andlise de estabilidade, andlise
de desempenho H., e sintese de controladores estaticos de realimentacdo de saida,
por ganho escalonado e robustos, para sistemas LPV HPPD discretos no tempo. Os
resultados numéricos mostraram que as condicdes apresentadas podem fornecer resul-
tados melhores do que diversas técnicas encontradas na literatura em termos diferentes
complexidades numéricas. Mostrou-se ainda que o crescimento do grau da fungdo de
Lyapunov, bem como o crescimento do nimero de instantes de tempo considerados,

resulta no rapido aumento do numero de varidveis escalares e linhas de LMIs.

Trabalhos futuros

As abordagens propostas para a parametrizagdo do sistema LPV, parametrizacdo da matriz

de Lyapunov e modelagem do parametro de variacao, podem ser estendidas para fornecer:

Condig¢des de andlise e sintese para o desempenho H.

Controladores dindmicos de realimentacao de saida.

Além disso, outras extensdes que podem ser incorporadas as técnicas propostas sao:

Parametrizacido da matriz de Lyapunov: Os controladores por ganho escalonados
fornecidos dependem de valores futuros dos pardmetros variantes. Desde que a estru-
tura imposta sobre o controlador seja uma extensdo da parametriza¢do da matriz de
Lyapunov. Este problema pode ser contornado impondo-se uma nova estrutura com
dependéncia de instante passados de tempo (k,k — 1,k — 2,...) dos parametros.

Distirbios na leitura dos parametros: Os controladores por ganho escalonado pro-
postos consideram que os parametros possam ser medidos em tempo real sem a in-

fluéncia de disturbios exdgenos. O que pode ser conservador em aplicagdes reais de

78



engenharia. Assim sendo, uma possivel extensdo das técnicas propostas é considerar

distirbios na leitura dos parametros variantes.
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APENDICE A - MUDANCA DE VARIAVEIS PARA O ESPACO-vy

Neste apéndice sdo apresentadas as manipulacdes necessdrias para reescrever as matrizes
no dominio ~y usando a mudanga de varidveis 3.17. Primeiro € apresentado as manipulacdes para
matrizes polinomiais homogéneas e, em seguida as manipulagdes sdo estendidas para matrizes

polinomiais homogéneas dependentes de sucessivos instantes de tempo.
A.1 Matrizes polinomiais homogéneas

Considere a seguinte matriz polinomial homogénea

Alak) = Y o'[k]A.

LeKC(N,p)

A partir da mudanca de varidveis 3.17 para k£ = 0 tem-se que

assim
N M £
SO VIS ol 1 [ S
(eK(N p) i=1 CeK(N,p) i=1

Usando o Teorema 2 obtém-se

Z H Z W(ki)TOé,ﬂ K™ | A

CeK(N,p) i=1 \ k;€k(M,L;)

O S PR o] R

CEK(Np) kieK(Mt1)  kneK(M,Ex)
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Definindo k = (ky,...,kn) € RYM com k; = (kiy, ... kiy) € RM parai = 1,...,Ne
My = (M,--- ;M) € RY, obtém-se

-y ¥ <—§Hl Lk g,

LeER(N,p) keK(Mny L)

onde K (My,¢) é definido como o produto cartesiano de todos os conjuntos K (M,¢;), isto é
K (M) =K (M) x - x K (M/y).
Definindo S_N  k; = t, tem-se que t € K (M, SV éi) = K (M,g), assim

PETCIEED DEETUND DI DR | S

(M, CEK(N, _
tek(M,g) €K(N,p) kGIC(MN,K)

Zi\il ki =t

Por fim, definindo

_ =1
R e K (M ,0)
Zi\;l ki=t
obtém-se
A(a[k]) = A(y[k]) = v [k]" A,
tel( )
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A.2 Matrizes polinomiais homogéneas dependentes de sucessivos instantes de tempo

Considere a seguinte matriz polinomial homogénea dependente de L instantes sucessivos de

tempo

S > alkMalk+ L— 1Py,

MEK(N,g) ApLeK(N,g)
com \ = ()\17 )\27 s 7/\L)'

A partir da mudanga de varidveis 3.17, tem-se que

Oé[k—FR]l T%
alk + k] = f =Tx v[k] = P v IE]
alk + R]n Tk

parak =0,...,L, assim

Plak)= > - >

MEK(N,g) ALeK(N,g) i

=2 )

MEK(N,g) ALeK(N,g) i

f=F 1:12

M AL M AL,
(Z 0i,p) Vi1 [M) e (Z TL*l(i,jl)P)/jL [M) P.

1 \ji=1 Jjr=1

Usando o Teorema 2 obtém-se

N )\11' k1. 1
> > Il X mTo@fﬂ[k]kl

MEK(N,g) AL€K(N,g) i=1 \ ki, €K(MA,)

ALk
> ST B
7T(]{}L.) (62
kL,L-GIC(M:)\Li) v
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Rearranjando de forma conveniente os termos, chega-se

ki, €K(MA1,) ki €K(MMAiy) ki, elC(M,\L) kLNeic(M,\LN)

( ZL:I Zf\;1 En,

hl'Ll

Definindo k = (ky,...,kr) € RENM com k; = (kyy,... ki) € RVM parai = 1,..., L,
My =(M,.... M) e NFN N, =(N,...,N)eNleg, =(g,...,9) € NI tem-se que

Pal)= ¥ X TETIIInN, W=,

AeK(Np,g1) keK(MLn,A) h=11=1

onde K(Ny,g1) é definido como o produto cartesiano dos L conjuntos K(N,g) e K(Mpy,\) é

definido como o produto cartesiano dos LN conjuntos IC(M,\, ), ou seja

K(Ni,gr) = K(N,g) x - x K(N,g),

'
L vezes

IC(MLN,)\) = IC(M’)\IZ) X o X IC(M,)\lN) X+ X ,C(M,)\LJ X - X ’C(M,)\LN).

Definindo >>F | S°N Ky, = t, tem-se que
L N
te KM, Y ki) = K(M,Lg)

h=1 i=1

assim

Plalk)= >, ~K 3, 2 %HHT’% o
tek(M,Lg) AeK(NL,gr) /{;GK(MLN/\)

L N
thl Zz‘:l khi =1
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Por fim, definindo

. (A L
b= > > —k) TTTI7", P
AeK(Nr,9r) — h:l =1

ke IC(MLN,)\)
Zﬁ:l Zz]il kp, =

obtém-se que

Plall)=P(K)= S [k P
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APENDICE B - DERIVACAO DOS CONJUNTOS FINITOS DE LMIS

Neste apéndice sdo apresentadas as manipulacdes necesdrias para derivar os conjuntos finitos
de LMIs apresentados no Teorema 8 e Teorema 9. Utilizando os cdlculos com polindmios homogeé-
neos apresentados na secio 2.2.2, primeiro € apresentado a derivacdao do Teorema 8 e, em seguida,

a derivagcao do Teorema 9.
B.1 Derivaciao do Teorema 8

Nesta secdo sdo apresentadas todas as manipulagdes utilizadas para derivar a LMI (3.22) do

Teorema 8 a partir da LMI 3.18. Isto €, dada a LMI (3.18)

U(y[k]) =

P(y[k]) A~y [k])'P(~ [K]) -
| :

* P(y[K]

sdo apresentadas todas as manipulagdes, bloco a bloco, para reescrever o lado esquerdo da desi-

gualdade na forma

Wiy Vi)
Ty = Y. K] ,
{eIC(M, LG+ d-+p) Vi) Vi)
onde W, 1), W2 = @;(2,1) e W(2,2) sd0 os blocos da LMI (3.22) do Teorema 8. Primeiro sdo

derivados os blocos (1,1) e (2,2) da LMI 3.22. Em seguida, os blocos (1,2) e (2,1).
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B.1.1 Derivacao dos blocos (1,1) e (2,2)

Considere o bloco (1,1) da LMI 3.18

teK(M,Lg)
Aplicando uma relaxacdo Pdlya nivel d e uma homogenizacao polinomial de grau p obtém-se
M d M P
Piy[k)=| Y. ~K'P (Zv[k] k‘) (ZvW) :
tek(M,Lg) k=1 =1

Usando o Teorema 2 pode-se reescrever

> . d! k p! ¢

Py = Y. ~K'P > il > ot

teK(M,Lg) kel (M,d) Lek(M,p)

Por fim, usando o Teorema 1 chega-se que

PO = > KA > vl Y w%—a%@
€KX(M,p)

tek(M,Lg) JEK(M,d+p) ¢ e
i d! pl
= > > > AR
i€ (M, LG+d+ ; m(J ) m(€)

_ > v [k Wi

i€ (M, LG+d+p)

A derivacao do bloco (2,2) € andloga a derivacao do bloco (1,1).
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B.1.2 Derivacao dos blocos (1,2) e (2,1)

Considere o bloco (1,2) da LMI 3.18
AR PR = | > K4 > k'R
LeK(M,Lg) tek(M,Lg)
Aplicando uma relaxacdo Pdlya nivel d obtém-se
M d
AR POIR) = | >, 'R (Z v K] k) > VA
teK(M,Lg) k=1 Le(M,Lg)
Usando o Teorema 2 pode-se reescrever
N _ _ d! R
AR Py = | > ~K'R > > kA
tek(M,Lg) kek(M,d)

Por fim, usando o Teorema 1 chega-se que

A

TCIOTCICIE (D DI B DTG D DR !

tekK(M,Lg) JEK(M,d+p) LeR(M.p) sy (‘7
; d -
PO SR V= e
i€ (M,LG+d+p) JEK(M,d+p); ; LEK(M p) 5y J
= Z Y [k’]z Wi1,2)-
i€K(M,LG+d+p)

A derivagdo do bloco (2,1) € andloga a derivacao do bloco (1,2).
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B.2 Derivaciao do Teorema 9

Nesta secdo sdo apresentadas todas as manipulagdes utilizadas para derivar a LMI (3.23) do
Teorema 9 a partir da LMI (3.20). Primeiro sdo derivados os blocos (1,3), (3,1), (3.,4) e (4,3) da
LMI (3.23). Em seguida, os blocos (3,3) e (4,4). As derivagdes dos blocos (1,1), (1,2), (2,1), (2,2),
(2,4) e (4,2) s@o omitidas uma vez que sdo andlogas as derivacdes dos blocos da LMI do Teorema 8

apresentada no apéndice .
B.2.1 Derivacao dos blocos (1,3), (3,1), (3,4) e (4,3)

Considere o bloco (1,3) da LMI 3.18

Le(M,Lg)

Aplicando uma homogenizacao polinomial de grau L g e uma relaxag¢do Pélya nivel d obtém-

S€

3w(7[k])15(7[k])=<2’7[/€]t> (Zv[/ﬂ]k> > Y[k Bu

k=1 tek(M,Lg)

Usando o Teorema 2 pode-se reescrever

B P = X Epr) [ Y Loawt) [ X AW B

teK(M,Lg) ﬂ-( ) keK(M,d) (k) LeK(M,Lg)
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Por fim, usando o Teorema 1 chega-se que

BOWPOH)= (Y S Y W Y b

tek(M,Lg) () JEK (M d+p) CER(Mp) g =0
i d! (Lg)! -
€K (M, LG+d+ ; m(j =) 7(i — j)
i ; D) JEK(M,d+p);» ; LEX(Mp) 5y

= Z v K] Wi s)-

i€ (M, LG+d+p)

As derivacdes dos blocos (3,1), (3,4) e (4,3) sdo similares a derivagao do bloco (1,3).
B.2.2 Derivacao dos blocos (3,3) e (4,4)

Considere o bloco (3,3) da LMI 3.18

Aplicando uma homogeniza¢ao polinomial de grau Lg + p e uma relaxacdo Pdlya nivel d

obtém-se
0, = (Zv[kﬁ]t> (Zv[kﬁ]k> (ZvW) 01y,

Usando o Teorema 2 pode-se reescrever

o= S S| X Gt | X L

tek(M,Lg) m(t) kek(M,d) (k) te(M,p) (
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Por fim, usando o Teorema 1 chega-se que

T D D= D SR D D=

G-

tek(M,Lg) JEK(M,d+p) CeR(M.p);wy
i d! (Lg)'p!
= Y [k] ; ; - nInw
'EIC(M;G-HH- j Z Z m(j = O nli=5)m(l)
¢ ) P) JER(M,d+p);, ; LEX(Mp) 5y
= S R Wi
i€ (M, LG+d+p)

A derivacao do bloco (4,4) € anédloga a derivacao do bloco (3,3).
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APENDICE C - MATRIZES DO SISTEMA VIBROACUSTICO

Neste apéndice sdo apresentas as matrizes, utilizadas no Capitulo 4, do sistema vibroacustico
obtido de De-Caigny (2009). O sistema vibroacustico consiste em um sistema LPV HPPD discreto

no tempo com

nx:10> nwzla nuzla ny:L N:2, p:3,

a [k] = (oq [k] ;a0 [k]) € Ay parametrizado em fungdo da temperatura 6 [k] € (6,0) tal que
o[k — 0 9—0[k]
k' - = _, k - = .
ay [K] i—0 a [K] 7—0
para § = 22.9°, § = 25.4° e as seguintes matrizes
0 —09626 0 0 0 0 0 0 0 0 |
1 17954 0 0 0 0 0 0 0 0
0 —0.0002 0 —0.9881 0 0 0 0 0 0
0 —0.0575 1 1.7539 O 0 0 0 0 0
A 0 —0.0769 0 —-0.0769 0 —-0.9823 0 0 0 0
3,0) — )
o0 0 0.0187 0 0.0187 1 1.5947 O 0 0 0
0 0.0001 0 0.0001 0 0.0001 0 —0.9788 0 0
0 —0.0951 0 —-0.0951 0 —-0.0951 1 1.4367 O 0
0 0.0598 0 0.0598 0 0.0598 0 0.0598 0 —0.9840
|0 0.0060 0 0.0060 0 0.0060 0 0.0060 1 14126
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o O O O o o o o w o o O O O o o o o w o

o O O O O o o o —~= o

—2.8719
5.4438
0.0079

—0.1615

—0.3004
0.1700

—0.0949

—0.2072
0.2641
0.0845

—2.8951
5.4256
0.0266

—0.1877

—0.3057
0.1118
0.0049

—0.3341
0.0980

—0.0390

—0.9544
1.8247
0.0140

—0.0596

—0.1196
0.0616

—0.0145

—0.0841
0.0787

—0.0189

o O O O o o w o o o o O O O o o w o o o

o O o o o o ~= o o o

—2.9706
5.3469
—0.3004
0.1700
—0.0949
—0.2072
0.2641
0.0845

—2.9683
5.3146
—0.3057
0.1118
0.0049
—0.3341
0.0980
—0.0390

—0.9838
1.7954
—0.1196
0.0616
—0.0145
—0.0841
0.0787
—0.0189

o o o o O

—2.9478
4.4091
0.2641
0.0845

o o o o O

—2.9432
4.3726
0.0980

—0.0390

o o o O O

0
—0.9814
1.5036
0.0787
—0.0189

w O O o o o o o o o

w o O o o o o o o o

o O o o o o O

e}

0
1

o O o o o o o

—2.9501
4.3066 |

o O o o o o o

—2.9601
4.3100

o O O o o o o

0
—0.9864
1.4795




w(3,0)
w(2,1)

w(1,2)

B/
B/
B/

Bilu(073)

20.0960
—42.8248
—27.0185

44.2468

—7.0527

8.2896
7.4032
—6.7221
—0.7929
0.4440

= |—-1.8156 1

= |—6.0742 3

= |—5.2695

= |—1.8463

3

1

0 —0.0134
0 —0.0237
0 —0.0445

0 —0.0108

38.8932
—111.4966
—65.6093
112.6192
—37.2542
45.2669
34.9177
—37.0961
—5.2738
3.0896

0000

0000

0000

0000

0 —0.0134

0 —0.0237

0 —0.0445

0 —0.0108

0

0

0

0
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19.7695
—43.2715
—33.7478

51.6911
—17.3350

18.4157

19.8452
—18.5093

1.5827

—1.5530

0 0 0,
0 0 0,

0 0 0,

0 0 O:,
—0.0134
—0.0237
—0.0445

—0.0108

11.6650
—27.4710
—19.6435

28.2299
—10.6386

11.3830

11.7778
—10.6153

—0.4920

0.1797

0 —-0.0134

0 —0.0237

0 —0.0445

0 —0.0108

—0.0134
—0.0237

—0.0445

—0.0108 -
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