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RESUMO

Neste trabalho sdo apresentadas sclugles numéricas para
a conveccdo natural por difusdo dupla em torno de um cilindro
aguecido enterrado em um meio poroso saturado, sujeito a condigdes
de temperatura e concentragdc constantes no cilindro e na
superficie do solo.

As equagbes governantes sdo expressas nas coordenadas
bipolares segundo a formulagido de fungdc de corrente e resolvidas
numericamente pelo método do volume de controle.

As caracteristicas de transferéncia de calor e massa sao
estudadas em funcdo do numero de Rayleigh, do numero de Lewis e da
razado de empuxo.

Solugdes analiticas do tipo perturbative s@o apresentadas
para o mesmo problema tomando por base a perturbagdo de Rayleigh
Ra & da razfo de empuxo N. 0s resultados analiticos sao comparados
com os obtidos numericamente. A solucdoc valida nas proximidades do
estado estagnante nos permitiu obter resultados em termos dos
numeros de Nusselt e Sherwood para as condigdes Ra<2 e
~4<N<3 nas situagdes em gue Le é de ordem O(1).

Um estudo similar foil realizado para o caso de fluxoc de
calor e massa constantes no cilindro e temperatura & concentragao
constantes na superficie do solo. Também para esta configuragdo, a
solucdo foi obtida tomando por base a perturbacéo do numero de
Rayleigh Ra e da razdo de empuxc N e os resultados sao comparados

com os obtidos numericamente.



SUMMARY

In this work numerical solutions are presented for the
natural convection heat transfer by double diffusion from a heated
cylinder buried in a saturated porous medium where both the
cylinder and the medium surfaces are maintened at constant
uniform temperature and concentration.

The governing equations are expressed in bicylindrical
coordinates in the stream function formulation and handled
numerically by a control-volune method.

Heat and Mass Transfer are studied as a function of
Rayleigh number, Lewis number and the buoyancy ratio number.

Perturbative type solutions for the problem are presented
considering a perturbation in Rayleigh number and the buoyancy
ratio nunmbker.

The numerical results obtained are  compared with
analytical results. The solution, valid in the wviecinity of the
stagnant condition, allowed us to get results in terms of Nusselt
and Sherwood numbers in the range Ra<2, =-4<N<3 in conditions that
Le is of 0(1).

A similar study was carried for the casé where a uniform
heat and mass flux cylinder and constant uniform temperature and
concentration in the medium surface is considered.

For this configuration, the solution was also obtained
taking a perturbation in Rayleigh and buoyancy ratioc numbers. The

results are compared with numerical ones.
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Nomenclatura

fator de escala para coordenadas bipolares,

adimensional
concentragado do constituinte quimico, [kg/ma}

profundidade do cilindro & superficie superior,

{m]

difusividade de massa do constituinte no meio, [m{sz}

versores nas coordenadas bipolares, adimensionais

aceleracao da gravidade, {m/sz]
fungdo, definida na Eq.2-25, adimensional

fatores de escala na mudanga para variaveis bipolares,

adimensionais
fungae, definida na Eg.2~-24, adimensional

fluxo de massa local, {kg/mzﬁ]

fluxo de massa total por unidade de comprimento do

cilindro, [kg/ms)

condutividade térmica efetiva do meieo poroso saturado,

(W/m K]

permeabilidade do meio poroso, {mz]

nunerc de Lewis, a/D, adimensional

pardmetro da grade, numerc de nds na diregdo u,
adimensional

parametro da grade, ntmero de nés na direcgdo v,
adimensional

razdo de empuxo, adimensional

nunerc de Nusselt médio, adimensional

presséo, [Pajl

namerc de Prandtl, v / «, adimensional

fluxo de calor local,.{W/m2}

fluxo de calor total por unidade de comprimento do

cilindro, [W/m]
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dimensioc sobre o eixo X, [m]
dimensdo scbre o eixo y, [m]

raio do cilindro enterrado, [m}

nimerc de Rayleigh modificade, adimensional
nimero de Sherwood Meédio, adimensional
temperatura, {[K]

coordenadas bipolares, [m]

velocidade média, [m/s]

velocidades nas diregdes u e v, [m/s]

valor da coordenada v sobre o cilindro, {m}
coordenadas cartesianas, [m)

valor na superficie do solo, [nm]

{ Y= 0 corresponde a u=mn v=0 )

Simbolos Gregos

difusividade térmica efetiva do meio poroso saturado, {m/sz}
coeficiente de expansdo térmica, [x 1

coeficiente de expansdo quimica, [m3/kg]

diferenca de concentracdo, do cilindro a superficie superior,
(kg/m’]

diferenca de temperatura, do cilindro & superficie superior,

{X]

valor da variavel u sobre o cilindro (v=v,), adimensional

viscosidade dindmica, {Pa s}
viscosidade cinemadtica, {m/sz]
densidade da solucdo, [kg/m3]
fungéo de corrente, [mz/s]
operador diferencial nabla

indices

variadveis adimensionais

valores relativos ao cilindro

valores relativos & superficie superior
valores de referéncia

grandezas vetoriais

Especlais

(fa.,b]] max (a,b)

11
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CAPITULC I
INTRODUGAO

A ocorréncia de um diferencial de temperatura entre um
cilindro enterrado & o meioc que ¢ circunda & comum em diversos
processos naturais ou industriais. Exemplos dessa ocorréncia sao
as tubulagdes de distribuigdo de vapor, as 1linhas de oleodutos
onde o fluide € mantido aquecide para reduzir os custos de
transporte e os cabos de energia elétrica em que se deseja uma
dissipagac controlada do calor gerado. A difusdo pura e a
convecgao natural sdo os mecanismos envolvidos na transferéncia de
calor nestes casos,

Conhecer bem estes mecanismos significa deter meios de
estimar melhor as perdas de calor, de minimizd-las ou estimula-las
tanto quanto possivel em cada interesse especifico.

Muitos processos de transporte presentes na natureza séo
devidos a esceanmentos com a ocorréncia simultdnea de gradientes de
temperatura e concentrag¢aoc. Alguns fendmenos oceanograficos come
os das fontes de sal encontram explicacdo na presenga acoplada dos
gradientes térmicos e salinos. Também encontramos aplicagdo no
controle da disseminacdce de contaminantes poluidores provenientes
dos sitios repositarios de lixeo industrial gquimico & de lixo
radicativo gue permitem scolugdes para problemas na area de
espalhamento radioativo nos solos, da contaminagdo dos lencgois
hidricos & de outros correlatos que ainda continuam a reclamar
solucgio.

Na literatura encontramos alguns trabalhos para a
resclucdo do problema andalogo de transferéncia de calor na
auséncia de disseminacdc de componentes quimicos.

Os primeiros trabalhes que  trataram de  assunto
consideraram a transferéncia de calor num meio puramente condutivo
{2~3}] e algumas solugdes analiticas estdo disponiveis na
literatura para clilindros e cabos em tais candiqées.



Para o caso de superficie do cilindro com variagdes na
temperatura e configuragido puramente condutiva também encontramos
o trabalho de Bau e Sadhal [4] que trata do problema do cilindro
em um meioc homogéneo, semi-infinito, com condigées de fronteira
mista {(convectiva), considerande um coeficiente de transferéncia
de calor uniforme ac longo do cilindro. 0s autores tambénm
consideraram um segundo caso de variag¢do linear da temperatura ao
longo do eixo do cilindro, apresentando solugdes perturbativas
para a distribuigdoc de temperatura com a utilizacgdo de coordenadas
bicilindricas.

Schrock et alli [5] estudaram, inclusive com experimentos
de laboratdério, o caso de um cilindro enterrado a uma certa
profundidade de uma superficie horizontal permeavel. Os autores
apresehtam entdo correlagdes para a distribuigdo de temperatura
guando a transferéncia de calor comega a ter contribuicéao
significativa da conveccao.

Mais recentemente Bau [6], avangande na linha do
problema convectivo, apres e ntou solugdes analiticas para a
conveccdo natural em casos de numeros de Rayleigh baixos., No
problema estudado, a convecgdo ¢ induzida por um cilindro agquecido
em um meio poroso saturado e permedvel, onde ambos, cilindro e
solo, sac mantidos a uma tenperatura constante. O autor utilizou
una técnica de expansio por perturbaqéo regular para o calculo dos
campos de escoamento e de temperatura obtendo solugdes analiticas
validas para mimercs de Rayleigh menores do que'O(l).

Ficou entdo a necessidade de ampliar o campo de
conhecimento sobre o problema para uma faixa de numeros de
Rayleigh maicres, o que foi feito por Fernandez and Schrock [71
e Farouk e Shayer [8]. Fernandez and Schrock [7] apresentam
correlacdes para o numero de Nusselt no case de cilindreos
enterrados aquecidos em um melo poroso saturade numa faixa de
Rayleigh variando entre 0.0l e 110.

Farouk e Shayer [8] expandem a faixa estudada do numero
de  Rayleigh  para ( 0 ~ 300 ). Como caracteristica deste



trabalho temos a utilizagdo de um sistema de grade composta para a
discretizagéo do dominio, com uma malha em coordenadas polares nas
vizinhancas do cilindro e em coordenadas cartesianas sobre o resto
do dominioc. Foli também utilizado o método do volume de controle
atraves de um  esquema completamente implicito. Os autores
exploraram o parametro geométrico da profundidade do cilindro até
o solo numa faixa (1,2 a 5.2), apresentando'extensas analises dos
campos de temperatura e velocidades.

O problema de cilindro enterrado em um meio poroso para
o caso de convecgdo duplamente difusiva (efeito de gradientes de
temperatura e de concentracao) nao teve a atencao dos
pesquisadores até o presente momento.

Trevisan [9], em seu trabalho socbre convecgdoc natural
por difuséo dupla em cavidades, se constitul num dos primeiros a
abordar este campo. Uma contribuicdo importante de seu trabalho
foi a utilizacdo da andlise de escala em problemas desta natureza.

0 presente trabalhe € um estudo socbre a convecgédo
natural promoevida pela difusdo dupla em meios porosos saturados
que propde a resolugdo numérica para variagdes de Rayleigh
(0,1000), de Lewis (0,100) e da razdo de empuxo (~3,+3),
utilizando-se do método do volume de controle idealizado por
Patankar {1]. Este método ven sendo largamente utilizado e a sua
implementagido para um sistema de coordenadas bicilindricas foi
realizada. Tal elaboragdo se constituiu em parte importante deste
trabalho.

No capitulo II apresentamos a formulagdo matematica do
problema do cilindro agquecido em um meio poroso saturado. A
equacdo adicicnal do constituinte guimico descreve o transporte
difusivo acoplado, objeto de atengao nova no presente trabalho.
De posse de tais egqguagdes num sistema de coordenadas generalizadas
tratamos da transformacdo de tais equagbes para um sistema de
coordenadas bicilindricas que resolveu satisfatoriamente todas as
dificuldades existentes para a geometria complexa do problema. A
formulacdo funcdo de corrente é entdo utilizada nesse sistema. A
adimensionalizacgdac efetuada nos fornece trés paridmetros fisicos: o



numero de Lewis (Le), o numero de Rayleigh ({Ra} e a razao de
empuxo (N}, que governam o movimento do fluido, da energia térmica
e da espécie quimica. As condigdes de contorno no sistema de
coordenadas para o meio semi-infinito estudado se tornam mais
simples. A restrigdo da condigde no infinito ser descrita num
dominio finito é um assunto analisado com o apoio de testes
adicionais de sensibilidade. as = eguacgdes discretizadas em
coordenadas bicilindricas sdo apresentadas apds a integracao
numérica direta e posterior aplicagdo do método do volume de
controle desenvolvido por Patankar [1].

0 Capitulo IIT apresenta detalhes da validacdo do método
numerice aplicadeo. Apresentamos resultados numéricos e sua
comparagao com dados publicado na literatura. Cuidados necessarios
com ¢ numero de pontos da grade para a convergéncia do método sao
mostrados em testes de refinamento da malha.

No Capitulo IV referente a apresenta¢dc dos resultados, a
andlise =e torna interessante gquando expandimos o canpo de
variagde para Ra e Le. Um valor de N negativo apresenta resultados
até entdo ndo examinados no tocante & inversdo do movimento do
fluido.

Nos escoamentos dirigidos pelo calor, os resultados
apresentados mostram de forma exaustiva a transigdc entre os
escoamentes puramente condutive, convectivo e condutive e
puramente convectivo. Sido apresentados perfis de velocidade, de
temperatura e a propagac¢do do contaminante pelo meic na geometria,
alén da investigacdc sobre a influéncia dos pardmetros de Rayleigh
e Lewls sobre as curvas de Nusselt e Sherwood no cilindro e na
parede.

Nos escoanentos com N>0, o empuxo devido ao gradiente de
concentragdd tem uma malor influéncia no escoamento em relagdo ao
gradiente de temperatura. Um valor positivo de N cria forgas de
empuxo concordantes e podemos perceber uma intensificagdo dos
efeitos da forga de empuxo scobre o escoamento.

Nos escoamentos com N<~1 para certos valores de Ra e Le

se percebe o efeito de recirculagido no escoamento e tal fendmeno &



analisado com detalhes. Nesta classe de escoamentos
o efeito mais interessante é o da troca de calor ocorrer entre o
cilindro e o meio com o aumento de Ra ou de Le, com quase nenhum
calor trocado entre a parede & o meio. .

Uma das contribuicdes deste trabalho foi a de
evidenciar a simetria das curvas de Nu e Sh em relagdo a um ponto
de minimo. Uma constatacdo importante revelada pelo trabalho de
gsimulagdo foi a de tal minimo depender sensivelmente de Le e muito
pouco de Ra.

No Capitulo V apresentamos solucgdes analiticas via
expansic por perturbagido para comparagdc com resultados numéricos
obtidos pele método numérico para o caso de T e C constantes
no c¢ilindro e na superficie superior. Tal técnica possibilitou
descobrir relacgdes explicitas entre as variaveis da concentragao e
da temperatura para cada nivel de aproximagado. A faixa de Ra
préoxinoe a 1 @ uma iimitaqéo da técnica quando se deseja conhecer
a influéncia dos efeitos convectivos sobre o escoanento. O caso g
e j constantes no cilindro apresenta resultado ndc disponiveis na
literatura para aproximagbes lineares, onde se procurou analisar a
influéncia do raio do cilindro e a sua profundidade em relagdoc ao

s0lo para Ra e (N+1) préximos de zero.



CAPITULO 1T

FORMULACAC MATEMATICA

Consideramos o problema de um cilindro infinito enterrado
ex um meio poroso saturade. O cilindro tem raio r, e esta
enterrado a uma profundidade d da superficie superior do meic
poroso. A parede externa do cilindro é mantida a uma temperatura
Tw e a uma concentragio Cw' constantes, enquanto a superficie
superior do meio porosc é mantida a uma temperatura T, e a uma
concentragdo CS, conforme a Fig. (2.1). As hipdteses de regime

permanente e parede impermeavel também sdo consideradas.

I1.1 EQUACOES DE CONSERVACAO

Para a obtengao das equagdes gue descreven o
problema, assumimos que:
i~ O meio poroso e o fluido que o satura sdc homogéneos e
igotrépicos,
Z2- A ‘Aprcximaqéc de Boussinesqg & valida para variagdes de
densidade devide a mudancas tanto de temperatura quanto de
concentragdo.

Podemos assim, expressar a densidade por [10]:

pL1-RB(T=-T) - B(C=-C) 1  (2.1)

o
i

ondea g e BC sao os coeficientes de expansao volunmétrica

térmica e guimica, respectivamente definidos por
B = -1/p, ( 3p/5T) (2.2)

B, = -1/p, ( 89/0C) (2.3)



3~ Assumimos a validade da Lei de Darcy para descrever o
escoamento do fluido no meio poroso.

Assim

(i/Ky.V =~- [ % - pg] : (2.4)

Tomando~se © rotacional de (2.4) e usando o fato que:

Y x ¥p = O (2.5)
Ux (pg)= (% )xg + p(¥xg) (2.6)
(v xg) = 0 (2.7)

:

Chegameos a expressao
(W/Ky VxV = = (9p)xg (2.8)

4~ A matriz porosa € rigida, o fluido é incompressivel
consideramos as demais propriedades termodindmicas do fluide ( &
excecdo da densidade no termo de empuxc) e da matriz porosa como
constantes. '

5 - Ndo ocorrem reagdes gquimicas e a dissipagdo viscosa é
desprezivel. |

6~ O meio poroso e o fluide apresentam equilibrio termedinémico
local, e portantoe a temperatura do sistema se refere
indistintamente 3 matriz solida e ao fluido gue a satura.

Baseado nas hipdéteses por nés consideradas, as eguagoes
governantes do problema da convecgdo natural duplamente difusiva

em meios porosos podem ser reescritas para regime permanente na
forma (10]:



Conservagace de Massa

V.V = 0 (2.9)
Variag¢do da Quantidade de Movimento

(u/X).V = ~[9p - pg ] (2.10)
Conservagds da Energia

(V.9 T = a¥V. (VT) (2.11)
Conservagao do Constituinte Quimico

(V.V) C = DV. (7C) (2.12)

Nas equagdes anteriores V representa o vetor velocidade
média por unidade de volume do meic poroso (velocidade de
penetragédo), T é a temperatura de equilibrio local entre o fluido
2 a matriz porosa enguanto C representa a concentracdo do
constituinte quimico em unidade de massa do constituinte por
unidade de volume do meio poroso. O termo a ¢é definido como a
difusividade térmica efetiva, ou seja, a condutividade térmica
efetiva do meio poroso saturado ({soélido mais fluide) dividido pela
capacidade térmica especifica do fluido que satura a matriz.

Q parametro D representa a difusividade do
constituinte no meio poroso saturado pelo fluido. Os demais

termes encontram~se definidos na Nomenclatura.
iI¥.z. O SISTEMA DE COORDENADAS BIPOLARES
A geometria do problema, vide Fig. (2.1), sugere a

utilizagdo de um sistema de coordenadas bipolares (u,v) para o
encaninhamento de solugdes sejam elas numéricas ou analiticas. Q



o
Meio poroso®

c o o ©

e )

o
o] C o o
o C o

o]

OO L
o)

Fig. 2.1  Sistema de coordenadas bipolares
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novo sistema € relacionado ao sistema de
(%,y) pela férmula {11}]:

coordenadas cartesianas

X + 1y = a cotgh {(v-iu)/2) (2.13)

Como relagao de transformacdo entre os dois

sistemas de
covrdenadas temos ‘

a senh v
* o= coesh v~ cos U i (2.14)
a sen u
y = (2.15)
cosh v - cos u
zZ = Z (2.18)
Com
-0 = u 5 7
-00 < V < 00
A profundidade d & dada por:
o 2.17
d r, cosh vy { )

O fator de escala a por:

a = rl senh Vl {2.18)

Onde v, é o valor de v sobre o cilindro.

A configuragdo geométrica do problema esguematizada na
presenga dos sistemas de coordenadas cartesianas e
bipolares estd representada na Fig. {2.1).

coordenadas
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II.3 EQUACOES TRANSFORMADAS

Vamos utilizar a formulagdo fungdo de corrente nas

eguagoes (2.9) a (2.12), gue pode sger definida num
genérico de coordenadas cono

sistema

v, = 1/h, 8¥/8v (2.19)
vV, = - l/h, 8¥/8u (2.20)

Para o sistema de coordenadas bipolares conforme o Anexo A,

temos:
hu = hv = a / ( cosh v = pgos u } {(2.21.1)
h, =1 (2.21.2)
De (2.19) e {2.20) obtemos
UxVU = - ¥ 2g éz , donde:
o . ~ (cosh v - cos u)2 (8 2%/8u2_+ P ZQ/BVZ
X =

2
a

(2.22)

Assim, escrevendo o lado direito da equagac {(2.10) no
sistema (u,v) com (2.22) e substituinde o lado esguerdo pela
expres=io (A.3) chegamos a

2

2 2 2 XKapog
8% w/au® + 8 Zwrav? =

i@

(H(B 8T/8u + B_ aC/au) +

+ G (B 8T/8v + B_ 4c/av) ]

(2.23)



12

ondea
1 - ¢os u cosh v
H = {(2.24)
{(cosh v -~ cos u)2
senh v sen u :
G = (2,25)

(cosh v - cos u)z

De forma semelhante podemos obter a reformulacao da
equagdo {(2.11) no sistema (u,v):

De {A.l):
(V.9) T = v, /h, 8T/8a  + V /h 8T/6v (2.26)

En termos da fungao de corrente

2
{cosh v ~ cos u} ( 8%/8v . 8T/du -

(V.9 T = 5
a

- 8¥/8u . 3T/av ) (2.27)

De (A.2) temos

(cosh v - cos u 2 2
V.(VT) =v2T = )8 Prjed® o
2
a

+

8 ET/BVz) (2.28)

De (2.27) e (2.28) temos:

2
vVoT = lfa ( 8¥/8v . &T/8u - a¥/au . 8T/av )

(2.29)
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Analogamente, g equacao de conservacgée do constituinte
quimico assume a forma:

VoC = 1/D ( atsav . 8C/8u  ~ 8¥/8u . scsav )

(2.30)

I1.4. VARIAVEIS ADIMENSIONAIS

As seguintes variaveis adimensionais sao definidas:

o
4

f

a/ ¥y, = senh v

1
*
d = g/ r1 = cosh V4
* T -~ 7T
T =
Tv = Tg
" c - Cs (2.31)
C = :
cw - Cs
*
¥ = ¥/ (aRa)
onde Ra = K gpg AT rl/(v o)
e AT = Tw - Ts
AC = Cw - CS

A eqg. (2.23) em termos das variaveis adimensionais fica:

* * *
vy = a [(H 3T sou + G a7 sav) +

+ N (Hac™/au + ¢ sc*sav) ) (2.32)



14

g AC
onde N = <
B AT

A eqg.(2.29) fica

* %* * * *
v T = Ra { a¢ /av 8T jou - o8 /d8u 8T /fav)
{2.33}

E a eqg. (2.30) fica

i

: * * * * *
v C = Ra Le ( ay /8v 8C /ou =~ 8y fou 8¢ /38v)

(2.34)

A compreensido geral sobre o fendmeno & auxiliada pela
adimensionaliza¢do acima efetuada. No caso do nosso estudo, @
relativamente grande o numero dagueles grupos e devemos esperar
uma variedade igualmente grande de regimes de escoamentos
possivels dentro do dominio representado na Fig. (2.1}. A
excessido do pardmetro N, os grupeos adimensionais entao . apontados
tém os seus valores variando no dominio (0, oo). O grupc N nos
fornece a proporgdo entre as forgas devido ao gradiente de
concentragdc e as devidas ao empuxo térmico, cuja combinacgao
dirige o movimento do escoamento, como expresso na equacgdoc de
conservagdo da variagdo da quantidade de movimento (eq. {2.32)). O

valor de N pode ser positive ou negativo, conforme as forcas de
empuxo sejam concordantes, ou adversas.
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I1.5. CONDIGCOES DE CONTORNO

Em termos adimensionais no novo sistema de coordenadas (u,v)
estabelecemos as seguintes condigdes de contorno conforme o
dominic mostrade na Fig.(2.1):

u=0 vy vE 0 « ¥ =0 , 8T/ ev = sC j8v =0
=1l v, o<V 0O =+ ¥ =0 , 8T /3v = 8C /3v =0
* » *
V=Y, 0s us N = ¥ =0 ,T=0C=1]
v=0 0= u= T s ¥ =0 ,T=¢=0
{(2.35)
As condigbes de contornoc (2.35) se referem ao

dominio semi-infinito do escoamento envolvendo o© cilindro
aguecido. Para efeito de solugdoc numérica, fol considerado o
gominio guadrado come ilustrado na Fig. (2.2).

Nesse dominico finito as condigdes de fronteira do
escoamento nos lados do guadradeo afastados do cilindro podem
influenciar os resultados numéricos obtidos principalmente para
valores de Ra e Le baixos. Procuramos definir valores para ¥, T e
C nos dois lados do guadrado que supomos estarem bem afastados do
cilindro de tal forma que pudéssemos considerar as seguintes

aproximagdes:

y =Qy 0= x=0x 8/ 8y = 8T /8y = 6C/6y = 0
(2.36)
X =Q¥ 0 = y=Qy 8% /ox = 8T /8x = 8C /6x = 0O

0s valores numéricos apresentados em (2.35) tém  sua
razdoc de ser ja que a utilizagdo de um sistema de coordenadas
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bicilindricas obriga-nos a trabalhar integralmente em um dominio
semi-infinito . Evidentemente os calculos efetuados em regides
afastadas do cilindro sfo imprecisos e podem afetar os resultados

para Nusselt e Sherwood no cilindro e na parede.
Optamos por um dominio finito {(quadrado como mostrado na

Fig.(2.2)), adotando valores de Qx e Qy no nove dominio de tal
mode a reproduzir 08  Nesmos resultados de um dominio
semi-infinito.

A Tabela (2.1) nos mostra a influéncia de varios dominios
para um caso critico, ou seja com numero de Rayleigh bastante
reduzido. Con base nes resultados apresentados da Tabela
adotamos o guadrado de dimensdes 3 x 3 como adequado para a
obtengao dos resultados numéricos agqui apresentados. A escolha de
tal deminic foi feita num caso critico de Le e Ra baixos, onde o
espalhamento dos efeitos da condugdo € bem pronunciade para
regides bastante afastadas do cilindro.

Tabela 2.1
Influéncia do Dominio na Solugéo
{ Ra=1 Le=1 N=0 )

Qx x Qy Nu
2x2 1.120
3x3 1.150
4x4 1.151

A escolha fol baseada num critério de ndo permitirmos um

3 de um dominio para outro. Tal

erro absoluto em Nu acima de 1x 10~
dominio fol considerado suficientemente grande para que as
condicdes de contornc afastadas do cilindro ndoc afetassem os
. resultados convergi&os por nés obtidos. Tais valores considerados
permitiramwnos evitar a influéncia das fronteiras sobre as curvas
de Nu e 5h no cilindro, principalmente para valores baixos de Ra e

m- "
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I1.6 EQUAQGCES DISCRETIZADAS

Para resolvermos numericamente o problema, integramos as
equagdes (2.32}), (2.33) e (2.34), ja escritas enm coorden a das
bipolares adimensionalizadas sobre o dominio VCp {(Volume de
Controle Genérico). Tal dominio é descrito na Fig. (2.3), e a
integragio ¢ feita conforme a formulagdo do Método do - Volunme
de Controle desenvolvido por Patankar [1] sobre a célula tipica da
grade mostrada na Fig.(2.3).

Integrando (2.32) sobre o volume de controle VG em
relagde as varidveis u e v

2 * 2% '
JJ b . guav + J! 9_¥ du dv -
VCe au’ e av?
- a" (¢ IJ H 8T /8u du dv + jf G 8T sov du dav ) +
e ve |
p
+ N f[ H oc /8u du dv  + II G ac fav du dv ) ]
ve
ve, o
(2:37)

Adotando o esgquema da lel de poténcia, sugerido por
Patankar para o© calculo dos termos de fluxe através das
fronteiras de cada volume de controle interno, através do
desenvolvimento realizado no Apéndice B chegamos a equagdo
discretizada sob a forma

*

a, . ¥, . _ > * : )
1,7 A3 - a‘i.{_?'j ‘I’i+1'j +oa i-1,j %1“1,}’ + ai;j"" q'i!]+1
+ a, . ¥, . + b, . 2.38
al,j"‘} i,J™ 1,3 ( )
COm
a. + R
in,5 = AV / (s, (2.38.1)
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Fig. 2.3 célula tipica do Método do Volume de Controle
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a;, . . = Av / (&u)
i=1,3 w {2.38.2)
a, . = Au dv
i, 5+ /vy, (2.38.3)
a; 31 = fu /f (5v)s
' (2.38.4)
onde Au, Av, (au}w, (6u)e, (av)n e (Sv)s sdo valores
representados na Fig. (2.3).
T B C N O e IR T PR S R
(2.38.5)
b . * H ﬁ 5 - *
i, ° a LBy, 0BV 2) o (T 5~ Ty, 50
+ N‘Hi,j - (Av / 2} . Ci+hj *-Ci~1,j) +
+ N .G, . . . (c . - o
1,3 (bu / 2) (C1,3+1 Ci,j-1 ) ]
{2.38.6)
Na obtencgao da eguagao da energia na forma

discretizada, procedemos de maneira anadloga. Conforme explicitado
no Apéndice B obtemos entao

- * . -

a, . . . = a. . T, . + a. . T . o+ a. . T, . -
1,7 Tl;B 1+1,7]) 3141, 3 1~1,] 1-1,] 1,3+ 71,7+

*

w

8i 51 &, 41 (2.39)
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ap = D_ A( ]Pel y o+ [ -F,,0 1]
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ay = B A{( IPw] y o+ [ F,0 1)}
ag =Py AL IR L) + (L F 0 1)
ac = D_ A( |Ps] )+ [ -Fg,0 )
8p T ap tag tay + ag
onde

_ *
Fe = {8y /6v)e Av
F = (aw*/av;w Av
F_ = ~(aw*/au)rlau-
F, = -(aw*/au)s Au
Dy = Av/[Ra x (&u) ]
D, = Av/[Ra x (8a) ]
Dn = Au/[Ra x (av)nj
Ds =  Au/{Ra x (év)s]
P, = F /D
Pn - Fn/Dn
P, = F /D
P, = F /D_

Onde para o esquema lei da Poténcia temos
5
AC Pl )= [[ 0, (2-0.1 x P17

Procedimento analoge nos fornece a equagao discretizada de
conservagdo de constituinte:



L

21,3 1,3 i+1,3 Cive,3
MR SE TR IS B
Com
agp = D, A( |P_| ) + [[ -F,,0 ]]
ag = D, AL {P ] ) + [[ F,0 1]
ay =D A{ [P | ) + ([ F,0 1]
ag = Do A( [P ) + [ =F,,0 1]
a? = aE -+ aw + aN + as
onde
o= a*a
Fo = (8¢ /8v) AV
*
Fw = {3l /av)w Av
*®
Fn = = {3 /au)n Au
Fo= &
s = - { B\ /Bu)s Au
D, = Av/[Ra x Le x (3u),]
D, = Av/[Ra x Le x (8u)_]
ﬁn = Au/fRa x Le x (av)n]
D, = Au/{Ra x Le x (8v) ]
Pe - Fe/De
P = F /Dy
Fw = Fw/Dw
PsmFS/DS

onde para o esguema lei da Poténcia temos

iy, j

AC Pl ) = ([ 0, (1-0.1 x {P])°]]

C
i=1,1

i,i+

(2.40)
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i,3+1



CAPITULO III

SOLUGCAC NUMERICA

As equagdes discretizadas Jjunto com as condigdes de
- .contorno formam um sistema acoplado envolvendo as variaveis
fungao de corrent e, t emperatura e concentragic. Neste capitule
trataremos da solugdc numérica deste sistema com o emprego
doc esquema SIMPLE [1]. Para resolugido das equag¢des algébricas
simultdneas gque resultaram do processo  de discretizagao,
utilizamos o método iterativo linha a linha.

Como estado inicial consideramos as aproximagdes iniciais
y = 0 (fluido estagnado) e T=C=]1 (temperatura e concentracgdo
uniformes) em todo o dominio.

Em cada iteragido do processo de simulagdo houve a
necessidade de atualizarmos os valores de ¥, T e C. A equacgdo de
¥ era resolvida 3 vezes a cada iteracdo. Para T e C atualizamos
apenas uma vez por iteragdo. Tal procedimento fol bastante util
para oS 'casos_ de Ra e Le altos, que provocavam fortes
correntes convectivas,

O processo de escolha dos pardmetros de relaxagido foi
baseado num critéric gradual, em funcdo do nimero de iteracdes

Como segue

ateé 5 iteragodes fator relaxacgdo 1.0
de 5 ate 10 0.9
de 10 ate 20 0.8
de 20 até 30 0.7
de 30 até 40 0.6
acima de 40 0.5

Tal critério foi aplicado para todos os valores de Ra,Le
e N considerados neste trabalho.

0 critério de aceitagao de uma solugdo como convergida se
baseou no maximo errc dentro de tode o dominio de cdlcule. A

convergéncia dos resultados obtidos foi aceita guando as mnudangas

23
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relativas nas variaveis dependentes estavam abaixo de 1 «x 10"? com
o erro relativo dado por

erro relativo max | (¢,T,C)
de (¥,T,C) B

atual = (¥, T.0)

(¥,T,C)

anterior

atual

Uma investigacdo do numero de pontos da grade em funcao

de Ra, Le e N também foi realizada. As Tabelas 3.1 e 3.2 nos
mostram que o numero de pontos minimo adequado para que os
resultades produzidos sejam independentes do refinamento &

35 » 35, guer para valores altos ou baixos de Ra. A maioria dos
resultados apresentados neste trabalho foi ocbtida
utilizando-se uma rede de 35 x 35 nos. Para as poucas
situagdes em gue tinhamos Ra x Le > 20.000 ou em que N x Ra x Le
> 4000, uma rede de 40 x 40 pontos foi utilizada para garantia
da acuidade dos resultados apresentados. Tais redes foranm
consideradas para um dominio guadrado 3 x 3.

Uma investigagdo do numerc de pontos da grade foi
realizada para comparagdo com resultados 1a existentes na
literatura. '



Tabela 3.1
Variacdo de Nu em funcdo da malha
(N=2 Ra=1.0 1le = 1.0)

maiha Nu

20 x 20 : 1.213

25 x 25 1.432

30 x 30 1.569

35 % 35 ' 1.578

40 = 40 1.578
Tabela 3.2

Variacdo de Nu em funcdo da malha

(N = 2 Ra = 1000.0 Le = 1.0)
malha Nu
20 x 20 32.911
25 » 25 32.932
30 x 30 32.933
35 » 35 32.933

40 = 40 32.933
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I171.1 NUSSELT E SHERWOOD NO SISTEMA DE COORDENADAS  (u,v)

Para obtencdo dos numeros Nusselt e Sherwood definimos

Fluxo de calor gq:

cosh{v)-cos{u)

g = *
a

*
T /ov | v=v, ou 0
(3.1)

¢ fluxo de calor @ por unidade de comprimento do
cilindro dado por

L

0= | s
~TT

Assim, de {(3.1) temos

b4
¢ = 8T f8vi|__ du (3.2)
Jmn vmvl ou O

Definindo-se o numero de Nusselt Médio por

Fu = Q/Q condugao (3.3)

Para o cilindro temos

T
Nuc = vl/(zn) P I { gr/avjvzv du (3.4)
¥ 14 1
Para a parede temos
]

'fe‘uw = v,/ (2 an (3T'/3v)v=o dau (3.5)
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Para o numero de Sherwood valem as mesmas relagoes
trocando-se T por C. Assim para Sherwood médio no
temos

cilindro

"

Sh, = v/ (2m) » J_ﬂ (e?C'/av)v:vl du (3.6)

Na parede temos

It
Sh, = v/ (W) I-n (oC’/av) _ - du (3.7)
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1iT1.2 O CAS0 ANALISADO POR HAIM BAU

Para compararmos © programa por noés implementado para as
cocordenadas bipolares, reproduzimos as condig¢bes de Bau [6]:
~ gilindro de raio r, = 0.25 m ;
- superficie do cilindro isotérmica e impermedvel;
- solo externo ao cilindro de silica ( tamanho médio de grao
aproximado  2.54 x 107'm ) de permeabilidade 6x 107" m?;
- diferenga de temperatura entre o cilindro e a superficie do solo
de 60°C;
~ agua como liguido saturante, com suas propriedades calculadas
a 40°;
- profundidade do cilindroc & superficie do solo de 2 m.

Nestas condi¢des ¢ numero de Rayleigh foi Ra = 10 (N=0,
Le=1,0}) e o nimero de Nusselt médio sobre ¢ cilindro obtido pelo
autor foli 2.80. Esse valor para o nuimero de Nusselt foi o dnico

parimetro via solugdo analitica encontrado na
literatura para comparacdo. Qutros resultados
experimentais existentes na literatura envolviam

adimensionalizagdes e condigdes de contorno, se constituinde em
novos problemas, em termos numéricos computacionais.

A seguir, com o cbijetivo de explorar ¢ problema analisado
por Bau, analisamos alguns outros aspectos numéricos para
validagdo do nosso método numérico enmpregado.

Na Tabela 3.3 e também nas Figuras (3.1) e (3.2) vemos o
efeito do tamanho da malha sobre os resultados obtidos
numericamente no presente trabalho. Uma rede de 30 x 30 pontos
j& e suficiente para conduzir aos resultados publicados na
referéncia [6]. O numero de iteragdes utilizade para a obtencgéo
do valor 2.80 foi 62. As aproximagdes iniciais para as variaveis
¥, T e C foram as mesmas mencionadas anteriormente. 0 dominio
considerado fol o quadrado 3 x 3.

Na Fig. (3.2.a) e (3.2.b) podemos notar gue o sistema de
coordenadas bipolares por nés empregado ja provoca um refinamento
automdtico na regidc do dominio entre a parede e o cilindro.
Este fato €& notado pela proximidade das curvas na Fig.(3.2.a) para

pontos proximos de e = 2r, o0 gue j& ndo ocorre nas proximidades de

e = 0, fato indicado pelo afastamento das solugdes nos casos de
grade grosseira.
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0 - T Y T 7T Tr1 T
102 10°
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Fig. 3.1 Comportamente de Nuc em funcao do numero de pontos

da malha { N=0 Ra=10 Le=1 Nu=2.8;



30

0 /2 W
2

B

Fig. 3.2.a Comportamento de Nu, em fungadoc do numero de pontos da
malha ( N=0 Ra=10 Le=1 e em radianos )
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0,75+ 10x10
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z 20x20
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25x25
30x30
35x35
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0 T T 3
O § 2 3
Y
Fig. 3.2.Db Comportamento de Nu  en funcdao do numero de pontos da

malha { N=0 Ra = 10 Le = 1 )}
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Ainda na Fig. (3.2.a) podemos perceber gue para uma rede
{30x30) o©s resultados de Nu local no cilindro ja mostram ser
ser satisfatérios, Jja& gque praticamente coincidentes com os

resultados obtidos para uma rede de (35 x 35) elementos.

Na Fig. (3.2.b) apresentamos resultados de Nusselt local
na superficie do solo para diversos numeros de pontos da grade,
Podemos perceber gque Nu varia fortemente com o numero de pontos da
mailha, e devide ao dominio finito considerado em (2.36), wvarianm
mals gque os resultados obtidos para Nusselt no c¢ilindro conforme
podemos observar da Fig.(3.2.a). © cuidado na obtengdo dos
resultados para Nusselt e Sherwood na superficie do solo foi
trabalharmos com Le & Ra que nic interferissem nos resultades.

Tabela 3.3
Variacido de Nu em fun¢do da malha

{ §¥=0 Ra = 10 Le = 1)

n de pontos Nu
10 x 10 2.10
20 x 20 2.64
25 x 25 2.78
30 x 30 2,80

35 x 35 - 2.80

X,




CAPITULO v
RESULTADCS E DISCUSSAD

Em vista da multiplicidade de grupos adimensiocnais
representados nas equagdes governantes e seus efeitos associados,
a andlise e apresentacaoc dos resultados se manteve nos seguintes

campos de variacio:

lee [0, 100 ]
Rae [0, 1000 }
a* 8

N € [ -3,3 ]

it

A analise e apresentacgdo dos resultados fol dividida en
partes para uma melhor compreensdo da influéncia dos numeros de
Rayleigh e de Lewls sobhre o escoamento: esceoamentos dirigidos pelo

calor, escecamentos com empuxo ascendente e escoamentos com empuxo

adverso.

IvV.1 ESCOAMENTOS DIRIGIDOS PELO CALOR

Neste item censideramos em  especial a classe dos
escoamentos dominados basicamente pelo empuxo devido ao aguecimento
do c¢ilindro. Neste caso N << 1 e a distribuicdc de constituinte
gquimico pouco influencia o movimento do fluido.

Para os propdsites da simulagdo o valor de N fol fixado
igual a zero . Neste limite o campo de temperaturas esta
interligado ao campo de escoamento, mas €& independente da
distribuigcdo de concentracgdo. Ambos 0s campos de escoeamento
2 de temperaturas dependem do numerc de Rayle igh, mas nao
do numero de Lewis. A distribuicéo do constituinte .
guinmico, no entanto, depende de ambos os campos de escoanento

e de temperatura - ver eq. (2.34). Assim, o} mapa de

33
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concentragdo ¢ influenciadoe tanto pelec nimerc de Rayleigh cono

pelc nimero de Lewis, e a diferenga entre os campos de temperatura

e de concentracio € ditada pelo nimero de Lewis.

Como pode ser depreendido das equagdes (2.33) e (2.34),
ambos os campos sdo idénticos para Le=1 e somente uma daquelas
equagdes € suficiente para a descrigio do problema neste caso
singular.

Na Fig.{4.1) vemos os mapas de linhas de corrente e
isotérmicas para o caso de Le=1 com N=0 para Ra = 0.1, 10 e 1000.

Para Ra=0.1 o problema se reduz praticamente ao de um
¢ilindro enterradoc em um melio puramente condutivo, como vemos nas
Figs. (4.1.a) e (4.1.b). Neste caso a maior parte do calor e
transportado por condugdo. A movimentacao de fluido € peguena,
representada pelos valores baixos de ¥ e o sentido do esccamento &
do cilindro para a parede. Quandoe Ra aumenta os efeitos
convectivos se tornam importantes.

Vemos pela Fig. (4.1.c) a formagdo de uma pluma entre a
parede & 0 cilindro agquecido, para ¢o caso de Ra=10.

As linhas muito proximas nos campos de temperatura

na Fig. (4.1.c) nas proximidades da superficie do
¢ilindro indicam um gradiente de temperatura malior nesta
regido. Ra=10 representa bem a transicdo do escoamento

puramente condutivo para o fortemente convectivo, transicéao esta
mostrada nas Flg. {4.1.c) e {(4.1.d}.

Ainda para Ra=10 podemos observar um espalhamento
razoavelmente uniforme das linhas de corrente. As velocidades
do fluido em movimento sdo malores gue no caso anterior.

Em Ra=1000 podemos notar a movimentagao intensa de fluido
mostrado pela Fig. (4.1.f) onde verificamos gque a convecgao
natural intensa provoca uma regidoc fria mais proxima do
cilindro, naoc ocorrendo mais uma distribuigao uniforme
do calor por todo o dominio. Para o caso de Ra=1000 mostrado na
FPig. {4.1.e), uma camada limite térmica fina se forma prdéxinmo a
superficie do c¢ilindro e a regifo de pluma & bastante estreita
devido aos fortes efelitos convectivos existentes.
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Com o aumento do numero de Rayleigh o escoamento se
intensifica mais e mais Jjunto a parte superior do cilindro
enterrado e juntec & linha de simetria da pluma que se forma sobre
o cilindro.

A Fig. (4.2) mostra a influéncia de Le sobre a
distribuicdo de concentragdo para Ra = 10 fixo. Como pode ser
observado o comportamento €& muite similar ao mnostrado na
Fig.(4.1). A transig¢do da conducao para a convecgaoc pura pode ser
melhor notada,

Na Fig. (4.3) podemos observar a influéncia de Ra sobre
0s numeros de Nusselt no cilindro e na parede. A troca de calor
junto ao cilindro aumenta monotomicamente com © nuamers de
Rayleigh. Tal comportamento também ocorre para Nusselt na parede.

Na Fig. (4.4) vemos a influéncia dos pardmetros Ra e Le
sobre o numerc de Sherwood médio do escoamento para N=0, onde
podemos perceber o mesmo comportamento de Sh em fungdo de Ra e Le.

A Fig. (4.4.2) nos mostra gue para Ra baixo, o efeito
condutivo é o predominante, para qualgquer valor de Le. Efeito
analogo pode ser observado na Fig. (4.4.b) onde vemos a pouca
influéncia de Ra na faixa de valores baixos do mimerc de
lewis. A Fig. (4.4.a) nos mostra o comportamentc monotdnico das
curvas de Sh meédio. Os resultados obtidoes com Le=0.1 Ja se
aproximam bastante do efeito de condugdo pura, isto &, Sh = 1,
onde também podemos notar que as curvas de Le = 50 e Le= 100
estdo bastante proximas e paralelas indicando-nos ja um escoamento
plenamente convectivo.

A Fig. (4.4.b) confirma as observagtes anteriores.
Vemos também nesta Figura que para Ra = 1000 o efeito predominante
sobre o escoamento € o da convecgdo, indicado pelo comportamento
linear da curva com a variacdo de Le.

A Fig.{4.4.c) nos mostra o compoftamento monoténico das

curvas de Sherwood na parede em funcio de Rayleigh.Tal
comportamento € muito similar ao mostrado na Fig.(4.4.a) para

Na Fig. (4.5) mostramos a distribuiciic de Nusselt local
ao redor do cilindro (Fig.(4.5.a)}) e ao 1longo da parede



LY

00T=2"7

0T=97

T=27

) 1 0=27
(1°0 = Dy ot1=eY

P
- 0
-~ g
- ®

0=N)

oepdeIjuasuco sp 0eATNYIIYSTP © 9IqOoSs 97 2p BTOUINTIUT

(p)

(2)

CY

(e)



38

Fig. 4.3 Influéncia de Ra sobre Nu no cilindro e na parede

{(N=0 e Le=l)
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(Fig.(4.5.b)), para uma faixa ampla de numeros de Rayleigh.

Como mostra a Fig. (4.5.&), os mimeros de Nusselt locais
sdc maiores na regido do cilindro oposta a parede (8=0). Embora a
movimentacgdo de fluido neste regido seja menor, o fluido esta
totalmente frio ao entrar em contacto com ela provocando unm
gradiente elevado. Para todos os valores de Ra considerados, o
numero de Nusselt local decal continuamente quando o fluido
caminha pafa a regido de pluma. A Fig.{4.5.a} também nos mostra
gue para Ra até o valor 10 a transferéncia de calor do cilindro &
predominantemente condutiva. \

Na Fig. (4.5.b) podemos observar que para valores altos
de Ra ha uma tendéncia para uma troca de calor constante na
parede, gue em nosso caso € importante frisar, trata-se de uma
parede com temperatura constante imposta.

Ka Fig. (4.6) mostramos a distribuic¢do de Sherwood local
ao longo do cilindre para Le=0.1, 10 e 100. Podemos observar dque
para Ra proximo de 10 em Le=0.1 o carater difusivo j& é modificado
conforme a Fig.({4.6.a). Com o aumento de Le, asse
limite cai para Ra=0.1 em Le=10, observado na Fig.(4.6.b). Para
Le=100 14 ndo observamos caracteristicas difusivas para gquaisguer
valores de Ra, como indicade ha Fig.(4.6.C).

A Fig. (4.6.a) nos mostra gque para Le baixo, mesmo conm
Ra alto ¢ dificil de se conseguir efeitos puramente convectivos em
toda a superficie do cilindrc. A mudanca é notada na Fig.(4.6.b)
para Le=10. Ja a Fig.(4.6.c), com Le=l00 nos mostra gue a partir
de Ra=100 temos uma influéncia convectiva dominante como pode-se
notar pelo aspecto uniforme da distribuigdo de Sh.

¥Na Fig. (4.7} vemos a influénecia de Ra sobre a
distribuicdo de Sh local no cilindro que ¢ analoga a que foi
observada na Fig. (4.6}, para a variagdo do numero de Lewis. Para
o caso N=0 notamos a grande semelhanga de influéncias de Ra e

Le sobre a distribuicdo de $h local no cilindro.
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Iv.z2 ESCOAMENTOS COM N > ©

Analisamos a seguir as situages em que o empuxo  devido
a0 gradiente de concentracdo tem uma maior influéncia no escoamento
do gue o empuxo proveniente do gradiente de temperatura. No
presente caso, para um valor de N positivo, temos forgas de empuxo
concordantes e como consequéncia, uma intensificagdo  dos efeitos
da convecgdo natural sobre o escoamento.

A Fig.(4.8) nos mostra os campos de escoamente e de
temperatura para os mesmos parametros apontados na Fiqg.{4.1), ou
seja, Le=1 para Ra=0.1, 10 e 1000. Da comparagdc das Figuras
{(4.8) & (4.1) podemos notar a intensificacdo dos efeitos das
forgas de empuxo sobre a convecgido natural.

A Fig.{(4.9) nos mostra a distribuicio de concentracao
para Ra=1l0 e Le=0.1,1,10 e 100 respectivamente. Uma intensificacao
do movimento de fluido dada pelo parametro N positivo também pode
ser observada quando comparamos com a Fig.(4.2) para o caso N=0.

As Figs. (4.10.a) e {(4.10.b) nos mostram um comportamento
4 esperado, em que N intensifica o efeitc de empuxo de mnassa.
Nesta figura observamos curvas monotdnicas para valores altos de
Le, acentuando os efeitos de Le. As Figs. (4.10.¢) e (4.10.d)
repetem o comportamente geral, sendo gue as caracteristicas do
escoamento convectivo se estabelecen para valores menores de Ra e
Le gquando comparamos com asg Figs.(4.4.a) e {(4.4.¢c) no caso N = 0.

Comoc conclusdo das curvas analisadas, vemos que N

positivo afeta sensivelmente a taxa de transferéncia de calor,
Pelo que podemos notar da suavidade das curvas Nu x Ra no caso
H = 2, Com relagdc a 8h ha uma notavel semelhanga con

0s graficos apresentados na Fig.(4.4), 14 que como afirmamos,
N positivo amortece os efeitos da temperatura sobre ¢ escoamento.
A Fig.(4.11) nos mostra a distribuicdo de Nu e Sh 1locais
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para Le=0.1 € 100. As Figs.(4.11.c) e (4.11.d) nos mostram gue
com Le=i00 e N=2, para valores de Ra proximos de 100 ja& temos

escoamnento fortemente convectivosg
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I¥.3 ESCOAMENTOS COM N < -1

como observamos anteriormente, a razic de empuxo N
estabelece o sentide do  movimento do fluidoe. Unm valor de N
negativo tende a fazer com gue o escoanento se mova eﬁ sentido
contrario &guele observado guando N > 0.

Esse efeito pode ocorrer ou ndo, conforme o©s parametros
Ra e Le possam influenciar de forma sensivel o escoamento. A
Fig.(4.12) mostra as curvas de niveis da fungao de corrente em
situacbes diversas nesta classe de problema.

Na Fig.(4.12.a) para Le baixo, o escoamento tem ©
sentide da parede para o© cilindro, oposto ao caso N»0 destacando
assim a influéncia pronunciada do valor negativo de N neste caso.

| Na Fig.(4.12.b) o escoamento principal é do cilindro para
a parede e as forgas de empuxo contraditérias por regides
provocam uma regide de recirculagdoc no escoamento. A influéncia
de N desaparece por completc na Fig.(4.12.c) onde Ra e Le s40
altos e o escoamento tem o mesmo sentido observado para Ra e Le
altos com N>0. A influéncia de N é sentida nos valores assumidos
pela fungdo-corrente guando comparados COm a Fig.(4.8.c)

A Pig.(4.13) nos mostra a influéncia de numeros de Le
relativamente baixos com N<-1 scbre o campo de temperathras para
uma faixa ampla de Ra, onde o© sentido do escoamento & da parede
para o cilindro come na Fig.(4.12.a}. Podemcs notar gue com ©
aumento de Ra quase toda a troca de calor se efetua entre o
cilindro e o meio. Praticamente nenhum calor € trocado entre a
parede e o cilindro para Ra alto como no caso da Fig.(4.13.C).

A Fig.(4.14) nos mostra as curvas de Nu e Sh no c¢ilindro
em funcdo de Le e Ra. Tais curvas sao praticamente as mesmas que
as apresentadas para o casc N>0 devide ao fato do problema
apresentar simetria em relagdo a N (Ver Fig. (4.10)).

A Fig.{4.15) nos mostra que para N negativo e Le
relativamente baixo, a troca de' calor maior €é na parte do
cilindro mais préxima & parede ({e=2n) como na Fig.(4.15.a) e
{4.15.b) e para Le alto ( o efeito de N 'desaparece ) observamos
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{a)

(b}

(c)

Fig. 4.12 Influéncia de Le sobre o campo de escoamento
(N=-2  Ra=100)
a - Le=1 Ay = 15
b - Le=so B¥%* -o0.01 M = -0.4
¢ - Le=100 Ay = -15
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(a)

{

(b}

(<)

§$m.

influéncia de Ra sobre o campo de temperatura
(N=-2 Le=1- pT = 0.1}

a - Ra=0.1

b ~ Ra=1l0

¢ - Ra=1l000
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curvas muiteo similares &agquelas obtidas dquande N>0 dadas pela
Fig.(4.11.c) e (4.11.d) para Nu e Sh locais, indicande um maior
aguecimento da regido do cilindro oposta & parede (e=0) conforme
as Filgs. (4.15.c) e (4.15.4).
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Iv.4 INFLUENCIA DA RAZAO DE EMPUXO

O aspecto mais notavel da influéncia de N é a supresséao
da convecgdo como mecanismo de transporte. A supressfo se acentua
nas vizinhangas de N=-1, ou seja, nos escoamentos em gue os
efeitos de empuxo causados pelos gradientes de temperatura e
concentracdo sdo da mesma ordem de grandeza e de sentidos opostos.

No caso limite de Le=1, o fluxo desaparece por completo
guando N=-1 e temos a difusdo pura. Este aspecto €& ilustrado pela
sequéncia de mapas de 1linhas de corrente e de temperatura
dispostos na Fig.(4.16} para Le=1 e Ra=1l0.

0s casos apresentados nesta figura correspondem ao
regime de convecgdo estabelecida quandoe os valores de N sdo
suficientemente diferentes de ~1. 0 fluide circula no sentido do
cilindro para a parede quando N=-0.8. Esta configuragdo ¢
revertida para N=-1.2.

No caso N=-1,2, vemos que a troca de calor € maior entre
o cilindro e o meio porosoc conforme a Fig.(4.16.c).

Nas Figs.(4.16.b) e (4.16.d) podemos notar a reversao
do escoamento em torno do cilindre para os casos N=-0.8 e -1.2
respectivamente. A Fig.(4.16.€) nos mostra a distribuigdoc local
de Nu no cilindro onde vemos o mesmo efeito de reversdo de troca
de calor apontado anteriormente. _

vamnos agara analisar a passagem pelo ponto de supresséo
de movimente. A Fig.(4.17) nos mostra a influéncia de N sobre as
curvas de 8h e Nu em fungdo de Le e de Ra.

A passagem por um pontc de minimo nas curvas apresentadas
nos indica a situacdoc de movimento minimo do fluido.

A simetria das curvas de Nu e Sh em relagdo a um ponto
de minimo pode ser também notada. |

A Fig.{(4.17) nos fornece algumas informacgdes
interessantes com relagdo ao minimo de Nu e Sh., Tal minimo depende
sensivelmente de Le e em menor intensidade de Ra. Na Fig.(4.17.a)
vemos que o minimo € praticamente -2 para Ra = 1, 100 &
1000 guando o numerc de Lewis € mantido igual a 10. A Fig.(4.17.b}
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Fig. 4.16.e Distribuicido de Nu ., em fungdo de N (N= ~0.8 e -1.2)
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Fig. 4.17.b Influéncia de N € Ra sobre Shc {Le=10)
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mostra o mesmo comportamento para o numerc de Sherwood.

Podemos ver pelas Figs.(4.17.c) e {(4.17.4} a variacao
sensivel do ponto de minimo das curvas de Nu e Sh para mumeros
de lLewis assuminde valores de 0.1, 10 e 100 respectivamente. A
medida gue Lewis aumenta o ponto de reversdo do escoamento  se da
para valores aritmeticamente menores da razdo de empuxo. Vemos gue
8 menos do caso especifico de le=l, o ponto de reversao do
escoamento ndo significa a extingdo do movimento de fluido. as
taxas de transferéncia diminuem conm a desaceleragdo do escoamento
mas nac chegam a reproduzir em seu minimo o valor correspondente a
uma situacdo de difusdo pura.

As Figs.(4.18.a) @ (4.18.¢) nos mostram a distribuicac
de Nu local no cilindro para Ra=100 com Le=0.1,10 e 100
respectivamente. As Figs. (4.18.4) e (4.18.&) mostram a
distribuig8o de Nu local no cilindro para Le=10 com Ra=1 e 1000
respectivamente. Tais curvas nos permitem ter uma visdo de quais

regides do cilindro sfo mais afetadas pela variégéo de N. Venos

rque com O aumento de Le, € necessario valores de N negativos cada
VeZ menores para que a reversdo de sentido do escoamento OCOrYa.
Na Fig.(4.18.c) vemos que para Le e Ra altos o valeor qgue permite
a reversdo do escoamente ¢ menor do que -3. Também pelas
Figs.(4.18.d) e (4.18.e) vemos gue o©  pardmetro Ra influencia
menos a reversao do movimento do gue Le.
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201

Fig., 4.17.c Influéncia de N e Le sobre Nuc (Ra=100}
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CAPITULO v

SOLUCOES ANALITICAS PELO METODO DA PERTURBAGAOC

V.1  INTRODUCAO

Os meétodos de perturbagido estdc entre os meétodosg
aproximados mais comumente usados em problemas de escoamento
fluido. A idéia central na aplicagéo de tais métodos € usar unma
solugédo aproximada j& existente como ponto de partida e procurar
uma corregdo para a mesma, de forma a melhorar a aproximagao, pela
resolugdo numérica ou analitica de eguacdes simplificadas.

Seja ¥ a solucédo que sera aproximada  por
wg + o wl , onde «a & chamada de perturbacdo de ordem um, dizemos
gue a solugdo é de primeira ordem.

Nao é exigida nenhuma condigdo gue assegure a validade
da aproximagdo. Como gquase todos os métodos de aproximacgao,
a aproximagdo de primeira ordem ¢ usada sem nenhuma garantia a
priori da sua funcionalidade ou campo de aplicacdo. A démonstragéo
de gue tais meétodos realmente reproduzem resultados em situacdes
complexas genéricas sd8o muito dificeis.

Acontece frequentemente gque, por alguma razao, os

resultados fornecidos pela teoria de primeira ordem nao sao
suficientemente exatos. Em tais casos, torna-se hecessario
considerar corregdes de segunda orden ou de ordens

superiores. Na tentativa subsequente a aproximacdoc € do tipo
wg + o wl + a2 w2 , onde az ¢ chamada perturbacdo de segunda ordem.

Neste capitulo buscaremos solugdes analiticas por
perturbagao regular para o problema da convecgdo natural sobre
um cilindro enterrado. O modelamento matemdtico é o mesme Ja

descrito pelas equagdes (2.32), (2.33), {2.34) e com condigdes de
conterno dadas por (2.35).

Como pode ser observado das equagdes governantes, o
rovimento convectivo pode ser causado pela presenca de um valor
finito de Ra. No entanto, diferentemente do caso da difusao
simples, neste caso a alteragdo de um diferencial de concentracéao
{que induziria & alteragio no parédmetro N} pode sozinho provocar
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alteragdes no comportamento do escoamento fluido. Podemos ter
situagbes de escoamento induzido fortemente convectivo para
numeros de Rayleigh extremamente diminutos. Desta forma, torna-se
necessario a inclusdo do pardmetre N numa analise completa do
problema pelo método da perturbagdo. Dai utilizarmes de una
técnica de perturbacdo com uma expressdo geral envolvendo Ra e N.

O uso da teécnica de expansdo permitiu descobrir unma
relagado explicita simples entre T e € para cada grau de
~aproximagdo, © gue ndo fora evidenciado até o momento. Como
veremos esta relagdo simples entre T e C estd em cada caso
associada a uma condigdo necessaria, obtida naturalmente no
desenvolvimento das equagdes perturbadas e gue permitiu a ocbtengio
de equagdes para ¥, T e C, além de expressdes para o calcule dos
numerocs de Nusselt e Sherwood no cilindro.

V.2 EXPANSAO EM TORNGC DE R E N

As solugtes pelo método da perturbagdo encontradas na
literatura para o© caso de um cilindro enterrado (por exemplo,
Bau [6]) s&o obtidas para a variacdoc de uma Unica variavel Ra.
Uma extensdo natural de uma solugdo perturbada para duas variaveis
seria a utilizagdo de um polindmio completo nas varisveis Ra e N.
Assim, para ¥, T, €, Nu e Sh construimos uma solugac por
perturbacdo na forma '

- 2 2 2
Vo=t Ry v NP, + RNy o+ R, + Ny + RNy 4

+ R® N y,+ R® N2 Ug + oeen (5.1)

R 2 2 2
T To *RT; +NT, + RNT, + R° T, + N° T, + RN" T +

L 2 2 .2
+RENT, + RPN Tg + ... (5.2)
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_ 2 2 2
C = C,+RC, +NC, +RNCy+R C, +N ¢  + RN +

+R® N c, o+ R® N2 cg 4 ... (5.3)

Hua = Nu. + R Nu. + 2 2 2
o 1 N Nu2 + RN Nu3 +.R Nu4 4+ N Nu5 + R N2 Nu6 +
+ RPN Nu, + R N? Nu_ 4+
2 Ug . {5.4)
Sh = Sh. + R 2 2 ‘N 2
o Sh; + N Sh, + R°N shy + R® sh, + N Sh, + R N sh +
2 2 .2
+
R® N Nu, + R® N° shy +... (5.5)
Onde R = senh(vl) Ra (5.6)

v.2.1 CASO T E C CONSTANTES NO CILINDRO E NA SUPERFICIE SUPERICR

DO S0LO
Este caso fol abordado numericamente no Capitulo II e as
condicdes por perturbacgdo sdo as mesmas la encontradas.
Para aplicag¢do do método definimos uma nova fungdo de
corrente w**x w*/ R com © que as equagdes (2.32), (2.33) e

{2.34) assumen a forma

v2y*™ = ro[uoar*seu) + GoaT /v + N ( HC /Bu +
+ G ac /av) ] (5.7)
v 2% = a** ey artsou - e seu ar’sev

(5.8)
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2 & e e %*
vec =rLe (a sav ac seu -~ ap*¥sau ac*sov)

(5.9)

&* * *
Onde ¢ , T , ¢, Ra e Le si&
40 as mesmas variaveis defini
em {2.31}). e

As taxas de troca de calor e transporte de massa

. ) no
cilindro sdo dadas por

T

*
(vi/2m) [“n (8T /vy, _, du (5.10)

=
(o]
i

4
¢
(v1i/2m) J (8C™ /8v) oy QU (5.11)
-1

61
o
fi

para facilidade de representagao passamos, de ora por
diante, a substituir w**por W, T por T & c* por C nas eguagdes
{(5.7)-{5.11).

As equagdes (56.7}y—{5.11} poden ser resolvidas
introduzindo~se as expansdes (5.1)-({5.5), comparando-se os
termos de mesma poténcia em n e obtendo-se assim para cada nivel
de aproximagdc um novo conjunto de eguagoes diferenciais.

Nas expansdes sugeridas (5.1)-(5.3)}, Wo'TO,CO,ﬁuO e Shy

sio solugdes do problema nao~perturbado

v2y =0
v 27 = apsv 8Tjeu - 8y/éu BT/BV (5.12)
v2c =1le ( 8ysav oC/au - Bp/du BC/8V )

com condi¢des de contorno

wo =7 = C. =0 em v=0

wa = 0 7 ‘I'0 = co = 1 em VeV,
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O problema no seu estado basico descrito pelo sistema

{5.12}) tem como solugao

wo = {

Ty = Co = V/Vq (5.13)

A solugdo (5.13) nos conduz a

Para as demais ordens de perturbacao as equagdes ficam da

seguinte forma

Termos em R

; 2 _
v ¢l = G aTﬂ/av + H 6T0/3u

2
v 2o, = ogysev 8T, /8u + 8y, [0V BT /00 - BY,/8T, [0V -

- awlfau BTO/BV

2 = Ny —
v, =le (ayy/ov 8C/8u + 8y,/8v 8C,/8u = BYy/du 8C,/8v

- awljau BCO/BV)

(5.14)
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Termos em Rz

=3
S
]
}

= G arl /év + R aTl/au

<3
+3
1

g = MW/BV BT/8u + By /8V 8T /8u + BY,/8v 8T /EV

~ 8y, /Bu BT, 8V - 8y /8u 8T /BV - 8Y,/0u 8T /6V
2

VO Cy = Lel B av 0C,/8u + 8y /8V 6C /83U + 8y, 8V

- /U 8C,/8v - 8y /Bu 8C /6V - 8y, /Bu  8C,/8V)

(5.15)

Termos em N

2 —
vy, =0
2 _ _ - 8
v 2w, = ayy/8v 8T,/0u + 3Y,/8V 8T, /du = 8y /0u 9T,/0V 8y, /du BT /8V
2

H
v © ¢, =Le(8y,/8v C,/8u + 8Y,/8v 8Cy/8u - By /Bu 8C,/ 0V - Y, /B0 BC /O]

(5.16)
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2 -
VMg =y /ov 9T /0u + oy,/ov  8T,/3u + 8§ /v 8T /Bu -

- Y 8u AT /8V ~ 8Y,/8u 3T, /8v ~ 8y /Bu BT /8V

Ve, = Le (84,/8V 80y /8u + 8Y,/8v 8C,/8u + BYg/8V 8C /Bu ~

- 8y /ou 8Cy/ v - 8y, /Bu 8C,/Bv - Blig/Bu 8C /8V )

(5.17)

Ternos em R N

2
Y ¢3 = G aTz/av + aco/av) + H(BTE/au + 6c0/6u)

v 2w, = 8y ov STy /00 + 8y, /3 DT,/ 00 % 3y, /8v 8T, /Ut BY,/8v 6To/0u =

= BYg/u 8T,/0V - gy /8u BT,/8V - 8y,/8u 8T,/8V - BY,/8u 8T,/ av



2

v C3wLe(aw0/av 803/au_+ awl/av 3C2/au + awz/av Bclfau + aw3/av BCO/au

- awefau 883/3v - 6$1f6u 602/6v -

Termos em R N2

a¥,/8u 8C,/8V -

(5.18)

V© g = G( 8T /8V + 8C,/5v) + H(3T5/8u + 8C,/8u)

v T, = awo/av STG/BU

+ By /8v 8T, /Bu

- awo/au aTs/av

~ 8y /0u T, /8V

Bt

8y ,/Bu 9C/8V)

dy, /v 8T /du + 8f,/8v 8T /6u + 8Y,/6v OT,/du +

awﬁ/av BTo/au -

ay,/8u 8Tg/0V -

3w6/3u BTO/BV

8y,/8u 8T /8v -

/80 8T,/ 8V —~

v C6 mLe(aWO/av acﬁ/au + awl/av acsxau + sz/av 6C3/au + awB/Bv aczfau +

+ BwS/BV Bclfﬁu + 8w6/6v 8C,/8u -

- awG/Bu acs/av -

- 8y /80 8C,/8V

awljau acs/av -

Y /U 8CL/BV,)

Y,/ 8C,/8v -

(5.19)

B4/ 8u 3C,/8V =
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Ternos enmn R2 N

W, = G( 8T,/8v + 8C,/8v) + H(8T,/8u + 8C,/8u)

g T7 n 3w0/6v aT?/au + awlfav BTB/au + awzjav 8T4/8u + awB/av aTl/au
+ 8y ,/8v 8T,/8u + 8y, /8v 8T, /du -

- dY,/du 9T, /8v - By /U 8T,/8v - 3Y,/8u 8C,/V

- 9y,/9u 8T,/8V = dy,/8u 8T /8V

2 — r -
g C7 mLe(awo/av 807f6u +6w1/3v 803/6u +aw2/av 6C4;5u + 8w3/8v acl/au

+ BwQ/av 662/8u + 6w7/3v acoxau -

- 3&0/6u 8C7/8v - awl/au 603/6v - awz/au ac4/au + 5¢3/3u acl/au 4

~ 8y,/6u 9C,/v = 3y,/6u B3C,/V )

(5.20)

Termos emn RZ N2

. |
V ° g, = G( 8T /8 + 8C,/8v) + H(8T /8u + 8C,/8u)
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v TB

e
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= By, /3v 8Tg/8u + BY,/ov 8T /ou + 8Y,/8V 8T,/8u + B,/ 8V 8T ,/8u

aw4/av BTsfau A aws/SV'6T4fau + awGJav aTl/au + aw7/av aTz/au +
3w8fav 3TO/3u -

Bl /Bu 8Tg/3V = @Y,/8u 8T av = BY,/8u IT,/0v - 8y ,/8u 8T,/8V =

aw4/au 8T5/8v - aws/au aTé/Bv - awé/au 6Tl/8v - 8w7f8u aTz/av -

By g/8u BT ,/8V

=Le (8y,/8v 8Cy/8u + 8i,/8V 8Cg/du + 8y,/9v 8C,/8u + 8),/8v 8C,/8u
8Y,/8v 3Cg/8u + B /v 8C, /00 + BYg/V 8C, /8u + BY,/8v 8C /80 +

aws/av aco/au -

8y, /U 8Cy/8v - BY,/8u 3C/OV ~ BY,/5u 8C,/8v = By /Bu 8C,/8V =

aw4/6u 6C5/5v - aws/au 6C4/8V - aws/aa acl/av - aw7/au acz/av -
a$8/3u 3C0/8v)

(5.21)

O0s sistemas de eqguagdes (5.14) a (5.21) tém comno

condicdes

=
[

de contorno

#
o
[
L4

T, = C, i am v=v
i i

(5.22)

=
I
0
H
o
Pt
¥

1 em v=0
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Utilizando-ge das solugdes obtidas em (5.13), as equagdes

(5.14) a {5.21) sao simplificadas com o usoc recursive das
solugbes para os problemas de ordem inferior e das condigdes de

contorno, reproduzindo os sequintes sistemas

v 4w, = 6y,
2 - —
v Ty = -(1/vy) 8y, /8u (5.23)
2 = e
v Cl = (Le/vl) aw}/au
TE =0 {(5.24)
C2 = Q
V3 =¥
T, = T, (5.25)
C3 = Cl
2

v w4 = G 6T1fﬂv + H 6T1/6u

v?T, = oy, /ov 9T /00 = By, /6u OT /6v - (1/V1) 8y,/ou

g 2 C, = Le(oy,/ov 8T /80 =~ &Y /ou 8T /6v - (1/V1) By, /00 )

(5.26)
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-0 (5.27)
= 0

- 28
— o (5.28)

y, = G (8T /0v + ac,/ev)  + H (4T,/8u + 8C,/8u)

=3
i

, = 2 (8y,/6v 8T /00 - ay /8w 8T,/8v) - (1/v1) 8y /8u

0
i

, = 2 Le(8y,/8v 8C,/8a By,/06u 8C,/8v) ~ (Le/vl) oy,/4u

(5:29)

;&8=G acl/av + H 66:1/611

Ty = 8Y,/0v 6T,/0u - 8Y,/8u 8T, /8v - (1/V1) Big/Bu
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g 2 Cy = Le ( 0y /8v 0C,/8u - &%,/8u 8C /oy ~(1/v1)8yy/8u )

(5.30)

Em termos das solugdes decompostas, os numeros de Nusselt
g Sherweood sdo calculados por

i)

No = (v, /2m) J;H (aTn/av)vmv1 du (5.31)
T

sh, = (v,/2m j”n (acn/av)val du (5.32)

As expansdes (5.1) a (5.5) tem a forma

¢ SR +N) WSrR (Y, + Ny, + Ny ) (5.33)

2 2
+ RY(T, + N T, + N° T,)

T = Viy 7

+ R (1 + N} T

1 i

(5.34)

C = /vy

2 2
1 FR(L+N ¢ +RYC, +8C, + N Cp)

(5.35)

Nu=1+R(1+N)Nu + R (Nu + N Nu + N° Nu )
1 4 7 8

(5.36)

2
+ N Sha)

i

Sh=1+R(1+N) Sh, +R°(Sh, + N Sh

1 7

(5.37)
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As expressdes {5.33) a (5.37) sdo validas para R e ({N+1)
préxinmos de zero para quaisquer valores de Le, 34 gue nenhuma
imposigdo foi feita para Le até o presente momento.

De (5.23) vemos que

P 2

v Cl = Le V Tl

ou entdo considerando as condigées de contorno temos que

£, = -
i Le Ty {5.38)

A expressaoc (5.38) substituida em (5.29) nos fornece
¥, = (1 + Le) ¢, . (5.39)

De (5.30) temos

vy = Le ¥, (5.40)
Assim {(5.33) fica com a forma
y = R(1+ N) ¥, + R° [1+ N(1+Le) + N’Lely, (5.41)

E importante observar gue até este ponts ndoc houve a
necessidade de nenhuma nova restrigéoc sobre o campo de validade da
técnica utilizada. A expanséo {5.41) continua v&lida para R e
{H+1} préximos de zero e quaisquer valores de Le.

Vamos buscay uma expressio para (5.34) semelhante a (5.41).

Substituindo (5.38) em (5.26) vem

v 2 )+ Le(le = 1).(1/v)) 8y /ou (5.42)

c, = re?(w % T
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Por {5.42) vemos gue adotar a hipdtese Le = 1 conduz a
algumas simplificagdes em termos de equacgdes.

Observamos que quando Le 2 1 a expressdo (5.42) se reduz

a2 uma forma simples

c, = Le® T (5.43)

De (5.2%) temos que

v 2c. =Le?v T, + Le(Le - 1) (1/v,) &y /du
7 7 1 7
Da mesma forma guando Le 2 1 temos
c. = Le? T (5.44)
7 7 ’
‘De {5.30), analogamente temos que
c, =1le® T 5.45
8 8 (5.45)

Na tentativa de conseguirmos uma relagdo simples para T em

(5.34) vamos procurar upa relacgdo entre T4 e T7.

De (5.26) e (5.29) para T temos

2 - 2 _
v er, = 2(V T, + d,/8u /Vq) (1/v,) 8y,/8u
' {(5.46)
Substituindo (5.39) em (5.46) temos
2 " 2 -
v ooT, =V f(2T,) + [2 &,/8u (1+Le) 8y,/dul/v,
(5.47)
Vemos gque cquandce lLe = 1 em {(5.47) temos gque
o = 2 T (5.48)
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De (5.26) e (5.30) temos

2 .
viT, =V 2 T, + (1/v)) ( 4,/8u - 8p,/ou )
(5.49)
Por (5.40} temos gque
Tg = T4 (5.50)

As relagbes (5.41),(5.34) e (5.35) assumem a forma

¢ = R(L+N) y, +R(1+m7y, (5.51)

N 2 2
T=v/v, + R(1L+N) T, + RN T, (5.52)
C=v/vy +R(1+NIleT + R?(14) % 102 wu, (5.53)
Partindo de expressdes gerais dadas para ¢, T e C em

{5.1),(5.2) e (5.3) chegamos a expressdes nada triviails dadas por
{5.51),(5.52) e (5.53) validas para R e (N+1) proximos de zero,
neste estagio ja incorporando a condigdo de Le = 1.

Para numercs de Lewis proéximos da unidade as expressdes dos
numercs de Nusselt e Sherwood no cilindro dadas por (5.36) e (5.37)
agssumen a forma

Nu= 1 + R{1+N) Nu, + R2(1+N)2Nu4 (5.54)

1

sh= 1 + R(1+N)Le Nu +R%Le® (1+¥)°Nu (5.55)

4

Para o calculo dos pardmetros anteriores escrevemos .

a’e) _
wl = Z fl,n sen{nua) {5.56)

n=o0
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o
T, = E: 91,n cos(pu) (5.57)
=0

As expressfes para G e H definidas em (5.69) e {5.70)
sugerem gue as solugdes perturbadas sejam pesquisadas também na
forma de séries de Fourier. De (5.31) verifica~se comoc conveniente
o uso de série de Fouriler-cossenos para Tn e Cn sendo que para wn
a asrie de Fourier-senos é a recomendada.

Assim de (5.23) com (5.56) e (5.57) temos

£ 2 §Q " O
-n g cos{m) + g cos(nu) = —-{1/v.} n f cos (nu)
;;'Q 1,n n=o i,n . 1 ;:O i,n
_ {5.58)
gue simplificada fica
o ) 2 _
93,n ~ 0 9,p T -/Vy)n iy (5.59)

Como ja observade anteriormente, estamos interessados
particularmente no valor de 9; o{v;). Com n=0 em (5.59) temos
facilmente que

Nu, = 0 ' (5.60)

Voltando-se as equagdes {5.54) e (5.55) apds os ultimos
resultados estas ficam

Nu

i

1+ R2(1+H)2Nu4 | (5.61)

2

sh = 1 + RA(1+N)%1e® T, " (5.62)

I

Prosseguindo na obtengéo das parcelas de (5.54) e (5.55),
para cbtermos Nu, adotamos as seguintes aproximacdes

o0

T4 = n;o gz'n cos {(nu) {5.63)
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=
£
!
it~ &
m

2,n Sen(nu) (5.64)

As aproximacbes (5.63) , (5.64), (5.56) e (5.57) introduzidas
na equagaoe (5.26) nos fornecenm

o0 o0 oo oo
2 H ' N .
Z ~T3 92 n cos{nu) + Z gz n cos{nu) = z fl isen(lu) z -7 gl sen(ju) -~
= ! n=o ' iZg ¢ j=o '
oo' o0 o0
;m; flfi cos{iu) §=gljj' cos (ju) - (ljvl) g=2 fz'ncos(nu)

De cujas solucbes interessa-nos

OO

v
1
gzjg (vy) = (1/v) z i J fl,i 9 3 dv (5.65)
=1 o
Pois de (5.31) para n=4
2n
Nu4 = (Vl/ZH) J (8T4/av)v=v1 du = vl gz:o(V1)
o :
ou entdo por (5.65)
o v,
Nu, = (1/2) E: i J fl,i 94,1 dv {(5.66)
i=1 o

As expressdes (5.61) e (5.62) ficam

oo
2 2 v

1
Hu = 1 + R (14N) /f2 1 J fl,i gl,i av {5.67)
=1l "o
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1
_ 2 .2 2 .
8h = 1+ Le® R® (14N)“/2 E: i J fl'i 9,1 9v (5.68)
i= O

OBTERCAO DE wl’ Tl e Cl

Antes de resolvermos (5.23), expandiremos as fungdes G e

H em suas respectivas séries de Fourier (ver apéndice C}.

00
G = senh(v) sen(u)/(cosh(v) -cos(u)}2 = E: 2k eV sen (ku)
k=1 (5.69)
o0
H = (1wcosh(v)cos(u))/(cosb(v)wcos(u})zm E: -2k e“kvcos(ku)
k=1 (5.70)

A introdugdo de (5.69) em (5.23}) nos fornece

O
v 2 by = (2/vy) E: x e X¥sen (ku)
k=]
2 - .
vV ETy = ~(1/v,) 8y, /0u (5.71)
v 2o, = -(Lesv.) ay./du
1 1 Y
com condigdes de contorno
wl = Tl = C1 = 0 em v=0
$1 = Tl = C1 = 0 em v=v,

Buscaremos sclugbes para (5.71) admitindo-se gue as mesmas
possam ser desenvolvidas em série de Fourier como admitidas em (5.56)

€ {5.57) que introduzidas em (5.71) nos fornecem ¢ sistema de equacgdes
diferenciais ordinéarias
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" - 2 - -nv
£1.n Bofy,n T (2n/vy) e (5.72)
" - n? = {-n/v
g91,n Y1,n 1) £f1,n
com condigdes de contorno
9y (0 =gy vy =0
_ (5.73)
fl,n(ﬁ) = fl,n{vl) =0
& resclugdo de (5.72) ¢ simples e nos fornece
F {v) = e 7V senh{nv)/senh(nvi) - By
1,n v e /vl {5.74)

g, (V) = (1 + 1/(v; n) + 2 cotgh(n v;)) e V1 senh(nv)/(4senh(n vy)) -

-v e V1 cosh(nv)/(2 v, senh(n v,)

2

1) (5.75)

(v +1/mve ™y

Os termos em (5.74) e {(5.7%5) gque nao envolven e Yy s&0c de
convergéncia lenta. Tal problema pode ser contornado trocando-se tais

expressdes por fungdes analiticas conhecidas

Do apéndice ¢ temos

n=0c
ZE: e ™ gen(nu) = sen{u)/{(cosh(v)-cos(u)) {5.76)

n=1

oo
E: e ™ cos(nu) = { cos(u) - e”v)/(z(coshivl~cos(u))

n=0 | (5.77)
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E: e WVeos(nu)/n = v/2 - (1/2) Ln(2(cosh(v)-cos(u))
n=1 (5.78)

Chegamos a expressbes analiticas para o calculoe de wl e
Tl dadas por

¢l = ={v/2v1l) sen(u) /(cosh(v)~cos{u)) +
o
+ }:e-nvl senh(nv) sen(nu)/(senh(nv,) (5.79)
=1
T, = -(1/8) (v/v)? (cos(u) - e™V)/(cosh(v) - cos(u)) -
-(v/dvlz)(v/z -(1/2)Ln{2(cosh(v) - cos(u)}] +
(&4
+ E:e'“vl (1 +1/(nvy) +
=1

+ 2cotgh(nvlJ}senh(nv)cos(nu)/(4senh(nv1)) -

oo
_ ~(v/2v1)§: e TV, cosh(nv)cos(nu)/(senh(nvl)}
n=1 :

(5.80)

E dessa forma chegamos as aproximagdes de primeira ordem
para ¥, T e C dadas por

g{a,v) = R{1I+N} [ -(vfzvl} (sen{u) + e—v)/(cush(v)-cos{a)) +

a0
+-§: e ™1 senh(nv) sen(nu)/(senh(nv,)]
= | (5.81)

T(u,v)ﬁ'v/v1+R(1+N){-(I/S)Z(V/vl)(cOS(U) ~ e7V)/(cosh(v) - cos(u)) -
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~(v/4v,%) (v/2 ~(1/2)In[2(cosh(v) - cos(u))] +

-nv
e 1 (1 + 1/(nv,} +
N 1

31 8

+ 2¢otgh(nvl))senh(nv)cos(nu)/(ésenh(nvl)) -

o0
-(v/zvl) E:e“nvl cosh(nv)cos(nu)/(senh(nvlj)}
n=1 ' {5.82)

C(u,v)E v/V R Le (1) (= (1/8) 2 (v/v,) (cos (u) - e™V)/(cosh(v) -
~cos (u)) - (v/4vi ) (v/2 -¢1/2)Ln[2(cosh(v) ~ cos(u))] +

e ™1 (1 + 1/(nv,) +
1

+
a7 8

+ zcotgh(nvl})senh(nv)cos(nu)/(4senh(nvl)) -

o0
- (v/2v,) E:e“nvl cosh (nv) cos (nu) / (senh (nv,) ) )
=1 {5.83)

Tais expressOes foram usadas para a obtengdc dos campos

apresentados neste trabalho.
Os npumeros de Nusselt e Sherwood dados por

L* ) v

2 e 1
Nu = 1 + R (1+N) /2 i I fl,i gl,i av {5.84)
=) Yo
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o0 vl
_ 2 .2 P,
Sh = 1 + A
Le™ R (1+N)"/2 E: 1 J fl,i gl,i av (5.85)
1=1 C

5.,2.1.1 RESULTADCOS E DISCUSSOES

Para obtengdo dos resultados agquil apresentados, foi
utilizado uma rede de 900 elementos. Os campos de temperatura
apresentados foram obtidos resolvendo-se a equagao (5.82). Os
resultados obtidos em termos dos numeros de Nusselt e Sherwood
dados pelas equagdes (5.83) e (5.84) foram comparados com
resultados obtidos numericamente pelo método do wvolume de
controle a partir da forma completa das eguagoes dgue regem ©
fendbmeno { egs.{2.32)-(2.34)).

Na Fig. (5.1} apresentamos para comparagdac o0s campos de
temperatura { T,+ R Tl) por.perturbaqéo (linha tracejada) e por
simulacéo numérica {(linha cheia). Podemos perceber claramente a
boa concordancia dos campos para ¢ caso N=0 com Ra=Le=].
| ‘Na regido onde a convecgio é predominante, as solugdes se
afastam indicando a possibilidade do método perturbative falhar
nessa regido. Pode~se perceber a regido de atuagdo da convecgao na
gecmetria estudada.

Na Fig.(5.2) apresentamos conjuntamente os campos de
temperatura para Ra=Le=1 nas situagbes N=-1.05 (1inha tracejada) e
N=-0,95 (linha cheia). 0 aspecto da invers@o tratada no Cap. IV ¢&
agul também verificado. Mesmo na presenga de valores de Ra baixos
o efeito da inversdo se faz notar pela diferenca relativa entre as

curvas.

A Fig.(5.3) mostra o comportamento da curva de Nusselt em
fungdo de Rayleigh para N=0. Dos resultados obtidos via
perturbagio, para um erro absocluto menor gue 20%, Ra = 1 &

o maior valor gue podemos tomar como limite de validade do meétodo
de perturbagao. 0 mesmo comportamento pode ser notado na
Fig. (5.4) que.mostra Sh em funcéo de lLe. Vemos das Figs.(5.3) e
{(5.4) o fraco desempenho da aproximagaoc de segunda ordem por
perturbagio na faixa de Ra estudada.

A Fig.(5.5) mostra uma comparagdc da solugdoc perturbativa
de segunda ordem com a solugdo numérica para Nu com Ra=Le=1. Na
faixa de N estudada, o valor N =1 € unm limite do meétodo
para um errc absoluto admissivel de 5%. N=2 conduz a um erro de
6% . A andlise dos erros para Ra e N mostra um aumento
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Fig. 5.1 Ccampos de temperatura obtidos por expansdo e nunmericamerte

(expansac - linha tracejada, numérico - linha chela)

(N=0 Ra=Le=1 »T = 0.1)

Fig. 5.2 Campos de Temperatura nas proximidades de N=~1
N=-1.05 =~ linha tracejada
N=-0.95 - 1linha cheia
(Ra = Le = 1 AT = 0.1)
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Fig. 5.3 Comportamento de Nuc em fungdc de Ra (numerico e
perturbadoe N=0 Le=1} '



93

05

Le

Fig. 5.4 Comportamento de ShC em funcdo de Le {(numérico e
perturbado N=0 Ra=1)
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Fig. 5.5 Comportamento de Nu_ em funcéo de N (numérico €

perturbado Ra=l Le=1)
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relativamente suave do erro com N. Tal fato ndc €& observado
na variagho do erro com Ra ou Lle para faixa de Ra, Le e N
estudados.

Na Fig.(5.6) apresentamos Sh em fungao de N para os casos
Le= 1.1, 1.0 e 0.9. Esta figura reforga ¢ carater quadratico de
aproximagdes por perturbagdo adotadas.

Na Tabela (5.1) apresentamos o valores por nés obtidos
numericamente e por expansdo perturbativa de Nu en funcédo de N com

Ra=Le=1, N variando entre -1 e 2. Na Tabela (5.2) apresentanos osg
os resultados no caso de Nu em fungao de Ra com Le=1, N=0 e Ra
variando entre 0.1 e 10.

Como comentado anteriormente, para um erro maximo de 53,
o valor admissivel de Ra € 1. Ra=2 ja conduz a um erro de 20%
nos calculos dos numeros de Nusselt e Sherwood,

0 desenvolvimento das  eguagbes apresentadas neste
capitulo para o método de perturbagido & relativamente exaustive
porém permitin a comparagéo significativa para um valor
relativamente baixo dos parémetros Ra e Le, onde os efeitos
convectivos nao estido efetivamente presentes. O metodo de
perturbagao teve o grande meérito de mostrar relagdes interessantes
entre as aproximagdes para T e C. Com relagdo & faixa de validade,
verifica~se a validade das solugdes para un intervalo restritoc dos
paridmetros estudados, limitando a analise dos efeitos convectivos
aqueles intervalos.
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Tabela (%5.1) Comparacao entre &h analitico e
numérico em fungac de N
(ka = 1 Le = 1)

N Sh analitico Sh numérico
-1 1.0 1.00.

0 1.08 1.10

1 \ 1.32 S 1.28

2 1.70 1.64

Tabela (5.2} Comparagao entre Nu analitico
e numérico em fungdo de Ra
{ N=0 Le = 1.)

Ra Nu analitico Nu numérico
0.1 1.006 1.009
1.0 1.15%0 1.140
2.0 1.600 1.402
5.0 2.8970 1.941

10.0 8.900 2.800
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v.2.2 CASO FLUXO DE CALOR E DE MASSA CONSTANTES NO CILINDRC E
T E c CONSTANTES NA SUPERFICIE DO S0OLO

Consideramos aqui o problema de um cilindro enterrado em
um meioc poroso saturado. O cilindro tem raio rl e esta enterrado a
uma profundidade d da superficie superior do meio poroso. A parede
externa do cilindro ¢ submetida a um fluxo de calor constante q e
a um fluxo de massa j, enguanto a superficie superior de meio
poroso € mantida a uma temperatura T, e a uma concentragédo  Cg.
conforme a fig.(5.7). As hipdteses de regime permanente e paréde
impermedvel também foram consideradas.

As equacbes que descrevem o problema, incluindo as
hipéteses de modelo consideradas no capitule II, no sistema de
coordenadas bipolares utilizando a formulagdo fungdo de corrente,

em termos adimensionais sic as mesmas consideradas em (5.7), (5.8)

e {5.9) onde

*

it

(r - T) kK /g
(C~C) D/ j
v/ «

= genh{vl) Ra

*

it

*

i

T
C
¥
R (5.86)
Ra=gpBarrtg/{vak)

N=g_JKk/ (BaD)

le = o / D

As condicbdes de contorno em termos adimensionais no novo

sistema de coordenadas ficam
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ECRNRREEN

Fig. 5.7 Condigdes de Contorno para © caso g e j constantes

no cilindro e T e ¢ constantes na superficie do solo
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vl ¢y =0 6T*;6v = ac*;av = a* /{cosh{vl)-cos(u}}

* * *
v=0 ¢ =0 T =C =0 (5.87)

Para facilidade de representagao, passamos, de ora por

* * * -
diante, a substituir ¢ por ¢, T por T e C por C nas equagoes.

Para ¥, T, C, Nu e Sh construiremos wuma solugido por

perturbagio na forma

¥ Vo ¥y
T TD T1
> = c, + R {1+N) cy
Nu Nua Nul
| 8h; ..Sho. L51‘11‘1

(5.88)

Nas expansdes sugeridas em (5.88), wo’ To e CQ sa&o

solucdes do problema nio perturbade (5.12) com condigdes de

contorno
*
v = vl wc = { STD/BV = aco/av = a /J{cosh(vl)-cos{u))
v=20 y, =0 T,=C,= O (5.89)

0 problema no seu estade basico descrito pelo sistema

{5.12) tem como solugdo para wo

. =0 (5.90)
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Para as demais variavels, consideraremos as  solugdes

pesgquisadas na forma

Tofu,v) @ E:(An senh(nv}) + Bn cosh(nv)) cos{nu) +
n=o _
+ A0 Vv (5.91)

= ol

Co(u,v) = 2:(Dn senh{nv}) + En cosh{nv)) cos{nu) +
n=o
+ Do v (5.92)

As aproximacdes (5.91) e {(5.92) satisfazem automaticamente
o sistema n&o perturbado (5.12). Para obtencdo dos coeficientes An,
Bn, Dn e En que satisfacam (5.89), considerarenos a expansado en

séries de Fourier-cossenos das condi¢des de contorno dadas em (5.89).

Do apéndice (C.19) com v=vl temos

o
a*/(cosh(vlj—cos(u)) = 1 + 2 2_ EnVI cos (nu)
| n=1 (5.93)

A intredugdo de (5.%1), (5.92) e (5.93) em (5.89) nos

conduy

o
T {u,v) = C_(u,v) = 2 E:emnVI senh(nv) cos{(nu) + Vv
e n=}l n coshi{nvl)

(5.94)

Para posteriores simplificagbes definiremos
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% = 2 ewIWl senh{nv)/ (ncosh{nvl) {5.95)
Para obtencdo de Nusselt consideraremos
Nu=0Q/ Q. .4 =20Vvl/T (5.96)
Assim, para Nusselt médio temos
2
Fu =( 20 vi1)/ j T du {5.97)
Lo
De {5.97) segue gue
Nuc = 1 {5.98)

A obtencio de ¢1 na forma apresentada em {5.56) que

satisfaga (5.14) com condicdes de contorno

|
o

v=0 ¥, =

v=v1l wl =

nos conduz a

f="-3

i @™ & - —
E:(f. - iz £f.) sen(iu) = 2 Z z ke (k+n)v e nVlsen({k—n)u) +
T 1 1 n cosh{nvli)
< -k ~nvl
+ 2 ;Z k em v e sen({k+nju) +
cosh{nvl)}
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iv
+Z ie sen{iu) (
5.99)

Tals igualdades se verificam guando k-n = i. Assim temos

-{k+2i)v
" 2 e
£ - k% £ = 2 E: + 2ke KV
: cosh(ivl)

a> (i + k) -1Vl &

i=1
(5.100)

Com £, (0) = £,(v1) =0 (k= 0)

A resolucdo de (5.100) é idéntica aquela obtida em (5.72)

e por isso serd omitida agqui. A egquagdo diferencial (5.100) nos

conduz a

oo . . o« .

£, (v) =2 E: e71VE 73V senn(iv) + 2 (v/vl)E:e“21V1 tgh (ivl)
=1 i cosh(lvl} =1 i

(5.101)
Para k z 1 temos

m A 13

£,.v) = - E: eV 7Y cennh((kti)v) 4+
ey i cosh{ivl}

e 2Vl Conh((k+i)vl) senh(kv) -
I cosh(1ivl)

+.
il

i

. vi e ¥ senn(kv)/senh(kvi) - Vv e XV

(5.102)
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Assim wl fica sob a forma

-

¥y (w,v) = i‘z) e (V4V} o nh((x+i)v sen(ku)
1 cosh(ivl)

o .
+ Z iﬁ " VY conh((k+i)vl) senh{kv) sen(ku) +

K 1 cosh{ivl) senh({kvl)
3 ~kv1
- Z { vl e senh (kv)sen(ku)/senh(kvl) +
+ v e ™ sentxy )

(5.1¢3}

A sclugdo de T1 sob a forma considerada em {5.57) que

satisfaz (5.14) com condigdes de contorno

é obtida a partir de

i (9} - 1° g;) cos(iu} =
i=1 .

. o
-k “1ﬁ fk) cos({k+n)uj - Z fi cos (iu)

(5.104)
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A resolugao de (5.104) € Dbastante extensa e nao sera

detalhada pois para a obtencgao de Ru, fazemos

- 2 n vl _
Nu1 = = vl/go(vl)

ré i
j T, du
&)

A solucao de 9,({vl) € mais simples de ser realizada.

Basta tomarmos K = n e 1 = 0. Tal simplificagéo nos conduz a

gl (v) = -0.5 Zix (£ @y * aqf £,) = £ (V)

(5.105)

Com condigdes de contorno gO(O} = gé(vl) =0,

A solugao de (5.105) € relativamente simples de ser

obtida e assin

o0 vl
go(vz) = ~0,5 E: k Jo fk(v) dlk(v) dv +
k=1
vl : v, w
+ vl JofO(V) dv - J [ fo(s)ds dw
o Yo

(5.106)

Com Tow Co temos por (5.14) que

c, = Le T, (5.107)
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Para Nusselt e Sherwood médios temos finalmente que

H

Nu 1 4+ Vvl R (1+N)/go(vl} . {5.108)

Sh = 1 4 vl R (14N} /(Le go(vl)) {(5.109)

V.2.2.1 RESULTADOS E DISCUSSAQ
Para obtengdo deos resultados agqui apresentados, foi
utilizado como em (5.3) uma rede de 900 elemébtos. 08  resultados
obtidos em termos dos nDUmEros de Nusselt dados pela eguacéao
{5.108) foram apresentados com resultados obtidos no capitulo V.3.
Na fig.({(5.8) apresentamos para comparacac Nusselt em

fungado de N para aproximagdes de ordem 1 (linha cheia}e de ordem 2

{linha tracejada) para © caso de Le = 1, Ra=0.2 , d=2 e r1=0.25.
Tal figura apenas 1llustra as aproximagdes envolvidas para
temperatura de cilindro constante e fluxo de calor constante &
gue ndc é possivel qualguer comparagdc entre as duas aproximagdes

envolvidas.

Na fig.(5.9) apresentamos Nusselt em funcdoc de Rayleigh
para Nw-Q.Q € N==0.5 com Le = 1, d=1 e ri=0.25. Da figura
percebemos gue N=-0.9 34 e bastante prdxima da solugdo puramente
condutiva. Aqui também € notado o comportamente linear das
solugbes em fungdo de Rayleigh.

Na fig.(5.10) apresentamos uma situacdo em que o carater
linear da aproximacdo adotada conduz a resultados ndo lineares, E
quande consideramos Nusselt em fungdo do raio rl do cilindro para

oS casos d=1 e 2 e . observamos uma varia¢do nao uniforme = de
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Husselt com o aumento de d. Ainda para raios pequenos ha uma

variagdo menor de Nusselt, independentemente da distancia d.

Na fig.({5.11) apresentamos Nusselt emn fungdo de d para
Ra=0.,2, 0.4 e 0.6 com N=0 , Le = 1 e r1=0.25. Um comportamento
bastante interessante que tais solughes apresentam se faz presente
pelas curvas terem um aspecto.logaritmico e uniforme.

Na fig.(5.12) apresentamos Nusselt em funcdo de d para o
caso Ra=0.2 para as mesmas condigdes da fig.(5.11). A curva em
linha chela representa a aproximacio de fluxc de calor constante e
a curva em linha tracejada representa a aproximégéo temperatura de

cilindro constante. Vemos gque para Ra pequenos as duas curvas se

aproximam muito (variagio maxima de 30 % entre as curvas). Na

£fig.{5.13) para Ra=0.4 temos uma variagdo maxima de 56%. Da
andlise de tais vresultados vemos dque para Ra suficientemente

baiwos as duas aproximagdes coincidem.
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V.3 CONCLUSOES

Apresenta~se o desenvolvimento de um estudo tedrico sobre
& convecgao natural resultante de empuxos devido ao calor e a
diferenga de concentragdo sobre um cilindro enterrado em um meio
poroso saturado sujeito para os casos temperatura e concentragao
constantes no cilindro e na parede (caso V.2.1) e fluxo de calor e
massa constantes no cilindro e temperatura € concentracao
constantes na parede (caso V.2.2). O objetivo foi o de estender a
aplicacao de solugdes do tipo perturbativas, antes aplicadas &
convecgao natural puramente difusiva, ao problema em gquestao. A
convecgadc duplamente difusiva depende normalmente de dois
paréametros, Ra e N, e a abordagem adotada emprega uma expansdo
dupla schre estes parametros. 0s resultados apresentados sao
validos nos regimes dominados pelo fendmeno difusivo, ou selja, as
faixas dos pardmetros principais para aplicagdo da solugado se
restringem aquelas em gue as contribuigbes convectivas as curvas
de Nusselt sio relativamente peguenas se comparadas & contribuigao
puramente difusiva (Ra=0 ou Le=1 e N=-1).

Este critério foi satisfeito em todos os casos estudados.
No caso estudado em V.2.1, o método da perturbagdo teve o mérito
de revelar relacdes interessantes entre T e C nas cbndigées de
estabelecimento do fendmeno. -

0 desenvqlvimento das solugdes apresentadas neste
trabalho pelo método da perturbagao linear para o caso estudado em
v.2.2 é relativamente exaustivo porém permitiu a obtengao de
resultados exatos e inéditos para a faixa de parmetros Ra e (N+1)

relativamente baixeos.



CAPITULO VI
CONCLUSGES FINAIS

0 estudo da convecgdo natural dJuplamente difusiva para
um cilindro enterrado em um meio poroso homogéneo e saturado foil
investigada numericamente. As eguagdes de conservagio que
descrevem o problema foram expressas nas coordenadas bipolares
segqundo a formulagao funcao de corrente e resolvidas
numericamente pelo método do volume de controle. Os resultados

apresentados foram considerados tomande um dominio finito quadrado

de dimensdes 3 x 3 com um critério de aceitagdo da solugde como
convergida ndo permitirmos um erro absolutc acima de 1 x 1073
adotamos também o© esguema da lei de poténcia, sugerido por
Patankar para aproximacdo das variavelis T, C e ¥y calculadas. A fim
de validarmos o método, uma investigagio do nimerc de pontos da
grade em funcdo de Ra, Le e N também fol realizada.

O programa implementado em nosso trabalho para uma rede
relativamente grosseira de 30 x 30 pontos, permitiu-nos alcangar o
resultade de Nusselt no c¢ilindro via solucgdo analitica obtido por
Haim Bau e que possibilitou-nos a escolha dos pardmetros da rede,
iteragdes e dominioc para outras situagbes de Ra, Le e N
consideradas. Acreditamos que o uso de redes relativamente
grosseiras em nosso trabalho se deve ao refinamento automatico
realizado pelo sistema de coordenadas bipolares, conforme a
Fig.(3.2.a).

A andlise e apresentacdo dos resultados foi dividida em
partes para uma melhor compreensdo da influéncia dos numeros de
Rayleigh e de Lewis sobre o escoamento: escoamentos dirigidos pelo
calor, escoamentos com empuxo ascendente e escoamentos com empuxo
adversao.

Os numeros de Nusselt e de Sherwood come fungdoc de Ra, Le
e N foram amplamente analisados e seus efeitos relativamente
explicados dentro da faixa de valores especificados neste
trabalho. A influéncia gqualitativa dos parémetros sobre o
escoamento pode ser observada pela apresentagio dos campos de
escoamento, de temperaturas e de concentragao.

0s resultados obtidos para escoamentos dirigidos pelo
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calor nos mostram basicamente as regides puramente condutiva,
condutiva e convectiva e fortemente convectiva para os diversos
- valores de Rayleigh e Lewis considerados.

Nos escoamentos com empuxo ascendente tivemos resultados
cujos  efeitos  puderam ser relativamente  explicados. A
intensificagao dos efeitos da convecgdo natural sobre o escoamento
foi a caracteristica principal desta classe de escoamentos.

D5 escoamentos com empuxce adverso mereceram uma maior
atencio devidos ac aparecimento de influéncias sobre a direglo do
escoamento. Acreditavamos que a classe de esceamentos com N « -1
provocassem a movimentacdo do escoamento da superficie do solo
para o cilindro. Os resultados por nés apresentados mostram que a
diregio do movimente pode ser alterada para Le e Ra
suficientemente grandes que eliminem o efeito N « -1.

A influéncia da razdo de empuxo sobre o escoamento
mereceu um estudo intenss pelo  desconhecimento de @ tais
consideracdes na literatura. A passagem pelo ponto de supressao de
movimento mostrou-nos a influéncia de N sobre as curvas de Nu e Sh
em funcgdoc de Ra e de Le. A passagem por um ponto de minimo nas
curvas apresentadas nos indica a situagdo de movimento minime do
fluido, onde podemos notar a simetria das curvas de Nu e de Sh em
relagdo a um ponto de minimo. A grande constatagdo gue observamos
foi a de tal minimo depender sensivelmente de Le € em menor
intensidade de Ra. O pardametro Ra influencia menos a reversao do
movimento do ¢que Le.

Foi possivel uma comparagao dos resultédos numéricos com
solugdes analiticas perturbativas de segunda ordem para valores
relativamente baixos dos numeros de Rayleigh e de Lewis, limitando:
a analise dos efeitos convectivos para esta técnica para o caso de
remperatura e concentracgdao constantes no cilindro e na superficie
do solo.

Uma solucdo perturbativa do tipo linear para o© <Caso en
gue temos fluxe de calor e massa constantes no cilindro e
temperatura e concentragdo constantes na superficie do solo feoi
realizada. Tal analise linear permitiu-nos alcangar resultados
de Nusselt e Sherwood razoaveis e coerentes guando analisamos as
influéncias da profundidade 4 do cilindro e seu respectivo

rail .
io r,
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$ISTEMA DE COORDERADAS BIPOLARES (EQUAGOES DE TRANSFORMACAO)

<t

i

<l

g ¥V

Uxh

S A
Vu e_ + Vv e + Vz
il v

I

A

e
2

lfhu a/8u e, * 1/hv a/av e, * l/hz 8/0z e,

Vu/h, 8/8u + Vv/h, 8/8v + Vz/h, 8/8z

' 2
{ cosh v - cos - u )

(8 %/ou° + 8
a?
hueu hvev
1
h hh, 8/ 6u 8/8v
h Ay, h A,

Ax cos(»,u) + Aycos(y,u} + Azcos(z,u)

Axcos(x,v) + Aycos(y,v) + Azcos(z,v}

Axcos(x,z) + Aycos(u,z) + Azcos(z,z)

2/ )

(A.1)

(A.2)

cos({i,j) = 1/hj8i/6j i= %x,y,2
= U,V
hu= hv = a/(coshv - cosu). hz=1
#x/6u = -a sen u senh v / (cosh v - cos u)2

ax/joev

a (1 - cos u cosh #)/(cosh v - COos u}

2
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Com g = (g,0), temos

|

9, g cos{x,u) = ~g sen u senh v/ (cosh v - cos u}2

H
I

g, = g cos(x,v)

v g {1 - cosu cosh v)/{cosh v - cos u}2

Para p = po [ 1 — B(T-To) « Bc(C-Co}]}, temos

~po(cosh v - cos u)

Vp = [ (B 8T/8u + Bc 8C/au) e’; +

a .

+ (B 8T/8v + Bc 8C/8v) e ]

Assim VYpxg com algumas simplificacdes fica facilmente calculado
onde obtivemos a seguinte expressio:
po

Tprg = :-:3 [ (1 - cos u cosh v) (8 8T/6u + B aC/au) +

+ {senh v gsen u) (BaT/av + B¢ ac/avy} (A.3)
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APENDICE B

DEDUCE" DAS EQUACOES DISCRETIZADAS PELO METODO DO VOLUME DE
CONTROLE

- *
Equacao de ¥

Integraremos a eq.(2.32) para a fungao de corrente w* ne
volume de controle genérico ch mostrado na Fig.{2.3) com relagéao
as variaveis u e v. Assim temos para a eq.{2.32):

Z * 2%
JI g g du dv + J[ 6 ¢ du dv -
Ve gy f VCp sv?
* * "
- a [ IJ H 6T /6u du dv + SI G 8T fov du av ) +
Ve
Ve -
b P
+ N J[ H ac'/8u du dav + jj g ec sev du Av ) ]
ve ve
p P
(B.1)

A integracédo de (B.1) nos fornece
[(ay*/ou) = (au"/au) ) By + [(aw*/ov) | = (8y7/8v) ] Au -

* * * *
- senh(vl) { Hp (Te ~Tw)ﬂv + Gp(Tn - TS)Au +

+ N HE (e - M+ NG (e -y
p (Ce W P ' n s (B.2)

Em seguida tratamos da substituigdoc das derivadas e
fungdes envolvidas nos nos do ch pelas suas vrespectivas

aproximagdes lineares sugeridas por Patankar:

* * *
(gp’yeu ), = (¥p - ¥p )/(8u),
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*® *
(8¢ /8u ), = v, /3wy

1
—
b

s « B3
f

autrov ) = (¥ - ¥p )/ (8V)y

ey ). = (Ve - Ve )/ (8V
y Ve P g 1/ {8V
T* = T* + T* 2
e { E P Y/
* = gt o+ 12
W e { P W )/
T = o rE oy
% _ * 4 ”*
T. = (Tp * Tg)/2
AP S R 2
LY stz
€y = (Cp w )/
e = (¢t o+l
n ( N P Y/
e = eF o+ ety
s = (s s/

{B.3)
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As aproximagdes {b.3) substituidas em (B.2) nos fornecem

Vg [ AV/(8W) 1 + ¥y [ AV/(Bu)g - AV/(8u), = Bu/(sV) -

S Bu/(sv) ]+ vy [ AV/(Bu), 1+ ¥ [ Au/(av) ] +

%*
*¥g Bu/(8v) ] - semh(vi) [ Hj bv/2 (Tp ~ Ty )+

* ® & %
+ Gp Au/2 (TN - Ts ) + N Hp Av/2 (CE - Cw ) o
Aus2 (Ch - O
+ N GP u/2 N S Yy ) {B.4)
Assim reagrupando (B.4) da forma
a, . ¥, . _ * * .
Led 1.3 T 8449 ?LH,j voa i=1,73 @inw,j > 83,9+ lI’i,j+1 t
1,5-0 Yi3m T P (B.5)
Onde P = i,3
E = i+1,3
W= i-1,3
N = i,j+1
8 = 1i,9~1
Os coeficientes envolvidos em {(B.5) tém a forma
ai+@,j = Av / (au)e
ai_“j = Ay / (au)w
ai,j+1 =  Au / (av)n
ai,j~1 = Au / (avjs
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onde Bu, Av, (su)_, (3w}, (8v) e (&v)_ sao valores

representados na Fig. (2.3).

a "4+ A + a

®1,3 T fing T fa 1,3+ i3
b, . = a* [ H AV 7 2 : :
i3 1,3 0B/ 20 - U T, Ty F
OG- (8w /2) L (Tp o - TS +
*ONHp . (AV /02) L (€ - Ci-1,j) +
+ N Gi,j {du / 2) {Ci,j+1 - i,j—1) ]

' *
Equacgao de T
A obtencdo da equagédo discretizada de T" & obtida de forma

. *
andloga. Tomaremos a ed.(2.33) para T que reescreveremos na forma

(1/Ra) (82T%/6u? + 22T sav?) = a(T* ay*sevyseu + B(-T ay)/Bu)

(B.7)

Integrando a eg.(B.7) sobre o volume de controle ch com

relagac a u e v temos

(1/Ra) [ (8T /8u)_ - (8T yéu) 1 Av  +
=] W

+ (1/Ra) [ (8T /av) - (e7%/av)_ 1 bu =
* =« * *
= [ (8¢ /v x T )-e_ (8¢ /v x T } w] Av +

+ [ -6w*/6u x T'}n - (,»6¢*/8u X T')s 1 Au
{B.8)
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Ut;llzanda -se das aproximagbes sugeridas en {B.3) para
as variaveils w e c envolvidas na eq.{B.8) utilizando-
esquema lei de Poténcia para obtermos

se de um

w " ]

21,3 71,307 w3 Tingg t o3 Tieg YAy g0 Ty,
+ ai,j—1 Ti,j-1 (B.9)
Com
ap = Dy AC [Pg] ) + [[ -F,,0 1)
ay = D, AC |P,] ) + ([ F .0 )]
ay =D AC [P | ) + [[ F .0 )

ag = Dg AL |P.] ) + ([ -F,,0 1]

a. = a. + &, + a, + a

onde
F_ = (aw*/av)e AV
F = (aw*/av)w Av
F_ = -(a4 /8u) _ Au
F, = ~(8y"/6u)_ bu
Be = Av/[Ra x (au)e]
D, = AV/[Ra x (8u) ]
D_ = Au/[Ra x (V)]
Ds = Au/[Ra x {Sv)s]
P, = F /D,
P = F /D

Pw = waDw
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Pg = Fe/Dg

Onde para o esguema lei de Poténcia temos
5
A{ |P| y = [[ 0, {1-0.1 x |P|) 11}

Equacace de C*

* N %*
Para C segue as mesmas eguac¢des de T trocando-se 0s

coeficientes difusivos De' Dw’ Dn e Ds definidos em (B.9) por

De = (1l/Ra Le) ﬁv/(éu)e
DW = {1/Ra Le) Av/(éu)w
Dn = (1/Ra Lle) ﬁu/(av)n
DS = {1/Ra Le) Au/(av)s
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APENDICE C
EXPANSAC DAS FUNCOES G E H EM SERIES DE FOURIER

Neste apéndice iremos expandir as fungdes G e H definidas

pelas eqs.(5.69) e (5.70) em suas correspondentes séries de
Fourier.

Escreveremos G(u,v) dado pela eq. {5.9) por

o0

G(u,v)= Z Gn sen (nu) {C.1)
n=1

Onde os coeficientes Gn sac calculados por

n senh(v) sen(u) sen{nu)

6, = (1/m J du (C.2)
-¥T

(cosh(v)-—cos(u))2

A eq.(C.l}) integrada por partes nos fornece

n cos {(nu) du (C.3)

n

G, = {(1/n) n senh(v) J

- cosh(v)~cos(u)

A ed.(C.2) serd resolvida utilizando-se da Teoria doe
Residuos para variaveis complexas. Nesse sentido consideramos:

, inu
n cos{nu) + i sen(nu) = et

Z

H

daz = i ™ au (C.4)

cos{u) =.0.5 (z + 1/2)

De (C.3) definimos

8 cos (nu) du (c.5)

I =
- B J-ﬂ cosh (V) -cos (u)
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e
T eilu 4
J = u (C.6)
-1 cosh{v)~-cos(u)
De (C.5) e {C.6) segue diretamente que
In = Real(Jn) {(C.7)
Onde Real(Jn) ¢ a parte real de Jn
Introduzindo~se as expressoes {.4) em (C.6} temos
2" -
T = 2i § _ dz (C.8)
n ¢ z° =~ 2z cosh(v) + 1
onde ¢ ¢ o circuleo unitarie ( |z| =1 )
0s pelos z1l e z2 de (C.7) séo dados por
zl = ev
22 = e v '

O integrandoc em (C.7) tem um polo simples em 2= e V.
Pela formula da integral de Cauchy temos

J,=2m e ™ ssenh (v) (C.10)

Assim o cédlculo de I, fica da seguinte forma

I, = Real(2m e ™V senh(v) = 2 71 e Y/ senh(v)
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Dessa forma podemos reescrever (C.3) como
-nvy

n senh (v) 2n e
-~V

n T senh(v)
{C.11)

0 valor de Gn dado em (C.11) substituido em (C.1) nos

fornece

o0
G(u,v) = E: 2 n e ™ sen(nu) (C.12)
=1

A expansdoc para H{u,v) definido em (5.70) € cbtida de

forma similar. Consideraremos H{u,v) em sua série de Fourier

da forma
oo
H{u,v) = E: Hn cos (nu) {C.13)
| n=1
Onde os coeficientes H sao calculados por
n i - cosh(v) cos{u)
Hn = (8n)/m . cos(nu} du
T (cosh{v)-cos{u)}}

(C.14)

Para obtencgado imediata dos coeficientes H,  reescreveremos

a eq.(C.14) da forma como segue

Hn = (dn}/m &8 [ senh(Vv) Real(Jn) 1/8v (C.15}

Onde Jn é o mesmo definido em {C.10) e

(8n) = 0.5 para n=0 _ ' ' (C.16)
{&n) = 1.0 para n > 0
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Assim da simplificacido de Hn dado por (C.15) chegamos a
expressao final para H{u,v):

oo

H{u,v) = Z (-2n) "™ cos (nu) (€.17)
n=1

Assim as séries numéricas (5.76),(5.77) e {5.78)
envolvidas no cdlculo de wl e T1 definidos por (5.79) e (5.80)
podem ser obtidas facilmente comc mostramos a seguir.

Para a obtengdo da série (5.76) realizamos a

integragdo da eq.(C.17) da definicao de H{u,v}) com relacgao a
variavel u:

U

0o v sen{u)
J Hi{u,v) du = Z 2 e sen(nu) = cosh(v)-cos{u)
o n=1

(C.18)

Para cbtencao da série (5.77) integramos G(u,v) dado
por (C.12}) com relagdo a variavel u para obtermos

- senh(v)
2 (3n) Z e™ cos(mu) = | (C.19)
h=1 : cosh{v)~cos(u)

Para obtencdo da série (5.78) integramos (C.19) com
relagdo a variavel u para obtermos

{3 =]
v -2 E: (1/n) e ™ cos(ma) = In [ 2 (cosh{v)~-cos(u)) ]

n=3 (C.20)



137

PROGRAMA IMPLEMENTADO NUM SISTEMA DE COORDENADAS

BIPOLARES REFERENTE AOS CAPITULOS II, III e IV



PROGRAM MAIN 138
LOGICAL LSTOP
COMMON/CNTL/LSTOP
CCECCCCOCCCCCCCCCCOCCCCCCCCCCCCCCCCCCreCCCCCCeeee
CALL GRID
CALL SETUP1
CALL START
10 CALL DENSE
CALL BOUND
CALL AUTPUT
IF (LSTOP) STOP
CALL SETUP2
GO TO 10
END |
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCTCCCCCCCCCeee
FUNCTION HU(XA,YB)
COMMON/V1Aa/V1
C=COSH (YB)
D=COS [(XA)
HU=SINH(V1)/(C-D)
RETURN
END
CCCCCCCCCOCCCCCCCCCCCCeCCtCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCeee
SUBROUTINE DIFLOW |
CCCCCCCCCCCrCCCeCCCCCCeCCCCCCCCCCCeCeCeCeCeceeeee
COMMON/COEF/FLOW, DIFF, ACOF
CCCCCCCCCCCOCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCee
ACOF=DIFF
IF (FLOW.EQ.0.) RETURN
TEMP=DIFF~ABRS (FLOW) *0. 1
ACOF=0.
IF(TEMP.LE.0) RETURN
TEMP=TEMP/DIFF
ACOF=DIFF*TEMP**5
RETURN
END
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCeee
SUBROUTINE SOLVE
CCCCCCCCCCCCCCCeCCCCCECCCCCCCCCCCCCCCCCCCeCCCCCCee



LOGICAL LSOLVE, LPRINT, LSTOP

COMMON F{51,50,10),RHO(51,50),GAM(51,50),CON(51,50) 139
+ (AIP(51,50),AIM(51,50) ,ATP(51,50) ,ATM(51,50),
+ AP(51,50),X(51),XU(51) ,XDIF(51),XCV(51),
+ ¥Y(51),YV(51),¥YDIF(51),YCV(51)
COMMON PT({51),QT(51)
COMMON/INDX/NF,NFMAX, NP, NRHO, NGAM, L1, L2, L3, M1, M2, M3,
+ IST,JST, ITER, LAST, TITLE (3) ,RELAX (3) , TIME, DT, XL, YL,
+ IPREF,JPREF, LSOLVE (3) , LPRINT (3} ,MODE, NTIMES (3) , RHOCON
CCLCCCCCCCCeCeCCCCCCCCCCCCelCCCCOCCCCeCeCeeececece
ISTF=IST-1
JSTP=JST-1
IT1=L2+IST
I72=L3+IST
JT1=M2+JST
JIT2=M3+JST

CCCCCCCCCCCCCCCCCCeCCCCCeCCCCCCeCCiCCoCCceCCeceeece
NTI=NTIMES (NF)
DO 999 NT=1,NTI
DO 90 N=NF,NF
COCeeCce SUMMING IN T DIRECTION
CCCCCCCCCCCOCCCCCCCCCCeeCCCCCOCCCCCCCCCCCCCCeceece
DO 90 J=JST,M2
PT(ISTF)=0.
QT (ISTF)=F (ISTF,J,N)
DO 70 I=IST,L2
DENOM=AP(I,J)~PT(I-1)*AIM(T,J)
PT(I)=AIP(I,J)/DENOM
TEMP=CON (I,J} +ATP(I,J) *F (I,J+1,N)+AJM(I,J)*F(I,T-1,N)
QT {I)=(TEMP+AIM(I,J)*QT(I~1)}/DENOM

70 CONTINUE

DO 80 II=IST,L2

T=IT1~1T
80 F(I,J,N)=F(I+1,J,N)*PT(I)+QT(I)
90 CONTINUE

DO 180 N=NF,NF
DO 190 JJ=JST,M3
J=JT2-JJ



PT(ISTF)=0. 140
QT {ISTF)=F(ISTF,J,N)
DO 170 I=IST,L2
DENOM=AP(I,J)~PT(I~1)*AIM(I,J)
PT(I)=AIP(I,J)/DENOM
TEMP=CON (I,J)+AJP{I,J) *F(I,J+1,N)+AIM(L,J) *F(I,J-1,N)
QT (I)=(TEMP+AIM(I,J)*QT (I~1))/DENOM

170 CONTINUE

DO 180 II=IST,L2

I=IT1-IX
180 F(I,J,N)=F(I+1,J,N)*PT(I)+QT(I)
190 CONTINUE |

CCCCCC  SUMMING IN J DIRECTION
DO 290 N=NF,NF
DO 290 I=IST,L2
PT (JSTF)=0.
QT (JSTF)=F(I,JSTF,N)
DO 270 J=JST,M2
DENOM=AP (I,J)-PT(J~1)*AIM(I,J)
PT(J)=AJP(I,J)/DENOM
TEMP=CON (I,J)+AIP(I,J)*F(I+1,J,N)+AIM(I,J)*F(I~1,J,N)
QT (J) = (TEMP+AJM (I,J) *QT (J~1) ) /DENOM

270 CONTINUE

DO 280 JJ=JST,M2

J=IT1~IJ
280 F(I,J,N)=F(I,J+1,N)*PT(J)+QT(J)
290 - CONTINUE

COCCCCCCECCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCreeeeeee
DO 390 N=NF,NF

DO 390 II=IST,L3 é I=I72-11
PT(JSTF)=0.
OT(JSTF)=F(1,JSTF,N)
DO 370 J=JST, M2
DENOM=AP({I,J)-PT(J-1)*AIM(I,J)
PT(J)=AJP(I,J)/DENOM
TEMP=CON (I,J)+AIP(X,J)*F(I+1,3,N)+AIM(I,J)*F(I-1,J,N)
QT (J )= (TEMP+ATM (I,J) *QT (J~1) ) / DENOM

370 CONTINUE



DO 380 JJ=JST,M2
J=JT1~3J 144
380 F(I,J,N)=F(I,J+1,N)*PT(J)+QT(J)
390 CONTINUE
CCCCCCCOCCCOCOCCOCCOLCCCCCCCCCCCCCCOCCCCCOCCCeeeee
999 CONTINUE
DO 400 J=2,M2
DO 400 I=2,L2
CON(T,J)=0.
AR(I,J)=0.
400 CONTINUE
RETURN
END
CCCCCCCCCCCCCCCOCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCaCteCeCeCCeeae
SUBROUTINE SETUP
CCCOCCCCCCCCCCeeeCCeCCleCCCCCCCCCCCCCCCCCCCeCeeeee
LOGICAL LSOLVE, LPRINT, LSTOP
COMMON F(51,50,10),RHO(51,50),GAM(51,50),

+ CON(51,50) ,AIP(51,50) ,AIM(51,50) ,ATP(51,50) ,ATM(51,50),
+ AP(51,50),X(51),XU(51),XDIF(51),XCV(51),
+ Y(51),YV(51),¥YDIF(51),YCV(51)

COMMON PT(51),QT(51)
COMMON/INDX/NF, NFMAX, NP, NRHO, NGAM, L1, L2, .3, M1, M2, M3,

+ IST,JST, ITER,LAST, TITLE (3) ,RELAX(3), TIME, DT, XL, YL,
+ IPREF, JPREF, LSOLVE (3) , LPRINT (3) ,MODE, NTIMES (3) , RHOCON
COMMON /CNTL/ LSTOP

COMMON/V1A/V1

COMMON/SORC/SMAX , SSUM

COMMON/COEF/FLOW, DIFF , ACOF
COMMON/ERTCP/F1(51,50,3) ,ET1,EC),EPSI1

DIMENSION U(51,50)},V(51,50) |

EQUIVALENCE(F(1,1,1),T(1,1}),(F(1,1,2),CONC(1,1))},

+ (F(1,1,3),P8I(1,1})
C**************************************************
1 FORMAT (15X, 'COMPUTATION IN CARTESIAN CCOORDINATES’)
2 FORMAT (15X, ' COMPUTATION FOR AXISYMMETRIC SITUATION’)
3 FORMAT (15X, COMPUTATION IN POLAR  COORDINATES’)
4 FORMAT (14X, 40 (1H*},//} '

DATA NFMAX,NP,NRHO,NGAM/3,4,5,6/



DATA LSTOP,LSOLVE, LPRINT/7#*,FALSE./ 147
DATA MODE,LAST,TIME,ITER/1,5,0.,0/
DATA RELAX,NTIMES/3%1.,3%1/
DATA DT, IPREF,JPREF,RHOCON/1,E10,1,1,1./
COCECCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCoCCeCereee
ENTRY SETUP1
L2=L1-1
L3=L2-1
M2=M1~1
M3=M2~1
X {1)=XU(2)
DO 5 I=2,L2
5 X{I)=0.5+% (XU (I+1)+XU(I))
X (L1)=XU(L1)
Y (1)=YV(2)
DO 10 J=2,M2
10 Y(T)=0.5% (YV(T+1)+¥V(J) )
Y (M1)=YV(M1)
DO 15 I=2,Ll
15 ¥DIF(I)=X(I)-X(I-1)
DO 18 I=2,L2
CCCCCCCC CON,AP,U,V,RHO, PC AND P ARRAYS ARE INITIALIZED HERE
DO 95 J=1,M1
DO 95 I=1,L1
U(I,J)=0.
V(I,J)=0.
CON(I,J)=0.
AP(I,J)=0.
RHO (1,3} =RHOCON
95 CONTINUE
RETURN
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCOCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCeCeeee
ENTRY SETUP2 |
COCCCCCCeCCCCCCCCC COEFFICIENTS FOR THE ALL EQUATIONS
IST=2
JI8T=2
IF (.NOT.LSOLVE (NF)) GO TO 100
CALL GAMSOR
REL=1.-RELAX (NF)



DO 102 I=2,L2 ‘ 1473
AREA=XCV (1) *HU (X (1) ,YV(2))
FLOW=AREA*V (I,2) *RHO(I,1)
DIFF=AREA*GAM(I, 1)/ (YDIF(2)*HU(X(I},¥V(2))})
CALL DIFLOW
102 ATM(I,2)=ACOF+AMAX1 (0., FLOW)
DO 103 J=2,M2
FLOW=YCV (J) *HU (X (1), Y (J) ) #U(2,J) *RHO(1,J)
DIFF=YCV(J) *HU (X (1}, Y (J) )} *GAM(1,J) / (XDIF (2) *HU (XU (2) ,Y(J}))
CALL DIFLOW
ATM(3,J)=ACOP+AMAX1 (0., FLOW)
DO 103 I=2,L2
IF(I.EQ.L2) GO TO 104
FLOW=YCV (J) *HU (X (I} ,Y(J) } *U(I+1,T) *RHO (I, J)
DIFF=YCV (J) *HU (X (I),Y (J) )} *2.*GAM(I,J) *GAM(I+1,J) /

¥ ((XCV(I}*GAM(I+1,J) *HU(X(I),Y(J))+XCV(I+1)*
+ GAM(I,J) *HU (X (I+1),Y(J))+1.E~30))
GO TO 105

104 FLOW=YCV(J) #HU (X(L1), ¥ (J) } ¥U(L1,J) *RHO (L1, J)
DIFF=YCV(J)*HU(X(L1),Y(J)) *GAM(L1,J)/ (XDIF(L1)*
+ HU (XU (L1) ,YV({J)))

105 CALL DIFLOW

AIM(I+1,J)=ACOF+AMAX1 (0., FLOW)
AIP(I,J)=AIM(I+1,J)~FLOW

AREA=XCV (1) *HU (X(I),Y(J+1))
IF(J.EQ.M2) GO TO 106

FLOW=AREAXV (I,J+1)*RHO(I,J)

DIFF=AREA*2. *GAM(I,J) *GAM(I,J+1)/ (YCV(J) *HU (X(I),¥(J))*

+ GAM(I,J+1)+HU(X(I), ¥ (J+1))*¥YCV(J+1)*GAM(I,J}+1.E~30)
GO TO 167
106 FLOW=AREA*V (I ,M1) *RHO (I,M1)

FIM=XCVIP(I-1)*V(I-1,M1)*RHO(I~1,6M1)
DIFF=AREA*GAM (I,M1)/ (YDIF(M1)*HU(X(I),¥Y(M1}})
107 CALL DIFLOW '
AIM(I,J+1)=ACOF+AMAX1 (0. ,FLOW)
AJP(I,J)=ATM(I,J+1)~FLOW
VOL=HU (X (I} ,Y(J) )} **2*XCV(I)*YCV(T) & APT=RHO(I,J)/DT
AP(X,J)=AP(I,J)-APT
CON(I,J)=CON(I,J)+APT*F(I,J,NF)



AP(1,J3)=(~AP(X,J)*VOL+AIP(I,J)+AIM(I,J)+AJP(I,J)+AIM(I,T)) i

+ /RELAX (NF)
CON(I,J)=CON(I,J)*VOL+REL*AP(I,J)*F(I,J,NF)
103 CONTINUE
CALL SOLVE
100 CONTINUEC
ET1=0.
EC1=0.
EPSI1=0.
DO 620 I=1,L1
DO 620 J=1,M1
ET=ABS(F(I,J,1)~F1(I,J,1))
EC=ABS(F(I,J,2)-F1(I,J,2})
EPSI=ABS(F(I,J,3)-Fi(I,J,3))
ET1=AMAX1 (ET1,ET)
EC1=AMAX1 (EC1,EC)
620 EPSI1=AMAX1 (EPSI1i,EPST)
TIME=TIME+DT
ITER=ITER+1
IF (ITER.GE.LAST) LSTOP=.TRUE.
RETURN
END
COCCCECCCCCCCCCCCCECCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCeeee
SUBROUTINE SUPPLY
COOCCCCCOCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCeCCCCCCCCCCeece
LOGICAL LSOLVE,LPRINT, LSTOP '
COMMON F(51,50,10),RE0{51,50) ,GAM(51,50),

+ CON(51,50) ,AIP(51,50) ,AIM(51,50),AJP(51,50) ,AJM(51,50),
+ AP(51,50),X(51),%U(51),XDIF(51),XCV(51),
+ Y{51),YV(51) ,YDIF(51),YCV(51)

COMMON PT(51),QT(51)
COMMON /INDX/NF,NFMAX , NP, NRHO,NGAM, L1, L2, L3, M1, M2 M3,
+ IST,JST, ITER, LAST, TITLE (3) ,RELAX(3) , TIME, DT, XL, YL,
+ IPREF,JPREF, LSOLVE (3) , LPRINT(3) , MODE, NPIMES (3) , RHOCON
DIMENSION/UV/ U(51,50),V{(51,50) |
EOUIVALENCE(F(1,1,1),T{(1,1)),(F(1,1,2),CONC(1,1)),
+ (F(1,1,3),PSI(1,1)) -
COCCOCOCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCe
10 FORMAT (26 (1H*) ,3X,A10,3X,26 (1H*))



20
30
490
50
51
52
53
54
55
Ceeee

1

2

FORMAT(1X,4H I =,16,619) 145
FORMAT (1X, 1HJ) |
FORMAT (1X,X2,3X,1P7E9.2)
FORMAT (1X,1H )
FORMAT(1X,I =',2X,7(14,9%))
FORMAT (1X,’'X =/,1P7E13.5)
FORMAT (‘TH =’,1P7E13.5)
FORMAT (1X,*J =‘,2X,7(14,9%))
FORMAT (1X,’Y =’,1P7E13.5)
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCTCCCeCeCoeeeeeccee
ENTRY UGRID
XU(2)=0.
DX=XL/FLOAT (L1-2)
DO 1 I=3,L1
XU{I)=XU(I-1)+DX
¥V(2)=0.+1.E~50
DY=YL/FLOAT (M1-2)
DO 2 J=3,M1
YV {(J)=YV(J-1)+DY

RETURN
CCCCCCCCCLCCCCCLCCCCCCLCCLCCCCCCCCCCTCCCCCreCclCCe
ENTRY PRINT

IF{.NOT.LPRINT{3)}) GO TO 80

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCOCCCCCCCCCCCe
WRITE(10,50)
TEND=0

301

IF(IEND.EQ.L1) GO TCO 310

IBEG=IEND+1

TEND=IEND+7

TEND=MINO (TEND,L1)
WRITE(10,50)
WRITE{10,51) (I, I=IBEG, IEND)
IF(MODE.EQ.3) GO TO 302
WRITE(10,52) (X(I},I=IBEG, IEND)
GO TO 303

302
303
310

WRITE(10,53) (¥X(I),I=IBEG, IEND}
GO TQ 301
JEND=0



WRITE(10,50) 146
311 IF(JEND.EQ.M1) GO TO 320
JBEG=JEND+1
JEND=JEND+7
JEND=MINO (JEND,M1)
WRITE(10,50)
WRITE(10,54) (J,J=JBEG, JEND)
WRITE(10,55) (Y(J) ,J=JBEG,JEND)
GO TO 311
320 CONTINUE
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCeCCCCCCCCCOCCCCCCCOecee
DO 999 NF=1,NGAM
IF (.NOT.LPRINT(NF)) GO TO 999
WRITE(10,50)
WRITE(10,10) TITLE (NF)
IFST=1
JFST=1
IF(NF.EQ.1.0R.NF,EQ.3) IFST=2
TF(NF.EQ.2.0R.NF.EQ.3) JFST=2
IBEG=IFST~7
110 CONTINUE
IBEG=I1BEG+7
IEND=IBEG+6
TEND=MINO (IEND, L1)
WRITE(10,50)
WRITE(10,20) (I,I=IBEG, IEND)
WRITE(10,30)
JPL=JFST+M1
DO 115 JI=JFST,M1
=JFL~JJF
WRITE (10,40)J, (F(I,J,NF),I=IBEG, IEND)
115 CONTINUE
IF{IEND.LT.L1}) GO TO 110
999 CONTINUE
RETURN
END



147

SUBROUTINE USER
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCeeece
C IMPLICIT REAL#*8(A-H,0-Z)
LOGICAL LSOLVE, LPRINT, LSTOP
COMMON/A1l/ F(81,80,3),RHO(81,80),GAM(81,80),CON(81,80),
+  AIP{81,80),AIM(81,80),AJP(81,80) ,AJM(81,80),AP({81,80),
+  X(81),XU(81),XDIF(81),XCV(81),¥Y{(81),YV(81),¥DIF(81),YCV(81)
COMMON/B1/ PT(81),QT(81) ' '
COMMON/INDX/NF,NFMAX, NP, NRHO, NGAM, L1,L2,L3,M1,M2, M3,
+  IST,JST,ITER,LAST,TITLE(3),RELAX(3),TIME,DT,6XL, YL,
+  IPREF,JPREF,LSOLVE(3),LPRINT(3),MODE,NTIMES (3} ,RHOCON
COMMON/CNTL/LSTOP
COMMON/ERTCP/F1{81,80,3) ,ET1,EC1,EPSI1
COMMORN/V1A/V1
COMMON/SORC/SMAX, SSUM
COMMON/COEF/FLOW, DIFF, ACOF
COMMON,/UV/U(81,80),V(81,80)
COMMON/C1/ADPX(81,80) ,ADPY(81,80),CDX,CDY
o COMMON/C11/RAI,ALE,AN, L1, M1
DIMENSION XX(81),YY{81)
DIMENSION T(81,80),CONC{81,80),PSI({81,80)
DIMENSTON AANU(60),AASH{60) ,AANUL{(60) ,AASH1(60)
EQUIVALENCE (F(1,1,1),T(2,1)),(¥(1,1,2),CONC(1,1)},

+ (F(1,1,3},PSI(1,1))
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCLCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCeCece
CCCCCCCeeeeecee |
CCCCeCCeCeeeece PROBLEMA CILINDRO ENTERRADO
CCCCCCCCCCCeece
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCeee

DATA TITLE(1)},TITLE(2),TITLE(3)/*TEMP’, CONC‘, 'PSI’/
DATA LSOLVE(1},LSOLVE(2),LSOLVE(3)/3*%.TRUE./

DATA LPRINT(1),LPRINT(3)/2*.FALSE./ '

DATA LPRINT(2)/.FALSE./

DATA RELAX(1},RELAX(2),RELAX(3}/1.,1.,1./

DATA NTIMES(1),NTIMES(2),NTIMES(3)/1,1,25/

DATA LAST/50/

ENTRY GRID
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D=2.

R1=0.25

V1=LOG ( (D/R1)+SQRT( (D/R1) *%2-1,))
ALE=50.

A=SINH (V1)

RAI=0.1

PI=3.1416

AN=0.

XL=PI

Y1=V1

L1=30

M1=30

CALL DADOS (RAX,ALE,AN,Li,M1)
CDX=10

CDY=10

CALL UGRID

RETURN

ENTRY START
DO 100 J=1,M1
DO 100 I=1,L1
T(I,J)=.0
CONC(I,J)=0.
PSI(I,J)=0.
PSI(L1,J}=0.
CONTINUE
READ(17,11)L1,M1,CDX,CDY
FORMAT (1X, 21, 4G)
OPEN (UNIT=16, FILE=/DADOS.DAT’ , STATUS= UNKNOWN )
DO 101 I=1,L1
DO 101 J=1,M1
READ(16,121)T(I,J),CONC(I,J),PSI(I,J),U(I,T),V(I,T)
FORMAT (1X, 5E15.7)
CONTINUE

CLOSE (UNIT=16)
RETURN

ENTRY DENSE



RETURN

ENTRY BOUND

IF (ITER.EQ.15) THEN
RELAX(1}=0.95
RELAX(2)=0.95
RELAX (3)=0.95

END IF
TF(ITER.EQ.20) THEN
RELAX(1)=0.9
RELAX(2)=0.9

RELAX (3)=0.9

END IF

IF (ITER.GE.40) THEN
RELAX({1)=0.8
RELAX(2)=0.8

RELAX (3)=0.8

END IF

IF (ITER.GE. 60) THEN
RELAX(1)=0.7

RELAX (2)=0.7
RELAX(3)=0.7

END IF
IF(ITER.GE.80) THEN
RELAX(1)=0.6
RELAX{2)=0.6
RELAX(3)=0.6

END IF

IF (ITER.GE.95) THEN
RELAX(1)=0.5
RELAX(2)=0.5
RELAX(3)=0.5

END IF

IF(ITER.GE.115)THEN

RELAX (1)=0.4
RELAX{2)=0.4
RELAX (3)=0. 4
END IF
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299

4060

410

449

430

440

302

150

DO 299 I=2,L2
DO 299 J=2,M2
ADPX(I,J)={A*RI*SINH(Y(J)})/ (COSH(Y(JT))~-COS(X(I}})
ADPY(I,J)=(A*R1*SIN(X{I)))/(COSH(Y{J))-COS(X(I}))
CONTINUE
IF (NF.EQ.3)GO TO 310
DO 400 I=2,L2
U(I,2)=(PSI(I,3)-PSI(I,1))/(¥DIF(3)*HU(X(I), (YV(3)
YV (2))/2) +YDIF (2) *HU (X (I}, YV(2)/2))
U(I,2)=0.
CONTINUE
DO 410 I=2,L2
U(I,M2)=(PSI(I,M1)~PSI(I,M3))/ (YDIF(M1)*HU(X(I),
+(Y(M1)+Y (M2))/2.)+YDIF (M2) *HU (X (I), (¥ (M2)+Y (M3))/
+2.))
U(I,M2)=0,
CONTINUE
DO 449 I=2,L2
DO 449 J=2,M2
U(I,J)=(PSI(I,J+1)~PSI(I,J=1))/(¥YDIF(J+1)*HU(
+X{T),¥YV(I+1) ) +¥YDIF (J) *HU(X(I) ,¥YV(JI)))
U(I,1)=PSI(I,2)/(¥DIF(2)*HU(X(I),¥V(2)))
U(I,M1)=-PSI(I,L2)/ (YDIF(L1)*HU(X(I),¥V(L2)))
U(I,M1)=U(I,M2)
U(L,1)=0.
U(I,M1)=0.
CONTINUE
DO 430 J=2,M2
v(2,J)=-(PSI(3,J)-PSI(1,J))/ (XDIF(2)*HU (XDIF(2)
+/2.,Y(J3)) +XDIF (3) *HU (XDIF(3)/2+X(2),¥(J)))
CONTINUE |
DO 440 J=2,M2
V(L2,J)==(PSI(L1,J) ~PSI(L3,J) )/ (XDIF (L1) *HU(
+(X(ML)+X(M2)) /2. ,Y{J) ) +XDIF (L2} *HU (XU(L2) ,¥(J)))
CONTINUE
DO 302 I=2,L2
DO 302 J=2,M2
V(I,J)==-(PSI(I+1,J)~PSI(I-1,J))/ (XDIF(I+1)*HU(
+XU(TI+1), Y (J))+XDIF (1) *HU(XU(I),Y(J)))




303

304

305

306

331

332

310

301
315

320

DO 303 J=2,M2
U(1,J)=0.
U(L1,J)=0.
DO 304 I=1,L1
U(I,1)=U(I,2)
U(I,M1y=U({I,M2)
U{1,1)=0.
U({I,M1)=0.
CONTINUE
DO 305 J=2,M2
V{l,J)==PSI(2,J)/(XDIF(2)*HU(XDIF(2}/2.,¥(J)))
V{L1,J)=PSI(L2,J)/(XDIF(L1)*HU(XU(L1) ,¥(JT}))
V(1,Jy=V{(2,J)
V(L1,J)=V(L2,J)
V(1,J)=0.
V{L1,J)=0.
CONTINUE
DO 306 I=1,Ll1
V(I,1)=0.
V(I ,M1)=0.
DO 331 I=2,L2
DO 331 J=2,M2
U{I,T)=(U(I,T)+U(I+1,T))/2
DO 332 I=2,L2
DO 332 J=2,M2
VI, Jy=(V(I,T)+V(I+1,3)}/2
GO TO 315
DO 301 I=1,11
DO 301 J=1,M1
U{I,J3)=0.
V(I,J)=0.
DO 320 J=2,M2
PSI(1,J)=0.
T(1,J3)=T(2,J)
CONC(1,J)=CONC(2,J)
CONTINUE
Do 330 I=1,L1
PSI(I,M1)=0.
T(I,M1)=1.
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CONC(I,M1)=1.0 152

330 CONTINUE
DO 340 J=1,M1
PSI{L1,J)=0.
CONC(L1,J)=CONC(L2,J)
T(L1,J)=T(L2,J)

340  CONTINUE
DO 350 I=1,L1
T(I,1)=0.
CONC(I,1)=0.
PST(I,1)=D.

350  CONTINUE
RETURN

ENTRY AUTPUT
IF (ITER.NE.0) GO TO 405
WRITE (*,401)
401 FORMAT(/  ITER’,10X, ‘ERRT’,10X, ‘ERRC’, 10X, ERRPSI’,
+10X, NUSSELT’)
RETURN
405 WRITE(*,402) ITER,ET1,EC1,EPSI1,ANU1
402 FORMAT(I6,4E15.7)
DO 334 I=2,L2
DO 334 J=2,M2
F1(I,J,1)=T(I,J)
F1(I,J,2)=CONC(I,J)
F1(1,J,3)=PSI(I,J)
334  CONTINUE
e KA1=0
c IF(KA1.EQ.0)GO TO 357
IF (ITER.NE.LAST) GO TO 357
OPEN (UNIT=16, FILE='DADOS.DAT’ , STATUS='UNKNOWN /)
DO 345 I=1,L1 |
DO 345 J=1,M1
WRITE(16,121)T(I,J),CONC(I,J),PSI(I,J),U(I,J),V(I,J)
345  CONTINUE
CLOSE (UNIT=16)
po 333 I=2,12,1
DO 333 J=M2,2,-1



38

195

122
333
357

54

934

IF(ADPX(I,J).GT.3..0R.ADPY(I,J).GT.2.)G0 TO 398 153
XXMAX=ADPX (1,J)
YYMAX=ADPY (I,J)
PSIMAX=PSI (I,J)
TEMAX=T (I,J)
CONMAX=CONC(I,J)
GOTO 395
ADPX(I,J)=XXMAX
ADPY (I,J)=YYMAX
PSI(I,J)=PSIMAX
T(T,J)=TEMAX
CONC(I,J)=CONMAX
722=1.
WRITE(13,122)ADPX(I,J),ADPY(I,J),PSI(I,J)
WRITE(14,122)ADPX(I,J),ADPY(I,J),T(I,J)
WRITE(15,122)ADPX(I,J),ADPY(I,J),CONC(I,J)
FORMAT(1X,E15.7,3%,E15.7,3X,E15.7)
CONTINUE
SOMAC=0.
SOMAT=0,
DO 934 I=2,L2
TF(ADPX(I,M2).GT.CDX.OR.ADPY (I,M2).GT.CDY)GO TO 934
ASUM=( (T(I,M1)~-T(I,M2))/ (YDIF(M1)*HU(X(I),Y (M2)+
+YDIF(M1)*0.5)+1.E-30 ))*XCV{I)*HU(X(I),¥(M1))
SOMAT=SOMAT+ASUM
BSUM=( (CONC(I,M1) ~CONC(I,M2))/ (YDIF(M1)*HU(X(I),Y (M2)
++YDIF (M1) %0.5)+1.E=30) )*XCV(I)*HU(X(I),¥(M1))
SOMAC=SOMAC+BSUM
SDIS=(I-1)*PI/(L1~1)
IF(ITER.NE.LAST)GO TO 934
WRITE(8,54)5DIS,ASUM, BSUM
FORMAT (1X, 5E15.7)
AANU (I)=ASUM
AASH(I)=BSUM
CONTINUE
ANU1=V1*SOMAT/PI
SH1=V1*SOMAC/PI
SOMAT=0.
SOMAC=0.



935

55

500
505

510

DO 935 I=2,L2
IF{ADPX(I,1)}.GT.CDX.OR.ADPY(I,1).GT.CDY)GO TO 935
ASUM=((~T(I,1)+T(T,2))/(YDIF{2)*HU(X{I),Y(2)+

+¥DIF(1)*0.5)+1.E=30) ) *XCV(I)*HU(X(I), Y (1))
SOMAT=SOMAT+ASUM

BSUM=( (~CONC(I,1)+CONC(I,2))/(YDIF(2)*HU{X(I),¥Y(2)+
+YDIF(1)*0.5)+1.E-30} ) *XCV(I) *HU (X (X}, Y (1)}
SOMAC=SOMAC+RBSUM

SDIS=(I~1)*PI/(L1-1)

IF{ITER.NE,LAST)GO TO 935

AANU1L (I)=ASUM

AASH1 (T)=BSUM _
WRITE(9,54)SDIS,AANU(I) ,AASH (I} ,AANUL (I),AASH1(I)
CONTINUE :

ANUO=V1*SOMAT/PI

SHO=V1*SOMAC/PI

wRITE(7,55)ANU1,ANUO,SH1,SH0

WRITE (10, 55)ANU1, ANUO, 8H1, SHO

FORMAT (1X, "NUCIL=’ ,E15.7, 'NUWALL=' ,E15.7, 'SHCIL=',E15.7,

+7SHWAL=* ,E15.7)
IF(ITER.NE.LAST) RETURN
KAl=1

CALL PRINT
END IF

CALL PRINT
RETURN

ENTRY GAMSOR
IF{(NF.NE.1)GO TO 505
DO 500 J=1,M1

DO 500 I=1,L1
GAM(I,J)=1.

CONTINUE
IF(NF.NE.2)GO TO 506
DO 510 J=1,M1

DO 510 I=1,L1
GAM(I,J)=1./(ALE)
CONTINUE
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506

520

508

530

540
539

G600

IF(NF.NE.3) GO TO 508
DO 520 J=1,M1
DO $20 I=1,L1
GAM{I,J)=1.
CONTINUE
IF{NF.EQ.3)G0 TO 539
DO 530 J=2,M2
GAM(1,J)=0.
CONTINUE
DO 540 J=2,M2
GAM(L1,J)=0.
CONC (L1,J)=CONC(L2,J)
T(L1,J)=T(L2,J)
CONTINUE
DO 600 I=2,L2
DO 600 J=2,M2
IF(ADPX(I,J).GT.CDX.AND.NF.NE.3) THEN
T(L,J)=0
CONC(I,J)=0.
GAM(I,J)=0.
END IF
IF(ADPX(I,J).GT.CDX.AND,NF.EQ.2) CONC(I,J)}=0.
IF(ADPY(I,J).GT.CDY.AND.NF.NE.3)THEN
T(I,J)=0.
CONC(I,J)=0.
GAM(I,J)=0.
END IF
IF(ADPY(I,J).GT.CDY.AND.NF.EQ.2)CONC(I,J)=0.
IF(ADPX(I,J).GT.CDX.OR.ADPY(I,J} .GT.CDY.AND.

+NF.EQ.3) THEN

GRM(T,J)=0.
PSI(I,J)=0.

END IF

CONTINUE

IF (NF.NE.3) RETURN
DO 550 J=2,M2

DO 550 I=2,L2
X1=X(I)

Y1=Y (J)

155



AH=(1.-COS(X1)*COSH(Y¥1) )}/ (COSH(Y1)-COS (X1))**2
AG=SINH (Y1) *SIN(X1)/(COSH(Y1)~COS (X1))**2
ADX=XDIF (I)*HU ( (X(I)+X(I~1))/2,Y¥(J))+XDIF(I+1)+
+ HU((X(I)+X(I+1))/2.,¥(T))
ADY=YDIF(J) %HU(X(I), (Y(J)+Y(J-1))/2.) +¥DIF(J+1) *
+ HU(X(I), (Y (J)+Y({JI+1))/2.)
ACX=CONC(I+1,J)-CONC(I~1,J)
ACY=CONC(I,J+1)-CONC(I,J~1)
ATX=T(I+1,J)-T(I-1,J)
ATY=T(I,J+1)~T(I,J-1)
CON(I,J)=~A*R1*RAL* (AH*ATX/ {ADX) +AG*ATY/ (ADY) )
CON(I,J)=CON(I,J)~A*R1*RAT*AN* (AH*ACK/ (ADX)+AG*ACY
+ /(ADY))
C WRITE (*,588)CON(I,J),1,J
€588  FORMAT(1X,E14.7,14,1I3)
550 CONTINUE
RETURN
END
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PROGRAMA IMPLEMENTADO NUM SISTEMA DE COORDENADAS

BIPOLARES REFERENTE A0 CAPITULO V CASO V.2.1




COMMON/AL/XU(50),¥YV(50) ,X(50),¥(50) ,XX(50),YY(50), 158
PSI(50,50),T(50,50),C(50,50) ,ADPX{50,50) ,ADPY (50, 50)
D=2,

R1=0,25

Vi=ALOG( (D/R1)+SQRT{ (D/R1) **2-1.))
ALE=1.0

A=SINH(V1)

RAI=1.0

PI=3.1416

AN=0.

XL=PI

YI=V1

L1=30

M1=30

XU(2)=0.

DX=XL/ (L1-2)

DO 1 I=3,L1
XU{I)=XU(I~1)+DX
CONTINUE

YV(2)=0.

DY=YL/ (M1-2)

DO 2 J=3,M1

YV (J)=YV(JI-1)+DY
L2=L1~-1

L3=L2~1

M2=M1-1

M3=M2~1

X{1)=%XU(2)

DO 5 I=2,L2
X(I)=0.5% (XU (I+1)+XU(I))
CONTINUE

X{L1)=XU{L1)

Y (1)=YV(2)

DO 10 J=2,M2

¥ (JT)=0.5% (YV(J+1)+YV(J))
Y {M1)=YV(M1)

DO 333 I=2,L2

DO 333 J=2,M2
IF(COSH(Y(J)).EQ.COS(X(I))) GO TO 333



XX(I)=(A*R1I*SINH(Y(J)) )/ (COSH(Y(J))-COS(X(I})) 158
YY(J)=(A*RI*SIN(X(I)))}/(COSH(Y (J))~COS(X(I)))
ADPX(I,J)=XX(1)

ADPY (I,J)=YY(J)

C IF{XX{I).GT.4.0.0R.YY(J).GT.4.0) GO TO 333

SUMP=0,

DO 11 K=1,5

P1=EXP (~K*V1) *SINH(K*Y (J)} *SIN(K*X(I))/SINH(K*V1)
~ SUMP=SUMP+P1

11 CONTINUE

 PSI(I,J)=SUMP-Y(J)*SIN(X(I))/(2*V1* (COSH(Y (J))~COS(X(I})))
SUMT=0.
DO 12 L=1,5
T1=(EXP(-L*V1i)*{1.41./(V1*L)+2.% (COSH{L*V1)/SINH(L*V1)})*
+  SINH(L*Y (J})*COS(L*X(I)))/ (4. *SINH(L*V1)}
TTLle (Y (J)*EXP(-L*V1) *COSH (LY (J) ) *COS (L*X (1)) )/
+ (2.%*Vi%*SINH(L*V1))

c T1=T1— (¥ (J) *¥*2%EXP (-L*Y (J) ) *COS (L*¥X(I)) )/ (4.*V1%V1)

c P1=T1~ (Y {J)*EXP(-L*Y (J) ) *COS (L*X (T} )}/ (4.*V1*%2%L)
SUMT=SUMT+T1+TT1

12 CONTINUE .

e T(I,J)=SUMT-(1/8)}% (¥ (J)/V1)**2% ((COS(X(I))-EXP{-Y(J)})/

c +  (COSH(Y(J)})}-COS(X(I)))

C +(COSH(Y (J) ) ~COS (X(I)))

Al=— (Y (J)/V1)**2/8,

B1=COS (X (1)) ~EXP(-¥(J)}

C1=COSH(Y (J) ) ~COS(X(I))

T(I,J)=SUMT+A1*B1l/Cl
c T(I, ) =T(I, T}~ (L/4)*(Y(T) ) /VIi**2}*(Y{(J)/2-0.5%ALOG
C C{2% (COSH(Y(J))-COS(X(I})})))

Di== (Y (J)/V1i%42) /4.

El=-0.5%ALOG(2.* (COSH(Y(J))-COS{X(I})})

T(I,J)=T(I,JT)+D1*{Y{J)/2.+E1)

C WRITE(*,131)¥(J),V1,RAL,SINH(V1) ,AN,T(I,J)

C131 FORMAT (1X,6F15.7)
PSI(I,J3)=Y(J)/VI+RAI*SINH{V1)* (1.+AN)*PSI(I,J)
T(L,T)=Y{J)/VI+RAI*SINH (V1) % (1.+AN)*T(I,J)
C(I,J3)=Y(J)/VI+RAI*SINH (V1) *ALE*(1,+AN)*T(I1,J)

333 CONTINUE



17

16
izl

M4=M3-1

DO 16 II=2,L2

DO 16 JJ=M4,2,~-1

IF(ADPX(II,JJ).6T.3.0.0R.ADPY(II,JJ).GT.2.}GOTO 17
IF (ADPX(IX,JJ).GT.4.0.0R.ADPY(IX,JJ).GT.4.) GO TO 17

XXMAX=ADPX (II,JJ)

YYMAX=ADPY (II,JJ)

PSIMAX=PSI(II,JJ)

TMAX=T (I1,JJ)

CONMAX=C (II,JJ)

IF (TMAX.GT.1.)TMAX=1.

GO TO 18

ADPX (II,JJ)=XXMAX

ADPY (II,JJ)=YYMAX

PSI(II,JJT)=PSIMAX

T(IT,JIJT)=TMAX

C(II,JT)=CONMAX
IF(T(II,JT).GT.1.) T(II,JT)=1.

CONTINUE
WRITE(13,121)ADPX(II,JJ),ADPY(II,JJ),T(II,JJ)
WRITE(14,121)ADPX(II,JT),ADPY(II,JJ),C(I1,TT)
WRITE(15,121)ADPX{II,JJ),ADPY(II,JJ),PSI(II,JJ)

CONTINUE
PORMAT (1X, 3F15.7)

STOP

END
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PROGRAMA IMPLEMENTADO NUM SISTEMA DE COORDENADAS

BIPOLARES REFERENTE A0 CAPITULO V CASO V.2.2



121

15

14

AN=D.
RAI=0.1
ALE=0.9

OPEN(UNIT=1,FILE='F1.DAT’, STATUS=’UNKNOWN’)

READ(1,121)D
FORMAT (1X,F10,5)
D=1.
R1=0.25
V1=ALOG ( (D/R1)+SQRT ({D/R1)**2-1))
A=SINH(V1)
LIM=5
SUM=0.
DO 13 I=1,LIM
AAN=30
SUM1=0.
DX=V1/AAN
DO 14 J=1,INT(AAN)
Al=2.%A/SINH(V1)
AZ=EXP(-I*V1)*SINH(I*J*DX)
A3=T*COSH(I*V1)
ALFA=A1%A2/A3
SUM2=0.
SUM3=0,
DO 15 K=1,LIM
B1=EXP (-K#V1) *EXP (~K*J*DX)
B2=5INH ( ( I+K) *J*DX)

" B3=K*COSH (K*V1)

GB=B1*B2/B3

C1=EXP(-2%K*V1)

C2=SINH( (I+K)*V1) *SINH (I*J*DX)
C3=K*COSH (K*V1)

GC=C1%C2/C3

SUM2=SUM2+GB

SUM3=SUM3+GC

CONTINUE

GK=—-A*SUM2/SINH (V1)

GR=GK+ (A*SUM3/SINH (V1)) /SINH (I#V1)
SUM1=SUM1+ALFA*GK*DX

CONTINUE

162



SUM=SUM+I*SUM1 ' 163
13 CONTINUE
SUM=-0.5*SUM
SUM4=0.
DO 16 I=1,LIM
Wi=EXP(-I*V1)/(I*COSH{I*V1})
W2=V1%%2/2+VIKEXP(~2*%I#*V1) % (1/4*T%%2+V1/(2+*1))
Wi=W1*W2
W3=(4.%V1%%x2/3.)
W4=EXP({-2*I*V1)*TANH(I*V1)/1
W4=W3*W4 |
W5=W4+W1
SUM4=SUM4+W5
16 CONTINUE
ANU=V1/ {1+RAI* (1.+AN) *A* (SUM4~0.5%SUM))
SH=V1/ (1+ALE*RAT* (1+AN) *A* {SUM4 -0, 5*SUM) )
OPEN (UNIT=111,FILE='F111.DAT/,STATUS=’UNKNOWN")
write(111,122)sum
WRITE{111,122}ANU,SH
122 FORMAT (1X, 2E15.5)
STOP
END



