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Resumo

Martins, Paulo Augusto de Oliveira. Estudo de algoritmo de continuagao aplicado a fungao
de resposta em freqiiéncia nao-linear. Campinas: Faculdade de Engenharia Mecanica,

Universidade Estadual de Campinas, 2005, 128 p. Dissertagao (Mestrado).

O objetivo deste trabalho é estudar a aplicacao do método “arc-length” em funcoes de
resposta em freqiiéncia nao-lineares (RFs), para se obter principalmente regies instéveis do
caminho de equilibrio da curva de receptancia a(w). Para isto, é necessario conhecer os
varios procedimentos de continuacao existentes com o intuito de se escolher o melhor método
que executasse este objetivo. O procedimento ”arc-length” tem que ser usado em conjunto
com algum algoritmo para solucao de sistema de equagoes nao-lineares. Logo, é utilizado o
procedimento de Newton-Raphson, devido a sua razao de convergéncia e confiabilidade. A
nao-linearidade assumida neste trabalho é obtida através de fungoes descritivas, sendo que, no
modelo matemaético, a nao-linearidade pode ser acrescentada tanto na matriz rigidez quanto
na matriz de amortecimento, e sua posicao ird depender do tipo de funcao descritiva que se
estd utilizando. Para verificar a funcionalidade do método, implementou-se um procedimento
grafico mostrando em cada passo de iteracao até sua convergéncia. Na equagao do residuo
para o caso de impedancia ou receptancia, o parametro de freqiiéncia (w) é modificado para
(wA), pois (A) é o fator que relaxa a freqiiéncia. J4, os resultados deste trabalho obtidos com

o método "arc-length” sao apresentados graficamente, utilizando varios modelos, os quais
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sao mostrados os casos lineares e nao-lineares. Estes graficos sao comentados e analisados,
e sao mostradas as dificuldades encontradas. Os resultados deste trabalho sao de grande
importancia para a validacao do método proposto e também para trabalhos futuros, no qual
este método pode ser empregado junto a outros que determinam solugoes periddicas, no qual

).

o "arc-length” pode ser utilizado para obter a estabilidade da resposta sistema.

Palavras-chaves: ”Arc-length”, método de continuacao, Funcao de resposta em freqiiéncia,

andlise de estabilidade, Nao-linearidade, Funcoes descritivas.
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Abstract

Martins, Paulo Augusto de Oliveira. Estudo de algoritmo de continuagao aplicado a fungao
de resposta em freqiiéncia nao-linear. Campinas: Faculdade de Engenharia Mecanica,

Universidade Estadual de Campinas, 2005, 128 p. Dissertagao (Mestrado).

The objective of this work is to study the applicability of the arc-length method in nonli-
near frequency response (RF), mainly to obtain unstable regions of the receptance curve a(w)
following the equilibrium way. To do this, it is necessary to know the several path-following
procedures with the intuit of choosing the best method to do this task. The arc-length
procedure must be used together with some optimization algorithm, so that this solves the
nonlinear system of equations. Therefore, the procedure used is Newton-Raphson, due to
its convergence ratio and reliability, although others Newton methods can be used with this
purpose. The nonlinearity assumed in this work is obtained through describing functions,
this nonlinearity is increased in the stiffness matrix and damping matrix of the mathematical
model. To verify the functionality of the method, a graphic procedure was implemented
to show the convergence at each iteration step. In the equation of residue, for the case of
impedance or receptance, the parameter of frequency (w) is modified for (w\), because (\) is
the factor that relaxes the frequency. The results obtained with the method are represented

graphically using several models, which are treated for linear and nonlinear cases. These



graphs are commented properly, analyzed and the difficulties are showed presented. The re-
sults of this work are of great importance to validate the proposed method and also for future
works, in which this method can be used in conjunction to others that determine periodic

solutions, in which the arc-length can be used to obtain the stability of the system.

Keywords: Arc-length, Path-following, Frequency response functions, stability analysis, Non-

linearity, Describing functions.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao do Trabalho

Existem muitos métodos de célculos aplicados em vibragao de sistemas lineares com
parametros constantes. Em geral estes métodos representam a maioria dos casos de vibracao
estrutural em engenharia mecanica. Mas também existem importantes exemplos de vibracao
mecanica quando as equacoes possuem coeficientes variando ou quando as equagoes sao nao-

lineares.

Na pratica existem muitas estruturas complexas que possuem um comportamento nao-

linear. Alguns sinais de uma estrutura com comportamento nao-linear, podem ser:
— Freqiiéncias naturais variando com a excitacao;
— Graficos de resposta em freqiiéncia distorcidos;
— Dados instaveis ou nao se repetem.

Porém se um comportamento nao-linear é detectado numa estrutura é util ter uma es-

tratégia de como proceder para analisar a resposta em freqiiéncia, uma vez que o principio
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de superposi¢ao nao é mais valido.

A arquitetura dos computadores tém mudado rapidamente, permitindo manipular matri-
zes, realizar calculos em paralelo e obter visualizagao grafica. Novas linguagens de computa-
dores foram desenvolvidas para facilitar ainda mais a comunicacao entre os computadores e

a sua aplicagao no desenvolvimento de programas de engenharia.

Juntamente com estes desenvolvimentos, melhores métodos numéricos foram desenvolvi-
dos devido as mudancas rapidas que surgiram com as técnicas computacionais, facilitando
aos pesquisadores confrontar a teoria, através de programas, com a parte pratica. Assim,
foi possivel desenvolver métodos numéricos iterativos mais sofisticados, e sendo possivel
aplica-los na determinacao das respostas de sistema nao-lineares. Estas respostas repre-
sentam posicoes de equilibrio das equagoes diferenciais do sistema que podem ser solucoes
de equilibrio estaveis ou instaveis. O sistema sera classificado como estavel se seu centro de
gravidade estiver abaixo do ponto de suspensao. Ja se o centro de gravidade estiver acima

do centro de suspensao o equilibrio serd instavel.

Dentre os métodos iterativos para resolver sistemas de equagoes nao-lineares, tem-se
os métodos Newton-Raphson e Newton-Raphson modificado (Crisfield, 1979), porém estes
métodos sao incapazes de determinar respostas nao-lineares instaveis de estruturas. Contudo,
devido a necessidade de analisar estas respostas foi necessario que um método de continuacao

fosse empregado em conjunto com o método de Newton-Raphson.

Nestas duas ultimas décadas, varias técnicas numéricas iterativas tém sido desenvolvidas
com aplicagoes em solugoes de problemas estruturais nao-lineares (nao-linearidades geomé-
tricas ou de material), tais como: pseudo-arc-length” (Nayfeh e Balachandran, 1995), "arc-

length” (Crisfield, 1981), método do controle do deslocamento (Powell e Simons, 1981a),
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método do controle do trabalho (Yang e Shieh, 1990), entre outros. Alguns destes métodos sao
capazes de tragar caminhos complexos no espago carregamento-deslocamento (Magnusson e
Svensson, 1998; Batoz e Dhatt, 1979; Feng et al., 1995; Bellini e Chulya, 1987; Xu e Mirmiran,

1997).

Estes procedimentos numéricos, sao baseados em algoritmos de continuacao (Kouhia e
Mikkola, 1999; Tanaka e Tatsuoka, 1995; Zhou e Murray, 1994; Kouhia e Mikkola, 1999), que
possuem a capacidade de seguir o caminho de equilibrio e ultrapassar pontos criticos se estes
existirem. Estes métodos possibilitam determinar o caminho de instabilidade, o que nao é

possivel quando se utiliza, por exemplo, o método Newton Raphson (Ferreira, 1998).

Um desses procedimentos mais populares é o método “arc-length” de Crisfield(1981), que
possui a capacidade de ultrapassar pontos de inflexao, sem necessariamente ter que determi-
na-los, tornando-se apto a ser empregado em situacoes onde o caminho de equilibrio possui
um ou multiplos pontos criticos, ou seja um ponto do dominio da funcao onde a derivada é

nula, que é o caso tipico de estruturas nao-lineares.

Podemos encontrar, na literatura, basicamente trés tipos de problemas, quando é desejado
tragar resposta nao-linear de estruturas. Primeiro, o caminho de equilibrio que deve ser
seguido (Wriggers e Simo, 1990; Garcea et al., 1998; Allman, 1989); segundo, os pontos
singulares, isto é, pontos limites ou de bifurcacao que devem ser identificados e calculados
quando houver necessidade (Shi, 1996; Chan, 1993; Riks, 1979); e terceiro, para o ponto de
bifurcagao, o brago secundério que deve ser examinado e seguido (Magnusson e Svensson,

1998; Fujii e Ramm, 1997; Kouhia e Mikkola, 1989).

Para o caso de seguir caminhos de solugoes nao-singulares, um numero consideravel de

procedimentos de continuacgao foram propostos nas ultimas décadas (Hellweg e Crisfield,
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1998; Crisfield, 1983; Forde e Stiemer, 1987; Lee et al., 1999). Entre estes métodos, o método
"arc-length” tem sido utilizado principalmente em aplicacoes numéricas como: na andlise de
trincas em estruturas de concreto (Crisfield, 1986a), andlise de grandes deflexdes em vigas
submetidas a um ponto de carregamento (Wang et al., 1997), estudo da flambagem de arcos
(Xu e Mirmiran, 1997), andlise de cascas de revolugao sujeitas a carregamentos axisimétricos
(Tend e Lou, 1997) e entre outros. Basicamente o método "arc-length” adiciona uma equagao
de restricao a equagao de equilibrio residual, e resolve a equagao estendida por procedimento
iterativo-incremental tais como: Newton-Raphson, Newton-Raphson modificado, ou técnicas

de Quasi-Newton, para obter um ponto de solugao ao longo da curva (Crisfield, 1997).

Existe uma grande similaridade entre as curvas de carregamento-deslocamento nao-lineares
obtidas com o método “arc-length” com relacao as curvas de respostas em freqiiéncia nao-
lineares (RF), devido aos pontos criticos, tipos de inclinagoes, problema de convergéncia, ou
seja, pelo fato de possuirem mais de uma resposta para um determinado parametro. As-
sim, devido a todas estas peculiaridades, torna-se complexo empregar métodos convencionais
de otimizacao para superar todos estes obstaculos e ser possivel obter, principalmente, as

respostas instaveis.

A proposta deste trabalho é utilizar um procedimento de continuacao, especificamente o
“arc-length” para seguir o caminho de equilibrio estavel e instavel de uma RF (resposta em
freqliéncia) nao-linear. Para aplicar este procedimento serd necessério substituir as variaveis

de carregamento e deslocamento por varidveis de freqiiéncia e amplitude, respectivamente.

).

O desenvolvimento do método "arc-length” mostrou ser importante quando aplicado na
obtencao de resposta em freqiiéncia nao-linear, por causa da dificuldade em encontrar traba-

lhos relacionados a este assunto (von Groll e Ewins, 2000), e por possibilitar a comparacao
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entre uma resposta em freqiiéncia nao-linear tedrica e uma obtida experimentalmente.

Para facilitar o entendimento do método "arc-length” é necessério interpretar geometrica-
mente o seu funcionamento, as suas limitacoes, e as suas vantagens. O método é aplicado para
resolver um sistema simples de duas equacoes nao lineares para possibilitar a visualizacao

geométrica da obtencao das suas RFs.

Uma vez que muitos trabalhos (de Borst, 1987; Chan, 1993; Tend e Lou, 1997; Fujii
e Ramm, 1997; de Souza Neto e Feng, 1999; Raghothama e Narayanan, 2000b,a) foram
desenvolvidos levando em consideracao pontos de bifurcagao, algoritmos para determinar
o braco de equilibrio secundario e também métodos para determinar com exatidao pontos
criticos ou os pontos de bifurcacao, torna-se necesséario cita-los devido a relacao que eles
possuem com o “arc-length” e pela quantidade de obras publicadas, embora este assunto
fuja do escopo deste trabalho. Assim, o préximo passo é uma revisao da literatura que foi

utilizada ao longo deste trabalho.

1.2 Revisao Bibliografica

Dentre os métodos de continuacao existentes, o primeiro a ser utilizado com o método
de Newton-Raphson, foi o método do carregamento (Risks, 1972). Ele é freqiientemente
usado para andlise nao-linear estrutural com elementos finitos, desde que ela seja feita até
um carregamento pré-critico. O método de carregamento foi inicialmente desenvolvido por
(Risks, 1972) e (Wempner, 1971), que coincidentemente e engenhosamente introduziram uma
equacao de restricao ao método Newton-Raphson envolvendo uma técnica de variagao de car-

regamento iterativo. Este procedimento fornece um tratamento mais geral e numericamente



eficiente para respostas pré-critica de estruturas.

A estratégia iterativa que ocorre no método do carregamento nao permite ultrapassar
pontos limites tal como é mostrado na figura 1.1. E possivel observar que nivel de carrega-
mento s pode ser elevado até o ponto critico e apds este ponto, é impossivel determinar a
solucao do caminho de equilibrio. No gréafico é possivel visualizar o problema descrito. As
coordenadas sao representadas por A e p, as quais correspondem ao fator de carregamento e

deslocamento, respectivamente.

Figura 1.1: Método do carregamento constante.

Assim, quando se deseja fazer uma andlise de carregamento para passar pontos limites e
obter respostas instaveis, o método do carregamento falha em dar uma solucao satisfatoria

(Haisler et al., 1977).

Logo, foi necessario utilizar um outro método de continuagao que pudesse ultrapassar
o carregamento critico, e determinar as respostas da estrutura pré e pods-criticas. Por isto,

varios autores em busca de suprir esta necessidade, apresentaram e estudaram outros métodos



de continuacao com o método de Newton-Raphson, para obter as respostas independente do

carregamento critico.

Uma vez que o método do deslocamento comecou a ser estudado, naturalmente algumas
variacoes dele foram surgindo e paralelamente surgiram diversas aplicacoes com o método,

conforme sera apresentado a seguir.

(Batoz e Dhatt, 1979) definiram uma técnica a qual preserva a simetria da matriz de
rigidez e as propriedades de banda, quando usado com um algoritmo de controle de desloca-
mento. Este método utiliza a componente de deslocamento como uma variavel independente

ao invés do parametro de carregamento como usual.

Dois métodos semelhantes, porém desenvolvidos independentemente, foram propostos
por (Noor e Peters, 1981) que desenvolveram um método baseado no deslocamento nodal
aplicado para um reduzido sistema de equagoes nao-lineares e por (Powell e Simons, 1981a)
que desenvolveram um método de controle de deslocamento para analisar estruturas nao-
lineares. Este método foi apenas analisado para estruturas com pouca complexidade em

relacao ao carregamento-deslocamento.

Considerando um método um pouco mais sofisticado que o anterior, tem-se o método do
controle do deslocamento. Os autores (Powell e Simons, 1981a) desenvolveram um método
de controle do deslocamento, baseando-se numa técnica mais geral. De acordo com (Powell
e Simons, 1981a) este método é eficiente e estdvel quando aplicado a pequenas estruturas,
quando estas possuem uma relacao de carregamento-deslocamento mais complexa, o método

pode ficar ndo muito confidvel.

Uma outra andlise realizada por (Carrera, 1994) diz que o método do deslocamento falha

préoximo a um ponto limite como é mostrado na figura 1.2. A medida que se aumenta o nivel
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de deslocamento as respostas vao sendo determinadas até o ponto em que a curva reverte

sua direcao de equilibrio.

Figura 1.2: Método do controle do deslocamento.

Paralelamente ao desenvolvimento do método de carregamento, (Riks, 1979) desenvolveu
um método incremental para analise de flambagem e solucao de problema de “snap-back”.
Este fenomeno envolve um salto dinamico para um novo estado de carregamento com um nivel
de deslocamento fixo, como é mostrado na figura 1.3. O método de Riks ou método do plano
normal, foi o procedimento que Crisfield tomou como base para desenvolver seu método. O
método de (Riks, 1979) corresponde a uma linearizacao da forma esférica do método “arc-
length” de Crisfield. Este procedimento é aplicado apenas a problemas unidimensionais e nao
esta numa forma desejavel para ser utilizada em elementos finitos (Crisfield, 1981; Jeusette

e Laschet, 1989).

(Crisfield, 1981) entao utilizou estas contribui¢oes simultaneamente propondo uma equagao
de restricao constante cilindrica e posteriormente esférica chamada de ”arc-length”. Ele fez

uma modificacao do plano tangente restringido, que é a restricao do método de Riks, para a
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!

Figura 1.3: Fenomeno de "snap-back”.

equagao de uma circunferéncia que tornou o ”arc-length” capaz de resolver de forma iterativa
um sistema de N + 1 equacoes nao-lineares. Isto permitiu a aplicacao do "arc-length” em

elementos finitos.

A aplicacao do procedimento de (Riks, 1979) para solugao de problemas unidimensionais,
estd ilustrada nas figuras 1.4 e 1.5. Riks usou a dire¢ao normal para restringir a tangente ao
invés de um caminho circular. Segundo Crisfield, o método utilizando um caminho circular

¢ ligeiramente menos provavel a falha.

Em outro trabalho Crisfield desenvolveu um método de "arc-length” introduzindo um
procedimento de “line-search”. Ele também desenvolveu um simples parametro de aceleracao
baseando-se neste “line-search”, obtendo assim um novo “arc-length” que pode ser aplicado
para nao-linearidade geométrica e de material (Crisfield, 1983). Crisfield, também mostrou
que o "arc-length” pode ser utilizado para uma aplicagao diferente da proposta inicial, que

é o levantamento de curvas carregamento-deslocamento. Neste trabalho, Crisfield aplicou



% Solugao tangente ao ponto A

= Normal a tangente

Al

\

Solugdo final

A Caminho circular’
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!

Figura 1.4: (a) Método de Riks com técnica de Newton-Raphson.

e

= Solugdo tangente ao ponto A
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B \§
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Caminho circular
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!

Figura 1.5: (b) Método de Riks com técnica de Newton-Raphson modificado.
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o método na analise de estruturas de concreto com trincas que apresentam comumente as
respostas com “snap-back” e ”snap-through” (Crisfield, 1986b), fenomenos estes relacionados
com saltos dinamicos. Para o caso do "snap-through” o salto é dado para um novo estado de

deslocamento para um nivel de carregamento fixo, como é mostrado na figura 1.6.

» A

e

!

Figura 1.6: Fenomeno de “snap-through”.

Baseando nos estudos de Crisfield muitos autores desenvolveram outros trabalhos. Eles
utilizaram o método de Crisfield como base e implementaram novas ferramentas, tornando
o método mais robusto e confidvel. Outros autores propuseram seus métodos de continu-
acao modificando o procedimento de Crisfield. Algumas destas variacoes e técnicas serao

mostradas a seguir.

(Forde e Stiemer, 1987) apresentaram uma nova derivagdo do “arc-length” baseado em
principios ortogonais, o qual forneceu o mesmo resultado do método de Crisfield com uma
reducao no esforco computacional. O autor aplica sua teoria para um exemplo numérico de

uma estrutura de placas e cascas.
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(Kouhia e Mikkola, 1989) implementaram um método para detectar pontos criticos base-

ado em autovalores da matriz de rigidez tangencial.

Os autores (Clarke e Hancock, 1990) fizeram um estudo de vérios métodos de continua-
¢ao considerando o caso de nao-linearidade geométrica. Varios métodos foram comparados
destacando suas limitagoes e vantagens.

).

O autor (Carrera, 1994) também fez um estudo de métodos "arc-length” e ilustrou suas
falhas utilizando um modelo simples. Ele fez uma interpretacao geométrica do método com
a equagao de equilibrio linearizada, e baseado nisto ele propos seu método aplicando-o em

uma parabola.

).

Ja os autores (Zhou e Murray, 1994) desenvolveram uma formulag¢do modificada do “arc-
length”, que evita o aparecimento de raizes complexas. Este procedimento foi utilizado neste

trabalho e serd posteriormente descrito com mais detalhes na secao 3.5.2.

Um método, levando-se em consideracao a equacao de equilibrio normalizada e a es-
tratégia de parametrizacdo do caminho de equilibrio, foi proposto por (Feng et al., 1995)

para assegurar que o procedimento siga a curva corretamente.

(Tanaka e Tatsuoka, 1995) utilizaram um método de relaxagdo dinamica para tragar o
caminho de equilibrio aplicado em problemas com materiais nao-lineares. Porém este tipo de
problema, segundo o autor, apresentou geralmente a resposta “snap-through”, e para resolver

este problema foi utilizado o controle do "arc-length”.

Uma nova proposta para determinar a direcao do parametro de carregamento inicial é
mostrada por (Feng et al., 1996). Os autores fazem uma andlise dos critérios existentes para
mostrar a eficiéncia de sua proposta. Seu critério leva em consideracao o tipo de equacgao de

restricao do “arc-length”.
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No mesmo ano os autores (Feng et al., 1997) provaram matematicamente que o sinal do
determinante da matriz rigidez pode ser utilizado para determinar a direcao do parametro

de carregamento inicial, a menos que um ponto de bifurcacao seja passado.

(Hellweg e Crisfield, 1998) propuseram um método em propagagao de trincas para ultra-
passar ponto limite, através do calculo do residuo para ambas as raizes da equacao quadratica

do carregamento.

(Montag et al., 1999) mostraram uma estratégia de simulagao numérica altamente eficiente
para analise de estruturas de cascas elasto-plasticas. Estes autores utilizaram elementos

isoparamétricos e um modelo de material nao-linear bastante realistico.

Num outro trabalho, os autores (Szyszkowski e Husband, 1999) apresentaram uma inter-
pretagao geométrica do método “arc-length” com o intuito de ajudar a entender as complexi-
dades que os métodos de continuacao apresentam. Estes autores fizeram uma breve discussao

dos proés e dos contras das iteracoes de equilibrio utilizando o método de Crisfield.

Ja (Jike et al., 1999) aplicaram o “arc-length” para resolver equagdes diferenciais or-

dinéarias com certos tipos de singularidade.

Assim, diversas técnicas e variacoes do “arc-length” foram propostas, os quais foram
aplicadas em diversos casos. Dentre estes casos, encontra-se o “arc-length” de Crisfield
bastante utilizado quando se quer emprega-lo na analise de estruturas com carregamento
pos-critico. Porém, podem haver casos em que a a resposta da estrutura possui um braco de
equilibrio secundério, tornando-se necessario determinar o ponto de bifurcagao para analisar
o caminho secundario. Seguindo esta linha de pesquisa varios trabalhos utilizando o “arc-

length”, foram desenvolvidos e sao relacionados abaixo.

Uma outra contribuigao foi desenvolvida por (de Borst, 1987) através de um método
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“arc-length” que leva em consideracao a bifurcacao em estruturas que demonstram resposta

pos-bifurcagao que podem ser tragadas com sucesso.

J& o autor (Jeusette e Laschet, 1989) propoe um método que possui uma nova equagao
para controlar o tamanho do raio, que facilita a analise de bifurcagao e uma completa resposta

nao-linear de uma estrutura.

Um outro autor, (Allman, 1989), segue na mesma linha do anterior apresentando uma
metodologia para o cédlculo de pontos singulares e bifurcacao. Ele utiliza problemas com
modelos simples, os quais representam o fenomeno de estabilidade eldstica de estruturas

mecanicas.

(Kouhia, 1992) detalhou um procedimento “arc-length”, que possui um controle adapta-
tivo do comprimento do raio. Seu algoritmo levou em consideracao apenas um ponto critico,
e mostrou um procedimento para seguir o brago secundario da bifurcacao. Na sua equacao
de restrigao, ele utilizou uma matriz diagonal que contém termos de pesos do deslocamento

e fator de escala.

Seguindo uma outra linha, (Chan, 1993) desenvolveu um método numérico para deter-
minar com precisao um ponto limite ou de bifurcacao. Este autor mostra a necessidade de
determinar tais pontos com precisao para se ter uma previsao mais exata do carregamento
critico da estrutura. Seu método exige um custo computacional maior para determinacao do
ponto critico, pois é um ponto cuja a convergéncia exige normalmente um ntmero maior de
iteracoes em relacao aos outros pontos porque é necessario satisfazer nao somente a condicao
de equilibrio, mas também a necessidade de detectar a mudanca do estado de equilibrio
através da matriz de rigidez tangencial.

Uma outra proposta de (Fujii e Ramm, 1997) leva em consideragao a bifurcacao, a deter-
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minagao de ponto criticos com precisao. Eles também desenvolveram um procedimento para

seguir o caminho secundario para tragar o caminho na regiao de pés-flambagem.

Um outro trabalho desenvolvido por (Magnusson e Svensson, 1998), mostra um método
direto que determina os resultados completos da curva carregamento-deslocamento, incluindo
ambos 0s bracos primarios e secundarios, assim como o calculo exato dos pontos singulares.

Os autores utilizaram o procedimento “arc-length” de Crisfield.

Uma outra proposta feita por (de Souza Neto e Feng, 1999), discute a escolha do sinal
do incremento do fator inicial de carregamento para o método “arc-length”. Estes autores

propuseram um novo critério para este caso, que leva em consideragao a bifurcacao.

O método "arc-length” de Crisfield é um dos métodos de continuacao mais utilizado
na literatura conforme os trabalhos ja mostrados. Porém, outros métodos mais recentes
foram desenvolvidos ou modificados na tentativa de serem mais eficientes, como os dois
casos que seguem que sao uma modificacao do método de carregamento e deslocamento,

respectivamente.

Um estudo desenvolvido por (Xu e Mirmiran, 1997) utilizaram uma técnica modificada
de Riks-Wempner, a qual permitiu a andlise de flambagem de arcos. Eles utilizaram uma
formulagao de elementos finitos que permite separar o deslocamento de corpo rigido do des-

locamento de deformacao do elemento.

A maioria dos métodos apresentados até aqui, leva em consideragao apenas um ponto
critico, porém (Yang e Shieh, 1990) contribuiram com um método melhorado, para resolver
problemas nao-lineares com multiplos pontos limites e pontos de ”snap-back”, pois quando
estes problemas aconteciam estes métodos nao eram capazes de superar estas dificuldades e

um salto ocorria na curva de equilibrio. Os autores propuseram uma equagao de restricao mais
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geral, e referenciam sua proposta como método do controle do deslocamento generalizado.

Um outro método desenvolvido por (Kouhia, 1992), é o método do controle do trabalho,

o qual usa um carregamento restringido para sempre obter raizes reais.

O método do controle do trabalho possui o residuo igual ao trabalho externo apenas na
primeira iteragao, cujo trabalho é mantido constante durante o passo ¢ + 1, ou seja, para
iteracoes ¢ > 1 o residuo é nulo. A quantidade de trabalho externo, deve ser pequena o
bastante para assegurar que as equacoes de equilibrio deste método fornecam raizes reais.
Um estudo realizado por (Yang e Shieh, 1990), diz que este método geralmente é eficiente
para tragar caminhos com pontos limites, mas nao obtém sempre sucesso quando ocorre o

fenomeno de “snap-back” (Clarke e Hancock, 1990).

H&a também um método “arc-length” desenvolvido para uma aplicacao diferenciada, o
qual foi empregado por (Néprstek, 1999) que propds uma versao estocéstica do método "arc-
length” de sistemas nao-lineares estocéasticos com uma formulagao linearizada, que de acordo

com o autor possui problemas de convergéncia e o método precisa ser melhorado.

Os trés ultimos métodos de continuacao citados, sao variagoes de métodos de continuacao,
possuem problemas de convergéncia e sao limitados dependendo da aplicacao na qual estes

métodos sao empregados.

Uma vez que foram mostrados alguns métodos de continuacgao, é possivel mostrar os
motivos pelos quais o método "arc-length” supera os outros métodos, seja na confiabilidade

de convergeéncia, velocidade ou no nimero de trabalhos que utilizam o método “arc-length”.

O método "arc-length” de Crisfield, cujo equacionamento serd explicado no capitulo 3 é
brevemente discutido aqui. O método de (Crisfield, 1983), que representa uma modificacao

do procedimento de Riks, foi realizado sob a luz de sua experiéncia numérica além de adaptar
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um adequado método de elementos finitos.

O método de Crisfield possui a vantagem de levar em consideragao uma equagao itera-
tiva de restrigao esférica, de raio Al, centrada no ultimo estado de convergéncia, ao invés
de um plano como originalmente proposto por Riks e Wemper. Uma outra vantagem do
método é sua capacidade de evitar que um ponto de convergéncia ja definido seja determinado

novamente, simplesmente escolhendo uma das raizes da expressao quadratica corretamente.

Levando em consideracao alguns estudos realizados por diversos autores, tem-se o realiza-
do por (Clarke e Hancock, 1990) que compararam algumas técnicas e chegaram a conclusao
que o "arc-length” apresentou um sucesso mais amplo a respeito das outras técnicas iterativas.

Este método nao apresentou dificuldades nas proximidades de pontos limites.

Uma outra anélise realizada por (Forde e Stiemer, 1987) pos em questao vérios procedi-

mentos de continuagao:

® - Método do plano normal.
@ - Método iterativo consistentementet linearizado.
® - Método iterativo esférico de Crisfield.

@ - Método iterativo esférico usando ortogonalidade.

Sendo que cada um destes métodos foram combinados com trés métodos baseados em

métodos de Newton:

@® - Newton modificado.

TEste método serd explicado na secdo 3.2.
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@ - Quasi-Newton.

® - Newton convencional.

Segundo o autor o resultado da analise indica que a convergéncia é relativamente indepen-
dente do procedimento aplicado e que o seu método forneceu resultados idénticos ao método
de Crisfield e com uma reducao de 18% no tempo computacional gasto em relacao aos outros

métodos analisados.

Assim, pode-se assumir que como o método “arc-length” fornece a facilidade de ultrapas-
sar pontos criticos, sucesso para o problema de “snap-back” (pois este método surgiu para
evitar que saltos dindmicos para um novo nivel de carregamento ocorra), e confiabilidade
na convergéncia relacionada com fortes comportamentos nao-lineares. Portanto, o método
“arc-length” de (Crisfield, 1981) foi escolhido neste trabalho, devido as caracteristicas das

curvas de RF nao-lineares apresentarem todas as dificuldades anteriormente discutidas.

1.3 Objetivo

O objetivo deste trabalho é estudar um método de continuacao “arc-length”, e aplica-lo
na obtencao de respostas em freqiiéncias nao-lineares.

2

O estudo envolve o desenvolvimento das equagoes do método “arc-length”, bem como sua
interpretacao geométrica. A aplicacao envolve a demonstragao das alteragoes necessarias no

método "arc-length” para obtengao das RFs (respostas em freqiiéncia nao-lineares).

No estudo foi realizado uma seqiiéncia grande de testes para avaliar o método e verificar

seu funcionamento. Inicialmente foram realizados testes de validacdo em uma equacgao de
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reta, e numa equacao de parabola, e posteriormente em modelos de parametros concentrados

representando sistemas de 1,2 e 3 graus de liberdade lineares e nao-lineares.

1.4 Descricao do Trabalho

O capitulo 1 mostra a motivacao para desenvolver este trabalho. Foi apresentada uma
exposicao dos objetivos propostos, na qual é fornecida uma visao geral da proposta deste
trabalho, foi dado um posicionamento do mesmo em relacao aos trabalhos que existem na
literatura e fornecida uma revisao bibliografica de diversos autores, com o intuito de mostrar
o contexto atual e passado voltado para o problema proposto. Assim, foi possivel definir
a escolha do método utilizado e também entender as dificuldades impostas, na sua imple-

mentacgao.

Dando seqiiéncia, no capitulo 2, é feita uma breve descricao sobre tipos de modelos
matematicos que serao utilizados nesta tese. No mesmo capitulo serd destacada a funcao
descritiva que linearizara o problema, bem como os métodos convencionais para solucao de

equacoes nao-lineares, como o Newton-Raphson.

No capitulo 3, seré fornecida uma descrigao matematica global do método “arc-length”

2

que sera utilizado neste trabalho. Nele se desenvolvera a aplicagao do método "arc-length”
em resposta em freqiiéncia nao-linear, além de mostrar alguns procedimentos para aumen-
tar a confiabilidade e performance do método “arc-length”. Serao mostradas técnicas que

podem ser incorporadas ao método tornando-o mais robusto e também uma interpretacao

geométrica.

No capitulo 4, serao mostrados os resultados obtidos com todos os modelos testados para
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convalidar o método implementado, além de discutir alguns detalhes e peculiaridades.

Finalizando, o capitulo 5 sao feitas as consideracoes finais sobre este trabalho, destacando

as conclusoes obtidas com este estudo.
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Capitulo 2

Analise Dinamica Nao-Linear de

Estruturas

O estudo de sistemas dinamicos nao-lineares foi preterivelmente escolhido o dominio da
freqiiéncia ao invés do tempo, devido o esfor¢co computacional e o tempo de simulacao que
sao muito menores. Se o sistema possuir um numero grande de graus de liberdade, serd
necessario um computador poderoso para realizar integracao no dominio do tempo. Uma
outra vantagem na analise no dominio da freqiiéncia é a possibilidade de linearizar as nao-
linearidades inerentes dos sistemas. Além de que alguns problemas sao dificeis de solucionar
diretamente, podendo ser mais fécil resolvé-lo no dominio da freqiiéncia e aplicar uma inversao

do sistema para achar sua solucao.

Neste capitulo sao mostrados os modelos matematicos que foram utilizados neste trabalho.
Parcialmente é apresentada a teoria sobre funcoes descritivas, que da suporte para tratar a
nao-linearidade que ¢ incluida no sistema. Em seguida é mostrado o modelo de sistemas
de parametros concentrados, depois é mostrado o modelo de RF (resposta em freqiiéncia

nao-linear) e como ele deve ser representado o modelo matemdtico do residuo, utilizado
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para aplicagao do método "arc-length”. O modelo do residuo foi desenvolvido na forma de
impedancia e receptancia, linear e nao-linear. A importancia na escolha correta do residuo

foi um dos fatores determinantes no éxito do método.

Finalmente, é dado uma introducao ao método de Newton-Raphson que é o escolhido

para ser utilizado com o procedimento do “arc-length”.

2.1 Modelagem de Forcas Nao-Lineares

As nao-linearidades localizadas podem ser modeladas no dominio da freqiiéncia utilizando
o método das fungoes descritivas. O método de funcoes descritivas lineariza a nao-linearidade

através da definicao de um série infinita de coeficientes a determinar (Ferreira, 1998).

Na analysis de sistemas nao-lineares, o método de funcoes descritivas é freqiilentemente
usado onde oscilagoes sustentadas existem, comum em sistemas eletronicos (Sanders, 1993).
A base tedrica do método de fungdes descritivas véem do método de van der Pol (der Pol,
1927), que varia lentamente coeficientes assim para resolver certos problemas da mecanica

nao-linear, comum em vibragoes (Lin, 1988).

Assumindo uma excitacao externa senoidal chamada de f., ela pode ser escrita na forma
fo(t) = Foe™' + Fre ™™ = F '™ + Fre™™, (2.1)

onde F, representa a amplitude da excitagdao, w é a freqiiéncia de excitacao, 7 = wt, e o

sobrescrito * representa o complexo conjugado.

A resposta estacionaria pode ser representada em série de Fourier por

[e.e] e}

p(t) =Y a(t)= > Xmemht= Y X" (2.2)

m=—0Q m=—00
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onde m é a ordem da harmonica, X é a amplitude complexa do deslocamento e w é a
freqiiéncia de excitacao. Note que X~ é o complexo conjugado de X™, o qual resulta em

componentes harmonicas reais:
2™ (t) = X" + X "™ = (A" sin(m7) + B™ cos(m7)) = X" sin(mwt + ¢), (2.3)

onde ¢ é o angulo de fase e

2w

A™ = x(t) sin(mr)dr,

' x(t) cos(mT)dT.

A= 2]

o—

Para linearizar uma forga nao-linear f (z, ) utilizando o método de fungoes descritivas,
é necessario assumir inicialmente que as componentes harmonicas de alta ordem da resposta
x e & que aparecem em F (z, 1) possuam amplitudes relativamente pequenas quando compa-
radas as suas componentes fundamentais. Portanto a resposta é dominada pela componente
fundamental da série de Fourier. Neste caso, a resposta z(t) pode ser escrita como:

1
x(t) ~ 2(t) = 2'(t) = Z X™e™T = (Al sin(7)+B* cos(7)) = X' sin(mwt + ¢) = X' sin(7+9¢),
m=—1

(2.4)

onde Z(t) é a resposta aproximada da resposta completa z(t) e x'(t) é a componente funda-
mental da série de Fourier de z(t).
Para efeito de simplificacao a partir deste ponto a amplitude X! serd chamada de X.

Pode-se ainda escrever as derivadas em relagao ao tempo da equacao 2.4 conforme abaixo:
i(t) = 2(t) = Xwcos(wt + ¢), (2.5)

i(t) = #(t) = —Xw?sin(wt + @), (2.6)
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Se as varidveis x e & na forga nao-linear f (z, ) podem ser aproximadas pela sua forma
harménica como nas equagoes 2.4 e 2.5, a forga nao-linear F (x, ) serd uma fun¢ao complexa,

periédica no tempo e aproximada pela forca f (#, ).

A forca aproximada f (i,%) também pode ser expandida em série de Fourier na forma

complexa por:

F(3,2) =) F™Ea)t)= Y Fre™, (2.7)

m=0 m=-—oco

onde os coeficientes da fungao harmonica F™ sao calculados por:

2
FO 1 F (&, 7)dr, (28)
27T 0
1 2 ~ )
Fo= _/ F(z,z)e”™dr , (m>1),
™ Jo

Para introduzir a definigao da fungao descritiva (Taylor, 1999; bvba, 1995; Sanders, 1993),

vamos reescrever a expansao da for¢a nao-linear F (z, %) por série de Fourier numa outra

forma,
[(x,@) = F(#,3) = NjZ4iNoZ+---, (2.9)
ou ainda como,
F(i,a) = (v(,1)), (2.10)
onde,
v(Z,&) = Ny +iNy +-- -, (2.11)

sendo que v(%,) é chamada de funcdo descritiva (Lin, 1988). Os coeficientes de funcdes

descritivas dos mais comuns elementos nao-lineares estao apresentados na figura 2.1.

Através da expansao da for¢a nao-linear f (Z, %) surgem os coeficientes correspondentes
da funcgao descritiva que podem ser determinados por integragoes numéricas:
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Type of Noalinearity Describing FunctionCoeffcieats Type of Nontinearity Describing FunctionCoeffcieats
N, =0 =0
1(x) 1(x)
x Ny= Ko+ 0.25BX% X Ny= Ko+ 0.25BX%
W=k x+py’ Nz =0 W=k x+py’ Ne =0
) Ny =0 ) Ny =0
X 2 X 2
b b . b b
N,-«k‘,-%(l,-k.)[mioi/(l-?)] N‘akv-%(tn-kl)[mioi/(l—?)]
Ko (bexsh) Ko (bexsh)
1) = {x,,bu,(x b) (x>b) 1) = {x,,bu,(x b) (x>b)
Kb+ ky(x48) (x<b) Ne) Kgb+ky(x+b) (x<D) N0
£(x), £(x),
Nn=D Nn=D
X X
% b b, & % b b, ¥
=— [arcsin— 4 =V (1-—) - i <V (1-=)
o (<®) N=T( % (lx’)] o (<®) Np= 7 [aesiog 4 5V ( x,)l
t0={rs  (x>b) t={x (x>b)
kb (x<b) &b (x<b)
Ny=0 N=0

Figura 2.1: Coeficientes de funcoes descritivas para sistemas nao-lineares.

2
Ny, = 7TX/ i Sll’leT

2m
Ny, = 7TX/ Z,1) cosTdT;

(2.12)

2m
Ny = 7TX/ Sln27'd7'

2m
N, = 27d
4 7TX/ COS TAaT,

Uma vez que, os coeficientes da funcao descritiva sao conhecidos, entdao a andlise do
sistema nao-linear é simplesmente reduzida a uma estratégia iterativa baseado num sistema

linear (Lin, 1988).
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Assumindo agora que a forga nao-linear F (z, :Z’) também pode ser aproximada pelo termo

fundamental, entdo ela pode ser simplificada pela primeira componente harmonica F(Z, z),

ou seja,

F(%,%)~ FY(%,1) = N &+ iN, i, (2.13)

e a fungao descritiva de primeira-ordem v’ (Z, z) pode ser escrita como:

v! (%, &) = Ny + iN,. (2.14)

Portanto, se o tipo de nao-linearidade é conhecida na forga nao-linear F (z, ), a fungao
descritiva v? (:’i’,%) pode ser calculada pelas equacoes 2.12 e 2.14. Para ilustrar o uso da
funcao descritiva sera utilizada uma importante nao-linearidade, a rigidez ctbica, porque
muitos sistemas fisicos nao-lineares exibem um comportamento de forgas proporcional ao
cubo do deslocamento, como por exemplo os efeitos nao-lineares numa alavanca de trans-
missao mecanica. Assim como, o fio tencionado de uma tecla de piano (McFarland et al.,

2002).

Logo, considerando a for¢a nao-linear da seguinte maneira:

F(x)~ F(%) = K.+ pa’. (2.15)

Substituindo a forga nao-linear 2.15 na equagao 2.12, os coeficientes da fungao descritiva

podem ser escritos como:
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2m
N, = 7T—X/0 F(z)sinTdr;

Substituindo a equacao 2.4 na equacao 2.16, tem-se:

1 27
N, = —/ (KyXsint + X7 sin’ 7)sin 7dr.
X Jo

Separando a equacao 2.17 em duas integrais, pode-se escrever

1 2r 1 27
N, :ﬁ/o Ky X sin® rdr + ﬁ/o BX?sin* Tdr.

A equacao 2.18 pode escrita como:

no qual,

2m
A :/ sin® 7dr;
0

2
B :/ sin rdr.
0

27

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)



A solugao das integrais A e B sao dadas por:

2m
A = / sin® rdr = m;
0

(2.21)
2m
B = / sin? 7dr = iﬂ'.
0 4
Substituindo a equacao 2.21 na equacao 2.19, obtém-se:
3 2
N, :K0+25X . (2.22)

Portanto, a forga nao-linear F (x) e a forga nao-linear F(X) aproximada, representada

pela fungao descritiva v (X)x, pode ser escrita como:

F(x) = KoX +6x° ~ L) = v (X)% = (K0+§5X2)§<. (2.23)

Substituindo a equacao 2.4 na equacao 2.23, tem-se:

KoXsinT + X7 sin’ 7 ~ (Ky+ gﬁXg)X sin 7. (2.24)

Através da equagao 2.24, pode-se notar que a forga nao-linear f (X) tem um termo sin 7

3

e outro nao-linear sin” 7, enquanto que a for¢a nao-linear aproximada F ’(X) tem somente o

termo linear sin 7.
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2.2 Modelos Matematicos Utilizados

Neste trabalho, foi utilizado um sistema de parametros concentrados composto de massa,

rigidez e amortecimento cujo o movimento é governado por uma equagcao diferencial do tipo:

Mi+Cx + Kx + F (x, &) = fe, (2.25)

onde M ¢é a matriz de massa, C' é a matriz de amortecimento, K é a matriz de rigidez, x
¢ o vetor deslocamento, F (x, &) é vetor for¢a nao-linear, f. é o vetor de forga de excitacao
externa, & e & correspondem as derivadas de primeira e segunda ordem do vetor deslocamento

.

Considerando a excitacao da equacao 2.25, é possivel assumir uma solucao particular
aproximada para esta equacao diferencial usando somente a primeira componente harmonica

expressa por,

z(t) = X ™', (2.26)

onde w é a freqiiéncia de excitagao, t é o instante de tempo e ¢ = y/—1 o nimero
imaginario.
As derivadas de primeira e segunda ordem da equacao 2.26 sao dadas, respectivamente,

por:

x = Xiwe™", (2.27)
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% = —Xw?e™, (2.28)

Substituindo as equacoes 2.26, 2.27 e 2.28 na equacao 2.25 e colocando X em evidéncia,

a equacao do movimento pode ser escrita como:

(K —w’*M + iwC +v(z))X =F. (2.29)

Rearranjando a equacao 2.29 para determinar as respostas desconhecidas, tem-se:

X(w) = (K —-w’M +iwC +v(X))'F, (2.30)

Definindo a(w) como a matriz de receptancia tem-se:

a(w) = (K —w’M + iwC +v(X))™’, (2.31)

onde a(w) é uma matriz (n X n) para um sistema de ordem n. Para o caso de sistemas
lineares (¥(X) = 0), a(w) é conhecida como modelo de resposta em freqiiéncia utilizada
para descrever o comportamento de um sistema. Neste caso, cada um dos termos da matriz
a(w) corresponde a uma funcao de resposta em freqiiéncia (FRF). Portanto, pela equagao
2.30, para uma forca F e freqiiéncia w constantes pode-se calcular um deslocamento X e
conseqiientemente obter a funcao de resposta em freqiiéncia definida como sendo a divisao
do deslocamento X pela amplitude da forga F. Para o caso nao-linear (v(X) # 0), é
necessario considerar que o modelo de resposta em freqiiéncia dependera da amplitude da
excitagao. Isto caracteriza um modelo de resposta nao-linear e neste caso para um nivel

de excitagdo, cada um dos termos da matriz a(w) serd definido como uma resposta em
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freqiéncia nao-linear (RF). Este comportamento de resposta pode ser facilmente visualizado
nas FRF e RF de um sistema massa-mola-amortecedor de um grau de liberdade linear, e de
um sistema de um grau de liberdade nao-linear através de uma rigidez proporcional ao cubo
do deslocamento. Na figura 2.2 sao apresentadas as componentes real e imaginaria da FRF
(fungao resposta em freqiiéncia) do sistema linear e a componente real e imaginéria da RF,
resposta em freqiiéncia nao-linear. Ja na figura 2.3 sao apresentadas na forma de mddulo e

na figura 2.4, tem-se a fase da mesma FRF e RF.

<« Componente real nao-linear

« Componente real linear

0.5

Componente
imagindria —
n&o-linear

Figura 2.2: FRF e RF do sistema com um grau de liberdade com a componente real e
imaginaria.
E interessante notar que o modelo de FRF é tinico e independente da amplitude da forca

de excitacao. No caso do modelo de RF nao-linear, existe um modelo para cada amplitude

da forga de excitagao.

Assim, pode-se concluir que a base tedrica que se assume para sistemas lineares nao

pode ser aplicada na obtencao de respostas de sistemas nao-lineares (Ferreira, 1998), sendo

fAs figuras 2.2, 2.3 e 2.4 podem ser reproduzidas com os dados que se encontram no anexo
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Figura 2.3: FRF e RF do mdédulo do sistema com um grau de liberdade com a componente

real e imaginaria.

60 T

—+— fase ndo-linear
— fase linear

40+ g

20

Fase (graus)

-100 B
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Figura 2.4: Fase linear e nao-linear do médulo do sistema de um grau de liberdade com a

componente real e imaginaria.
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necessario a aplicagao de um método de continuagao para obter a resposta completa do

sistema.

2.3 Método Newton-Raphson e Newton-Raphson Mo-
dificado

A idéia do método de Newton-Raphson consiste em determinar o zero de uma funcao
f(r) nao-linear que serd aproximada localmente por uma fun¢ao quadrética, e esta fungao
aproximada é que fornecerd o zero da fungao. O método requer o célculo da fungao f(z)

nao-linear e da sua derivada f(z)’ para um ponto arbitrario da fungao f(z).

O procedimento de Newton-Raphson mostrado na figura 2.5 funciona conforme a seqiiéncia:
é necessario ter um ponto da funcdo f(z) conhecido (1). Entao é possivel calcular a derivada
da funcao neste ponto. Agora conhecendo o ponto e sua derivada é facil obter a equacao da
reta que representa esta derivada. Utilizando esta equacao da reta é possivel determinar o
ponto no eixo das abscissas que é interceptado pela equacao da reta (2). Uma vez que se
tem o ponto (2), é possivel calcular o ponto correspondente substituindo-o na fungao f(z).
Com isto se tem um novo ponto definido (3) da curva para se determinar raiz. Assim, a
seqiiéncia novamente é repetida formando um processo iterativo até que se determine um z
que faga f(z) = 0 ou f(z) dentro de uma precisao especificada. Existe uma modificacdo do
método de Newton-Raphson, gerando o método de Newton-Raphson modificado. No método
de Newton-Raphson a derivada é sempre atualizada a todo passo de iteragao, nos pontos
1,3,5,7,8. Ja no método Newton-Raphson modificado mostrado na figura 2.6, a derivada é
calculada uma tunica vez no ponto 1, ou seja, ela é mantida constante para todo passo de

iteracao.
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A
f(x)

Figura 2.5: Determinando o zero de uma funcao por Newton-Raphson.

Algebricamente, o método deriva de uma expansao de uma funcao em série de Taylor

truncada nas vizinhangas de um ponto conhecido, ou seja:

f(x+0) = flx)+ f'(x)* 5 + @52 4o (2.32)

Considerando valores pequenos de ¢, desprezando os termos de alta ordem e igualando a

equacao 2.32 a zero, entao € possivel escrever a série:

f(x)+ f'(x)*6 =0, (2.33)

e seu incremento fica definido como,

_ [(=®)
o= % @ (2.34)
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f(x)

Figura 2.6: Determinando o zero de uma funcao por Newton-Raphson modificado.

Uma vez que o método de Newton-Raphson foi aplicado em uma func¢ao unidimensional,
isto nao implica que ele é restrito para apenas uma dimensao. E possivel também considerar
o método de Newton-Raphson para uma funcao de vérias variaveis. Por exemplo, para duas

variaveis x| e o, tem-se:

0f s, OF

Fira (1 + 021, B + 02) = fi(21, ) + 0xq &)'¢}

Esta foi a forma utilizada neste trabalho, aplicando o método de Newton-Raphson para

determinar o zero de uma funcao de duas variaveis.
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Capitulo 3

Método ”Arc-Length”

Neste capitulo serd introduzido o método de continuacao “arc-length” utilizado neste
trabalho. Serao mostradas a sua formulagao e os procedimentos utilizados em conjunto com
o "arc-length”. Na segunda secao sera mostrada a forma de representar a resposta do modelo
para fornecer o residuo do “arc-length”. Também serao mostradas algumas técnicas que
podem ser empregadas em conjunto com o “arc-length” para evitar o surgimento da raiz
complexa, como o “line-search” e controle do tamanho do raio. Estas técnicas tém como

).

objetivo melhorar a eficiéncia ou desempenho do método. Serao mostrados os tipos de “arc-

length” do ponto de vista geométrico e matematico.

Para finalizar, serao discutidos alguns problemas encontrados na literatura relatados por
varios autores e também serao mostradas algumas solugoes para estas dificuldades. Na ultima

secao serd apresentada uma interpretacao geométrica do "arc-length”.
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3.1 Introducao

Varios métodos de continuagao foram propostos com a finalidade de transpor pontos

limites com caracteristicas de "snap-back” e ”snap-through”, figura 3.1 (Crisfield, 1997).

-50

-55r
=
[=)]
S
—_ o
m -60 -E i
.-9. (ll‘
3 @
2 -65 X
= ‘
(&)
©c | @ - N o ogpyTabvh s
=-70F
-75r
_80 L L L L L L L
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4

Frequéncia [Hz]

Figura 3.1: Fenomeno de ”snap-back”e ”snap-through”.

A maioria dos métodos de continuacao sao efetivamente procedimentos de Newton-Raphson

com uma equagao de restricao adicional para definir a diregao iterativa do caminho ou su-

perficie.

Alguns destes métodos propostos com esta finalidade foram: método do plano normal e
atualizado, método do controle do deslocamento e método "arc-length” esférico e cilindrico

(Cristfield, 1983; Carrera, 1994; Yang e Shieh, 1990; Hellweg e Crisfield, 1998).

O método mais eficiente na andlise de casos que apresentam caracteristicas de pontos

limites como os da figura 3.1 é o "arc-length”.

No "arc-length” é definido um ” parametro nivel de carga” \ que é visto como uma variavel

isolada que tera um valor quando o zero da funcao residuo for achado. Porém neste trabalho,
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a conotacao que serd dada a esta variavel é outra. Neste trabalho \ é a varidvel desejada,

introduzida como um parametro que servira para provocar a relaxacao da freqiiéncia w.

Adotou-se o método "arc-length” que serd empregado conjuntamente com o método de
Newton-Raphson na obtencao de todos os pontos de equilibrio da curva de resposta em
freqiéncia (RF). O procedimento escolhido foi o proposto por (Crisfield, 1983), que é uma
generalizacao para N dimensoes do procedimento proposto por (Risks, 1972) e (Wempner,
1971) para problemas unidimensionais, acrescentando como equagao de restricao a equagao

da circunferéncia.

De acordo com (Crisfield, 1981), o método de Riks utilizando o método de Newton-
Raphson ou Newton-Raphson modificado, embora apresente resultados satisfatérios para
problemas unidimensionais, nao é adequado para ser utilizado com o método de elementos
finitos, pois a solucao das equagoes resultantes destroem a simetria da matriz do sistema
de equagbes que representam as equagoes de equilibrio (Crisfield, 1997). Este inconveniente
pode ser superado adotando-se uma técnica semelhante a que foi utilizada por (Batoz e
Dhatt, 1979) que é o ”controle do deslocamento”. (Crisfield, 1983), por outro lado, resolveu
este inconveniente através de uma técnica que serd apresentada detalhadamente na proxima

secao.

3.2 Teoria Basica de Solucao

Uma equacao de equilibrio residual geral que governa muitos problemas nao-lineares pode

ser escrita como,

U(p, M) =fi(p) — M. (3.1)
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na qual, em uma anélise estrutural, p é o ”"vetor de deslocamento”, f; é o "vetor de forca
interna” que é funcao do deslocamento p, o escalar A é um ”parametro de nivel de carga’e f,

¢ o "vetor de carregamento externo”.

Considerando que o ntimero de graus de liberdade de um problema seja n, entao a equagao
3.1 representa n relagoes entre p e A que juntas descrevem uma curva (ou um conjunto de
curvas se existirem pontos de bifurcacido) chamada de curva solugao no espago R"*! medido

porpe A

A equacgao anterior pode ser resolvida por muitos procedimentos incrementais nos quais o
carregamento e/ou deslocamento controlado pode ser aplicado (Kahaner et al., 1989). Porém,
estes métodos nao sao apropriados na solucao de problemas para os quais os caminhos da
resposta precisam ser tracados além dos pontos limites. Tais situagoes surgem tipicamente
em problemas de instabilidade estrutural, nos quais técnicas de continuagao sao empregadas,

sendo que o método “arc-length” parece ser o mais utilizado.

O método "arc-length” é descrito dentro da categoria de métodos de continuagao e é
aplicado para se obter o tracado de uma solucao. Basicamente, o método “arc-length” consi-
dera primeiro o fator de carregamento A como uma variavel na equacgao residual 3.1. Entao,
uma nova equacao de restricao ¢ acrescentada a equacao de equilibrio residual 3.1, o qual
ird definir o préoximo ponto da solu¢ao em uma intersecgao entre as curvas da solucao e da
equacao de restricao. Para isto um sistema nao-linear estendido é entao resolvido usando-se

técnicas iterativas convencionais para obter o ponto de equilibrio.

Porém antes de resolver o sistema nao-linear é necessario linearizar a equacao residual
com p e A sendo variaveis desconhecidas, junto com a restricao relevante do método “arc-

length” pelas séries de Taylor. Assim, o sistema composto diretamente de n + 1 variaveis,
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sendo n variaveis de deslocamentos p e mais uma varidavel do fator de carregamento A podera

ser resolvido usando os métodos iterativos.

Considerando a equagao de restrigdo como uma equagao de restrigao esférica proposta

por (Crisfield, 1997), no formato geral tem-se:

a(Ap, AN) = (Ap'Ap + AN L) — A2 =0 (3.2)

onde Al é o raio fixo da interseccao desejada, o vetor Ap e o escalar A\ sao o deslocamento
e o fator de carregamento incrementais, e o escalar 1) é um parametro de escala, sendo

Ap=p —po e AN =\ — )y com (pg, Ag) 0 ultimo ponto conhecido convergido.

O sistema estendido que acumula a equacao de equilibrio 3.1 e a equacao de restri¢ao 3.2

pode ser reescrito como

{ (p,f.) }: { R }: 0} 33)
a(Ap, AN) (AP'Ap + ANWIE) — Al

Para uma posicao conhecida ao longo do tracado da solugao, é possivel visualizar a equagao
3.3 geometricamente para um sistema de um grau de liberdade. A figura (3.2) mostra a in-
terseccao de ambas as curvas relacionadas com equacao 3.3, indicando as préximas solucoes
possiveis. A equacgao 3.3 representa um sistema nao-linear de n+ 1 incégnitas as quais podem
ser resolvidas por procedimentos iterativos incrementais convencionais para obter o ponto da
solugao ao longo da trajetoria. Estes métodos normalmente requerem valores iniciais satis-
fatérios para o procedimento iterativo convergir para os pontos corretos da solugao. Assim,
o procedimento que obtém o préximo ponto de equilibrio (p, Af.) normalmente consiste em

duas fases, a fase de predicao e a fase de corregao. Os procedimentos preditores sao aplicados
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para estimar a primeira solucao e para determinar a direcao a ser seguida. Os procedimentos
iterativos corretores sao usados para computar uma seqiiéncia de convergéncia de estimativas

para obter a solugao convergida.

curva carregamento x deslocamento

AA
A

@ A, a
< | T il
o equacéo de resticdo esférica
<

£

g o (PoAde)

o ultimo ponto conhecido
@ |

O Ap

Po p

deslocamento p

Figura 3.2: Trajetéria da solugao e curva de restrigao

Depois de convergido a solucao, o caminho da solucao pode ser tracado em termos de um

conjunto de pontos passo a passo.

3.3 Procedimento Preditor

Esta fase é responsavel em determinar um ponto de partida satisfatorio para a préxima fase
de correcao. Isto é necessario porque em principio nao ha nenhuma regra para a dire¢ao na
qual o procedimento de continuagao deveria caminhar. A direcao a ser seguida é determinada
pelo ponto obtido através do procedimento de predigao conhecido como o preditor tangencial
forward-FEuler (Crisfield, 1997). O preditor tangencial forward-Euler é baseado apenas no

ultimo ponto da solucao, e é determinado por
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Ap® = KOTAFO — ANO K, (3.4)

onde K; é a matriz tangente e Aféo) é o carregamento incremental, ambos relacionados ao

ponto (p©@, A(®) como ilustrado na figura (3.3).

tangente k0

0 J ponto predito x
-9 i o) CarregamentoXdeslocamentq
S o2
GEJ f}\/ofe < ponto desejado
S [
(@]
(&)
=
Y o]
O A

Po

deslocamento p
Figura 3.3: Ilustracao do preditor tangencial foward-Euler

Substituindo a equacao de predicao 3.4 na equacao de restricao 3.2 tem-se

Al

AN = +
V(KK + YA,

(3.5)

Da equagao 3.5 é possivel ver que por causa do sinal de mais ou menos, duas solucoes
estao disponiveis. Se o sinal nao for escolhido corretamente, a direcao de procura para o
proximo ponto estara incorreta e o corretor pode convergir a um ponto indesejado, voltando

atras para a solugao previamente computada.

Existem muitos critérios propostos na literatura para determinar o sinal da equagao

3.5(Bathe e Dvorkin, 1983; Powell e Simons, 1981b; Crisfield, 1997; Papadrakakis, 1993;
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Bergan et al., 1978; Feng et al., 1995; de Souza Neto e Feng, 1999; Crisfield, 1997; Bellini
e Chulya, 1987; Clarke e Hancock, 1990; Feng et al., 1997), mas a experiéncia prética de
muitas pesquisas sugere que o parametro de rigidez corrente S, proposto por (Bergan et al.,
1978) ou os critérios que usam o sinal do determinante da rigidez tangente | K;| sdo os mais
eficientes. O critério da rigidez tangente, sign|K;| = sign A\, trabalha muito bem na maio-
ria dos casos (Clarke e Hancock, 1990; Crisfield, 1997; Wagner e Wriggers, 1988; Feng et al.,
1995), embora foram relatados algumas situagoes mal sucedidas (Bellini e Chulya, 1987; All-
gower e Georg, 1980) onde este procedimento pode falhar se K; for singular. Felizmente,
como foi observado por (Batoz e Dhatt, 1979), é extremamente improvavel ocorrer isto na
pratica, devido ao grande ntimero de componentes de deslocamento p e possiveis erros de

arredondamento, o que foi comprovado neste estudo.

Como resultado da fase de predicio, p®*) e A*), é obtido de acordo com as seguintes

equacoes:

p(k) - p(o)—i—Ap(O), (3.6)

AF = A0 AN,

onde p¥ ¢ a solucao do tltimo ponto de equilibrio e A(?) é arbitrado inicialmente com o valor

1 (um), que corresponde ao carregamento completo.

"Este parametro serd mais detalhado posteriormente, quando for comparado vérios métodos de conti-

nuagao.
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3.4 Procedimento Corretor

Na fase de correcao, um procedimento numérico é aplicado para achar a solugao do

sistema estendido de equacdes 3.3, utilizando o resultado (p®), A(¥)f,) determinado na fase

do preditor. Muitos métodos podem ser usados para resolver a equagao 3.3, tais como o

método Newton-Raphson, Newton-Raphson modificado ou Quasi Newton-Raphson. Para

aplicar estes métodos na equacao 3.3, é conveniente linearizar a equacao estendida ou ambas

as equacoes 3.1 e 3.2, aplicando as séries de Taylor, levando a,

onde

K,

q

oa
Jp
oa
o\

o 0w
T SR 5
ot 5P T o

U, + K,0p — £.0\ = 0,

da da

a0 + 2ApP'Sp + 24N SX YHIE, =0,

ow
op’
o
o\’
2Apt8A—p = 2Ap'ip,
Jdp
2A>\5>\¢2f§fea§—;\ — 2ANNELE,.

No caso particular da equagao 3.1, q = f..

(3.7)

(3.8)

Finalmente, combinando a equagao 3.7 e a equacao 3.8 para resolver dp e 0\, o sistema

nao-linear estendido pode ser escrito como

44



-1
o K. — v

P\ __ t t q 0 (3.13)
P 2Ap" 2AN YA, agp

A equacao 3.13 pode ser resolvida usando técnicas iterativas convencionais para obter a
solu¢do do ponto de equilibrio, (0p,dA). A matriz nesta equagdo permanece nao singular
para qualquer valor, exceto quando K; = %—‘;’ seja singular. Como colocado anteriormente, a
existéncia de tal singularidade nao pode ser descartada, mas a possibilidade de ocorréncia é
rara na pratica (Feng et al., 1995) devido ao grande nimero de componentes que o vetor p

pode ter e a existéncia de possiveis erros de arredondamento (Batoz e Dhatt, 1979).

Este método nao obriga as equacoes 3.7 e 3.8 a serem satisfeitas para cada iteragao,
possibilitando sempre uma solucao para dép e d\. Porém, este método nao é recomendado
devido ao elevado custo computacional para inverter a matriz e resolver a equagao 3.13 uma
vez que esta matriz de rigidez nao é simétrica nem em banda. Este procedimento resultante
é conhecido como método consistente (Magnusson e Svensson, 1998; de Souza Neto e Feng,
1999). Este problema pode ser superado adotando o esquema nao consistente (Feng et al.,
1995; Crisfield, 1997) onde o sistema original expandido pode ser resolvido a cada iteragao,

e a equacao 3.13 é substituida pelas seguintes equagoes,

[K(m _ ] optth ) _@(p®), AB) — —g®) (3.14)
¢ q SAU+1) P ’ '
Ap(k—l—l)tAp(k—i-l) + AA(k+1)2¢2fzfe = A2, (3.15)

onde Kt(k) = Kt(p(k)).

A solugao da equagao 3.14 e equagao 3.15 converge & mesma solugao de equilibrio (dp, o)

45



da equacao 3.13. A diferenga entre o método consistente e o método nao consistente é que
no método consistente ambas equacoes, a equacao 3.1 e a equacao de restricao 3.2, sao
linearizaras de uma maneira consistente com procedimentos iterativos (Feng et al., 1996,
1995; Crisfield, 1997). Entao a equagao de restrigdo nao é satisfeita ao longo do processo
de iteracao até que a solucao seja alcancada, enquanto o método nao consistente forga a
equacao de restricao a ser satisfeita a cada iteracao, uma vez que a equacao de restricao
nao é linearizada. A maioria dos autores (Crisfield, 1983; Xu e Mirmiran, 1997; Hellweg e
Crisfield, 1998; de Souza Neto e Feng, 1999; Crisfield, 1997) utilizam este método por ser mais
eficiente, aplicavel em elementos finitos e necessitar de menor custo computacional. Neste

trabalho o método utilizado foi o nao-consistente.

O processo de resolugao através do método nao-consistente comeca na equagao 3.14 onde

o vetor de deslocamento iterativo, 6p*+, pode ser obtido como

—1 -1
sp® = —KP T w®) L AR R Ty (3.16)

A equagao 3.16 pode ser reescrita como

5p® = 5p®) 1 A 5p®) (3.17)

onde §p¥) é o vetor de deslocamento iterativo de deslocamento devido a contribuicio do
residuo, que pode ser obtido através de um algoritmo convencional de carregamento contro-

lado para um valor §A® fixo de carga, i.e.,

W (3.18)



e 5p§k) é o vetor de deslocamento que também corresponde a carga fixa f. conhecido como

solucao tangencial

-1

sp? = K q. (3.19)

Determinada a expressao para o vetor de deslocamento iterativo, sp*), onde SA*) ainda

é desconhecido, é possivel escrever o novo deslocamento incremental Ap**1 como

Ap*tY = Ap® 4 sp*). (3.20)

A substituicao da equagao 3.17 na equacao 3.20 leva a,

Ap*tY) = Ap® 4 6p® 4 GAWp*) (3.21)
na qual 6A*) é a tnica incdgnita.

O fator de carregamento incremental pode ser escrito similarmente como

ANEFD — ANR) - gAR), (3.22)

A substituicao da equacao 3.21 na equacao de restricao 3.2 conduz a equacao quadratica

escalar

asA®? 1 poA®) 1 ¢ =0, (3.23)

onde
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o = op™op™) + 7't
b = 20p™ (Ap® + 6p®) + 2ANEy2f'E,

¢ = (Ap® +5p®)(AP® + 6p®)) — A2 + ANB y2f'F,.

O fator de carregamento SA*) pode ser determinado pela escolha da raiz apropriada na
equacao quadratica 3.23. A raiz correta normalmente é escolhida computando ambas as

solugoes,

Apt™ = Ap® 4 5p® 4 sAFsp*), (3.24)
ApSTY = Ap® 4 5p®) + sAPspH)| (3.25)

- . k41 . L.
e escolhendo a solucao que tem o menor angulo entre Apg A ) e Ap™. i.e., 0 mdximo cosseno

do angulo dado pela equacao

k
Ap, ™ ap®

cost = A

(3.26)

A visualizacao da equagao quadrética para o caso esférico (¢» = 1) com suas raizes 5)\§k)
e 5>\§k) pode ser observada na figura (3.4). Esta figura também mostra a importancia de se
escolher uma das raizes corretamente, para que a convergéncia se dé na direcao desejada,
evitando que esta ocorra em um ponto previamente determinado no caminho original do

carregamento/deslocamento.

Experiéncias numéricas revelaram que alguns critérios extras devem ser somados para se

alcancar uma boa confiabilidade na escolha da raiz correta. E necessario conferir se o sinal
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o = (Ap.) )1

k+1
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= Caminho carregamento | deslocamento
= Ponto inicial de convergéncia
—

o

P

Figura 3.4: Ilustragao da equacao quadratica.

. . . o . . k+1 .
da raiz escolhida pelo primeiro critério do angulo minimo, 5)\§ ) tem o mesmo sinal do

determinante da rigidez tangente |K;|. Se nao, deve-se escolher a outra raiz, 5)\gk+1).

Uma vez alcancado o fator de carregamento iterativo §A*), o deslocamento iterativo sp*)
deve ser computado através de equagao 3.17. Entao o deslocamento incremental é calculado

através de equagao 3.20 e o fator de carregamento incremental através da equagao 3.22.

Para se obter o préximo ponto convergido (p*+%, \#+1f,) ¢ necessdrio adicionar o deslo-
camento incremental, equacao 3.20, e o fator de carregamento incremental, equacao 3.22, ao
deslocamento e ao nivel de carregamento do ponto convergido anterior, (p*), A¥f,), respec-
tivamente na equacao 3.6. Repetindo este procedimento e usando critérios de convergeéncia
para parar o processo, alcanca-se o proximo ponto convergido que estd localizado na inter-

seccao da equacao de restricao com o tracado da equacao de equilibrio.

A variacdo do residuo ¥ pode ser visualizada na figura (3.5), na qual estao destacados

suas posicoes e variagoes para as primeiras iteracoes.
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. Equacao de restrigao

’% Residuo em cada passo de interagao

—

|

p.1)
(p

Al

2
k+1

W
kel
WV

Caminho carregamento | deslocamento

A = Ponto inicial

p

Figura 3.5: Ilustracao da equacao do residuo.

O principio do método de "arc-length” esférico de (Crisfield, 1981) é ilustrado na figura

(3.6). Ele define uma superficie de restri¢ao esférica com a introdu¢ao de um comprimento

de arco Al o qual é mantido constante durante uma iteracao.

3.4.1

Definicao do Residuo para Desenvolvimento Numérico na
Obtencao de RF

A matriz de receptancia a(w) definida no modelo de resposta apresentado na segao 2.2

pode ser escrita na forma de residuo ¥, baseado na equacao 3.1 ou na forma de impedancia,
como

[Z(w)] X — F = 0. (3.27)

Dessa forma, a freqiiéncia w, implica no carregamento f.. Se a equacao 3.27 for relaci-
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Figura 3.6: Ilustracao da equacao do residuo.

onada com a equacao 3.1, tem-se o residuo levando em consideracao a freqiiéncia variando,

para um determinado valor de carregamento.

(X, \w) = [Z(\)]X - F. (3.28)

Pode-se rearranjar os termos em funcao dos parametros modais:

U(X, )= (K- (w)?*M +i(Dlw)C )X —F. (3.29)

A representacao do residuo, considerando a forga nao-linear modelada pela funcao des-

critiva, é dada por,
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U(X,w)=(K-(w)’M +i0w)C +v(X))X —F. (3.30)

Pode-se também trabalhar com valores reais, dobrando-se a ordem do sistema, separando
a parte real e imaginaria. A expressao geral do sistema com a ordem dobrada pode ser escrita

da seguinte forma:

{ I } , (3.31)
Gi

sendo que o vetor do lado esquerdo da equagao representa a resposta do sistema que se esta
procurando e o vetor do lado direito a excitagdo. A matriz na equacao 3.31 é o modelo de
resposta em freqiiéncia, na qual [R.] é a parte real da equacao 2.31 e [I,,,,,] a parte imagindria

da equagao 2.31. Escrevendo a equagao 3.31 em funcao dos parametros modais tem-se:
K — (w\)*M —(wA)C . -,
(wA) (wA) o (_) L (3.32)
(W) C K — (w\)*M T fi

Pode-se representar o residuo ¥ na forma de impedancia, seguindo este procedimento
matematico para n equacoes com seus componentes reais e imaginarios separadamente, ou

seja,

Uz \) = K — (w\)*M  —(w\)C O I (3.33)
’ (wA\)C K — (w\)?>M ; fi | '
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Para a impedancia de um sistema de um grau de liberdade tem-se um sistema vetorial

representando as partes reais e imaginarias, sendo:

() = E—(wX)?m  —(w))e o A (3.34)
’ (WA)e kE— (wA\)*m T fi | '

J& para o caso nao-linear utilizando a funcao descritiva, a representacao do residuo na

forma de impedancia nao-linear pode ser escrita da seguinte forma,

2 S R
) e

nas quais as nao-linearidades dfr e dfi estao relacionadas com a parte real e imaginaria da

k— (wA?*m+dfr  —(wX\)e—dfi

Y, 2) = (wNe+dfi  k— (w\)?m +dfr

funcao descritiva.

Analogamente pode-se escrever o residuo em termos de receptancia, na forma

 [E-@yeMm e ] z,
HENET e K—(wA)zM] {f}+{x} 30

Finalmente, a receptancia nao-linear fica:
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K — (W\?’M +dfr  —(w\)C —dfi

V)=~ (WA)C +dfi K — (wA)2M + dfr

_ {;}Jr {z} (3.37)

A equagao 3.36 é equivalente ao residuo utilizado pelos autores (Kouhia, 1992; Kouhia e

Mikkola, 1999). Neste trabalho modelos de residuo na forma de impedéancia e receptancia

foram empregados e obtiveram os mesmos resultados.

3.5 Técnicas para Ampliar a Robustez do Método” Arc-
Length”

Agora, serao mostrados alguns procedimentos que auxiliam o método ”arc-length”, mini-
mizando as possibilidades de falha e que tornam sua convergéncia mais rapida e segura. Serd
apresentado um método que estima o raio inicial compativel com o carregamento aplicado,
e uma técnica matematica que evita o surgimento de raiz complexa na equacao quadratica
3.23. Também sera introduzido um procedimento “line-search” que dara maior confiabilidade
e velocidade ao ”arc-length”, principalmente para os pontos que exigem grande ntmero de
iteragoes. Por 1ltimo, sera mostrado um controle incremental do raio que regula a distancia

entre os pontos convergidos.

3.5.1 Estimativa Inicial do Comprimento do Raio

A necessidade de calcular o raio inicial Al vem do fato de que o usuario normalmente nao

tem uma idéia da magnitude apropriada a ser escolhida. Entao um método deve ser aplicado
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na estimativa de um raio inicial compativel com o carregamento aplicado. Um valor inicial
satisfatorio pode ser obtido pela especificacao de um incremento de carregamento A\, e pelo
calculo do passo de Newton dp de um ponto inicial conhecido (p®, A(Of,) (Crisfield, 1997),

como mostrado a seguir

5p = [KV) ' (p©@, O + AN). (3.38)

Finalmente o comprimento do raio inicial pode ser calculado por

Al = /0ptop. (3.39)

A estimativa do incremento do carregamento inicial A\ pode ser feita pela avaliacao das

caracteristicas fisicas do problema.

3.5.2 Controle do Fator de Carregamento Complexo

O incremento do fator de carregamento calculado na equacao 3.23 pode produzir raizes
reais ou complexas. Quando as raizes forem complexas, significa que a equacao de restricao
do "arc-length” falhou na determinacao do proximo incremento do fator de carregamento

sobre a restricao (Zhou e Murray, 1994).

(Zhou e Murray, 1994) propuseram uma modificagdo na formulagao do “arc-length” para
melhorar seu controle, adicionando um fator de relaxacao v e, com isto, evitando que ocorra

falha devido ao aparecimento de raizes complexas.

Quando aparecem raizes complexas, a equacao de restricao do “arc-length” falha na de-

terminacao do incremento do fator de carregamento 0\ e entao o método também falha no
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ajuste de um carregamento valido. Falhas do controle do ”arc-length” podem ser associa-
das com falhas altamente localizadas devido a nao-linearidades do modelo ou com pontos
de bifurcacao da resposta da estrutura como descrito por (de Borst, 1987) e (Lam e Morley,

1992).

A esséncia desta nova formulagao é introduzir este fator de relaxacao v na equacao do

residuo 3.1, onde 0 < v < 1. Este procedimento serd demonstrado abaixo.

A interpretacao fisica do fator relaxacao v é que somente uma fracao das forcas desbalan-
ceadoras sao levadas em consideracao em algumas iteragoes, ao invés de utilizar toda a forca,
como é comum na maioria dos procedimentos iterativos. Segundo (Zhou e Murray, 1994), a
introducao do fator de relaxacao pode aumentar o niimero de iteracoes, mas a estabilidade do
processo iterativo pode ser melhorada e a probabilidade de falha do procedimento de solucao
pode ser diminuida. Assim o que este procedimento faz, ao invés do método de Crisfield, é
que o vetor de deslocamento iterativo dpy serd em médulo menor, sendo isto possivel através

do fator v multiplicando o vetor de deslocamento iterativo.

Se v=1 entao tem-se o método de Crisfield comum. Matematicamente o fator de relaxa-

mento v é introduzido para satisfazer a condicao:

B* —4AC >0, (3.40)

e v ¢ introduzido na equacao 3.17, que fica,

SPLLL = 0P N et 0<y <l (3.41)
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Os valores de a, b e ¢ na equacao 3.23 sao redefinidos para A, B e C devido ao fator ~.
O procedimento "arc-length” desenvolvido (Zhou e Murray, 1994), que corresponde a uma
formulacao que evita o surgimento de raizes complexas na equacao 3.23 nao foi utilizado
na integra neste trabalho. Por isto, uma demonstracao analoga para os valores A, B e C é

apresentada resumidamente para o “arc-length” esférico. Assim, tem-se os valores de,

A=06q5" dauith + %aetqe ;
B =2(Api,; + 0Pyt )ae ! + 2(ANL, £2detqe) (3.42)

C = (Apy,, + v ) (AP, +v0pi)) + (AN, )?E%detqe) — ALZ.

A variacao possivel do fator v é determinada pela condi¢ao 3.40, o qual é assumido

0<~y< 1.

Substituindo as equacoes 3.42 na condicao 3.40 e igualando a zero, tem-se uma equagao

quadratica em termos do fator de relaxamento -, isto é:

Dy?* + Ey+F =0. (3.43)

A seguir serd demonstrado como é possivel obter os parametros D, E e F da equacao
anterior, cujo procedimento é semelhante ao da equacgao 3.42 e dos parametros a, b e ¢ na
equacao 3.23 como mostrado anteriormente. Para garantir raizes reais iguais e, desta forma,

tangentes & equacao de restricao, a condicao 3.40 é assumida como B? — JAC = 0, ou seja,
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[2(ApL, ; + 0Pt )tas, + 2(AN,, €% detqe)]?
—4[0a8, dagt + €2aetae] (AP, ; + 7oL )H(APL,, +0pith) (3.44)

+((AN,,,)?E%Qe'qe) — Al*] = 0.
Fatorando, tem-se
A[(APL, ; + 0Pt )t oae 12 + 2[(Aph,, + v0pt, ) aet ] [AN:, €% det qe)
HAN, )% Aetae)} — 4{[0a8,  0ae) L [(APL, ; + 0Pt ) H(APL, , +7opit)]
+(0aby daet ) (AN, ) *€%detae) — (5at; ) dqe it ) AL? (3.45)

+(€2qetae) (AP, + 0Pt )H(ApPL, , + vopith)]

+(£%de*de) (AN, 1)?€%Ae'qe) — (£°Qe’qe) AL} =0,

organizando a equacao acima em termos de 7y, obtém-se
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(AP}, ) oaeit)? + (O oa ) v + 2((ApL. ) oaet ) (0P ) a1y
+2((Ap2+1 )téqtﬁf])(A)‘i-yzggqetqe) + 2[(51)?4_-11 )t(SQt;:-]z )(A)‘Z+1€2qetqe)h
+(AN 1679ee)® — ((0qe, ) 0ae, ) ((APL, ) ADL, ;)
—2((0aeit ) oaeit ) (APLy ) OPE: )y — [((Basit? ) toaeit ) (Gpith ) topit, )]y

(3.46)
—((6qe;t ) 0ae ) (AN )?€%A6 Ae) + ((dasy ) )t oaet’ ) AL®
_(£QQetqe)((Api+1 )t(ApIiﬁ-J ) - 2(52qet(18) ((Aplic-i-l )tgpifz )’7
—[(£2de*ae) (6P 0PI VY — [(€%detde) (AN, ;)?E%Aetqe)]

‘l'(ggqetqe)Al2 =0.

Finalmente os coeficientes sao obtidos por,

D = ((pp)0acy)” — ((Saeit) daeit’) (O, opity) (3.47)
— (€%ae‘ae) (o) Pty 5
E = 2((Api, )ttt + AN, €200t qe) (Bpit] )t oqeit)
— 2((0qet ) et + €7 e’ de) ((Apy, ) 0P ) (3.48)
F o= ((Apiﬂ)téq‘cﬁlz +A)\§€+1§2qetqe)2

— ((daeit ) 0ae ) + €%Ae'de) (APjy 1) APjy s + (AN )7 ae" e — AI®)(3.49)
e a partir daqui, o "arc-length” cilindrico pode ser obtido fazendo-se £ = 0.
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Para garantir rafzes reais na equacao 3.43, ou seja, garantir que a condicao E? — JDF > 0
seja sempre satisfeita, é necessario desenvolver o procedimento como segue, usando a equacao

de restricao completa,

(Ap2+1)tAp2+1 + (A)‘i-kz)gg?nge — Al? =0. (3'50)

Para a iteracao 7, o segundo termo da equacao 3.49 desaparece. Conseqiientemente, F' é

maior do que zero sob todas as condigoes.

Notando que o primeiro termo da equacao 3.47 pode ser expresso como

(0P 0ae)? = (0Pt 0P ) ((Baei ') dae; ) cos®(0), (3.51)

LA T i1 i+1 . . " . .
sendo que 6 é o angulo entre 0p;’ " e d0q¢;,, e £ ¢ um numero positivo, D é obviamente
um numero negativo. Como resultado, a condicao E? — 4/DF > 0 é satisfeita em todas as

condigoes. As raizes sao

—E + VE? — 4DF (3.52)

V1,2 = 2D ’

onde v; < 0 e v, > 0. A equagao 3.40 ¢ satisfeita quando o valor de v estd entre as duas
raizes, como mostrado na figura (3.7). Devido a equagao quadrética ter o valor negativo em

D, sua curvatura é invertida.
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LYY,

f=0
f=Dy+Ey+F

com D <0

M YZT Y

Figura 3.7: Ilustragao das raizes para a equacao quadratica.

O limite inferior para uma variagao aceitavel do fator v é, claramente, zero por causa que
~v; € menor do que zero, e o limite superior é menor que v, e 1. Conseqiientemente uma

variacao aceitavel do fator v é

0< Y < Yméas
(3.53)

onde TYmdz = mm(] ) 72)

Entao, a magnitude de 7,5, tem uma influéncia na eficiéncia do processo de solucao.
Valores pequenos de 7,4, reduzem a eficiéncia pois implicam em um numero maior de itera-

Goes.

Para prevenir condigoes extremas, tais como valores de v proximos de zero ou de V42, O
procedimento padrao é a troca do método de Newton-Raphson pelo método Newton-Raphson
modificado quando 7,4, ¢ menor do que 0, 01. Em geral, esta combinagao assegura a esta-

bilidade do procedimento de solucao e alcanga uma melhor eficiéncia.
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Logo, tem-se um procedimento que minimiza a falha do “arc-length” quando surgem
raizes complexas. Experiéncias que aplicaram este método de relaxacao para muitos graus
de liberdade minimizaram a falha mas o problema ainda persiste. A estratégia adotada por
(Crisfield, 1997) de reduzir o raio e reiniciar o processo a partir do dltimo ponto convergido

trabalhou muito bem para todos os casos testados neste trabalho.

3.5.3 Implementacao do ”Line Search”

Existe uma estrutura padrao para a maioria dos algoritmos de busca unidirecional "line
search”, que é da seguinte forma: dado um ponto inicial, deve-se ser determinada uma direcao
de movimento de acordo com uma regra fixa, por exemplo método do gradiente e, finalmente,
move-se na direcao do minimo da funcao objetivo. Para um novo ponto uma nova direcao
é determinada e o processo é repetido. A diferenga bésica entre os algoritmos (método do

gradiente conjugado, método de Newton, etc.) sdo as suas diregoes de movimento.

Uma vez que a selecao do método é feita, todos algoritmos se movimentam para um ponto
de minimo na linha correspondente. O processo de determinar um ponto de minimo numa

dada linha é chamado de ”line-search”.

Para a maioria das funcoes nao-lineares que nao podem serem minimizadas analitica-
mente, este processo é realizado por busca ao longo de uma linha para um ponto de minimo.
Estas técnicas de ”line-search” sao usadas para resolver problema de minimizagao multidi-
mensional e constituem a espinha dorsal de algoritmos de programagao nao-linear. Problemas
de altas dimensoes tém sido resolvidos recentemente pela execucao de uma seqiiéncia suces-
sivas de buscas unidimensionais (Luenberger, 1984).

A primeira aplicagdo do “line-search” em combinacao com o método “arc-length” foi
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apresentado por (Crisfield, 1983), e mais tarde por (Shi e Crisfield, 1995) que produziram um
outro trabalho mostrando maiores detalhes da utilizagao do “line-search” em seu método.
Isto também foi estudado detalhadamente por (Papadrakakis, 1993), o autor cita um algo-
ritmo utilizando a aproximagao "requle-falsi”. A busca unidirecional é discutida com maiores

detalhes na secao 3.8.

3.5.4 Estratégia para Controlar Automaticamente o Raio

O tamanho do raio usado no método “arc-length” é um ponto crucial para se alcancar
um método robusto. Uma vez que o preditor foi obtido e a direcao é determinada, deseja-se
que s6 uma solugao permaneca naquela direcao. Se o raio for muito grande, é possivel que
exista mais de uma solucao ao longo do caminho, o que significa que a equacao de restricao
cruzou com outras porc¢oes do tracado da solugao. Por outro lado, se o raio escolhido for
muito pequeno, o custo computacional para obtencao do caminho da solugao é muito grande.
De acordo com (Kouhia, 1992; Jeusette e Laschet, 1989) entre outros, para se ter sucesso e
economia computacional no procedimento “arc-length”, é necessario determinar uma equacao
para os passos subseqiientes que controle o comprimento do raio da equacgao de restricao 3.2.
Uma técnica simples foi proposta por (Crisfield, 1997), onde o raio incremental é determinado

pela seguinte equacao

I
Aly1 = Al (I_Z) (3.54)

na qual Al,y1 e Al sdo os raios incrementais nas iteragoes k + 1 e k, I; é o ntimero de

iteragoes desejadas e I é o nimero de iteracoes requeridas na iteracao k.

O controle do raio, conduz a pequenos incrementos quando a resposta for muito nao-linear
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e incrementos maiores quando a resposta for menos nao-linear. Embora este controle tenha
trabalhado muito bem para os testes realizados, existem ainda certas deficiéncias no controle
de problemas com mudangas stbitas na trajetéria da solucao (Riks, 1984; Bellini e Chulya,

1987).

Quase todos os autores utilizam este tipo de equagao, tais como Crisfield, que usou
praticamente em todos seus trabalhos sobre o "arc-length”, porém alguns autores deram
maior importancia a equac¢ao 3.54 como (Bellini e Chulya, 1987; Jeusette e Laschet, 1989;
Clarke e Hancock, 1990). Os primeiros afirmaram em seus trabalhos que a definigdo de um
novo comprimento do raio Al, feito sempre no inicio do processo iterativo tem uma influéncia
direta no desempenho do método. Contudo, eles propuseram modificagoes na equagao 3.54

que foi proposta como

I/
Alpys = Al (Td) (3.55)

com [, ajustado para 2. A equacao 3.55 tende a manter o Al novo proximo do Al velho,
independente do caminho, quando o nimero de iteracoes é grande. Isto ocorre quando a
nao-linearidade é grande, pois é mais dificil de convergir para a solucao. Por outro lado, a
equacao 3.55 tende a manter o Al novo muito maior do que o Al velho, quando o niimero

de iteracoes é pequeno. Isto ocorre quando a nao-linearidade nao é muito acentuada.

J& a segunda modificagao feita por Crisfield na equagao do controle do raio, é escrita da

seguinte forma

64



I
Al = Al <—“) (3.56)

com I, ajustado em § para problemas com pequenos nimeros de graus de liberdade (NGL)
(NGL < 100), e 6 para problemas com moderado e grande nimero de graus de liberdade
(100 < NGL < 100.000). Esta forma tende a produzir Al grandes na maioria dos passos

mas o Al serd curto na vizinha onde a nao-linearidade tem maior efeito.

(Jeusette e Laschet, 1989) também fez uma anélise sobre estas equagdes, principalmente

aquela utilizada por Crisfield 3.56, que corresponde a equacao 3.57 para o caso que ¢ ¢

1

ajustado para 3.

] ®
Al = Al (—n) , (3.57)
Iy

Ele concluiu que todas estas equacoes trabalham relativamente bem considerando sua
simplicidade e a falta de uma base tedrica solida. Depois de varios testes, ele mostrou que
estas férmulas nao ajustam muito bem os comprimentos de Al de acordo com a curvatura da
solugao e nao podem antecipar mudancas de curvaturas muito intensas e calcular pequenos
incrementos de raio, especialmente quando se trata da solu¢ao de um caminho instavel de

pos-flambagem, apresentando um ponto limite com inclinagao negativa.

Em seu trabalho, (Jeusette e Laschet, 1989) mostrou mais duas relagoes, uma desen-

volvida por Bathe e Dvorkin e outra utilizando o parametro de rigidez corrente de Bergan
Sp-
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A relagao de Bathe é obtida multiplicando o lado direito da equagao 3.56 pelo quociente

da norma dos incrementos de deslocamentos prévios admissiveis

(3.58)

i+1
i - gy () B

Ii) Phss — PLII

onde p é uma constante que depende do problema, a qual varia de 2 até 50. A relagao
(3.58) fornece uma previsao dada por férmulas precedentes para inicializar o célculo do raio,
tendo-se que utilizar a iteracao anterior para prever o p*. Contudo, o ajuste da constante p,

depende do primeiro incremento do ponto de equilibrio, que pode ser dificil de se achar.

Finalmente, a relacao com S, para calcular os incrementos dos comprimentos dos raios é

dada por

AS.
Al g :Alk< —— ) (3.59)
’ (Sp>k+1 - (Sp)k

sendo AS, é a mudanca desejada no parametro durante o passo. Os valores iniciais para
o incremento do parametro S, sao geralmente determinados aplicando-se um carregamento
restrito depois de localizado o primeiro ponto de equilibrio, via controle do deslocamento ou

do carregamento para o primeiro passo.

Estas duas ultimas equagoes levam em consideragao a forte mudanca na curvatura local

da solucao, porém esta mudanca é fracamente detectada ou antecipada.

Agora, os autores (Clarke e Hancock, 1990) utilizaram a maioria destas férmulas em
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diferentes tipos de métodos de continuagao obtendo sucesso em todos os casos.

Mesmo que as equagoes 3.58 e 3.59 possuam uma maior base matematica, ainda nao sao
a solucao definitiva. Embora elas funcionem muito bem quando sao levadas em consideracao
suas limitacoes, ainda ha a necessidade de desenvolver uma equagao que satisfaca qualquer

tracado antecipadamente, auto-ajustando o tamanho do raio conforme a necessidade.

3.6 Problemas de Convergéncia

Antes do método “arc-length” estar funcionando corretamente, algumas dificuldades
foram encontradas. Por exemplo: haviam pontos na curva de equilibrio que nao convergiam,
o método permanecia em torno de um ponto e nao seguia na dire¢ao do zero da fungao residuo
nem sequer na direcao contréria, simplesmente o vetor dp e suas componentes permaneciam

constantes, como pode ser observado na figura (3.8).

Metodo estabilizado em torno de um ponto
de equilibrio.
0.92-

Y (MmN
(=]
[1=3
T
X
¥

| Recptancia)
E
.

=
=)
=2

4// +  Nao-linear/Arc-length. |4
el —£— TRestrigao ¢ rafzes.
H—+ Vetores do Arc-length.

L L 1 1 1 L
1,316 1318 1.32 1.322 1,324 1.326
Frequéncia (rad/s)

Figura 3.8: Ponto nao convergido.

A seqiiéncia 1,2,3,4,5,6,7, ... na figura (3.8) mostra o tltimo ponto que ocorreu con-

67



vergéncia. A partir dai, dé-se a seqiiéncia 1’,2',3',4", 5,6, 7,8 ,....n',n" + 1, o qual nao

ocorre mais a convergéncia. O método iterativo fica em torno destes pontos indefinidamente.

Outro problema encontrado no desenvolvimento do "arc-length” foi quando a convergéncia
se aproximava do ponto de inflexdo. Neste local o método nao se comportava muito bem e
divergia na tentativa de ultrapassar o ponto critico. Este problema ocorria devido a escolha
errada da raiz da equacao quadratica 3.23 nao possibilitando a convergéncia. Conseqiien-
temente, o residuo aumentava infinitamente provocando a falha do método. Este problema

pode ser visualizado na figura (3.9) que mostra o método divergindo num ponto de inflexao.

T T T T T
1.438[ q
8 6 4 2
1.436 T 4
O método seguiu a restricao errada,
portanto a divergéncia ira ocorrer.
1.434 g b
+ Nao-linear/Arc-length.
e "~ Restrigio e raizes. |
S ’ +—+ Vetores do Arc-length.
X +7
\E, 1.43 B
i B ]
‘S 1.428 1
c 44
b 1
0 1.426 f : 5 -
[
8
17 1.424 . -]
1.422 e
14z A convergéntia deverid ser
| em algum pgnto nesta festricao.
14181 & y R
1 1 1 1 3

1.155 1.16 1.165 1.17 1.175 1.18
Frequiéncia (rad/s)

Figura 3.9: Problema de convergéncia na inflexao.

O ponto 1 é o tultimo ponto que ocorreu convergéncia, na seqiiéncia o método segue para o
proximo ponto que é o mais préximo da inflexao. A convergéncia deveria ocorrer numa regiao

proxima ao ponto 3, porém a raiz na equacgao 3.23 ¢é escolhida errada e o método iterativo
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segue o caminho errado nos pontos 4,5,6,7,8, ... ocorrendo a divergéncia. Uma forma de
assegurar que o método nao divirja é verificar o sinal do determinante da matriz tangente

K. O sinal desta matriz ird mudar no ponto de inflexao.

(Hellweg e Crisfield, 1998) relataram sobre este tipo de problema de convergéncia quando
estudaram propagacao de trincas em estruturas de concreto. Eles disseram que as caracteris-
ticas dos problemas de convergéncia eram oscilacoes ciclicas, sendo que as solugoes iterativas

ficavam num ciclo infinito tentativas, as quais nunca convergiam para a solugao desejada.

Na proxima segao sao apresentadas algumas solugoes encontradas na literatura a respeito

deste tipo de problema.

3.7 Solucao para Problemas de Convergéncia

Alguns autores desenvolveram ou utilizaram técnicas para superar o problema de con-

vergéncia, dentre os quais € possivel determinar algumas técnicas que sao as mais importantes.

(Bergan et al., 1978) usam o parametro de rigidez corrente para prever a posi¢ao de um
maximo e minimo local. Eles entao suprimem o equilibrio iterativo na vizinhanca de um
ponto extremo (limite) que segue uma mudancga no sinal do determinante da matriz rigidez
tangente. A supress@o do equilibrio iterativo fornece incrementos de carregamento muito
pequenos préximos aos pontos limite. Logo, quanto menor for este incremento, mais dificil

vai ser para ocorrer a divergéncia.

Uma outra técnica mais simples e que foi utilizada neste trabalho é a de utilizar o de-
terminante da matriz de rigidez tangencial K; para controlar tanto a direcao do incremento

de carregamento inicial AN’ quanto a escolha da raiz d\ na equagio quadratica 3.23 (Feng
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et al., 1997, 1996).

Na proxima segao, sera mostrado uma interpretacao geométrica desenvolvida para visuali-

2

zar o funcionamento do método “arc-length”. Este procedimento é importante para entender
alguns problemas que ocorrem com o método e também por ser uma forma de verificar se o

"arc-length” esta funcionando corretamente.

3.8 Interpretacao Geométrica do Método ”Arc-Length”

Uma grande quantidade de autores trabalham com variagoes da equacao de restricao
3.2 na tentativa de formular procedimentos que vao de encontro com seus anseios. Porém,
dentre as restrigoes, podemos destacar pelo menos trés tipos que sao de grande importancia:
a cilindrica, esférica e elipsoidal. Estas diferem apenas pelo valor do parametro de escala .
Se este parametro for levado em consideracao na equagao de restrigao, entao é considerada
a contribuigdo que o carregamento tem sobre o deslocamento (Crisfield, 1997). (Bergan
et al., 1978) propuseram relacionar este parametro ¢ com o parametro de rigidez corrente de

Bergan, ou apenas parametro de rigidez corrente S, (Bergan et al., 1978).

Ja em (Crisfield, 1983) e em outros trabalhos (Crisfield, 1986b, 1981), 1 foi geralmente
ajustado como zero. Estes estudos concluem que quando ¢ = 1, além de adicionar um pouco
mais de complexidade nas equagoes do método ”arc-length”, o parametro nao contribui muito
na eficiéncia da convergéncia ou na precisao. Outros autores seguem a mesma linha como

(Magnusson e Svensson, 1998; Xu e Mirmiran, 1997) dentre outros.

De acordo com o parametro v, tem-se:

® ¢ =1, a equacao de restricao 3.2 fica
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AP'Ap + AN*qelqe = AP, (3.60)

conhecida como o método "arc-length” esférico originalmente proposto por (Crisfield,

1980).

@ Y =0, a equacao de restricao reduz-se a:

Ap'Ap = AP, (3.61)

que também foi proposta por (Crisfield, 1981).

Para problemas dinamicos a forma analitica da equacao 3.61 pode ser representada pela
superficie de um cilindro circular no espacgo tridimensional formado pelos eixos das com-
ponentes real e imagindria da resposta versus o eixo da freqiiéncia, tal resposta pode ser
apresentada em termos de receptancia, mobilidade ou inertancia. E possivel mostrar como é
representado geometricamente a restri¢do no plano e no espago. Na figura (3.10) sao desta-
cados os vetores que compoem o método “arc-length” no plano |Receptéancia| x Freqiiéncia.
Saindo do ponto inicial até a restricao tem-se o escalar que representa o comprimento do
raio, sendo sua inclinacao é determinada pela matriz rigidez tangencial, ou seja, a derivada
do residuo em relacao do deslocamento g—‘;’. O seguimento de reta 0p representa uma das

componentes do vetor dp. O segmento dAdq; € a outra componente dp que sai do ponto

convergido.
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Figura 3.11: Restrigao cilindrica vista no plano R(Receptancia) x (Receptancia).
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Figura 3.12: Restricao cilindrica vista no espaco Receptancia x Freqiiéncia.

No plano da receptancia R x &, a restricao pode ser mostrada como uma circunferéncia,
conforme a figura (3.11). O mesmo comentdrio realizado para figura (3.10) se aplica para a

figura (3.11).

Jéa na figura (3.12), sdo mostrados os mesmos vetores da figura (3.10), porém considerando
uma visao no espaco do caminho de equilibrio. Aqui o cilindro é mais facil de ser visualizado,
seu centro estd no pentltimo ponto convergido e o ponto convergido esta na superficie da
restrigao descrita pelo cilindro. Na figura (3.13) é mostrado um detalhe do ponto convergido

da figura (3.12).

® Parametro de rigidez corrente, S, . A equacao de restricao é escrita como:

Ap'Ap + S,ANqc'qe = A%, (3.62)
na qual,
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Figura 3.13: Detalhe da restricao cilindrica em trés dimensdes.

AN Apy |

i 3.63
AN [ApT| (3.63)

5~ |

Em (Bellini e Chulya, 1987) foi utilizada esta técnica, na qual o autor observou que o S, é
atualizado no final de cada passo de incremento de carregamento. A equagao 3.62 representa
a superficie de uma elipséide e o método é chamado de "arc-length” elipsoidal. Devido a

dificuldade de representacao grafica, nao sera mostrado um esquema geométrico da restricao.

Assim, foi mostrado rapidamente as formas de se tratar o “arc-length” do ponto de vista
geométrico, sendo que entre eles nao ha diferenca em termos de eficiéncia. O estudo gréfico
do método possibilitou a sua visualizacao, tornando-se possivel entender como o método
funciona durante a convergéncia. O desenvolvimento da visualizagao grafica do “arc-length”
tornou possivel entender de maneira mais clara os vetores que compoem o método e também

visualizar suas falhas, como por exemplo falhas devido o surgimento de raizes complexas.

Através da figura (3.14), é mostrado uma ilustragao de como o "arc-length” converge.

E observado nesta figura 4 pontos convergidos, os cilindros que representam a equacao de
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restrigao e o método fazendo iteragdes em torno de uma das solugoes. Ja nas figuras (3.15)
e (3.16), tem-se os vetores do processo iterativo em func¢ao do deslocamento x, indicados até

o terceiro passo de iteracao.

- Linear/Tedrico.

+  Linear/Arc-length.

¢ Restricdo e raizes.
H——Vetores do Arc-length.

Figura 3.14: Funcionamento do método “arc-length”, com 4 pontos convergidos.
Através do procedimento de visualiza¢ao como o da figura (3.14), é possivel verificar se
o método esta funcionando adequadamente, ou seja, se a convergéncia estd caminhando em
direcao ao zero da fungao residuo. Caso, isto nao ocorra, o método divergird para uma diregao
indeterminada, o qual resultara num aumento no médulo do residuo e o método ”arc-length”

falhara.

Para facilitar o entendimento de convergéncia do “arc-length”, sao identificados nas figuras

(3.15) e (3.16) os incrementos do vetor p, que compoem o método.
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Figura 3.16: Detalhe dos vetores do “arc-length” no processo iterativo, visto no espaco.

Um outro estudo que pode ser feito com a interpretacao geométrica é saber o que ocorre
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quando surgem raizes complexas. Quando o "arc-length” falha, seja pelo residuo que aumen-
tou ou pelas raizes da equagao quadratica 3.23 que deram complexas, é necessario desenvolver

técnicas para contornar tais problemas.

Para corrigir as raizes complexas foi utilizado o método citado na se¢ao (3.5.2) desenvol-
vido por (Zhou e Murray, 1994). O método fornece um escalar § que diminui a magnitude do
vetor 6p;", mantendo a mesma dire¢io do vetor inicial, de forma que o vetor SA;, dqe;t fi-
que em sua posicao limite na equacao de restricao 3.2, que é tangente a equagao de restricao.
Isto é facil de visualizar, principalmente se tivermos utilizando o procedimento Newton-
Raphson modificado. A figura (3.17) mostra este tipo de problema e também mostra o
motivo do surgimento das rafzes complexas, quando o vetor A"} dqe;"} ndo cruza com a
equacao de restricao e entao provocou uma falha na determinacao do fator de carregamento
O\, figura (3.18). Um outro método utilizado, bem mais simples que o primeiro e ndo menos
eficiente, consiste em sempre que surgirem as raizes complexas retornar ao ponto anteri-
ormente convergido e reduzir o tamanho do raio, por exemplo pela metade, e continuar o
procedimento normal. Geralmente é necessario apenas um fracionamento do raio por iteracao
para as raizes tornem-se reais, mas nada impede que sucessivos redimensionamentos do raio
sejam necessarios (Magnusson e Svensson, 1998; Crisfield, 1997).

Logo que este coeficiente [ traz novamente o controle do equilibrio do método para a

y ~ S it ~ (i

tangente, as raizes sao recalculadas com o novo valor do vetor 30p;; pela equacao quadratica
que fornecers as raizes reais. Devido a erros numéricos o programa desenvolvido em Matlab®
apresentou falhas no cdlculo das raizes 6\. O Matlab® fornecia um termo complexo para

as raizes muito pequeno que na verdade era um ”lixo numérico”, pois as raizes esperadas

deveriam ser reais. Para contornar o problema foi acrescentado no termo ¢ da equacao 3.23
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um incremento de € = 1.1e

Linear/Tedrico.

+  Linear/Arc-length.

- Restricdo e raizes.
H——+Vetores do Arc-length.

Figura 3.17: Vetor 0A;1dqe;, na posi¢do tangente.

Contudo, um outro problema surgiu independente se a raiz da equacao quadratica 3.23
for complexa ou nao. O problema é que o novo residuo nao pode ter médulo maior que o
da iteracao anterior. A estratégia neste caso é achar através de uma busca unidimensional

i1

um escalar a que diminua o vetor dp,', para garantir que o residuo diminua sempre, até

satisfazer um critério de parada.

Para achar este valor minimo de «, foi utilizado o procedimento de Newton-Raphson. Uma
nova funcao residuo foi criada, sendo que dentro dela o valor da amplitude p é atualizada
para um carregamento constante, pois se tem uma busca unidimensional. Uma outra funcao
dentro deste residuo calcula a amplitude para cada valor de a fornecido pela fungao do

Matlab® fmin' através de um processo iterativo. Para a funcdo fmin é passado a norma do

(A funcdo fmin, acha os zeros de fungdes de uma varidvel. O algoritmo é baseado na secio durea e
interpolacao parabdlica, sua sintaxe é "p = fmin('fun’,pl,p2,options,P1,P2,...)”. Na seqiiéncia tem-se: nome
da fungao residuo, intervalo de busca, controle de precisao do método, parametros adicionais a fungao residuo.

)
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+  Linear/Arc-length.
- Restricdo e raizes.
H———+Vetores do Arc-length.

Figura 3.18: Vetor 5)\2111 5qt§:fl fora da equacao de restri¢ao.

residuo a qual se quer determinar seu zero. A amplitude é agora determinada calculando as

rafzes (3.23) com o vetor aép}:fl atualizado. E escolhida a raiz correta e calculadas as raizes

i1 . . .
do vetor 0p;’; de forma que agora pode-se atualizar o valor p variando apenas «. Assim,
o que se deseja com o método de Newton-Raphson é determinar um « que ache o zero da

funcao residuo para garantir que o residuo diminua o suficiente para ser menor que o anterior,

na direcao de Newton.

Matematicamente, nossa meta ¢ buscar um préximo ponto p;.; ao longo da direcao de
Newton com um passo dp, nao necessariamente o vetor inteiro. Portanto se deseja um « que

determine o zero da fungao residuo ¥(p; + adp).

Pir:1 =Pitadp 0<a<l (3.64)

Durante a fase de desenvolvimento do “arc-length” a busca unidirecional fmin foi im-

79



plementada na tentativa de fazer com que o método funcionasse corretamente, porém com
a correcao dos erros do método a busca unidirecional nao foi necessaria e portanto nao foi
implementada na fase final , o qual ela pode vir a ser no futuro aplicado no “arc-length” se

a busca unidirecional trouxer algum beneficio.

Assim, encerra-se o capitulo 3 que foi apresentado o método “arc-length” e alguns pro-
blemas transponiveis que podem ocorrer com este método. Foi mostrada uma interpretacao
geométrica do método e no préximo capitulo sera vista a aplicacao deste método sobre as

funcoes de respostas em freqiiéncia e respostas nao-lineares em freqiiéncia.
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Capitulo 4

Resultados e Discussoes

Neste capitulo serao mostrados os exemplos numéricos utilizados para convalidar o método
“arc-length” aplicado em FRF e RF. O capitulo inicia com um teste bastante simples rea-
lizado com uma equagao linear, depois é mostrado um caso com uma equacao quadratica e
finalmente os modelos de RF. Os primeiros testes a serem realizados é com o médulo da FRF
de um sistema de um grau de liberdade linear e RF. Como segundo modelo de FRF e RF foi
considerado a equacao de um grau de liberdade com a representacao 8t x Img. O quarto
teste é realizado com uma resposta em freqiiéncia nao-linear de um S3GL (sistema com trés
graus de liberdade), que foram realizados testes tanto com seu médulo a partir de um sistema
R x Img quanto com este tltimo. Uma outra simulagao realizada, foi com um sistema de
um grau de liberdade nao-linear, porém variando o nivel de forca. E finalmente, nos dois
ultimos exemplos, foram feitos com um sistema de um grau de liberdade e um sistema de
trés graus de liberdade, repetindo os casos citados acima, porém com uma modificacao da
funcao nao-linear aplicada, que agora é uma funcao descritiva de folga, ao invés de uma

funcao cibica como nos casos anteriores.
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4.1 Simulacao dos Testes Realizados

Como ja foi citado no capitulo 1 sobre a representagao de modelos, utilizou-se alguns
exemplos mais simples e outros mais elaborados e complexos. Estes exemplos serao aqui
mostrados, e explicados os motivos pelos quais se teve que testar os modelos simples e também

os mais elaborados. A apresentacao se dard em ordem crescente de complexidade.

Os primeiros teste foram realizados com uma equagao linear e devido a sua simplicidade

os resultados estao apresentados no anexo (B).

Na seqiiéncia foram realizados testes com uma parabola e com um sistema de um grau

de liberdade que podem ser visualizados nos anexos (C) e (D), respectivamente.

4.1.1 Teste Realizado Com o Sistema de Um Grau de Liberdade,

Com Representacao de it x Img, Linear e Nao-Linear

Nesta fase serao mostrado os modelos do sistema de um grau de liberdade com repre-
sentacao das componentes reais e imaginarias através da duplicacao da ordem do sistema.
O tratamento realizado sobre este modelo é vetorial, ao contrario do teste anterior com o

modulo do sistema de um grau de liberdade que era escalar.

Os primeiros casos mostram o procedimento para o caso linear no qual a figura (4.1) é
o grafico de Nyquist, a figura (4.2) sdo os pontos convergidos do método visto no espago e

).

a figura (4.3) é a visao espacial do procedimento “arc-length”. Geralmente na execugao dos
casos lineares nao houve problema de convergéncia, sendo que a maioria deles ocorreram nos

casos nao-lineares.

A figura (4.4) mostra a receptancia com as partes real e imaginaria de um sistema linear.

82



05

Linear/Tedrico.
032 % % % Linear/Arc-length.
03
of + Dincar/Arcriength
) Restrigdo e raizes.
= +———+Vetores do Arc-length.| 0.28
£ )
E <
<05F © 0.26
E o
K] So24
‘g- T G: 0.22
3
24
0.2
-1.5F
0.18 -l
2
1
EE o 05 i E 2 Receptancia (omIN)f1 0 -05 ! o *
Receptancia .~ (m/N) real 04 Receptancia , (m/N)
Figura 4.1: Gréfico de Nyquist “arc- Figura 4.2: Pontos  convergidos do
length” aplicado no sistema método aplicado no sistema
de um grau de liberdade li- de um grau de liberdade
near ® x Img. linear ® x Img.
—— Linear/Tedrico.
+ Linear/Arc-length.
) Restricdo e raizes.
25 +—+Vetores do Arc-length.
24
D 154
©
S
.g 14
c
@
=5
o
@ 05
[y
0+
-0.5
-o.5> 0.5

) 05,
Receptancia 05 eceptancia imag (m/N)

-1

Figura 4.3: Visao geral do procedimento "arc-length” funcionando no sistema de um grau de

liberdade linear R x Img.
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Como as FRF lineares possuem os caminhos mais suaves, digo, suas inclinagoes nao sao muito
bruscas ou exageradas, elas sao geralmente obtidas com menor esfor¢o computacional, tendo

um nuimero menor de iteragoes para a convergencia em relagao ao caso nao-linear.

. —/|_— Linear imag./Tedrico.
71 |- —=Linear real/Tedrico.
15) ¥ Linear imag/Arc-length.
{ Linear real/Arc-length.

Receptancia (m/N)

I
0.16 0.17 0.18 0.19 0.2

0.21 ) 0.22 0.23 0,‘24 0.‘25 0.‘26
Frequéncia (Hz)

Figura 4.4: Representacao do “arc-length” para um caso linear &8 x Img.

Na figura (4.5), tem-se o funcionamento seqiiencial do "arc-length”; o qual é mostrado
a equacao de restrigao, os pontos de convergéncia, o caminho tedrico, as duas raizes d\; da
equacao quadratica 3.23, a derivada do residuo em relacdo a x ,0s vetores dp e 6Adq. Os
pontos de convergéncias mostram a diregao correta do caminho a ser seguido e também que

os escalares (d)\;) da equagao quadratica foram escolhidos corretamente, caso este vetor seja

escolhido errado o algoritmo retornara ao ponto convergido precedente.
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Figura 4.5: Detalhe do método “arc-length”, mostrando seu funcionamento para um caso

linear | x Img.

Agora, tem-se as figuras (4.6) e (4.7) que sdo casos do sistema de um grau de liberdade
nao-linear com representacao das partes real e imaginaria. Aqui é observado, que na primeira
figura o caminho nao-linear estd inclinado para direita e a segunda para esquerda. Isto se
da, devido ao tipo de nao-linearidade imposta aos ambos modelos de RF. A primeira RF
possui uma nao-linearidade positiva e a segunda negativa. Na equacgao do residuo, o sinal da
nao-linearidade é controlada pelo fator 8 da funcao descritiva. A interpretagao fisica deste
fator, é que para 8 > 0, quanto maior é a forca que se aplicada ao sistema mais rigido a
estrutura fica e para § < 0, quanto maior é a forga que se aplica ao sistema, mais flexivel ele

fica.

A préxima figura (4.8) é um detalhe da figura (4.6).
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Figura 4.8: Detalhe da figura (4.6) para facilitar a visualizagdo do caminho nao-linear.

Ja as figuras (4.9) e (4.10) mostram um procedimento nao-linear para o modelo complexo
do sistema de um grau de liberdade nao-linear. O primeiro é o grafico de Nyquist, com
o procedimento do “arc-length” nao-linear comparado com a curva de Nyquist linear. Ja

a segunda figura representa uma visao espacial da mesma RF, que é comparada com o
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caso linear. B observado nestas figuras que em um ponto os vetores 0p e dAdq possuem
uma ordem de grandeza maior em relacao aos outros. Isto se da devido a proximidade de
um eventual ponto critico, que provoca um mau-condicionamento da matriz rigidez e como
aqueles vetores sao determinados utilizando a inversa desta matriz, entao suas dimensoes

geralmente sao superiores aos demais.

Na figura (4.11), tem-se o procedimento do “arc-length” para o caso nao-linear, sendo se-
melhante ao caso linear citado anteriormente. Quanto menos pronunciado é a nao-linearidade
mais proximo a curva nao-linear esta da linear, sendo o inverso verdadeiro. Isto é uma ca-
racteristica comum das RF nao-lineares, que dependem do deslocamento possuirem maior

influéncia nos locais onde a amplitude do sistema ¢é mais elevada.
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Figura4.9: Grafico de Nyquist com o funciona- Figura 4.10: Visao espacial da RF nao-linear do
mento do "arc-length” aplicado no sistema de um grau de liberdade.

sistema de um grau de liberdade

nao-linear.
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Figura 4.11: Detalhe do ”arc-length” funcionando para um modelo do sistema de um grau

de liberdade nao-linear ® x Img.

As ultimas figuras deste item mostram os pontos convergidos do método para este caso,
com uma visao espacial e o médulo do residuo calculado apds o ponto convergido terem sido
obtidas. Este resultado é equivalente ao utilizando no residuo onde foi utilizado somente o

modulo da RF para um sistema de um grau de liberdade, mostrado anteriormente.

: —
Linear/Tedrico. — Linear/Tedrico.
i Arclenoth| % % % Linear/Arc-length,
«+ % Linear/Arc-length, ;
03 0.28 /’
_ o2 “/
i _— S \i 0.26 ‘
8 S HHH RN
C 0.24 C 0.24 R S
S -
g0.22 o
o . D022
o [
0.2
0.2
0.18
0.5
0 1.5 0.18 =
1 -0.5
) -05 0 o8
Receptancia imag (m/N) 05 RM ’
. ptancia 0.
e Receptancia .~ (m/N) imag 1 e B Recepta(:\scia roa (MIN)
Figura 4.12: Pontos convergidos do ”arc-length” Figura4.13: Outro ponto de vista da figura
aplicado no sistema de um grau de (4.12).

liberdade nao-linear ® x Img.
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25 ' ' ' ' Linear/Tedrico.
% % » Nao-linear/Arc-length.
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| Receptancia |
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Figura 4.14: Mdédulo do modelo de um sistema de um grau de liberdade nao-linear & x Img.

Dados utilizados nestes testes, para sua reproducao futura :

z - 1
f (k—w?m)+i(wc) 7

E—(wA)>?m  —(w))e ] { T real }_{ Freal }
(M)\)C k — (w>\)2m Timag fimag 7

» Vetor residuo nao-linear :
Lreal .freal .
)
ximag fimag

} e yp = 1.0. O ponto (x9,yg) foi obtido

» Equagao : | a(w) | =

» Vetor residuo linear :

k— (w\)?*m + dfr —(w)e

(W) = )
(wA)c k — (wA)*m + dfr

0.1211482749
0.1079799841

considerando a equacao acima do residuo com a nao-linearidade nula e utilizando os

» Ponto inicial : xy = {

dados abaixo desta lista;

» Fungao descritiva : dfr = 327,
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» Coeficiente : = =+ 0.5;

» Matriz rigidez tangencial : K; = calculado numericamente g—‘i’, por diferencas finitas

com € = 1073;

» Vetor carregamento : g—‘i’ — calculado numericamente por diferencas finitas com e¢ =

1073
» Rigidez : k=2.0 (N/m);
» Amortecimento : ¢ = 0.05 (Ns/m);

» Massa : m = 1.13 (Kg);

0.1
» Forca: f = N);
rc {0‘1}()

» Freqiiéncia inicial e final : w; = 1.0 (rad/s) e wy = 1.7 (rad/s), respectivamente;
» Raio : Aly = 0.1, para demais iteracoes controle automatico pela equacao 3.56;
» Sistema linear(5 = 0) e nao-linear(g # 0).
Para os casos do sistema de um grau de liberdade, o método funcionou muito bem, gerou
poucos pontos para descrever toda a curva claramente, independente se o tratamento dado
foi escalar ou vetorial. Assim, é possivel elevar um pouco mais o nivel de dificuldade e aplicar

o "arc-length” num sistema de maior grau de liberdade, como ¢é o caso do S3GL a seguir que

dobrando a ordem do sistema fornecerao seis equagoes para representar as partes = x Img.
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4.1.2 Teste Realizado Com Um S3GL, Com Representacao de & x

Img, Médulo, Linear e Nao-Linear

Aqui, foi utilizado um modelo mais elaborado com trés graus de liberdade com represen-
tacao real e imaginaria, que dé ao residuo um sistema de seis equagoes. O sistema utilizado é
um massa-mola com amortecimento viscoso que possui trés molas nao-lineares. Apenas, serao

mostradas as figuras das RF mais representativas do modelo, dentre as diversas possiveis.

Para representar o S3GL um sistema de parametros concentrados composto de elementos

de massa, rigidez e amortecimento e governado pela equagao 2.25, é mostrado na figura

(4.15).

As trés figuras (4.16), (4.17) e (4.18) sao casos de um sistema linear, que mostram a

eficiencia do método quando aplicado nestes casos.

/ x1 _ + x2  + x3  +
/ ——— R, e

.

Figura 4.15: Esquema massa-mola de um S3GL nao-linear, com amortecimento.

A precisao em todos os casos mostrados na simulacao é a mesma, sendo que a convergencia
se d4 quando o vetor residuo, ¥, é menor que le~%. Para este caso, é observado que quando
o numero de iteragoes é pequeno, a curva ¢é representada por pouco pontos, e o contrario
também ¢é verdadeiro quando se tem um numero grande de iteracoes. Isto é justificavel,
porque quanto mais abrupta ¢ a inclinacao do caminho a ser percorrido, maior é o nimero de
iteragoes para convergir. E com isto o controle do raio, que depende do ntimero de iteracoes

diminui seu comprimento sensivelmente.
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Nos proximos modelos, tem-se as RF nao-lineares de um S3GL, no qual foram destacados
seus picos para facilitar a visualizacao dos pontos convergidos do procedimento ”arc-length”.
Uma vez que é complicado mostrar a representacao gréafica das iteragoes devido a dimensao
vetorial, s serao mostrados apenas os pontos finais convergidos. As RF que serao mostradas

aqui correspondem a excitacao e medigao no ponto 1 (x1 e M1), “drive point”, na figura 4.15.

. . - - [—— Linear/Teérico. ——— Linear/Tedrico.
| ......... Linear/Arc-length., ... Linear/Arc-length.

| 16—
=
N4
4 \1-14
124
8
7 Q10—
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3 g
S0 1 g -20
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“ | 7 (miN)
27
-0, . s s 0 2 ” 6 18 * 5 0 0
P = -10 B
Frequéncia (Hz) Receptancia (mfN) 15
Figura 4.16: FRF linear de um S3GL. Figura 4.17: Visao espacial da FRF li-

near de um S3GL.
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Figura 4.18: Detalhe da primeira regiao de ressonancia do S3GL linear.
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Para o caso nao-linear, assim como para o caso linear do mesmo modelo, foi exigido do
método um nuimero extremamente grande de pontos para completar toda a curva, mesmo
utilizando um raio, Al, muito grande. Na média, foram utilizados 4000 pontos que levou um
tempo razodvel para a execucao de todo o trajeto. O raio utilizado aqui, foi de Al = 30 que
é um valor muito grande, para o método ultrapassar este tipo de inflexao tao abrupta quanto
inclinada para um dos lados. Quando a convergéncia se aproximava destes pontos, ocorria
uma seqiiéncia ininterrupta de raizes complexas devido a grandeza do raio. O método entao
retornava ao anterior e reduzia o comprimento do raio pela metade. Este procedimento
ocorria conforme a dificuldade imposta pela curva. Isto implicou no aumento de céalculo
computacional, pois aquele procedimento era repetido até que a equacao 3.23 forneca raizes
reais. Logo, para se ter sucesso o método deve conter o controle da raiz complexa e também
escolher corretamente o d\; fornecido pela equacao 3.23, sendo a escolha dada pelo sinal do

determinante da matriz rigidez tangencial, K;.

Assim, uma solucao para o problema do tempo pode ser a utilizacdo de uma linguagem
de programacao, ao invés do Matlab®, pois se aumentar ainda mais a tamanho do raio, a
curva sera discretizada com um nimero menor de pontos, porém na vizinhanga de um ponto
critico o algoritmo praticamente vai estagnar devido a reducao do raio em cada ponto nesta
regiao. Uma outra possibilidade é desenvolver uma equacao que controle o raio levando em
consideracao a nao-linearidade, para que ela aumente ou diminua o raio conforme a auséncia

ou manifestacao da nao-linearidade.

Através do teste realizado com o modelo de um S3GL nao-linear, varios exemplos foram
obtidos, como o que estd na figura (4.19). Neste exemplo foi utilizado um 5 > 0 na funcao

descritiva. O método “arc-length” foi testado nesta RF que possui varias inflexoes, e ele
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percorreu todo o caminho independente do tipo de inclinacao da curva.

Ja na figura (4.20), é fornecido uma visao espacial da RF nao-linear mostrada na figura

30 ; [ Linear/Teérico. Linear/Tedrico
......... No-linear/Arc-length, o :
Polneepimolenglll i | N3o-linear/Arc-length.
20 -
10 —
18 —
o . 16—
g
g N~
DaguTS <
- / 12|
o 8
20 4 8o
@
i EXE -25
=80 i { ] E 6] -20
—40+ | 4 4—|
ia’ilsa (m/N)
! 27 _s 'Mag
-0, 4 s 8 10 12 1 16 18 N 1 . 5 0
Anci - -10 .
Frequéncia (Hz Receptancia ., (m/N) 18
Figura 4.19: RF nao-linear de um Figura 4.20: Visao espacial da RF nao-

S3GL. linear de um S3GL.

A partir da figura (4.21) até a figura (4.26) sdo mostrados em detalhes os picos na regiao
de ressonancia, referente a RF da figura (4.19), onde se concentra a maioria dos pontos
convergidos e conseqiilentemente onde se consome o maior tempo computacional. Ja na
regiao que a RF possui um menor efeito da nao-linearidade ocorre o inverso, tem-se menos

pontos convergidos.
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Figura 4.21: Detalhe da primeira regiao Figura 4.22: Detalhe do ponto critico da
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Figura 4.23: Detalhe da segunda regiao Figura 4.24: Detalhe do ponto critico da
de ressonidncia de um figura (4.23).

sistema linear equivalente
S3GL.
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Figura 4.27: Grafico de Nyquist do Figura 4.28: Grafico de Nyquist do
S3GL linear. S3GL nao-linear.

Nas duas ultimas figuras (4.27) e (4.28), tem-se uma outra representagao do grafico de
Nyquist da FRF linear e RF nao-linear do S3GL. Aqui é facil visualizar a quantidade excessiva

de pontos exigidos para o caso nao-linear e uma discretizagao mais adequada para o caso
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linear. Logo, é necessario ao método um controle para reduzir o nimero de pontos convergidos

para o caso nao-linear, que conseqilentemente diminuirda o tempo de calculo do caminho.

Agora, para os subseqiientes itens serao mostrados os casos com o fator § < 0, que
forneceu alguns resultados mais interessantes e dificeis e que exigiu um maior esfor¢co do

procedimento para se ter sucesso ao longo de todo o caminho da RF nao-linear.
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Frequéncia (Hz) Frequéncia (Hz)
Figura 4.29: RF nao-linear de um S3GL com Figura 4.30: Detalhe da primeira regiao de res-
B < 0. sonancia de um sistema linear equi-

valente da figura (4.29).
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=25

Figura 4.31: Visao espacial da RF nao-linear do S3GL com g < 0.
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Na figura (4.29) mostra uma RF de um S3GL nao-linear, cujo 8 < 0. No detalhe da
figura (4.30) é mostrado uma descontinuidade, que ocorreu porque o raio da restrigao nao foi
pequeno o suficiente para determinar pontos adjacentes, provocando com isto um salto na

curva. Este caso teve um nimero maior de pontos convergidos em relacao ao caso anterior

na figura (4.19).

Esta RF apresentou um ntimero maior de inflexdes em relacao ao mesmo caso, porém

com 3 > 0 e também um nimero maior de pontos convergidos.

Agora, para facilitar a visualizagdo da RF na figura (4.29), suas ressonancias foram des-

tacadas em varios graficos, como na figura (4.30) e entre as figuras (4.32) e (4.34), inclusive.
Ja na figura (4.31), tem-se uma visdo espacial desta RF nao-linear do S3GL, para 5 < 0.

Observando as figuras (4.32) e (4.33), verifica-se uma descontinuidade no gréfico da
RF nao-linear na segunda ressonancia. Isto se deve claramente ao pequeno amortecimento
atribuido a segunda massa, os valores utilizados estao no final desta secao. Porém, devido
a grande dimensao do raio, ele proporcionou o salto para o outro lado da descontinuidade.
Logo, caso o raio e ou amortecimento sejam menores, o algoritmo nao estaré preparado para
identificar tal ponto de descontinuidade e ultrapassa-lo para continuar sua convergéncia no
caminho de equilibrio, ou seja, o sistema tem que possuir amortecimento. O método conti-
nuard indefinidamente em um dos lados da descontinuidade até atingir um ntmero maximo
de iteracoes. Embora, seja possivel obter os dois lados da RF sem amortecimento, através da
inversao de convergéncia do seu caminho. Por exemplo, para a convergéncia ir da esquerda
para direita basta manter o sinal do A\Y 41, ha equagao 3.5 e para ocorrer o contrario basta

ajustar o valor deste escalar para seu inverso.
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Figura 4.32: Detalhe da segunda regiao de res- Figura 4.33: Visao mais aproximada da figura
sonancia de um sistema linear equi- (4.32).

valente S3GL da figura (4.29).
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Figura 4.34: Detalhe da terceira regiao de ressonancia de um sistema linear equivalente S3GL
da figura (4.29).

Nas ultimas duas figuras (4.35) e (4.36), é mostrado o diagrama de Nyquist com repre-

sentacao linear e nao-linear. No caso nao-linear é observado uma deformacao muito grande
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da primeira regiao de ressonancia de um sistema linear equivalente. Na segunda regiao de

ressonancia é observado a descontinuidade comentada anteriormente.
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Figura 4.35: Grafico de Nyquist do Figura 4.36: Detalhe do grafico de Ny-
S3GL nao-linear com f§ < quist da figura (4.35).
0.
Para reproduzir estes casos, deve-se utilizar os dados abaixo:
» Equacao : | a(w) | = F = — L
(K—w?M)+i(wC)
» Vetor residuo linear :
ki + kg — (wX\)?my —kg 0 —(wA)(er +cg) (wA)cg 0 £ f1
—kg (k2 + ks3) — (wX)?my —ks (wA)Zeg —(wX)(cz +c3) (wX)es Tz fe
(\I,): 0 —k3 ks — (wX)?myg 0 (wX)es —(wA)es zg \ __ ) fs
(wA)(cr +c2) —(wA)cg 0 (k1 + kg) — (wA)?my —kg ) 0 e f4 )
—(wX)eg (wA)(cz + c3) —(wX)cg —kg (kg + kg) — (wA)?my —ks z5 fs
0 —(wA)eg (wX)cg 0 —kg kg — (w/\)zmg Tg fe
» Vetor residuo nao-linear :
ki 4 ko — (wA)2my +d1 —ky —d3 0 (wA)(eg + c2) —(wX\)cg 0
—kg —d3 (kg + ks) — (wWA)?mg + d2 —kg — d4 —(wA)?ey (wA)(cs + c3) —(wA)ez
(\I])_ 0 —kg —d4 ks — (w>\)2m3 + d4 0 —(wX)eg (wX)cg
- —(wA)(cs +c2) (wX)eg 0 (k1 +kg) — (wA)?my + d1 —kg —d3 0
(A)es —(wA)(es + c3) (Wh)es —ky — d3 (k2 + ks) — (w\)?my + d2 —ky — d4
0 (wA)eg —(wA)cs 0 —ks —d4 ks — (wA)?mg +d
T f1
T2 fa
zg\ _ )fs
Ty i
5 fs
Z 6, 6,
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onde,

a; = dfrl;
b; = dfrl+dfr2;
c; = dfrl;
co = dfr2.

0.539628065

0.767379594

0.838093485
—0.005580286
—0.008669851
—0.009491949

derando a equagao acima do residuo com a nao-linearidade nula e utilizando os dados

» Ponto inicial : x, = e yp = 15. O ponto (xy,yy) foi obtido consi-

abaixo desta lista;

» Funcao descritiva :

dfr = 38(\Jz.* + 2,7 )%

dfrl = 38( /(21 — 22)? + (2 — 25)? )*;

dfr2 = 38( /(s — 29)? + (@5 — 26)? )%
» Coeficiente : = £ §;

» Matriz rigidez tangencial : K; = calculado numericamente aa—i’, por diferencas finitas

com € = 1073;

» Vetor carregamento : g—‘f\’ — calculado numericamente por diferencas finitas com e¢ =
1073;
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> Rigidez : k; = 5000, ks = 2000, ky = 4000 (N/m);
» Amortecimento : ¢; = 2.5, ¢, = 0.3, cs = 0.08 (Ns/m);

» Massa: m; = 2, mg = 1.0, mg = 1.5 (Kg);

» Forga: f =

O O O O O &
—~~
N—

» Freqiiéncia inicial e final : w; = 15 (rad/s) e wy = 110 (rad/s), respectivamente;
» Raio : Aly = 30, para demais iteracoes ele é constante;

» Sistema linear(f = 0) e nao-linear(8 # 0).

Nesta tltima simulacao, um foi exigido um esforco computacional maior para trans-
por todo o caminho de equilibrio, pois conforme se observou nas figuras anteriores a nao-
linearidade foi bastante intensa. Uma quantidade maior de pontos foi necessaria para compor
toda a curva, uma quantidade pequena de raizes complexas surgiu nos pontos onde a nao-

2

linearidade foi mais acentuada. Contudo, independente das dificuldades, o "arc-length” nao
falhou. Agora é possivel testar um outro parametro para garantirmos ainda mais a eficiéncia
do método que é a variacao do nivel de forca, sendo calculadas varias FRF lineares e RF

nao-lineares, sendo que cada uma tera uma forca de excitacao diferente das outras. Observe

o resultado na segao seguinte.
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4.1.3 Teste Com Um Sistema de Um Grau de Liberdade, Variando

o Vetor Forca Para o Caso do Modulo Linear e Nao-Linear

Nos exemplos que serao mostrados aqui, tem-se uma série de RF calculadas uma apos
outra, com variacao do vetor forca, para o sistema de um grau de liberdade. Observa-se neste

caso, que com o aumento da excitagao é proporcionado uma elevagao da rigidez nao-linear.

O mesmo pode ser feito para casos com maior nimero de graus de liberdade, porém levara

um tempo computacional maior considerando a quantidade de ntimero de pontos necessaria

para cada curva de RF.

Nas figuras (4.37) até (4.39) sdo mostradas as RF com niveis de forgas diferentes, sendo
que para obter estes graficos o procedimento foi bastante simples, pois o algoritmo ja nao
possuia mais erros e ele ja tinha sido bastante testado. Para cada curva de RF o nivel de forca

foi permanecido constante e para a subseqiiente RF um incremento de forca foi adicionado.

15
-
g 10.
g < '~
|
510 e A
Q il
_8 § I \;?5 Linear/Tearico
=% i
o 5ol ‘
D 5 . - 1 [+ \\\Nao—llnear/Arc—length
g Linear/Teorico || Il \\3;
x I‘,l::“l'll Nao-linear/Arc-length
WL e 0|
0.8
3> 0.6
0.2 = Forga %4
0.4 3 X
Forca (N) 06 2 25
: 15 . : .
08 05 1 Frequencia (Hz) 3 25 2 Frequencia (Hz) | o8
Figura 4.37: Vista espacial de RF lineares e RF Figura 4.38: Outro ponto de vista da figura
nao-lineares do sistema de um grau (4.37).

de liberdade com variagao da forga

de excitacao.
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o
T

Linear/Tedrico

Receptancia (m/N)

o

Nao-linear/Arc-length

0.5

1.5,
Frequéncia (Hz)

Figura 4.39: RF linear e RF nao-linear do sistema de um grau de liberdade com variacao da

forga.

Para este tipo de modelo é possivel representar a superficie de RF, como mostrado nas

figuras (4.40) e (4.41).

Figura 4.40:

Receptancia (m/N)
= I e »
(4] n [4,] w (4, £ (4,1
N O B |

|

0 0.5

1

15
Frequéncia (Hz) 2° 3

Superficie da RF do sistema de um grau de liberdade nao-linear.
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(m/N)

Receptancia
- o

0.5

35
25 3

2
15 ., 2
08 05 1 Freqiiéncia (Hz)

Figura 4.41: Superficie da RF do sistema de um grau de liberdade nao-linear.

Para reproduzir este caso, deve-se utilizar os dados abaixo:

>

z 1 .
f (k—w?m)?+(wc)? ’

Equagao : | a(w) | =

Vetor residuo linear : (V) = <\/(k‘ — (wA)?m)? + (w)\c)Q)x - f;

Vetor residuo nao-linear : (V) = <\/(k: — (WA)?m +dfr)? + (w)\c)g)x - f;

Ponto inicial : (zg,yy) = (0.4,0.0274829478). O ponto (x, yy) foi obtido considerando
a equagao acima do residuo com a nao-linearidade nula e utilizando os dados abaixo

desta lista;
Fungao descritiva : dfr = 28z%;
Coeficiente : = +£ 0.5;

Matriz rigidez tangencial : K; = calculado numericamente %—‘1’ por diferencgas finitas

x !

com € = 1073;
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» Vetor carregamento : g—‘i’ — calculado numericamente por diferencas finitas com € =

1073,

» Rigidez : k=2 (N/m);

» Amortecimento : ¢ = 0.05 (Ns/m);

» Massa : m = 1.13 (Kg);

» Forga inicial e final : f=0.05 (N)e f=0.7 (N);
» Numero de curvas : 25;
» Freqiiéncia inicial e final : w; = 0.4 (rad/s) e wy = 3.6 (rad/s), respectivamente;
» Raio : Aly = 0.01, e fixo para as demais iteracoes;
» Sistema linear(f = 0) e nao-linear(8 # 0).

Para esta simulacao, o "arc-length” calculou com sucesso as varias RF nao-lineares, para

cada nivel de forga e foi possivel de acordo com o tipo de modelo mostrar uma representacao

da superficie de RF.

4.1.4 Teste Com o Sistema de Um Grau de Liberdade Utilizando
a Funcao Descritiva de Folga

Os exemplos que serao mostrados aqui, foram obtidos utilizando a segunda funcao descritiva

mostrada no capitulo 2.

Nesta simulagao diversos tipos de graficos foram apresentados. Isto foi feito com o intuito

de mostrar que o método funciona com nao-linearidades diferentes. O método para este teste
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produziu as RF com o nimero pequeno de pontos convergidos. O nimero de iteracao para
ocorrer a convergencia ficou restrito entre uma ou duas iteragoes, que é um ntmero bastante

baixo. Logo, o grafico foi gerado rapidamente.

—__Tinear imag./Tedrico. | ! Ll.near Hnag'/reénco'
f——— Linear real/T'edrico. 03 ‘ ——— Linear real/Tedrico.
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15F ‘! \x Nao-linear real/Arc-length. Néo-linear real/, Arc-length.
| 0.2 ! R
~ r bt 1T = ‘,
g " g 01 :
\E- os5f ! R é ' ;
|
8 e 8 \
c o - |l o o [ [
c | = | |
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o a .l ‘ ‘ oimeod
Q -05f . Q- | g
o I} ‘ « i~
[5) [} | | =
o o ‘ \ -
1k i 0.2 | 4 i 4
| \
|
-1.5F - -0.3F | ; B N
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2 1 Il Il Il Il 1 1 1 L ‘\ 1 Il L Il 1
014 0.16 0.18 0.2 0.22 5),24 0.26 0.28 0.3 0.32 0.2 0.21 0.22 0.23_ 0.24 0.25 0.26
Frequiéncia (Hz) Frequéncia (Hz)
Figura 4.42: RF do sistema de um grau de liber- Figura 4.43: Detalhe da RF na figura (4.42).

dade nao-linear com representagao

das partes real e imaginaria.

- Liriear/l“ eyérico. |
......... Néo-linear/Arc-length.

N

(m/N)

2

| Receptancia |

0 1 1 1 1 1
1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7

Frequéncia (rad/s)

Figura 4.44: RF do sistema de um grau de liberdade nao-linear

com funcao descritiva de
folga.
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0.5 — Linear/Teérico.
Nio-linear/Arc-length.
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JA . H—+Vetores do Arc-length
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Receptancia .
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Receptancia

15 25
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Figura 4.45: Grafico de Nyquist do sistema de um grau de liberdade nao-linear com a funcao

descritiva de folga, mostrando o procedimento do ”arc-length”.

— Linear/Tedrico.
— — Nao-linear/Arc-length.
i) Restrig¢do e raizes.
-+ Convergéncia.
++——+Vetores do Arc-length.

(rad/s)
B @ o
| | |

S
I

Frequéncia
o
|

-0.5 1
. -15 N
Receptancia o (m/N) 2

Figura 4.46: Visao espacial da RF do sistema de um grau de liberdade nao-linear com funcao

descritiva de folga.

Para reproduzir este caso, deve-se utilizar os dados abaixo:
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z - 1
f (k—w?m)+i(wc) 7

k — (w)‘>2m _(WA)C ] { Lreal }_{ freal }
(M)\)C k— (W)\)2m Timag fimag 7

Vetor residuo nao-linear :
Lreal B .freal .
7
ximag fimag

} e yp = 1.0. O ponto (xg,yy) foi obtido

Equacao : | a(w) | =

Vetor residuo linear :

(V) =

k— (wA\)?*m + dfr —(w)e

(V) = )
(wA)c k — (wA)*m + dfr

0.1211482749
0.1079799841

considerando a equacao acima do residuo com a nao-linearidade nula e utilizando os

Ponto inicial : x, = {

dados abaixo desta lista;

k(x —10 b
Tipo de nao-linearidade : f(z) = (- 5) (z<b)

k(z —b) , (x>10)
Coeficiente : = 4+ 0.5;

Matriz rigidez tangencial : K; = calculado numericamente ‘g—‘i’, por diferengas finitas

com € = 1073;

Vetor carregamento : g—‘i’ = calculado numericamente por diferencas finitas com ¢ =

1073;

Rigidez : k = 2.0 (N/m);
Amortecimento : ¢ = 0.05 (Ns/m);
Massa : m = 1.13 (Kg);

0.1
Forca : f = N);
G {0.1}( )
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» Freqiiéncia inicial e final : w; = 1.0 (rad/s) e wy = 1.91 (rad/s), respectivamente;
» Raio : Aly = 0.1, para demais iteracoes controle automatico pela equacao 3.56;

» Sistema linear(f = 0) e nao-linear(8 # 0).

Nesta simulacao, o "arc-length” apresentou mais uma vez sucesso mesmo com este tipo
de nao-linearidade. Logo é possivel aplicar o método também para um caso com numero

maior de graus de liberdade, como no exemplo que segue abaixo.

4.1.5 Teste Com Um S3GL Utilizando A Funcao Descritiva de
Folga

Para este caso, o método apresentou as maiores dificuldades de transpor os pontos criticos,
precisando de pequenos raios para se obter sucesso nestes pontos e mesmo forcando o método
a utilizar um raio grande houve um nimero grande de pontos convergidos, além do tempo

computacional elevado.

A seguir sao mostrados uma seqiiéncia de graficos com o resultado do "arc-length”, quando

aplicado uma funcao descritiva de folga.
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Figura 4.49: RF de um S3GL nao-linear com fungao descritiva de folga.
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Figura 4.52: Detalhe da terceira harmonica da figura (4.49).

Para reproduzir este tultimo caso utilizar os dados abaixo :

» Equagao : | a(w) | = %

1 .
(K —w? M)+i(wC)
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» Vetor residuo linear :

onde,
ki + ko — (wX)2my
—k2 (k2
W = !
- (wA)(er + cg)
—(wA)cy
0

» Vetor residuo nao-linear :

onde,

wig
—ky — dfrl
_ 0
W, = (wA)(es + cz)
—(wA)eg
0

T f1
Tz fa
_ EF] fs
(V) =W e
z5 fs
6 fe
—k2 0 —(wX)(cs +c2) (wX)eg
+ k) = (WA)?my —ks (wX)?es —(wA)(ez + ¢3)
—kgs ks — (wA)2mg 0 (wA)eg
—(wX)es 0 (k1 + ks2) — (wX)?m; —kg
(wM)(ez +¢3) —(wX)es —ky (k2 +k3) — (WA)?my
—(wA)eg (wA)eg 0 —kg3
£ f1
Ty f2
_ z3 fs
(\I]) =W, y - 7 J
z5 f5
6 fe
—kp — dfrl 0 —(wA)(cy + c2) (wA)eo 0
was —kg — dfr2 (wX)?es —(@X)(ez+e3)  (wA)eg
—kg — dfr2 w3y 0 (wA)eg —(wA)es
—(wA)ee 0 wyy —ko — dfrl 0
(wX)(ca + c3) —(wA)eg —ko — dfrl w55 —kg — dfr2
—(wA)eg (wX)cg 0 —kg — dfr2 wee

no qual os coeficientes Wiy, W2, Ws3,Wyy,Wss5, Wee,

Was

Wyy

Wss

= ]{31 —|—]€2 — (w>\)2m1 +df’/’1 —|—df7”;

= (1{32 + ]fg) — (w>\)2m2 + df’/’l + dfTQ;

= k‘g - (w)\)2m3 + dfr?;

= (ki +ks) — (WN)*my +dfrl + dfr;

= kg — (WA\)*mg + dfr2;
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0
(wX)es
—(wX)es
0
—kg
kg — (wX)?mg

(4.2)



0.2158512263
3069518377
0.3352373942
—0.0022321144
—0.0034679407
—0.0037967797

considerando a equacao acima do residuo com a nao-linearidade nula e utilizando os

Ponto inicial : x, = Ie™? e yo = 15. O ponto (xy,y,) foi obtido

dados abaixo desta lista;

Primeira func¢ao nao-linear (dfr) : f;(z) = q
onde z = x;

—
= =
8 8
(.
S o
V
s <=

k(x —0b b
Segunda fungao nao-linear (dfrl) : fo(z) = ) :
k(x —b) ,(x>b) ondex=mx;— xs;
: PO k(x — , b)
Terceira fungao nao-linear (dfr2) : fy(z) =
k(z —b) ,(x>0b) ondex=uwx,—x3;

Coeficiente : = + 0.8;

Matriz rigidez tangencial : K; = calculado numericamente g—‘i’, por diferencas finitas
com € = 1073;

Vetor carregamento : g—‘f\’ — calculado numericamente por diferencas finitas com € =
1073;

Rigidez : k; = 5000, k; = 2000, ks = 4000 (N/m);

Amortecimento : ¢; = 2.5, ¢ = 0.3, ¢3 = 0.08 (Ns/m);

Massa : m; = 2, mg = 1.0, mg = 1.5 (Kg);

0.8

Forga : f = (N);

o O O o Oo

Freqiiéncia inicial e final : w; = 15 (rad/s) e wy = 110 (rad/s), respectivamente;
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» Raio : Aly = 0.01, para demais iteragoes controle automatico pela equagao 3.56;

» Sistema linear(5 = 0) e nao-linear(g3 # 0).

Aqui, finalizam os resultados numéricos aplicados com o método “arc-length”, para sua
convalidacao. Agora vira a discussao sobre este capitulo que serd explicado e destacado os

tépicos mais importantes.

Assim, em todos os casos o algoritmo teve sucesso, neste ultimo 4.1.5 particularmente é
o que mais exigiu computacionalmente, sendo a obtencao da curva foi de aproximadamente
de lhora, executado num pentium 500Mhz. Nos pontos criticos houve o surgimento de um
grande nimero de raizes complexas, mesmo utilizando um raio pequeno o qual propiciou um
grande nimero de pontos convergidos na curva. O préximo capitulo serd visto as conclusoes

tiradas com este trabalho e os pontos os quais o método tem que ser melhorados.
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Capitulo 5

Conclusoes

Neste capitulo, serao apresentados as conclusoes obtidas com este trabalho destacando-
se as tarefas realizadas e também uma andlise sobre o método “arc-length” e finalmente as

sugestoes que podem dar continuidade ao estudo desta obra.

5.1 Consideracoes finais

O objetivo deste trabalho foi estudar um algoritmo que propiciasse obter as solugoes
de equilibrio de um sistema nao-linear escrito na forma de impedancia 3.27 para uma forca
harmonica de amplitude e freqiiéncia definidas. Uma vez que os métodos para solucao de
sistemas de equagoes nao-lineares mais comuns como Newton-Raphson, Quasi-Newton entre
outros, nao conseguem obter tais pontos é necessario utilizar um método de continuacao.
Assim, levando em consideragao as vantagens que o “arc-length” possui em relagao aos outros
métodos de continuacao, ele foi escolhido para trabalhar junto com o Newton-Raphson, além
do que este método possui um convergencia elevada e confiabilidade. Uma outra fase do
trabalho, foi escolher os modelos mateméticos apropriados para testar e garantir que o arc-
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length” funcionasse, e finalmente depois que o algoritmo respondeu as expectativas, deu-se

seqliéncia a simulagao dos exemplos os quais foram mostrados neste trabalho.

5.2 Conclusoes

Nesta trabalho um estudo do método “arc-length” aplicado em resposta em freqiiéncia
nao-linear foi analisado. Este método, apresentou ser bastante eficiente, dentro do objetivo
proposto aqui. Quando o método “arc-length” foi implementado para obter as RF, algumas
dificuldades foram encontradas como o problema de convergéncia ao longo da RF, ou entao o
algoritmo apds convergir em um determinado ponto, ao invés de seguir para um ponto de con-
vergéncia posterior o método retornava para um ponto previamente convergido e ficava neste
processo ciclico infinitamente. Houve também um problema para ultrapassar um ponto li-
mite, pois sem um procedimento eficiente para controlar a direcao de convergéncia do método,
ele divergia. O método também apresentou alguns outros problemas quanto ao surgimento
de raizes complexas, mas isto foi facilmente contornado conforme explicado anteriormente.
Uma possivel alternativa, para evitar o aparecimento de raizes complexas, pode ser feita de-
senvolvendo uma equagao que controle a dimensao do raio mais eficientemente que levara em
consideracao a nao-linearidade da curva, e os parametros de amplitude e freqiiéncias. Exis-
tem, inumeras quantidades de equacoes que controlam o raio, sendo que algumas foram deta-
lhadas neste trabalho, mas que a eficiéncia delas nao foram muito toleraveis dentro o objetivo
proposto. E possivel que a eficiencia delas sejam mais eficaz, quando o "arc-length” é uti-
lizado da maneira convencional levantando curvas de carregamento-deslocamento. Através,
deste trabalho foi possivel desenvolver um procedimento grafico para visualizar, e conseqiien-

temente entender, o funcionamento do método “arc-length”. Utilizando este procedimento
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foi possivel também entender, o que ocorreu quando as raizes da equacao quadratica se tor-
naram complexas. Porém, é ainda necessario fazer um estudo para concluir que condic¢oes

provocam a falha desta equacao.

5.3 Sugestoes para trabalhos futuros

Alguns problemas foram encontrados neste trabalho e também algumas idéias surgiram
através do estudo realizado aqui. Assim, estes fatores contribuiram para sugerir alguns
trabalhos, que podem colaborar ainda mais, no entendimento de fenomenos nao-lineares

envolvendo sistemas dinamicos. Logo, segue uma pequena lista a abaixo:

» Analisar e estudar o fenémeno de bifurcacao, para aplicd-lo em conjunto com o método
de "arc-length”. Um prévio estudo, ja foi realizado mas nao se chegou a uma conclusao
consistente sobre, o que é a bifurcacao, quais sao as condicoes que elas aparecem,
quais as vantagens que ela proporciona e verificar quais sao as aplicagoes encontrada
na literatura utilizando o “arc-length”. Algumas, referéncias foram encontradas na
literatura sobre o assunto e serdo mostradas agora: (Fujii e Ramm, 1997; Kouhia e
Mikkola, 1989; de Souza Neto e Feng, 1999; de Borst, 1987; Wriggers e Simo, 1990;

Raghothama e Narayanan, 2000b; Tend e Lou, 1997; Shi, 1996; Chan, 1993).

» Logo que o caso anterior seja desenvolvido, implementar ao codigo para que ele siga o

outro brago de equilibrio.

» Uma outra sugestao, é aplicar o "arc-length” em conjunto com outros métodos, como
o balan¢o harmonico, pertubacao entre outros, no qual os dois ultimos vao calcular a

resposta periédica de sistema nao-lineares sobre uma excitagao periédica. J4, o primeiro
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serd utilizado para calcular a estabilidade das solugoes periddicas achadas com o método
do balango harménico (MBH). Para maiores detalhes consulte em relacao ao MBH:
(Lewandowski, 1992; Raghothama e Narayanan, 2000a; von Groll e Ewins, 2000) e para
métodos de continuagao aplicados em anélise de estabilidade tem-se: (Sundararajan e
Noah, 1997; Lau et al., 1982; Li, 1994; Sundararajan e Noah, 1998; Peleg e Hinga,

1992).

Uma vez que o método foi implementado em Matlab® seria conveniente fazer o "arc-

length” em C++.

Otimizar o cédigo em termos de velocidade, controlando a distancia de convergéncia

entre um ponto e outro, de forma mais confidvel.
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Apeéendice A

Fluxograma e Descricao do Método
” Arc-Length” Aplicado a RF

Nao-Linear

Agora, serao mostrados alguns fluxogramas que compoem o programa “arc-length” e também
uma descricao completa do funcionamento do mesmo. A nomenclatura utilizada no fluxo-

grama geral (A.2) é mostrada na figura (A.1).

N das seqiiéncias executadas.

Parametros que a funcéo envia.

Nome do
programa. Corpo do
programa,
contém a rotina,
pardmetros ou
fungoes.

Parametros que a funcdo recebe.

Nao. . Sim.
Operador Légico.

Figura A.1: Descricao da nomenclatura do fluxograma.
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De acordo com o fluxograma, na figura (A.2) tem-se uma visao geral do funcionamento
do método "arc-length”. Nele é mostrado como as fungoes sao chamadas, a ordem em que

elas sao chamadas e inclusive os parametros enviados ou recebidos.

Pela seqiiéncia (1), tem-se o inicio a execucao do cddigo, ele ativa o programa inicial
(indat)*. Na seqiiéncia (2), pode-se acompanhar o desenvolvimento pelo fluxograma (A.3).
Este tem a finalidade de definir por exemplo, a faixa de freqiiéncia da RF, seus valores iniciais
(w;) e final (wy). Isto é necessario para limitar o grafico; definir o nimero méximo de pontos
convergidos (nptmaz); definir uma constante para ativar a diregao de convergéncia, se é da
direita para esquerda ou vice-versa; criar os modelos matematicos de elementos finitos como
massa m, amortecimento c e rigidez k; ajustar um nivel de forca F'; definir um fator de nao-
linearidade [3; criar uma constante & para ativar ou desativar no algoritmo o “arc-length”
esférico (1) ou cilindrico (0); calcular a amplitude inicial (x); Atribuir a freqiiéncia inicial
(w;) a outra variavel como (yy); Fazer uma constante (hplot) para ativar (1) ou desativar
(0) a plotagem da seqiiéncia de funcionamento do ”arc-length”; criar uma variavel jj, ajuste
para nulo, o qual terd a funcao de indexar os vetores que armazenarao os pontos convergidos;
definir uma varidvel (nw), para determinar o numero de pontos convergidos; ajustar uma
variavel (w) para ter o valor da freqiiéncia inicial, que sera relaxada ao longo da RF, ou seja,
a propria freqiiéncia; criar a variavel (inter) que terd o valor unitario; fazer um “looping”
para para finalizar o procedimento utilizando a freqiiéncia final (y, < wy) e 0 nimero maximo
de iteragoes (nw <= nptmax); definir uma variavel que represente o comprimento do raio
(raio); fazer um incremento unitdario do nimero de pontos convergidos (nw) e chamar a

fungao (arc). A explicagao seguird os passos de execucao do programa, retornard a funcao

Ela tem a funcdo de ler os dados iniciais do programa, armazenar os pontos convergidos e fornecé-los

para manipulagao futura, como a produgao de um gréfico.

130



1€1

resp3

Inicio / \

Fim

4,10

indat

XOF, YOf,

Leitura dos dados
iniciais.

funkt

Tiw. X0, Y0, iptmax, dir, faio;
hplot, inter., of. . &

3,18

W, X0, y0, ipt, dir, raio, hplot,
i of, 0.8

arc

Desenvolvimento
do método
“arc-length” e
fungio

principal

[ 1

raizes, sinal determine kt

Seleciona a
raiz, de acordo
com o critério.

Figura A.2: Fluxograma geral do método "arc-length”.

funres

L 11

6,12

x Lo X, An, ©
al
s calcjac
Fungdo que chama,
as derivad:
matriz rigidez 7,13 Calcula a matriz
tangencial tangencial (ko).
e derivada do residuo
em relagiio a An.
iniciais.
kt, qe 410 kt
6.8,9.12, 14,17 13
X, A, © X, An, ©
—
calcjacw
Determina os -
coeficientes /] 8,14 Calcula a derivada
nio-lineares do residuo em
e calcula o residuo. 7,13 relagio a An.
4,10

15

polin

Sqt, 5x, raio, Ax, & qe, AL

Calcula as constantes
da equagdio quadrdtica
"a, b, c" e determina
suas raizes.

raizes




(indat) quando a seqiiéncia (3) estiver finalizada.

indat

Inicio

(Oou 1), raio, E=(0ou 1), yo, xo= [a(@)]{f)

Entre com as dimensoes : oi, of, ntpmax, dir :‘

Defina as varidveis globais: m, k, ¢, B, f.
Atribua suas respectivas dimensdes. Quando
necessirio monte a matriz [M], [K] e [C].

Defina as varidveis : hplot = (0 ou 1), nw =0,
ji=0, inter=1, 0 =yo

Nio Sim

While yo <= of and nw <= nptmax

Atribua um valor para o raio, ex: raio = 0.1;
nw=nw+ 1

[x0f, yOf, o] =call (arc[nw, x, yo, nptmax,
dir, raio, hplot, inte, of, o, £])

jj =i +1 s ampt( i) = Il XOF I freq = ©

xo=x0f 5 yo=©

Final

Figura A.3: Fluxograma do programa inicial indat.
Agora, se dard inicio a seqiiéncia (3) na funcao (arc), este é o corpo principal do
algoritmo, o préprio arc-length, o qual é possivel acompanhar através da figura (A.4) e (A.5).
Os parametros que esta funcao recebe de (indat) estao disponiveis no fluxograma. A sucessao

que ocorre em (arc) é a seguinte: tem que se definir uma nova variavel para o deslocamento
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inicial como (x) e atribuir a (xp); defina uma varidvel para se ter a tolerancia (tol), no
qual o residuo deva convergir (Ze~%); caso haja necessidade de visualizar o procedimento
do "arc-length” entao ative a variavel (hplot) para a unidade e com um operador 16gico use
estd varidvel como condicao verdadeira. Entao armazene as componentes da amplitude e a
freqiiéncia em vetores auxiliares. Defina um contador unitario para indexar estes vetores,
para facilitar quando for fazer o grafico e pode-se entao finalizar o operador légico; crie
uma varidvel (raiomaz), cuja atribuicao serd o valor do raio, para limitar seu tamanho
méximo. Defina duas varidveis, primeira pode ser (icod), ajustando-a em uma unidade, o
qual serd usada no controle do comprimento do raio e a segunda varidvel sera (final), sendo
sua atribuicao um conjunto de caracteres “false” que controlard o "looping” externo; Faca
agora, o primeiro "looping” utilizando esta ultima variavel criada, de forma que condicao
seja verdadeira, e sera falsa apenas quando o residuo convergir; Defina um outro operador
l6gico, utilizando (icod) como condigao verdadeira; utilize a equagao (3.56) da seguinte forma
raio = mio\/g ; Abra um outro operador légico para verificar se o raio é maior que o raio
méaximo, em caso afirmativo atribua ao (raio) a variavel (raiomaz), feche entao o operador
l6gico; Abra novamente outro operador logico para verificar se o raio é menor que um valor
minimo como por exemplo (1e~?), caso seja, atribua este valor ao (raio) e feche o operador
l6gico; Crie uma condicao de caso contrario para o operador légico que utilizou a variavel
(icod); agora diminua o raio pela metade; faca (icod) valer uma unidade; inicialize novamente
(x) com o valor de (xy). Estes procedimentos da condigao falsa do operador l6gico é para o

caso de surgimento da raiz complexa.

Caso esteja visualizando o grafico do funcionamento do “arc-length”, faga uma estrutura

semelhante do operador 16gico cuja condigao de verdade é testada com a variavel (hplot), que
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arc

[Fungdo arc : [x, An, w] = arc [ nw, Xp, yo, npt, dir, raio, hplot, i, of , w, €]

pn=x0 ftol=le-6

final = 'ltrue]

aux ='s'

while aux ="n'

final = 'false'

[Newton Raphson
modificado

Newion Raphson

[[Kt, qe 1= call (funres [ pn, n, 0 1)]

calcule o det kt, atribubua a detkt|

[ raizes] = call ( polin [3qt, 5pn, raio, Apn, &, qe, AL]) |

pn=x0

if imag (raizes) # 0

raio = raiomax

[kt ge]= call (funkt[pn. 1. 0]) |

calcule o det_Kt, atribubua a detkt
calcule 0 5qt

AR = dir. \rgu(dakl)‘ _
{5grs

Apn = A dqt

® = . An

aux ='s' final = 'ltrue’

retorna

Figura A.5: Fluxograma da fungao arc:

v | = call (funres [ pn, An, 0 ])

i=0 aux='n'

Figura A.4: Fluxograma da fungao arc:

parte 1. parte 2.

134



foi anteriormente explicada, feche entao o operador 16gico da variavel (icod) criado no inicio

do "looping”.

Agora, dentro da fungao (arc) sera chamada a fungao (funkt), que calcula as derivadas
matriz rigidez tangencial (k;) e derivada do residuo em relagao ao carregamento (q.). Para
seguir o fluxo de funcionamento do algoritmo, ird se passar para a funcao (funkt) até seu
término, e retornar assim para a fungao (arc), pode-se acompanhar o funcionamento daquela

funcao observando a figura (A.6).

A fungao (funkt), corresponde a seqiiéncia ntimero (4), que recebe como argumentos as
variaveis (x, w, e a constante 1) para a iteracao inicial. Ela retorna a matriz e o vetor (k¢, ge).
Dentro desta fungao, tem-se duas outras no qual uma retorna (k;) e a segunda (g.). A fungao
que regressa (k;) para (funkt) se chama (calcjac) e recebe como argumentos também (x, w
e \,). Ja a segunda funcao pode ter o nome de (calcjacw) e recebe os mesmos argumentos

que a primeira.

funkt

fungdo funkt : [ qe, kt | = funres [ x, An, ® ] ‘

[ kt ] = call ( calcjac [ X, An, ®

[ qe]=call (calcjacw [ X, Zn, ©

Figura A.6: Fluxograma da fungao funkt.
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A funcao (calcjac) corresponde a seqiiéncia nimero (5), que consiste no calculo da deri-
vada por diferengas finitas e serd o mesmo processo para todos os casos, veja a figura (A.7).
Primeiro a componente do vetor (x) é armazenada em uma varidvel (n) para montar o ta-
manho da matriz quadrada; determine uma tolerancia na varidvel (myeps) e atribua o valor
de 1e7%; é entdao chamado a fungao residuo (funres), o qual receberd os mesmos argumentos

que as derivadas e retornard o valor do residuo, na varidvel (r).

Logo, se tem na seqiiéncia (6) a fungao residuo (funres) que terd de calcular a fungao
nao-linear por integracao ou calcular a nao-linearidade através dos coeficientes da funcao
descritiva, ja determinados, e pode-se observar seu fluxograma na figura (A.8). Além do que,
o residuo deve conhecer os parametros de forca, 5, amortecimento, rigidez e massa de alguma
forma. Pode-se utilizar variaveis globais que foi utilizado pelo autor ou entao passa-los como
argumento da fungao. Agora, atribua a variavel (dfr) a nao-linearidade. No caso da cibica
serd (f BY*#), sendo (Y) a norma do vetor deslocamento (x). Monte o residuo conforme o

esquema da segao (3.4.1) e retorne o valor do residuo para a fungao (calcajac).

Uma vez que a fungao (calcjac) possui o valor do residuo, o qual serd atribuido a varidvel
(Fp), que foi calculado em relagao ao ponto (x,w) fornecido anteriormente pela funcao (arc).
O procedimento agora, é calcular o residuo com o valor do (x) adicionado de um incremento
e dividi-lo pela diferenga das amplitudes. Assim, faga um (”looping”) externo que varie de 1
até n, utilize (j) como um indexador; crie uma varidvel temporaria (temp) e atribua a ela o
vetor (x(j)) com o indice do "looping”; Crie uma variavel (h) e atribua a ela a multiplicagao
da (myeps) com o absoluto de (temp). Este serd o incremento; faga um operador 16gico e
verifique se (h) é nulo. Se for verdadeiro entao atribua a ele o valor de (myeps) e feche

o operador légico; atribua ao vetor (pn(j)), a soma entre (temp) e (h) para se ter um
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calcjac

fungao calcjac : [ kt | = calcajc [ xp, An, © ]

n = comprimento do vetor Xp

myeps = le-8

[ Fp 1= call (funres [ xp, An, ®])
i=1
[

temp = Xp(j,1

h=myeps . Il temp Il

xp(j ,1) =temp +h

h=x(j. 1) - temp

[ Ff]= call (funres [ xp, An, ®])

xp(j , 1) = temp

i 1

JFf(i, j) = Fi(1, 1)
JFp (i, j) =Fp(i, 1)
J(@i,J) = (Ff(i,1)-Fp(i,H)/h

J(j,j)=1le10




funres

fungio funres : [ ge, kt | = funres [ X, An, ® ]

Chame as varidveis globais: m, k, ¢, B, f
ou as matrizes [M], [K] e [C].

Defina a ndo-linearidade: Sendo a fungdo ndo-linear
(F(=)) ou os coeficientes da fungio descritivas (dfi)

Defina o residuo : W(x,%) = [ [K] - (@) [M] + dft + i@X)[C] 1 x} - { f}
ou na forma de recepténcia.

retorna

Figura A.8: Fluxograma da fungao funres.
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novo valor de amplitude com incremento. Agora, atribua a varidvel (h) a diferenga entre
(pn(j)) e (temp) para se ter a variagao entre a amplitude inicial e a com o incremento;
Calcule novamente o residuo, porém agora utilizando o (pn(j)) com seu incremento. O
funcionamento do residuo é semelhante em qualquer situacao, como ja foi explicado de agora
em diante serd apenas mencionado. Logo, com o novo valor do residuo atribua-o a uma
variavel (Fp), segue-se novamente atribuindo o valor de (temp) ao vetor (pn(j)); Abra um
"looping” com um contador de 1 até n, utilizando um indice 7; Entao, calcule a derivada,
fazendo uma matriz no qual seus dois indices sao (J(i,j)) para armazenar a matriz (k).
Atribua a esta matriz a diferenca de (Ff(i)) e (Fp(i)) e divida tudo por (h); feche este tltimo
“looping” aberto. Agora serd realizado um teste para verificar se a derivada nao esta nula,
defina um operador 16gico e compare (J(j,j)) com zero. Em caso verdadeiro atribua (1e~?)
ao elemento (J(7,7)) desta matriz e finalize o operador l6gico; Finalmente o “looping” mais
externo pode ser fechado e retornar a fungao (funkt), para fornecer o valor da derivada do
residuo em relagao a (pn(j)), ou seja, a matriz rigidez tangencial. Esta derivada em (funkt)
serd atribuida a (k;). Agora, terao inicio as seqiiéncias (7 e 8). Serd determinado a préxima
derivada do residuo em relacao a (\,), logo a fungao (funkt) chamara a funcao (calcjacw), e
estd retornard o vetor daquela derivada atribuindo-a na variavel (q.). A funcao (calcjacw)
é semelhante a fungao (calcjac), a ndo ser pela variavel (n) que agora serd atribuida o valor

unitario, oriundo do escalar (A,).

Uma vez que se calculou (g.), é necessario que dentro da fungao (funkt), inverta seu sinal.
Isto deve ocorrer devido ao sinal negativo da equagao de equilibrio (3.5), que se levou em
consideracao quando se fez a expansao em série de Taylor. Logo a fungao (funkt) ja possui

os valores das duas derivadas (k¢, ge) que serdo retornadas para a fungao (arc).
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Retornando a fungao (arc), crie a varidvel (i) e ajuste-a para zero. Esta variavel servird
de indice e representara o nimero de iteragoes até a convergencia; calcule o determinante
da matriz (k;)* e atribua a varidvel (detkt). O sinal desta servira para escolher a raiz (J));
determine o vetor dqy e o escalar A\, ; calcule o vetor Ax e atribua este vetor ao dx; Agora,

incremente os vetores x e A, da seguinte forma : x =x+dx e A\, =1+ A\,.

Assim, novamente a funcao residuo serd chamada, a qual dard inicio a seqiiéncia (9),
mas agora a partir da fungao (arc). Invoque a fungao (funres), conforme foi explicado
anteriormente, e atribua a variavel (r) o valor do residuo. Esta func¢ao serd sempre chamada

quando novos valores de (x e \,) forem obtidos.

Caso se o leitor queira visualizar o funcionamento do procedimento, entao se deve colo-
car novamente o cddigo que foi explicado com a variavel (hplot) anteriormente. Seguindo
o algoritmo, crie uma varidvel auxiliar (auz) e atribua a ela por exemplo o caracter (n).
Esta variavel servird para ser testada no proximo ”looping” que sera criado. Logo, faca um
operador 16gico comparando a norma de (r) sendo menor ou igual a varidvel (tol); atribua
a (auz) o caracter (s), e a variavel (final) o conjunto de caracteres (ltrue). Entao atualize o
valor de w, atribuindo a ele o produto dele mesmo com A,; finalize o operador logico. Todo

este procedimento é para verificar se houve convergéncia no primeiro passo da iteracao.

Continuando o algoritmo na fungao (arc), faga agora um ”looping” interno que foi comen-
tado com a variavel (auzx), de tal forma que a comparagao com seu caracter seja verdadeira;
Construa um contador unitario com a variavel (i) e novamente chame a funcao (funkt), que
agora receberd como argumentos as variaveis (x, w e \,,) para calcular os parametros (k¢, qe)-

Neste ponto é definido as seqiiéncias (10, 11,12, 13 e 14) que correspondem ao encadeamento

fSeu determinante pode ser facilmente calculado através de decomposicio triangular do tipo k; = LDLY,

no qual o produto da matriz diagonal é o préprio determinante.
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das rotinas que sucedem no algoritmo para se obter as derivadas, como foi ja explicado. Um
outro ponto, que deve ser destacado é para o caso da fungao (funkt) estar ou nao ativa neste
ponto. Em caso afirmativo, se terd o método de Newton Raphson caso contrario se dara o

Newton Raphson modificado.

O préximo passo é calcular o determinante de (k;), caso o Newton Raphson esteja ativo;
depois calcule os vetores dq, e 6x; novamente coloque o procedimento do (hplot) para visu-
alizagao do algoritmo. Porém adicione os vetores de (hplot), auxiliares do deslocamento e

amplitude, a soma de x com 0x e o produto de A\, com w, respectivamente.

A préxima etapa se inicia na seqiiéncia (15), chamando a funcao (polin), veja a figura
(A.9), ela é capaz de calcular os coeficientes da equagao quadratica (3.23) e determinar as
raizes desta equacdo. A funcdo (polin) receberd como argumentos os vetores dqg, 0X e qe,
além dos escalares raio, Ax, £, A\,. Ela fornece as raizes da equacao (3.23) para a fungao

(arc).

Dentro da fungao (polin), tem-se a seguinte disposigao: os coeficientes a, b e ¢ que se
encontram na equagao (3.23); deve-se calcular as raizes do polindmio com estas constantes e

atribuir a variavel (raizes). Finalmente retorne estd varidvel para a funcdo (arc).

Novamente em (arc), faga um operador légico verificar se a varidvel (raizes) é complexa,
em caso verdadeiro o algoritmo tera de retornar para o inicio e reduzir o tamanho do raio. Mas
antes atribua a varidvel (auz) o caracter (’s’) e a (icod) atribua o zero. No caso do operador
ser falso, serd chamado a fungao (resp?), que é seqiiéncia niimero (16). Seu fluxograma esté
na figura (A.10). Estd fungao tem a finalidade de escolher uma das duas raizes reais na
variavel (raizes).

A funcao (resp3) recebe dois argumentos (kg, g.) e retorna 0\, o qual é a raiz que dara
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polin

fungio polin : [ raizes ] = polin [ 3qt, 8x.raio, Ax, &, qe, AL]

Defina as constantes : a, b, ¢ usando a equagio(3.29)

Monte o polindmio do 2° grau, com as constantes , b, c.

Calcule as raizes do polindmio e atribua a
varidvel raizes.

retorna

Figura A.9: Fluxograma da fungao polin.

diregao correta de convergéencia de acordo com o caminho. Nesta funcao, tem-se a segunda
componente do vetor coluna (raizes) sendo atribuido a §\. Agora, defina um operador légico
que sera comparado com o sinal da varidvel (detkt) com o sinal da primeira componente do
vetor (raizes), em caso de verdade é atribuido ao 0\ a primeira componente do vetor (raizes).
Finalmente feche o operador 16gico. Assim, retorne o valor de d\ escolhido para a funcao

(arc).

Retornando novamente para a fungao (arc), se estiver levando em consideragao a vi-
sualizagao do procedimento, abra um operador légico com a varidvel (hplot) fazendo que
a condicao seja verdadeira para que se possa armazenar as duas raizes e calcular as duas
possibilidades de solucGes para observar a raiz ”correta”’e a ”errada’. Atribua as duas com-
ponentes da (raizes) em varidveis diferentes como (dA; e Az ); calcule 0x para as duas raizes

tendo as varidveis dx; e 0xp. Assim, tem-se duas respostas para x e \,, que serd (x;,Xz) e
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resp3

funglio resp3 : [ 5% ] = resp3 [ detkt, raizes |

A = raizes(2,1)

if sinal( detkt ) = sinal( raizes(2,1)

). = raizes(1,1)

retorna

Figura A.10: Fluxograma da funcao resp3.
(An1, An2); pode-se finalizar o operador l6gico.

Continuando o algoritmo calcule o vetor dx da seguinte maneira, faga a multiplicacao de
S\ com dqq e some isto com o 0%, entdo atribua ao 6x. Determine o vetor Ax novo, somando
ele mesmo com 0x; atualize o vetor x, somando ele mesmo com o vetor dx, e 0 mesmo para
0\ somando além dele o dA. Finalmente, some ), a ele mesmo, mais o escalar d\. Agora
todos os vetores e escalares estao atualizados para esta iteracao. Logo, é possivel calcular o

residuo mais uma vez.

Caso haja necessidade, armazene o residuo (r) numa varidvel temporaria como temp. O
préximo passo é a seqiiéncia numero (17), que retornard mais uma vez o valor do residuo

através da fungao (funres) conforme ja foi explicado.

Agora, pela ultima vez, se estiver visualizando o “arc-length” funcionando, coloque o

procedimento (hplot) e dentro dele coloque um comando para plotar os vetores armazenados
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em (hplot) junto com (x;,X5) e (An1, An2). Logo, serd visualizado todo o procedimento.

Uma vez fora de (hplot), abra um operador 16gico para verificar a convergéncia. Compare
nele se a norma do residuo (r) é menor que (tol). Para a condi¢ao verdadeira, atribua a
variavel (auz) o caracter (’s’) e para (final) o conjunto de caracter (ltrue’). Finalmente
atualize o valor de (w) atribuindo a ele o produto dele mesmo com \,; finalize o operador

l16gico; finalize o operador logico para verificagao da raiz complexa; finalize o “looping” interno

e também o externo.

O algoritmo ficara no "looping” interno até o residuo convergir, quando isto ocorrer entao
foi achado mais um ponto de equilibrio da curva, e este ponto sera passado para a funcao
(indat), no qual é a seqiiéncia (18), que pode armazend-los nas varidveis (ampt e freq), que
correspondem ao novo nivel de amplitude e freqiiéncia, respectivamente. De acordo com a
necessidade, pode-se separar as partes real e imaginaria da amplitude ou entao calcular seu
modulo e armazend-los para andlise futura. Os valores de (xy, yy) sdo atualizados com os que
vieram da funci@o (arc) para que a convergéncia continue a partir deste ponto. Uma vez que
se possui os pontos de equilibrio, pode-se manipula-los da forma que melhor for conveniente.

O ultima acao é fechar o "looping” da funcao (indat) e o programa estd finalizado.

Este estao foi o procedimento para compor todo o ”arc-length”, no qual foi descrito todas

as funcgoes utilizadas pelo método.
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Apeéendice B

Teste Realizado Com Uma Equacao

Linear

O teste realizado com uma reta serve para verificar se o procedimento de Newton-Raphson
ou Newton-Raphson modificado estava funcionando corretamente, e como para este caso a
convergéncia tem que ser apenas em um passo, o modelo serviu com éxito para esta veri-
ficagdao, lembrando que, o método “arc-length” nao chegou a ser totalmente utilizado para
este caso, pois a convergéncia se deu com a primeira aproximagao do método. Logo, ficou
testado a parte inicial do programa que prevé aproximadamente os parametros de incremen-
tos iniciais do primeiro passo no qual para o caso de uma reta, tem-se mais sentido em dizer

que ha incrementos na coordenada x e y.

Um outro motivo de grande importancia que induziu a utilizacao deste modelo foi para
ajustar o calculo das derivadas, pois o método tinha que convergir neste caso em uma iteragao.
Considerando o residuo da equagao da reta y = 22+ 3 como sendo ¥ = y — 2z + 3, a derivada
analitica e numérica, por exemplo desta equacao do residuo que foi utilizado é trivialmente
facil de se determinar e entao analisar onde estava ocorrendo o erro. A andlise foi auxiliada

graficamente pela plotagem de cada passo de convergéncia dos vetores do método.
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Logo, através da visualizagao, ficou mais coerente com a realidade observar a derivada
e a propria reta com a mesma inclinagao, ao invés do vetor derivada com uma inclinacao

diferente ao da reta, que acontecia anteriormente.

Uma visualizacao do método para o caso de uma reta, pode ser observado pelas figuras

(B.1) e (B.2) :

0.5

— Linear/Tedrico.
+ Linear/Arc-length.

15 L L L L L L )
0 1 2 3 4 5 6 7

Figura B.1: Simulagao da reta y = 2x + 3 com uma visao global.

-1.14
-1.16

-1.18

-1.24-

—TLinear/Iedrico.
-1.26 -+ Linear/Arc-length.
Restrigao e raizes.

t——
Vetores do Arc-length.
-1.28¢ L I 1 i I i 1

0.45 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75
X

Figura B.2: Simulacao com a reta y = 2x + 3 com detalhes.
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Para reproduzir este tltimo caso utilizar os dados abaixo :

» Equacao : y = 2z + 3;

» Vetor residuo : (V) = y\ — 2z — 3;

» Ponto inicial : (z4,y9) = (—1.5,0). O ponto escolhido satisfaz a equagao do residuo
acima;

» Matriz rigidez tangencial : K; = g—‘i’ calculado numericamente por diferencas finitas

com € = 1073;

v __ .
o =Y

» Vetor carregamento :

» Raio : Aly = 0.01, e fixo para as demais iteracoes;

» Sistema linear.

Uma vez que houve sucesso para um exemplo simples como o da reta, que manteve a
convergéncia na primeira iteragao, pode-se entao aumentar o grau de dificuldade colocando

um modelo com um simples ponto de inflexao, como é o caso de uma equacao de uma parabola

que sera mostrada na proxima secao.
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Apéndice C

Teste Realizado Com Uma Parabola

Por ser a pardbola um exemplo simples de uma curva com apenas um ponto de inflexao,
ela é um modelo 6timo para o estudo particular deste ponto. Desta forma, torna-se possivel
verificar suas particularidades, as dificuldades de ultrapassa-lo e analisar os varios métodos

de inversao da raiz que existem para este ponto.

Foram realizados testes com pequenos comprimentos de raio, Al, para obter uma maior
resolucao de pontos da curva, e com isto foi possivel observar que a possibilidade de sur-
gimento de raiz complexa é menor. Contudo, hd um maior tempo computacional com o

aumento da resolucao de pontos convergidos.

Para a equacao,

y = —a° + 5z + 60, (C.1)

foram levantados alguns dados no Matlab® para se ter uma idéia da analise de quanto a
variagao do raio influencia no tempo computacional. Tem-se a tabela (C.1) abaixo com alguns

valores dos parametros citados. Todos os dados foram obtidos com as mesmas condicoes?, a

fApenas o algoritmo em si foi considerado. Nao houve nenhuma plotagem intermediaria para verificar o

procedimento de funcionamento.
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nao ser pelo raio.

Tabela C.1: Relacao do comprimento do raio e tempo computacional.

N°. Raio N°. de pontos convergidos Tempo computanional
1 0.5 7 0.05s
2 0.1 31 0.17s
3 0.01 301 1.05s
4 0.001 2.997 4.94s

Para uma variacao de comprimento do raio, 0.5 < Al < 0.001, levantou-se a curva na

figura (C.1) o qual foi verificado que o tempo computacional cresce exponencialmente com a

diminuicao do raio.

Porém, com a diminuicao do raio o algoritmo fica mais estdvel pois a possibilidade de

surgir raiz complexa é menor para incrementos pequenos.

0.5

0.45

0.4

0.35

0.3

025

027

tempo

Figura C.1: Curva de variagao do tempo com a diminui¢ao do raio.

Agora, pode-se mostrar algumas simulacoes realizadas com o modelo de parabola. Pri-

meiro tem-se a figura (C.2) da equacao (C.1) que mostra os pontos convergidos em cima da
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equagao analitica. O erro aqui foi praticamente nulo.

66.5 T T

Linear/Tedrico.
% # % Linear/Arc-length.

66

65.5

64.5

64

1 15 2 25 3 3.5 4 4.5

Figura C.2: ”Arc-length” aplicado a uma parédbola.

Ja a figura (C.3) apresenta detalhes de convergéncia do método “arc-length”. Sao plotados
nela todos os incrementos de vetores de freqiiéncia e amplitude, além da restrigao, as duas

raizes da equacao quadratica de (d)\;), os pontos convergidos e a curva analitica.

671 Linear/Tedrico.
+  Linear/Arc-length.

Restrigdo e raizes.

=
66.5 |1 ||_Vetores do Arc-length.

66
> 655 ‘

65 ‘ ‘

Figura C.3: Visualizagao do funcionamento do método “arc-length” aplicados a uma

parabola.
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Para melhor visualizar o método funcionando na parébola, tem-se trés figuras (C.4, C.5
e C.6) que representam o comego, o pico e o final, respectivamente. Estas figuras mostram
em detalhes o ”arc-length” funcionando, no qual a numeracao colocado sobre estas figuras

representam a seqiiéncia de execugao do programa.

L Linear/Tedrico. P
+  Linear/Arc-length. P

Restrigdo e raizes.

Vetores do Arc-length.

Figura C.4: Detalhe do método "arc-length” subindo a parabola.

Linear/Tedrico.
+  Linear/Arc-length.
66.28 - Restrigdo e raizes.
—
Vetores do Arc-length.
66.26 9 :

66.24

66.22

66.2

66.18

66.16

66.14

66.12

Figura C.5: Detalhe do método "arc-length” no pico da parabola.
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F Linear/Teérico.
+ Linear/Arc-length. 3 T2
r Restrigao e raizes.

4%

—F
r| Vetores do Arc-length.

Figura C.6: Detalhe do método ”arc-length” descendo a parabola.

Dados necessarios para reproducao dos testes realizados neste item :

» Equacdo : y = —2° + 5z + 60;

» Vetor residuo : (V) = —y\ — 2% + 5z + 60;

» Ponto inicial : (xy,y9) = (1,64). O ponto escolhido satisfaz a equacao do residuo
acima;

» Matriz rigidez tangencial : K; = calculado numericamente ‘g—‘i’, por diferencas finitas

com € = 1073;

» Vetor carregamento : g—‘f\’ = —y;

» Raio : Aly = 0.1, e fixo para as demais iteracoes;

» Sistema linear.
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Os detalhes dos vetores nas figuras, serao mostrados em exemplos posteriores mais ade-

quados.

O método "arc-length” nao mostrou dificuldades em transpor a parabola, principalmente
seu ponto de inflexdo. Assim, com método consolidado para exemplos simples pode-se ir ao
objetivo deste trabalho, aplicando o método para obtencao de FRF e RF, comecando pelo

exemplo mais simples como segue na préxima se¢ao.
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Apendice D

Teste Realizado Com Um Sistema de
Um Grau de Liberdade, Mdédulo,

Linear e Nao-Linear

A andlise com este tipo de modelo é baseado no objetivo deste trabalho. Este é um modelo
simples, porém para iniciar o estudo do "arc-length” aplicado na obtencao da resposta em
freqiiéncia nao-linear é necessario um exemplo mais trivial para entender o funcionamento

do método.

A partir desta simulacao os testes sempre foram realizados para um sistema linear e
depois para o nao-linear. Durante a fase de desenvolvimento do método, havia uma certa
instabilidade na convergencia. Isto ocorria quando a inclinagao da curva tornava-se mais
acentuada, entao a convergéncia se estabiliza em torno de um ponto ou o residuo comecava

aumentar e provocava uma divergéncia levando a falha do método.

Uma outra questao, que se aplicada a todos os modelos testados é o critério de parada. E
considerado que uma convergeéncia foi obtida quando a norma do residuo satisfaca a expressao,
| W] < 1e72.
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Os exemplos mostrados aqui sdo baseados nos modelos lineares veja as figuras (D.1, D.2
e D.3), os quais sempre foram testados primeiro, pois estes sao mais faceis de analisar como
o procedimento funcionava. Numa préxima etapa era testado o modelo com nao-linearidade

para avaliar a eficiéncia do método.

; . . . . ; Linear/Tedrico.
" +  Linear/Arc-length.
£3 ) Restri¢cdo e raizes.
1.4 -
Vetores do Arc-length.
12+ -
=
S
E 1+ 4
8
2ost i
b}
o
@
3 o6l -
go
0.4 e
02+ = ”“’“-“‘ -
Il 1 1 1 1 1 1 1 VI

L L
1.1 115 12 1.25 13 1.35 14 1.45 15 1.55 1.6
Frequéncia (rad/s)

Figura D.1: Funcionamento do método "arc-length” para sistema de um grau de liberdade

linear.
i Linear/Tedrico. T iAo +
# # % Linear/Arc-length. 1.505 Restrigio ¢ raizes. ]
—
36k i Vetores do Arc-length.
. 151 =
X =+ S
x* % - <
3dl- i " ] ‘%\1.495
s 4 * = 140t E
% * * .
=32 " X 8 'E
¥ * C 1.485[ .
«Q
% ¥ * ‘é
3k ¥ X 1g 1asp 8
¥ kS x
* *
1475 -
* *
281 * e E
o A 147+ B
* *
26 ¥ * 7 1.465 g
0.2095 0.21 0.2105 0.211 0.2115 0.212 0.2125 0.213 0.2135 1.324 1.326 1.328 1.33 1.332 1.334 1.336
Frequéncia (Hz) Frequéncia (rad/s)
Figura D.2: Detalhe do pico dos pontos Figura D.3: Detalhe do funcionamento
convergidos da figura D.1. do "arc-length” no pico da

figura D.1.
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Ja, as figuras (D.4) e (D.5) s@o as RF construidas com os pontos convergidos do método

"arc-length”.

No detalhe do ponto de inflexdo na figura (D.6) é mostrado uma quantidade pequena de
pontos, pois o comprimento do raio teria de ser menor, para ter uma quantidade maior de
pontos no local. A figura (D.7) mostra a mesma RF com a equagao de restri¢ao e os vetores

do método "arc-length” plotados.

E observado nas figuras (D.4) e (D.5) que os dados iniciais sdo lineares. Porém, ao passo
que a freqiiéncia sofre uma variacao, a nao-linearidade vai se pronunciando, pois a for¢a nao-
linear f (x) embutida no sistema torna-se perceptivel, e retorna a ser linear novamente nos
ultimos pontos convergidos. Observando a figura (D.7) vé-se que ela possui uma inclinagao
em relacao a curva linear. Isto se da devido ao tipo de fungao descritiva que se esta utilizando.
Por exemplo, para o caso da rigidez ciibica se esta rigidez for negativa a curva inclinara para

esquerda, caso esta rigidez seja positiva a curva serd para direita.

Pode-se ainda visualizar alguns detalhes da RF na figura (D.7). A figura (D.8) repre-
senta o método "arc-length” funcionando no inicio da RF da figura (D.7), o qual é possivel
observar que a nao-linearidade estd presente embora a ordem de grandeza seja pequena, pois
a convergencia estd fora do caminho linear. Aqui o funcionamento do "arc-length” é idéntico
ao do modelo linear, diferenciando apenas na nao-linearidade presente. Agora, a ultima figura
(D.9) representa o detalhe do ponto de inflexdo que por sinal exigiu nesta regiao um esforgo

maior do método para determinar o proximo ponto.

Como se pode observar na figura (D.9), a escolha da raiz pelo sinal do determinante do
K, funcionou muito bem, auto-invertendo a raiz da equagao quadratica no ponto critico.

Logo, quero aqui ressaltar que se a escolha da raiz for incorreta, a falha do método é certa.
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Figura D.6: Detalhe do ponto de pico dos pontos convergidos daD.4.
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Figura D.7: Funcionamento do método “arc-length” para o sistema de um grau de liberdade

nao-linear.
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Figura D.8: Detalhe do método "arc-length” iniciando a curva da figura (D.7).
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Figura D.9: Detalhe do método “arc-length”, mostrando a inflexao da figura (D.7).

E por ultimo, tem-se a figura (D.10) que representa um outro ponto da RF, mostrando que
o método ¢ eficiente independente do caminho que ele tem que ultrapassar, e como este ponto
possui uma inclinagao mais suave que o da figura (D.9) a facilidade é menor para transpo-lo.
Os vetores de elevada ordem de grandeza nesta regiao sao mostrados na figura (D.10). A
matriz de rigidez proximo a este ponto é mal condicionada e os vetores que dependem de sua
inversa automaticamente possuem uma ordem de grandeza bastante elevada, e mesmo assim

a falha nao ocorreu.
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Figura D.10: Detalhe do método “arc-length”, mostrando a segunda inflexao da figura (D.7).
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Os préximos casos que serao mostrados referem-se aqueles com fator § < 0 que proporci-
ona uma rigidez mais flexivel quando se aplica uma excitacao a estrutura. O procedimento

do "arc-length” para este caso estdo nas figuras (D.11) e (D.12).
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Figura D.11: Procedimento do “arc- Figura D.12: Detalhe do ponto critico
length” para o médulo do da figura (D.11) mos-
sistema de um grau de trando o funcionamento
liberdade nao-linear com diferenciado nesta regiao.

8 < 0.

Uma vez que se obtém as respostas de todo o caminho de equilibrio, considerando o
estavel e o instavel, pode-se observa-los em escalas diferentes conforme a sua necessidade

como mostrado nas figuras (D.13) e (D.14)
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Figura D.13: Visualizagao do resultado Figura D.14: Outra representacao da
final dos pontos conver- RF com os dados obtidos
gidos do sistema de um pelo "arc-length”.

grau de liberdade nao-
linear com g8 < 0.

Para reproduzir este 1iltimo caso utilizar os dados abaixo :

z — 1 .
f (k—w?m)?+(wc)? 7

» Equagao : | a(w) | =

» Vetor residuo linear : (V)

(V= @nmm? + @37 )z - 1

» Vetor residuo nao-linear : (V) = <\/(k: — (WA)Pm +dfr)? + (w>\c)2)x - f;

» Ponto inicial : (zg,yp) = (1.1,0.157458). O ponto (zy,ys) foi obtido considerando
a equagao acima do residuo com a nao-linearidade nula e utilizando os dados abaixo

desta lista;

» Fungdo descritiva : dfr = 327,
» Coeficiente : = =+ 0.3;
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» Matriz rigidez tangencial : K; = calculado numericamente %—‘i’, por diferencas finitas

com € = 1073;

» Vetor carregamento : g—‘f\’ = calculado numericamente por diferencas finitas com ¢ =
1073;

» Rigidez : k=12 (N/m);

» Amortecimento : ¢ =2 (Ns/m);

» Massa: m =5 (Kg);

» Forga: f=0.1(N);

» Freqiiéncia inicial e final : w; = 1.1 (rad/s) e wy = 1.6 (rad/s), respectivamente;

» Raio : Aly = 0.01, e fixo para as demais iteracoes;

» Sistema linear(§ = 0) e nao-linear(8 # 0).

Para o primeiro caso de RF nao-linear, o método foi bastante eficiente, pois todos os
outros casos testados nao levaram a nao-linearidade em consideracao. Ainda que se trata
de uma aplicacao numérica bastante simples onde o tratamento matematico é escalar, é
possivel aumentar um pouco o grau de dificuldade numérica fazendo um tratamento vetorial

deste caso, como segue na simulacao seguinte que leva em consideracao a fase e o modulo

simultaneamente.
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