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RESUMG

Keste trabalbo ;focuramcs estabelecer o3 conceitos
¢ metodos utilizados ne desenvelvimente das pesquisas sobre
codigos de treliga dando um movo enfoque aos problemas: a) de
determinacic dos codiges Stimos invariantes no tempn sobre o
corpo de Galols com g elementos, sob o critério de nminima Pb
através da equival®ncia com o problema de otimizagao combina~
rorials b) de determinacho dos cddigos Gtimos variantes no
rempo, sob o critfric winimizagdo da fungac enumeradora; ¢
equival®ncia do problema tratade em a) com aplicacoes em ecrip
‘tografia; d) determinacdo da fungao enumeradora (generaliza-
da) para cbdigos de treliga nio lineares com aplicagoes em
Maltiplo Acesso, HMedulagio por Sobreposigie, Resposta Par~

cial, Modulacao por Codificagie de Treliga e ete....
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CAPTTULG 1

THTRODUCAD X cODICOS DE ERVORE, DE TRELICA E CONVOLUCTOMAILS



1.1 ~ INTROTHCAC

O gue se observa nma literatura & gue gob o ponto de vista de apliea~
cao, a&éigas gomvaiaciaﬂa£$~s§§ amplamente utilizados com o objetive de propor-
cionar garhos de aa&é}%ﬁag&bf Por sutro lade, & evidente a falta de uma estrutu-
ra matewdtica gque possa ser utilizads de uma forma sistemdtica na avalise de
tais cbdigos. Assim sendo, esforges tem sido dispendidos por inaﬁeras pesquisa~
dores no sentido de eétabeiecer uma estrutura algebrica conveniente, como veor—

re com s codigos de Bloco,

Recentemente, esforgos na direggé de formalizar vigorosamenta tal es
trutura tem sido frutﬁfargs'cam o emprego do conceito de .”Lattica” da Klgebra.
Entretanto, este conceite, embora multo promissor, necessita de um.g&r?gén de
smadurecimento para responder questoes sobre propriedades gstruturais de codi-

gos convolucionais ainda em aberto.

peste modo, ¢ obletive deste capitulo & o de introduziv concelitos e
definicoes de classes de codigos tais como, chdigos de arvore, codiges de trell
ca e cbdigos convolucionais. Tais conceitos sho necessariocs no sentido de padro

nizagio e uniformizagac dos Ffundamentos dessas ciasses de chdigns tao importan-

Te8.

1.2 - CODICOS DE ARVORE

Bentre as classes de grafos, a classe das Arvores & bastante lmpor—
tante para a conceituacac dos cbdiges que serio descritos a seguir. Uma arvore
A= (B, ) & um grafo conectado sem ciclos onde, para nossa conveniénoia, D es~

pecifica a profundidade com U ramos divergindo de cads vertice e M £ a profundi



dade onde somente um ramo sal de cada veértice,

Mais Fformalmente, definivemos wuma Brvove (D, M) ﬁmgria comoe sendo
uma arvore tal quer 1) U rames divergem de cada vértice at€ wma profundidade D
do vertice imicial; 2) e que soments um ramo divgrg&'ée cada vertice com prafu&
didade maior ou igual a D, porém, menor ou igual a D+M, com D, M & Q intairms

tal que D2 l, M2l e u.? 2.

- ' : L T, .
Mote que em geral uma arvore (U, M} u-aria possuem ¥ wvertices Termi
nais com profundidade D+ M,

A cada rame desta arvore associavemos uma palavra de ramo”™ com N

simboles do alfabeto de entrada de um canal discreto sem memoria.

131
[

Seja R a taxa do ¢Bdigo de Arvors (B, M) p-dria, entho U = 2

nimero de yamos gque divergem de cada vértice at@ uma profundidade .

Seja vy o comprimento de restri¢ds da Arvore, istec &, o numern total

de dlgitos desde o vértice D~ 1 ateé D+ M. Dessa forma, v & dado por

yo= (M l) . N

"

Defina come um codigo de arvere a gquartupla (R, R, D, M}. HNHote que
este ¢dige forma uma classe especial dos cBdigos de bloco, O cédige de arvors
{N, R, I, M) considerado como um cddigo de bloco consiste de gﬁ nalavras cada

tendo comprimento (D +M) xN, 4 taxa deste codigo & dada por

g o
log(u") . D logy

: g = _ _
{;}.{.ﬁ}; 4‘.ﬁ (:ﬁ{’%};aﬂ




i
Hi

come em geval U >> M entao. R

1.3 - CODICOS DE TRELICA

Bsta classe de cOdigos muito importante pertence & classe dos cbdi-
gos de arvores pela introdugac da dependBncia entre os simbolos da fonte no pro

cesso de codificagao.
4 introducac da dependfncis gera a necessidade de se estabelecer um
orocedimente de codificag@c para o codigo de drvore. Nessa direcdo, seja

-E}"‘“}. - v s o ~ o -

%ﬁiéc uma sequbneia de digitos de informacac U-dria. Dessa forma, & cada di-
1=

gito estard sendo associado um rawo gue diverge de cada vértice at® a profundi~

dade D. A cada sequencis Bos Oy Ggy erey Op g astara sendo associade um cami-

aho nesta arvere ate a profundidade B,

Suponha que para slgum inteiro v sotre M e D+ M inclusive, rotulemos
cada vertice da arvore {D, M) ﬁwﬁri& com os v digitos de informagac anterioras,
tambem suponha q%& somente o© digito "0Y serd assocciado 3 cadas vertics entre D
e I +M, Dessa forma, Fica sstsbelecido o esquema de codificacao de um cbdige de

arvove (D, M, ¥) l-&ria onde os vértices saoc enumerados,

Se esta arvore tem memdria v, no sentido de que para gualsquer dols
vErtices na mesma profupdidade resultem na mesma seqguencia codificada restante
guando 2 mesma sequincia de digitos de informacso € aplicada 3 entrada do codi-

ficador & partir de guaisquer um desses vértices, entdo precisaremos manter $o-



mente uma dessas sequenciss, Ouande isto ocorre, temes o gue & chamado de uma

tretica (D, ¥, ¥) p-dria.

A quintupla (¥, R, b, M, v} defipe um cbdige de trelica para um ca~
nal discreto sem membria onde 3 cada ramo desta trelica associa-se uma "palavra

de ramo" consistindo de N sTmbolos do alfabeto de entrada do canal,

Como (N, R, U, M, ¥) & uma classe especial de (8, B, B, M) a restri~

gao de memdria vy continua sendo valida, o mesws acontecendo com a taxa do cddi-

gﬁu

1.6 - CODIGOS CONVOLUCIONAIS

Pode~se mostrar via o famoso argumento “ensemble average” utilizade
por Shannon na dempnstracac do Teorema Fundamental de Teoria de Informagdo que
& ”ﬁnsémbie” dos codigos de érvm;es {¥, B, D, ﬁ) para wm canal discreto sem me-
noria coincide com o "ensemble” dos cddigos de trelica (W, B, D, M, v = D+M).,
Assim sende,  suficiente levarmos em considerscac somente o “ensemble” dos o0~

digos de treliga.

* ‘i}“““l b = At - - e B v .
Beia {&i}‘ a seguéencia de digitos de informagac a ser codificada
- i=0

ende cada o esti asgoéiado 3 um ramo da trelica a ser sepuido pela sequéncia
BeM-1

P

1=

Cate: a yrafundi&a&a D. Seja {gi§ a correspoudente sequeéncia codificada

onde Gy o= ¢ para DL L L DHM-1,
A representacdo matematica do codificador, segundo este modelo, & da
da p&r

8

w5 ?{@i§ . ma s w g &i“"‘\ég i}

i i+l?®



Hote gue I'(+) & uma Ffuncac arbitrdria dos v valores anteriores a Gy

& do pempo carasterizado por © o= 1, Quando @i 2 dado por

= T8 0 g venes 05 )

&
o codificador & ditc invariante no tempo. Ubserve que I'(+) sendo arbitraria im

plica gque a mesma pode ser uma fungao linear bem como nas linear,
0s codigos convelucionals formam uma classe especial da classe dos
codigos de treliga, quande D{+} & uma funcae linear,

De uma manelra mails formael, suponha gue o alfabetoe de enfvada de um
canal discrets sem memoria & formade pelo corpo de Galeis com q elementos,
GF{a), onde g 2 um nimero primo ou uma poténcia de um ntmero primo. Suponha que

" = q&y tal que oy forma uma L-upla sobre 8F{q) .

A taza deste codige & dada por

R= HBE L 5000
i} "
O codificadoer econvelwueional (W, R, D, ¥, ¥} com ﬁi
F{@i, Gogs wmros Gy i}y e tal gue
1
a, € (¥ (qd]
o -

8, ¢ [er(a)]"

e I'(+, i} sac funcoes lineares dadas por



o +1)L .
s, iy ¢ [esqy] (v+1) -+ [grig)]
Tais fungbes poden ser representadas por

5_?: = in{;g{_:z.} + ai«r-zﬁli;"‘} Foaaua .aimxz@v(i} (1.1}

onde Gﬁ(i} sao matrizes LN scbre §F{g). Para o caso invariante no tempo, te-

mos [{+, i} = ['(*}, e essim (3.1} fica dada por

gi = g'};{;{} + C{‘i““ G B i ¢ 1 {232}

154 i-vCy

oom Gj matrizes Lx N sobre GF{q). 0 nome sonvoluciongl provem de (1.1) ou (1.2)

por razcoes obvias,

Seria bastante vantsjoso ter uma representacan matriclal para os ob-

digos comwolucionais, como ocorre com os cbdigos.de bleeo.

Westa dirscso, sejam O e O sequéencias  tais i
. G50, 3 fﬁgvﬂ v 4 8 qu

e ¥ ; P [#3 * Sﬂ“ﬁm Tooe b a2 ligw
czug Wu_&ia 3 fzvm:{& Q’»v & &ug ggﬁﬁlg L 3 giﬁa"?} B{}.&:,V} UL

cias similares & or B G .
_ Laﬁv] 1,

Da equacae (1.1}, temos que



8{{}?%}“{‘2{] = ﬁ[ﬁ;ﬁ) QQ({}} Gz{l) 3 E 48 Gv(\‘j}

6,0 e Gy G (1) 0

{;Q{vj G}_(V‘@‘l} . 2 ww

G.‘}m“l} paan GM(I}«’.{) |

(1.3}

dessa forma & matriz em (1.3} & denominada matriz geradora, G, do cddigo convo-

luclonal (N, B, b, M, W,
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capitTig 2

CODIAOS CONVOLUCIONAIS SOBRE GF(q): GENERALIZAGDES



1L,

2.1 - INTRODDGAOC

Desde a deseoberta de cddigos convolucionais por Elias, bem como a
prupasiggé de um processe de decodificacao para tals codigos por Wozencraft-
Reiffen tem despertado interesse entre pesquisadores e projetistas de sistenas
de som#niaag@&s na determinagio e/ou proposigdo de merodos sistematicos para

shtengio desses cbdigos.

As razoes por traz desta busca Lem 5uas bases fundamentadas no fato
de que, em gersl, os chdigos convolucionals apresentam um desempenhe bem melhor
que ns cbdigos de bloco quande ¢ processe de decodificagdce emprega ¢ algoritme

de Viterbi ou técnicas de decodificagac Sequencial.

Muitos algorifmes foram apresentades € estruturas algebricas foram
astabalecidas com o objetive de tornar sistematico esse processo de codifica-

c30. Apesar de todos esses esforgos, uma solucho zeral esth para sey proposta.
i N g LB prap

4 dificuldade em se resolver esse problema, ou seia, sroposicao de
um mitodo algibrice ou sistemdtico sera demonstrada no Capitulo & atraves do es

rabolecimento de um métode novo de se caracterizar a geragao de cbdigos convo

lucionais. .

Este mbotodo basicamente estabelece algumas ragra%a matzmaticamente
hem definidas, cule cbjetive & de eliminar um nimero muitg grande de c¢bdigos
elassificados como nac eficientes entre rodos pg possivels cbdiges. Em outras
palavras, este métods uriliza de aspecios de otimizagao camb%natorial relative
a0 problema de determinagac de chdigos convolucionais otimos quando caracteri

zamos este problema como o de determinar o fluxo wmaxinmo numa rede.

¥ata caracterizacac nos permite relacionar os parametros da cada pro

blema da seguinte forma: a2 representacao de gstados particionados dos codigos



id.

convolucionais constituiri uma rede de fluxe: os estados nesse diagrama de #sta
dos particionados serao os nds da re&g; a distancia de Hamming de cada transi-
¢do corresponderf ao fluxoe de cada vamo; 8 propriedade de conservagio de fluxo
vale, isto &, que a distancia total de Hamming saindo ou entrando en cada
um dos estedos sao iguais: o wenor valor da  soma de todas as  distdncias de
Hamming pertencentes a um conjunte de corte estao relaclonadas com o maximo flu
xo atraveés da vede; e finalmente, uma desigualdade relacionando a distaneia mi=-

nima do eddigo convolucional e o mixims fluxe serd estabelecida,

2.2 ~ REVISAO DE SISTEMAS LINEARES DISCRETOS

Tremog apresentar nesta secdc alguns conceitos basicos de sistemas
lineares discretos que serac utilizadoz a segolr. Esses conceitos passam a sex
relevantes pois caracterizam o comportamento e estrutura dos eobdipos de treliga

- @ -
que serac descritos ac longe desses Capituloes.

Infeialmente, considere um sistema linear discreto no temps descrito

pela equagac de diferenga de estado poy .

{41} = ACE) . B(A} + B{i) . u{i} | | é {2.13
e equagac de saida por

T = HEE) L BG) + D) L (i) ’_ (2.2)
onde 1=0, 1, %, +20, B(i} & uma matviz coluna composta pelos estados interme-~

diarios, uw(i) & o controle, T(i) & a saida, A{1) representa a matriz de tvansi-

e

gao, B(i) & a watriz controle, H{i} & & matriz da condigao de saida, v{i} e a



sequencia de medida de erro ¢ D{i} 2 a matriz de medida de erro ne instanie de

rempo £{i} = i. Assumiremos gue todos os elementos parbancem aos Heals.

4 solugac da equag@o de difereunga de estade & dada poy

+1) . B(3) . uliy, ivi o+l (2.3)

<1
N
f
ot
]
24
e,
Fud e
a
Wﬁ
o
5
s
Pl N
o
S
R
H o f
)
)
)«&«
k.
[

onde
A ~ 1Y LA ~ 2}, ... s A{iﬁ), i.aia'%i
(i, i} =
(2.4}
I,. _ i= ia
e E(i,} €& a condicac de estado inicial.
4 solucao de estado estacionBrio, (2.3}, & dada por
(L) = x(i, i) E{i} : _ (2.5}

Para a condigas de sistemas invariantes no tempo, A(i) = A para
i £ 1% i-1, Bm geral, a matriz A & nac disgonal, Como no processo de eguiva~
{8nciz dos problemas antericrmente mencionados necessitaremos de uma matriz dia

gonal, e mais, sabendo que a matriz A & positiva definida, entac poderemos dew

rerminar uma aplicagdo tal que a matriz resultante B diagonal.

Seia ¥V uma matriz tal que

X, i) = 4 =Y, .V (2.6)

o resulte puma meirviz éiagonal»'



1&*

05 elemantos Qj de p 30 os autovalores distintos de A eV & a mae-

triz dos autovetores com Vs o §~Bsimo sutovetor coluna para 1 < i <n e w, o j~
- 3

Ssimo autovetor de VI,

seja B(iy) = B, entao a solugao de (2.5} serd
| D (i)
Ei—} = ® # ¥ & ¥ sE
{ j§1 7 30T e

o estudo de sistemas lineares @ intrinseco o estabelecimento de con

dicnes de estabilidade. Nac fuginde & esta regra, iremos abordar tal aspecto, A

condigac de estabilidade esti ligada diretamente com os autovalores de matriz

A. Asaim sendo

Definipdo 1

: Seja a equacao diferenca de estado

g5+ 1) = FEGED, uli), i

com condigio indeial B (ig). Entaop a solucac nominal estavel mo sentido de

«

Lyapunov para qualguer t, = L,; & £ 2 0, existe um &(g, £} 2 0 tal que

lE(i,) - E,

Paopems 2 %

1) & sstidve

{iﬂ}]‘é & implica em [B{i) - Eo(i}i £ & para todo i2d .

Comos consequencia da definlgao, temos

Ym sistema linear discrebo imvariante no tempod B(E o+ 1y o= AL E(L)

1 no  sentide de Lyapunov s2 e somente se os valoves abzolutos de



159

todos os autovalores de A nac sac maitores do que 1,

2} & assintoticamente pativel ze e somente se os valores absolutos de todes os

autovalores de A sac estritamente menores do que 1.

1) & exponencialmente est3vel se e somente se & assintotinamente estavel,

4 importincia deste Teorema com relagac i classificagdo dos cbdigos
comvolucionals se restringe ao fato de que a estabilidade dos mesmos tomados
coms um Sistema linear estd diretamente relacionada com a classificagae dos od~
digos serem nde catastroficos. Deste modo, se para rodo 3, ]jS < 1, entao o &
digo B mio eatastréfico. Por outro lado, se para todo 4, lps] % 1, eatac o sis-

J

rema & instivel e o codigo B dito ser catastrofico.

0 conceite de catastrdfico implica gque existe pelo menos um caminho

na trelica com comprimento infinito e a metrica assoclada finita.

2.3 ~ PROBLEMA DO AUTGVALOR

come vimos snteriermente, um codige convelucional invariants no tem-
po pode ser representado pelo diagrama de estado particionado. A evolugdo tempo

ral do estado pode ser deserita por
E{i+1) = A.B(1) + B (2.8}

onde wufli} = 1.

A equagao de salda & dada por
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T{i) = H{i} . B{i) (2.9}

Resolvendo-~sa £2.8) e substituinde om {2.9), tercmos
T= § H.A .B (2.10)

De mode a generalizar  este prpaeéimamta matematice para codigos
convelucionais sohre o corpo de Galols com q slementos, GF(q), onde ¢ & um pri-
me ou uma poteéncia de wm primo, definiremos wl(b, A, h} como sendo aﬁa particao
da classe de codificadores convolucionais ﬁa repredentacan de estadog particio-
nados com nimero de registres igual a v e taxa v = b/n tal que b e h sao conjun
tos de distiEncias de Hamming {q%~"1}w dimensionais relativas 3s condigoes ini
cial e de saida, e A ¢ um conjunto finivo de matvizes de transicoes correspon-
dentes 3 cada um dos possiveis arranjos de panexges rutre os registros e somado

res mod ¢ para cads valor fixada:da'g.a h.

Para cada valoy de

o= (b

ot },*h

zg LR Y bn} .. *

w

(hys By wevy BD

onde t significa transposta, pode-se determinar o conjuntoe de auvtovalores asso—
ciades nom  cada watriz de transigae A, Devemos mencionar gque os valores fixos
de b e ﬁiastgﬁ relacionades com as conexoes entre o primeiro e Gltime registros
com todos os somadores mod g & que para cada arranjo de conexao entre o primei-

ro e o Gltime registros permite que se estabelega a matriz de transigae que &
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formada pela conewas dos vegistros vestantes com os somadorves mod g,

0 Teorema de Cayley-Hamilton estabelece Qﬁ& a matyviz de tramsi§§0 :}

satisfaz o polinfmio caracterfstico P(p) dado por
P{p} = det{p. L ~ A}

onde det{+} significa determinante e gue cujas ralzes sao oz avtovalores. Uma

ver conhecido o8 autovalores, implica no conhecimento dos autovetores assoolg-
. . : -1

dos. Portanto, podemos determinar as matrizes ¥ e V & consequentemente £ a ma

tyiz diagonal.

Das equagoes {2.6) e (2.10), temos

onde g o= &iagoaai{gl, Bos wxes pﬁ)¢

a & . )
feia poo= max{pls Bogs ones pn} & g% a corregpondente matyiz  diago—

. % .
nal, Defina p < 0 como uma desigualdade termo-a-termw,

Defina & & £ como as novas matrizes 1 x {(M~1) e (M~1}) = 1, respec

tivamente, com M sendo o numerc de estados tal que

wféa?lmmax{s} 2 gi*nmmxizz}

quande  pele mencs um elemento de B ou H € zero, ou simplesmente B e H gquande

todos os elementos sao nao nulos.

Iremos asssociar & cads fransicae no diagrams de estado particiounado

uma varizvel independente zé para todo b e h nao nulos, onde §e=w(b) ou wih) e



ig.

w(+} caracteriza o nimero da 1" na representagac bimaria de g. Desse modo
{2,10) fica representadsg por
Y N
T(z) = § olz) A& () . B(2)
k=l .

(Z@il}f

Sabemos qus

B, € (1/2. ) [d/az] 2o

gl

Tomando a derivada de {2.11) tefamos

b, < (1/20) . (@' (2) . (T-a(e) T B + alm)  (T-AGY L BTG +

b alz) , (T-aG) T AN @ L (=A@ . B

o ﬁf{z) = {

e p & E%# entap Finalmente feramos
o . 1
By o€ (1/26) ) ] a.V.p .V LB
=l :
(=) LRF
s o - — & .,,_,1
b3 T a.v.tovhiyaptviivlgty agg
Kag 350

Apds algumas operagoes algébricas chega-se d

h, b [t a1 h_+b .
: %
P, < (1/26) (D T ﬁ?f(i'wgm)zé

(2,12}

onde D & a fungao Bhattacharyya e B, e by s30 os pesos de Hamming das condi-
soes iniciais e de saida.
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Com isso podemos estabelecer um critéric de otimalidade como

Definigan 3 @ ¥a classe m(b, &, h) de codificadores aunvﬁiuﬁimﬁais nae catastrd
ficos {assintoticamente sstdvels como sigtema) sobre ¢F{g) com um nimero de re-
gistros K, memdria v = K~1, ¢ taxa v = b/n, um codificador € dite ser Sfimo se
e somente se o mesmo faz com que o menor valor do limitante superior da probabi
lidadse é& grro de bit dada por (2.12) ﬁara valores fixos de b e h seja alcanga-

do.,
Como consequineia desta definigde temos

Lemz 4 ¢+ Para valoves fixos de ke h na classe w{k, A, k) de codificadores con~

volucionais nao cabastroficos sobre OF{q) com memoriz Vv e taxa v = b/n e
.o .. - . . , e

ged{b, n) = 1, o codificadoy otimp & aquele gue possul o menor dos § gnbre

todos of maximes valores dos autovalores asseciades com o conjunto A,
Demonstragio : Desenvolvimento atd a equacao (2.12). oD

Lemz & ; Ha classe w{b, A, h) de codificadores convelucionais nao catastroficos
sobre GF{q) com wemdria v e taxa v = b/n, para ﬁ(éi, Ays ﬁi} £ ﬁ{éz? éz,‘ﬁz)
tal'ﬁﬁ& by # by e By # By, termo-a-termo; se 0. = O sao ps valores maximos dos
autovalores asscclados a A, e Ao, respectivamente, entzo o cedificador ovimo &

aquele tal que b + by, i=1, 2, € o malor.
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Dememstrapdo + Substituigao das hipoteses em (2.12). | Con

; El o :ég P
Dos Lemas 4 e 53, chega-se que Py atinge a ipualdade gquando p 2 o

menor dos maximos valores dos autovalores & b + h & o malor. peste modo, guando
o M ' - .
o B fixo, ataxa £y = lfne o corpe & © Grily, P, assume o Wenor iimitante su
periot qnaﬂga b} = hi = 5. Isto implica gue o peéa de Hammwing deste vator bina-
rio & n. Por outre lado, no GF{g} se os verores b e h sendo {g ~ 1} -dimensionais
sao (quase) Lgualmeonte distribuldos os termos by * hi- smo {quase) iguais & o
maior pessivel. Por outvo lade, para taxas ¢ = b/n ¢ o corpo GF{q) cada um dos
verores {qb~“1}w&imensianais representam os pesos de Hamming de uma se@agncia
de sa¥da associada, pode-se mostrar que 8 soma desses pesos de Hamming &
a., fg=1} aqhwla Coms o peso tetal de Hamming estd associado ae fluxe entrando

ou saindo dos estados, temos que este valox & o fluxo entre transicoss na rede.

Seja T o conjunto de &orta, isto 8, o conjunto formade por fodos o3
cortes possiveis que irac desconectar a fonte do destine. Seia ¥; © valor asso-
ciado ao i~Bsimo corte de T. Sels v, = mén{?i}e Entaoc vy, & o valor do fluxo md-

i
wimo de uma rede.

b

Come sers demonstrade adiante, n. {g-1) . g -1 =y, @ portanto este

% o mhwimo fluzo. Consequentements, a proprisdade da mAxime fluxo estd relacio-

nada oom o menor valor do autovalor entre os maximos autovalorves de A,

Resta-nos relacionar a propriedade de conservacao da fluxe com o
mencr valor do antovalor entre os maximos astovalores de A&, Paras tal, usavenos

da propriedade de matvizes aumentadas.,

Seja & a matviz de transigdo sumentada, isto &, incluiremos em 4 0F

cotados infciaie e de salda., Para valores de r = B/n e (v+1) e tendo em mente
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que estamps em GFig), A @ uma matriz (M+1) x (M+1) onde M = qb*v, Do Teorems

de Cayley-Hamilton o polinOmic caracteristice de A &

?{p} = datlp . T~A) = g? ,det(ﬁj

de tal forma que A contem of mesmos autovalores que A,

Defina Li(A) come o produto dos elementos nao nules da i-8sima linha
de A e C§{§§ come o produte dos elementos nap nulos da j-Bsima coluna de A,

para tode 1 e i, iste 2,

n
a, . a o, {Ry = H &,
L . }(.)

§ s

L& =

J

Nada a difienldade de se provar que sempre existe um codigoe Gtimo
satisfazendo as proprisdades de conservacao de fluxe e wmazime f£luxe, embora
todos os codigos Otimos encontrades satisfagam tails propriedades, a segnly

getabelecerenos uma conjeclura.

Condecturs € @ Se existe um codificador convolucional invariante ne tempo € nao
e . : . g7 » & )
sistematics cam pardmebros v e v = bfn tal gue Li{A} & ajca) = [} para Lode i &

b1

& -
deom ®e=n.f{g-1).4g e £ o menor aubtovalor enlre 08 MEALMES autovalores

de K, entédo o codigo & dtimo.

2.4 - CODICOS CﬁﬁVQLUCiQﬁQES COMO UM PROBLEMA DE FLUKO EM REDE

Como mencionado na secac 2.1, o disgrama de estado particionado cong
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Ctituird uma rede ou um grafo dirvecionadoe,

Seia um grafo direcionade matematicamente descrite por 6 = (¥, R}
onde N & um conjunto finito deé elementos denominados nds ou estados, isto &,
M= d{i, 2, «,., B} e onde B & um conjunto também finito de pares ordenados

{i, i) denominados ramos, iste &, R = {{i, i) ¢ i, § =& ¥}

Seia £,y U@ DUmero nac negativo associado ao vawo {i, j). Denominag-
¥

mos ¢ . 2 capacidade do ramo {1, 3}. Do conjunto N, os slemsntos 1 e n  seras
%,

designados a ovigem e destino, respectivamente,

Sata X i % 0, o fluxe dos vames {4, 3}, para tode i 2 3, do
¥ .

K s
i

grafo direcionade €. A descrigdo matemdtica dos fluxos numa rede 2 dada pela

equagan (2,13}

se j=1
z K, . o~ E ® = se j#1l, n £2.13}
g Lgl % Jak
gse j=n
sujeibe & restrigac O & %33 & ey i
¥ ¥

A interpretacdo da equacio (2.13) segue: se =1, entao a primeira
somatdria & nuls pois nao existem fluxos de ramos chegando no nd 1 e a segunda
somatiria fornece a soma de teodos os fluxos de vamo saindo do no 1. Se 3= n,
entan $0 teremos & primeira somatSria viste que a segunda fornece a soma de
rodos os fluxos de ramos saindo do destino. Por outro lade, se j41, n, entao
ambas somatdrias resultam ne mesme valor de fluxe total ssindo efou entrando em
cada né  da rede. Quando isto acontece, diz-se que a rede & limitada e balan-

ceada.

4 afiymacac feita acims para os casos j=1 e j=n de que a soms de
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todos os fluxes de ramos iguala ao m&xim§ fluxe da rede =53 baseada no Teareﬁa
do Mawimo~Fluxo Minimo~Corte gue afirma que o fluxe miximo am uma vede & igual
4 soms dos fluxos dos ramos pertencentes ao winimo conjunte de corte, Por
outro lado, se a conjectura 6 da secso anterior for verdadeira entidc a equ&g%é
(2.13) & valida para os codigos convolucionais., Consegquentemante, a determina-
cao de cbdigos convolucionais Stimos ndo sistemiticos e especificos pode ser ca

ractevizads como um problems de flows maximo em redes.

Assim o nosso primeiro passo na solucdc desse problema 2stl em deter
minarmos explicitsmente o fluxo miximo & que deverd ser satisfeito para cada

uma das classes de cddigos convolucionais.

Teorema ¢ ¢ O fluxe méximo § para obdigos convolucionals nac sistemiticos, espe
eificos e iavariantes no tempo sobre GF{(q) com membria v e taxa v = bfn & dado

BOY

b wn.(g-1).q" 7t

Fl

. O nime

T, el
& { 3*

y b . L * Ll . . b

Dememstragge 1 Para taxa v = bh/n e wemoria v o numerc de estados g g
_— - b , . p

ro de transicoes de cada estado 2 g . Assim o numere total de rvamog e

% L3 ] g T
Por outrn lado, come a salda codificada tewm um comprimente n, entao teremos g
3 . ’ e - g

possiveis segueéncias de saida.

Seja o a razdo entre o admerc de rawvs e o numerc de possiveis sequociss de

saida.,

Se @ » 1, entdo este nimerc especificard quantas vezes as segquéncias de salda

se repatirac. Se @ € 1, entac ela fornecerd a proporgac das sequéncias de saida

gque serac utilizadas.
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Beia WT{ﬂ} o peso total de Hamming das sequénclas de salda, isto &,

7

. o

WT{Q) s 3 om.{g-1) ’Cm,m =
w={ _

(q -1y . [adae] (1+a)®)
wq»—«i

)

a, {g-1} ,qnfl

#

Entio o produte o » i (C) fornecera © peso total de Hamming cem relagdo a rede.

) 4 %}pv ) L el
Como existen g estados, ¢ fluxo unifovme sera

& = o . wp(l) fqb"v =qn.{g~1}. qb_}" _ oD

Copoliric 8-+ As palavras de ramo do cbdigo que entyam & saem qualquer nd da

vede sio complementares quande b =1 e gq= 2,

Dessa forma a reducis do problema oviginal passa & sex: Saja dada

- - , o
ey 1s ande Wy [ @ a distan—

wma rede onde tedos os fluxos satisfazen 0 £ W j £
2 2 b

cia de Hamming do ramo {i, i}

e i L M s A 430

-3

sujpite

ge 3=l

se (4L, n

se j=n
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onde 4 & o conjunto de nos intermediirios =

1, se jegh

Esta redugac & caracteristica de problemas combinatoriais que sob
certas condigbes podem ser facilmente sclucionadss. No caso mais geral, este
problema combinatorial nao & ficil de ser resolvido, porém, podemos aplicar o
processoe de solugaoc atraves ﬁm estabelecimento de alguns pardmetros que exclui
yBo numa primeira aproximacio um nimero grande de solugoes factivels, Um desses

pariwetros & a distincia minima do cbdige.

Dessa forma Leremos

Teorema § @ Para gualguer codige sonvolucional, imvariante no fempo, perindica-
mente variante no tempo, variante no tempo e cddiges de treliga nao linsares
sobre GF{q) com memdria v, taxa r = b/n e ged(by n) = 1, a distancia minima &

limitada superiormente por

a < min {(a-1 . [@T/@P-D] . @) . bW}
L < min

Demonstragio : B de conhecimento geral que um cbdigo convelucional g~ario termi
nado com M simbolos de informagac & um oBdige de grupo cuja matriz geradora &
rom dimensio Mxn . (M+V) para taxas v = 1/n., Para taxas v = b/n, gedib, o} = 1

como teremos b entradas paralelass cowm membria v, de modo a rerminar o codigo
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teremos gue inseriv b . v digitos conhecidos a priori,
0 comprimento total dos bite de informagac & b .M e entdo & matriz geradora
terd agora b, M linhas e {u/b) , (b . M¥+b . v} colunas,
Pava cédipes de grupo g-dric, a dist3ncia de Hamming entre palavras do cfdige &

b.M _
palavras

equivalente ao peso das palavras nao nulas, Assim, se todas as g
. . : N oM -
forem arraniadas como linhas de wma mafriz, o peso total deszssas g palavras 2

limitado superiormente poy

b.

5 ta-1 . " )L b oMb W

.M - @ .
Como g ~1 palavrag sao nav nulas & geu peso minime deve ser menor ou igual

ao peso medio, a distdncis wminima s¢atisfaz

b b1

4. < @-1. [T @y L ke ] = v W

Come este superior vale para todo b .M, também walerd para p < b, M. Hote que
estamos intevessados no menor valor de vi{b .M}. Deste wodo, o préximo passo 2
Eatan

vip™) = min{y(p)}
p

onde gk £ a solucio desejada. Esta minimizagao serd feita sob a hipotese de que

p £ R, Isto & um abuso matemitice com relagde ac verdadeiro deminic da variavel
- + PR \ P

p gue perience ac £ . De gualguey forma, estaremos utilizande deste procedi-

mento sendo que o valor Final de p serd convertido ao conjunto dos inteiros po-

sitivos,. Desse modo rteremos
&
1 £
dmxn,“ EY(? }}

ﬁnéa“i&] significa o maior inteirvo mencr ou igual a a. cqn

Agora, para gue o Problema I sejs realmente uma redugac & necessario
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que exista uma conexao entre o maximo fluxe ¥ e a distincia minima, ﬁmia’ Egta

conexao sera viabilizada através do seguinte

Tapraemg 10 : Para qualgquer cbdige convolucional sobre o GP{g) com memdria V,

s, i

taxa ¥ = b/o e ged{h, n} = 1, a disthncia minima & limitsda supericrmente por

Caso 1 ¢ b=l & q=2 (conjunto de corte unitiriol

dopin € @y @
onde :
SFa # &
Oy = FART T¢I b B CUERY)
Casp 2 2 a) b2Z% e ¢ umprimo ou poténcia de um primo; b)Y B=1 2 q un prime

o potdncia de um primo com g ¥ 2 {conjunto de corte arbitrario)

dmin 3 o - 4

onda
E ] # :
ay = [&7 /(P ~1].v

Demonstropaoe + Sabemos que = n, (g1} aq%ml

faso 1 @ Para b=1 e g=2, conjunto de corte unitiric, temos que 2.b=2 tran-
sicdes de cada nd, menos do no 1 (origem). Se o conjunto de certe conlém a tran
sicin do nd 1 para o nd 2 ou a tramsicio do o {n-1) para o ud u,

& = maw W S We -
max wlgz max 1,5

Desse modo, max Wy . = max Weq p T 0, WA VEZ que O peso de Hamming maximo
3 ¥

deste ramo de transigoes vale n. Por outro lado, para gualguer conjunto de cor-

re  com cardinalidade maior do que 1, tewos que este valoy £ peloe menos &, peis
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o

& suficiente levar em consideracdo o primeiro nd (logo apbs s traensicao do ad
1) ou o ultime nd, n-1 {loge antes da transicao gque conduzird aec nén). Em
qualguer um dos cases, as transigoes sainde do nG 1 ou  as transicdes indo para
o nd © tem peso de Hamming igual a @, uma vez que a consarvagas de fluxe vale,

Portanto, substituinde b=1 & n=% uno Teorema 9 concluimos a demoustragae,

Case 2 1 b22 e g um prime cu uma poténcia de um prime, b=1 e g um primo ou

potencia de um primo com g #2 {(conjunto de corte arbitryarie), Sabemos que

: . b=l
 =n.{g-1} . q = Z Wy j
ijeoec 77

onde €0 = coniunko de corte.

Seja p » p% a solugdo Stima de y(p}, isto &, d

&( B
i § Yip) . Assim,

* * '
d oo § %{qwn S CLATCLANS o) IR CVIS B C ““}§

. N .
= §{Qf*1}& [ﬁp_“if{qp =131, (b} . v »{p*!v»$b}§

Multiplicande a eguagac acims por In ¢ no mumerador & no denominadoy e raarvan-

japdo os Lermos, teremos

® &
e p-.-'i p___,' LA
dnin € %(q 0.l f{g 1}] A

onde .
Z = {a/b.1in q}. E{pﬁ“ in gi/ved . in q]

# . . , .
Coma {p . In g¥/v £ 1o g, iremos limitar superiormente esta guantidade pox

[~

G g ¥ bln QN (n-1)t
o=l

= (b.1n q) . (g°=1)

Subsrituindo este limitante em ﬁmia,_ter&mes
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& k-4
- -1
BERICES SRR LY jg? -] . @bt v (boin g (q¥ -1 ¢b.1n 9

# *
%as (q-1) . (=1 . [&¥ /g" -] .y

B

#

Gy i

Yale a pena rvelorgar que © teorems acims estabelece a salucac do
Probhlema I, consagquentemente que a husca do{s) cadigo{s) orimu{s) deve inlciar

entre os codigos ndo sistemdticos.

0 exemplo a seguir demonstra o procedimento atd aqui.

Eremplo : Determine o ¢bdigo convelucional dtimo sobre o GF(2) quando g = Z,
v=2 & r = 1/85. 0 fluxe maximo e = n. 28 . 85, Assim, os ramos saindo e
entrando nos nos 1 e n tem peso de Hamrning 83, isto &, o primeiro e aloime  re-
gistros estho conesctados a  todos o8 ou~exclusives. A distincia minima

< 726, Se a igualdade deve prevalecer, entio o vegistro intermediirio

4 .
min

devers estar copectads a 56 ou-exclusivos dentre os 85. Qualquer uma das possi-

veis conexees resulta em ctdigos eguivalentes., 08 demais pesos de Hamming se-

guem da conservagac de fluxn.

2.5 -~ CRITERIO DE SELECAO PARA 0S CUDIGOS HTIMOS

Come vimes nas secbes anteriores, existe um codificador Dtimo para
podas as partigoes w(b, A, B). Tambem foi visto gue para & particio w(n, A, B

o s . aas . L e %
o limitante supervicy da probabilidade de erro de Bit e o menoy quande o 2 s@w
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lecionade como sendn o menor entre os malores valoves dos autovalores. Quando
icso acontece temos gque a propriedade de conservagao de fluxe & valida em todos

os nes intermediirios da rvede.

fmbora as propriedades de comservagac e maximo fluxo gseiam imporian~
tes, elas somente delimitam a busca do codigo 5time_a um conjunto cuja cardina-
1idade & menor gue & do problema c%igiﬁal, Portanto, os aclementos indispensa-~
veis no selecionamento de codigos btimos sao a.caﬁservagéﬁ e maximo flumo ¢ &

distincia minima do codigo.

Seja y o diagrama de estado particionade de um cadige convolucional
sobre GF(q) com v = bfn & memdria v. Seia 4 o conjunto ordenade das distancias
de Hamming acumuladas ac longe dos v+ 1 ramos gque saem do no 1 e terminam no. ob

n., Esse conjunto & explicitamente dade pox

onde &, = w,, * W, parav=l & w,. & W, 530 os pesos de Hamming que saem do
i i in 1i in :

w5 1 e entram no no n, respectivamente, £ natural que
dwawmnig}

onde 4, & a distincla livre do codigo.

0 eritéric de selecionamento adotado £ do tipe lexicografico, isto

&, se ¥ e ¥ sac dois conjuntos comn elementos, divemos que X > ¥ se X, = ¥

para 1€ 18k e Xk&l Y

k1"
Devemos ressaltar que este eritério nao implica que © cBdigo seja

Stime  em termos da probabilidade de errve de %ir. Por outro lado, sabemos gque
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. b"“&. - " e . u
P=n.lg-1) . g e a somaz de todas as distancias de Hamming gqus sasm ou
entram em qualquer nd da rede. Como o codificador possue v+ 1 registros entas
. {v+1) & um limitante superior para a soma dos d; pertencentes zos caminhos

com {(v+1) vamos. Mas isto & eguivalente & um problema de programacac linear es

tabelecido da seguinte forma: sejam dados os valores de b, n e v, entao

Problema 11

Daterming a B-upla §i = iali’ doss eens aBi> lexicograficamente Otima de

< (v+l) . & | (2.14)

8§ T

By a&i
i)

sujeito a condigda de conservagao de fluxo e que dy =d_, d,=d_ +1, etn,

. s E) w . . - =
Rote que (2.14) possue no maximo g possivels solugoes ¢ que &5 mes-

mas ssrarao sendo comparadas lemicograficamente.

Uma vez que o valor de &i & deterninade, o priximo passo gerd a so-

lucap do seguinte problema

Determine as (Vv + 1) asubmatrizes geradorvas G, com elementos em GF{q) tal gue a

combinagae linear das linhas de Gy satisfacam a solugan do Problema IX.

Como um exemplo de demonstragie do critbris de selegas, considere o

case onde v = 1 ¢ r = 2711, Do Teovema & = 11, 2 = 22, Do Teorema, 4 % 14,

min



entao o Problema IT 2 estabelecide da seguinte forma:

By d34°a2,.d24»339 d3 £ 44

com &, = 4, d, =15 e 4, = 16. Entac

2 3

Y., ¢ 15,4, + 16, a, £ 44

i 2 3

0s conjuntos de solucoes de (2.15) sao
§1 = {1, 2, 3} 8 _ 32 = {2, 0, 1}

Este resultado nos diz que d = {146, 15, 15} para ﬁE

.32,

(2,15)

e d = {14, 14,

16} para ﬁzw Do crit@rie de selegac (lewicografice) temos que ¢ conjunto {14,

15, 15} & lexicopraficamente maior que {14, 14, 18}, Portanto, d = {14, 15,

15},

(O Problema ITI, inerentemente combinatorial, consiste da  determina~

cao das sub matrizas 6, e 6 ral que 14, 15, 15. & verificado, Mas os digs 830

resulvados da soma dos pesos de Hamming Wir ® Wiy isto 2,

WL, para 1£ign

Uma possivel solugac deste problema combinaterial B

g ® 7, g 8, Wyg 7 o= Wy = 7, We, 7, W, = 8

y11

& as correspondentes sub matrizes sao
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M1001110011 0100011 1E1 10

01111101101 lt1111110000

Note que & solugdc do Problema II forneceu o numero de palavras do
codigo com as distincias de Hoemming dlg-ﬂz e dqy.  Por gutro lade, a sclugac do
Problems 11T fornesceu as sub matrizes geradoras do cbdigne que realmente geram
as palavras do cOdigo com 05 pesos aspecificad#s e com o numere fornecide pela

sclugae do Problema TX.

Se iste nao tivesse oporrideo, teriamos gue resolver novaments o Pro-
blema II com a slteragao dog valores de di PATA éi - 1, e novamente resolver o
Problema TIT. Se os resultados ndo forem iguais, voltariamos a alterar os Glbi~
mos valores de d; de uma unidade. Esse procedimento s0 ird revminar quande for
possivel eﬁcanﬁrar gub matrizes gue perem as palaveas do cbdige com os pesos

pepecificados no Problema I3,

2.6 ~ ALGORITMO DE SELECIONAMENTO *

Das ség&es anteriores podemes noncluir gque das propriedades de con~
servagae de Fluxo e maximo fluxe ¢ limitante superior da Py atings seu menoy
valor, A consaguencia imediata deste fate, faz com que a cardinalidade do con-
junto original seja reduzida sensivelmente de qh“n’(v%l} AT A @h‘ﬁ°vo Somante
esta vedugas nae & suficiente para alcangar o objetive de busea num  conjunio
com cardinalidade pequena. O nove passo nessa divegan utiliza da solugao do Pro

blema IT conjuntamente com a do Problema ITY. Isso faz com que a cavdivalidade

* b & . b
do conjunto resultante da solugac dos ProBlemas II & LII sela g COme bem pode
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ser viste do Problema II e IIL. Ainda assim a cardinalidade & grande dependendo
dos valores de ¢ o b obviamente, pOYEm, € @ MEnoT que §& COnsRgué com a redugas
do problema de determinagio do maximo fluxo numa rede. 4 proposicao de um algo-
ritmo gue rvesolvesse esse problema em te&pé polinomial seria sm  resultade fan-

tastico.
O preocedimento  de busca axaustiva dentro do conjunto vesulfante da

solucao conjunta dos Problemas IT e 111 passa a ser o modus operandl,

Hste procedimento de busca utiliza dos seguintes elementos: fungao
snumeradora T{z} descrita por um polindmico em z tendo como coeficientes o para-
metro ﬁﬁ onde D & a funcao de Bhattacharyya e 8§ o peso de Hawming _acumuiada
sssociado 3 um caminho na rede. O grau do polindmic caracteriza o ervo de deco-

dificacdo, ou seja, o nimero de bits de informagdo em erro.

Fm geral T{z) & dada por

onde  Yia G, ﬁi, pars 1 » 1 sdoc constantes inrelras.

. - b . . o - \
Seja A uma arvere g —aria assim congtituidal o npumsrc de ramos saln-
. e o B - b - .
do da raiz & (g" - 1) e para cada um desses nos saem ¢ ramos ate uma profundi-

dade v+l com v podendo tendar a infinite.

Para facilitar o entendiwmente e descricao do algoritme VABOS supor
gue g=2 e que esse arvore tenha profundidade v+ 1. Desta forma feremos uma
srvore bindria com a primeira transigac da vaiz com (2b-1} elementos & V+1

ramos de transicoes da raiz at€ o nd termimal.

Rsta Arvore caracteriza eventos de errc quando assumimes que & se-
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quéncia nula for a transmitida. Deste modo, se houver uma transigac na arvora
bindria isto acontecerd devido 3 um erro de decodificagao. Todos os rames que
seguem a esta primeira tramsicac estao associades & seguinte vegra de éﬂuvenw
.ggaz decodificagao eorreta de bits de informagac "0V wove para cima e decodifi-
cacao erronea de bits de informagao 1" move para baixo. Sempre que houver uma

decodificacan erronea a variavel s aparecerd no polinomis.

Seguinde esta c@nvﬁﬁgﬁe a sabendo que By esta relacionada com a deri
vada de T(2) com relagdo 3 z, a “défa chave do alporitme de busca @ conjunta
mente de minimizar os coeficientes de [dfdz] T(z) e maximizar os expoentes de

B,

f

Bm geval, procuras-gse fixar ay = 4, para o caminho mais curto na arve

d_+ I quando v & impar. Devemos sa-

i3

re de decodificagao guando xﬁlé par e a,
lientar ainda que a, representa o nﬁmgra de conexoes entre os cu-sxclusives e
os registros. Através de uma escolha criteriosa, embora heuristica, distribue-
se a distincia de Hamming ac longo do caminho mais curto de forma que esta soma
iguale o valor da ay @ pragervando a grépriadada de maximo fluxo., A canﬁﬁquéﬁ
cia desse passo & que uma conexac tentativa entre ou-exclusives o registros fi~

ca estabalecida.

M

© passo seguinte & o determinar os fluxos dos ramos ac longo

3ﬁ%z%j

das {(v+2+3) transigces. Para tal temos:

i) Indcialmente fixe § = 0

i3 +1 i A . [vd para iv}], rearrvanje as cong
ii) Pava v+ 1 impar {paz]s S8 8043 254145 [\ P }]g 3 ¢

xoes abtg que pelo menocs av+2*§ = avéléj
, = ; i 5 Fluxos s {3+ moE a0 longoe
av%ﬁ%j > av+1+3’ determine os fluxos para os v+ 3+ 1} ra s

do cawminho
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iy} Compare a Com a Se for mepor, rTearranie as conexoes tal gue os

Vi3] wal+”

walores antericres muse violem a <déia chave. 3Se mailor ou igual, faca
j=3+1 e siga pars iv). Repita este procedimento até que todos 0s vamos

da Arvore de decodificacac com profundidade v+ 1 sejam determinados.

Este algoritme possibilita gue uma busca rapida seja realizada e
como resultado teremos: o polinfmio enumerador do cbdigo bem como  as CONBROES

dos ou-exclusivos e veglstros.

A4 seguir apresentavemos ay Tabelas dos codigos Orimos para uma gama

varizda de memerias e bLaxas.



onde

taxa

o e T

1/3n
1/(3.a%1)

1/ {3.n+2)

Laxa

Pt

1!3&
1/(3.n+l)

14{3.n+2)

Tabela 1

Membria w=2, GF{2)

B.n gt ?Q*R
8.ns? 5n+1 ?E.n
P ﬁnéi ?2,n+1

Tabaela 2

Memoria w=3, GF{2}

d, funcao g
10.n 13% 158
10043 13t 357
10, a6 13® 1507t

x® significa que o valor x aparece a vezes,

e e ke

e g st b e S s el S i 8

a7,



Taxa

90 1. el

179

1718

1411
1712
1413
1714
1/15
1716

£axa

1/%

1710
1/11
1/12
1/13
1/14
1/15
1/16

36
43

48
52
56
&0
B4

4%

50

54
59
653
&8
72

Z5
25
25
25
25

25
25

51
45
&7
31
47
47
47
&7

Tabela 3

Membria w=4&, GF{2}

25
45
25

25
5
25

fungao geradora (octal)

33
33
33
33

i 27

27
27
27

35
33
33
33
33
33
33
33

33

33
a3

a3
33
33

Tashela 4

37
37
35
35
33
33
33
33

37
37
37
35

35
33
33

Memdria w=235, BF{2)

47

53
53
51
51
31

53

65
35
57
57
53
57
57
5%

37

37
a7
35

35
35

37
3
37
35
35
35

37
37
37

35

37

37 37

37 37 37

37 37 37 37

gun§§o gevadora (cctaizé

635
&5
&3

57
57
57
63

&7
&7
553

85
63
63
a5

i
75
3
71
67
65

4

e

67

77
75
73
73
57

&7

77
75
73
75

- 71

77

i3 77

15 75 77
7375 7% 73

38,



1/9

1410
1711
1/12
1/13
1/14
1/15
1/16

Laxa

119

1/10
/11
1i12
1713

1/14
1715

1/15

48
51
36
&1
&6
iz
76
82

117

115
115
115
115
115
117
117

251
225
225
225
225
225
2%5
231

123
115
1315
17
1317
117
127
127

165
225
257
257
257
257
235
i35

127
127
125
125
125

125

127
137

Tabela &

Membria w=8&, GF(2}

funcac geradora (octal}

137
133
127
125
127
127
131
13l

155
145
151
135
135
135
135
133

153
137
137
133
133
133
131
131

6% 171
157 165
157 163
153 157
153 153
133 155
135 153

Tabala &

Memoria

135 137

175
173
173

167

157
157
153
153

=7, GFLD

funcdo geradora (octal)

273 311
275 275
277 2%7
277 277
267 277
2R7 287
25T Z&Y
257 267

337
313
315
315
277
277
267
267

337 337
317 357
327 331
327 331
315 337
277 315
277 I¥F
275 277

345
363
353
343
331
327
315
277

175
173
173
167
167
155
153

365
355
351
345
331
327
31%

175

171 173

171 171 175
171 171 175
157 171 171
135 157 171

363

355 363
351 355
345 351 355
331 345 351
327 331 345

39,

175
175 175
171 175 135

353
355 363
351 355 363



Tabelg 7

Memoria w=85, GF{2)

taxa i funcao geradors {octal}

175 31 467 531 335 675 747

1/6 37 475 545 553 677 711 727

/7 44 4557 463 B25 673 73T 731 755

1/8 50 513 533 567 625 G47 671 717 F73

179 56 471 515 527 537 653 661 673 747

L/10 62 467 B37 547 571 625 653 &77 711
~ Tabela 8

Membyria v=1, GF{2}

taxa 4, funcio geradora {octal)
2/9 12 733 547 714 473
2/10 13 1760 0177 0774 1037
2/11 14 3163 1755 1677 3760
2/12 186 7760 0377 1774 3761
349 10 760 076 651 370 742
3/10 11 1740 0374 0547 0770 0037
3411 12 3434 Q770 2133 2525 2752
3/12 13 7740 7036 3147 4614 7660
418 8 160 . 074 063 252 265 232
419 8 740D 146 264 453 170 147

4711 ii 3740 Q3% 0707 L6325 3700 030

75
725 773

147

1313

1361

0367

170 118
716 444
35316 1225

44,



taxa

279
2/11
3/5
3/7
/8
3/10
3/11

23
28
10

14

iz
22
24

13
23

12
13
16
i8

732
3163
23
130
34
1740
1524

33
3163
23
131
360
1740
3434

547

1755

35 24
036 063
076 227
0370 1167
0372 3113

Tabela 9

Memaria wvw=2, GF{(Z}

funcac peradora {octal)

547 714 473 157
1755 w77 3780 3617
35 i2 25 Q6 16 25
036 063 125 071 162 (58
014 227 146 073 33 370
0374 0547 0770 0037 1313 D525
QF7G 2133 2525 2732 1381 3314
Tabela 10
Memoria wv=3, GF{2}
funcao geradora {octal}
714 477 167 732
1137 1762 1656 3563
15 46 32 25 31 36
127 Q71 182 057 033 147
146 073 303 330 A3 033
0770 D037 1313 (525 0553 1662
2273 1646 3115 1742 D672 2457

41,

723

3163

31 36
333 126
066 033
0553 1660
476 2547

473
2746
25
114
313 125 346
1272 (317 0546
1343 2336 1534

335
1437
12
121

34
0532



Laxs

275
247
279
2711

14
21
27
34

32

113
536
3056

15
76
647
1771

Tabela 11

Membria v=4, GF{2)

fungao geradora (octal)

13 37

033 055
554 333
3247 1355

34
136
374
0337

22
145
672
274z

15 31
131 158
533 735

3456 3563

2.

26 13

174 073
762 175
3346 2437



43&

Referencias

P, Elias, "Coding for Woisy Chamnels,” JRE Cone. Reo., Part 4, pp. 37-47,
1955,

J.M. Wozencraft, e B. Reiffen, Sequential Decoding, MIT Press, Cambridge, Mass.,
1961.

¢.0. Forney, 'Convolutionazl Codes I: Algebrais Structure,” IBEE Traws. Inforvm.
Traory, Vol, TT~16, pp. 720~738, November 197G.

J.7. Cdenwalder, “Optimal Decoding of Convolutional Codes,” Ph.D, Dissertation,

University of California, Los Angeles, 1970,

¥.J. Lavsen, "Short Convolutional Codes with Maximum Free Distance for Rates
1/2, 143, 1/4," IEEE Trans. Inform. Theory, Vol, 1T-19, pp. 371~372, May
1973, * '

#. Johamnesson and E. Paaske, "Further Results on Binary Convolutional Codes
with an Optimum Distance Profile,” JEBE Trane. Inform. Theowry, Vol. IT-24,
pp. 466168, March 1978,

L,R. Bahl, and ¥. Jelinek, "Rate 1/2 Convolutiomal {odes with C(omplementary
Generators,” IEFE Trans. Imform. Theory, Vol, IT-17, pp. 718-727, Hovember
1971,

%, Paaske, “Short Binary Convolutional Codes with Maximal Free Distance for
Rates 2/3 and 3/4,% IEFE Trans, Inform, Theory, Vol. IT-20, pp. 683~638,
Seprapbar 1974, '

J.B, Cain, €.C. Clark, Jr., and J.M. Geist, "Punctured Convolubional Codss of
Rata {(n-~1)/n and SHimplified Maximam Likelihood Decoding,” JEEE TProns,

Inform, Theory, Vol, IT-25, pp. %7-100, January 1%79.



by,

J.L. Massey, and D.J. Costelle, Jr., "Nonsystematic Convolubtionasl Codes for
Sequential Decoding in  Space Applications,” IEEE Trans. Comn. Technol.,
Vol. COM~19, pp. B806-813, October 19871,

L.N. Lee, "Short Unitv-Memory Byte-Oriented Binsry Convolutional Codes haviag
Maximal Free Distance,” IJEEE Trgns. Inform. Theory, Vel. 1T-2Z, pp. 349~
352, May 1976,

0.6, Daut, J.W. Modestino, and L.0. Wismer, “New Short Constraint Length Con-
volutional Codes Constructions for Selected Rational Rates,” IEEE Truns,
Inform. Theory, Vol. IT-28, pp. 794800, September 1981,

A.J. Viterbi, and J.K. Omura, Principles of Digital Commmication and Coding,

MeGraw-Hill, 1979.

%, Palazzo, Jr., “Analysis of Periodic Linear and Nonlinear Trellis Codes,”

Ph.D. Dissertation, University of California, Los Angeles, 1984,

R, Palazze Jr., ‘Ney Short Constraint Length Comvolutional Codes Derived From
a Network Flow Approach,” Abstracts of Papers, International Symposium on

Information Theory, Brighton England, Julho, 1985,

%. Palazze Jr., "Ou the Relationship between the Hinimum Bistance of Coove-
luticgal Codes and the Maximum Flow in Networks,” 49 Simpdsio Brasileiro de

Telecomunicacoes, RJ, Setembro, 1983,

®. Palazze Jr., "A New Alporithm for the Combinatorial Optimization Problem of
Convelutional Codes,” a ser submetide ao IBEE Transactions on Information

Thaory

%. Palazzo Jr., “The Inherent Computational Complexity of CGood Cenvolutional

Codes,” a ser submetide ao JEEE Transqotions on Information Theory.

I,A, Heller, "Short Constraint Length Convolutional Codes " Jet Propulsion
Lab,, Califorwmia Inst. Teplnol., Space Programg Swmurry 37-34, Veol, 3, pp.

171~177, Dot./Sov. 1968,



L.R. Ford, and D.R. Fulkerson, Flow in Networks, Princeton Univ@réity Press

{Princeton, N.J.}, 1962,

CG.5. Lauer, “Some Optimal Partial Unit-Memory Codes,” IEEE Trans., Inform.

Theory, Vol. IT-25, pp. 240-243, March 1979,

. Lin, and D.J. Costelle, Jr., Ewrror Control Coding: Pundomenicls and  Appli-

cationa, Prentice Hall, 1983,

R. Palazzo Jr., "A General Relationship Between the Maximum Flow in Networks
and the Minimum Distance of Convolutional Codes over GF{g), Jdrd. Joint
HSER-gvediah International Workshop on Information  Theory Convolutionagl

Codear Multi~Useyr Copmmication”, Walo 24~30, 1987, Sochi, USSH,



CAPTTULG 2

CODICOS CONVOLUCTONALS VARIANTES NO THEMPO
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3.1 - INTHRODUGAC

0 que vimos uo gapitulo 2 fol hasicamente um nove matode de descri-

cao o andlise de cidigos comvulucionais especificos ¢ invariantes no tempo.

A especificidade estd diretamente relacionada com o nimero de digi-
tos  que deverao ser acrescentados  aos digitos a serem codificadas. e caso em
qmssﬁge o comprimento dos digitos a serem acrescentados iguaia a memoria do cow
dificador. |

4 invariBnciz no tempo implica gque as conexoss  entre os registros €

somadores mod g sao mantidas ac longo de toda a operagac de codificagao.

Neste capiltuleo, estaremos shordande aspectas de detarminagao de eddi
gos convolucionais especificos, porém, com as conexoes varisando com o tempo da

uma forma peribdica.

4s consequencias  dessa alterndncia serdc detalhadas na Segao 3.2

onde a funcao enumeradora destes codigos sera apresentada,

Na Segao 3.3, iremos mostrar como arpaves da estrutura matematica es
cabelecida podemos determinar codigos Ztimes varisates no tempo & compara~los

com o codigos drimos invariantes no tempo. .

o

Na Segao 3.4 apresentaremos as condicDes necessarias para que as cas
racteristicas de protecac desigual acs hits a serem codificados possam ser exw
ploradas com eficiBncia, Dois critarios serfo discutidos e dada a "equivaldn-

cia" entre os mesmos, um 50 sevd utilizado na analise.

3.2 -~ FUNCAC ENUMERADORA DE CcODTICOS CONVOLUCIONALS VARIANTES ND TEMFO

4 metodologia utilizada na sistematizacio da enumeragdo de cbdigos
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convolucionais invariantes no tempo fol a de wodelar como um sistema linear di-
namice e discreto,

0 meswo procedimento serd agui utilizado, porém, adaptado & periode-
cidade das equagbes de estade e de saida.

Para o estabelecimento das equacoes de estado e de salda a seguinte

propriedade & importante,

Propeiedade 1 @ Se x, e x5 sao palavras de um codigo linear C, entac x, @ %

também serd.

Szia

W, o®m i, . b & X, = U, » G
enta

%, W, T e . i w. » i

ek, ﬁﬁ*ﬂ T ® 3

i

{5‘3:1 ggj} . G

Como u; & gj sho dados de entrada n-dimensionsis, sua soma mod g tambhEm serd um
. . . il T
dado de entrada n-dimensional, pois os g dados de emtrada deven coincidiy com

-

todos ps possiveis vetores n~dimensionais. Assim, se
w, & u, =u
T i B

segue que

%, & x, = ou .G = %
3 e % —p

que, portaante, & uma palavra do eddigo.
Agora indo um pouco mais alfm, seja C um codigo conatituide de M palavras n-di
mensionais, isto g, C = ilﬁiy_ﬁzs vy §%§}a

Da Propriedade 1, temos
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lrgs %y s Bd = B Oxe %, @,

onde ko= 1, 2, ..., M e % = {0, G; cxuy 0} = O
3 1 , 3 5 . en 3 ¥ = e
Seia W(Eg} o peso de Hamming da pala?raq§ie Seja w§§}, ﬁk) w(l, §&>
para todo k inteiro menor ou igual a M,
Ita Propriasdade 1, o conjunte W = {wl, Hay enes wﬁ} de todas as palavras do oo~

digo naoc nula iguala o conjunto W = {w{xi,-xj) s TLi<H) com LLigH,

Como podemos associar um caminho na trelica @s palavras do eddigoe €,
entao acabamos de mostrar gue ns codiges convolucionais varisntes wno tempo sao

chdigos lineares.

Dessa forma, o diagrama de sstado pode ser modificado de modo a for-
necer uma descrigac dos pesos de Hamming de rodas as palavras nao nulas do eo=

digno,

De uma forma geral, couvsidere dois sistemas lineaves discratos Li &
ZZ' Iremos supoy que a evolucae temporval de tals sistemas sigs o seguinte wodo
de operacac: o sisrema L, entra em operagac ao intervale de tempe 1€ ¢ & i+1

2 o sistemna Ly no intervalo de tempo 1+1 & £ € 1+2, isto'8, os sistemas L, &

L, operam ciclicamente,

As mquacoes de estado e de salda para este processo podem ser descri

tas matematicamente através do sepuinte argumento: um estado qualquer no siste-
ma L, i=1, 2, no instante de tempe t=u pode ser aleangade a partir de qual-
quet estado no sistema antevior &ég no instante de tempo t=u-1, pala aplica-

cao da matriz de transigae, A, , correspondente ao sistems L, a0 estado perten

cente a Li ou & partir de uma condigac inicial By
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A equacdo de saida T; do sistema L % obtida pela multiplicacao da

matriz ﬁi pela matriz de estado do sistema Ljﬁ

Matematicamente Lemos

Sistema Ll
Eifi + 1} = &.I{as.} . EQ{U} + By | {3.1)
?1(u} = HE{Q) s Ez{u} . . (3.2}
Sistemna &2
ﬁziu + 1y = &2(u) . El(u} 4 Bz . _ {3.3)
?2(3} = Hziu} . ﬁi(u) (3.4}

A equacdo de saida total & dada por
T{u) = ?l{u) + ?é(u} o {3.53

Resolvendo-se (3.1} e (3.3) ¢ substituinde em (3.2} e {3.4), a equa-
cas (3.3} fica completamente determinada. As definigoes de Ei(u}g Ai{u}a ﬁi{u},
ﬁi e ?i{u) segusm exatamente aquelas apresentadas no Capitulo 2 para sistemas

invariantes no tempo.

Devemos salientar que a rescursividade da solugao da equagao de esta~
do para sistemas variantes no lempo segue exatamente Zquela pare sistemas inva-
riantes no tempe com o cuidade especial ac fsto da existenciaz da dependencia da

condigdo iniclal quanto ao sistema L, e Lg.

Para o sistema Li taremos

'Ez(ﬂd~1) = él(u}ﬁz(UMl)%l{mwl} + ?gl(i.z} . 32 + E},
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para a primeira transigao.

Para 0 sistema sz teremas
Eziu~%1} = Agiﬁj «§}€u~*l}ﬁziuﬂ*1) + Aziﬁ}ﬁl + EE

rambém para a primeira tramsigao.

Com a2 evelugao deste processo no Lemps, notamos que a manriz de tyran
sicao resultante de cada sistema sao multiplicadas seguindo uma determinada or-
dem & gue, portanio, uma atengé@ aspecial tam que sev romada uma ver que mulei-

nlicagac de matrizes nao 2 comutativa.

e modo a termos um tratamento mals formal do problema em considera~
gao, iremos primeiramente estabelecer algumas notagoes gue seran utilizadas no

cranscorrer do desenvolvimento da fungao enumeradora.

Seja % = {xu, ®

se., X} uma seguincia de dados de eatrada
DA,V w

ukl”®
com inicic no instante de tempo t=u em algum estado 5y pela aplicagao de uma

ODETACED G, = terminsnds ne estado Sj e instante de tempo T = v com

¢ o~ u > u+l e v a memdria.

Seja G, com {=1, 2 duas transformagoes lineares a serem aplicadas
de wma Fforms periddica ac conteldo dos registroes, isto &, iremos SupoT  que no
instante t=2u e £=2u+l, b bits de informacio sao armszenados nos registros @

que G} e G, 280 apiieadag'prﬁdaaiﬁda n simbolos.

Note que X _ gera um caminho na trelica onde cada palavra do sodige
B
de ramo esth zendo perada pela aplicagao de Gi afou qu
Da Propriedade 1 e como G, & N sap transformagoes lineaves, o codi-
oo de salda terminade no instante t=v forma um grupo, portante, o cédigo & di-

to um codige de grupo. A consequéncia deste fato 2 que "a sequéncia de dados de



entrada tods aula” pode ser invocada. Entao, poderemos representar cada codifi-
cador de estade finite por um diagrama de estado particionado juntamente com

uma funcional descrevendo a selegio peribdica da salda dos codificadoves.

Supontiamos que cada codificador de estado finite tesha taxa sem di~

- 1 . L - . o
mensap T —. Seja z uma variavel independente. Defina Gy como sendo o fungso
n i

distorgao, isto B,

1, e ‘§ﬁ$v(k) # % {k)

b 1 M

0, se® §h¥v(k) m-ﬁﬂsyik}

onde % v{k} significa o k-Bsimo dado de entrada da sequencia £,

e % (k) o
# ? et T

k~Bsimo dado de entrada estimado da sequéneia X .
tk ¥

Seja E., B, H, e A

H, : matrizes com dimensces (M~1) x1, (M~1)=xl,

LTx{d-1) e (M~1) x{(M~13) representando oz estados internos, condicao inieial,
condicio de salda e transigao emtre os estados do codificador de estados Pinito

com i1i=1, 2 e Mﬂﬁhv@

No infcio desta segao foi levado em consideragdo o case onde a perip
dicidade era 2. Irvemos agora generallizar para uma periedicidade arbitraria W.
Novamente, o objetive & & representagac de cada sistema atraves de suas  equa-

goes de estado e de saida. Pava tal, seja ¥ a periodicidade da combinagao dos

=

sistemas lineares discretos L, com 1§ i<W, Seia £; os patadns internos no sis-
Lema Li no instante t=p. Estes estados podem ser atingides a partizr de qual-
uer estado interno do sistema L, ne instante t=gp~ 1 pela aplicagao
UL S8t ' (i~1imod W # P # 5

da matriz de transicao, Ai’ sorrespondente as sistema &i ou a partir da condi-

cao inicial B..



53.

Matematicamente isto pode ser descyito por

.= B, ¥

: B, &i s é{iwl}mad W’ 1£1¢W : {3.6)

b

A equagao de saida T, do sistema L, # obtida pela mulriplicagde da

i
matriz condicde de saida H, pela matriz dos estados inter £,

¢ Hp os estados InLernos Go. 44,4 y do
sisTema L{iml}mgd W isto e

’:f = g" " g

7% 2i-Dmed WO leigy | (3.7)

¥ de cophecimente geral que a praba%iliéade de erve de hit & limita-

da zupericrmente por

11
P g o e (D, 2, Gyn G eees O (3.8)
b 3 # B 3 ¥

b dz e z=1

{uandoe v ﬁ-§3 Lemes an cada palavra do eodigo de vamd esti asspoia~
da 3 um bit de informagao. Como Yys Ggs wees &w sao eventos mutuamente exclusi-
vos, isto &, guando uwm  ervo de decséificagga peorre no sistema &i um arro de
decodificacio nap pode ocorrer no sistema Lj’ i#1, uma vez que & decodificagao
no sistema Lj ainda estd para acontecey. Consequentemente, mi=ﬁlg ﬁ5436. Dara
j# i

Se fixarmos o dado de entrada como "07 na sequencia roda nla
anbdo » ?bial, B, .., 0) E a fungac enumeradora de todos os eventaos -de
erro cuje bit do dado de entrada decodificads 8 1" no instante t = du; para

todos os caminhos que divergivam do caminhe corveto antes do instante t = Zu e

remergiran posteriormente para o caminho correlo.
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Representaremos tais fungoes por

L Tood ) |
P‘i}i"g?b({}s ey ais sy ﬁ) ‘55’{; @-1(3}33; als g %) . {3;9}

zmlg{,‘;iﬂl,ﬁij e}

para J#1i.

Come esges eventos zao disjuntos, a probabilidade de ervo de bit to-

tal &, pela uniac de eventos, dada por

Explicitamente, a solugac de (3.6), {3.7) e {3.8) & a seguir apresen

tada para um W qualquer.

W1 -1 fw-1 [yt _
£y {z - ;j@ A s . 2 i{ By By * By (3,10}

vy
§

ik—»l' E < W-1 -1 {wfy-i F“l ”E
go= 4t noa 3.l 0 4, A7 lnoa, e +B 1+
e s Ak i {o W1 v=1 |m=0 ﬂw %J Wy i

cf k=1 k=1-n

+1 3 T & )8 +B ., 1lgls¥-~i {3.11)

a=] gl _.

T (D, 7, o y = Sy +H d g (3.12)
g Br By oeeey By ae ol " 2a " Pnel Y gz 2a :
@

-1

1 i ' d

Py & f e 7 T (B, 2, 0y wos Ued + - Hy o Bt H, L — & (3,13

B : » # ] h
{2&%} L‘iml B i ' dz * & j
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3.3 ~  CODIGOS CONVOLUCIONATS VARTANTES NO TEMPO

Desde a conjecturs apresentada por Costello, isto &, gue os cddigos
convolucionals ado sistemdtices e variantes no tempo possuem distfnclas iivfas
maiores do gue as distancias livres dog cfdigos convolucionals invariantes no
rempo, tem conduzido um nimero de pesquisadores A tarefa de determinagac de tals

codigos com a finalidade de confirmar tal conjectura.

Moosey determinou que algumas ccmbinacgoes perindicas de codigos con-
volucionais invariantes no tempo atingem os mesmos valores das distdncias 1i-
yres dos codiges convolucionais Btimos invariantes no tempo, porém, com um nime
ro médio de caminhos com peso ¢ por instantes de tempo, N, e um nimere medio
de bits de informagzo em erro por instante de tempo zo longo dos caminhos cowm

peso 4, I, menorses do que 0§ frvariantes no tempo. Entretante, essas combina-

cfes periBdicas s3o somenie para o caso em que a memdria v = 4, taxa xr = 1/2 e

L -
com peripdo ate 3.

Nesta segao, iremos apresentar uma combinagae periddica com memdria
\Q%E. e tama v = 2/3 com distBncia livre maior do que a distincia livre do me-
thor oodigs convolucional invariante no tempo, bem como combinagces periddicas
com gualquer periodo T de codiges convolucionals invariantes no tempo com v = 2
2 Laxas v = 1{(35%»1} para o 3 1; algumas combinacoes periddicas com v = 4, fa-
wa r = 1/2 e periodo T = 2 e 3 tal gue a distancia tivre & a mesma mas zom N e

1, menoras do que N e I, des melhores codigos imvariantes no tempo.

3.3.1 - Preliminaves

De mode a uwtilizar uma notagao caracteristiea de um grupo de pesgui-



56,

sadores em codigos convolucionals sem gque novos simbolos sejam introduzidos

iremos a seguir estabelecer explicitamente tais parimetros.,

Seiam i“ et 4 representagac das b-uplas e n-uplas dos digitos de
entrada e saida, respectivamente, mo instante de tempo u para o codificador coun

volurional binaric com wu = 0, 1, Z, .. »

Seja v a memoria de um codificador variante no tempo descrito pelas

matrizes'ﬂi{m}y com dimensao bxn, 0Ligy e u=0, 1, I, ..., tal que

, ey G500 u=0, 1, 2, ,,, {3.14)

i 2

s
B
ot
e d

onde i& = § para u<i,

fe @j{u} = Gj'para todo 3 o8 u, entan o codificador & dito ser wm oo~

dificador convolusiocnal invariante no tempo.

Be Gj(u} = Gj(umPT} nara algum T positive, para todo i e u, entan o
rodificador 8 dirto ser um codificador convolucional pariodicamente variante no

tempe com periode T.

Sejam i e b 4 renvesentacie das sequinoias de eatrada e
I [w,w) © "o, P & 1 ‘
saida, respectivamente, sobre um intervalo de tempo que inicia em u e terming
em v-~1, i8€0 8, u, utl, ur2, ..., v=2Z, v-L

- n

Seja 4 a distancia Iivre de um cBdigo comvolucional, iste &, a me-
nor distincia de Hamming entre todos os pares de sequincias de salda, t[pﬁaﬁ
resultantes das disrintas sequéncilas de entrada i{ﬁgm}u Pquivalentemente, 4 @
O MEnoT w{k§g?m}} gque possa ser obtido gquando i[?sw} # 0, comw{-} sendo o peso

de Hamming. Para os codipes conveolucionais periodicamente variantes no tempo,

4. & squivalente aoc menor w(i[? m}} que possa ser obtide guando iib ) # 0,
¥ B ’



57,

Um fato que pode ocorrer @ gque tanto os cbdiges convelucionals lava-
riantes no tempo guanto os pariodicamente varianites no fempo apresenten 3 mesma
distancia livre. Deste modo, de forma a resolver esse impasse, mesma d_, algu~

mas alternstivas devem zer definidas.
Defina Nm como sendo o nimery medic dos caminbos com distdncia @w
por instantes de tempe & I como o nimero médic de bits de informagao eyroneos

por instaste de tempo zo longo dos caminhos com distincia g, -

Com estas definicoes as altevnativss para solucionar o impasse men~
sionado acima ficam estabelecidas, & saber, a primeira alternativa estd relacio

asda com K, e a segunda com I .

Matematicamente, N e I sao definides por

N N O .2 : .
R, = %& .‘.&E} oy 3’[{?,1{;’} # 0 e wit [ng)} w dmg '{_3*1;‘5}
. :
1 = L ) wii ) (3.16}
w T [@ 9’”} ]

: [0,2)e5

respectivamente, onde § £ o conjunto de seqiéncias de entrada a direita de
{3.15).

Poderfamos ter chegade 3 (3.15) e (3.16) através da teenica de fune~
¢cio de transferéncia dinfmica que por sua vez & uma generalizagio da tecnica de

funcho de tvansferéncia para cbdigos convolucienais invariantes no fempo.

3.3.2 - Os Hovos 0bdiges

Da sub secdo 3.3.1 temos que o crit@rio de orimalidade a ser adotado
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guandoe da comparagac dos cddigos convolucionals perlodicamente vaviantes no
vempo com periodo T com os coodigos convolucionals invariantes no tempo serd ba-

seade nos paramefvos 4, N e T .,
el fn) LEr

Definiremos a supericridade de um codigo convelucional pericodicamen—
te variante mo tempo com periede T com velacao 3 uwm cddigo convolucional inva~-

riante no fempo se agquele:

1) possuly maiar_dw; ou

?) possuir mencres valores para N e I quandp do impasse da distaneia 4 .

Baseado neste criteric de otimalidade e sabendo que a estrutura de
¥ A ) ] oy w
treliga gerada por (3.14) e clelics, spresentaremos & Seguir um cadigo convolu-
@ £ * a* " *
cional periodicamente variante no tempo com pericde T = 2 apresentando ums dig~
tancia livre maior gue a distdncia livre do cddige convolucional invariante ne
tempo. Dessa forma, satisfazendo a condicas 1) do eritirie de obimszlidade. Esta

combinagio peribdica consiste de deis codiges invariantes ne tempo cada com me—

moria v = 1, taxa r = 2/3 e perfode T = 2 com matrizes geradoras & = {Gé, G%}
2 Gz = {Qg, Gi} respectivamente, dadas por
. i 1 1 . 1 & i
GO = Gl ==
0 1 U 119
@
iif}fg 21@0”’%
g7 o= o, =



LA

LA

-]

1/4
1/4
174
1/4
1/4
1/7
1/7
1/7
177
/7
1/10
1710
1710
1A

1/10

10

10

i

0
G
18
18
is
I8

18

26

24

25

25

25

1/2
2/3
344

475

172
2/3
344

4/5

172
273

3/4

4 /5.

Tabela_i

Membria va=2

o 1/z2

273

374

&f5

12
2/3
3/4

475

172

273

3f4

{5 -

representacao ceral

4

&

39.

57

3 47

57 7



ird

12
172
1/2

Tabela 2

Hemoria

23
23
23

Repreaeﬁtacgawgctal

35
35
35

25
25

17

37

27

33

50,
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Figora 3.3.2.1 - fodificador periodicamente variante

no tempe com T =2,
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resultande em um codigo comvelucional periodicaments variants no tempo e nac ca

tastrafice, {ver Fip. 3.3.2.1)

Qualquer um desses eé&igaé convolucionals invariantes no tempo & con
siderade Ofime com respeito ao critério de m3wima distapecia livre. Os pargmﬁw.
tros d , N e I assumem 05 seguintes valores 4 = 3, N,=1eX = 1. Entretan
te, o codigo convelucional pericdicamente variante oo tempo com periode T = 2
apresenta d = 4, N_ = 2172 o I = 5%/%. Bste & o Unico codigo pericdicamen-
te variante no témpag conhecido, apresentando distancia livre maler  &0 que &

Cdistancia livre do melhor obdigo invariante no tempo.

Uma das maneiras de se chegar ao ?alér de d_ sevia: 1) u&iiizagﬁo
dos algoritmoz padroes empregados na dererminacac dos gédigos invariantes no
tempo; 2) o procediments sistemtico da tfeniea de fungae de transferéncia ding
micay e 33 utilizar do fato de que todo eodigo pericdicamente variante no tem-

po com periede T possue um obdige invariante no tempo equivalente,

& segulr apresentamos nas Tabelas 1L e 2 os cGdigos Otimos periodics-

mente variantes ne tempy com periodo T com os respectives valores de ¥_ e I .

im geral, temos que pars gualgquer n> 1, 0 um inteiro, os codiges pe-
b4 GquE P g 1 3 E

riodicamente variantes no tempe com periode T > 2 com taxa v = 1/(3n+1) pos-

suem distancias livres 4, = 8n+2, N =1 = {T~1)/7, e funcoes geradoras con-

n+l .In 24l

sistindo de (T-1)5 750 o am 8T 7
2 52

chdigos invariantes no tempo, onde

= 5577, Para T = 1, dw « 8n+d, N =1 = I 2 as funggés garadoras sao

+1 .
dadas por 50 1 izﬁ;

3.4 - CODICOS CORVOLUCIONATS COM PROTECAC DE ERRO DESIGUAL

Nesta seqaw, novas classes de cOdigos lineares com protegac desigual
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derivados de ebdigos convolucionais serso apresentados.

fstas classes consistem de cBdigos convolucionais sgpecifices inva-
‘riantes no tempo com taxas T = bim, b 2 2 e codigos convolucionais espenificos

periodicamente variantes noe fempo com baxas 1T = B/n, B » 1.

Empregaremos a funcde distorgio média na selegdo e avaliagao dos cd-

digos lineares com protegac desigual dtimes,

Esta classe de codigos sofre dos mesmos defeitos apresentados pelos
chdigos convolucienais tradicionais, isto 8, a falta de uma estrutura algébrica
faz com que procedimentos sistemBticos de geragac de tais eodicos fiquem lnvia-
hilizaﬁas. Consequentemente, tais codiges sb poderan ser determinados atvaves

de buscas exaustivasg.

3,4,1 = z§tfadu§§a

Desde a introdugso de cbdiges  lineares com protegas desigual por
Masnick Wolf, wmuitos pesquisadores tem estendide e derivado resultados  novoes
sara classes de cbdigos lineares com protegao ﬁe%igual para os casos de prote—
¢io desigual em posigdes Unicas nas palavras de codigo e pa%igges unicas dos 4L

sitos de informagao.

Fstas classes de cadigos consistem de cbdigos com protegio desigual
eTelicos nao sistemBricos, codigos derivados de difevenga de  conjuntoes,
"design” iterativos e concatenados de protecac desigual, classes de cBdiges ci-
elicos e cddigos lineaves de protecan desigual derivados de codigos com compri~

meEntd Denores.

0 obietivo deste secio £ o de apresentar classes de oBdigos convelu~
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tucionais gque sarisfagam a propriedade hisica de cBdigos lineares com protegso
desigual, isto 2, fornece protecho desigual para cada digito de informagao.
.Eﬁias slasses de movos cBdigos consistem essencialmente de codigos convolucio-
nais especificos nho sistemBticos e invariantes no tempe bem comwo periodicamen-

re variantes no Lempo.

Varios pesquisadores estabeleceram, para cGdigos linearss de bloeo,
4 existéncia de codificagan otima e procedimentos sistemiticos para a constru-~
cac de codigos de protegho desipual para posicoes Gnicas nas palavras do cbdige
bem como para posicoes tnmicas dos digitos de informacac, através do use da ma-
priz geradora ou do use da matriz de parvidade juntamente Com O processe de de~

codificacho, que em geral & o processo de decodificacas por 1bgica majoritaria.

fm contraste com a8 clasgses de cddigos lineares com protecas desi-
gual previamente estabelecidas, as novas classes nao a%raseatam wma  estrutura
algébrica, portante, bons codigas 35 poderac ser determinados atraves de bus
ca exaustiva. EntratantG; o processo de decodificacan continua A empregar o al-
goritm§ de Viterbi para restricoes de memdria razoBvels e qualquer  dos algo-

TLEMOS DAY decodificacas sequencial para restricoes de memoria grandes.

3,4.2 ~ Critérios de Selecso e Avaliacao

0 eritério a ser utilizads na selegao e avaliacio dos cbdipos convow
lucionais com protecas desigual nas posigoes dnicas dos digites de informagdo £
& media da fungio distorgio, distorcho média, a gual & equivalente ao concelto
do veror separacac dos codigos lineares de bloce {a, &), com k o nimero de digi

tos de informagao e w o comprimento da palavra-codigo, introduzido por
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Dunning ¢ Robbins .

" g k4 - &
Iremos representar um codige convolucional com memtriaz Vo oe taxa

r = hin por (b, n, V).

Definigao & s Para um codigo convolucional aspecifice invariante ap tewmpo repre
sentado por (b, 1, V) com b 3 2 e codigos convelucionais sspecificos perio-
dicamente variante no tempo sobre GF(Z), o vetor de distovgas meédia d4(C),

46Cy = {41y, d(2), ..., d{b}} serd definide por

" . d .
d{i) = min grau " ?{&13 cers Uy Zy DY, 1£igh

onde #=1, aiﬁ=l @ &j=wﬁ, j#i, T(:) B a fungao de araasﬁergnCiaI para o8
codizes invariantes no tempe ou a fungho de transferencia dindmica para os obdl
gos periodicamente variantes no temps, = % um erre de decodificacan, D & a fon-
¢3o Bhattacharyya e os Q;'s sap fungoes distorgoes tal que o, =0 se os {~E5imos

gigites de informagdc transmitide e decodificade sdo iguais & o, = 1 se forem

drferentes,

Fmbora nesta Adefinicic tevhamos utilizade a téenica de fungao de
rransferencia, a qual se ajusta perfeitaments ao problema, a matriz geradora

semi-infinita § poderias tambdm ser utilizada.

Sob este prisma teriamos § representada poy
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G ‘{;’1 4 & 8B Ge

G 91 PR

& @1 O ¢

onde as Areas em branco sao iguals g zero.

PNesta forma ferlamos

Definipto 3 : Para um cbdige convelucional espacifico invariante no tempo repre
sentado por {n, u, v} com b » 2 e codigo convolucienal paricdicaments wariante
no tempo sobre GF(2), o vetor separacac 4{(C), 4(C) = {a{1y, ..., d{b)} serd de-

finido pov

d(i) = min {w(a. Gy  para cada posicae j fizada somente em N # ¢, 1lsjgh, &

y . =3
as posigoss restantes assumindo qualquer um dag ¥ ~1 walorss oom

u, € GF(E}b IR

i
onde  uw = {uﬁm Uys Uy v..sd B oa saquéneia dos digitos de informagdo com

w, = {u, e wey i e wi+Y & o paso de Hamming.
g ‘ §,17 Fi,a e 1,b} ) P &

As definigoes 2 e 3 poden ser facilmenta gstendidas pave o Caso en
gque ¢ corpo de Galois possue q elementos GF{q}, com g um numero prime ou  uwa

poténcia de um nimero prime.

tmbora ambass defininBes conduzam a eritérios equivalentes, a defini
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cio 2 vai além da definigdo 3 em termos de a mesma fornecer a fungao enumerado-
ra dos pesos dos Bits, a qual & o objetive principal no processe de selegao e
ayvaliacao dos codigos.

% partir das definicoes 2 on 3 pode-se provar a seguinte capacidade
de corregio de vm cbdige comvolucienal com protecao desisual guande empregado

num canal com entradas g-Arias e saida simetricas,

Peovema 4 ¢ Um eodige convolucional especifico represestado por (b, n, v} com
b > 2 eun cbdigo convolucional especifico periodicamente variante no  tempo
zobre GF(Z} com matriz gefaﬁara G & decodificagde de Viterbi ou Sequencial, ga-
rante que o i-8simo digite de informagao serd decodificado corretamente sempre
gque o padrac, de erre apresentar uma distancia de Hamming menor ou igual a

£§d{i} - 1}52} onds [yj representa o malor inteire mencr ou igﬁai 8 Y.

§ evidente da definiche 2 ou 3 que a distdncia minima do cOdige

-

igual a
- & "
i, = mindid{i}, 4(2), ...., dib
dos {401y, 4(D), , dib}}
Se o cddige convolucional com matriz geradora € resulla em um vertor
separacao 4(C) tal que suas componentes nao $80 mutuamente iguais, entan denomi
naremos este cBdige um eddigo convolucional com proteglo desigual com relugdo &

.

posichn inica dow digites de Informagas.
Definiremss A(CY = {d(1), d¢2), ...., 4(b}} come o conjunto ordenado

do vetor separacdo 4(C) de um cddipe convelucional (B, =, V).
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Agsim as condicbes de otimelidade, equivalBncia e mnac catastrofico
desta classe de codigoes lineares de protegho desigual ds posigoes unicas dos

dieitos de informagac podem ser estabelecidas como segue:

PR e p L B o - o . T I
Definigas § ¢ U codigoe convolucional com profegadn desigual &5 pOSICOSS URLCAS

-

dos digitos de informagdo & Ofting se & SOmENte S¢ aho existir nephum outro con~

3

3uﬁtc srdenado 4(CLl) que seja lexicograficamente melhor do que acey.

Definigho 6 : Sejam CL e C2 dols cbdigos convelucionals com protegac desigual
dos digites de informagao. Esses chdigos sao ditos equivalentes se & somente S@
o conjunto ordenado dos vetores separagan de cada codigo sao iguals, isto &,

dtc1y = 4(c2y.

na equaczo (3.10) temos que se

W1

oAy =R

3. =4}

onde T & a matriz identidade, entzo a combinacho peribdica dos cSdiges convelu-

a - ] = A a L il &
CLHONALS &$?ﬁﬁ§fl&ﬂs g invariantes no temps € catastrofica.

Definipao 7 : Seja G = noAg ! 4 matris de transiedo avaliada.



(o= & - - s -y .
Seja O = O, onde 1 &% e v e amemoria do codigo. Entao para todo &, se

s

Q

aa o - b - Ty
i ¢ 1, entac a combinagac naoc & eatastrAfica, Por outro lado, se para pelo

menos um valer de §, Q.. = 1, entdo a combinagdo & catastrofica.

i

4.4.3 - Classes de (Bdigos Convolucionais com Protegao Desigual

Iniciasremos a determinacdo das classes de codigos convolucionais com
srotecio desipual aos digiros de informacao pela restrigae das classes dos eodi

sos que nao poderao ser usados ma protegas designal. Para tal, temos

Fewa 8 @ Um cBdigo convolucional especifico invarisnte ne tempo representado

por (1, n, vV} nao & capaz de fornmecer protecac desigual.

Demovatragas + Consldere um ¢Sdige convolucional especifice invariante no tempo
representado por (1, m, v} Jjuntamenta com sud trelica. Como este cddige & li-
naar, sem perds de generalidades, assuma que 2 sequencia toda nula & transmiti-
da. Um erro de decodificagio ocorrerd nmo instente € = s sé existiv wn camimho
que divirja do caminhe correto {seguéncia teda ﬁuia} ne insgaﬁta o=k oou ante-
riar & ele @ couviria pava o camizmho Correto posteriormente,

Sela §‘m-{&13 dzg ...} o conjunto ordenado dos pesos de Hamming de todos os ca-
minkos aatisfaxemﬁo a condigio de decodificagio errbnea aclma mencionada.
Agora, Assuma que uma decodificacio errBnea temha ocorrido mo imstante € = k!

t

com kY # k. Seja d' = {dig dss ...} o conjunto ordenado dos pescs de Hamming as

sociados & ests condigdo de errol



iG.,

Como o processo evolutive 8 Markoviano e estacionBrioc, as estatisticas associa~-

HH

das a um eventn de erro uo instante t s ke t =k’ SAQ 4% MESmas. Yortante,
» . e i + .a. e 3 o
os conjuntos ¢ ¢ &' sav iguals e gualquer digite de informagac rem & mesma pro

tecdo, ou equivalentemente, possuem a mesma dist3ncia minima.
£.0.0.

Par outro lado, cbdigos convolucionais especificos invariantes uo
Dempn com 4 rﬁprasantagge de v memdrias para cada uma das entradas b-paralelas
com taxa Tt = bfn, B 2 2, fornecem uma proteche designal natural para cada um
dos b digitos de informacac. Iste acontece principalmente pela nao simetriq das

conexces entre os registros 2 os somadores nod 2.

Wa classe dos codigos convolucionais especificos periodicamente va-
riantes no tempo que apresentem o velboy gseparacac com compounentes nas mebuanen—
te iguais, uma gama de pﬂssihiii&aées de tais.cadigos existem. Povr exemplo pode
mos determinar hons cddiges convolucionais com protegac desigual zos éigitas de
informacio representades por (b, n, v} impondo as seguintes condigoes:

-

a) a conbinacdo tem a mesma taxa e restrigae de memdria;

k) a combinacic & constituida de cGdigos com diferentes taxas, porém, com

s
o mesmo marimo fluxo;

£} a combinagao & constituida de chdigos com diferentes maximos fluxes,

pOYEM, COW O MESWO N.

fm geral, o) apresenta codigos com o mesme conjunto ordenado, d4(Cy,

do vetor separagac que o codige Stime invariante no tempe, porem, com we limi-
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tante superior na. probabilidade de erro de bit ligeiramente menor gque squele do
cbdige Gtime iovariante no tempo. Assim, sob o eritério adotado esses cbdigos

s3c equivalentes. Consideraremos somente oS ¢Bdigos so¥ a condigas a).

Conjectura~se que, em geral, os codigos convolucionais pﬁriﬂdiﬂamﬁa“'
te variantes ne Lempe nap 5ao melhgres do que os iavarlantes no tempe sob o orl
tirio da distincla minima, a menos de caso apresentado na sub segao 3.3.2. Enm-
rretanto, alguns dos codiges convelucionais periodicamente variantes no Lempo
stimos ayreséntaﬁ um  limitante superior na probabilidade de ervo de bit mais
acurado do gue o limitante para os invariantes no tempo dito Gtimos. Este limi~
tante mais .aaﬁxaﬁa decorre Ao fare de que alpguns des disites de informagao
apresentam distBocias minimas malores implican&oa de uma maneira global, em om
nimero de caminhos criticos com um nimero menor de bits de informagao eTTONEDS ,
Portante, os codiges satisfazendo esta condican podem ser considerados como oan
didatos para & classe dos codigos cow protegac desigual aos digitos de informa-

gac denominados bonsg,

.44~ Resultados

Atravis do critéric de vetor separagac juntamente com um procedimen-
to de busca, aprasentamog nas Tabelas de 1 a 5 alguns dos cddigoes com nroteclo
desigual denominados bons com as respectivas taxas (R}, submatrizes dos efdigos

comvolucionals na representagdc octal (0}, conjunte ordenade do vetor SRparagao

(4(C)) .
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Tabels 3

Memoria vw=1

taxa c | d(o)
2/3 36 | 23 - (3, &
zi5 . 31 26 25 33 - (B, 73
218 : 37 037 174 237 (10, 11
2781 3163 1755 1037 3760 £14, 15}
2714 37T 33477 37766 Q1777 {18, 193
217 AREN ) 37700 _2@1?7? 1#7760 (22, %%}

2720 3777600 QL7777 G773740 3007777 (26, 27}

e om geral para tazas v = 2/{(3 .0+ 5 5{1} = 4+ b and d4(2) = 4n+7 para

o=, L, 2, 3, ...

Tabela 4

Memoria w=1

taxa ' ' 5553

374 63 05 16 11 12 14 | G, &, 5)
3/6 70 36 13 4 07 62 (6, 6, 7
3/8 %0 074 227 146 073 303 (8, 9, 9)
3/11 3434 0770 2133 2525 2752 1361 (12, 12, 19
sis 16 22 02 13 03 06 14 30 (3, 3, &, 5
447 170 036 115 055 140, 070 056 041 (6, 6, 6, 7

& 7% 740 146 2684 4533 170 147 7in 444 (g, 8, 8, 9)



Tabela 5

Memoria V=3

Periods 2

prupeed

taxa ey ¢

1/8 (25, 26)  ccl - 11 i1 13 13 17
ccz - 13 13 13 15 15

171 {35, 38} oo o~ 13013 13 13 15
: i5 17 17y 17 1Y

15 15 17 17 17

?arimﬁ_ﬁ_ 3

1/5 (15, 16, 17) cey - 13 013 15 17 17
ccz - 11 13 15 17 17
cc3 ~ 13 13 15 15 17
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CAPTTULS 4

CODICOS DE MEMORIA UNITARIA: COMPLEXIDADE DE DETERMINAGAD
g

&?LEQ&@%SES M SISTEMAS CRIPTOGRAFICOS
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4.1 ~ INTRODUCAD

0 problema relativo ; determinacio de cbidigos comvolucionals inva-
riantes no tempo tem sido alvo de extensivo estudes nos Glrimes anos dade  as -
auas caracteristicas de relativa complexidade de implementagac do decodificador
e um bom indise de performance quando comparadas com as caracteristicas de cd-
digos dg wloco sob as mesmas restricoes, ou seja, comprimento das palavras do

podigo & Eaxd.

Desses estudos realizades teve como resultade proposicoes de um ni-
mere expressive de algoritmos. Enfrstanto, um matodo geral para a solucao do

problema ainda @sf® DAYA SEY proposto.

De modo a4 demonstrar a dificuldade iperente deste problema, na Segan
4.2 iremos mostrar, a partir de um pontoe de vista combinatorial, a redugas do
problema de determinagae de bouns cddigos de memoria-unitiria & consequentemente
que bons cddiges convelucionais éspéa{fieas g nac sistemiticos sobre a algebra
de Galois eom q elementos, GF{g), onde ¢ & um nhmers prime ou uma poténcia de

um mumere primo, ao de resolver o problema da mochila (knapsack}.

¢ de conhecimente geral que sste problema pertence & classe de pro-
blemas denominados Polinomiais Nip Deterministicos (HP) Completo, = que & pre-
sumivelmente dificil, pelo menos no plor caso. Comsequentemente, estaremos Jus~—

¢ificando a dificuldade de solucionar o problema de deteyminagao dos bons eodi-

zos convoluclenais,

Como consequencia desse rvesultade, na Segao 4.3 irvemos apragentar
proposicoes de novos esguemas eriptograficos wutilizande os codigos de treliga

lineares e nao lineares como os elementos de cifragem dos textos a seren cripto

grafados. Ha Secao 4.4, iremos abordar asg propriedadas das fungoes armadilbas.
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Finalmente, na Secac 4.5 a andlise da complewidade computacionsl desses cripto-

siztemas sera apresentada,

4.2 ~ CEDIGHS DE MEMORIA-UNITARIA

Antes de entrarmos em consideragio sobre a redugac do problema de de
rerminagic dos codigos ao problema da mochila, iremes estabelecer alguns concel

tos pertinentes A0S mMeSHES.

Seja X, um vetor de dados de entrada b-dimensional, Seja y,  wum vetor

de dades codificados n~dimensional sobre o corpo GF{q) definidos por

x, = <xt1’ Kony Bpas vevs xtb}

Yo = Gy Tepe Yezs oo Vi

respectivomentea.

Sejam G, (t) e G;(r) matrizes bz m gariantes ap teppo com  slemen-
tos em OF(q). Um cbdige de memdris~unitdria (b,n) & definido pela regra de co-

dificagao da seguinte forma

L

Ve = %, ,GG(R} *E o oﬁl(t}, Er8 e x 1*{@

onde O B definido como a matriz linha com todos os seus elementos iguais a zere

e a operacan de soma sende realizada em GF{q).

Se Géit} = G, para bode t e }, entdo o codigo & dite ser inwariante
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no tempo. Se Gj(t) = Qj{t-%T} para todo ] e algum T positivo, entdo o cbdigo &
dito ser periodicamente variante no tempo. De modo a mostrar a redugae & sufi-
ciente que o cbdigo seja invariante no tempo. Assim, nesta secan iremos adotar

gsta hipdtese.

.Eremms denotar o codificador de um cbdipgo de memdria-unitiria com ta
xa de transmissao % = bin e memérié Y péla paralelismo das b enbtradas com
{v+ 1) estigios de registros., Seja d a'distgnaia livre do cbdige, isto &, o
mener pese de ﬁaﬁming entre pares de sequéncias de saida resultante de sequens

cias de dados de entrada distiotes, ou seja, distinela minima sem restricao,

Como visto no Capitulo 2, em geral, os cddigos convolucionais Stimos
cspecificos e nao sistemiticos e os cBdigos Srimos de memoria-upitdria satisfa-
zem  as proprisdades de maxime Fluxo e conservagae de fluxe guando saracteriza~

dos como um problema de otimizagao combinatorial,

Suscintamente, ga#tarfamgs de enfatizar que por oddigo Gffmo quere-
wos dizer gque a fungac enumeradora da§ p&sos'tem.a MENOY RNmers é% nalavras com
4, Entretanto, se pelo menos dois cdbdigos apresentam O Wesmo nunere da pala-
vras com o valor d, entao sguele gue apresentay o menor pumere do palaveas com
distdncia d_+1 serd considerade Grimo. Se por ocutvo lade, persistir o fato
de que ambos o5 codigos tesham o mesme ntmero de palavras com distdmeia d_+1,
s politica adotada serd a de continuar o© ProOCcesso de comparagdo ab® que um
deles apresente um nimers de palavras menor. For mipimo Fluwo, ¥ queremos

dizer que a soma dos pesos de Hamming dos ramos que deixam & convergem para

cada estado na representagac no diagrama de estado satisfaz

p =u, {g=-1}. q-bmi | {4.1}

Note que (4.1} representas o peso total de um codigo de bloco  sobre
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Gr{q) c&ﬁ camprim&ﬁto'n & qb palavras. Por conseriaado de FLUrs querenos dizer
'que o fluxe O entrando efou sainde de cada estado, com gxcmg%a do astado zara,.
A répresentag%a de diagrama de estado, sgg'iguaisﬁ Consequantemente, a3 pro-
priedades de whximo fluxe e conservagao de fiuxo implicam que nenhuma coluna de

G, G, possa gay nula.

Apbs essa breve recordagac do que fol gstabelecido oo Gapituia.z,
estames aptos a mostrar 8 equivaléncia dos problemas mencionados no inicio des-
ta Seqac. |

Como os codipgos de memériawunitﬁria {bv, i) sao equivalentes aos e
digos sonvolucionais (byny) e agueles apyes&ntando pelo menos & mesma distaa-
eia livre, tamaé que os codiges de mem&;iamunitﬁria formam wma classe espacial

de codigos.

Considere que as conpxees entre os registros & O gomadores mod g

sejam arbitrarias para uma dada taxa de Lransmissao v = bin. Isto possibilita a

¥igura 4.2.1 - Diagraua de esrado particionado.
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geragio de uma classe de codigos de membria-mmitiria linear onde cada codige
nesta classe pode ser repregentado no diagrama de estado particionado come mos-

trado na Pig. 4.2.1.

Seja 4 a representagac lexicografica dos pesos de Hamming w,; © Wi,

dos vamos que ssem do estado zero para o estade 1 e do estado i para ¢ estads

rero, respectivamente, isto &,

LOm

¢ problema que agui defrontamos 2 o de sncontrar cada um dos valores

de Wop & Wi Consequentemente, se soubermos os valores de W @ W permitird
u Rl n * g i~

& determinacso das matrizes §, e Gy respeclivamente. Deste modo, © uUDiCo para-
metrc gue teremos que saber # a distancia livre do chdigo dade que em geral

dy = dgy i« 1 paral & 1 % g-wi« Assim, os Teoremas do Capitule 2 que wversam

cobre o0s limitantes superiores da distancia livre do wadigo convolucional e de

semiria-unitaria serio de extrema importancis na.determinagao de d. Bote que 4

assim determinado s pode ser encarade como um possivel candidato.

Pars facilidade de exposicas, reproduzimos agul esses limitantes su-

peyiores
. : -1, b : ,
d . € min [g~1) .¢q “fq -1} .{afb).{p+d . Vi} (4,2}
prl _
=
. T b1, b
dogy < (la=1) 0 G /g~ 1) . ml . (v-ajl} (.3

Devemos enfatizar que o menpr valey do 1imitante de (4.2) e {4.3) &
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2 distincia minima irvestrita, respectivamente, isto &, d.. DUma vez gue o con~
Cjusnte d e lemicografice, temos que &1 =d, & que em geral éi = d,+1i~1 para
todo i entre 1 e q-~1 e onde d_ & obtido diretamente de (5,2) ou (4.3} depen-

dends do caso em consideracac,

Da propriedade de maxime fluxe, equagae (4.1), e da Fig. 4.2.1,

LEmes que

i

R e

.ai idi = {y + 1}, & : {4.4)

Pt

onde v = 1 para codigos de memdria-unitaria e a, representa o nimero de vezes

que o valor d; aparece.

Usando uma rvepresentacao vetorial . para os elementos de . (4.4},

temes

a % d = % : '{4.5}

onde & representa produto escalar,

Para um cbdigo de membria-unit@via linear com taxa ¥ = b/n  fixada,
o5 valores de mixime fluxe © e de ccnjuﬁtﬁlglsﬁé facilmente conmhecides através
do emprege das eguagoes (4.1} e {4.2) ou {4.3), respectivamente. Portanto, re-
solver (4.3%) implica na determinagio do vetor a. Inquestionavelmente, a equagao
(4.5} 2 a caracterﬁzagga matematica do Problema da Mochila. Portante, a deter-
ainacie de bons obdigos de wembria-unitdria reduz-se i resolugao do knapsack

ho3.

Da solugao de (4.5) podemos através da representacao modular de cGdi
gos linear de bloco verificar se - os pesos de Hamming das palavras do codigo,

d;, com 03 seus respectives niimeros de palavras, aj, sac pertinentes a uma dada
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matriz ggra&dr&a Em caso positive, obtivemos entan as sub mstrizes geradoras Gy
¢ Gy. Portanto, resolver {4.5) para codigos de mémﬁriawunitﬁria'iiaeaz onde b
sssums valores grandes, & equivalente a determinar entre no wmaximo q% possiveiy
sub conjuntos de solugBes aguelas gque fornecerac os codigos desejadoes. Esta-fﬁgj
ma  de dependencia exponencial . com relagao ac comprimento dos dades de entrada
dos possivels sub conjuntos de éaiug&as & a complexidade computacional raspeo-

tiva ao melhor dos algoritmos conhecidos para vesolver o problema da mochila,

Esses sub conjuntos sao definidos como

A ¥}

}3 {W*{ﬂ} Wzﬂ, LECRE 1 W

i =3 { (waig wﬁ?z’ ERLEL w@q\b“ q%}ng

1

onde Wai 8 Vig sho os pesos de Hamming saindo do estado zevo e indo para o esta
do } e os pesos de Hamming sainde do estade § e indo para o estado zeyn, respec

tivamente, para i entre 1 e qb, ¥ore gue em cada sub conjunto existem {q%-i}

codigos equivalentes.

Como uma forme  de explicitar o resultade guwe acabamos de estabale-
cer, apresentaremos um exemplo onde a solugac do problema da wochila & rrivial,
Para isso, consideraremos um cddige de memdriacunitdria sobre GP{2) com taxa
v = 2/4. Este cddipgo & equivalents a um cBdige roavelucional com membria v = 2
e raxa v = L/2. stim, determinacas de um bom cidige de memOria~unitavia & equi

valente a resclver a equagdc (4.3) onde ag inchgnitas sao os ai*ss'igto B
2y adz‘%az ,dz-*ag ng = 16 : {4 .6}

Da equagao (4.2) ou {4.3), este cddigo tem distancia livre d, = 5 e

ABSim di = 5, &E = § e dB = 7. Obviamente, a solucio de (4.8) & a; = %, by = )3
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0s quatro possiveis conjuntos de selugees oz quals satisfazem {&.6}

530 Ay = £4,3,1), (1,3,8} 4, = {(4,,21',2}, (1,3,4)}, Ay = {¢4,2,23, (2,3,3}
e A, = ((2,3,%), (3,2,3}. Embora os sub ﬂonéuatas-&g e &y resulbem em  codigos

com a mesma distdncia livre, A, & o atimaf Portanto, uma possivel solugso para

G, e 61 & dada por

s 1 o 1} ['91.11‘1

I 6 & 1 i 6 0 1

ounde 51” tmplica que existe uma conexdo de um registro com o somador med T e
BT o sontrario. Come o codificador eséé sendo representado pelo paralelismo de
2 registros, temos qua as primairas'e segundas linhas da sub matriz geradora
goiﬁl} reprasentam . as conexoes .entre 5 primeiro {segusda) entagio dos vegis-

tros ne arranje paralelo aocs somadores mod Z.

4,3 - SISTEMAS CRIPTOGRAFICOS UTILIZANDG CODIGOS DE TRELICA

Ha Secac anterior, vimes gque a solugao do problema determinacao  de
cBdisos de memPria-unitdria & reduzido i resolugdo do problema da mochila.
Emhora seja  de amplo conhecimanto gue ests problema perience & classe de pro-
blemas conhecidos como Nao rolinomiais Completos (NP-completo), mo seu plor oa~
so, isto vwisbiliza & propesigas de sistemas sriptograficos couvencilonais bem

como de chave publica.

4 idBis de empregar chdigos corretores de eryos em ariptografia foi

aspresentads por MeRliece. Heste esquema MeElisce propos 2 utilizacao de codigos



de %&ata,'mais eépecificam&nt@ codigos de Coppa, com é finaiidaée de aplicagao
em sistemas de chave piblica. Esta proposicao, se haseia no fato de gue os eodi,
‘gos de Goppa com capacidade de corvecac de¢ t erres & 4ificil de ser gquebrado,
pois sua alta eficiéncia de corregac £ destruida se os bits que compde as pala-

yras do «ddigo sofrerem um ewbavalhamento antes da transmissao,

Algm desse coripto-sistema, ouiros foram propostes e analisados,
fsses  cripto-sistemas estdo sustentados em conceitos de Teoria dos Nimerves &
Teoria Combinatorial, onde um sem numsroe de problemas reconhecidamente de difi-
cil selugao sac utilizados como elesmentos estruturais na proposigaoc de novos

EEGUBRAS

0s cripto-sistemas a serem apresentados nas sub segoes seguintes
serac denctados poy sistemas convencionails lineares ¢ npas lineares, dependende
exclusivamente do tipe de funcoes aplicadas aos conteldos dos registros, bewm

come oripto-sistemas de chave publica utilizando o0digos convolucionais,

| screditamps gue o grau de dificuldade em quebrar cripto-sistemas
rendn come Dbase os coddigos convolucionals se deve sos seguintes fates: 1) o
embaralhamente dos bits que compSe a palavra do cddigo faz com que a2 eficiZneia
do cfdige na corregae de erros sejs destruida; 2) o fate adicional de que a sg
quencia interdependente de problemas da mochila de tipo {0 ~1) tem que ser re-
solvida, Devemos saliantar que este kriapsack nac & do tipe supercrescente como
proposto por Merkle e Hallman, Desse modo, as anhlises criptograficas realiza-
das para ¢ caso do esquema proposte por Merkle e Hellman nao serso eficientes
na guebra de sistema aqui em considevagao,
Come © problema da wochila pertence 3 classe NP-completo &, por-

tanto, meito desejfivel na aplicacio em criptomrafia e que somente correspondera

zos anseios esperados ss uma funcao armadilha puder ser encontrada. Esta fungao
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consiste essencialmente da aplicacas de matrizes “inversiveis” as sub matrizes
ceradoras do codige convolucional de tal forma a transformi-las em sub matrizes
de um nove codigo convolucional com capacidade de COTTECan menor do que ¢ cbdi-
zo original. A transformagac direta & facilmente determinada, povém, a complexi

dade na determinacaoc inversa & muito grande. Isto & um requisito fundamental

para a andlise criptografica a que o© sistema devera ser submetide.

Em geral, encontramos problemas da mochila gue gao fapilmente solu~
cionfveis e outros de encrme complexidade. Este fate vale para codigos convela-
cionals bem como para cbdigos de memoria-unitaria e chdigos de treliga. Exem-

slos mostrandn isso para cddiges de memSria-nnitaria fol desenvolvido na Secado

anterior.

0 iimimr entre essas duas classificagoes de problemas da mochila
ests exponencialmente relaclonado ocom o comprimento dos dados de entrada.

. 3

A taxa sem dimensio de codigos convolucionais & definida pov r=b/n,
onde b B v comprimanto dos dados dg entvada 2 0 0 comprimento das palavras de
rame, com b g n inteiros. Como o8 chdigos convolucionais podem ser representa~
dos por wmaquinas de estados fimive, o aimere de estades e ¢ nimero de  ramos
b

P

.y i~ by o .
saindo de cada vm dos estados sac dados pov 2 g 2 rospRotivanenta,

Como vimes anteriormente, o nimere de possiveis solugoes btimas do
. P - P -
problema da mechila para um dado cbdigo de memoris-unitaria & 4, onde ¢ & 8 oY
dew do corpo em consideragao. O numero de possiveis solugbes quando nao levamos
. - e o o o b{v+lin _ i
am consideragan a condigae de olimo € g . Acontece gue varias dessas so-
luctes levam & codigoes equivalentes no sentide de gque o conjunte d sac iguals.

PorBm, isto nac & aecessariamente verdadeiro para o caso dos cripto~sistenas &

seyem propozlos uma WeR Jque 08 knapsacks inteiroes sac difeventes.

Uma dificuldade ainda persiste, isto se deve ao faro de que para pe-
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guenos vaiores de b, qb g relativamente pequenc ¢, poritante, sende rasoavelpwn-
te facil d¢ g2y resolvido o probiama.da mﬁchiia, Por outyro lado, para b grande
_qh 2 exrremamente grande e portanto de diffcil solugdo. Agora, para aplicagoes
praticas gostariames de ter uma solugao relativamente fieil, Este impasse pode
ser resclvide atravis da aplicaczo de transformagoes apropriadas 3s sub npatrvi-
zes geradoras de tal forma que possamos resolver um knapsack relativaments £3-
eil, determinamos o cdige Stimo a ser utilizado, em segulda aplicamos transfor

macoes aproprisdas  de tal modo que o comprimento das palavras de salda tenhdm

um comprimento maior, menor ou igusl que o do cbdige Stime.

Mo case d@laﬁmprﬁmeﬁte ser maior, ¢ objetive desta transformagac 2
exclusivamente de aumentar a dimepsionalidade., A Qanaaqu%ngia diveta & gue asg
palavras de ramo do cddigo apresentam agora uma distdneia de Hawming malor que
as originais. Obviamente, iste s0 traria bensficios ao cripto-analista. Portan-
to, uma nova tremsformagdo preservande a dimensionalidade deverd ser aplicada

de tal forma a diminuir consideravelmente a dist¥ncia de Hamming.

£.3.1 = Sistemas Criptografices Convencionals

B eriptografia convencional, a chave a ser utilizada & escolhida a
partir de um conjunto de chaves cuia cardinalidade  grande. Sem divida teremos
gue manter em segreds a chave selecionada, pois 3 mesma tanto servird para a

cifragem como a decifragem,

Consistente com esta premissa, a utilizacdo de cbdiges convolucio-
nais ewm sistemas eriptograficos convencionsis serd assim possivel uma vez que
interpretemos come chave o estado inicial, isto 8, o contelido dos v registros

seguido da condicdo de nao introduzir um nimero de zeros de tal medo a forgar o
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reborno as estade zero,

Seja dado um codigo convolucional éﬂm taxa r = b/n, v+ 1 registros e
gue o semgrimaato da sequencia de dados seja L.Dh. A condigao acima mencionada,
decorre do  fate qua & maneiva usual de ﬁtilizaggb de codigos convolucicenais
condiciona gque os registros sejam fizados com valoves inieiais zero {ou gual-
gquer vutro estado conhecido) e gue apbs a uma sequéncia de dados de comprimento
L, b digitos tenham sido codificados, b ,ﬁ zeros  seiam introduridos novamentie
de modo a terminar a operagac no estado zevo ou naquele estado previamente fixﬁ
do. Tsto implica que independentemente da iuﬁrodugﬁo.ée'erros no canal E.aaqugﬁ
cia codificada, existird um caminho na treliga gque divergird do estade zero {(opu
gqualquer outro estade conhecido) e retornard ao estado zero {ou ao estado conhe

nide) apos (L + v} rames.

Tsre deixa de ser werdadeiro para o caso guande b . v zeros nan
s50 concatenades & sequencia de dados de ent%ada_megma gque o pstade inicial
seja conhecido. Pois deixard de éxistir digitos de controle de tal moede a impor
a volta ao estado fixade. Desse medo o dﬁcodificadar.daverﬁ levar em considera
cho todos os possiveis caminhos gque conduzam de estado inicial ﬁ.ﬁadas 08 esta-
dos terminais apds L ramos da trelica, For outro lado, se o estade inicial nao

i conhecido, o decodificador terd que levar em consideragac bambém todos os es-

tados inicilais,

Neste caso o0s Gltimos digitos da sequéncia de entrada nao terao a
wesma protecac quando B,V zeros sac coucatenados. Uma‘m&&?ira de evitar iste
& atravBs da insevcao nos registres oz b digit@é iniciais ou terminais da  se-
quinéia com comprimente L +5 bits e em seguida iniciar o processe de codifica-
cao dos L+b digitos da sequéncia de dados., Note que os sstados inicials e ber-

minaie saoe desconhecides toda vez gue L +b dados de entrada estao pronbos  pPara
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serem codificades.  De qualquer medo o decodificador deverd ter gue veallzar

b,V e . e N o,
computagoes usando o algoritme de Viterbi ou gualquer um dos algoritasws de

2
decodificacas Sequencial na decodificacae de uma dada ssquéncia de dades de eo-

ryada.

fo caso dos codigos convolucionais lineares as operagoes sende reali
zadas nos digitos da sequéncia 2 ser transmitida & linear, mod 2. Pava os codi-
gos de membris-unitiria nado lineares nao necessariamente isto 2 verdadeirs,
pois essas operagoes sgé arbitrarias,

A diferenga entre cddigos de memdria-unitdria lineares e nac linea-
ras, com oUW em & aanaatanag%a de zeros o Com Ou sem O conherimento do sstado
inicial, & que o decodificador para o vaso de cBdigos nao linearves terd de gual
gquer maneira gue realizav comparacoes dos caminhos na trelica aos pareg.inéepgé
dentemente se o estado inicial & conhecido ou nas. O wotive dessa comparagas &
intrinsice ac processo de ﬁecoéifiaa§§0, Este fabto adiciona novas dificuldades
a0 criptéwanaiiﬁta uma vez que iﬁﬁas essas comparagoes Lerao que ser obrigatd-

riamente realizadas.

fsta andlise & feita de modo eficiente usando-se o conceitbo de super
estado, - Porem, sua complexidade cresce auﬁ 4] qu&draﬁn do numerc de estados da
treliga original, Agova, 3 de amplo covhecimente que este problema tem solugae
e tempo pelinomial se todas as métricas acumula&&s sao iguais ou todos os come
primentos  sao igﬁais mesmoe gue o numers de comparacoes seja grande. Se essas
condigoes nao sho verdadeiras entzo este problems & do tipo Wp-completo pois o
mesmo B equivalente s0 problema minime caminho com restricgac de pesocs. Conse~
gquentements, Lemos qua 4 seguranca deste esquemsz estd fundamentada wo fate de

que sdo problemas considerados "diffceis™,
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4.3.2 ~ Sistemas Criptograficos de Chave Publica

A seguir iremos apresentar alguns esquenas criptogrificos de chave
piblica que utilizam og chdigos convolucienals come os elementos geraderes da

cifragem o os algoritmos de Viterbi e Sequencial para a "decifragem”.

4,3.2.1 - Xnapsack binaric

8 cripto-sistema do tipo knapsack teando como base oS cddipgos convoly

cionais pode ser descrito come mostrade na Fig, 4.3.2.1.1.

R

L™ )
V .
& Canal
- -1 ~F
X g &2 oo ¥/s ot Bz
C Figura 4.3.2.1.1 ~ Modalo do cripio—sistena de chave nablica,

Na Pigura acima, a caixa G representa na forma matricial a matriz ge
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radora de um codige convolucional garai,.As caixas A ¢ B representam transforma
coes armadilhas apropriadas pxb e nxg, QQSpectivam&nza, dando origem a um
novo ofdige convolucional com tawxa © = pfg e com o mesmo nimere de registros
que o obddigo gerade por 4. Dado os 9rapasitns pelos guals essa traasfcrmagga
foi aplicada, ou seja, de conduzir @ um cbdige convolucional com capacidade de
correcac maior gue o original, sague-se a aplicacac de uma fungao armadilha con
sistindo de transformagoes A e B que sao matrizes quadradas pxp & gxg rves-

pectivamente de modo a reduzir a capacidade de correcac do nove codige convolu~

cional,

Ho reoeptor B & aplicado 2 saquéncia de salda do canal, antes de
entrar pa caixa votulada ¥/5, que & a decodificagac MLSE ou Sequencial, de wodo
a reduzir a complexidade computacional de decodificagao. Em seguida a decodifi-

g & * s * 2 ’ - A
racao propriamente dita & realizada, Finalwmente a transformagac inversa de cmba

ralhamente (A7}) & aplicada.

Seja % = {heasy K55 Ky xl,.i;,,} a seguencia de dados de suntrada

onde sada ¥, possue sompriments p. Cada sub maryiz de G, G., tenm dimensae b xn.

;
Batdo a matriz A tem que ter dimensdo p x b ¢ B u x g. Como a determinagdo das
sub  matrizes passa pela solugas do problema da mochila ﬁZQﬁQ a complexidade
deste problema évzb, entae valoves relativamente pequencs &a b fem que ser usa-
dog. Suponha gue esse problema tesha sido resolvido. Seguin&ﬁ o modelo da Fig.
4.3.2.1.1, a aplicagho das transformagoes A e B ds sub matrizes geradoras do e
digo comvolucional como sendo uma fungae armadilha apropriada. Ha Se¢io seguin~
te ivemos provar que & eficifncia do ¢ddigo com relagde d corvegac de erros 2

destyuida atraves do embaralhamento dos digites que compoe a sequéncis de

dadas .,

com i entre O = V, as sub matrizes geradoras do codigo conve
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lucional. A aplicacio das transformagoes A e B & G; resulta em novas sub matri-

L
zey geradoras Gi COMR SLgue

%

¥ -
Gy = Ah.G; B Lm0, 1, 2, aey V
Mote que & matriz A possue Inwersa a esgquerda A, ae e somente se
rank{A} = b. Ela possuir® isversa 4 diveita se e somente se rank{a) = p. Simi-
larmente, B terd inversa a esquerda se e somente se rank{(B) = q e inversa a di-

vaits se e somente se rank(B) = n.

Como o chdigs gerado por G' tem capacidade de covrecao malor que G,
dado gue essas rransformagoes assim o permitem, teramos necessariamente que
aplicar uma nova transformagae a ' de wodo a reduzir essa capacidade de covre-

cdo & niveis dessjados, Seja a fungio armadilha A e B matriees inversiveis

pxp & qxg, respectivamente. Entio a nova fungao geradora O sers dada por

. B T, 1, 2, tosp VW

Como o sistema criptogrifico @ de chave publica, essas matrizes gera

doras serac colocadas ouma Lista como

Agora o processo de codificacao de eddiges convolucionals & definido

poT

=x .G+ Sy e # T
e T R Bpogry * © oy ¢

Wk £y a7

W
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Poderemos ainda, se quisermos, adicionar vm padrao de erro de igual

valor da capacidade de correcas de erro do codigo em conglderacae & Ver

Como ne cease mals peral A e B podam et matrizes retangulares plxp
- " toms 4 v b + % i
& gwqgl, respectivamente, suas inversas a direitfa & a gsauerda & , B @ A e

s - b L o " M et
B, devem estar disponlveis no recepltor. Essas inversas S4ao dadas por

-3 Lt

* S N (4,87

-1 :
gt -t eh e ¢ = (G

com [ = A ou B, ral que A .& LB =G onde t significa transposta.

A sequéncia ¥, Dassa atravis do canal que poderd ou nac introdezir
srrof{s). A saida do canal serd a sequencia de digites a ser docodificada. Antes
\ % o ¥ e o - - wde s - -
da decodificagae propriaments dita, aplicaremos B 2 sequencid de saida do ca-

aal de forma a obler

ek - oy . = s, L .
Yoo B o= ixg CAY LG égtmi SAY LG e (Rtﬁv° A} .G v

Aphs a aplicagao dessa rransformagse & sequencia de safda do canal,

e
-

o processo de decodificagae segue s&U procedimento usual. A sequéncia decodi~
ficada aplicarvemos 4*  cowm o objetive de desembaralhar ¢ produzir a sequéncia
original. |

tma observacac deve ser colocada em destaque, OU éejag se For daaﬁj§
val que o cOdigo intermedifivic tenha uma capacidade de correcas da exros maior
tem-se gque um maior fator do multiplicidade entre p & 4, cem‘p copatanbe, deve—.

vh ser utilizado; ou aumentando p guando v = 1; ou gumentando V.

4.3.2.2 ~ Eanapgsack inteire

Dado alpumas limitagoes iperentes ac knapsack bindrio, que ficaraco
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evidentes a seguir, & que advém a proposigac do knapsack inteire., A esseéncia
desse novo esguems & a wesma que a do casoe tratado anteriormente, onde 40 inves
de utilizarmes a representacao bindria dos elemenfos das sub matrizes gerado-

. ¥ N - ; e - .
TAas, Gi 1 Gi para i entre 0 e v, estarsmos emprezands numeres intelros.

Na mesma forma que o knapsack na forma de bloco implemenia 0 esquena
proposto por Diffie Hellman, nesse Nove esquema teremos wn knapsack tambBm na
forma de bloco, porém, esses sub blocos irﬁa ger utilizados em uma forma conve
lucional. Eate fato implica na intrvedugac de memoria po processoe da ciﬁrageﬁ,
CGﬁS&Quﬁﬁiﬁméﬁtﬁ§ colocande uma interdependencia eﬁtéa ns sub blocos codifica~

dns @ sersm transmitidos,

Vamos supor gue o koapsack bindrio tenha Qida resolvido, isto 2, dis
pomns das sub matrizes geradoras ﬂg, Como mencionads anteriormente, iremoes  ra-
presentar cada linha dessas sub matrizes geradoras por seu nimers inteive cor~
respondente. Bste knapsack serd “camuflade” atraves da aplicagao da tyansforma-

gao s mod w, onde 8 e W sic inteiros tal que o miaximo divisor comum, god, 2 um,

¥

T ohtarenos

isto &, god(s,w) = 1. Aplicando a rransformacao s wed w & G
G, = [(o] . s) mod w) 20, 1,2, wevy V
1 1 8 ¥ * ¥

Cown no knapsack bindivio, essas sub matrizes sac coleocadas  om uma

ligta gomo
gm[{}{};gl; P Y ; V}

O processs de codificagas @ o mesmo gue v da equagan (4.7), onde o

sinal + significa s opevagao usual de adicaon,

Antes de realizar o processo de decodificacio, aplicarvemos ¥ mod w F:
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i onda ¥ = s“i, de modo & obiery

v = (ya .x) mod W o= % . [(GQ . vy omed w} LEETTI O S [{Gv .ty mod w)
Bm seguida, aplicaremos B para obter
s, B
e - 5 0= {Kt LAY DGyt e * ixt»v W A sz

0 resultade do processo de decodificagan sera X, « Av Com isso, o prod

¥ ann " Bl kS -
wimo passe sera a aplicagao de A para a obtengao de e

Bevemos salientar gue: 1) o knapsack convolucional nso & do tipo su-
per crescente; 2) a segurangd e consequentemente a complexidade dessga sistema
paths  fundamentada nos argumentos de necessidade de um numere muilo grande de
computagoes na determinagdo das pseudo~inversas bem como pava a solugao do pro-

blema da mochila.

4£,3.2.3 - {ripto-sistema REA convolucinnal de chave piblica

& variscao que passaremos a descraver, segue a idaia de operav dire-
caments de fovma convelucional com o knapsack bindrio ou inteiro das lipghas de
2

Seja k um mumerc inteire. Entdo, para cada k p-bloce de dados de en~
trada, p .V zeros sao concatenados & um padrae de erro estabelecido & adiciona-
do aos correspondentes k g-blocos codificados. Cada um desses k g~blocos sao
entdn transformados em nimercs inteires e "camuflades" arravés da frans formagao

g mod w. Note gque wals de uma transformagac pode ser aplicada.



96,

Essas operacoes sao suficientes para a seguranga e privacidade das
mensagens @ serem tramsmitidas. Contudo, dﬁsa}&mos melhorar ¢ processamente  da
informacio no ultimo estigio atravEs do emprege do sistema eriptografico  RSA
de chave ?ﬁbliﬁa, Come resultado desses passos, teremos um sistena eriptografi--

co RSA convolucional de chave piblica em contra posigac ao RSA de bloco.

Esta variagdo serd descrita apos a introdugao sumaria do cripto-sis-

roma RSA, MNo sistema RSA sao selecionados dois anmeros primos peg e dafinindo
_ 7 P

w e
s

A eomo A= p.g. Umavez que conhegamos a fungao Totiente de Buler, isto e,
Bia) = (p-1) . {q -1}, selecionaremps um nﬁmara inteire B entre ¥ @ @(ﬁ} de mo-
do a nao bter nenhum f£a3loy comum Cowm &(A). En seguida, determina-se um nimers in
teire D que seja o "inverso” de E mod ${A). Em seguida B e A sao publicades

numa Lista,

A cifragem de uma mensagem M, representada pelo corraspondente Lexto

eifrado ¢, a qual pode sev colocada como um numere inteiro entye O 8 A~ 1 segue
. i - ' i L

a speragac O = M7 moad 4, O processo de decifragem do texto cifrade € segue atra

- - \ - - ) -
vie do empregoe do nimerce de decifyagem B através da operagao M = € mod A.

Neste ponto, estamos aphos a introduzir a seguinte yariacan: sejam
A o - - . . . P s
dados E, D, Ae (G 3 G 5 --0 3 GV]3 o cifrador, o decifrajor, um inteiro, e
|

as sub matrizes geradoras do cddigo convelucional com taza ¥ = b/n.

O sistema RSA convolucional invariante no Lempo consiste basicamante

=

na publicagao em uma lista dos elementos E, A e [GQ : 51 - g»}’ Gualquer
um que desejar se comunicar com © ssuirio identificade por esses tres elementos,
sesim o fard através da codificacie de p digitos da sequEncia de dados de entra
da atraves da matriz geradora publicada. A saida codificada serd sntao transfor

mada para o intelro corvespondente. Seja M, ral inteiro. Este numern sera oi-

erada atraves do uso do sistema RSA, iste &, pov
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" E ¥
Gi = {ﬁi) mad A

Nota que para uma dada sequencia de dados de comprimento N . p estard
sende codificada convolucionalmente em uma sequencia de comprimente N e portan~
to a ela estard sendo associade um caminho na trelica. Decodificacacs dessa se
quincis de comprimente ¥ segue atvaves do algoritmo de Virerbi ou Seguencial
onde cada um desses N inteiros & processado a priori atraves do sistema RSA,

isto &, M, = {{Ei}}} med A

for]

h,4 ~ PROPRIEDADES DAB ?UHQﬁES ARMADILHAS

Nesta Secio estaremos estabelecesndo as propriedades das fungoes arma
dilhas com relacde 38s condigoes de otimalidades dos cddigos a serem ewmprapgados

nos sistemas criptogridfiecos tratados pa Segao anterior.

Sejam as sub watvizes geradevas Gi com dimensan hxn e onde BLIgV,

de um codige de mepdria-unitBria sobre o corpo de dois elementos, GF(2).

B L

Seja #{Gy) o peso total de Hamming de cada G . ${G;) 2 dada expiicitamente pov

2G3) = n. 257, o

78

el
>

L

Definigdo : Uma matriz G com dimenshe bxn sobre GF(Z) & dira ser igualimente
. sy e ~ . N .
distribuida com relacao aos pescs de Hamming se ¢ somente se 08 27 =1 slementos

ano pulos gerades por G tem pesos de Hamming

By = (@7@° - D).
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Hote que s=2 oV oy dividic ${G) entao gﬁ] = 5, case contrarie

gy

=t orEr i M sy g - -y v, s =
i {fw%, %w! # §, 5320}, Como os chDdigos de memdria-unitaria sac equivalen—

tes aos codigos convelucionais, iremos considerar somente o¢ de mensria-unita

via onde 0 a matriz geradora rem dimenszo 2bxn. Deste modo, a busca por codi-

gos convolucionais Otimos a serem utilizados nos sistemas criptogridficos serd

oy

restrita a:

#

Lema @ 52 o rank{®) 2B & 2b&n, entdo G tem 2b vetores lishas linearmente in-

dependentes com pesos de Hamming igualmente distribuidos e 530 capazes 4o gerar
9 . . .

todas as 2-% palavras do codige também com pesos de Hanming iguslmente distyi-

huidos.

Pemonatragic : Um chbdigo de memoris-uniiBria com taxa r=b/an tem sua represen-
tacao em treligs com 2P sspados e transicoes de cada estado. Deste modo o niime-
to total de transigoes sera 248, Agora, somo 2b vetores linha de § sao linear-
. s i .
mente independentas, § gera um £sSpago vetorial com 2 velores.
Seja [w] & parte inteira de w. Existenm al/(n~ {9}y . ¥l verores tendo peso de
Jor : 3 ot 9 . ilf ST Bl 7%
amming igwal a {w]. Como n2ib, pode-se moskrar que . {aw- Wide . [W)a 22D,
Asgim, pelo mencs 2b vetores tem peso de Hamming [w]. Como cada transicao tem
associade wm vetor diferents, © possivel encontrar wm cbdige de bloco (b, 2m)
com o tamanho do bloco igual a 2n g o tamanho da informacac b tal que a mabtriz
seradora seja constitulda de vetores tendo pesos de Hamming igualmente distri-
wuldos com distincia minima igual 3 do cddigo de bleco (b, 2n). Esta & 3 menor

das dismtincias, uma vez que cubras transigoes poderao ser malorss de pele menos

uma unidade. S ' : con
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A c@néequgncia imediata deste Lema € gue o codigo & do tipo nae ca-
rastrofice, Por outro iaég, se 2b>n a base do espage valorial gerado por G tem
dimensao diml3) £ n, entdo palo menos uma das linhas de § & uma combinagac li-
nesr das dewmais., Isto implica que nem todas transigoes tem associado um veter
diferente, Eﬂf%ﬁ§ a busca pele cddige Otime deve ser hastante criteriosa, u&a

ver gue o mesmo pode sar catastrofico.

Emé vez que o codigo &timo tenha sido determinado e supondo gque qual
guar uma das fungSﬁs armadilhas {ﬁz, ﬁi} 3 {&25 BZ} que representaremos por
(4, BY, & aplicada 3s sub matrizes gevadoras do eddigo com taxa r=b/n e v+l
registros. Estas trans formagoes resultam  em novos codigos com a mesma taxa, @

ﬁﬁiﬁ:‘;(} teremos

Proposigan 1 : Seja G, 0gigv, suh matrizes geradoras de um cédige Gtimo de
wembria-unitaria nao catastrofico sobre CF{2). Sejam A e B marrizes inversiveis

L &imaﬂsaas hxh e nzEn, respectivamente, sntans

fa.fe, 6

31 <
min LPg® Y1 7072 EN dmiﬁi{?o’ Gis vavs gu]}

v.}

ande A e B ndo Sac necessarismente unitarias.

-y

Demongtragas 1 Por hipotese temos que G = [CG, Gys «res G B a matriz geradora

i
Gt
de um codigo btime nae catastrdfice. Seja d . (6) =4 . . Agora, sela Gf = A.G.B

Fad 4 o 2 v PR §
com G, (G'y = d . , Com issc teremos as seguintes condigoes: 1) 4 . ou

.;:h d “
el min min WETE
¥

Z} {imi’ﬂ_ :L': dmina

Definiremes § como o conjunto de todas as possivels transformages (4, B) sobre

GF{Z). Hote gue § pode ser particionado em tres suh conjuntos 81, 32 2 SB tal
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s 31 2 o conjunto de transfurmagaas {A, B) que conduzem a cOdigns com émin
maiores, 5, & o conjunto de transformagoes (&; 8} que conduzem acs codigoes equi
valentes e 5q & o conjunto da todas as outyas rransformagoes {4, B} gue condu-
zem acs codizos com wmenores d . .
: min

Se a condicio 1) & verdadeira, isto implica que existe uma trans formagac (A, B)
em By que resulra em um codizo com dist@ncia minima ainda malor. Tal codigo
samente:poﬁerﬁ cor catastrdfico. Caso contravic estard contradizendo a hipbiese
de que o chdigo original era Dtimo e ndo catastrifico., Desse wodo & condicao
13 nao 2 satisfeita,

Agora, G' % equivalente a G se ' = 4.6.B onde Ae B sao matrizes inversivels
com dimensac bxb & nyn com determinantes ignais a 1. Entac, {A, B) pertence
i S, ¢ a igualdade z valida em 2). Obviamente, se 4 ¢ B pertencem a Sq, entao &

transformacio rvesultante conduzird & um codigo com capacidade corrstora de

SETTRE WMETRT .
con

Exemplo da Proposipdo 1 : Seja um codige convolucional com taxa v=2/h e u=l,
tm bom codige convelucional no conjunto de todos.os chdigos conveolucionais com
raxa r=2/4 e vw=1 pode ser determinade ao resolver-se o problema da mochila
corraspondente Eé suas seh matrizes, Uma das solugOes gera um codige com sub ma
trizes dadas poy

1 0 ¢ 300 1 1

4 distincia minima deste codige 2 &méanI&} = 5, Sem perda de generalidadss,

seja a transformagdo (ﬁzg Bz} composta por matrizes quadradas dadas por
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o1 ?‘a g 1 0o
B _ltr oo
Ay = B2% 01 1
0 1l o 1 1 0

Aplicando essa transformacas em G, & Gy, teremos Gé & G% dadas porv

%111 hzzﬂ
¥

o . | 1 i i
{3{}11} 10 0 0

L.

. {2/} = 3., Deste modo, a eficigncia

A distineia mimima deste nove cbdige e d .

o . g - - » . . k]
de corvrecao do codigo fot destruida, pols agora somente um erro pode sey L0YrL~

{dc, enquanto o codigo original corvigia ate doils erroes.
2 g 24 3

Uma outra condicao & pasafyez.quanéa temos gue o cbdige fol deterwi-
nads  segunde 48 pondigoes do Lema e que 08 conjuntos de fungoes armadilbas
(A5 By e {Ays Byl 540 apiicaéés 5s sub matrizes geradoras de cBdigo com taxa
¢ = b/n e pmero de registros v+1l. Estas aplicagoes resultam em novos it~
gos  COm O Mesmo nhmero de registros, porém, com taxa ¥ = Big. Deste medo

Eeremas

Proposigan 2t Seja G, i<y, sub marrizes geradoras de um cadigo Otime de
sembria-unitiria nac catastrdfico sobre GF{2}. Seja émin{bfn} a distinciaz mini-

ma deste eddigo, isto &,

({6, 6,5 «ons BT = dpy B/

d .
min o
Fxistem matrizes A e B com dimensoes Bxb e nxyg, respectivamente, wom ¢ » n

sobre GF(Z} transformando G, em 6., novas sub matrizes b x g con
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émm{ﬁ;w Gps vens @ 1} = (h/g)

Egl que dminiﬁfn} £ dmin(hfq},

Demonstragae © Beja dﬁ‘n{bs n) a distincia minima de um codigo de bloce (b, o)
ik,

i
com tamanho das palavras do eOdigo n e dos bits de informagao b. Nao temos duvi

da que émim(bfn) w dmin{b, ny. & partir do Lema, temos que d {g*ﬁ)siﬁminib’zﬂ}

Win
¢ que s& gq > n entao dmin{b’ 2q} ﬁ.dmiﬁibﬁ 20} . Assim, 4 (2/q) » d_(b/u). Note
que & igualdade & valida se G e G' sBo equivalentes onde det{d) =1 o

L2
rank{B )Y = n. can

Txemplo da Propogigas £ : Seja um cbdige counveluclonal com taxa = 2f3 & v=1,
A solucio do problema da mochila relative & este oodigo nos leva as seguintes

sub matrizes gevadovas G, e Gy dadas por

g'z}:z';; ;’“}1@
6 = | ,::;‘wl
¥

1
Liﬁ i_;.nzﬂ-!

A distdncia minima deste obdigo € d . (2/3) = 3. Sem perdas de generalidades,
seja a transformacao (A, B} composta por matrizes guadrada e retangalar, res-

pactivamente dadas por

-
f‘ 0 11 0 Ul o Lv

. *i'“ " i ~§°‘w i 1 {3
A= A = A= 0 1 1 zg B =1y o 1
%_‘0 1 e 00 i o o 1

: ~ . .t !
Aplicande esta transformagac em Gy & Gy, teremos novas sub matvizes G, e Gy

WM“M{WWWMM
grainAMP
BT 0 TES
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dadas por

_1%116' F;ii

{;smi G = |

|
o 11 izﬁij
.f

A distincia wminima dests nove codige & dmiﬁ{ﬁf&} = 5. Portanto, d . (2/3) €

d, .. (2/4) .

Como wme gemeralizagdoc da Propesigas 2, onde as trans formagoes
(A, By e {ﬁgg EE} sho tais que conduzam 3 novos codigos com taxa r=p/g e com

o mesmo nimero de registros gue o cddigo original, temos

Proposigas 3 @ Seja Gy, O£ i€V, sub matrizes gperadoras de um codigoe Stimo de
memsria-unitaria nao catastrofico sebre GF(2). Seja émiﬂibfn} a distancia mini-
ma deste cbdige, isto 8,
T = :
émm{[{}e, Gys wnns G 1Y = d L (B/0)

*

Existem matrizes A4 & B com dimensoes pxb & nxg, respectivamente, com pab e

g>»n+l mobre G¥{?y rransformando @i e Gi* novas sub MAtTiZes pxg  com

C itn . |
a L8, &, vy 6,01 = d. p/o

tal que

émiﬁ(bfn} g &minipfq}@

Demonstrapao ¢ Segue do Lema, da dewmonstragac da Proposicac 2 e do limitante su

perior da distancia minima dado por
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émm{bz’n}%mi; 2R -] () L s W
EE A .

Note gue ¢! & equivalente B @ se o vark{s )} = b, rank{(a’} =gp e cank{B)

B
=

cap

AtravBs dessas trés Proposiches conseguimos estabelecer condigoes de
existéncia das Fungoes armadilhas. Essas propriedades estap lipadas ao aspecto

de sepuranca desses cripto-gistemas guanto i sua complexidade computacional.

4.5 - ANALISE DE COMPLERIDADE COMPUTACIONAL

£ de conhecimento geral gque o processe Otimo para a decodificagac de
cddigas convolucionais 2 o alporitmo de Viterbi, Sntretante, devide & limita-
pées de implementagiio este algoriime torna-se vifivel para codiges com um nOmero
de registros relativamente paquenc, enguanto que & alrtavnativa pava  valoves
srandes de nimeros de registros & a decodificacac Sequencial.

3

)

Por outro lado, 2 7 o parametyp limitante na selecao da réealea
de decodificacho ' a ser stilizada. Como os codigos de memdria~unitiria, em ge~
ral, possuem pele menocs a mesma distancia minima gue a dos codiges convolucie-
nais especificos  para um MESHO mumern de estades e sabendo que esses codigos
s30 equivalentes, podemos entac dizer que a complexidade @ portanto a seguranga

desses cripto-sistemas dependem exponencialmente do comprimente  dos  dados de

enbrada.

Com isso, estamos aptos a estabelecer a complexidade dos cripto-sis-

temas de chave publiea do tipo knapsack usando 08 chdigos convelucionals com asg
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respectivas fungoes armadilhas.

A complexidade quandeo usamos a éeaédificagga de Viterbi serd defini-
da como sendo o numers de operagoes por rame, HNa lista plblica, encontraremos
»x 1 sub matvizes geradoras Giﬁ Ggigy, sobre os intelvos positivos, z¥. para
um oripto~analista decodificar uma mensagem, ¢ nmecessario constyuir wma tabela
contendo todas as possiveis combinagoes lineares des p{v+ 1) eclementas di
knapsack. O nimero de operagoes necessirias & obtido como se segue: para cada
valor de réma sendo decidificado (p bits) uma pré-cemputagac consiste de ate
p.v adlgdes seguida de uma comparagao. HNo j-8simo intervalo de tempo p novos
bits terac que ser decodificados. Deste medo feremos no maximo p adigoes, resel
rando em p{v+ 1) cperagoes. Como o alfabeto de entrada pertence ac GF(2), o i~

2?(3}“}'}«}» i oE 1}}“

mero rotal de operacgoes serd Aseim a complexidade & @(E?Q

Agora, relembre que haviamos aplicads algumas transformagoes, fun-

do eddigo convolucio-

e

coes armadilhas A e B 4s v+l sub matrizes geradoras G

nal. Assim, de modo a recuperar & sequineia de dades originaiz o cripto—analis-

ta terd gue dispor das pseude inversag de A e B.

No caso mais geral, as transformagoes A e B serso matrizes retangul
res com dimensces plxp e gqxql, respectivamente, O processo de decodifica-
cao e decifragem exigem o conhecimente das respectivas pseudos inversas. ESsas

pseudos inversas sac dadas pela equacac (4.8}, a qual reescrevemos agqui parva

facilidade de exposigac, isto &,

se o somente se rank{A } = p, rank{ﬁé) = pl, rank{® ) = gl =& faﬁk§8$§ = g,

respectivamente, onde £ significa transposta.
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nuando as matrizes & e B sac quadradas, ¢ nimero  de  computacoes

. L ox 3 ' -
para determinarmos A & B + q”). Ouando elas sac retangulares, temos

2

ot P

£ 5 - . e e ; . : 3

gua A L, A e B.B sa0 malrizes simelyicas necessitando pois de p§ e g compula~
o . N s e b gt . 2 2
goes, respectivamenis, Multiplicagac por A~ e B necessita gl .q e pl . po com

putacoes, respectivamente. Assim, o nimero total de computagoes quando A& e B

5

sho matrizes retangulares & {pl.p” + gl ,qﬁ),

Consequentemente, a complexidade final destes sistemas eriptografi-

cos propostos usande das fungoes avmadilhas e decodificacae de Viterbi ou  Se-
o= eaplvtl 5 5 - o .

guencial e Q{E?{ ), [pk..p +4gl . q E} guando as transformagoss Sa0 malyizes

ZP(U"Fi} e 5?3 + 31}

g1} quando as matyizes sae quadradas.

retangulares & ol

$e por outyo lado, desejarmos ter uma estimativa guanio ao vy da
bit gue o sistema de comunicagoes estard sujeito na utilizagao desses sistemas
agiptggrgfiﬁgs sera suficiante levar ewm consideragac o arguments da fungac
a{*}. Para tal, represantamaa' psse argumento por ¥, Poda-se demons LYar que,
paya grandes valores de Y & para taxas om bits/simbolo R, <R <C, a probabili~

dade de errc de bif & assintoticamente dada por

onde . _
chiﬁ.}riR = 3, O<pgl

QoM EQ{»} sendo 2 fungga de Gallager para codigos copvelunionals,

Com relagao a decodificagao Sequencial, ests anilise em termos de Py
versus a quantidade computacional tambdm pode ser feita., Para isso, definiremos

como complexidade da decodificagao Sequencial o wimero maxime de COBPULAgOes,

o

Ci, e sub conjunto incorreto de cada uo nermalizade per p. Mais especificamen-
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te, consideraremos o nlmero de arvmazenadores necessarios de mode a controlar o
fluxo,

Seja B .y o nimero de sTmbolos de entrada do canal guande a saida do
mesmo & quantizada em M niveis. O nimerc de bits & serem armazenados € dado por
BE.g. [}032§EQ Seis v 0 nhmere de computagoes efetuadas por rame duvante um in-
tervalo de chegada dos bits dos ramos dividide por p bits, Entao, §i3>g . B cor—
responde  an numers de computagoes necessirias no i-€simo sub conjunto incer
reto,

P&éawaa mostrar gue a probabilidade de Toverflow” & limitada inferi-
ormanie pov

- _ .
Poverflow w.m " {1 olu ~B>J

o atets)

E(p)/p =%, . O<p<e e G<R<C

nom £0{°) sendo a fungao de Gallager,

Y vl s e
Portanto, U . 5 tem o mesmo significado gua 29( "1 na decodificacac

»

de Viterbi,
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CEDYICOS DE TRELICA NAD LINBARES CICLO-ESTACIONERIOR
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5.1 - INTRODUGAD

Tados os codiges apresentadoes e analisados nos capltules anteriores
formam uma sub-classe des codigos de trelica nac lineares. Como nog Casos ante~
viores, pméames.ter cddigos de treliga nao lineares invarlantes e variantes né
Lempd . |

Dado gue 03 sistemas de comunicacoes considerados mats gflenentas,
gm geral, sac nap Linearas @ varianies no Lempo, e que apresentaremos nesia ca-
sTtule uma andlise matematica baseada numa medida de distorgac média sobre se-
quencias ciclo-estaciomarias geradas por automatas de estados finites do tipo
Healey,

A policica de srimizacis, via programagas dindmica, utiliza de uma
metrica geral e do limitante de fhernoff de modo a fornecer um limitante super

cigr da medida da distorgac media bem acuvado.

Pate limitante superior & apresentade na fovms matricial para faci-
tidade de calculos.

ffn outro aspecto relevante sobre a analise a ser apresentada eeLdE TR
1acionado com o grau de liberdade na escolha da medida de distergao a sex uti-
lizada, Dependends 4o critirio deselado para 8 avaliagac do desempenho do siste

ma uma escolha conveniente da fungao “nedida de distorghe” serd necessaria.

Dessa forma, a avaliagac de sistemas dindmicos gerais pode ser obtida.

x i Ll Pl a hd Pl -
Para ser mals direto, atrvaves da medida de distorgao medis eslanos
srocurando  estabelscer um procedimento sisrematico de tal forma que politcicas
de decizac otimag, via Programagac dinfmica, possam ser enumeradas atvaves de

um criterio pré-estabielecido.

Este processe de contagem enconiva aplicagao, por exemplo em codifi~
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cagio para controle de erros., Em geral, a maior distdncia minims de um cddige &
o eritbris de otimalidade empregado, Entretanto, pars sistemas de comunicacoes

este criteric 8 o de minima probabilidade de erro de Bit.

ol ) F e .
Como em geral, & extremamente dificil de se obler expressces analici
cas para a probatiilidade de erve de bit, entao limitantes superiorss e inferio-

ras bem acurades sao sstabelecidos de modo a sobrepor tal dificuldade.

ronsiderando o sxemple acima mencionado cowo 8 motivagao desejada, &
de conhecimento gue ssquemas ds codificagao para controle de eryos podem sev ge
radas por automatas de estados fiﬁitas (ARFY. O AEF que estamos interessados a
o do tipo Mealey que & descrite matematicamente por uma S-upla (8, I, G, B, Q}
onde § & o conjunto de estados, I € o ceﬁjuﬁta de eatradas, 0 2 o conjunto éa

saldas ¢ P e O sio fungdes tais que P : I, 8 » 8 e Q:I, 8 =+ 0,

Como estamos interessades em cddigos nao lineares, a funcao ¢ sera
arbitriria, possivelmente nao linear, sobre o corpd de Calois, OF, com g elemen

vos, GF{g).

o ARF em comsideracac serd descrito por b entradas paralelas cada
contendo v memdriss e funcoes arbitrBrias F e 6 £ Q a sevem aplicadas ao contei

4o das memorias.

Note que a estrutura da treliga, sendo gerada pelo AEF do tipo
Mealay, & descrita pela fungao P, enquanto gqoe o valor associado a cada transi-
I . , . b ,
gac & dado atraves de ¥ e G € . Bsta trelica comsiste de g YTamos saindo e cha

by

sando ep cada estado e de g pstadog.

Seja o = (ﬁl* oy Gigs cssc} @ sequincia de dados de entrada onde
nada @, tem compyimento b, Através das fungoes P & § aplicadas em ¢ temos que a

tyelica fica completamente carscterizada em sua estrubtuva e valor, respectiva-
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mente, € que a cada Q teremos associsde um correspondente  caminhe na treliga,
Come cada caminho na trelica pode ser caractervizado por uma sequeéncia de esta-
dos, temos assim que & cada O temos uma spquencia de estados associados 8,

(Plo} = G).
Selam x & x' duas sequéncias qualsquer de saida com comprimento N,

dadas por

x = ('Xt3"§'§.¥ Xu+zs Wby X&@ﬁ}
| — ¥ ¥

pY - # o ow oy s

o ( url? Tpdd’ ? u*N)

. " .
onde ®eo@ % tem comprimente n 2 u £ ¥ . Note gque x ¢ %' podem ser vistos como

i3
i
duas possiveis politicas com comprimento n. N, Associaremos com a sequincla x a

oolitica “correra” a ser seguida e com @ sequéncia x' a politica "incorreta’.

Podemos interpretar x' como sendo uma sequencia gque diversgiu da se-
quineis x no instante © = u+ 1 em alpum estade pertencente a Sk & convergiu pos
reriermente no instante ¢ = u+ ¥ no estado Sj’ com ke dell, 2,3, ..., ek

ou de M & o numero de esitados.

Definivemos wmix, v} coms a métrica a ser utilizada nc processo de
otimizacao. Podemos vwisualizar w{», *} como uma fungac Teagamento’, igto 8,
m{+, -3 possue a propriedade de escolber % tac prozime de y quanto desejarmos.

Seja I'(x, x'; y) & métrica diferenca, isto &, U(x, x'; y) = wlx', y) - m(x, ¥}»

Como ¥ e ¢ sao fungowes avbitrdrias, [lx, x'; y) pode ou ndo ter vale

vos acumulados diferentes para cads x, ®' e y guande o estado inieial Sk g fi=-

nal SS assumen os valores do conjunio de estados.

Assim, o objerivo deste capitule & de apresentar uma fecnics que per
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witird medir quio bom B a polirica Grima. Na Secdo 5.2 limitantes superier e in
forior serao apresentados, Na Segac 5,3 aplicagBo destes limitantes para o pro-
bleﬁa de resposta parcial peviodicamente variante no tempo serd apresentado, Na
S@éga 5.4 g aplicacho na avaliagso do desempeutio de modulagio por sobreposigao
sera estudada. Finalmente, na Secac 5.5 uwma apliga§§a‘§ara a avaliacac do desem
pesho  de sistemas de eamuniaag@éa de miltiple scesso utilizande de um esquema

combinadn de "Polling’/Codigos Convolucionaie € analisade.

5,2 - LIMITANTES DA MEDIDA DE QISTGRQKO_HEEXA

Tremos apresentar nesta seqad Os limitantes superiores o inferiores
da medida de distorcac média na forma matyicial para facilidade de cadloulos nu-
TRriees.

Taicialmente, assumivemos que os AEF, am wmers de dols, geram sa-
quéncias ciclo—estacionarias com periodo 2. Em seguida uma genevalizageo  para

N-AEFs com periode qualquer sera felta.

Suponha que a cada b simbolos gue entram nos AEFs u sinboleos sao pro
duzidos comp saida nos instantes de tempo © = 25 e to= 23 ¢ 1 relatlvog aos
ARF T & AEF IT, respectivamente. Matemabicamente femos qug sa U = {ai, S s ves}

- - . s y _ "
? a sequenciaz de dados e i B % sae azs saidas dog ARFs T e II, entao

3 E}

' Uk i ]
F{‘i‘i‘} - {lea xlzs PP 4 }

"
i

=3 .'.u' B _” j 3
x, = Oln) = Ogps ®pps wees ¥
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Seja dly', {% ¢ } {s aY}] a medida de distorgao com ¥ = Y wod
Wonde W & a parie&icidaﬂe em cansideragga. Hote que para cada valor Y7,

aly*, «, «] pode representar fungoes diferentes.

& principio estamos intevessados em fungoes do tipo carqeteristioa

o . ayﬁ%
di\fx;_sw g, (5, %3’} . )
] o,
¥ ¥
o do tipe erre quadratico
G -odt, & #a
. A ¢ Y ¥
d S,r’:z 8 ,
[’y Y}, (Yﬁ 13)} )
G o o=
* Y Y

Seja {Sys ay) os verdadeiros valores do sstado ¢ do dado de entrada

e (=, %Y} 5 pstado e dado de entrada selecionadoss pelo algoritmo da politica

Y

Geima no intante L= Y.

(s , & s 4 1
- } # { - Y}' o

g <y < v, isto &, que o algoritme da politica Otime slimisard um caminho onds

U evento dg  evro & cavactevizado pov

(s¥ v } nertencs, c&mzmhﬂ este que iniclouw em t = u @ corminara em U ® v. Como
O ProCEsso & eiclo-estaciondrio para cada instante discreto de tempd podemos a8

cumir éiferentes mbrricas.
gata wmiy', x_, y¥§ ums merrica definida por

v

aly', x, vy = 8 I lply/s, ¥+ ow
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#
i
s
o
Pty
3
&
et
'.;ém
.
@
]
e
Lo
N
bt

Y

R ~ Bl e - . - aak Rl -
onde £ e w 3o constantes, fn e o logaritimo natural, e p{+» /-, »} e a fungao

densidade de probabilidade condicional.

Beia {{Sy’ &?3} a sequincia verdadeira do estade e dado de entrada.

Suponhs que {{gyg &Y}} & uma possivel sequlncia de estado onde:

5,58, By TSy & ﬁk_% 5y ‘para n ek <y
o
g1 B -1 :

Sejam s(uy v), Eﬁu, ¥y = p', tal que

sfu, ) = (8. 8,00 =00 s}

j%rim ¥y = {.Sus Su+'},* veay SV}

ot = oy owmod W

A probabilidade de que a sequéncia slu, v) serd escolhida em velagao
5 verdsdeirva sequdncia sle, v) € dada por
Tyl w3

Py I:.M%{ms vl o Fﬁ(us V)_l e Prékzﬁ m{k?s {.Sks ‘}fkjs Yk A kzu m(}{‘:e {S.kr mk}s yg}
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Para que (3,1} sejs verdade, Yy ® F YTy com ‘;Ylk}. variaveis aleats-

rias Independentes, Vsando o limitante de Chernoff, com X 2 0, temos

-

Pr [ su, v) » 8u, v) /p']

-l . 1
. P o - S B oy _ ;. - .
E M?—‘ﬁ [ {.Sks &‘i{..} * ykj mik s {.3ks %) 3 }’k]} F By B, £ j

i

E{ exp

ban

k=n

Ty

i

T E gexpfiim[kf? (gk’ &k)’ yk} - m[%*s {Sks.&k}’ ?k]}} /s, %, Qe}
I} e a

i

-

i n[;a, k', (L B0, (s, o), g;*‘} : (3,23

it

=y -

I3

Note gue {5.2) limita superiormente 2 probabilidade de eventoe de
pyro espeeifico, isto @, um.&aﬁé evento de erro. Considere agors o conjunfe de
todos  os evenbos de evro gue ilniclaram noe Lustante £ = 4 2 terminaram no  ins-
rante © = v,

2

Seia Su v{s{ug v1) o conjunto de todaz as subsequmncias de erro,
g .

5 s{u, vi) = {s{u, vl ¢ ¢ =8, § =5 e §
1,V o ;

A distorcac p8dia condicional entre a segquéncia de wltrica mixima

{féés-ag}} e a verdadeira .{{ﬁk* &k)} no instante k= n & limitada por

)

S, G 800 Gy, gn}]ggwg} <
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¥ | Pooafnt, (5 G, {“Sn? %{l{ « Pr {j;" (u, v} = alu, vJ /siy, v}j

. T : N o . - - L {* - w . e
£ 7 Z WE din?, {sﬁ§ ﬁn}y {sn, ﬁn}} rrise, vi - su, vij
13 ney bn v -*

k]

Bsta wltima desigualdade vem do fato de que a probabilidade que
5(u, v) tenha a métrica maxima entre todas as subsequéncias de eventos de ervo
& menor do gue a probabilidade que s(u, v} renha 4 mailor métrica do que agquela

da sequencla verdadeira s{u, v}.

A distorgdo média descondicionada com relagdo ao estado & dada por

E {d at, {gn? &ﬁ}, (ﬁﬁ, an)] fptl o=

= ¥ Elafnt, (G, 80, (s . o) /slu, v), ') prislu, v] (5.3)
i{u,v} - ' =

& subsequéncia verdadeira sfu, v} vepresenta uma cadels de Markov de

primeira~ordem, uma vez que as equagdes de estado e safda sao dadas por

’;’*k = Qs o)

Deste modo,

o . .~ _ ' . F o ' fe 1 =
Prisly, v}} = Prg%vfﬁvW&] . ?rg?v_zfqué] e vees s Fr[gmélfsn} . ?riéuj

- '.Pr[&wi} cefe o] e ?r[{ii}] . prfs,] (5.4)
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onde ?r{éﬁl ¢ a probabilidade de estads estacionaric de 8,0

Substituindo (5.4} em (5.3}, 2 fazende algumas manipulagoes algsbri-

cas, Lewos

g )gidi:ng,, {%7&3 E’Ea}, (5,5 &n}} f&"} €

) ) 1} dfn’, (s ad, (s, aﬁ}] gPr{Q(u? v) o+ s(u, il .
przu afy 8 - - :
0,V

Prls(a, ?}] o ' (5.5)

Subatituindo (5.2) em {53.5), temos

Q‘{é[n*, {gﬂ, &n}g {sﬂ, @n)} {Q*} g

.En g Sz &{ﬁs’ (Sa’ an}9 {$m* &n)] ¢ ?Y[SQE >

peu ney v
w3

. I Priu

§ - H
) B{XB k', G, o), (s, ), ﬁ]
k=u : ’

k)

Nphe que neste case o procasso tode nae € estacionBrie, uma vez qua

para qualquer  deslocamente de comprimente L, temos gue Pr[iéu} v}] "
Pr[i{ﬁ + L, v L}j mas Prgéﬁﬁ, vy %ﬁh, v}] poda ou nic ser igual a
?rig(u L, v+ Ly gﬁ? +IL9 v L}}n Por outrs lado, para wvalovez de L tal
que L=k, W, com W o periode da combinacde e k um niwero natural, s igualdade
wale pars qualquer p’ = uw mod W sendo o inlcio do evento de erre., Assim, temos

que o processo @ ciclo-estaciondrie e consequentemente
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g {ﬁgnn. (5. 82, (s an}]\ .fp}a:

o -1 ' _
P T e, G, Gl Prefs ]
fv—;i SG el ¥ ¥ T o [ Q]

b ' o - '
. 0 .?fi&k] .f;??s, _k’y {_sk, czk}g {'Sk’ G”k}f‘ 9’1 {5.6}

=

Definindo d{}, como a media estatistica da medida de distorgan condi-

cionada por 0' & & 5 2 e suhstituindo em (5.6} temos

o : g=1  d[r', (5 _.a),(s L) ]
onde Ty d2) = ?:1 S}: ?r[se] . £ R

\ E"&’.(ar} . I}Elg rh, {3?§ oaf}, (Sr* %}s Q‘:E _ {3.7)

Seja ¢ "ensemble” da disteorgac media, isto @

d= 9 ds Peipt]
@
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N L s n,@) = (2 S
3 dz 2 dz

s
’é

gl

Todos as casos em gue o critério de maAxima verossimilhanga & emprega

do 4 pode ser reduzido de um fatey 173, Deste wmodo,

Hote gue Eﬁsmy an}, igﬁ, aﬁ}} representa estados {sn, 332 ¢ dados de

atrada (& . o 3. Assim, definindo U = (%, 8 g A = {2 ) oome  suplr-es
2 Lrada { E?.y n} A Tﬁ, i 1t ( ﬁy ﬁ} N { “;'_’3,’ §1> P =

tados & super-enlyadas Lemos

N e {5 € ‘| £
W "wn,m {Sn* gm} * 0<m, m< M)
A = {An,m " (&n’ a) s Ggn, mg M}

onde M B a cardinalidade dos conjuntos de estade e dados de entrada. FVote Lame

bEm que W & composto de dois subconjuntos disjuntos W, e W dados poyr

= iy R < PonoEm R g w8
Ne i{”"’a’ Sm} s 0 <n, mw<HM . i i
- » . o : {} & ; ’ : A o) - 3

= [Gsp s 0<m, m<M iondmoe 5 48]

. . s - 2 .
cujas cardinalidades sac M e M7 -H respectivamente.
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Defina
g o - 3 e --« ) ' - i )
ate’, e, B = afk', G &, Gy o]

i

1‘3{%_ k', ;&k, Rw p'] = B, K, (B o3, (8, 0y, {ﬁ*}

qgbstituinde estas definicoes em (53.7), temos

| o mel AR LAY L.
o . k’ e
ey = 1 ) ?rﬁq} .0z . Pr ] ) D[A, K' W, A, p =0+
: wel 5 Lo g . Ai\ LA ]
]

w ) g-1  d{i,W.,A.) - L
* }, § PriWw 1, 2 I eefRT Lonhy, 3, WL AL R 1]

qm}_ Sﬂjq éﬂ} jx [-3] L, 3 '..‘E L

onde = 0 sisnifica que o AEF I esgd operando & p =1 o AEF IL.

Defina }é.k para k = 1, 2 como

hk hk hk
a1l M2, Ml o e
o 4 K
I B, . e h
uf . M+l M2 W2 Wl ._MZ M2
] ’ ¥ ]
¥ ¥ ¥
2 § ¥
R ke &
| hHﬂﬁMZ h'}HE,Mz Lo [§] 5
. . M




suda

B
i
Nefina
BE =
i

& -
i

para L £ L€ M, k=1, 2 onde t significa transposta = Hk

B% & C? como sendos
i L
& k
‘?igﬁ@l hi,ﬁ+2 e
4 hk-
Hel, i Me2, i et
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se &i Y

& & matriz de transi-

- arps & ko~ ; T I .
cao 40 AEF k e ﬁi 2 Ci sae mabrizes das condlgoes Inicials e de saida para o

estadeo 1 do AEF k.

Na Torma matricial temos que a fungao de transferencia pode ser s~

rabelacida una vez

que definamos t;(z) como 2 fungao de transferéncia = partiz

de todes os estados iniclais para o estado intermedifrio oo Consequentemente,

o wetor fungao de transferdncia intermediario e dado por

tk{z}

o qual satisfaz

tl(ﬁ}

. ’ . t -
{?M&iiz} £M+2(z} R théa)} . k=1, 2

byl

E]

il

E 1
gL e el B



M
2. 2 )
2y = 1L thm v b op(a) B (5.9)
i=l '
aom &, # %“k
i e

et gt '
. 2, - . 2 ) . :
gy = (1 -ut . wh fz-‘z}” < TR be T a8 . ffe}?] (5.10)
! o 1774 L& i i
: L i=1 =L -
RPN PR BN }f (5.)8°) + 'If 6 }gﬁs + ? (5.8
TR Lo pUEB L RIS L PR (5001)
i =1 j i=k
As equagoes de saida para cada j, 07 i < M, & dada por
HOR NS ) (5.12)
' : & T " :
i = h @ £ (2) | (5.19)
&
M
Fy o= 3 T (5.14)
j=1 7 | ‘

aubstituinde (5.12) e (3.3) em {5,143, temos

T ()

it

# ot I

[CHRGINEO

3=l
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his! ;
O I AN O IO}

L omo
P(z] = TH(E) + T(2)
entao
M 1 M
) : 1. ¢ V; 3 2.t
t{z) = |} () ()] . () + {F € @] .
=1 3] A
Finalmente,
a¢ 2 L o
Z z=

A peneralizacap para ¥ ARFs e periode N sevd dada pelo Lema 1 g se-
guir. Mote gue este Lema guarda uma estreifa semelhange com aguele apresentado
no Capitule 3, porém, agui Lemos uwa generalizacao uma vez que estanoes congide-

rando uma medida de distorgas.

Lema I @ Para qualauer sequéncia ciclo-estaciom@ria com periodo N gerada  por

§~AEF, a distorgao media 2 limitada supevicrmente por

. R RL- a
d g~ F (£, .t +C

- N A B N R S U
2H7 {u=l utd 1

oude as barras significam derivadas com relacdo a z e
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3
B
ol
f’“‘\
"y

futn 3
M

e

~
4
ot
"
o+

fa g
=
B
T, n—
ot e
[ I ’
o ot
?fzh oty ;
ptn : _
W
m h;‘.
i -
pee
BooE
a3 ot
jua]
e
4
o
W
?‘m‘

k-1[7/k-n-1 . |
* ¥ mooH b e, para 1€k N1

-

o o i . - ’ P .
Demongtragae + Seja U a matviz representande os estados intermediarios com di-
MENS ARG {ﬁ2<*ﬁ§ﬁ;1 do i-Bsimo AEF, 1£1igM, cuja matriz de transican & u.

& evolucao do processo 3 dezerita matematicamente por

1.
. " .
£l = By, ¢ H ¢
AN
£ wﬁzﬁ‘ﬁ £
N1 §-1  N-2
£ Be gy v H Ot
SIS M A
&
N
T, =Cy o €
- #
T, =8yt
. =l
TN“'ﬁ?;gt

L0



R
T = E}a -
(&) 1, ™

Nota gqoe os AEF evoluem ciclicamente segundo o padrgo'{Lly Los woes LH}“ Resol-

%;Ik

. oo & : — ;
vendo o conjunto de equagoes para ¢ teremos obtido o valor de t7. Com gsse va-

lor nas demais equacoes obleremos tk para 1 g &k g W-1 : C.1.D

0 limitante inferior da média estatistica da medida de diztorgas &

dado por
é?}min{gi}

. 48

onde d, & a distorcao média do i-Esimo AEF na combinagas .

5,3 - é?@ICAQ@& HA &VALiﬁgﬁG DF SISTEMAS DE COMUNICAGOES COM STWALS DE REZPOS-

Ta PARCTAL

Nesta Segho uma aplicagio da tBenica desenvolvida na Began 5.2 a  um
sistema de comunicagdes PAM nao codificade com interferfncia entre simbolos con
trolada e gue varia pevicdicamente no Lempo sera apresentada.

Taiciaremos esta spresentacdo através de um fato bastante conmhecido

"ansEenc

de que se a conformagao de pulsos do tramsmisser ao yeceplor & do tipo
tavantado” entde interfarfneia entre simbolos & veduzida ou controiada. Esse
controle advem do use de duas teécnmicas, a saber a duohinaria s a dushbinaria mo-

dificeda. Por outro lade, o preco pago através do uso desses controles para di-

minuir 2 interferBocia entre sinboles estd relacionado cem o zumento da relagaoc
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sinal~ruido.

Sabendo disto, algumay guestoss surgem naturalmente, Iiste &, existe
alpuma outya téonica que resulte nums performance melhor do gque agquela apresen~
tada pela tdepica duohin@ria? Se existir, que ganhos em termos de relacao  si-

Ll Laed - - . .
nal-rulde sac possivels?

L

A vegposta para a primeira pergunta e sim e & téenica & ser utiliza-
da & aguela de combinagOes periSdicas de sinais duobinarios ou sinais duobini~
rios modificados. Congequentemente a rasposisa i segunda pergunta dependexd da

combinacao per st.

Em geral, interfer®ncia entre simbolos invariantes no fempo fem sido
4 forma de interferBncia empregada nas anflises., Receptores de mazima verossimi
thanga para sinais digitals com imterferencia iptersimbdlicas invariantes no
rampo Fforam propostos utilizagﬁg estruturas de estados finlteos. Como e¢stas asg~
truturas podem ser descritas peﬁ uma treliga, antgﬁ ag teenicas desenvolvidas
nos capitulos  anterioves . bem como a éa'§e§§3 5.% podem ser uwtilizadas para a

anAlise destes sistemas de comunicagoes.

Primeiramente, iremos considerar o modelo do sistema de pomunicagoss
gue iremos adotar. O canal & do tipo continuo discreto me tempe. U aifabeto de
entrada serh biﬂgtio‘ Assumiremos que cada simbole & iﬁd&penéenia & identicamen
te distribulde. Cada simbolo da fonte, também bindrio, com duragio T Beg., ali
mentara o canal re?reéentaﬁe atraves das respostas ac impulso hiiﬁk 2 %E{t}, A
saida do canal & amestrada durante T seg. & adicionado uma amostra do processo

Ko

5

&

caussiano com média zero e densidade egpectral dos doizs lados igual a

Sem perda de generalidades, assumiremos gue a estrabiégia de selagao

- o - o Cow ) ar . R a . ¥ g
na saida 4o canal B cielica, isto &, sptre todas as possivels conlilnagoes das
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yespostas ac  impulso do canal tomadaz duas a duas selecionaremos aguela onde

By (8}, By(&d, By (8], By(E], ... ocorra.
& saida da fonte 3 representads por

v{t} = Z u, o{t = 0T}
a

Na saida do canal temos

x() = § ou 8(t-nT) & ha() = § owy ho(o-nm) (5.15)
it 1§

onde T & a duragas do simbole T, n & o n-ésimo simbolo da fonte, B = n mod 2, =%

& a convolugao e Uy g 10, 1},

}:"’ s oW PR W4 31 ot = fyoe
O para [t > LT e 1 = 0, 1. Come hn?k hagwk

Assumiremos uue hﬁiz}_
para L % k € L-1, definivemes o comprimento de membria de cvads hﬂ{t} COmO
L-1. Como existe membria, observacoes em um dado intervale de tempo dependen
das anteriores, portacte, fovsmos gque usar receplsy coun memovia. Dentre og ve-
ceprores nao linearss temos que o de mAxima verossimilthanca € o gque minimiza a
probabilidade de erro da sequéncie de dades e que, portanto, serd o recepbeor a

ser utilizado.

Ho receptor taremds
y(e) = =(£) + nlr)

8aja xmfg} o ginal transmitido. De {(5,15) temosy gque
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%, (£) = Tty hp(E-al) (5.16)
5 \

Como o veceptor 2 o de mixima verossimiliianga, este decidirs por.

xm{t} e

plyled Fx, (033 2 ply(nd fx (827, Tt Am {5.17}

Atraves da tecnica de Cram-Schumidr para determinagae de bases orto-

normais, repressnbavemos y{t) e xm{t} sor seus coeficientes y e Ky -

fomo o ruido & Gaussiane e Branco eantao

/2 E

y -
p{ig’;}gm} = <~—}~~°> exp §~ J }%-l {5.18)

N, ",

Assim X, sard selesionado se e somente se

~1
xm{t} =  max gﬁﬂ p{g'fﬁﬁg}
F
mz .
= max Z TR 'g Unm Y hg}ﬁ“}, {5,19)
ol 3
onde
{w
v, = | hale - any(ede
i
[i%3
he aek | Bo(r - oTyhple — ke _ {(5.20)

Rt
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Gubstituindo (3.2@}.ng gitime termo de (5.18) teremos

2 Lol
u aj hﬁanwé = E v hﬁ}@ w2 &E EI hﬁsi' {5,213
i o i=1 : _

o S
Lo ek

Ghserve que de (3,20} temos que o receptor atime contera uvm filtro
casads com 8 regposia ao impulse de canal e que esta iﬁfarm&g%a & fornecida,
atraves de algum processo, ac receplor. Note que este & um caso ideal. 852 a ves
posta ao impulso nao & conliecida entao thenicas adaptativas deverao ser ubiliza
das. Fntretanto, o.dagemﬁenﬁﬁ do sistema deverd ser po mdxime igual zo desempe—

aho guando o confiecimento da rvesposta zo impulso 8 precisamente conhecida,

Gubstituinde {5.21} em {5.1%), e observando que o lado diveito de

(5.19) representa uma métrica, temos que esta wetrica depende de y ., u, @ dos

I, ~ 1 dadog de entrada. Hote qua asta whtrica descreve o comportamento do siste-

ma  de uma maneira similar 3 aquela descrita pelo algoritmo de Viterhi, onde &
. I~1 - . 4

trelica contem 2 sstados e Ds ramos sav caractevizados pelas respostas ae im

pulss nos Cempos apropriades.

Agora, multipiicando (5,16} por hﬂiﬁivk?)y integrande & fazendo ale

guns arranjos algébricos, temos que a saida do canal y, £ dada porv

Lowd
Yy T X e P By T Z W, ., Bp . oD
4 i k s mral m, ki K, T
onde
. {m
b= | Ce) bgle ke
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i)

Note gue a média estatistica de nk_ﬁ nula & que Blny né} mlgiih» o

ksk"’g

4 partir destas consideragdes passaremos entdo a snalisar o sistema

de comunicagoes descrite anterivrmente guando no receptor conheconos precismnen

te a vesposta ac impulse do canal e aseim estaremos usando um filtyo

Sob essa hipStese denominaremos o vecsplor Brimo .,

casado,

Para sua analise, seia xmiké o sinal transmitide. ¥a trelica este si

nal estd associsdo a um-caminho com N rames de comprimento. Assim um erre ocor-

verd, na trelica, se durante o intervalo de B ramos um caminBo apraesenfay  uma

matrica acumulada @ms, equacao (5.1%), maloy do que a metyicas acumulada ém do

caminho correto. Deste modo, a probabilidade deste svento de ervo 8 dada por

FPode-se mostrar gue {$m - émﬁ}’ e Gaussiana com media

K= E Z(R ¥ W }? - {uzg - 13.‘?; jﬂ'}“-—v R

o o ma R “mla wn O, e
L1 -
- ? 2{u,_ »u , T B G . Hhe
L E min l wm’ i mn wm,neil n, i
i=i :
-1
sy, .
onde ¥ o= § U . B
n ‘ myn-i m,E .
l"“*"“"Lé’z * ?
: 1 Z
e varigneila W o= f 2%y BEJ) 2o ., mu 0
) = < ' E {*m T mn} i
By 11

2. w e L3 . e e < -~ a v . o
snde o7 & g warisncia das variavels alealovrias GaunssLanas.
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Desta forma

=

1= /2o /5

2

3 - e 4
pr 4y =9, > 0/
Coms £s5Lamos usandc Filtro casado, pode-se mostrar que k=W, Assinm,
b - T o o
by [@mg $q Q_fg%% G/ W/ 20}

. * o & S .. —
Seia ¥ a fungao F 1 {0, i} - {~1, 1}. Seja £, © sinal de esrve

dafinido por:

(5.23}

u . Fu
min ma

.o s o - 2
cubstituindo (5.23) em K e ¥, usandoe o limitante exp{-x"/Z} para

(%), aphs alspumas manipulagoes algébricas em {3.22) reremos
), #p b4 I &

+

oy 172
R e [%ZKHO} g % £ Ej e %l

9 L1
) - .o R . 4
) <hn,a € + 2 NE € Paei hﬂ,i} (5.24%

Como {5.26) caracteriza a probabilidade de erro condiciovsda em 20



3.\3& *

ou seja, a uma sequencia de erro especifica, fazendo-sz a wedia estatistics

sobre todas as possivels sequincias de ervos teremos

2
- = o n {' }- 2 {a“’” }.
Py | erro do sinall & E n o o @Ep [ f o - 1 f D 27 o+ 2 ? £ 5, h~
- - 2 : . N i R R - h A T §
£ prd i 1=l
i - o ; o
(5.25)
onde = leva em conia © case ew que uw_, ¥ u__ .
' mn rit el

Note que a expressac entre as chaves caracteriza caminhos no diagra-
I g o . E.\“‘ 3\

wa de estade onde erros sac considerados. Este diagrama de estado contem 3
esatadon, OCada caminho 8 ¢ resultado do produto dos valores de ramos corvespon-
dentes Bs respostas de impulse dos canais em cada tempo apropriado. Desta forma
o limitante superior de (5.23) & & fungén de transfevéncia dos 2 canais do moda

1o assumido,

Py

A maneira sistemitica de se avaliar o lado direito de {(3.125) 2 atra-

vés do conceite apresentado na Segao 5.2,

Comoe uma aplicacde da técnies da medida de distorgac madia ao proble
ma da avaliagao da performance de sistemas de comunicacoes nag codificadas  com
sinaie de resposta parcial periodicamente variantes no tempo & que apresentare-

mos a seguir os procaedimentos a sevem seguidos para tal analise,

Primeivamente, se faz necessario identificar os dimgramas de estados
com erros pars cada resposta ao impulso do canal, Diante disso, as matrizes da
estade, de condigac inicial, de condigao de salda e de transicas de cada ves-

e by cais matyi-
) . - Beovg
zes pava L=1, 2, 0Os elementos dessas matvizes sac da forma P Doz, onde

pasta ao impulso do canal sac estabelecidas, Sejam Y£§ Ei’ §i

&

o, @ uma constante, 2z um erre de decodificacan, %i distancia "Buclidiana” e vy
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a funcao distorgaoc.

As equagoes de estado e de gaida quando a politieca de capnal adotada

& {n_(6), Byt), B (Y Ry(E), ...) & dada por

4 fungAo de tramsferéncia total & dada por

T{z} = é- {Tiiz} + Tziz?ﬁ

Estamos utilizande T{z) come uma apresentacaoc reduzida  de
T{:za 3}3 “{1? Y;‘}}*

perivande T(z) acima com respelte @ z temos

1od L. .
?b{q{i$ }Fg} “g e T T{.Zs g}& ﬂf-;-; \?{2} " (-'3“26}

Zz dz gl

Como & fonte B biniria, a fungio distorgac Y, igusla a zere se ¢

bir rransmicido & igual ao bit decodificado e y; = 1 se eles fovem diferentes.

A& probabilidade de eryo de hit para o sistenma de comunicacoes quando
haft} 2 levads em consideracao & dada pelo lado direite de (5.26) fazendo-se
¥y = e Yy = . Quando &1{§} & de interesse, entao Yy © B e Yy~ 1. A pro-

hahilidade de erre de Bit total 2 & soma dessas duas grandeeas, into 2,
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Ph o= Fhll, Q) + b0, 1),

Sejam os diagramas de estados com eryos como mestrades na Fig.

o

5.3.1. A partir desses diagramas temes as seguintes equagoes de estado e gal-

das.
?Yi L] :
YQ =0y -g + Yl . (&2 * a3}52 Tm = 2&& . Yl
(5.27)
??2 ?2
LR S A (B, + B3)/2 Ly = 28, . ¥,
] &
Py, = Pb(1L, 0) < LA 1e, m, vy, vy)
2 dsz _ T z=l, vyl yzxﬁ
{5,282
Ph, = PhE{D, 13 = “}1:' "é” (o, Dy Yyo Yol
1 1 2
’ 2 4z te=l, Y}‘m{}n “‘{ng
R .

Ph = ?51 + sz'

Rasolvendo-se (5.27) & subscituinde em (5.2B), apts algumas opera-~

coss algébricas teremos

1 : . _ 1 . o : _

o S o 2
T {52%6_3}**6’1 By (;\a2+a3}}f{1 -~ E_&Q%aé} . (..@2%“53} . 5.1#»4-3}}
' ' : (5,29
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ﬁgaéa a avaliacao final depender@ dos valores de , e fﬁi de {5.29}).

Para tal ivemos assumir gue as respostas ao fmpulso dos canais sao dadas por

Wt

J G . BTy, para  Ogt<T

h (2) = JGErY L Ty, para TLE<2T
0 R para £ 227

.e’{igfr:t:} . {E&i;"i‘}‘ s para Qg<T

Ry (£} = AN 1 para TE <27
(3 2 para 23T

onde 0+ B = & + n o= vy. Note que z energia de ‘izﬁ(t} 2 hg {ty wals E.

Com isso, temos que os valores de o, e Bi sao dados por

oy Vo 2

Oy ERp {wh 30252 } Oy = e:’mé <%> (hm,a + 7h ,1>§

0. = exp |- [ (n 2h ) a, =1

I g ¥ ) 5, L &

_ oY
2 e e = - 4.,}' ;
i - {""}‘*?{ h},;ﬁjﬁﬁ} 82 BRD . (N’w> {hﬁ.gﬁ * 2h1$1}§
T
_ A 3 -
533 eHP ; <:{*§ {b’lyﬁ Ehi,i}g Sé 1
¥, _
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Sejam (¢, B, &, 7T numeros lﬁt?lf@h tais que & ¢+ B = & + N = 18, No-
te gue £SSRS NUMETOS SeTAT ”rapraaéntativas“ da quantidade de energia alocsda a
cada T seg. de duragso da resposta ao im?uléﬁ dos aaﬁais; Para o exemplo em con
qgéeraﬁgﬁ remos gue (18, G, 18, 4} raprﬁqenta o cazo de um sistema de anﬁunzca~
qoes Sem interferancia entre simboles, {H, 9, | ?} representa v caso de sinals

duobinarios.

A seguir apresentaremos os vesultados da anilise feita arvavés dos

dados foranecidos nas Tabelas 3.1 e 5.%.

¥a Tabelsa 5,1§ comparamos sinais de resposia parcial pericdicamente
varisntes no tempo com periodo 2 com sinais de vespesta parveial invariantes ne
tempo quande o recepltor 2 o S¢fmo. Como pode ser viste, sinais de resposta par—
cial pmeriodicamente variantes no tempo apresentam um desempenhn melhor do que
os invariantes no tempe com ganhog de codificacho de atd 1.27 4B dependendo da
cémhinagﬁa de valores de (a, B, 8, n). Notamos tembém que existe wma degradagdo
de ats G.44 dB dependendo da combinagao peribdica selecionada quando comparada
com o sistema de ccmuniaaggas sem interferBncia. Por outro lade, perdas de até
1.28 &B  ocorvem quando .comparamos o casoe de nae interferéncia entre simboloes
com aguela  com interferéncia, porem, {gvariante wno tempo. Deste modo, o ganho
1Tquide 2 de 0.83 dB quando usamos sinais de resposta parcial pericdicamente va

riantes no tempo ao inves de usar os invarisptes no fempo.

Na Tabels 5.2, mostramos a degradagac do sistema de comunicagoes
quando ccorre perda de s sincronismo. Fica evidente que o melbor desempenho obti-
do para uma dada combinagao de valoves de (&, &, &, 1) passa a ser o plor quan-

- a ot " . s . - -
da o sincronismo é perdide. Este fato e ewplicado atraves do seguinie argumenT
ta: oz coeficientes da Interferéneia entre sImbolos assumen $eus menoras valo-

rog uma ver gue as coerrespondentes mbtricas acumuladas ao longo dos caminhes na



138,

treliga sac mencres dade o "descasamenty’’ entre os valores de remos.

Figura 5.3.1 ~ Diagrama de satado com erres para L=2 e M=1.



Sem Taterf.

Sinais de Resposia

TARELA 5.1

Receptor Btime

Ph

Q&, ‘é.s g’“ﬁ! ﬁ}

9, 9, 9, 9

10, 8, 13, B
11, 7, 1%, 7
12, 6, 12, &
13, 5, 13, 8
14, 4, 14, 4
15, 3, 153, 3
16, 2, 16, 2
17, 1, 17, 1
18, Q, 18, Q

Sinais de Resposta Parcial Invariantes no

9, 9, 17, 1
10, 8, 17, 1
11, 7, 17, 1
12, 6, 17, 1
13, 5, 17, 1
14, 4, 17, 1
15, 3, 17, 1
16, 2, 17, 1
17, 1, 17, 1
18, 0, 17, 1

102

7. 24
7.19
7.0
6.8
6.6
6.4
6.25
6.1
6.0
5,96

i

6.4
6.4
6,35
6.3
6,25

6.2

6.1

&.0
5.97

103

REE {d8)

8.8
8,75
8.6
"B 45
8.3
8.15
8,05
8.0
7.95
7.93

1073

RER (dB)
5.18
8.17
B.16
B.15
8.1
8.05
8.0
7.95
7.95
7.95

1074

9.96
.91
B.79
$.65
3,52
.43

2,36

9.32
3.31
9.3

Tampo

AL

9,51
8.5
G.48
9.44
9.4
9,346
9,33
4.32
9,31
4,305

4G,

parcial Periodicamente Variantes no Tempo
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TARBELA 5.2

Receptor Otimo

oh w? ow? wt b w2 7 104
(G, B, §, 1) RER (dB) (x, B, 8, M) R (dB)
9, 9, 10, 8 7.31 8.78  9.93 9, 9,10, 8  8.57  10.96 12,32

s Bincronisme perfeifo —» 4 fora de sincronisme e

ok T e e

-

% 4 - ANELISE DE SISTEMAS DE COMUNICAQDES USANDO MODULAGAD POR SOBREPOSICAD

9 objetive desta Segd@o estd divefamente relacionads com 2 aplicagao
do modelo proposto ma Segao 5.7 na avaliacdo de desempenho de sistemas de conu-

nicacoes empregands Modulagao por Sobreposicac e Multi~h.

Especificamente iremos analisar a performance de combinagoes periodi
cas nse codificadas de modulagoes Minimum shift keving {MS8K} e Binary Phase
Shift Keying (BPSK) que pertencem i classe de Téenicas de Modulagas de Fase Con
+Tnua {CPMY. & esta combinagdo de modulagoes denmominaremos Modulacae por Sobre-
posicao.

Modulacho por sobreposigho & uma t&cnica proposta onde duas  Lontes,
pma Com alfa taxa e a outra com baixa taxa, enviam continuamente informagac con
poténcia maxima em.um mesmo canal de transmissdoc de tal forma que a ocupacan es
pectral % ligeiramente maior do gque aguela da fonte de alia [axa. Dentrg as va~

rias combinacbes de modulagoes s mais prowissora & aguala gque emprega o MSK e ©
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BPEK para altas ¢ Baizas taxas regpectivamente, Esta cgmﬁinaggw foi proposta

por Omura e Simom, sewm a vespectiva anfilise numérica,

Desta fﬁf%ﬁ; apresentaremncd 2 gaguir n madele do aiat&ma de comunica
soes para efeito de anilise Hem como comparagoes com outras técnicas de wmodula-
cao digital.

Assumiremes que o models do sistema de comonicacoes seja  tal que
exista uma ?eriaﬁiaiéaﬁa ¥ e gue cada simbolo tenha dufag&m de T segundes. Supe
nha gque a fonte de informagao 1 (alta taxa) transmita durante o8 K1 primeires
Intarvalos de tempo, dentre os K fntervalos, € que a fonte de informagas I
{Baixa taxa) transmita somente ao gedgimo intervale, Iremos assumir vambem que

eate padrao se repita ao longo de todo 0 pYoCessso,

o models do sistema de comunicagoes & como mosira a Fig. 5.4.1 com &

corvespondsnte tralica.

A saida do sistema de comunicagoes e dada poy

#(t, a, B) = JZE/T . cosCw t + OCt, &, b))

[atai)
a = {a@, ais a4, el o a; € {1, ~i}

312 [i’. .
Ot, a, b) = } W h.{a *BJ ¥ I oyt by) cqfr - (f - 1)T04de

ne=ld N :

{(3-13%
qnda 4 ou 1 para n o= K
B o=

Qo para n # K
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W=1f2

@ {:‘}{t I %}} Y g 3
Fonbe b ol }’;{i} Rl b Mod, {}\t"fi*..?ii%

i

y
)
L

g

o
|
|

o

b

Fonte
Ix

al

it e ) R

Bk

Figura 5.4.1 - a) Modelo do sistema de comunicagoes.

b} Diaprama de trelica corvespondente.
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com ¥ & perigdicidade do sistema,

Os estades sso dados por

8 - !; + <T§> . {}iﬁ + ‘iiﬁ_}} mad 27 | {3,380

Para gqualguer sequencia de dados provenientes da fonte T e 1T, o es~
aco de fase node ser descrito por uma estrutura de Arvere com a paracteristica
pa . .

de fase rontinua entre as transicoes de estados,
hg

Note que esta arvore & binbria nos K-1 intervalos e quaternaris npo
vessimo intevvalo dada a inclusac de uma das fontes. Esta arvors se converte

em uma estrutura de trelica pela operagaoc mod 27,

Para a simplicidade de analise, suponha que uma hase ortogonal apro-
priada tenha sido eseolhida atraves da aplicacio da técpica de ortoponalizagio

de Oram-Sehmide em x{t, a, b}. Dessa forma Levemos

N? '
ik, a, ﬁg w ) K£(E; By . @i(ﬁ}
=0

¥

para algum {¢£€§2} ortogonal,

O canal B o Causssizne Brance com média zero e densidade  especr

tral dos dois lados EGJZQ

No receptor Leramoes:

yie) = x(ky 553 };} + n{t}



dade w{t, a, B), temos que v
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Dada uma sequencia fixa {z, B) de comprimentp L e consequentemente

£y & um processo Gaussiano com media x{t, a, b} e

variancia Hy,/2. .

y{t)

oude

Uzando do mesmo conjunto ortegenal de x{k, a, B}, fsto a, {zg’s,i('__t}},

node. ser representado poy

Fom (Fys Ty Tgr enees ¥yl

) ;‘i‘g(;%’ E}; e (;;j.. (;%‘_:l %}: 3 ;‘Eziés :%;}:S' L ;;L {:%E}‘ E}ﬁ

I%m ({il} ;EZ'G LR 1 gi}

K

o = wlas B ovony

com xk(a, by & 2 varifveis aleatorias independentes s identicamente distribul-

dag hi-dimensionals dada por

£ AT

Fela B = [Rla 0, B

B T [Py ﬁk]

‘}:?é {

e

fos

=
i

v OIRIT . ces[skga, b}]

e
o
e

o

e

t

Jamsr . sin{ggféé"ﬁﬁj
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4 fungio densidade de probshilidade de §% condicionada o ﬁk{ay b)
& facilmente obrida de §§ﬁ Sa tomarmes o logaritmo natural desta densidade de

probabilidade obteremos uma métriga que & dada por

w{%Ca, B, ¥ = J2E/T . {ynsc{an’ B ) . cos{s (a, B)} +

EJME
(a, b,) . sinfs (a, B)I} = n‘%{) nlx , ¥,

e
Ta,s
Como iremos usar o teste de maxima verossimilbanga, de mods & detar-
minar a probabilidade de ervo de aimbolo, teremos que particiomar o espago de

sinais em M regites distintas. Dessa forma o veceptor gera composto de duss par

fes
Parte L ~ para toeds k fornecera ﬁs.valaras de ykﬁc{ak’ hk§ & ykgsiakg bk}
parte 2 - para tode k computard a métrica
. S
m[%(a, b), vl = ZG LIS
P ’

que fornecera uma estimativa da sequéncia original transmitida.

Uma vez que estabelecemos oS elomentos basicos para o emprege da teg
nica da Segac 3.2, passaremos a descrever como obter a fusgao de transfercncia

do dingrama de superestados,

- - o L o * # w
Devido A4 watureza nac linsar dos §ineis em cada vawmo da traliga,
cada par de caminhos que deixam um estade 2 relornam pcstariarm&ﬂte & ssie es—

rade ou terminam em qualguer dos estados restantes da trelica apes W intevva-
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1os, com W » K+ 1, apresentanm diferentes valores pava  as metricas acumuladas,

Tsto implica gque cadas par de caminhos deve ser anallisade separadamente.

suponlia que para t<m e & >n+ ] tenhanos & %'gt come dafinido  em

(5,307, Dessa forma um erve de desodifibagab-acarreré ge durante os i interva-

los, isto &, ndt<n+i, © aigeritme de ViterBi escolber um caminho  ftal  qus

-

suz metrica scumulada & mafor do gue a do caminBo correto. Assim

it N W]
AR O
i=n =1

E T B N P oy v s e ) . »
Definiremosg ﬁk.w {ﬁk? sk} & Lk w= (ak} akﬁ como suparestade e saper

antrada no iustante L=k, respactivamente.

o disgrama de superestados 2 composto de dols conjuntos a sabey w@ 3

. s pr s - . k Lk B oo -
W, COmD definidos na Secgas 5.2, As malyizes Bi’ oy e B com elsmenios hi . 8ac
LEL .

respectivamente condigdo imicial, condigao de wsaida e de transigac  para

k=1, 2. A fungio de transfer@ncia total & dada pelo lema 5.1,

Para a avaliagde da performance da modulacdo por spbreposigac basta
usarmos  dirstamente o resultade do lema G 1. garém} poderemos simplificar os
caleulos se tomarmos A representag%g de superestado Como 4 r&pra&amtagam de di-
farenca de estados. Esta fato permite-nos fazer use do avgumento Tos dados de
entrada sao todos zero”, iste ¢, basta comparar Lodos o caminhos gue deixam O
caminhe de entradas pmulas o yeiornam 4 cle. TIste implica gue transformamnes wna

treliva nao~linear em uma linear. Fortanto, hasta dererminarmos individualmente

as probahilidades de erro de Bit e somermos estes resultadns, izto &,

?Efz, = ‘?‘B‘(y;i,z Yo woes ‘v,fgi, weny \{j}
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com Y, = 1 e ¥ ® £ para iwl, ... j & LEE .
3

& Pho=  }  PBy
f=l

Para efeite de exemplo numérice fremos estabelecey K=3., UOs diagra-

mas de diferengs de estado & wostrado na Fig. 5.4.2.

Figura 5.4.2 - Diagramas de difevenca de estados.
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onde
Y.
bani=pa N a 2
himhé DZ. a ﬁzmhf}mﬁ . W=
hl = by = <é> I R
2
he = 52 =B z?z W 2 2
}. 6 El 2 . 12{' : 1? "
ag T Y,
A A 03 4 2, ple60 %
3 5 ,

s .3 .3 _.3 _ {1 1.66 Y3 .19 13
hl@ hll = hlB &1& £ <g§ . 13 .0 z 7 & T z 7}
T ¥
3 _ {1 1.4 13 36 13
hlz 4 hLS = <§> . i . B z 7+ 2 .0 )]
3 e R T S
B TR T ; 7779 ‘ g

com D o= Qfé %ﬁ‘gl e Q) a fungao erre, d s s distSncia Euclidiana normaliza
L. o

da dada por

5 1 LY 9 L1 )

g% w ey { (xfg, a, 53 - ={t, a’, 53} db = l 4 ;{aq, .3, {al, %i}}

2w/ 4 o - = A R AR A §
{5.3%)



com (3, b} e (2", b’} sendo qualsquer sequencias de comprimento L. Substituln-

do os valores de x{k, a, b} e thi“ﬁf?ﬂéfl' em (5.37) temosz

{sea AR, . =~ san AD.)
g e i+l 10 , éﬁi " ﬁ@i%}
ﬁgi%i m‘éai
i -
1 - cos &Qi . ﬁ@i = 5@i+1

w2 i, o8 ¥ - . X ‘ o s oom
onde 47 = d i{ai, hiE, {ai? bi}j 2 A@i =8, " Sp. Bo (5.3 remos qua édi 2

dado poy

£

0
|
£
}
1

. N T £
n+l ol il 150 i 2

onde n, & suas respectivas probabilidades de transigao, vepresentadas entre col

chetes, sao dadas poy

: K ot
0 Ell , A Eag bi-«hi
2 3

a.=a; , bh:¥hb

- - 3

1 {378], . R

Feiny] - apfag s byl

e 1] -

. ¥ o, f
.ﬁ [_ij?] 3i % e’:ii 3 bi - bi
o L 1 _ t - #
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Em geral q{_{;_i};_ & dada por

onde o iguala o intervale entre os valoves de N No caso em consideracao

Uma vez gue dispomos de todos os valoves pava avaliar o limitante

superior da probabilidade de erro de bit, passaremocs s comparacoes. A
Fe - B B

vie. 5.4.3 mostra Ph versus -— para modulagao por sobrepesicao com K = 3, 4,
¥,

MSK, BPSE, QPSK e 2-h dada por {274, 3/4} avaliado segundo 2) e b) da Fig.

3.6.2.

Com relagdo As comparagoes Lemos que a8 thenicas de modulagoes digi~
tais comvencionals, iste B, M-PEK, M-FSK, QAM e etc. aprﬂsemtamféi&ﬁumtiuaidam
de de Fases abruptas, Estas discontinuidades resultam auma maior ocupagan es—
pectral quando comparadas com taenicas de modulagao digital pertencentes 4 clas

ge UPM.

Come fpode ser observado da Fig. 5.4.3, para walores razoaveis da pe-

ciodicidade K a modulacso per sobrapesigao st muito proxims do MEK uma vez
g

. . - 1 v
gque para tais valores o Leymo predominante e da forma |~ SXpi~ o begsa for
2z 5 -
e

ma Lemos que 3 mséuﬁﬁgﬁu por sobreposicae propicia um desesmpenhe Bom  Qom uma
Faixa de ocupagso espectral ligelramente maior do gue aguela do M5K, POTED,

e

rransmitindo duas fontes copm alta e Baixa Laxag.
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@

Pb wersus Ep/Ng.

Figura 3.4.3 -
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5.5 -  ANALISE DE DESEMPENHD DE.E&QQE%AS COMRINADOS POLLING/CODIGOS CONVOLUCIO~

HALE PARA CANAYS DE ﬂﬁMUﬁ?ﬂé@@E&'ﬁE.MﬁL?EPL& ALESSD

Nests Secan apragentaremos a anzlise de desempenho de si%tam&s de co
wanicagses combinands técnicas de multinle acesso denominada "Poiling”  junta-
mente com chdigos convoluefonais. As disciplinas do "Polling" denowinadas
“aared” e exaustivam serdo consideradas juntamente com codipos  convolucionais
rom maéeradaé—vaioraS“éa memdria e taxas especificas. As medidas de desempenbo
consistem do atrase medie e da probakilidade de ervo de Hit como uma fungao da

faixa e potencia,

Tremos considerar um sistema de miltiplo acesso cujs objetivo e o de
partilhay o8 recursos entre elementos geograficamente distribuidos. Bm geral,
tEenicas de codificagio sho incorporadas 4 um sistema de comunicagess de dados
de mode a melhorar a confiabilidade das mensagens ao passarem por wm mein com

R - . -
as interferencias @ ruldo.

T termos de confiabilidade, a medida de desempenho & a ?fmhahiiiéam
de de erroc de bit, Pb, como uma fungdo da relagao sinal-ruideo (Rbfﬁa}, Por
putre lada, warias curvas de desempenho  do tip; b x By /By, tem sido obtidas
para varios esquemas de codificacao. Entretanto, tais derivacoes tem aﬁsﬁmidc,
em geral, que o Fluxe de dados {mensagens} gque chegam 3o canal de comunicacoes
5 cemetante, Sob condicbes reais, a geragao de dados nas virias estacoes (usua-
rios) sio fornecidas por virias fontes de informagso e governadas por diferen-
ros mecanismos aleatprics., Come consequencia, comprimentos das mensagens e 09
intervalos entre as chegadas sao representadas per variaveis aleatbrias. Desse

moda, formagao de filas surgirao, iste &, as mensagens sofrevas atrages nag es«-

tagoes da rede.
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0 tempo medio de atrase das man&agens.B farna£&.a media estatistica
" do tempo decorride a partiy do instante da reguiafggé.para a transwmissao da men

sagem até o instante que ela & recelida com sucesse pelo destinatario.

Note gue aldm da fefmagQﬁ de filas; existe um outro fato que degra-
dard o desempenho do'siaiamam Dade que as fontes estao geograficamente distri-
buTdas o sac independentemente peradas alguma politica deve ser adotada de modo
a ﬂrgamizaf o acesso ao canal. Isto implica gue deverd existir ume coordensgac
entre os usuirios, Consequentemente, atrase das mensagens nas filas serd afeta~
do pelo modo de multiplo acesse adotade.

Compartilhamento de um canal da maltiplo acesso, canal de radiodifu~
sho, pelas estagoes & determinado e supervisionade através do procedimento de
controle de acesso. Governado palo prmtﬁcalc de acesso, cada sstacao discrimi-
naréd o tempo efou a frequéncia apropriadas para efetwar a transmissao. A medida
mais comum de desempenho de um procedimento de contrele de acesso consiste do
rempo medio de resposta das mensagens n&.reéa$ D, como fungao do tr§£i¢0 total

eferivaments transportade (throughput).

Para a descricdo apropriada do desempenbo combinado de um sistema de
comunicagoes de multiplo acesso governade ceonjuntamente pelo controle de aces-
softfenicas de codificacde, devemos combinar as curvas de Pb x Ey/N, com as cur

vas de atrase versus throughput®,

trabalhne anteriores apresentaram vesultados somente para 0% asos
de TOMA e VDMA com esquemas de modulagoes PEK e FSK. Westa Secao ivemos apresen
rar of resultados para "Polling" integrade com codigos convelucionais. O propo—
sito dests integracio advém do fato de que ambas as téenicas sao utilizadas de
forma independente em vériaS‘apEECaégéafde comunicagoes de dados com multi-usud

rios de tal forma que os projetistas de redes, amalistas ou meswo usvarios de-



terminem a4 gquantidade total de informacao que possa ser transmitida atravis do

canal de uma forma confifvel e regular.

05 pubroes pavrametyos imporiantes que gserao considerados nesta andli~

se sao faiwa do canal, R Bits/seg., e poteéncia, C/N,.

Consideraremos o sistema de miltiple acesso como servindo uma popula
cao de M usuarios {estagoes) enumevadas de 1 a M. Para simplicidade matemati-
oa, azsumpiremos  que taﬁas-as.eszaggés-passuem ay mesmas cavacteristicas. Deve
ser ressaltado gque esta hipdtese de forma élguma inviabilizard a anilise a ser
faita,

Tremos considerar gue a chepgada das mensagens ew cads estaggg SERUL

o processe de Poisson com taxa A. Entao,

et
i

ki {masa./seg.) = taxas de chegada em cada fervminal

A=M.) = taxa total de chegada no sistema

Cada mensagem e composta de um nimero de pacotes. Denotaremes por Ba
o nimerc de pacotes contide na n-&sima mensagem Jue chega ao sistema. As yarii~
veis aleatorias {Sn; ne=l, 2, ...} sao independentes e sdenticamente distribul

. y e ) o e d
das governadas por uma distribuigac geral com momentos E(B) e BBy

Cads pacote & composto de um cabegalho com Hy, bits e um campo de da-

dos com By bits. Deste modo o nimero total de bits num pacote & My + Ny.

A taxa de transmiseao atraves do canal & R bits/sep. Assim, o tempo

necessaric para transmitir ums mensagem & uma variavel aleardoria y dada por

X = {ﬁh + N{E} 2 g,pr
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e cuios dois primelros momentos sHo

a diréita de acesso ao canal B controlade e eupervisionade pelo pro-
rocolo do "Polling”. Soh este protocole, gque pode ser implementads na forma cen
tralizada ou distribuida, cada estagac @ jnterrogada, em vma forma ciclica, sge
tem alguma mensagem a ser rranenitida. Se a rvesposta 2 positiva, s faiwa & tow
calmente alosada a esta estagio, que transmitira na taza de R bits/seg. Apds a
yrilizacac do canal pela estagao i {ou caso haja uma resposia negabiva & inter—
rogagao), o mesmo procedimento 7 repetide para a estagao {i+1) mod M. Uma vez
que o acesso & alcangado, duas discipiin&s podem ser consideradas: "gated” e a
exaustiva, Wa disciplina "gated” somente ds mensagens que chegaram atké o ilastan
re de interrogacdo sap transmitidas neste cicle. Na disciplina exaunstiva, a3
mensagens gue chegam durante a rransmissac sao tawbem transmitidas no presente

ciele,

Cada mensagenm sofrerd um atrase total devide ao tempe de espera mais
¢ tempo de transmiss@o, Bm regime permanente, o atraso madio & representado pov
f‘},.

A3 aqui, apressntamos o protoeolo de miltiplo acesso. Iremps a se~
guir apresentar o esgunema de codificacio.,

B cada estagas a técnica de codificache do tipo convelucional @

apiicada ds menpagens, Cada sequencia de B Bits que aliments o cadificador tem
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gomo resposta n hits., Dessa forma esbamos urilizando codificadores convolusio-
nais com taxa B, = /a, B e n inteirog. Um outro parfmetro importante € O nuame-
o de membrias, v, de tal forma que um total de % .v bits influenciom a salda
do codificador.

Assumiremocs gue cada bit tenba 2 duragao de T, seg. Isto & equiva
lente a dizer gque a taxa de geragan dos bits e Ry = 1/Ty Bps. Relembrando que
o tempo necessarfo para transmitir um bit através do canal @ 7 = 1/8, ohie~

mos para o codificador em questyo

T, = Ry + T = R/R

Entao, assumindo gque o contetdo de emergia do bir & Ey, que s ca-
vacteristieas de atenuscac do canal e ganho da antens ship bals gue a relagao si

nal-ruide total, ssia CFAN,, temos que

£

g“‘x (B, Ty} [N, -§E-== (cha) « Rg/R

o "o
Desta forma a medids de desempenho do sistema gob tais consideragoes
fica coms upa fungdo de C/N,, ou eguivalentemente, de By /N,
Apora passaremes a spalise de desempenhe propriamente dita. Eagao
-~ oa ra a
soh o models adebado, temos pava 4 media estatistica do atraso da mensagem para

a disciplina “gared™ fica

o,
o= (i MAEBOY ofreaeeo] oM .ox (-pl +EQO
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anda

po=MAEH $1

e v & o tempo necessario para passagem de contyole enive as esbagoes, Bsta hipd
tose somente simplifice a exposigao e a andlise a ser desenvolvida. Entretanto,

para o case geral r deve ser considerada como uma varifivel aleatoria. Pode-se

mostrar que o atrasoc medio sob a disciplina exaustiva @ dado por

Como a relacio acima leva em conta o atrase midio sob a disciplina
. - . . s 5 ‘ ’ .
"oated", entas & suficiente efetuarmos a andlise sob a discipliza Yaated” para

obtengao a posteriori do atraso médio da disciplina exaustiva.

Nefina

Ay = Mo AL (Nt Néf} . B{R} = p R

coma o trafice medic total (taza de pits de chegada) transportado pela vada (am

bits por seg.). Hotamos que

. i~ - il
Dy = d[R. Sy, E(B), BGT), o]

onde di+| & wma fungdo monotonicamente decrescents em R e monotenlcamente cres-
cente em Ay, e consequentemente em p = Ap/R para p < 1. Iste implica gue a in-

: . . . .k . -
verssa de d[&j com respeirto 4 ﬁﬁ existe. Seja 4 is} a inversa, anbao
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“lpy & oo N
Ay = d R, Dg. B(B), E(BT), M1

s a taza de Bits da rede em terma&-ﬁa.ﬂ§‘ AlBw disso, My g monctonicamente cores

pente com Dq @ ﬁﬁ tende a R .guando ﬁ§g+ @,

Com relacio aos cddigos convolucionais, limitante superior da medida
de distorgas media pede ser facilmente obrides da Secae 5.2 guando conhecemos a

] : - - o ' b
matriz gervadora, G, do codige pava um dado numero de membria, v, faza R, =
n

e canal, Tabelas com noves codigos convolucionais foram apresentadas uo Capleu-
1o 2. Entretanto, limitaremos a analise somente com o emprego de alguns chdi~
LS -

Dessa forma sob as hipbieses do modelo adotade juntamente com a moda
lacdo BPSK e assumindo que O culdo & aditive Gaussiano brance pode-se mostrar
que para @ 1) v =3, Ro = 34 23 v o= b, Ry = 2/3; 3) vo= L, Ry F /2 o limi

rante superior de d gquando a fungac caracteristica & usada & dada por:

2 10 12 °§

o orw g BV fisio® o+ sess3 ot . 2119829 077 4 Lo

5y ey < |5} f26s b® « se95 0!0 + 110834 pt2 4

2
o e o< (1) f36 020+ 211 12 & 1s0a pl6 o+ 11633010 4 L}
2
onde.
2 B
o= {E MNEZ
5
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e 0} sendo a FUNQAD ITO.

OBservames que Ph o= ?Ei@fﬁa} %chng onde p(-] & monotonicamente da-

i e . wd . »
crescente Com Cfﬁﬁ, Fntan, sua inversa p {*) existe e v dada por?y

R .
Lk = e
Mg n

Note que a conecgac enfre © desempenbo de ﬁé % o (expresso por 403

e Pb o« L {exprasso por ple)3 & dade pela taxa do canal ¥, HNo que se segue,
o

ilustraremos O desempenho combinade e as transagoes associadas com sssas fun-

coes desempenbo.

De modo a apresentarmos resultados numericos para o desempenho combi
nado de codigos convolucionais e “Polling”, considersremos um sistema com 08
PR o Mo L woqn”B o .
seguinbes parameivos o 8 o= S0 v o= 180 7 seg.; numero de pacetes por mensagem
e . . o ol
rem  distribulgac geomelbrvica  oow modia E{B) = 2 {implicando gue w{g“y = 533

LI 1000 bivss = 48 Hilg.

Ty
primeiramente, note que d(<} & fungio de Pb. Deste modo as curvas de

ﬁg % o (parametrizadas em Ph} sao dadas por

o= a4 [R, Ay, BB, BB, U]

e

R

o ,.g__ “ um#mfiww«. = &_h
: ?}}{} -t . ) ’
_ p  {Fb}

Entac, avaliagdo & computo do ALrasa vexrsus Yehrouphput' sob oum determinado wa-
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lor de R, as relagoes acima integram os elementos da combinacao.,

A Fig. 5.5.1 mostra a varlagac de ﬁQ como uma fungae da throughput
miadia da rede em Bps. Bste hltime parﬁmet$o 6 & taxa efetiva de transmissao de
bits e pode ser escrita come R - M A Ny E(B). Hote gue M AN, E{B}‘é A guanii~
dade da capacidade de canal desperdigada pela transmissao dos  Bits do cabaga-

1ha.

A variacio de PB « 5. % determinada pela funcao p(-} tal que

Assim, para o maxime valer do atrase medio, Dq, as curvas de desempenho de atra

. C e . :
sn parematrizado pelas curvas de Pb x —— sao obrtidas com R dade por
H
o

arir

ande A% 2 gie fornscera o valor de Qq. Tate & equivalente 2 escolhey o valor de
B para um dado valor de Dy. Valores pequenos de R resultarao em atrascos medios
maiores gue o de ﬁq” Note gque, gquando ﬁq wom, R Ay e consequentemente,

b * Ph o iminyg

r R
Phimin) = p $<§;> L
o/ Ay

pests mode Ph{min) 42 o desempenho do esquema de codificagas quando
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nephuma r&&trigge de atrase e imposts.
Na Fig. 5.5.2, {lustrames o comporiamento de PB x [ . ﬁb.” Os

pardmerros sao os mesmos gue da Fig. 5.5.1. A&s curvas apresentadas SA0 para
virics walores da wmédia estatistica do tempo de espera das MEnsagens,
Wq = Bq ~ E{y}. QOBservamog que a2 nenhuma restricae de atraso 2 imposta, tal

ot . . g - s

que wq = o, as curvas convencionais de PBH x —— S30 ohtidas, Por outro lado, se
' 0

- . a o &

wq = Ymseg., observamos que ba degradagan em Ph para us dade - As Lyocas

Ni}

gnkre ﬁq & Ph  tornam-se avidenbes nasbe Caso.

Finalmente, ilustramos as possiveis trocas entre as duss nrincipais

. s , c . ) .
medidas de desempenho, D% a Pb, Para valores de ~—, R, # Ph dados assumiremos

o

» . Y ¥ . i s
que R possa assumir seu valor maximo. Assim, usande sste valor de R, e posgi-

vel a obtengao da relagdo entve o atraso & Pb que e dada por:y

. /¢ R, 7.
Bg= di() — A, » EG) , EGY, H
L\e p ey |

*

Mote que se escolhermos o maior valor de R, garantiremog o menoy var

lor de g(ﬁx

Para obtengao de wvalorves £initos de DQ, precisamos garaniiy que

po= AR < L. Entao

R
C v
. pE > Ph o= p ( e .
ARH ,
¥a Fig. 5.5.3, mostramos ¢ COmportamento da ﬁﬁ ® Ph para-EL = 50 d8.

S
[
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0s parametros agul utilizados sav on mespes das fipguras anteriores, Ohservamos
que para um cddigoe convolucienal com v = § e R, = 1/2 o mellior desempenho & pb=

tide, porém, necessita de malor faixza.

Coms, em geral, codigos convolucionals com altas baxas aleangam 28
menores distancias minimas do que og cbdigns com balxas taxas e que o fator de
expansdo da faixa & dado pelo inverse de R, sntho concluimos que se o sistems
vequer alta confiabilidade, Laiwas taxas rem que ser utilizadas tendo em coula
o faror de expansac de faixa. Se a faiva tem que ser conservada entao c5é1g0§
convolucionals com altas taxas & a alternativa. Se prﬁﬁézvagﬁﬂ de faixa & neces
saria, porem, com gachos em potfncia entdo codigos de crelica invariantes no

tempo e periodicasmente variantes no tempo sao alternativas fantasticas.
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Figura 5.5.1 - Atraso da mensagen X “ehroughput” para O/, = 6 4B

com cbdigos convelucionais Vv, Ry @ Ph especifi-~

cadas.
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R, especificados e {¢/u,) = 50 4B.
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- u . " 4
fe capitules anteriores Tesumen de forma suscinta as contribuigoes

segundo a linkia de pesguisa desenvolvida pele aufor.

 rsts linha de pesquisa pode ser deserita como uma divisle enm tres

1 ~ Otimizacan Combinatorial
2 - Criptografia

3 - Chdigos de Treliga Variantes no Tempd

¥ao foram incluidas neste tvabalhe, pot razoes de espago, os resulta
dos recentes dos novoesd répicos de pesquisa em desenvolvimento gue  apresentan

resultados bastants promissores tanto no aspects tebrico como aplicado.

Tentre esses novos topicos de pesguisa citamos!

&y (Gdigos de treliga variantes oo tempo para usg 2m Multiplo Acesso;

b) Bstabilidade e robustes de codigos convelucionais com aplicacoas em

criptografia;

o} Generalizagoes de eripto-sistemss de chaves piblica wariantes no Lespe;

4} Processos adaptativos wsande o algoritmo de Yiterbi para cancelamento de

ano efou interferencia intersimbolicay

&Y Processos adaptativos para codificagao de fontes usando cbdizgos de tyeli

ca variantes no Lempo]

£y Algoritmos para a solugao do "knapgack” combinatorial.

ste, como exemplos.



