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Resumo

Neste trabalho construimos constelaces de sinais no plano hiperbélico. Analisamos o
desempenho de constelages PAM, PSK e QAM-circular no plano hipebédlico em relacio
a constelagBes equivalentes do plano euclidiano. Para estabelecermos estas constelacdes
introduzimos diversos conceitos de geometria hiperbélica, sendo o principal deles, o
conceito de tesselagdo do plano. Para podermos fazer decisdes em relagdo a escolha de
quais tesselacdes fornecem constelages de interesse, obtivemos funcdes enumeradoras,
que nos permitem contar o nimero de pontos em subconjuntos finitos das tesselacGes.

Para podermos calcular o desempenho de constelagdes de interesse, obtivemos uma
funcdo densidade de probabilidade gaussiana para o plano hiperbélico e apresentamos
suas principals propriedades. Partindo do conceito de funcdo de probabilidade gaussiana

hiperbolica, caracterizamos o ruido de um canal gaussiano hiperbélico, utilizando as
isometrias do plano hiperbélico.

Abstract

In this work we design signals constellations in the hyperbolic plane. We analyse the
performance of PAM, PSK and QAM-circular constellations in the hyperbolic plane in
connection with similar constellations in the Euclidean plane. To set up these
constellations, we introduce several concepts of hyperbolic geometry, among then is the
concept of tesselations in the plane. To make decisions with respect to the choice of
tesselations providing constellations of interest, we develop enumerating functions, in
order to count the number of points in finite subsets of tesselations

To calculate the performance of signal constellations, we derive a gaussian probability
density function in the hyperbolic plane and show its main properties. From the concept
of hyperbolic gaussian probability density function, we characterize the hyperbolic
gaussian chanel noise, using isometries of the hyperbolic plane.
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Capitulo 1

Introducao

Um dos principais objetivos na proposta de novos 'Sistemas de comunicagoes, é que
estes sistemas apresentem ganhos de codificagac, e menor complexidade quando com-
parados com os sistemas jé conhecidos.

Em qualquer sistema de comunicagoes, a informacao sendo transmitida sempre es-
tara sujeita a um conjunto de pertubacoes provenientes do canal de transmissao. Esse
conjunto é denominado ruido. Apesar do ruido ter origens fisicas, o seu tratamento
depende de um modelo probabilistico. Assim, caracterizar o processo estocdstico é
equivalente a especificar a funcao distribuicdo ou a fungio densidade de probabilidade.
Este ¢ um passo importante em diregao a obtencgao do receptor 6timo, e consequente-
mente a realizacao do sistema. Uma vez caracterizado o processo estocastico via a
funcao densidade de probabilidade, o passo seguinte é o processamento do sinal a
ser utilizado na transmissao, de tal forma que a agfo do ruido seja melhor contro-
lada. Isto pode ser realizado de véarias formas, como por exemplo: via modulacio,

codificagao, ete.



Motivagoes e objetivos

Tradicionalmente em comunicagoes digitais utiliza-se de espagos vetoriais na descrigdo
das constelagOes de sinais, bem como de uma métrica associada. Em geral, o espago
de sinais apresenta uma estrutura geométrica euclidiana, independente da métrica em

consideracao.

Neste ponto vem naturalmente a pergunta: Por que estudar constelacdes de sinais
em um espago hiperbdlico? Uma das principais razdes é que no espago hiperbdlico
€ possivel construir arranjos regulares de pontos que néo sdc possiveis no espago
euclidiano. Com relacao a este ponto, lembramos que os tnicos reticulados totalmente
regulares do plano euclidiano sio aqueles formados somente por triangulos equilateros,
quadrados ou hexdgonos. No espaco hiperbélico infinitas sdo as possibilidades de
reticulados regulares (tesselagBes) as quais sio chamadas de tesselagdes hiperbélicas.
Desse modo, o projetista de um sistema de comunicagoes tera a seu dispor uma
infinidade de tesselagdes hiperbdlicas, de onde este poderd selecionar a constelagao
de sinais mais apropriada para a aplicagao que estd sendo considerada. Uma cutra
razao ¢, a de que ganhos de codificagao s30 obtidos quando se utiliza constelagoes de
sinais hiperbdlicos, em compara¢do com as constelacdes de sinais no espaco euclidiano.
Além disso, o processamento necessirio na demodulacio na geometria hiperbdlica é

similar ac da geometria euclidiana.

Um dos objetivos desta pesquisa é realizar uma anglise comparativa do desem-
penho de um sistema de comunicacbes, cuja constelacio de sinais esteja contida no

espago euclidiano, em relagdo a um sistema de comunicacées, cuja constelagao de



sinals seja uma “equivalente 7, contida no espaco hiperbdlico. Mostramos que as con-
stelacoes de sinais do tipo M-PAM hiperbélico, apresentam um ganho de codificagao
de pelo menos 3.61 dB, quando comparadas com as correspondentes constelacbes M-
PAM euclidianas. Este comportamento se estende as constelactes de sinais do tipo

M-PSK e M-QAM, porém com valores de ganhos diferentes.

Desenvolvimento.

A tese consiste de seis capitulos. No Capitulo 2 introduzimos as nogdes basicas da
geometria hiperbélica, tratamos de alguns modélos para esta geometria, suas pro-
priedades bem como o conceito de geodésica. Aqui gostariamos de chamar a atencio
de que a geometria hiperbdlica nao é obtida da euclidiana, e que a mesma apresenta
propriedades que a tornam bastante diferente da euclidiana. Duas das principais
diferengas sdo: (i) o quinto axioma de Euclides ndo é mais satisfeito {Axioma das
Paralelas), assim dada uma "reta ” e um ponto fora desta, existern mais de uma reta
paralela & reta dada; (ii) a soma dos angulos interno de tridngulo é menor que 7.
Como colocado nos objetivos acima, queremos fazer comparagdes de desempenho
entre constelagoes euclidianas e hiperbdlicas, e essas comparacoes sao feitas através
da probabilidade de erro. Assim, no caso hiperbélico necessitamos de uma medida
de probabilidade que permita realizar essas comparacdes. Com isso, no Capitulo 3
apresentamos o desenvolvimento da fungao densidade gaussiana hiperbdélica, como
um passo intermediério no estabelecimento de uma medida de probabilidade para
o plano hiperbdlico. Neste capitulo mostramos a sua construcio e suas principais

propriedades. Ainda neste capitulo, apresentamos o modelo do canal gaussiano
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hiperbélico ” aditivo 7 e também desenvolvemos a idéia de ruido gaussiano hiperbélico,
como uma modelagem para a transmissao de um sinal hiperbélico.

Para realizarmos as comparacbes entre as constelacdes de sinais euclidianas e
hiperbdlicas, certas restrigdes serdo impostas. Dentre estas restricSes, encontramos
aquela em que o nimero de sinais devem ser iguais, bem como a energia média. As-
sim, dada uma constelacdo euclidiana que provenha de um reticulado (tesselacao),
precisamos saber como escolher dentre as hiperbdlicas, subconjuntos finitos das tes-
selagoes que tenham o mesmo nimero de sinais que a euclidiana. No Capitulo 4
introduzimos formalmente o conceito de tesselacio regular dos planos euclidiano e
hiperbolico. Desenvolvemos também as correspondentes funcdes enumeradoras, com
0 objetivo de permitir a realiza¢do da contagem do ntmero de sinais no projeto de
construgao de constelagoes de sinais.

No Capitulo 5 apresentamos o desenvolvimento do receptor de méxima verossim-
ilhanga a ser utilizado. Além disso, realizamos a anilise de desempenho das con-
stelagdes PAM, PSK e QAM euclidianas com equivalentes hiperbdlicas. Chamamos a
atengdo para o fato de que as constelagdes PAM e PSK podem ser definidas no plano

hiperbélico, exatamente da mesma maneira em que estas sio definidas no plano eu-

clidiano.




Capitulo 2

Introducao a Geometria

Hiperbdlica

Neste capitulo introduzimos os conceitos de geometria hiperbdlica, visando as definigces
e resultados que sao necessarios para os propdsitos desta tese. Todavia, referimos ao
leitor alguns excelentes textos neste assunto, [1], [2] e [3]. A geometria hiperbdlica
pode ser introduzida de diferentes formas. A forma cldssica é a axiomatica, onde
alguns axiomas sao fixados e através destes as propriedades geométricas do espago
sa0 deduzidas, como é comumente feito na geometria euclidiana. Sob o ponto de vista
axiomatico, a diferenca para com o caso euclidiano é que o axioma das paralelas nao
é satisfeito, isto é, "dada uma reta e um ponto fora desta, existe mais de uma reta
contendo o ponto e paralela a reta dada 7. A forma mais geral utiliza os conceitos de
geometria Riemanniana.

Iremos dar preferéncia a forma via os conceitos de geometria Riemanniana, pois

a introducao dos modelos a serem utilizados bem como a métrica hiperbélica, podem

9
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ser colocados de forma bastante concisa. Devemos observar que existe uma outra
forma, que é a apresentada em [1], onde a construcao da geometria hiperbélica ocorre

através de fungoes de Moebius e suas propriedades.

2.1 Revisao de Geometria Riemanniana

Iniciamos com o estabelecimento de algumas defini¢des. Sem perda de generalidade,
iremos considerar o espago euclidiano bidimensional, isto é, o R?. Todavia, podemos
estender estas definigGes para o caso do espaco euclidiano n-dimensional, R". Lem-
bramos que uma matriz quadrada M é chamada positiva definida se uMu® > 0 para
todo vetor © e uMu® = 0 se, e somente se u = 0.

Definigao 2.1 Seja Q um subconjunto aberto e denso em R2. Uma métrica Rieman-
muana em ) € uma lei que faz corresponder a cada ponto p de Q um produto interno
(ou seja, uma forma bilinear simétrica, positiva definida), denotado por < e g
Deﬁhigéo 2.2 Sejam g = gu(2,y), g12 = G12(%, ), go1 = gon (2, 9) € gos = gan(z, 7))
fungdes diferencidveis de R* em R. Uma métrica Riemanniana em R? ¢ dada pela

matriz

911(%3!) 912(55,9') g1 Ge

fH

G(z,y) =

91(x, ¥} ga(z,y) 21 G2
se G(z,y} for uma matriz positiva definida para qualquer ponto fizado (z,y) €2 C
R*. Sejam U(z,y) e V(z,y) dois campos de vetores quaisquer. Definimos o produto

interne de uw=U(z,y) e v = V(z,y) relativo ao ponto P = (z,v), através da matriz
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G por

< U(P),V(P) >= (u,v)p = uG(P)v'

Assim,

IV(P)lp = {v,0)V? = [UG(P)Ut}I/Q

¢ a norma de V(P).

Deve ser observado que essa é uma definicao local, ou seja a matriz G pode assumir
diferentes valores conforme os movimentos em R?. Através desta definigdo, apresen-
tamos a seguir uma defini¢ao mais geral de comprimento de arco de uma curva.
Defini¢ao 2.3 Seja aft) = (z(t),y(t)), t € (a,b), uma curva parametrizada em R?
diferenciduel por partes. Denotando por C a curva determinada por o(t), o compri-

mento de arco de C, em relagdo a norma dada por G(z,y), € definido por

b
lalle = [ ds= [ lie/ 9)llotaen at

- f: I="(1), o (O Nle@ ey dt

dx d d
= f\/gn(—")g-f-dt dg;(gzz*’f“gn)”*’“gm(dz)ﬁdt

b
= f \/9114932 + dzdy(gis + gn) + gaady?.

onde &/ (t) = La(t).

Assim, dados dois pontos quaisquer P e @ em R?, a funcao distancia entre eles é
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definida por

d(P,Q) = inf f,}, Yl dt

onde o {nfimo ¢ tomado sobre todas as curvas ~ diferenciveis por partes conectando

P a @ e osimbolo | .| denota sempre a norma euclidiana.
10
Exemplo. Se G(x,y) = para todo z,y € R, entéo {|V(P),, a métrica
0 1
K 0
resultante, € a métrica euclidiana. Mais ainda, tomando G = ,comk € R
0 &2

obtemos ainda uma métrica euclidiana.

2.2 Geometria Hiperbdlica

Existem vérios modelos para a geometria hiperbélica. Os mais cléssicos sio: o modelo
do semi-plano superior, o modelo do disco aberto unitario, o modelo de Klein e o
modelo do hiperboldide. A seguir apresentaremos com detalhes o modelo do serni-
plano superior e o modelo do disco aberto unitério para a geometria hiperbélica.
O motivo de trabalharmos somente com estes dois modelos estd no fato de que 0s
célculos de drea e volume, que aparecerio nos préximos capitulos s30 mais simples

nestes dois modelos.

2.2.1 Modelo do semi-plano superior

Seja H? ={z=x+iycR?:y>0}o semi-planc superior. Através das Definicoes

2.2 e 2.3 iremos introduzir uma métrica neste conjunto. Considere a matriz (z,y)
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dada por

Glz,y) = , y > 0.

Primeiramente, iremos obter uma métrica na semi-reta H={y € R : y > 0}.
Podermos indentificar H com a curva a(t) = (zg,t), t > 0 e x fixo, logo aft) ests
contida em HZ. Sejam z = (o, Yo) © w = (g, y1) dois pontos arbitrarios em «(t) tal

que c(t) esteja restrita ao intervalo 0 < g <t < . Entao,

Ho /
a(zw) = [ lla'licdt,

n

1/t 0
Gla(t)) = G((xo,1)) =
0 1/t
Assim,
1/2
Yo Yo 1/t2 0 0
1 0 1/2]]1
Yo
=[y (1/t)dt = In(yo/71)-
1
Se yo < 11 entzo o sinal da integral acima é negativo. Com isso,
d(z,w) = |In{yo/1n)]. (2.1)

é uma métrica em H. Agora, em relacao a H? resulta que d(z,w) < |ln(yo/y3)!, pois
temos outras curvas em H? ligando 2z a w. Seja () = (z(f),y(t)), a < t < b, uma
curva qualquer fixada ligando z a w e consideremos também a curva 3(t) = (2o, t+v1)

com 0 <t < yg~1y;. Podemos assumir que a fungao y(t) € da forma g(t) = ¢+, pois
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seja ¥ 1 [0, 90 ~ y1] — [a,b] a bijeco natural entre os dois intervalos, entdao g = y 014,

logoy =go vy . Assim,

dow) /b NCIORR 10 N /b VP,

/yr-yo i gt In
S S (o/71)-

Portanto, determinamos a distancia entre dois pontos 2 e w H? quando Re(z) =
Re(w).
A semi-reta H junto com a métrica dada em (2.1} é chamada de reta hiperbdlica.
Agora de maneira geral, seja ¥(t) = (z(t},%(t)), a <t < b, uma curva arbitréria

C(diferencidvel). Utilizando a matriz

L/y(ty? ©

0 1/y(t)?

G(:B’y) =

o comprimento de y(t) é dado por

il = [ I @l

- () e () e

b1
= /—i;(t—)«/d:c2+dy2.

A matriz G(z,y) dé origem ao diferencial ds = |dz|/Im]z], onde |dz| = /d2? T dy?.
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Desse modo, dada uma curva v : [a,b] — H?, seu comprimento de arco é dado por

_ I
“,Y“ ‘"/ﬂ Im[’y(t)] dt.

Portanto, dados z e w em H? definimos a distancia entre eles por
A(z,w) =inf |7 (22)

onde o infimo é tomado sobre todas as curvas conectando z a w em H?. Para obtermos
uma expressao da distdncia em termos de funcdes elementares (fungdes simples, tais
como as trigonométricas, polinomiais, exponenciais, etc), vamos estudar as isometrias
de H2

Definicao 2.4 Seja (X,d) um espago méirico. Uma isometria de X € uma funcéo

f: X — X que preserva distancia, ou seja,

d(f(x), f(y)) = d(z, y)

para todo x, y € X.

Comnsideremos as aplicagdes g : H? — H? da forma

az +b
g(Z) - CZ-;-dj (2‘3)

onde a,b, ¢ e d sao nlimeros reais tais que ad — be = 1. Podemos verificar que

lg'z)) 1

Imlg(z)] Imlz]

Isto permite concluir que || g(v) |l = [I7]], ou seja, o comprimento de uma curva em

H? é invariante pela aplicagdo de g. Devido a esta invariancia, resulta que

d(g(2), 9(w)) = d(z,w).
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Figura 2.1: Dados pontos 2 e w, através de isometrias do plano hiperbdlico,

movimenta-se os dois pontos sobre o eixo y.

Portanto, as fungoes g sao isometrias no espago métrico (H? d). Conhecendo como
sao as isometrias em H?, podemos determinar a, expressao geral para a distancis entre

dois pontos de HZ.

Dados dois pontos quaisquer fixados z e w de H2, seja gg a isometria que aplica os
pontos z e w sobre o eixo euclidiano y. Esse eixo pode ser identificado com H, onde
j4 temos a fungao distancia determinada. A isometria go € uma composigao de trés
outras isometrias g1, g2 € gz que agem da seguinte forma: o1 aplica z sobre o eixc
Y; g2 € uma isometria que age sobre g;(z), deslocando o ponto g;(z) sobre o eixo y
de forma que este ponto coincida com o ponto i, e finalmente g3 € uma rotagdo com
centro em ¢ ¢ que gira o ponto gs(g; (w)) de um angulo §, para que g;(g; {w)) seja um

ponto do eixo ¥.

Assim, através destas isometrias pode-se demonstrar o seguunte teorema, que
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fornece expressdo de d que estavamos procurando. Para mais detalhes ver [6].

Teorema 2.1 ([2] e [6]). Sejam z,w € H? e d(.,.) definida como em (2.2). Entdo

(i) d(z,w) =m(:jzzif;i:$i) (2.4)
(1) cosh(d(z,w)) =1+ 2—;;;%

O conjunto H? com a métrica definida em (2.2) constitui o espago métrico referente
ao modelo do semi-plano superior. Antes de apresentarmos as propriedades deste

espago métrico, iremos apresentar o préximo modelo a ser utilizado.

2.2.2 Modelo do disco aberto unitario

Consideremos, agora, o segundo modelo para o plano hiperbdlico. Seja A = {z =
T+ iy : |2| < 1} o disco aberto de raio unitdrio. De maneira semelhante ao desen-

volvimento do modelo do semi-plano superior, a matriz

1
.
G(z) = | ¢

1
0 wee

da origem ao diferencial

_ 2]dz]|

AG == b
TTICTER

onde |dz| = /dz? + dy®.

Definimos uma métrica em A como sendo dada por
d* (z,w) = inf ||l], (2.5)

onde o infimo é tomado sobre todas as curvas C! por partes v: R — A conectando

z a w. Assim,
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Teorema 2.2 ([2] e [6]). Sejam z,w € A e d* definida como em (2.5).Entéo

(i) d*(zw)mln(;iijgzlj_}j:z:), (2.6)
(i) cosh(d*(z,w)) = L2 2@ P +lz—wl’ (2.7)

Sl —zw Pz —wf?
Apesar de aparentemente distintos, os resultados dos Teoremas 2.1 e 2.2 implicam

que os dois modelos sao isométricos, pois a aplicacio

F(z) =

-

z—1
4+t
: i tria de H?* A, A existéncia d i i doi del

é uma isometria de em . A existéncia de uma isometria entre os dois modelos
implica que os correspondentes espagos sao essencialmente os mesmos, porém estao
representados de formas diferentes. Consequentemente, os resultados obtidos em um

modelo podem ser levados para o outro e vice-versa.

Observe que

(1+2)
l1—2

F i) =

1

onde z € A € uma isometria de A em H2. Assim sendo, denotaremos as métricas d*
e d por dp, 2 menos que o contexto nao seja claro.

Algumas vezes € necessario utilizar as coordenadas reais de F. Para tal, seja z =

x + iy € H2, entdo

F(x,y)=<

9?1 -2z
P (y+ 12 a2+ (y+1)2)°

Por outro lado, dado w =z + iy € A, entdo

— — 2
F‘"l(w,y)=( 2y Lkt )

(1~z)2+9?" (1 —z)2 + 42
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Além disso, se R € uma regiac qualquer contida em A, a area hiperbdlica de Q) é

dada por (ver [1])

Ay = é f [T—_Qlﬁr dady.

Entretanto, se R est4 contida em H? o integrando é trocado por 1 /42

O conceito de area hiperbdlica é importante, pois através dele podemos calcular o
volume de superficies geradas por fun¢des que tem como dominio o plano hiperbélico.
E através do calculo destes volumes gue obtemos os resultados apresentados nos

Capitulos 3 e 5.

2.2.3 Propriedades Geométricas em H? e em A

Nesta subsegao Introduzimos os conceitos geométricos que permitirao generalizarmos
os correspondentes conceitos euclidianos. Esses conceitos sdo necessarios para a con-
strugao das regides sob as quais iremos efetuar o cilculo de desempenho de um sistema
de comunicagoes.

Iim espagos meétricos mais gerais que o espago euclidiano, o conceito de reta é
generalizado para o conceito de geodésica, definida como sendo o caminho com a
menor distincia entre dois pontos distintos. Assim, uma geodésica v em A é uma
curva com a propriedade de que dados dois pontos distintos z e w em v , 0 arco de «v
ligando z a w tem comprimento d(z, w), ou seja, v é o caminho mais curto entre z e w
(no caso euclidiano as geodésicas sao as retas). Portanto, denominamos as geodésicas
em A (ou H?) de retas hiperbélicas. No modelo do disco unitdrio A, pode-se mostrar

que estas sao arcos de circulos que interceptam ortogonalmente o bordo de A ou elas
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s&o os diametros de A (circulos com raio infinito). Do mesmo modo, pode-se mostrar
que em H? as retas hiperbélicas sdo os semi-circulos ou as semi-retas ortogonais ao
elxo .

Sabendo como sao as retas em H?, entdo dados uma reta hiperbélica e um ponto
fora desta, existe mais de uma reta passando pelo ponto e que sio paralelas 3 reta
dada. Dessa forma, a geometria construida no semi-plano superior é nao-euclidiana,
pois ndo satisfaz o quinto axioma de Euclides ou axioma das paralelas.

Uma outra forma de se estabelecer essa diferenca é a seguinte: pode-se mostrar
que a soma dos angulos internos de um tridngulo em A é estritamente menor que .
Este fato sera de suma importéncia neste trabalho, pois como veremos no Capitulo
4, ele nos permitira construir tesselacdes em A diferentes das que existem em RZ2.

Acrescentamos as seguintes observacdes:

(i) Nao existe isometria entre H” munido com a métrica dada em (2.4), e R? munido

com a métrica usual.

(ii) Em qualquer um dos modelos considerados anteriormente, a funcio distancia d,,
¢ também uma métrica, logo o espaco hiperbélico é um espaco métrico, mas

nao € um espac¢o normado.

(iii) De (i} temos que HP 3 H x H, ou seja, com a métrica de H, a métrica do espago
produto H x H nio é equivalente a métrica de H? dada em {2.4). Como a fungao

exponencial
Ezp(z) =¢€” (2.8)

é uma isometria entre R e H, temos que H x H € isométrico a R?.
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Chamamos a atengiao para o fato de que o uso do simbolo "H” para denotar a
parte positiva de R, é apenas para manter a consisténcia notacional. Como pode ser
visto de (iil) a reta H é a imagem de R pela exponencial (2.8).

As observagbes (i), (i) e (iii) sdo importantes, pois evidenciam as dificuldades
em se trabalhar no plano hiperbdlico. A afirmacao (1) nos diz que resultados validos
em R? nao podem ser trivialmente considerados no caso hiperbélico. Em (ii) temos
uma grande restrigdo, pois diz que o espaco hiperbdlico nao possui uma estrutura
vetorial propria, o que gera grandes problemas guando pensamos em sistemas de
comunicagoes, onde o cenceito de espaco vetorial € a base dos modelos utilizados.
Finalmente (iii) aponta outra grande dificuldade, pois diz que resultados obtidos em
duas dimensodes nao podem ser generalizados diretamente para dimensbes maiores.

Como no caso euclidiano, podemos definir circulos em A (ou em H?). Assim, um

circulo €' com centro w € A e raio hiperbdlico r > 0 é definido por
C={z¢eA:dpy(z,w) =71}

Para os circulos hiperbdlicos temos os seguintes resultados, que valem para ambos
os modelos da geomeiria hiperbdlica em consideracao,
Teorema 2.3 [1]. (i) A classe dos circulos hiperbslicos em A (ou em H?) coinicide
com a classe dos circulos euclidianos em A (ou em HZ);
(i) A classe dos circulos hiperbdlicos abertos em A (ou em H?) coincide com a
classe dos circulos euclidianos em A (ou em H?) e dado 0 < r < a, temos que

a bola euclidiana de centro z = (b,a) e raio r € uma bola hiperbdlica com centro

2 = (b,v/a®~r?) eraio rp, = 1/2In (““”").

a—T
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A seguir apresentamos as expressbes analiticas de alguns elementos hiperbélicos
que serdo necessarios na andlise do projeto de sinais em H? ou em A. Estes elementos
sao importantes na caracterizagéo das regides de Voronoi associadas as constelacgoes

de sinais.

Reta através de dois pontos

Sejam z = (a,b) e w = (c,d) dois pontos de H?, queremos determinar a equacao da
reta hiperbodlica passando por z e w.
Se a = ¢, a reta hiperbdélica é um circulo degenerado de raio infinito e a equagiao

¢ y == a. Considere entdo a # ¢; a reta r passando através de z e w tem equagao

d—b be — da
= x+ .
c—a c—a

y

O ponto médio v do segmento hiperbdlico 7w tem coordenadas

(a+c b—i—d)
v = ,— .
2 7 9

A reta 7y passando por v e perpendicular a r tem equacao

(b2 — d?)? (C‘? _ a2)

I

(c—a)r+(b—d)y+

A intersecgao de 71 com o eixo y = 0 é o ponto m dado por

b2 — d? — 2 L g2
m = 0
2{(a — c) )

onde m € o centro do semi-circulo procurado. O raio deste semi-circulo é a distincia

entre z e m dada por

4 4a{b? — d? — ¢ + a?)

T3 (a—c)? a-c

1 —d? — o2 4 g2)2
\J4‘12+(b2 d? — c2 + ¢?)
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Logo, o semi-circulo de raio r e centro m tem equagao

2 Ly (B2 —d?— 2 +ahx 2 62+a(b2—d2—02+a2)
$ s —_— —_—

a—c a—c

=0, y>0

Se z e w estao em A, a reta hiperbdlica determinada por estes pontos € o arco de
circulo passando por 2 e w sendo que este arco de circulo € ortogonal ao bordo de A.
Para a determinagao do arco de circulo passando por z e w, introduzimos o seguinte
conceito.

Definicao 2.5 Seja C(z,7) o circulo euclidiano de raio r e centro z. A inversio (ou

reflexao) em C(z,r) € a fungdo ¢ dada por

2
¢(z) =:z—§—( . ) (- 2).
Observe que [z — z|l¢(z) — 2] = r? e que se z estd em C, entdo ¢(x) = z. Note que
a inversao nao estd definida em z == a. Para defini-la, denotamos por oc um ponto
que nao esteja em HF (chamado de ponto ideal) e definimos ¢(a) = oo. Finalmente,
podemos provar que todo arco de circulo que passa através de x e ¢(x), estes distintos,
¢é ortogonal a . Agora, considere 8(A) = C(0,1) = {z : |z| = 1}, a fronteira de A.

O inverso de z = (a,b) em relagdo a J{A) é o ponto ¢(z) de coordenadas

(z)—w a b
PAE = a? 4+ 5" a2 +02 )7

Com isso, determinamos o circulo passando pelos pontos z, w e ¢(z). Seja m o ponto

médio do segmento z¢(z) cujas coordenadas sio

(@ +V+1Da (@ + 0+ 1)b
- 2062+ 8% 7 2(a? + B2)
Seja n o ponto médio de Fif cujas coordenadas sao n = ( > b‘;‘i). Agora, as retas

através de ZW e 2¢(2) tem equagdes y — Z =0 e (b—d)z + (c — a)y + da — be = 0,



24

respectivamente. Denote estas retas por 7y e 75. As retas perpendiculares a Ty e ry,

através dos pontos m e n, respectivamente, sao as retas p; e p,, cujas equagoes sao

b2_d2 2 _ 42
(c=ajz—(b—dpy + ——+ == <0,

paty_Slrate) 1 1 a

O ponto g, intersecgao de p; com pa, é dado por

_ —}_bgd—-dbgwbc2~b+d+a2d lch? +ca’—a+c—d%a— c2a
L2 be — da "2 be — da '

Logo, o raio do circulo procurado € a distancia entre g e z dada por

1 /2
T:§(a0+4a2+a1+4bz+4a2—4a3) ”

onde

(b%d — bd?® — be® ~ b+ d + a%d)’

Qg =

(be ~— da)? ’
oy = (cb® + ca’® — a + ¢ ~ d?a — %a)’
(bc — da)* ’
Gy — (B%d — bd? — bc? ——bw+~d—§-a2d)a-
be — da '
oy = (cb* +ca’ —a+c—d?a— cga)b'
be—da

Finalmente, a equagéo do circulo é dada por

4y — Bor+ By +at— b2+ B — B =0, (2.9)

onde

_ (—PPd 4 bd® + b + b — d— a2d)

3
o be —da
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_ (~cb? —ca’ +a — c+d%a + c*a)

A bc — da

g, — (—0%d +bd? + b2 +b—d —a%d)a
2T bc — da

s (—cb? — ca’ +a ~ c+ d*a + 2a)b
3:

be — da
Para determinar os extremos do arco do circulo, (2.9), contido em A basta calcular
a intersecgao dos dois circulos. A expressao geral nao é apresentada por ser extrema-
mente extensa. Finalmente, observamos que se z, w ¢ O = (0,0) sdo colineares, a

reta hiperbdlica é um diametro de A .

Angulo entre duas retas hiperbélicas

Dadas duas retas hiperbdlicas em H?, isto é, a(t) e 3(t), que se encontram em um
ponto z, definimos o dngulo entre elas como sendo o dngulo entre as correspondentes
tangentes. Este dngulo é determinado pela matriz . Agora; se parametrizarmos as
equacOes das retas, a(t), (1), tal que a(0) = B(0) = z, entdo o angulo 6 é definido

como

< a'(0),5'(0) >a(a(o)
1o (0}l 6oy 118 (0)lc(aton

cos

<a'{0),3'(0)>

U5

(<a’{0;éa’(a)>)l/2 (<ﬁ,(gi:f,(0)>)1/2

< &/(0),7(0) >
e/ (0)[| 13 (0)]]

onde ¢/ (0) denota o valor da derivada da fungao no ponto 0.
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Figura 2.2: Construgdo da reta perpendicular a uma reta dada 7y, através de um

ponto dado de ry, em H?.

Logo, constatamos que este angulo coincide com o angulo euclidiano. Portanto,

dadas retas hiperbélicas ;€ ry, cujas correspondentes equacdes sao (z—m)2+y? = r?

e (z-n)?+y? =712 o angulo a entre ry e T4 é dado por

G = 7 — arcces
27‘17"2

(mnn)z—r%’—rg)

Reta perpendicular a uma reta dada.

Seja (z — m)® +y* = r* uma reta em H?. Denotémo-a por r, € seja z = (a,b)

um ponto de ¢. Queremos determinar Th, passando por zg, de forma que Th, Seja
perpendicular a 7. Para isto fazemos a seguinte construcéo (ver Figura 2.2): sejat
a reta euclidiana tangente a 7, passando por z;. A reta t encontra o eixo y=10em
um ponto z. Seja f& = |z ~ x|, e consideremos o semi-circulo |z — z| = R ,z € H2.

Entao, zp pertence ao semi-circulo e o angulo entre Z57m e 57T é /2. Assim, esse

semi-circulo € a reta hiperbdlica ¢; procurada.
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Figura 2.3: Construgao da reta perpendicular a uma reta dada, através de um ponto,

em A.

Se considerarmos a construgao da reta perpendicular a uma reta dada, porém em
A, entao o procedimento a ser seguido é o seguinte. Seja t a reta tangente a 7, em
Zp e seja zy 0 inverso de zp em relagdo a 9(A) (ver Figura 2.3). Através do ponto
médio m do segmento ZpZ, tracamos a perpendicular p. Esta perpendicular encontra
a reta t no ponto wy. Agora, o arco do circulo ry, de centro wy e tendo como raio a
distancia euclidiana entre wy e g, € a reta hiperbélica procurada, pois WoZp € tangente
a rp. Logo, Tp, € perpendicular a r, em zp. Como 2y e 2 estao em Thy, €Dtao 1y, é

perpendicular a A.
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Ponto médio e bissetriz.

Sejam zo = (a,b) e wo = (c,d) dois pontos de H2. O objetivo é determinar o ponto
médio hiperbdlico m de Zwy. Para isto iremos primeiro determinar a equacao da
bissetriz ¢ determinada por zp e wy, ou seja, iremos determinar o conjunto dos pontos
z =z + iy de H? tal que d (2, 20) = d (2, wp). Utilizando a igualdade (11) do Teorema
2.1 obtemos

IZ — Zo|2 _ !Z - ’u}(}lz

Im|z) Imlwe]

Desenvolvendo esta igualdade, resulta em

(—2bc + 2ad)x N b(c? + d?) — d(a® + b?)

2 2
Tyt b—d b—d

=0 y >0

Esta ¢ a equacao da reta ¢ bissetriz ao segmento determinado por z, e wp.

Agora, a reta hiperbélica c;, que passa por zg e wy, tem equacao

B2 - g2 — 2 2 2 23 2
$2+y2m( C'{_a)x_ma?*b?_,_a(b d* — ¢ +a?)

a—c a—c

= 0.

Da intersecgao de ¢ com ¢y, o ponto médio m é dado por

Y= ad +be | bd(a® — 2ac + d? + b2 + c® + 2bd)
' b+d’ (b+d)? '

Area de um poligono.

Para construirmos um poligono hiperbdlico regular de p lados podemos proceder
de forma semelhante ao caso euclidiano. Seja C(0,r) um circulo hiperbélico em
A centrado na origem de raio hiperbélico r. Primeiro dividimos o circulo em p
partes iguais, atraves de p raios. O angulo entre dois raios é 27 /p. Portanto, temos

p pontos igualmente distribuidos sobre o circulo. Unindo estes pontos pelas retas
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hiperbdlicas, que cada par determina, temos um poligono hiperbdlico de p lados.
Pode-se demonstrar que o angulo € formado por duas arestas adjacentes é uma funcio
do raio 7, e pode assumir qualquer valor entre 0 < 6 < 7, dependendo do valor de
7. Essa construgao pode ser adaptada para a construgdo de poligonos nao-regulares,
bastando para isto considerarmos raios de valores diferentes.

Seja P um poligono com n lados construido no plano hiperbélico e sejam 8, ... 6,
os n angulos internos formados pelas arestas, entio a drea do poligono é dada pela
férmula, 1],

Area(Py=(n—-2)ymr— (0, +--- + 8,). (2.10)

No caso particular de um tridngulo, temos que a drea serd dada por 7 — (a+ 3++7),
onde «, 3 e 7y sac os angulos internos do tridngulo.

Nao apresentamos aqui a demonstracio deste resultado, pois seria necessirio a
introducao de uma série de conceitos de geometria Riemannina, os quais fogem ao

escopo deste tema, porém indicamos a referéncia {1].

Classificagao das Isometrias no Plano Hiperbélico.

Para concluirmos esta secdo apresentamos uma classificacgo das isumetrias de HZ,
Esta classificacao é importante quanto ao modélo de canal a ser utilizado no Capitulo

5. De forma geral as isometrias de H? sio obtidas através de (2.3). Seja M a matriz

a3y Q13

M=
. G99

A funcao trago de M é definida como

trago{M) = ay; + as,
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e denotamos por Tr{M) o médulo da funcso traco.

Definicao 2.6 Dada uma matriz

onde a, b, ¢ ¢ d sao némeros reais tats que ad — bc = 1, diremos que A e a trans-

formagéo (isometria) ga(z) = 22 sdo:

1. Eliptica se Tr(A) < 2.

2. Parabdlica se Tr{A) = 2.

3. Hiperbdlica se Tr(A) > 2.

Um ponto ideal de H? ou é um ponto do eixo z ou +oc. De maneira genérica
denctaremos qualquer um desses pontos por oo simplesmente. Um ponto ordinério
de H? é wm ponto que nao é ideal.

Definicao 2.7 Um ponte z € H? U {oo} ¢ um ponto fizo de wma isometria g se
g9(z) = z.

Através dos pontos fixos de uma isometria do plano hiperbélico podemos caracteriza-
la geometricamente através do seguinte resultado.

Teorema 2.4 ([2] e [6]). Sdo equivalentes as seguintes afirmacdes, entre dtens do

mesmo namero:
1i Uma isomeiria g € eliptica.
1ii g possui um ponto fizo ordindrio p.

liii Eziste ponto ordindrio p tal que as esferas centradas em p sio invariantes por

g.
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21 Uma isometria g € parabdlica.

2ii g possui um dnico ponto fizo ideal £.
3i Uma isomeiria g € hiperbdlica.

3ii g possui dois pontos fizos ideais.

3iii Priste geodésica invariante por g.

A familia das isometrias de H? é maior que a familia das euclidianas, mas é
possivel fazer um paralelo. As isometrias elipticas sfo rotagbes hiperbélicas em torno
de um ponto, que é exatamente ¢ ponto fixo da isometria. Isometrias hiperbdlicas
transladam pontos que estejam em retas euclidianas paralelas ao eixo z e isometrias
parabOlicas transladam pontos nas retas euclidianas (também hiperbélicas) paralelas
ao eixo y.

Citamos aqui que as isometrias no modslo do disco aberto unitério A sao funcdes

de Moebius com a forma

(2) az+¢
z) = ,
g cz+a
onde z € A e a e ¢ sdo nimeros complexos tais que |a]2 — |¢|? = 1. A mesma

classificagdo e resultados apresentados no Teorema 2.4 sao validas para as isometrias

de A.

UNICAMP
4IBLIOTECA CENTRA.
SECAQ CIRCULANT?



Capitulo 3

Determinacao da Densidade de
Probabilidade Gaussiana

Hiperbdlica

Neste capitulo iremos determinar a fungéo densidade de probabilidade gaussiana a
ser utilizada no plano hiperbélico. A necessidade de se ter um modelo para o canal
gaussiano na geometria hiperbdlica, se torna clara quando pensamos no modelo tradi-
clonal utilizado em sistemas de comunicagbes na geometria euclidiana. Neste modelo,
¢ assumido que os sinais a serem transmitidos sao perturbados por diversos agentes
externos, € que sao comumente denominados "ruide ”. Como é de conhecimento
geral, a caractenzacao estatistica do ruido vem através do estabelecimento de uma
distribuicao de probabilidade. Em sistemas de comunicagoes é usual caracterizarmos
o ruido como sendo uma amostra de um processo estocéstico gaussiano. Como con-
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sequéncia, a fun¢do densidade de probabilidade associada é gaussiana. O Tecrema
Central do Limite, no caso euclidiano, fundamenta de maneira precisa o modelo adi-
tivo e gaussiano. No caso hiperbélico, a ndo existéncia de tal teorema para casos
gerais, implica que a determinagéo e/ou caracterizacao da densidade de probabilidade
tenha que fazer uso de propriedades geométricas inerentes ao processo gaussiano. Por-
tanto, a funcao densidade de probabilidade do ruido gaussiano que estabeleceremos
no plano hiperbdlico apresenta uma caracteristica importante, qual seja a de preservar

todas as propriedades geométricas do caso euclidiano.

3.1 Densidade de Probabilidade Gaussiana Hiperbdélica
em H

Nesta segao desenvolvemos a fungido densidade de probabilidade do ruido gaussiano
na semi-reta (geodésica) H={y € R : y¥ > 0}. Como visto no Capitulo 1, H é a

imagem de R através da fungdo exponencial, isto é

Considere X' como sendo uma varidvel aleatéria gaussiana euclidiana unidimen-
sional com média a e variancia o®. A funcao densidade de probabilidade de X é dada

por




A funcéo distribuicac de probabilidade de X ¢ entao

Plz) = /jco &0’ exp <—~§—i—2(t - a,)Q) dt. (3.1)

Dessa forma, os mapeamentos entre H, R e o intervalo [0,1} ficam explicitados por

H= R 50,1,

1

logo a composicao P o r™" nos fornece a funcio distribuicdo de probabilidade da

varigvel aleatéria ¥ = Ezp(X) em H. Fazendo a mudanca de varidvel ¢ = log(u) em

P(z), temos

1 1., 1
— b)) d
5 exp ( 5,7 log*(u/ )) - 1,

Fw) = [

onde y = €* e b = e®. Portanto, a fungao densidade de probabilidade em I da varidvel

aleatéria Y é dada por

\/21_71“0' exp (——2—;;:?- 1og2(y/b)) . (3.2)

O préximo passo € estabelecer a média e a varidncia de uma variavel aleatdria em

fly)=

H. Paraisso,seja Fg = {f R — R : [%_ f(x)dz = 1} o conjunto de todas as fungdes
densidade de probabilidade em R; da mesma forma definimos Fy. Esses conjuntos

sao equivalentes, pois a fungéo r* : Fy ~ Fg definida por

onde g € Fy, € um difeomorfismo (bijegao diferencidvel) entre Fy e Fg. Temos que
se g € Fg, entdo [0 g(e®)dz = [5° g(y)%dy = 1. Logo, g(€®) € Fr. A média em Fg

é a funcao p : Frp — R dada por
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Portanto, para estabelecermos a média em Fy consideramos as composicdes
Fal Fr HRDH (3.3)

Logo, a média em Fy € a fungdo yy, dada por

pnlg) = exp ( fﬁ h 10g(y)g(y)§dy) -

Seguindo o mesmo raciocinio, temos que a varidncia em Fg € a funcao o? dada por
o?(f) = [ (x — p)*f(z)dz, onde i é a média da varidvel aleatdria com densidade
de probabilidade f. Utilizando composicGes como em (3.3) obtemos que a varincia

o tal que a densidade de probabilidade & g, isto &, g € Fu, é dada por

oh(g) = exp ( fo " (log(y) ~ ﬁh)2g(y)§dy) ,

onde f € a média da varidvel aleatdéria com densidade de probabilidade g em F.

Em suma, temos a seguinte definicao:

Definigao 3.1 Seja g(y) funcio densidade de probabilidade de uma varidvel aleatdria

Y definida em H. Entdo, a média de ¥ € dada por

i = B(Y) = exp ( I 1n(y)g(y)§dy) . (3.4

Se Y tem média p, enldo a varidncia de Y ¢ dada por

o2 = B(Y — E(Y))? = exp ( [ tatw) - ;zh}?g(y)idy) . (3.5)

Observe que em comparagao com a definicdo usual de média, isto §, [ zp(x)dz, o
termo In(y) nos fornece, a menos do sinal positivo ou negativo, exatamente a distancia
de 7 até o ponto 1. Fazendo uso desta interpretacio associada a funcéo f(y), equacio

(3.2), obtemos p = 0, pois f(y) esta centrada em 1.
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Na definicao euclidiana de variancia, 0% = % _(z — u)?p(z)dz, temos que o termo

(z — p)? é exatamente o quadrado da distancia euclidiana do ponto z ao ponto fixo
p. Com isso, podemos pensar em g como um ponto de R, que é o dominio de p(x).
O mesmo deve ocorrer no caso hiperbdlico. E pela definigao acima, o resultado da
funcao de média é um valor com significado hiperbélico, ou seja, estd em H. Se a
funcao tem média hiperbdlica g, o termo que aparece dentro da integral que define
a variancia hiperbélica deve ser a distancia hiperbdlica ac quadrado, entre y e o
ponto euclidiano cuja distancia hiperbdlica com sinal (sinal negativo se o ponto é
menor que 1 ou positivo se é maior ou igual a 1) ao ponto 1 é u. Como a funcao
r(z) = exp(z) é uma bijegdo entre R e Hl, o ponto procurado é exatamente exp(y).
Com isso, podemos definir a variancia como [5°In®(y/ exp(p))f(y)(1/y)dy onde o
termo In(y/exp(u))? é exatamente o quadrado da distincia hiperbdlica entre y e
exp(y). Usando propriedades usuais do logaritmo, reduzimos essa expressio & aquela

que aparece na Definicdo 3.1.

3.2 Densidade de Probabilidade Gaussiana

Hiperbdlica em H?

Como no caso unidimensional, iremos agora obter a fungao densidade de probabilidade
de uma variavel aleatdria definida no plano hiperbdlico. O modelo escolhido € o
do disco unitario A, devido ao fato dos cilculos serem mais simples neste modelo.

O primeiro problema que encontramos € que, como foi citado no Capitulo 2, nao
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existe uma isometria entre R e A. Desse modo, nio podemos aqui, reproduzir o
procedimento utilizado na secao anterior. Primeiramente, devemos lembrar que no
estabelecimento da densidade de probabilidade multivariavel no plano euclidiano,
implicitamente estamos fazendo uso de uma série de vantagens que o R? possui,
pelo fato deste ser um espaco vetorial normado. Por exemplo, o conceito de forma
quadrética, que € utilizado na definicao geral da funcio densidade de probabilidade
gaussiana, aparece de forma bastante natural em R™. No caso hiperbélico um cuidado
especial deve ser tomado, pois este nao é um espaco vetorial normado como é o espago
euclidiano. Assim, conceitos como os de base hiperbdlica ou de vetores hiperbélicos
nao surgem naturalmente como no caso euclidiano. Com isso, deveremos sempre
que possivel fazer uso das propriedades geoméiricas existentes em R? e que sejam
aplicaveis no caso hiperbdlico.

A funcao densidade de probabilidade de duas variaveis aleatérias independentes e

gaussianas X e Y com média zero e varidncias o é dada por

PE.Y) = 5y exp(— 55 (5% 4+ 47). (36)

Esta é a fung¢éo densidade de probabilidade mais utilizada para representar o ruido
em sistemas de comunicagbes. Esta fungao serd denominada por fungéo densidade
de probabilidade gaussiana circular ou simplesmente gaussiana euclidiana cireular,
devido ao fato de que as curvas de nivel no ;)lané xy serem circulos. O termo 22 4 32
que aparece na exponencial € o quadrado da distancia euclidiana do ponto (x.y) a
origem. Assim, no plano euclidiano a fungao densidade de probabilidade gaussiana

circular possui circulos como curvas de nivel e é uma exponencial da distancia no
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espaco considerado. Com esta interpretagéo, queremos obter em A a funcio densidade

de probabilidade de uma varidvel aleatéria Z em A, f(z), dada por
f(z) = Bexp(—Ad;(z,0)),

onde z = x + iy = (£,y) € A e que suas curvas de nivel sejam circulos em A.
As constantes A e B nao sac independentes pois f € uma densidade de probabili-
dade em A, entao o volume sob a superficie gerada por f em A deve valer 1, ou seja,

devemos ter

f; [gBexP (‘AIHZ (:1[ - I;D) (1 ~2!212)2d9d93 —1

Primeiro fagamos uma mudanga para coordenadas polares, ou seja, x = rcosfl, y =

rsin #. Com essa mudanca de coordenadas conseguimos reduzir a integral dupla acima

na seguinte expressao:

1 147 T
8 B/ (— 2( )) dr =1
nB | exp Aln =) Ty T

Seja M dado por

e _ o (14T r
M_[o exp( Aln (1m7‘)> (l—rz}zdr'

Facamos a mudanca de varidvel

1 (1—{-7‘)
y=- 1w

em M. Isto conduz a

1 —¢?

dr = 5

dy

e¥ —1
ev 4+ 1’
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Substituindo esses termos em M obtemos

1 oo em A (g ]
M= fo ( )y, (3.7)

c¥

A integral, equacao (3.7), pode ser escrita em termos da funcao erro erf(z) definida

por
erf(z) = L ze“y2/2dy.
V2T Jo
Assim,
/oo e AV (e _ l)dy _ eia ﬂ'erf(ﬁ)
0 e¥ VA )
Portanto,

VT 1
M= IR erf [ ).
sva  \ava

Substituindo o valor de M em 87BAM = 1, chegamos a

5A) (3.8)

flz)= —V—/-\/:?‘%e“ﬁ e}lf (2\/1/./_1> exp (-—Aln2 (%-f—;g—]l)) . (3.9)

Chamamos a fungao f(z) de gaussiana circular em A. Para obter a gaussiana em

HI?, simplesmente trocamos a expressao da distancia que aparece na exponencial pela
distdncia de H” ao quadrado, d2(z,7) onde z & H?, conduzindo a

flz) = _‘%e—fz ot (2\%) exp (—Amz ('z Fil+)- ”I)) . (3.10)

2+ — |2 — 1]
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No disco, se o centro da gaussiana nao é a origem, mas um ponto gualquer zp =
(a,b), no expoente entdo aparece o termo d}(z, zp). Desse modo se z = (x,y), entao a

funcao densidade de probabilidade gaussiana circular hiperbdlica no disco é dada por

VT —az —by)? + (bz — ay)2 + /(s — )2 + (y — b)2)) |
\/(Z — ax ~ by)? + (bx — ay)? — \/(:c —a)?2+ (y—b)?
(3.11)

f(z,y) = Bexp (——Al:ﬂ2 (

Se 2o = {a,b) € H? é um ponto dado, da mesma forma temos que aparece o termo
d2(z,zo0) no expoente e a funcio densidade de probabilidade gaussiana hiperbdlica

circular no semi-plano superior € dada por

JE—a)?+(y+b2+/(g—a)+(y- 5)2)) (3.12)
V0@ —al +(y+0)2 = y/(z = a) + (v - b’

onde B € a constante dada em 3.8. As equagoes 3.11 e 3.12 representam os casos mais

f(z,y) = Bexp (—Aln2 (

gerais da funcao densidade de probabilidade gaussiana hiperbdlica circular, e a escolha
de qual deve ser utilizada pode variar em cada caso, mas sempre deve ser levado em
conta a complexidade dos calculos que deverao ser feitos. A seguir apresentamos dois
resultados que caracterizam geometricamente as gaussiana hiperbolicas circulares.

Teorema 3.1 Seja f(z) = Bexp (—Adi(z,2)) uma gaussiana hiperbolica em He

consideremos a superficie gerada por f(z) sobre H?. Entdo as curvas de nivel f(z) =
m sdo circulos hiperbdlicos centrados em z para m < B, e para m > B sdo vazios.

Demonstragio: Seja zo = (a,b), z = (z,y) pontos de H? e f(z) = m onde

m = Bexp (—Ain2 (Iz_z_d_i—lzmzoi)) .

= =7l — |z - 20|

Isto implica que

In2 |2 — Zo| + |z — 2| z_i m
n( Ain(B)>0

|z —Za| — |2 — =
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ou seja,
m(pﬂz‘.ﬁ; + iz—Zoi) 1 (3@_)
m ) VA E
ou equivalentemente, di(z. 2} = r onde r = (1/ +I(%)). Isto nos fornece

cosh(dn(z, 20)) = cosh(r) e utilizando a igualdade (ii) do Teorema 2.2.1 obtemos

jZ— Z{)|2

L S Tela Tl

= cosh(r).

Substituindo z = (z,¥) e zp = {a,b) temos L@z—_@g;;éy;ﬁh‘_ = cosh{r} — 1. Desenvolvendo

essa expressao e completando o quadrado nos termos em y chegamos a
(x — a)® + (y — beosh(r))? = b*(cosh®(r) — 1),

que é a equagao de um circulo.

O Teorema 3.1 justifica o termo gaussiana hiperbélica circular utilizado.
Teorema 3.2 Sejam fi(z) = Bexp(—Adi(z,2)) e fa(z) = Bexp (—Ad2(z, 1))
duas gaussianas hiperbdlicas com centros respectivamente em zy = (a,b) e z1 = (c,d),
onde os pontos sao tomados em H?. Sejam S; e S, os grificos de f; e fa, entdo o
projegao da interseccao de Sy com Sy em H? € uma geodésica.

Demonstragao: Consideremos a igualdade fi(z) = fo(z). E evidente que a igual-
dade vale se, e somente se, d%(z, 20) = d2(z, 1), ou seja, cosh{d(z, z9)) = cosh(d(z, z)).

Agora, utilizando a igualdade (ii) do Teorema 2.1 obtemos

|z —=f* |z — 2]?
Y i iml] L T Tl (3:13)

Primeiro, se Im|[z] = Im[z;], ent30 cancelando os termos comuns em (3.8), conduz a

(@=a)’+ (== (2~ o)+ (y— d)?,
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onde b = d. Apés algumas manipulacdes algébricas obtemos

¢ —a?
L=
2c— 2a’

que é a equagao da geodésica, que neste caso é uma reta euclidiana. Se Im[zp] # Imiz]
em (3.13), entdo apds algumas manipulagoes algébricas chegamos a

(z—a)+ =8 (z—c)+(y~d*
; - ; . (3.14)

Apds o desenvolvimento dos termos quadraticos na equagao (3.14), chegamos a equagéo

da geodésica

= 0.

2z(ad — cb) (a® + %)d — (c* +d®)b
2 _ s 2
* i—p VT d—b

Esta equacao representa a equacgao de um circulo com centro no eixo 2. Completando

o quadrado em 7 a equacao pode ser escrita na forma

,_ ad—ch 2+ s fod—cb\"  (a®+8)d - (? +d)b
d—5 T\ d-b d—b ’

de onde obtemos as coordenadas do centro e o valor do raio deste semi-circulo.
A importancia deste teorema estd no fato que, através dele podemos definir as
regioes de Voronoi de uma constelacao de pontos, e estas regides se comportam de

forma semelhante ao caso euclidiano.

3.3 As Probabilidades Marginais

Para podermos fazer comparagdes de resultados obtidos utilizando uma funcao densi-
dade de probabilidade hiperbélica em H? ou em 4, com resultados obtidos no caso eu-

clidiano, precisamos de uma maneira para contornar o seguinte problema: dada uma
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pdf gaussiana p(x,y) euclidiana com varidncia ¢2, qual a pdf gaussiana hiperbélica
f(z) que utilizamos no plano hiperbdlico para fazermos uma andlise de desempenho
entre os dois espacos?

Para responder a essa questdo, introduzimos o conceito de funcoes marginais de
uma fungao densidade de probabilidade hiperbdlica. Lembremos que dada uma pdf
gaussiana euclidiana p(z,y), associada as vari4veis aleatérias X e VY, desta obtemos

as densidades marginais, p(z) e p(y) definidas por

p(z) = f Z p(z. y)dy (3.15)

ply) = f_ zp(w, y)dz, (3.16)

e se p(x,y) for uma pdf gaussiana euclidiana circular, as varidncias de suas marginais
serao iguals. Portanto, o problema que queremos resolver pode ser posto da seguinte
forma: dada uma pdf gaussiana euclidiana circular p(z,y), onde suas Imarginais tem
variancia g2 == 05 = 0%, queremos determinar uma pdf gaussiana hiperbélica circular
f(z} que tenha a mesma ”variancia ” de p(x,y). Para isto, precisamos definir no caso
hiperbdlico o conceito de "varidncia ” e esta definigio serg proviniente de fungdes que
farao no caso hiperbdélico ¢ papel das marginais do caso euclidiano.

As fungdes definidas em (3.15) e (3.16) podem ser interpretadas de uma outra

forma. Sabemos que
o (v o)
/ f plz,y)dzdy == 1 (3.17)
-0 J—oo
e que qualquer mudanga de varidvel que fizermos nesta integral nao alterars o resul-

tado final. Além disso, temos que as definicbes de p(z) e p(y) estdo contidas nesta
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integral, pois 1 = [ ([ plz,y)dy)dz = [ p(x)dz, o mesmo acontecendo com
ply). Geometricamente na integral 1 = [ (/2 p(x,y)dy)dz, estamas considerando
os eixos coordenados de R? e em relagio a estes construimos uma cobertura do plano

e integramos sobre esta cobertura; neste caso especificamente a cobertura é o feixe

de todas as retas perpendiculares ao eixo z.

Agora, seja Z uma variavel aleatéria em H?. Como H? ndo é um espago vetorial,
nao é correto afirmar que Z é a soma de duas varidveis, ou seja, Z = X + Y.
Em textos que tratam de probabilidade em H”, como [9], uma varidve] aleatdria
neste espaco é simplesmente uma variavel complexa em C, o conjunto dos nimeros
complexos. Para contornarmos essa questfo, introduziremos um sistema de eixos
cartesianos hiperbélicos x; e y. Portanto, através da equacdo (3.17) serd possivel

definir em H? as densidades marginais de uma variavel aleatdria Z.

Dada uma pdf gaussiana hiperbdlica f{z), consideremos no semi-plano as retas
hiperbélicas z = 0 com y > 0, e 22 + 3* = 1, as quais denominamos de y e T

respectivamente. A Figura 3.1 ilustra esta consideragac.

Denominamos estas retas hiperbélicas de eixos coordenados de H?. E possivel obter
um sistema de coordenadas hiperbdlicas utilizando-se dessas retas. Assim, fixado um
desses eixos coordenados, consideramos como cobertura de H? o feixe de retas que é

perpendicular ao eixo dado. Iniciemos com o eixo .

Dado r > 0 seja ¢, a reta hiperbélica que passa através do ponto 4 no eixo y e €

perpendicular a ele. Com isso, o0 conjunto {c, : 7 > 0} € uma cobertura de H?. Logo,
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Figura 3.1: Eixos coordenados para o caso hiperbdlico.

se na integral 1 = [ fi;» f(2)1/y%dz fizermos a mudanca de varidveis
r = rcosl
Yy = 7rsinf

onde 6 € (0, 7), apés algumas manipulacdes algébricas chegamos a

1 = Am /; F(r cos(8), 7 sin(6)) ———— rdfdr

7% sin(6)?

- I U:f(r cos(@);rsin(g))ﬁéjgdﬂ ar

Assim a funcao densidade de probabilidade marginal de f (z) em relagdo ao eixo

y (entendido a v.a. Y') é a funcao f{r) dada por

1

flr) = /0“ " c03(6), 7 sin(0)) -,

Note que f(r) é uma pdf em H por construcio.
Consideremos agora o eixo z,. A cobertura considerada é o conjunto de todas

as retas hiperbélicas que sao perpendiculares a ;. Todavia, neste caso um cuidado
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especial deverd ser considerado, pois essa cobertura contém o eixo ¥, que euclidiana-
mente nao é da mesma forma que os outros elementos, que sao semi-circulos. Para
resolver este problema, dividiremos x; em trés partes: £ > 0, £ = 0 e z < 0 onde
z € (—1,1). Dado 0 < a < 1 a esse ponto associamos o pento z = (a, v/1 — a?) de z.
Seja ¢, o circulo perpendicular a x;, passando por z. O conjunto Cy = {¢, : z € @y,
e Re(z) > 0} forma uma cobertura da parte de H? que tem pontos com coordenada

z > 0. Uma reta hiperbélica ¢, em C, é representada por

1 2
(:c—ww) +y2mi——1.

Seja M a constante dada por

M= f - f Y f(2) dxfy. (3.18)

onde # € (0,7), e calculando o Jacobiano desta transformacio chegamos a

dxdy Ia cos 01 — a? + |a||

y? - a?(1 — a?)sin* 4

dadf.

Substituindo em (3.18) temos
1 1 1 1 iacosﬂx/lmﬁ—i—ia,{’
Moo= ff By = — 1+ sinfy) = —
] A J (cos o -+ - sin 6 2 1) 1= o) %0 dadb
1 1 acosfv1l—a2+ o
= f f lcosd —2—1+l,sin9 wl»é-wl 1 | ]‘
o |Jo V a a Va a?sin’ 6 1-— a2
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Portanto, para 0 < a < 1 definimos a fungio densidade de probabilidade marginal

f(a) por

/1 1. [1 [acos@xfl—a2+[a,j|
f(a)m/;f(cose E—l—i—;,sm@ «a—g—l) Py ~dd.

Agora seja —1 < a < 0 e aqui estamos considerando o feixe de retas hiperbélicas

¢., contidas em C_, onde C_ = {c; : 2 € x, e Re(z) < 0}. Como [ [y f(2)1/y*dz =1,
para —1 < a < 0 temos que [°_ [ f (z)ﬁfg—y =1— M. Fazendo a mesma mudanca de
varidveis que no caso 0 < a < 1, concluimos que o Jacobiano desta transformacao é o
mesmo que o do caso anterior. Assim, f(a) fica determinada para —1 < a < 0. Nos
resta analisar o que acontece para a = 0. Neste caso a reta hiperbdlica é exatamente
o eixo y e como 1 = [ZT([5*° f(z,y)1/y°dy)dz a integral [7° f(z, ¥)1/y*dy existe para
todo z. Consequentemente, quando z = 0 estamos considerando exatamente o eixo

y. Entao
10 = [ 1091/,
Com essa defini¢ao pode-se demonstrar que

lim /(@) = £(0).

Com iss0, temos como calcular f{a) para todo —1 < a < 1. Observe que se na integral

ffl f (a,) da_ — 1 fizermos a mudanca de variavel w = i—fﬁ obtemos

1-a?
1 da 0o ] w—1\ dw
1=f :/ : (—W)-—.
—1f(a')1——a2 0 Qf w+ 1/ w

Definindo g{w) = «% f (%;—i) temos que a fungio obtida em relacio ao eixo zp se

comporta como a fun¢o f(r). Aqui cabe observar que a funcso f (a) estd escrita na
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varidvel a para facilitar sua expressao, pois na realidade € uma funcao do sistema de
coordenadas associado a xp, e para isto basta observar que todo ponto de x pode ser
escrito em funcao de a.

As funcbes f(r) e g{w) sho funcdes densidade de probabilidade hiperbolicas em H.
Logo podemos calcular a média e a variancia de cada uma dessas variaveis aleatdrias.
Note que f(r) e g(w)} tém um comportamento distinto daquele verificado no caso
euclidiano no seguinte sentido: seja p(x,y) uma pdf euclidiana, com marginais p(z)
e p(y). Denotemos por P = (z,y) wm ponto qualquer de R%e por p, a média da
variavel aleatéria X. Sejam r,_ a reta perpendicular ao eixo « através do ponto com

coordenada igual a p, e d(P,r,,) a distancia do ponto P a reta r,,. Temos para a

variavel aleatéria X que

o2 = _/w(:c—,u@ da:-—j (- pm)([_plav)dyde

= [ [ dPr. )l ydyds.

Devido ao paralelismo euclidiano entre 7, e o eixo y, temos d(P, r,.) = (2 — pg)?
e essa propriedade nao se reproduz em HEZ. Por exemplo, dada uma pdf f(z,y)

hiperbdlica tal que f(r) e g(w) tenham médias hiperbélicas iguais a 1, temos que

ol = exp ('/0 In?(r) f(r )Cf:.)
=  exp (/0 lnz(r)/”f r cos(f rsm(@)) 29)2 derB)
2 e ([ [P,

Isso motiva a seguinte definicao:

Definicao 3.2 Dada uma pdf hiperbdlica f(z) com densidades marginais f(r) e g(w)



50

com médias respectivamente i, € p,, entdo a pseudo-varidneia de f(z) em relagdo

ao eizo y € dada por

dxdy
2

po? = [ [ &Py, 1 (@,y)

onde 1, € a reta hiperbélica perpendicular a y passando pelo ponto i, marcado como
coordenada hiperbdlica em y e d(P,r,,) € a distdncia hiperbélica do ponto P = (z,9)
de H? d reta r,, . Da mesma forma, definimos a pseudo-varidncia de f (z) em relagdo

ao eire Ty por

dxdy
y?

po? = /EQ/ d*(P,1,.,)f (2,3)

onde 1, € a reta hiperbdlica perpendicular ao eizo x; passando por Hy Marcado
hiperbélicamente em xy, ou seja, € ponto de x;, que tem disténcia In{p.,) até i, estando

a esquerda de y se p, < 0 e a direila se p, > 0.

Aqui nao utilizamos a exponencial, pois esta aparece nas definicoes em H devido
ao fato da funcao exponencial ser uma isometria entre R e H, ¢ como mencionado, tal
isometria nao existe no caso bidimensional. Através do conceito de pseudo-varidncia,
conhecendo-se as variancias de uma pdf gaussiana euclidiana p(x,y), podemos de-
terminar uma pdf gaussiana hiperbélica que tenha as pseudo-variancias iguais as

variadncias da funcdo euclidiana.



3.4 Modelo do Canal Gaussiano no Espago
Hiperbdlico.

Nas Secdes 3.1 e 3.2 obtivemos as densidades de probabilidade para o ruido gaussiano
no caso hiperbélico. Mas como esse ruido age sobre um ponto 2 que é transmitido?
No caso euclidiano o modelo utilizado para um canal gaussiano assume que o ruido
é aditivo, ou seja dado um sinal = a ser transmitido, sobre este age um vetor ruido n
de forma que o sinal recebido é dado por y = = + n. Note que a adigao do ruido ao

sinal pode ser interpretada como uma translagao euclidiana T : R? — R? dada por
T(z)=2zx+n,

e o vetor ¥ como a imagem de x por esta translagao.

Dessa forma, interpretamos o ruido aditivo gaussiano euclidiano como uma familia
de isometrias euclidianas (translacoes) agindo sobre um sinal z. Assim assumir que
no plano euclidiano age um ruido aditivo gaussiano, é equivalente a assumirmos em
R? a seguinte hipdtese:

Hipdtese do Ruido Gaussiano Euclidiano: Seja Gy o grupo das translagdes de R%
Existe um espago de probabilidade (2, ¢, P) e uma varidvel aleatéria X : € — R?,
onde Q = R? £ é a o-dlgebra em ) dada pelos Borelianos ¢ P é uma medida de
probabilidade tal que P(g(A)) = P(A) para todo A € Qe g € Gy, tal que X tenha
como funcao de distribuigio de probabilidade uma gaussiana da forma (3.6).

Assim, seja  um sinal que queremos transmitir em H?. Sabemos que no espago

hiperbélico nao é possivel definir uma estrutura vetorial como em R?, portanto néo
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podemos assumir que o modelo de rufdo gaussiano hiperbélico que temos é aditivo.
Mas utilizando o conceito de isometria, de forma semelthante ao feito no caso euclidi-
ano, assumir um ruido gaussiano em H? significa que estamos assumindo a seguinte
hipétese.

Hipdtese do Ruido Gauséz’ano Hiperbdlico: Seja G o conjunto das isometrias
parabdlicas e hiperbdlicas de H?. Existe um espaco de probabilidade (©2,¢, P) e uma
varigvel aleatéria Z : 0 — H” onde, Q = HZ, ¢ é a g-slgebra em O dada pelos
Borelianos e P ¢ uma medida de probabilidade tal que P(g(A4)) = P(A) para todo
A€ Qe g€ Gy, tal que Z tenha como funcio de distribuicédo de probabilidade uma.
gaussiana da forma (3.9).

As fungdes densidade de probabilidade f (2) obtidas na Secéo 3.2 sdo invariantes
por qualquer isometria de H?. Como citado na introdugdo, o fato de nio termos
_disponivel ainda um Teorema Central do Limite geral para o caso hiperbdlico, nao
nos permite estabelecer exatamente qual tipo de isometria é a ideal para a carac-
terizacao do ruido hiperbélico. Como as isometrias elipticas possuem um ponto fixo
ordinario, elas nao servem para essa caracterizagao, pois se o ruido fosse caracteri-
zado por uma dessas isometrias, o seu ponto fixo nio sofreria nenhum tipo de inter-
feréncia. Por outro lado as isometrias parabdlicas e hiperbdlicas nao possuem pontos
fixos ordindrios. Também vale a seguinte propriedade para essas isometrias: dados
dois pontos fixos z e w de HP, existem pelo menos uma isometria parabdlica e uma
hiperbolica que leva z em w.

Aqui deve ser ressaltado que o conjunto das isometrias parabdlicas e hiperbdlicas

nao forma um grupo. Se quisermos que o conjunto de isometrias que caracteriza o
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ruido seja um grupo, comoe no caso das translagoes no plano euclidiano, o conjunto
(G deve somente conter isometrias parabélicas ou hiperbdlicas.

Citamos que existe um Teorema Central do Limite no caso hiperbélico {[12}), mas
este somente vale para o caso em que as variaveis aleatdrias tem densidades centradas

na origem. Além disso, essas densidades devem ser invariantes por elementos de

) ) ) cosfl siné
50(2), ou seja, pelas isometrias que possuem matrizes da forma

—sinfl cos#

ou seja, as rotagoes euclidianas.

No caso de H, temos que as isometrias sido da forma g(y) = ¢’y comy € H e
k € R, portanto dado o € H, assumir que sobre x age um ruido gaussiano hiperbdlico
unidimensional é assumir o seguinte:

Hipdtese do Ruido Gaussiano em H: Seja Gp. o conjunto das isometrias hiperbdlicas
de H.. Existe um espaco de probabilidade (2, &, P) e uma variavel aleatéria X : @ — H
onde, §) = H, ¢ é a o-dlgebra em {2 dada pelos Borelianos e P é uma medida de prob-
abilidade tal que P(g(A)) = P(A) para todo A € O e g € Gpe, tal que X tenha como

funcao distribuicao de probabilidade uma gaussiana da forma (3.1).



Capitulo 4

Tesselacoes dos Planos Euclidiano
e Hiperbdlico e as Correspondentes

Funcoes Enumeradoras

No Capitulo 2 vimos que no plano hiperbdlico podem ser construidos poligonos da
mesma maneira que sac construidos poligonos no plano euclidiano. Iniciamos este
capitulo mostrando que a construgao de certas familias de reticulados, que chamare-
mos de tesselagles, é profundamente diferente nas duas geometrias. Estabelecidas
estas diferengas, veremos que as constelacdes de sinais mais comumente utilizadas
em sistemas de comunicagGes, sdo subconjuntos finitos de reticulados (tesselagdes).
Dessa forma veremos que das tesselagoes no espaco hiperbdlico, poderemos extrair
constelagdes de sinals apropriadas para uso eficiente em sistemas de comunicacoes.
Para podermos comparar o desempenho de uma constelagio finita de sinais no plano
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euclidiano com uma no plano hiperbdlico, devemos manter o mesmo nitmero de sinais
em ambas as constelagoes, com a mesma energia média.

A partir da Secio 4.2, apresentamos um procedimento que nos permite enumerar
o ntmero de pontos de certos subconjuntos finitos de tesselacdes, tanto euclidianas
quanto hiperbdlicas. A relevancia deste procedimento est4 relacionada com o projeto

de constelagoes de sinais e as propriedades inerentes.

4.1 Tesselagoes nos Planos Euclidiano e Hiperbdlico

Nesta segao introduzimos o conceito de tesselagdo regular dos planos euclidiano e
hiperbdlico. E através deste conceito que nos deparamos com mais uma grande
diferenga entre as duas geometrias. Estabelecido o conceito de tesselacao, veremos que
no caso euclidiano as constelagbes de sinais utilizadas em modulacio, sao subconjun-
tos finitos de tesselagoes neste plano. Os resultados a serem apresentados permitern
estabelecer quais subconjuntos finitos das tesselacbes poderdo ser utilizados como
constelacoes de sinais.
Definigao 4.1 Uma tesselagdo regular {p,q} do plano euclidiano (hiperbélico ) € uma
cobertura deste plano por poligonos regulares euclidianos (hiperbdlicos) isométricos
nao sobrepostos. Os poligonos tém plados (e sGo abreviados por p-dgonos), que se
encontram somenie em arestas completas ou em vértices, com g poligonos regulares
se encontrando em cada vértice.

Com esta definiciio, a primeira questio que se levanta é: Quais séo as possiveis

tesselagoes regulares que existem nas geometrias em consideracao?
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Figura 4.1: Determinacao das possiveis tesselagdes nas geometrias consideradas.

Considere uma tesselagdo {p, g} do plano euclidiano. Seja O o centro de um p-
dgono e AB uma de suas arestas, como mostra a Figura 4.1. O angulo interior do
encontro de ¢ p-agonos em um vértice é 27/q.

Da figura 4.1 conclufmos que o angulo A O B mede 27 /p. Com isso, no caso

euclidiano temos para o triangulo AOB, que

s—2r/p = OAB +OBA
~ 20AB

= o angulo entre duas arestas adjacentes do poligono.

Mas para uma tesselacao regular, o dngulo entre arestas adjacentes é igual ao angulo
interior de um p-agono em um vértice, logo 7 — 2w /p = 27/q. Isto nos fornece a

equagao

(p-2)g—2)=4 (4.1)
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Esta equacgao tem trés solugoes inteiras positivas. Portanto existermn somente trés
tesselacdes no plano euclidiano: {3,6}, {4,4} e {6,3}. Assim, podemos tesselar o

plano euclidiano utilizando triangulos equilateros, quadrados e hexagonos.

Considere uma tesselagao {p, ¢} no plano hiperbdlico. Como vimos no Capitulo 2,
a soma dos angulos internos de um triangulo é menor que 7, portanto o angulo entre
duas arestas adjacentes de um p-dgono hiperbélico é menor que 7 — 27/p. Assim,

27 /q < 7 — 27/p ou equivalentemente

(p—2)g—2) > 4. (4.2)

Como existem infinitas solugdes inteiras para esta desigualdade, existe um mimero

infinito de tesselagoes regulares do plano hiperbdlico.

Aqui devemos observar a seguinte propriedade; no plano hiperbdlico, dois triangulos
que tém os mesmos angulos internos sao congruentes, logo possuindo a mesma &rea.
Assim, a menos de movimentos rigidos (por isometrias), nao existe o conceito de
semelhanga. Dados p e g que satisfazendo a desigualdade (4.2}, a tesselagao {p,q} é

inica, a menos de movimentos por isometrias.

Consequentemente, no plano euclidiano somente trés tipos de tesselacdes regu-
lares sdo possivels, porém tendo a liberdade de fixarmos qualquer medida positiva
para o comprimento das arestas dos poligonos. No caso hiperbélico, existem infinitas
tesselagOes regulares, mas em cada uma o comprimento das arestas dos poligonos é de-
terminado por {p, ¢}. A Figura 4.2 mostra a aparencia de uma tesselacio hiperbélica

no modélo do disco.
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Figura 4.2: Exemplo de tesselagao {8, 4} construida no plano hiperbdlico.

4.2 Subconjuntos Originados por um Poligono Ini-

cial

As constelacGes de sinais usadas em sistemas de comunicagdes sao subconjuntos fini-
tos das tesselagles euclidianas. Com isso as afirmacdes feitas na Se¢éo 4.1 sdo ex-
tremamente importantes, pois mostram que dispomos de infinitas escolhas para novas
constelagGes de sinais no plano hiperbdlico. Diante disto, serd necessario desenvolver
um procedimento de contagem da evolucao do numero de pontos em subconjuntos

finitos de uma tesselacio.

A seguir, apresentamos 0s conceitos necessarios para que possamos avaliar o
nimero de pontos de certos subconjuntos das tesselacoes, tanto euclidianas quanto

hiperbdlicas.

Fixada uma tesselagao {p, q}, escolhemos um poligono desta, que denotamos por
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Lo. Denominamos este poligono de regiso inicial ou nfvel zero. Os P vértices deste
poligono serao denotados por vy . .. Ug .

Consideremos agora a uniao de Ly com todos os poligonos de {p, q} que possuem
um vértice em comum com Ly, e denotemos esse conjunto por C;. Com isso, o primeiro
nivel da tesselagao, Ly, é o conjunto Ly = Cp\ Ly, isto é, o conjunto de poligonos tendo
vértices e comum com Ly, onde excluimos os vértices de Lg. Os vértices de L, sdo
denotados por v1,1...v1.. Os préximos niveis Ly, Ly, - - -, sio construidos da mesma
forma. Os conjuntos C; também sio definidos do mesmo modo de C1, ouseja (.1 é
o conjunto dos poligonos que tem um vértice em C; e Lty = Cig\C;.

Conhecendo o nimero de pontos (vértices e centros dos poligonos) no nivel 1,
nosso objetivo € determinar quantos novos pontos (vértices ou centros de poligonos)
existirao no nivel ¢ + 1.

Definigao 4.2 Consideremos o nivel L; de uma tesselagdo {p,q} juntamente com
seus niveis inferiores. Um vértice v;; € do tipo k se em v, se encontram k arestas
de C;, onde k € sempre maior ou igual a 2.

Dado L; existem dois conjuntes de pontos que iremos quantificar. Um deles so os
vértices de L; e 0 outro sio os centros dos poligonos que formam L;. De modo a tornar
sistemético o processo de contagem, iremos dividir o conjunto das tesselacbes {p, g}
em trés casos. Em cada caso avaliaremos primeiro o nimero de vértices, e depois
o nimerc de poligonos que ocorre em cada nivel. Observe que contar poligonos é o
mesmo que contar o niimero de centros.

Esta divisdo em trés casos é feita em relacdo aos possiveis valores de {p,q}. A

saber: Caso 1, com p > 4 e ¢ > 4; Caso 2, comp=3; e Caso 3, comp>6eq=23.
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Figura 4.3: Em cada vértice do poligono inicial sao inseridas ¢ — 2 novas arestas.

Isto € necessario devido as particularidades de cada caso.

O processo é construtivo, iniciamos com o poligono inicial de uma tesselagao, e
a este iremos acrescentando arestas e contando o crescimento do nimero de vértices
desta regiao. Ksta anslise é feita até o momento em que o processo se torna um
processo de recorréncia, ou seja, sabendo quantos pontos temos e a forma como estao

distribuidos, entao & possivel saber quantos pontos tera o préximo nivel.

4.2.1 CASO 1: p>4eqg>4.

Seja {p, g} uma tesselagio satisfazendo p > 4 e ¢ > 4. Entao em Ly temos p vértices
do tipo 2. Como cada vértice deve ter g arestas, de cada vértice em L, inserimos q - 2
novas arestas e de Ly como um todo, inserimos um total de p(g — 2) novas arestas.
Sejam aj, a2, ..., 0.9 as arestas inseridas em vg; (Figura 4.3).

As arestas a; e ae sa0 parte de um novo poligono de p lados e p vértices. Como

@, € ay tem em comum o vértice vg;, j4 temos entao 3 pontos do novo poligono,
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q -3 parss

Figura 4.4: Em cada um dos g ~ 3 pares, originados das arestas inseridas em v;,

inserimos p — J pontos

portanto temos de acrescentar p — 3 novos pontos entre o par de arestas a,a, e tendo
g — 2 arestas em v, temos entdo ¢ — 3 pares de arestas como 2109, num total de
(g — 3)(p — 3) novos pontos obtidos a partir do vértice uy,; (Figura 4.4). Existem p
vértices vp,;, resultando em p(p ~ 3)(g — 3) pontos, todos do tipo 2, pols cada ponto

entre duas arestas estd ligado por somente duas arestas.

Os vértices vg; e Vo441 estdo ligados por uma aresta, e de cada um deles partem
g — 2 arestas. Sendo p > 4, entre os dois vértices devemos ter um poligono com p
lados, logo inserimos p — 4 novos pontos entre a ltima aresta de Up,; € & primeira de
vo,i41 (Figura 4.5). Para a contagem adotamos um sentido de contagem horsrio. Em
Lo temos p pares como esse, ent&ao temos o total de p{p — 4) novos pontos, todos do

tipo 2.

Para concluirmos o primeiro nivel, precisamos determinar qual o tipo dos plg—2)

pontos originados pelas arestas de Ly. Sejam agy, ... ; @g2 as arestas de vg;. Como
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i Ft

Figura 4.5: Entre dois vértices consecutivos v; e v;21 inserimos p — 4 pontos.

temos p — 3 > 1, da mesma forma que a construgao anterior, entre cada par destas
arestas existe pelo menos um ponto, determinando assim que os vértices das arestas
aa, ..., 0,3 estejam ligados a exatemente mais duas novas arestas, portanto estes
vértices sao do tipo 3. Como entre dois vértices consecutivos de Iy sdo colocados
p — 4 pontos, os vértices das arestas a; e ;-2 também s8o do tipo 3. Assim, temos

p(g — 2) pontos do tipo 3 em Ly. O total de pontos em L; é

N1 =p(p—4)+p(p—3)(g—3) +plg—2). (4.3)

Ainda nao é possivel generalizar a contagem, pois em L; temos pontos do tipo 2
e do tipo 3. Procedemos da seguinte forma. Em I; temos p[(p — 3)(q ~ 3) + (p — 4)]
pontos do tipo 2 e p(g — 2) pontos do tipo 3. Em um vértice do tipo 2, inserimos
como antes, ¢ — 2 novas arestas, e em um vértice do tipo 3 inserimos ¢ — 3 arestas.

Como no primeiro nivel, essas novas arestas inseridas nos vértices de Ly, originarao
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Figura 4.6: Em cada par de arestas inseridas em pontos do tipo 2 de I, inserimos

novos p — 3 pontos.

vértices do tipo 3 num total de p[(p—3)(¢—3) + (p—4))(g— 2) + p(g—2)(g— 3). Por
outro lado, seja v1; um vértice do tipo 2 (Figura 4.6), onde inserimos g — 2 arestas,

gerando g — 3 pares de arestas, que sdo partes dos novos poligonos.

Em cada par de arestas precisamos acrescentar p — 3 novos pontos para obtermos
o poligono completo. Dessa forma, temos que (p — 3)(g — 3) é o nimero total de
pontos gerados pelos pares de arestas, sendo estes pontos do tipo 2. Em todo L, os
pl(p—3)(g—3) +(p—4)] pontos do tipo 2 geram p[(p—3)(g—3)+(p—4)](p—3)(¢—3)
pontos do tipo 2.

Seja vy,; um vértice do tipo 3 em L;. Neste vértice inserimos ¢ — 3 arestas, que
geram ¢ — 4 pares de arestas. Em cada par de arestas colocamos p — 3 pontos,
resultando em (g — 4}{p — 3) novos pontos do tipo 2 no vértice v; ; do tipo 3. Conse-

quentemente, conduzindo a um total de p(g ~ 2)(¢ — 4)(p ~ 3) pontos obtidos desta

forma em todo L.
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Entre dois vértices consecutivos vy; e v1;41 de L; devemos inserir p — 4 pontos,

e como L, tem V) pontos, temos /Ny pares de vértices, dando um total de Ny(p — 4)
pontos do tipo 2 (veja Figura 4.4). Portanto, o total de pontos Ny em L é dado pela

soma dos seguintes termos:

pp—4)+plp—3)(g—3)(p—3)(g—3) tipo 2
plg—2)(g—~4)(p—3) tipo 2
plp—4)+plp—3)(g~3)+(¢—2)](p-4) tipo 2

p(p—4) +plp—3)(g—3)l(g—2) +p(g—2)(g—3) tipo3.
Agora, o total de pontos nos niveis superiores pode ser generalizado da seguinte
forma:
Teorema 4.1 Se no nivel Ly temos M,y pontos do tipo 2 e Msy pontos do tipo 3,
tendo no total Ny = M, + M ponios, entdo em Ly, temos a seguinte distribuicdo

de pontos:

Mg,k(q - 2) + .{Wg’k(q — 3) tipo 3

Ma (g —3)(p—3) tipo 2
Ms.(q — 4){(p— 3) tipo 2
(Mg + Map)(p—4) tipo 2

e Nri1 € a soma desses termos.

Utilizando os calculos realizados acima, podemos agora determinar o nimero de
poligonos que existe em cada nivel, o que nos fornece diretamente o niimero de centros
de poligonos. Seja NP, o nimero de poligonos existentes no nivel k. Logo, NFy = 1.
Em {p,q} a partir de Ly colocamos g — 2 arestas em cada vértice, essas arestas geram

g — 3 pares de arestas, logo temos g — 3 poligonos, num total de p(g — 3). Seja
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Vo,1,.--,Upp O Vértices de Ly. Entre vg; e vp;4; colocamos p — 4 pontos formando
um novo poligono, e como temos p pares desses vértices em Ly, obtemos p novos

poligonos. O ntmero total de poligonos em I é
NPy = p+p(g—3). (4.4)

Em L, temos N, veértices, logo N; pares de vértices, sendo que cada par origina
um novo poligono. Através da expressao (4.3) de N; sabemos a quantidade de pontos
do tipo 2. Em um ponto deste tipo inserimos g — 2 arestas, logo g — 3 pares de
arestas e entao ¢ — 3 poligonos, tendo um total de p(p — 3)(g — 3)(g — 3) poligonos
originados pelos pontos do tipo 2. Em cada ponto do tipo 3 inserimos g — 3 arestas,
tendo assim ¢ — 4 pares de arestas, originando ¢ — 4 poligonos. Assim, o total de
poligonos originados pelos pontos do tipo 3 é p(g— 2)(g— 4). Podemos agora conchiir

que o nimero total de poligonos em L, é

NPy =Ny +[p(p-3){g—3)](g—3) +p(g —2)(g — 4).

De forma geral temos,
Teorema 4.2 Se o nivel k tem M,y pontos do tipo 2 e My . ponios do tipo 3 com

Ny sendo o total de seus pontos, entdo em Ly, temos que
NPFgi1= N+ Map(qg—3) + Ms (g — 4)

€ o total de centros no novo nivel.
Exemplo. A titulo de exemplo vamos calcular o ntimero de pontos dos trés primeiros
niveis da tesselagao {5,4} (Figura 4.7). Como Ny = pe temos p =5 e g = 4

?

obtemos que Np = 5. Da expresséo (4.3) obtemos que N; = 25. Para Ny temos
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Figura 4.7: Primeiros trés niveis da tesselagao {4,4} no plano hiperbdlico.

Mo =30+ 0+ 17 = 47 e Myz = 30 -+ 10 = 40 e temos o total para o segundo
nivel dado por Ny = Mss + Mas = 87. Como temos a distribuigao de pontos do
segundo nivel, usamos o Teorema 4.1 para o ndmero de pontos do terceiro nivel.
Assim, para Lz temos Mg, =94+ 0+ 87 =181 ¢ Ms3 = 94 4 40 = 134, e o total €
Ny = Mzs + Mss = 181 + 134 = 315. O namero de pontos dos préximos niveis sao
obtidos da mesma forma, se utilizando o Teorema 4.1. Os préximos resultados sao

utilizados de forma semelhante.

4.2.2 CASO 2: p=3.

Neste caso temos tesselagbes triangulares e por (4.1) e (4.2} temos que ¢ > 6. Seja
tp1,Yp,2 © Vos OS trés vértices do tridngulo do nivel zero. Em wp,; inserimos g — 2
arestas, logo obtendo g — 2 novos vértices, denotados por a;1,...,8;4-2. Entre dois

vértices consecutivos vg; € Up+1 Nao colocamos nenhum ponto, pois a aresta a; 5o se
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Figura 4.8: Em cada vértice de Ly inserimos ¢ — 2 arestas. Entre dois vértices

consecutivos nao sao inseridos novos pontos.

junta & aresta a;;1; (Figura 4.8). Entre os pares de arestas gerados pelas g— 2 arestas
inseridas em vg,; também nao aparecem novos pontos, pois o vértice da aresta a; esta
ligado ac veértice da aresta ;41 por uma nova aresta. Em particular temos que o
vértice de a;4-3 estd ligado ao vértice de Qs,q-2,0 MESIMO acontece com diyq 1€ Qip12,
implicando que cada par v, %411 gera um ponto do tipo 4. Com isso, temos em I
trés pontos do tipo 4. Das g — 2 arestas inseridas em vg,; sabemos que a primeira
e a lltima geram pontos do tipo 4, logo sobram ¢ — 4 arestas que, como observado
anteriormente possuem seus vértices ligados, nos dando ¢—4 pontos do tipo 3 (Figura
4.8).

Assim o nimero total de vértices em [ é
Ny=p+p(g—4) (4.5)

Agora seja v;; um ponto qualquer de L;. Dos pontos de L, partem as arestas
que determinarao Lo. Se vy; é do tipo 3, inserimos ¢ — 3 arestas, onde destas duas
(a primeira e a \iltima) originardo pontos do tipo 4 (entre vy, 1,11 e 1,7 + 1), logo

sobram ¢ — 5 arestas, o que nos d4 p(g — 4){g — 5) pontos do tipo 3 em L,. Se V14
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¢ do tipo 4, inserimos ¢ — 4 arestas e seguindo o mesmo raciocinio do caso anterior,
obtemos que os vértices do tipo 4 nos fornecem p(g—6) novos pontos do tipo 3. Entre
V15 € V1,441, temos um ponto do tipo 4 originado pelas duas dltimas arestas inseridas
em vy, € pelas duas primeiras arestas inseridas em vy 441, tenos assim N, pontos do

tipo 4 em Ly e o nitmero de vértices é

Ny =p+plg—4)+plg—4)(qg—5)+plg—6).

De forma geral

Teorema 4.3 Se no nivel Ly temos My pontos do tipo 3 € Myy, do tipo 4, entdo

em Ly temos

(Msy + Myy) tipo 4
M; (g — 5) tipo 3

Mg —6)  tipo3

pontos e Niyq € a soma desses termos.

A figura 4.9 mostra a tesselacao {3,12} no modélo do disco.

Mantendo as notagGes, queremos agora o niimero de poligonos. Em cada aresta
dortriéngulo Lo s&o inseridas g — 2 arestas, originando g — 3 pares de arestas, logo
originando ¢ — 3 novos tridngulos num total de p(g — 3). Entre vg; € vg;41 temos um

novo triangulo, assim o total em L é
NPy = p+plg—3).

Agora em I temos p pontos do tipo 4 e p(g — 4) pontos do tipo 3, gerando um
total de p+p(q —4) pares de pontos, logo temos p+ p(q —4) tridngulos. Analisando a

insercac de novas arestas em L, como feito anteriormente, observamos que os pontos
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Figura 4.9: Tesselagio {3,12}.

do tipo 3 originarao p(g —4)(g — 4) novos tridngulos, e os pontos do tipo 4 originardo

p(g — 5) novos tridngulos. O nimero de poligonos total em L, é

NPy =[p+plg—4)] + plg— 4)(qg - 4) + p(q — 5).
De forma geral

Teorema 4.4 Se no nivel k temos M, pontos do tip 3 e My pontos do tipo 4 com

Ny sendo o total de seus pontos, entdo

NFevi = Ny + Mai(g — 4) + Myi(g— 5)

é total de poligonos no novo nivel.

4.2.3 CASO 3: p>6, ¢ =3.

Esse € o caso mais complexo, e a soma dos pontos aparece de forma mais dividida

que nos casos acima. Como ¢ = 3, em cada vértice de L, inserimos somente uma
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Figura 4.10: Em um ponto do tipo 3 nao sdo inseridas novas arestas, mas a cada um

desses pontos esta relacionado um conjunto de p — 5 pontos do préximo nivel.

aresta, e logo temos p novas arestas e também p pares destas arestas. Em cada um
desses pares colocamos p — 4 pontos que sao do tipo 2, pois 830 os vértices do novo
poligono que aparece entre cada par. Agora, no vértice vp; de Loy temos a aresta ag;,
e 0 novo vértice gerado por esta aresta € do tipo 3 pois recebe mais duas arestas,
uma proviniente dos pontos colocados entre vy ;1 e vy, € outra dos pontos entre vg;

€ Up 441, logo esses p pontos sdo todos do tipo 3. O niumero total de pontos é:

Ny =p+plp—4).

Passemos para Ls. Os p pontos do tipo 3 de L, nao contribuem com novas arestas.
Pela construgao de Ly, se v;; é do tipo 3 ent&o os vértices vy;.; € vy ;41 sdo do tipo
2, e entre as arestas ay;-1 e aj+1 colocamos p — 5 pontos, fornecendo um total de
p(p — 5) pontos do tipo 2. Assim, podemos dizer que a cada ponto do tipo 3 ests
associado um conjunto de p — 5 pontos no préximo nivel (Figura 4.10).

Em L, temos p(p — 4) pontos do tipo 2, ou seja, p conjuntos de p — 4 pontos do

tipo 2 e em cada um desses pontos inserimos uma aresta. Sejam dq1,...,01,-4 85
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arestas de um desses conjuntos. Logo temos p — 5 pares de arestas, e em cada par
colocamos novos p — 4 pontos, portanto um conjunto de p —~ 4 vértices (arestas) gera
(p—5)(p— 4) pontos do tipo 2, e temos um total de p(p— 5)(p - 4) pontos. Com isso

concluimos que o total de pontos em L, é

plp—4) tipo 3
p(p ~ 5) tipo 2

plp—5)(p—4) tipo2
e Ny € a soma desses termos.

Diferentemente dos outros dois casos, aqui precisamos analizar L3 para chegarmos
a uma expressao genérica. Para a contagem dos novos pontos em L3 e nos niveis acima,
necessitamos diferenciar os pontos do tipo 2. Temos aqueles que estdo em conjuntos
de (p ~ 4) pontos, e aqueles que estio em conjuntos de (p — 3) pontos. Em L, temos
2(p — 4) pontos do tipo 3, e a cada ponto do tipo 3, como feito acima, associamos a
um conjunto de p — 5 pontos do tipo 2, e portanto temos p(p ~ 4)(p — 5) pontos do
tipo 2. Os pontos do tipo 2 de Ly 580 os novos pontos do tipo 3 de L, num total de
p(p—35)+p(p—5)(p — 4) pontos.

Consideremos os p conjuntos de p — 5 pontos em Ly. Temos entdo p — 6 pares de
pontos e em cada par inserimos p — 4 pontos, assim cada conjunto gera {p — 6)(p—4)
pontos, num total de p(p — 6){(p — 4) pontos ou p(p — 6) novos conjuntos com p— 4
pontos. Por ltimo temos p(p — 5) conjuntos de (p — 4) pontos em Lg, e como
acima, cada conjunto gera (p ~ 5)(p — 4) novos pontos, nos fornecendo um total de

[p(p—3)l(p— 5)(p—4) = p(p — 5)*(p — 4) pontos do tipo 2, originados dos conjuntos
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com p — 4 pontos. Assim o total de pontos N3 em L3z é a soma dos termos

plp—5)+plp—5)(p—4) tipo 3
[p(p —4)](p - 5) tipo 2

[p(p —6) + p(p — 5)%](p — 4) tipo 2.

Assim de forma geral suponhamos que no nivel k temos N = M, + Ms; onde
M, é o total de pontos do tipo 2, e M;; o de pontos do tipo 3. Além disso temos
que My = My, + Mé:k onde M, = ki(p— 5) sdo os pontos do tipo 2 em conjuntos
de (p - 5) pontos, e My, = ka(p — 4) sao os pontos do tipo 2 em conjuntos de (p —4)
pontos. Portanto, em Ly 1 os pontos do tipo 3 geram conjuntos de p— 5 pontos, num
total de Mz (p — 5) pontos do tipo 2. O nidmero de pontos do tipe 3 em Ly é ©
mesmo do de nimeros do tipo 2 de Ly, ou seja M, + M;k Temos k, conjuntos de
p— 5 pontos, que nos dé k;{p — 6)(p— 4) pontos. Temos ky conjuntos de p— 4 pontos,
dando ka(p — 5)(p — 4) novos pontos. De forma geral:

Teorema 4.5 Se no nivel Ly, temos Ny = Ms  + M; ; pontos, onde My, € o nimero
de pontos do tipo 2 em Ly € Mz o nimero de pontos do tipo 3, e além disso My =
My, + My, onde My, = ky(p—5) e My, = ka(p—4), entdo a distribuicdo de pontos
em Lyy1 € dada por

M, + My, tipo 3

M (p — 5) tipo 2

Bi(p— 6)(p— 4) + ka(p— 5)(p— 4) tipo 2

onde Niy1 € a soma desses termos.
Novamente, para a contagem dos poligonos em cada nivel, mantemos a notacao

utilizada acima. Como g = 3, de cada um dos p vértices de Ly inserimos somente
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uma aresta, originando assim p pares de arestas, o que nos d4

N.Pl = .

Em I temos p pontos do tipo 3 e p(p — 4) pontos do tipo 2. A cada ponto do
tipo 3 associamos um conjunto de p— 3 pontos, e temos assim um poligono originado
por cada ponto deste tipo, totalizando p poligonos. Para os pontos do tipo 2, temos
p conjuntos de p — 4 pontos. Em cada um desses conjuntos inserimos p — 4 arestas
originando p — 5 pares de arestas, logo p — 5 poligonos e no total p{p — 5) poligonos

originados desta forma. Portanto

NPgmp+p(p-5).

Seguindo esse raciocinio e verificando a distribuicsio de pontos dada por Ny obte-

NPy =p(p—4)+ p(p—6) +p(p— 5)(p~5).

De forma geral,
Teorema 4.6 Se no nivel k temos My pontos do tipo 3 e My, = k1(p—5)+ks (p—4)

pontos do tipo 2, obtemos que

NP = Msy + ki(p — 6) + ko(p — 5)

€ o total de poligonos em Ly,

A figura 4.11 mostra a tesselagao {12, 3} no modélo do disco.



Figura 4.11: Tesselagdo {12,3}.

4.3 Subconjuntos Originados por ¢ Arestas

Nesta secdo apresentamos uma outra forma ordenada de obter subconjuntos finitos
de uma tesselacao.

Seja {p,q} uma tesselagdo qualquer fixada. Nesta tesselagao fixamos um vértice
1 e denotamos por I ...I; as g arestas que se interceptam em vp.

O primeiro nivel do subconjunto que queremos, ¢ formado pela uniac dos g
poligonos de p lados que se interceptam em up, excluindo wp. Assim no primeiro
nivel temos ¢ arestas partindo de g, logo ¢ pares de arestas. Cada par origina um

novo poligono, e temos assim g poligonos ou g centros, portanto
N.P1 = {.

Novamente, temos ¢ arestas a partir de vy, logo g pontos a partir de vg. Cada par

de arestas deve originar um noveo poligono. Para isto, inserimos p — 3 pontos entre
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{4.4} 13,63

{6.3}

Figura 4.12: Alguns exemplos da regifo inicial de subconjuntos de tesselagOes, origi-

nados pelo método das arestas.

cada par de arestas. Esses sao pontos do tipo 2, entdo os ¢ pontos originados a partir

das aresta em vp sd0 do tipo 3. O ntmero total de pontos é
Ny =q+gq(p-3).

A Figura 4.12 mostra o primeiro nivel obtido a partir das trés tesselacoes euclidianas.
A seguir apresentamos as solugbes gerais para os niveis superiores, seguindo a

mesma divisac de casos feitos nas secdes anteriores.

4.3.1 CASO 1: p>4,q>4.

Em cada ponto do tipo 2 colocamos ¢ — 2 arestas, obtendo g(p — 3)(g — 2) novos
pontos do tipo 3. Em cada um dos g(p — 3) conjuntos de g — 2 arestas temos g -3

pares de arestas. Em cada par colocamos p — 3 novos pontos do tipe 2, num total de

ig(p — 3)](g — 3)(p — 3) pontos do tipo 2.
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Cada ponto do tipo 2 de Ly gera ¢ — 3 pares, logo g — 3 poligonos, o que nos da
um total de g(p — 3)(¢ — 3) poligonos. Em cada ponto do tipo 3 de L; inserimos
g — 3 arestas, originando ¢(¢ — 3} pontos do tipo 3. Em cada conjunto de ¢ — 3 arestas
temos g — 4 pares de arestas, em cada par adicionamos p — 3 pontos, tendo assim
g{g — 4){(p — 3) novos pontos do tipo 2. Como cada ponto do tipo 3 estd associado a

g — 4 pares, temos ¢ — 4 poligonos, num total de ¢(g — 4) poligonos.

Em L; temos Ny vértices, logo V) pares de pontos e como p > 4, entre os vértices
U1 € V1441 colocamos p — 4 pontos, obtendo um total de Ny(p — 4) pontos do tipo

2. Cada par vy;v1,;:; gera um poligono, temos assim ¢ + ¢{p — 3) novoes poligonos.

Portanto em Lo temos

g(p—3)(¢—2)+q(¢g—3) tipo3
a(p —3)(g ~ 3)(p—3) tipo 2
alg—H)(p—3) tipo 2

lg+qlp— 3)(p~4) tipo 2

e Ny é a soma destes termos. Para o nimero de poligonos temos

NP, =q(p—3)(g—3)+q(qg—4) + g+ q(p - 3)].

Assim de forma geral

Teorema 4.7 Suponhamos que no nivel Ly temos My pontos do tipo 2 e My
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pontos do tipo 3. Entdo os pontos em Ly, estdo distribuidos da sequinte forma

Moi(q—2) + Myx(g—3) tipo 3

Moi(g—3)(p ~ 3) tipo 2
Msr(q—4)(p—3) tipo 2
(Mo + M) {(p — 4) tipo 2

e Nit1 € dado pela soma desses termos. O total de poligonos em Lyy1 € dado por

NPy = (Mag + M) + Mag(g — 3) + My (g — 4).

4.3.2 CASO 2: p=3.

Como p =3 temos que Ny =g >6e NP, = g em L;, e 0s ¢ pontos sao do tipo
3. Em cada um desses pontos acrescentamos ¢ — 3 arestas, originando g — 4 pares
de arestas, logo ¢ — 4 novos poligonos tendo um total de g{g ~ 4) poligonos. Como
p = 3, entre dois vértices concecutivos nao acrescentamos novos pontos, e como vimos
no caso equivalente da segao anterior esses vértices originam pontos do tipo 4, assim
temos ¢ pontos do tipo 4 e também mais ¢ poligonos.

Em cada ponto de L, s&o acrescentados g — 3 arestas ay,. .., Qq.3, INas as arestas
az e aq-3 dao origem a pontos do tipo 4 de Ls, logo sobram g — 5 arestas num total

parcial de g(g — 5) pontos do tipo 3. O total é

Ny = q+q(q—5),

onde g € o niimero de pontos do tipo 4 e ¢(¢ — 5) do tipo 3. O nimero de poligonos
é dado por

NPy =g+ q(qg—4).
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Analisemos agora o terceiro nivel. Temos em Lo, N, pontos ou Ny pares de pontos,
logo no caso anterior, temos /Ny novos pontos do tipo 4 e também N, novoes poligonos.
Em pontos do tipo 3 inserimos g — 3 arestas e como vimos, duas sao partes de pontos
do tipo 4 de L3 sobrando ¢— 5, dando assim um total parcial de g(¢—5)(g—5) pontos
do tipo 3 e g{g — 5)(g — 4) poligonos. Em um ponto do tipo 4 de Ly inserimos g — 4
arestas, mas de novo duas ja foram contadas para os pontos do tipo 4, assim sobram
g — 6 arestas, tendo um total parcial de ¢(g— 6) pontos do tipo 3 e g(g —5) poligonos.

Portanto temos que N3 € a soma dos seguintes termos

g-+q{g—5) tipo 4
q(g ~ 5)(g—5) tipo3

q(g —8) tipo 3

NPy =[g+q(g—5)]+q(g—5)(g—4)+q(qg—3).

Assim de forma geral
Teorema 4.8 Se no nwvel Ly, k > 2 temos My, pontos do tipo 3 e My, pontos do

tipo 4, entao em Ly, oblemos que o nimero de pontos tem a distribuicdo

Mg,k + M4,]C tIpO 4
M;x(qg—35) tipo 3

Myx(qg—6) tipo 3

e Niy1 € dado pela soma dos termos. O nidmero de poligonos € dado por

NP = (.[Wg + M4) -+ Mg(q — 4) -+ M4(q - 5)
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4.3.3 CASO 3: p>6, ¢g=23.

Temos q = 3, logo NP, = 3, temos 3 pares de arestas onde em cada PAar precisamos
de p — 3 pontos para completar um poligono, assim em cada par temos p - 3 pontos
do tipo 2, nos dando um total parcial de 3(p — 3). Como p > 6, as 3 arestas iniciais

dao origem a tres pontos do tipo 4, e o total é
Ni=3+3(p~3)

onde temos 3 pontos do tipo 3 e 3(p — 3) pontos do tipo 2. Para obtermos o segundo
nivel, cada ponto do tipo 2 de L; origina um ponto do tipo 3 em Ls, logo temos
3(p — 3) pontos do tipo 3 em L,.

Cada par de pontos do tipo 2 de L; gera um par de arestas, onde inserimos
p — 4 pontos do tipo 2 e cada par gera um novo poligono, mas quantos pares de
arestas temos? Para respondermos a esta pergunta, usaremos um raciocinio um
pouco diferente daquele que estamos utilizando até o momento.

Temos N; pontos em L. Seja vy; um vértice qualquer fixado de Ly, escolhemos
um sentido (horario ou anti-horério) para caminhar de v1; para os préximos vértices.
Assim podemos Imaginar que esses N; pontos estio distribuidos ao redor de um
circulo (Figura 4.13), e queremos determinar quando dois pontos consecutivos podem
ser ligados por arestas originadas destes.

Como p > 6 e ¢ = 3, ndo podemos ter dois pontos consecutivos do tipo 3. A
principio temos um méximo de N; pares de pontos. Se vy; é do tipo 3, os pontos
Up,ie1 € V1,541 B0 dq tipo 2 e nao originario arestas que se concectam com V14, logo dois

pares devem ser excluidos para cada ponto do tipo 3; no total sio 6 pares de pontos.
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Figura 4.13: Um artificio para poder contar os pontos do tipo 2 e do tipo 3 neste
caso.

Assim sobram Ny —6 = 3(p—3) — 3 pares de arestas e em cada par acrescentamos p—4
pontos, num total parcial de [3(p — 3) — 3|(p — 4) novos pontos do tipo 2 e também
3{p — 3) — 3 novos poligonos. Cada ponto do tipo 3 de L; origina um conjunto de 5
pontos e 4 arestas de um novo poligono de Ly, logo devemos acrescentar p— 5 pontos
num total de 3(p — 5} novos pontos do tipo 2, e 3 novos poligonos. Assim em Lo

temos a seguinte distribuicao de pontos
3(p—3) tipo 3
Blp—3)=3J(p—4) tipo2
3(p— 5) tipo 2
o que determina NNy. O nimero de poligonos é dado por

NPy =[3(p~3)~3]+3.

Portanto de forma geral

Teorema 4.9 Se no nivel k temos Ms;, pontos do tipo 3 € My = My, + My, onde
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M,y € o niimero de ponios do tipo 2 emn conjuntos de (p—4) pontos e M;k o ndmero

em conjuntos de (p — B) pontos, entdo temos

Moy tipo 3
M .
Zp—5)(p—4) tipo2
M.’.’ _ .
5@ —6)(p—35) tipo2

1

M, M.
NPy = My + p—fﬁ(p —5)+ 2 (p—6).

p—2>5

M, My, .
Observermos por exemplo, que em 24 (p~ 5)(p — 4) temos que w;;%f € o ntmero
de conjuntos com p —4 pontos, p— 5 € o nimero de pares de pontos e 7 —4 o niimero

de pontos colocados em cada par. Os termos no enunciado do Teorema 4.9 nio estio

simplificados para explicitar a forma de distribuicio dos pontos.



Capitulo 5

Receptor de Maxima
Verossimilhanca e Analise de

Desempenho

Neste capitulo apresentamos o receptor de maxima verossimilhanca para um sistema
de modulacao no plano hiperbélico. Veremos que este receptor apresenta semelhancas
com o do caso euclidiano e ndo é muito mais complexo.

Tambem realizamos wma analise comparativa em relacdo ao desempenho, entre
algumas constelacdes de sinais euclidianas com equivalentes hiperbélicas. Além da
importéncia por si propria destas analises, estes exemplos mostram o processo de

construcac das constelacoes e os resultados do Capitulo 4.

83
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5.1 Constelagoes de Sinais e Receptor PAM Hiperbdlico

Constelagoes do tipo PAM sao conjuntos discretos de pontos fixados na reta euclidi-
anana R. Uma constelagio PAM ¢ dita simétrica se a distincia entre quaisquer dois
pontos consecutivos é sempre igual. Agora, se considerarmos conjuntos discretos na
reta H, temos o PAM hiperbélico. O objetivo aqui é determinar o desempenho do
sistema de comunicagoes, fazendo uso do critério da probabilidade de erro associada
e realizar comparagoes entre constelacdes semelhantes construidas em cada uma das
retas.

Primeiramente consideremos uma costelacio PAM simétrica em R dada pelos
pontos {x1,...,zux} tal que do(z;,241) = k. Como existe uma isometria entre R
e H, dada pela exponéncial r(X) = €%, esta dard origem em H a uma constelacio

{Wi,-. . ym}, onde y; = €% e dn(yi, Yir1) = | In{yaer/m)| =

An(¥s, Yir1) = |In(¥ir1 /)]

= |In(e™1 /™)

== ["Bi-i-l - -’17z|

= k.

Logo temos que uma constelagdo PAM simétrica em R origina uma constelacao
PAM simétrica em H, ambas com a mesma distancia entre pontos consecutivos. Mas
isso néo € um bom resultado, pois como as distancias sio as mesmas e uma gaussiana
em H é imagem por r de uma gaussianana Euclidiana, nio existe nenhuma diferenca

a nivel de desempenho, em se utilizar a constelacio em R ou em H.
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L J W L J Ll -
e-l I e
Figura 5.1: Constelacao 2-PAM em .
Entao consideremos uma situacso diferente. Seja {y;,...,¥n} uma constelagio

em H. Como conjunto de pontos temos que H C R, logo uma constelacio de H é
também uma constelacao de R. Assim, sem utilizar a isometria, estamos interessados
em constelagoes que sejam assimétricas em R, mas que preservem simetria em H.
Primeiramente consideremos a constelagdo 2-PAM assimétrica em R, dada pelos
pontos € e €', Esses pontos também so pontos de Hi, e com a distancia introduzida

no Capitulo 2, temos que essa constelagdo € simétrica em H, pois

dh(e_l,l) = dh(e,l) = 1.

O préximo passo é determinar a regra de decisao a ser utilizada no receptor Stimo.
Para tal iremos considerar que a constelagio de sinais seja do tipo 2-PAM. Mais es-
pecificamente, iremos considerar que a constelagao 2-PAM seja assimétrica no modelo
euclidiano, como mostrado na Fig 5.1. A constelagdo 2-PAM no modelo hiperbélico
€ também mostrada na Fig. 5.1.

A seguir iremos assumir que os sinais 2-PAM hiperbélico sfo utilizados na trans-
missao da informagao. Iremos assumir que o ruido no canal de transmisséo seja uma
amostra do ruido gaussiano em ambos os modelos. Com isso, de acordo com a hip6tese
de rufdo hiperbdlico introduzida no Capitulo 3, temos o seguinte teste de hipéteses a

considerar
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Hy: Yo = €7y

H1 . U = €k$1

onde 2p = ¢! e 7 = e e € é uma amostra de um processo gaussiano hiperbdlico

com média zero e variancia o>,

Como € usual em sistemas de comunicagdes digitais, iremos assumir que o processo

de demodulagao ¢ o de maxima verossimilhanca.

Diante destes fatos, temos que o teste de hipéteses a ser considerado é reduzido a

Hy +— foly) = \/21_7“7 exp{_._l_ri(g{gf;l_)}

2
Hy e fi{y) = \/21—71*0 exp {mwlnz(g!e)}.

Entao, uma decisao a favor da hipétese Hy sers feita se

fi(y) _(ny—1) (ny+1)
o 2 ot T 2l

Apds algumas manipulagdes algébricas chegamos a

2
Iny > o 1n)\.

Se os sinals sao igualmente provéveis temos que

P(Hy) 1/2

A= B 1

Portanto, In A = 0 e consequentemente, o limiar de decisiio serd 1. Se y > 1

entao decide-se pela hipdtese Hy, caso contririo pela hipétese Hy. Dessa forma,
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o receptor 6timo colhera uma amostra do sinal y{t), y(t = tx) = ¥ na saida do

canal, e comparard com o valor do limiar, se y; > 1 entao decidird pela hipétese Hj,

caso contrario pela hipétese Hy. Este procedimento é o mesmo que serautilizado no
receptor 6timo quando do modelo euciidiano, porém com valor de limiar zero.

Agora consideramos os pontos ¢ e e”! como uma constelagio euclidiana, e usamos

o mesmo limiar de decisao que o hiperbdlico, A = 1, assim em relagao a este limiar

temos uma constelagao euclidiana assimétrica, e nesta constelagic somamos —1 aos

dois pontos de forma a ter uma constelagao equivalente, mas com a menor energia

média possivel. Com isso temos no caso euclidiano o seguinte teste de hipétese

Ho:  y(t) = mo(t) +n(t)

Hi:  y{t) = z:(t) + n(t)
onde wo(t) = =1+ ¢ " e 2:(t) = —1 + ¢ e n(t) é uma amostra do processo gaussiano

2

comn média zero e variancia ¢° como no caso hiperbdlico.

Com esses elementos em maos, fica facil mostrar que a probabilidade de erro média

no modelo hiperbdlico é dada por

1
PezPe,O“:Pe,le(;);

e a probabilidade de erro média no modelo euclidianc é dada por

1 1.71828 1 0.6322
Fe= Q( o )+§Q( >’

T2 o

onde
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O ganho, G, é entao dado por

G =10lo Ljo? ~ 10Tog [ ——— ) = 3.08
- &10 (—0.6322)2 /g3 | = TV 0810 (0.39955) e

onde o valor —0.6322 = ¢! — 1 que aparece na expressao, é a distancia do ponto da
constelagao que estd mais préximo do limiar 0. Consequentemente, o 2-PAM simétrico
hiperbélico é 3.98 dB melhor do que o 2-PAM assimétrico euclidiano correspondente.
Chamamos a atencao para o fato de que a constelagio 2-PAM hiperbélica foi derivada
da constelagdo 2-PAM euclidiana.

Podemos realizar extensdes para constelagdes M-PAM hiperbélicas. Por exemplo,
consideramos ¢ 4-PAM dado pelos pontos {e7,e7? ¢! €®}. Temos que dn(e 1) =
dn(e®,1) = 3 edr(e™,1) =du(e, 1) = 1, o que mostra que estamos considerando urga
constelacao hiperbdlica simétrica.

Assumimos agora que os sinais 4-PAM hiperbélico sio utilizados na transmissio
da informacao. Assumimos que o rufdo no canal de transmissio seja uma amostra
do ruido gaussiano em ambos os modelos. Com isso, de acordo com a hipétese de
ruido hiperbdlico introduzida no Capitulo 3, temos o seguinte teste de hipdteses a

considerar

Ho : Yo == Bkiﬂo
Hy: oy =¢éFn
7
Hs:  yo =éfay
Hs:  yg =eFz,
-1 3 . Lk

onde Ig = € e " & uma amostra de um processo

gaussiano hiperbdlico com média zero e variancia 02, Assumimos agora gue 0 Processo
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de demodulagao é o de maxima verossimilhanga, e como feito para o 2-PAM, temos

que o teste de hipdteses a ser considerado é reduzido a

1 1 2 —-3+27
Hj ot fj(y) == \/2—7{_0_ ex?{”%}

onde j = 0,1,2, 3. Devermnos agora obter os limiares de decisao entre as hipiteses Hy
e Hy, Hy e Hy e Hy e H3. Para o caso Hy e Hy, uma decisio a favor da hipdtese

gerd feita se

fily
fo(y

(Iny + 3)? _(lny+ 1)?
202 2a2

%2)\ > In A

Ap6s algumas manipulagbes algébricas chegamos a

4lny +8 > 20%In A

Se os sinails sao igualmente provaveis temos que

P(Ho) _ 1/4 _

AP 1A

1.

Portanto, In A = 0, e consequentemente, o limiar de decisgo [, serd e 2. Repetindo
este procedimento obtemos que os outros dois limiares de decisfo sgo lp = 1 e Iy = €2,
Assim se y < e”? o demodulador decide pela hipdtese Hy, se e ™2 < y < 1 decide pela
hipdtese Hy e assim por diante. Portanto; o receptor étimo colhera uma amostra do
sinal y(t), y(t = t) == y; na saida do canal, e comparara com o valor dos limiares, e
tomara a decisao por uma das quatro hipdteses. Este procedimento é o mesmo que
serd utilizado no receptor étimo quando do modelo euclidiano, porém com valor de

limiar zero.
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Considemos agora os pontos {e7%, ¢71, ¢, e®*} como uma constelagdo euclidiana.
Fixando o mesmo limiar de decisao que o hiperbélico, A = 1. Fm relacio a este limiar
temos que a constelagao euclidiana € assimétrica, e nesta constelacdo somamos —1
aos quatro pontos de forma a ter uma constelagio equivalente, mas com a menor
energia média possivel. Para o caso euclidiano também existirdo quatro hipdteses a
serem consideradas. Pode-se mostrar que a probabilidade de erro média no modelo
hiperbélico para o 4-PAM, conduz a P, =~ 2Q(1/0), enquanto que a probabilidade
de erro média para o modelo euclidiano para o 4PAM correspondente, é dada por
P, = Q(0.159/0).

Portanto, o ganho G do 4-PAM hiperbélico é 15.97 dB melhor do gue o corre-

spondente 4-PAM aassimétrico euclidiano.

5.2 Receptor de Maxima Verossimilhanca

Apresentamos a seguir o modelo que deve ser utilizado para o receptor de méxima
verossimilhanca para o plano hiperbélico.
Seja {s;}, 1 £ j < L, uma constelagéo de sinais em H2 Assumimos que o sinal
recebido ¢ dado pela forma
y = g(s;)
para algum 1 < 7 < L e g ¢ uma isometria hiperbélica que age como ruido gaussiano.

Consideremos os seguintes testes de hipdteses,

Hy < y=g(s)

Hy s y=g(s,)
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Hp < y=g(s).

Assumindo que o canal é caracterizado por uma densidade de probabilidade gaus-
siana circular hiperbdlica, e que os sinais sao igualmente provéveis, entac o critério
de decisao a ser utilizado é o de maxima verossimilhanca, isto é, o receptor decide

pela hipdtese H; se
fiw) = fuly), Vk#J. (5.1)

Do Capitulo 3, f;(y) é dada por

fity) = Bexp(-Ad;(y,s;)) (5.2)

= Bexp(—Ad}(9(s;),55))

Substituindo (5.2) em (5.1) chegamos a

di(9(s;), 55) < dilg(s;), sx)-

Geometricamente, o recepior escolhera o sinal dentre os elementos da constelagao
{s;,1 < j < L}, aquele que minimiza dp(y, $;). Mas minimizar ds(y, s;} é o mesmo

que minimizar cosh(dx(y, 3,)). Como

|z — w]?

cosh({dp(z, w)) =1+ mu

resulta que

IQ

cosh(dn(y, s;)) = 1+ 9 ]‘_rljl(y_) Zjn(s)
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9]* + 15,17 = 2Re(< 3, 5, >)

T T ) (s
I S A ik L sl Re(<y,s;>)
- Im(y) (zlm(Sj) 2Im(s;) Im(s;) ) '

onde < .,. > representa o produto interno euclidiano entre duas varidveis complexas.
Entao minimizar cosh{d,(y, s;)) é o mesmo que minimizar

{ bl sl _R8(<y73,~:>)}
2Im(s;) | 2Im(s,) Im(s;) ’

que por sua Vez € 0 mesmo que maximizar

{Re(<yasj>)m_ Wl sl }
Im(S?’) 2:{1'11(5}) 2Im(sj) )

(5.3)
Os termos |s;|° e Im(s;) podem ser pré-calculados, e |y/® e Im(y) sao conhecidos
quando o sinal é recebido. Assim, o receptor caleula um conjunto de L varidveis
de decisao Re(< y,s; >) e as utiliza para obter o méximo em (5.3). Aqui deve ser
observado que utilizamos as expressdes em H? ao invés de em A. Todavia, como
estes modelos sao 1sométricos, néo existe diferenca aonde a deciséo é tomada. Por
outro lado, como as expressGes em A s&o mais complexas, implica em uma major
complexidade na construcdo do receptor. Este fato reforca a grande liberdade de

manipulacao e possibilidades que temos pelo fato de existirem virios modelos do

espago hiperbdlico.

5.3 Constelacgoes PSK

Nesta segao comparamos o desempenho de constelagdes de sinais M-PSK no espago

hiperbdlico, com a correspondente constelacio de sinais no espacgo euclidiano. Mostramos
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que a constelagso de sinais M-PSK no espago hiperbdlico oferece ganho de codificacao
assintético, quando comparado com a constelagao de sinais M-PSK no caso euclidi-
ano.

Aqui consideramos o modelo do semi-plano superior H? para o plano hiperbélico.
Denotemos por Cp{i, ) o circulo hiperbélico com centro i e raio r,. Em Cj fixamos
M pontos equidistantes { P;...P; }, de modo que eles formem um poligono regular com
M lados. Esse conjunto de pontos é a constelagao de sinais M-PSK hiperbdlica. No
plano euclidiano consideramos da mesma forma, M pontos equidistantes {Q1...Qum}
em um circulo de raio r, e centro em 0. Sejam P, = (a;,b;) e Q; = (¢;,d;) as
coordenadas dos correspondentes pontos de sinais.

Suponhamos que (;(F;) seja o sinal a ser transmitido. Estamos interessados em
determinar a probabilidade de erro guando o sinal ;(F;) é transmitido, e o canal
interfere sobre o sinal transmitido via um processo aleatério gaussiano. Assumimos
que o receptor utiliza o procedimento de maéxima verossimilhanga para a decisao.
Do teste de hipéteses padrio, podemos determinar as regides de Voronoi de cada
sinal Q;(F;). Utilizando as téenicas padrdes de integracio, a probabilidade de erro
associada com as constelagbes de sinals euclidianas e hiperbdlicas sao determinadas.

As funcoes densidade de probabilidades utilizadas nos calculos das probabilidades de

erro sao dadas por

fule,) = 5 (=30 — e — 5 - d)?)

no caso do plano euclidiano, e por

1
Fail2) = 0.184164 exp (—Edz(z; zz-))
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no plano hiperbdlico, onde z = (x,3) € H2. A constante que aparece em Jri(2) foi
calculada via integracdo numérica, de forma que as pseudo-varidncias de fi; sejam
iguals a 1.

Consideremos agora uma constelacio 4-PSK hiperbélica, dada pelos sinais zg, 7, 25
e z3 distribuidos em sentido anti-horirio sobre o cireulo. Assumimos que os sinais
4-PSK hiperbdlicos sao utilizados na transmissio da informagéo. Também assumimos
que o ruido no canal de transmissio seja uma amostra do ruido gaussiano em ambos
os modelos euclidiano e hiperbdlico. Com isso, de acordo com a hipétese de ruido
hiperbdlico em H? introduzida no Capitulo 3, temos o seguinte teste de hipéteses a

considerar

Hy:  yo=g(z)

Hy: oy =g{zn)

Hy:  ys=g(z)

Hy: oy =g(z)
onde z; sao os pontos das constelacio PSK e g(.) é uma isometria que age como uma
amostra de um processo gaussiano hiperbélico com média zero e pseudo-variancia 1.
Como ¢ usual em sistemas de comunicacdes digitais, iremos assumir que o processo
de demodulagao ¢ o de méxima verossimilhanca. Diante destas fatos, temos que o

teste de hipdteses a ser considerado é

H; «— fr;(z) = 0.184164 exp (——%di(z,zi)) .

Analisemos a decisdao em relagio ao ponto zp. Os vizinhos de Zp SB0 0s pontos z;

€ z3 e comegamos com z; (Figura 5.2). Entdo, uma decisio a favor da hipétese Hy
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sera feita se

fo(y) 1 1
) = ~5d4(z,20) + 5k (2, 2) < In . (5.4)

Se os sinais sao igualmente provaveis temos que

P(Hy) 1/4
P(H,)  1/4

Portanto, In A = 0, e consequentemente, o limiar de decisdo serd 1. Portanto, em
(5.4) temos dp(z,21) < dp(z,2). Como visto no Capitulo 2, os pontos z € H? que
satisfazem a igualdade dy(z, 21} = di(2, 20) sdo exatamente os pontos que formam a

bissetriz do segmento determinado por 2y e 27, que tem equacio

(—2bc + 2ad)x N b{c? + d?) — d(a® + b?)
b—d b—d

2+t + =0  y>0.

onde zp == (a,b) e 2; = (c,d) sdo as coordenadas dos pontos. Se b == d, entdo a bissetriz

é a reta euclidana de equagao x = %££. Assim, a desigualdade dp(z, 21) < du(z, 20) é

equivalente a

w2 5 2 ZANE 2 2
5 . (~2bc+ a,d)a:wé”b(c +d; dia +5)S0 Y0

2
S S e —d

que é o conjunto dos pontos que se encontram dentro do semi-circulo (geodésica) da
bissetriz de zp e 2y, ou seja a regiao que contém o ponto zg.

Por esses célculos podemos concluir: dado um ponto z; de uma constelagao,
guando transmitido, o seu limiar de decisao em relagao a qualquer outro ponto z; da
constelagao, € dado pela geodésica bissetriz ao segmento formado por z; e por z;. E a

regido de decisao é sempre a regiao da geodésica que contém z;. Por essas observagoes,

st e
1 LEiL A m
i mm?m& ST v
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y‘

Figura 5.2: Regifo de Voronoi para um sinal z; transmitido.

vermnos que a construgao das regides de decisdo se comporta geométricamente igual ao

caso euclidiano.

No caso particular de uma constelacio 4-PSK, teremos quatro regides de decisao.
Dessa forma, o receptor étimo colhera uma amostra do sinal y(t), y(t =1t) = 4, na
saida do canal e verificard em qual regido o y; esta contido, e decidira pela hipétese
H;.

Para o calculo de P devemos calcular o volume de cada gaussiana hiperbdlica
centrada em cada um dos pontos da constelacio e delimitada pela regido de Voronoi.
Mas como assumimos que os sinais sao equiprovavels, basta calcularmos em uma
das regides. Além disso, como a probabilidade de acerto é invariante por rotagdo,
podemos posicionar os sinais da forma mais conveniente sobre o circulo Crlt,ry). A
Figura 5.2 mostra uma das alternativas utilizadas para obter os valores mostrados
nas Tabelas 5.1 e 5.2. Esta figura mostra um sinal z; e sua regiao de Voronoi, quando

este for utilizado em uma transmissio.
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Assim temos que

1

Na Tabela 5.1 sao mostrados os ganhos de codificagao associados com cada uma
das constelagoes de sinais M-PSK em consideragao. Para um valor fixado de proba-
bilidade de acerto, P*  é mostrada a energia média necesséria e o valor ao quadrado

da distdncia minima entre sinais nas correspondentes constelages de sinais.

O ganho de codificagao assintético, GCA, ¢ definido como sendo

2 2
G = 10log [—-d-’-‘— EM] ,

Bl 2

onde dj e d? denotam a distancia minima ao quadrado entre pontos da constelacio,
e E% e B, denotam a energia média nos planos hiperbélico e euclidiano, respectiva-
mente. Definimos a energia média como sendo a média do quadrado das distancias
dos pontos da constelagdo até a origem do sistema. Neste caso, como os pontos estio
sobre um circulo, todas as distancias até o centro sio iguais. Como pode ser visto,
os ganhos de codificacéo assintéticos obtidos pelo uso das constelagdes de sinais no
plano hiperbélico, sao de 2.3 dB para o 4-PSK, 6.5 dB para o 8-PSK, 12 dB para o
16-P5SK, e acima de 16 dB para o 64-PSK quando comparados com os correspondentes

no plano Euclidiano.
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Modulacéo | Pt = Ps | E, B¢, d? d? Gan.(dB)
4-PSK 0.4700 0.25 | 0.4900 | 0.5201 | 0.9799 0.1716
0.7207 1.00 | 2.1316 | 2.2901 | 4.2634 0.5880
0.9992 9.00 | 23.5225 | 28.2142 | 47.0445 1.9520
0.999995 | 16.00 | 42.25 | 53.4069 | 84.50 2.2245
&PSK 0.2599 .25 | 0.5102 | 0.1570 | 0.2988 0.3021
0.4572 1.00 | 2.4273 | 0.7596 | 1.4219 1.1290
0.9918 9.00 47.61 | 16.8685 | 27.8803 5.0509
0.99988 |+ 16.00 | 100.00 | 37.0005 | 58.5786 5.9634
0.99999 | 25.00 | 169.000 | 65.2703 | 98.9979 6.4908
16-PSK 0.1332 0.25 | 0.5155 | 0.04117 | 0.07848 0.3411
0.2481 1.00 | 2.5440 | 0.20666 | 0.3873 1.3273
0.9377 9.00 | 90.250 | 8.1003 | 13.7397 | 7.7173
0.99761 | 16.00 | 249.64 | 22.5530 | 38.0054 9.6655
0.999967 | 25.00 | 441.00 | 45.3602 | 67.1383 | 10.7620
0.999999 | 36.00 | 625.00 | 76.2443 | 95.1506 | 11.4337
64-PSK 0.0335 0.25 | 0.5329 | 0.00261 | 0.00513 0.3540
0.0638 1.00 | 2.5600 | 0.01327 | 0.0247 1.3841
0.4749 9.00 | 167.184 | 0.8972 | 1.6101 11.5701
0.854813 | 16.00 | >676.00 | 4.9284 | >6.510 | >15.049
06.990274 | 25.00 16.0641
0.99984 | 36.00 35.7126
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Tabela b.1: Desempenho mantendo a mesma probabilidade de acerto.

Na Tabela 5.2 sao mostradas as probabilidades de acerto associadas com as con-
stelacoes de sinals quando a energia média dos sinais é fixada. Como podemos ob-
servar, as constelacoes de sinais no plano hiperbdlico melhoram consideravelmente o

desempenho do sistema de comunicacéo.



100

Modulagéio | ES, = &I, | Pk P
4-PSK 0.25 0.4700 | 0.4072
1.00 0.7207 | 0.5779
9.00 0.9992 | 0.9663
16.00 | 0.999995 | 0.995328
25.00 | 0.999999 | 0.9996
8-PSK 0.25 0.2599 | 0.2145
1.00 0.4572 | 0.3247
9.00 0.9918 | 0.7491
16.00 | 0.99988 | 0.87416
25.00 | 0.999996 | 0.94430
36.00 | 0.999999 | 0.97833
16-PSK 0.25 0.1332 | 0.1088
1.00 0.2481 | 0.1678
9.00 0.9377 | 0.4416
16.00 | 0.997619 | 0.564823
25.00 | 0.999977 | 0.670664
36.00 | 0.999999 | 0.758217
64-PSK 0.25 0.0335 | 0.0273
1.00 0.0638 | 0.0423
9.00 0.4749 | 0.1170
16.00 | 0.854813 | 0.155602
25.00 | 0.990274 | 0.193806
36.00 | 0.999843 | 0.231552
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Tabela 5.2. Desempenho mantendo a mesma energia media.

5.4 QAM Circular Hiperbdlico

Nesta secao analisamos o desempenho de constelagdes QQAM-circulares no plano
hiperbdlico.

As constelagbes QAM euclidianas sdo subconjuntos finitos das tesselagoes euclidi-
anas {4,4}, e esses subconjuntos nao podem ser reproduzidos em H?, pois como vimos
no Capitulo 4, uma tesselagao {p, ¢} existe no plano hiperbdlico se (p—4)(g—4) > 4.
Como nao podemos realizar no plano hiperbdlico as constelagbes QAM euclidianas,
para podermos fazer comparagdes, consideraremos a seguinte situagao: fixado o
nimero de pontos da constelagio de R?, escolheremos de uma tesselagao hiperbélica
um subconjunto com ¢ mesmo niimero de pontos, para fazer o papel da constelacac
euclidiana. Essa € uma escolha complexa, pois devemos ter em mente ¢ seguinte fato:
existem infinitas tesselagGes no plano hiperbdlico, mas fixado p e g, automaticamente
fixamos a distancia entre os pontos da constelacao, pois a menos de movimentos
rigidos, ndo existe em H? o conceito de semelhanga, assim uma tesselagdo {p, g} no
plano hiperbdlico é essencialmente tinica.

Consideremos as tesselagbes {p, 3}, p > 6. Como feito no Capftulo 4, fixermos um
poligono qualquer Py de {p,3}, o qual chamamos de poligono inicial ou nivel zero
da tesselacdo. O primeiro nivel de {p,3} é o conjunto formado por Fy unidc com
os poligonos de {p,3} que possuem um vértice em comum com fp, denotamos esse

conjunto por L;. Nesse primeliro nivel, existem dois conjuntos de pontos que pode-
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mos usar como constelagao de sinais: o conjunto formado pelos vértices dos poligonos
que constituem Ly, e o conjunto formado pelos centros dos poligonos de L;. Temos
respectivamente que o niimerc de pontos no primeiro conjunto é 2p + p(p — 4), e no
segundo é p + 1, logo o conjunto formado pelos centros dos poligonos é mais inter-
essante, pois dado n > 6 sempre temos uma constelagdo hiperbélica com n pontos,
para isto basta considerarmos o primeiro nfvel da tesselacio {p,3} comp =n—1,
que denotaremos de QJAM-circular. Como o nosso interesse sao as constelacGes QAM-
circulares, iremos considerar dois casos: 16-QAM e 64-QA M. Logo, as constelacdes de
sinais Q)AM -circulares hiperbélicas, sio provenientes respectivamente das tesselagoes
{15,3} e {63,3}. A construcio do primeiro nivel dessas tesselagdes é tio complexa

quanto os casos onde g > 3.

Além da facilidade em obtermos uma tesselagao com o nimero de pontos que de-
sejamos, existe uma outra justificativa para a escolha das tesselagoes {p,3}. Quanto
maior for a drea originada pela regiao de Voronoi em uma constelagao, maior serd a
probabilidade de acerto. Suponhamos que nossa constelagao tenha n pontos, origi-
nados da tesselagio {n — 1,3}. Dado um poligono desta tesselacao, os seus angulos
internos medem 27 /3, portanto pela equacio (2.10) do Capftulo 2 a 4rea A deste

poligono é dada por

Az(n~3)—%~r~§n—'3——l—)».

Séja {p, ¢} uma tesselacdo tal que o niimero total de pontos centrais até o nivel
¢ seja também n. Nao podemos ter p > 7, pols ja no primeiro nivel terfamos um

numero de centros maior que n. Assim, p ters que necessariamente ser menor do que
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n. Logo a area é dada por

A1=(P‘“2)7T_'2‘7ip2-

Como p < n, entao g # 3 e das equagdes (4.3) e (4.5} do Capitulo 4, quando g > 3,
o nimerc de pontos cresce muito rapido nos niveis. Portanto para termos os mesmos
n pontos devemos ter que p € muito menor que n. Com isso A; < A, implicando que
a escolha de {n — 1,3} dard sempre um melhor desempenho.

Consideremos como exemplo a determinagao de uma constelagio 64-QAM-circular.
Sabemos que o primeiro nivel da tesselagdo {63,3} possul 64 pontos, mas quais as
outras possibilidades de tesselagbes conduzindo a 64 pontos? Utilizando as funcoes
enumeradoras desenvolvidas no Capitulo 4, no caso "construgdo por poligonos ”, e
contando os centros, obtemos que os primeiros niveis das tesselagdes {7,11}, {9,9},

{21,5} e {3,23} também possuem 64 pontos. Na Tabela 5.3 apresentamos a 4rea dos

poligonos nestas tesselacdes,

{p,q} {7,11} | {9,9} | {21,5} | {3,23} | {63,3}

Area | 11,709 15,708 | 33,300 | 2,322 | 59,690

Tabela 5.3: Tesselagbes com 64 pontos no primeiro nivel.

Como mencionado, a drea do poligono na tesselagdo {63, 3} ¢ maior do que a area
das demais tesselacOes.

Nos calculos das probabilidades de acerto, o modelo considerado para o plano
hiperbélico serd o do disco A, o poligono inicial de cada tesselacdo tem seu centro
na origem e um de seus vértices estd na parte positiva do eixo z. Para o calculo

das probabilidades, as funcdes de densidade de probabilidade gaussiana Euclidiana
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escolhidas possuem variancias iguais a 1. No caso hiperbélico as pdf gaussianas pos-
suem a constante B, (ver equagéo (3.8) no Capftulo 3) calculada de forma que as
pseudo-variancias das pdf gaussianas hiperbélicas também sejam 1.

“Iremos assumir que o processo de demodulacio € o de méxima verossimilhanca.

Diante destes fatos, temos que o teste de hipéteses a ser considerado é

1
H’i a4 fhi(z) = 0.18416463(}:’ (_-édg(Z‘ZZ)) kl

onde agora dp representa a distancia hiperbdlica no circulo unitério. As regioes de
decisao sao obtidas também como no caso do PSK e do QAM Euclidiano. Portanto,
dado um ponto z da constelagao, toma-se as interseccdes das regices obtidas pelas

bissetrizes de 2o e z;, onde os z; sdo os outros pontos da constelacao.

No caso {15, 3} temos 16 pontos, sendo um a origem e os outros 15 contidos em um
circulo centrado em 0. A cada ponto da constelacio associamos uma fungao densidade

de probabilidade gaussiana hiperbdlica dada por

fi(z) = 0.184164d exp (-—% In (’1 Ly el i wi‘)) (5.6)

=2 — |2 — w

onde o ponto z = T + i e w; = (a;b;) é o centro da gaussiana. Como na Secao
5.3, através do teste de hipéteses, essas pdf determinam as regioes de Voronoi da
constelagao. Neste caso temos quinze regides infinitas e uma finita, que é exatamente
o poligono inicial. Devido a simetria das quinzes regides as probabilidades de acer-
tos devem ser iguals nessas regides, entao devermos somente calcular a probabilidade

p; em uma dessas regides (J;) e a probabilidade no poligono central p.. Logo, a
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probabilidade média é dada por

15pi + Pe

Pn= 15
A seguir apresentamos os calculos necessirios para a obtengao dessas probabili-
dades. Primeiro, p. é a probabilidade no poligono fundamental e a gaussiana esta
centrada na origem, assim pela simetria da gaussiana, giramos o poligono de forma a
termos dois vértices simétricos em relacao aoc eixo z, e obtemos o triangulo hiperbélico

OAB mostrado na Fig. 5.3.

Esse triangulo € dividido nos triangulos OAM e OM B, portanto a probabilidade

de acerto em relacao ao poligono principal é dado pela integral

o ptan()e 9 2 2 ptan(Z)e 2 2
p. =30 U) /ﬁ fo(z) [m} dydz + | /ﬁ folz) [m] dydz

onde I; e Iy sao constantes dadas no eixo z, e ¢; € a equacao da parte acima do
eixo x do circulo Euclidiano que determina a reta hiperbélica AB. Entao dividimos a
integracao no triangulo OAM em duas regioes, uma envolvendo somente retas e outra
que envolve o circulo. Esse raciocinio pode ser extendido para toda tesselagao {p, 3},
e em cada caso devemos recalcular /1, I e ¢q, sendo que a constante que multiplica as

integrais é 2p (30 neste caso). No caso de p = 15 temos [y = 0.642343, I, = 0.664722

ecy:y=+1— 2199142z — z2. As constante aqui sdo dadas a nivel de exernplo, pois
nos caleulos numéricos elas foram utilizadas com pelo menos 20 casas decimais.
Para o célculo da probabilidade (p;) associada com a regiao R;, procedemos de

forma semelhante, usando parte da construgao acima, onde um dos centros esta ex-
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Figura 5.3: Regides de integracao para obtencéo das probabilidades de acerto, para

a constelagao 16-QAM circular hiperbdlico.
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atamente sobre ¢ eixo x, assim temos

5 Iz ]01 2 2d J 1 r.an(%):c 2 2d J
P = ]{1 Ofo(z)m y$+fl2./0 fO(Z)m ydz|,

onde os parametros sao os mesmos da integral acima e sdo relacionados com a mesma
figura. Lembremos que a energia média de uma constelagio de pontos P ... P, tanto

euclidiana quanto hiperbélica, que tenha centro de massa em um ponto Q é dada por

EM = %id(ﬂ-,@)?

i=1
onde d é a funcao que fornece a distancia entre dois pontos.

A constelagao 16-(JAM euclidiana que usamos para comparar com a hiperbélica,
é construida de forma que possua a mesma energia média do caso hiperbélico e de
forma que seu centro de massa seja a origem. No caso em questdo, o conjunto 16-
Q@AM euclidiano € constituido de quadrados com lado I = 1.86688. Para o célculo das

probabilidades do caso euclidiano usamos as gaussianas

1 1 1

gilz,y) = o eXP(—§($ —z;)* — 5('9 ~ i)

onde P; = (x;, ;) sao os pontos que formam a constelagéo 16-QAM. Os procedimentos
para 2 determinacao das regides de Voronoi bem como das probabilidades, sdo bem
conhecidos. Assim obtemos que a probabilidade média na constelagao hiperbdlica é
Pl = 081799 ¢ a euclidiana é P? = 0.54325. Temos os valores das probabilidades
euclidiana e hiperbdlica, mas qual é o ganho obtido gquando utilizamos a constelacao
hiperbélica? Para obtermos a resposta consideremos o seguinte problema: Qual é a
medida do lado da constelagao 16-QAM euclidiana que nos fornece a mesma proba-

bilidade média que a hiperbélica? No caso em questio, com um novo lado de aproxi-
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madamente I’ = 3.02, temos uma probabilidade média de 0.81309, bastante préxima

da hiperbélica, assim o ganho é definido por

2 [4
GCA = 10log [é%;fﬂ ;
M te

onde I, ¢ a distancia entre os pontos da constelagio AM-circular hiperbélica, I,
¢ a disténcia entre dois pontos consecutivos da constelacio QAM euclidiana, que
possue a mesma probabilidade média da constelagio hiperbélica, E%, é a energia
média hiperbdlica e £}, é a energia média euclidiana. A energia média euclidiana no

caso de uma constelacao 16-QAM ¢é dada por

€ no caso de uma constelagao 64-QAM é dada por

6721

Ee = .
M 64

Para os cdlculos das probabilidades na constelacio 64- QAM, estamos considerando
o primeiro nivel da constelacao {63,3}, repitindo os argumentos utilizados no caso
da constelagao 16-QAM circular. Na Tabela 5.4 temos compilados os resultados
obtidos para as constelacdes 16 e 64— QAM, bem como os desempenhos em relacio
aos casos euclidianos. Na tabela temos as seguintes notagoes: distancia origem nos
fornece a distancia dos pontos da constelacio hiperbdlica até a origem, no caso das
tesselagbes {p, 3} essa distdncia é a mesma da distancia entre dois pontos consecutivos
da constelacao; novo lado e nova probabilidade média, que se referem aos valores da

constelacao euclidiana construida para alcancar a probabilidade hiperbdlica.




109

n=106 | n =64

dist. origem 3.04861 | 5.99265

dist. entre sinais 3.04861 | 5.99265

energia média hip. 8.71317 | 35.3507

area poligono princ. | 3w 197

prob. poligono princ. | 0.76301 | 0.99625

prob. regiao infinita | 0.82165 | 0.99980

prob. média hip. 0.81799 | 0.99975

lado euclidiano 1.86688 | 1.83486

prob. média euclid. 0.54325 | 0.47050

area euclidiana 3.48527 | 3.3667

novo lado ~302 | ~6.6

nova prob. média 0.81309 | 0.99833

Ganho (dB) 4.26 10.28
Tabela 5.4: Desempenho das constelacoes 16 e 64-QAM circulares.

Analisando a Tabela 5.4 verificamos que as constelagtes de sinais {15,3} e {63, 3}
no plano hiperbdlico possuem ganhos de codificagdo de 4.26 e 10.20 dBs quando com-
paradas com as constelacoes de sinais 16 € 64-QAM no plano eulidiano. Aqui citamos
que estes ganhos de codificagao também podem ser obtidos no espaco euclidiano pelo
uso de cddigos de Ungerboeck com memérias p = 5 e p = 6, respectivamente. A
complexidade envolvida para a utilizacdo dos cédigos de Ungerboeck é superior a

complexidade de um sistema que utiliza somente a constelacido hiperbdlica, justifi-
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cando assim, a troca de constelagdes euclidianas por hiperbdélicas, quando isto for

possivel.

5.5 QOutras Constelagoes

Além das constelagoes PSK e QAM-circulares, qualquer subconjunto finito de uma
tesselacdo hiperbdlica pode ser utilizado como constelacao de sinais em um sistema de
comunicagGes. Nas tabelas a seguir, apresentamos um limitante inferior para a prob-
abilidade de acerto de diversas tesselacGes {p, q}. Este limitante é a probabilidade de
acerto quando consideramos uma constelacido com infinitos pontos, ou equivalente-
mente quando o efeito de borda ¢ desprezado. A funcéo densidade de probabilidade
gaussiana hiperbdlica, utilizada para calcular a probabilidade de acerto em todos os
casos a seguir, possui a mesma constante B da funcio (5.6) que aparece na 5€Ca0
anterior. O centro do poligono inicial de cada tesselaggo {p, g}, contruida em A é

(0,0) que é o centro da pdf gaussiana que estamos considerando.

g |7 8 9 10 15 20 100
Fa | 0,07747 | 0,12881 ' 0.16470 | 0.19080 | 0.25447 | 0.27750 | 0.30033
Tabela 5.5: p = 3.

g |5 6 7 8 9 10 20 100
P4 1 0.19913 | 0.30066 | 0.36003 ; 0.39790 | 0.42359 | 0.44181 | 0.49912 | 0.516915
Tabela 5.6: p = 4.

g 14 5 6 7 8 9 30 100
Py 1 0.24218 | 0.41064 | 0.49270 | 0.53925 | 0.56830 | 0.58769 | 0.65040 | 0.65568

Tabela 5.7: p = 5.
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Tabela 5.14: p = 64.

q 4 5 6 7 8 9 50 160
P,y i 0.41418 | 0.55598 | 0.62266 | 0.65964 | 0.68237 | 0.69738 | 0.74775 | 0.74891
Tabela 5.8: p = 6.

q 3 4 5 6 7 10 100 200
P41 0.17140 | 0.53981 | 0.65913 | 0.71362 | 0.74331 | 0.78133 | 0.81313 | 0.81335
Tabela 5.9: p=17.

g 3 4 5 6 8 10 100 200
Py | 0.30733 | 0.63355 | 0.73414 | 0.77895 | 0.81748 | 0.83339 | 0.85840 | 0.85858
Tabela 5.10: p = 8.

g |3 4 5 6 8 9 100 200
P, | 0.41641 | 0.70473 | 0.78980 | 0.82687 | 0.85825 | 0.86585 | 0.89101 | 0.89115
Tabela 5.11: p= 9.

g |3 4 6 11 12 100 200
P4 | 0,63692 | 0,83632 | 0.91074 | 0.93758 | 0.93909 | 0.94632 | 0.94639
Tabela 5.12: p = 12.

g |3 4 7 11 16 100
Py | 0.79262 | 0.91737 | 0.96400 | 0.97183 | 0.97419 | 0.97609
Tabela 5.13: p = 16.
g |3 4 5 30 64
Py 1 0.99647 | 0.99927 | 0.99964 | 0.99988 | 0.99989

Como podemos verificar, quando o niimero de lados p do poligono inicial cresce,

também aumenta a probabilidade de acerto. Isso se deve a férmula (5.5) para a 4rea

dos poligonos em uma tesselacao {p,q}. Como podemos verificar, a érea é funcio

direta de p e crescerd com o aumento deste.
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Aqui devemos citar que as tesselagdes euclidianas e hiperbélicas estio relacionadas
com a teoria de superficies da seguinte forma: as tesselagoes euclidianas podem ser
orientadas de forma a gerarem um téro. As tesselagOes hiperbdlicas ndo podem ser
orientadas de forma a gerarem um téro, mas podem gerar bi-téros, tri-téros, etc.
Portanto existe uma relagio entre as tesselagbes e o género de uma superficie (o
nimero de furos; a esfera tem género 0, o toro tem género 1 e assim por diante).
Um importante subconjunto das tesselacdes sao as chamadas auto-duais, que sao as
tesselagOes {p, ¢} tais que p == ¢. Estas tesselacdes geram os n—t6ros a partir de simples
orientagoes. A nivel de exemplo a partir das tabelas 5.5 a 5.14, construimos a Tabela
5.15 que mostra o desempenho de tesselacdes auto-duais e também o desempenho
daquelas com ¢ = 3. Em nosso trabalho, nio exploramos esses aspectos de teoria de
superficies, e suas possiveis relagdes com sistemas de comunicagoes, mas fazemos esse

comentario de forma a apontar para uma possivel pesquisa futura.

{p.q} | P* {p,3} | P

(5,5} 1041064 || - -

(6,6} |0.62266 || - -

{7,7} 074331 || {7,3} | 0.17140

{8,8) 10.81748 || {8,3} | 0.30733

{9,9} ] 0.86585 || {9,3} | 0.41641

{12,12} | 0.93909 || {12,3} | 0.63692

{16,16} | 0.97419 || {16,3} | 0.79262

{64,64} | 0.99989 {64,3} | 0.99647
Tabela 5.15: Desempenho de constelagoes
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auto-duais em relacdo as {p,3}.



Capitulo 6

Conclusoes

Este trabalho apresentou pela primeira vez, o uso de uma geometria nao-euclidiana
para modelar um sistema de comunicagées. Desta forma ele é um trabalho pioneiro no
contexto de Teoria de Comunicagdes, projeto de Sistemas de Comunicacdes. Assim,
a preocupagao principal foi de sermos bastante cuidadosos com a elaboracio dos
conceitos tedricos necessirios para o embasamento do trabalho proposto, além de

apresentarmos resultados que justifiquem o possivel interesse pratico futuro..

6.1 Desenvolvimento

O Capitulo 2 € introdutdrio, nele apresentamos de forma sucinta a geometria hiperbélica,
utilizando conceitos de geometria Riemanniana. Neste capitulo apresentamos dois
modelos para a geometria hiperbdlica, que sao aqueles utilizados ao longo de todo o

trabalho. Apresentamos os principais teoremas relacionados & geometria hiperbélica,

que sao relevantes no desenvolvimento do trabalho.

115
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Neste capitulo, as defini¢des e construcdes de objetos geomeétricos hiperbélicos sfo
apresentados com maiores detalhes, possibilitando maior clareza no desenvolvimento
dos outros capitulos. Finalmente sao feitos diversos comentdrios e observagdes, com o
objetivo de deixar claro as semelhancas e as diferencas existentes entre as geometrias
euclidiana e hiperbdlica.

No Capitulo 3, um dos mais importantes deste trabalho, apresentamos o desen-
volvimento da funcio densidade de probabilidade gaussiana no plano hiperbdlico.
Este resultado é fundamental, pois é através desta funcao que podemos calcular o
desempenho de sistemas de comunicagles gue utilizem constelagoes hiperbdlicas. As
definicoes e calculos desenvolvidos ilustram as dificuldades que o espaco hiperbdlico
apresenta, principalmente no desenvolvimento do ”ferramental matemstico ”? . similar
aquele do caso Euclidiano, no qual é utilizado fortemente as propriedades de espacgo
vetorial e de norma.

O Capftulo 4 introduz o conceito de tesselacao do plano, seja euclidiano ou
hiperbdlico. E através das tesselagdes do plano que poderdo ser projetadas as con-
stelagoes de sinals para os sistemas de comunicacdes. Portanto, é necessario dispormos
de fungdes enumeradoras que possibilitem efetuar a contagem do mimero de pontos de
subconjuntos finitos das tesselacdes, de forma que possamos selecionar as tesselacdes
de interesse. As fungbes enumeradoras, apresentadas neste capitulo., permitem um
total controle sobre o crescimento do niimero de vértices e poligonos nos subconjun-
tos finitos considerados. Dessa forma, a partir do ntimero de pontos é possivel propor
novas constelacoes de sinais para sistemas de comunicagoes.

No Capitulo 5, construimos constelacdes de sinais no plano hiperbdlico. A con-
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strugao destas constelagbes tem como objetivo emprega-las em sistemas de comu-
nicagoes, de forma semelhante ao que é feito no caso euclidiano. Verificou-se que
constelacbes PAM e PSK podem ser construfdas sem grandes dificuidades, mas as
constelagGes QAM nao podem ser reproduzidas no plano hiperbdlico, pois o reticu-
lado Z? nao esté contido em H?. Todavia as constelacdes QAM circulares [10], usuais
em R?, podem ser reproduzidas em H?. Dessa forma, devemos procurar subconjuntos
das tesselagoes hiperbdlicas que tenham o mesmo niimero de pontos que a constelagao
QAM circular. Para isto, as {érmulas desenvolvidas no Capitulo 4 sao fundamentais.

Paralelamente & construcao das constelacoes, foram feitas andlises de desem-
penho para algumas destas constelagbes de sinais no plano euclidianos como no plano
hiperbdlico. Em todos os casos verificou-se um melhor desempenho da constelacio
hiperbdlica frente a equivalente euclidiana. Isto mostra que, quando o canal de trans-
missao tiver um comportamente descrito por gaussianas hiperbdlicas, a utilizacio de

constelagdes hiperbdlicas fornecerd desempenhos bem melhores.

6.2 Trabalhos Futuros

O trabalho aqui desenvolvido apresenta diversas perspectivas de continuidade, visando
diversos contextos. No contexto de modulagao digital, um estudo experimental do
modelo de canal gaussiano hiperbdlico é fundamental, pois através de uma perfeita
caracterizacao deste canal, ele podera ser utilizado em sistemas comerciais.

O estudo de teoria de probabilidade em espagos hiperbdlicos necessita ser com-

pletamente estabelecida e a obtengao de um Teorema Central do Limite para mul-
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tivariaveis hiperbdlicas mais geral do que aquele que aparece em [12] é fundamental
para o estudo do canal gaussiano hiperbdlico.

Os resultados obtidos neste trabalho sio aplicados no espago hiperbdlico bidi-
mensional. A extensdo dos resultados para o espaco hiperbdlico n-dimensional seria
interessante e importante.

Num contexto préximo, mas néo tratado neste trabalho, o estudo de coédigos
corretores de erros no contexto hiperbélico é um dos principais problemas que aqui
propomos. A generalizacdo de conceitos como G-linearidade, casamento de cédigos
e grupos, uniformidade geométrica e outros conceitos semelhantes, além daqueles
apresentados em [8] é muito importante e devem fornecer novos resultados. Para
isto, o estudo de grupos de isometrias do plano hiperbélico (grupos Fuchsianos) ou

de dimensoes superiores {grupos Kleinianos) é imprescindivel.
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