Universidade Estadual de Campinas
Faculdade de Engenharia Elétrica e Computagéo
Departamento de Comunicacdes

SRR AT BT T e 1, g B

Este examplar corr

Fé apamd@x aredagdo fingl ca tese
1 defendids por ‘”ﬁwé@ Meare éﬁmm;wf {} 5 ,5%/
Canbo Cavaloandl apro rada pela Comisste
tulgada ers o34 1 02 Ny ;?ﬁ‘imf

m!v?im

Y

.\"

Uunicamve

Extracdo de Caracteristicas via Redes Neurais

Hugo Mauro Vasconcelos da Cunha Cavalcanti

Orientador: Prof. Dr. Lee Luan Ling

Banca Examinadora:
Dissertagdo de Mestrado apresentada 3

Prof. Dr. Lee Luan Ling Faculdade de Engenharia Elétrica e de
DECOM/FEEC/UNICAMP Computagdo (FEEC) da Universidade
Estadual de Campinas (UNICAMP),
Prof. Dr. Roseli Aparecida Francelin Romero como parte dos requisitos exigidos para
IMCM/USP a obtencio do titulo de Mestre em
Engenharia Elétrica.
Prof. Dr. Marcio Andrade Neto
DCA/FEEC/UNICAMP
- : 5 UNICAMY
...... .Y Dissertagdo de Mestrado CENTR AL
Campinas — SP — Brasil BLI OTE CA L
s fevereiro de 2000 31

SECAO CIRCULANT

g LA na&w

[ AN K



uMDADE_ (R (O,

&t

¥,

i
s R

CHAMADA : )

&

Ex.

Tomeo 80/ 430X R %

PROC. 46 L EK 40 ? ?

¢l 1 eix

prEce WE L. 00

1

! fg)’

thof ;{u‘ :u/w;f

pﬁ mecratnmas

UHM-001 536638

FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA

BIBLIOTECA DA AREA DE ENGENHARIA - BAE -

UNICAMP

Cavalcanti, Hugo Mauro Vasconcelos da Cunha
C314e Extracdo de caracteristicas via redes neurais / Hugo
Mauro Vasconcelos da Cunha Cavalcann --Campinas,

SP: [s.n.], 2000.

Ornentador: Lee Luan Ling,

Dissertagio (mestrado) - Universidade Estadual de
Campinas, Faculdade de Engenharia Elétrica e de

Computagdo.

1. Redes neurais (Computacdo). 2. Reconhecimento
de padrdes. I Lee, Luan Ling. II. Universidade
Estadual de Campinas. Faculdade de Engenharia Elétrica

e de Computacdo. III. Titulo.




"Nenhum homem podera revelar-vos nada sendo o que ja estd
meio adormecido na aurora de vosso entendimento. O mestre
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Resumo

A implementagdo de um sistema de reconhecimento de padrdes requer a solucéio de
alguns problemas bésicos: Aquisic8o de Dados, Extragéo de Caracteristicas e Classificacio
dos padrfes. Apesar de muitos trabathos estarem sendo feitos na tentativa de resolver o
problema de Reconhecimento de Padrdes utilizando Redes Neurais, poucos sdo os trabalhos

que abordam o Problema de Extragdo de Caracteristicas.

Assim, nesta Tese propomos o Algoritmo de Extragdio de Caracteristicas via Redes
Neurais Lee/Cavalcanti. Este algoritmo encontra a quantidade minima de caracteristicas
necessarias para resolver o problema de classificagfo de padrbes utilizando uma rede neural

do tipo Multilayer Parceptron (MLP). E baseia-se no fato de que todas as caracteristicas

informativas podem ser encontradas a partir da fronteira de deciséio do problema.

Entdo, mostramos como construimos o algoritmo e apresentamos alguns
experimentos que provam a eficiéncia do mesmo. Inicialmente, alguns experimentos foram
feitos utilizando dados sintéticos, mostrando a relacdo entre a fronteira de deciséo tedrica e
a fronteira de decis@o pratica encontrada a partir da rede freinada. Em seguida,
implementamos uma rede neural para classificacdo de assinaturas estaticas. Neste
experimento, utilizamos originalmente 32 caracteristicas. E, em seguida, utilizando o
algoritmo de extrag@o de caracteristicas Lee/Cavalcanti, conseguimos 98,84% de precisio

de classificac¢do, com apenas 16 caracteristicas.

Desta forma, mostramos que o uso do algoritmo Lee/Cavalcanti pode encontrar a

quantidade minima de caracteristicas de um problema de classificagdo de padrSes. E, desta

maneira, fazer com que a classificacdo do padrio seja realizada de forma mais rapida do

que utilizando o conjunto original de amostras..
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Abstract

The design and implementation of Pattern Recognition systems require the solution
of the following problems: Data Acquisition, Feature Extraction and Pattern Classification.
Although, much effort has been expended to solve a Pattern Recognition problem using the
Neural Networks approach, not many works have being done to solve the Feature

Extraction problem.

In this thesis, we propose the Lee/Cavalcanti Feature Extraction Algorithm via

Neural Networks, which finds the minimum number of features necessary to solve the
classification problem using Multilayer Perceptron (MLP) Neural Networks. This

algorithm is based on informative features found from the Decision Boundary.

We present how the algorithm was built and some experiments to prove its
efficiency. Some experiments using synthetic data are shown, indicating the relationship
between the practical decision boundary, obtained from the trained neural network, and the
theoretic one. Then, we design a neural classifier for a static signature recognition and we
test it using 32 features. Finally, using only 16 features, we test the classifier obtaining a
98,84% accuracy in relation to the accuracy gained in the first test. The use of only 16

features was obtained using Lee/Cavalcanti Algorithm.

The use of the Lee/Cavalcanti Algorithm can reduce the number of featurés
involved in a classification problem. Furthermore, it can make the system work faster with

the same classification accuracy provided by the original set of features.

UNICAMP
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Capitulo 1

Objetivos

1.1 Introduciio

A evolugio da humanidade deve-se basicamente 4 capacidade do homem em discernir

entre as vdrias opgdes que se lhe apresentam. Todos os cinco sentidos tém a sua
importincia e a cada um deles devemos algumas peculiaridades da vida moderna.
Entretanto, o que realmente fez o homem diferente na sua evolugéo foi a percepciio destes
sentidos, ou seja, o fato de processar os sentidos e decidir o que representava cada um

deles.

Evoluido, o homem desenvolveu o computador com o objetivo de o auxiliar em
sua tarefas, o que este vem fazendo com bastante sucesso. Entretanto, fazer com que o
computador aprenda a tomar decisdes ainda ¢ um desafio para muitos cientistas da nossa

e das futuras geragdes.

Neste contexto, surgiu Reconhecimento de Padrdes, uma 4rea de pesquisa voltada
a inteligéneia artificial, com o objetivo basico de fazer com que ¢ computador aprenda a

tomar decisdes e consequentemente auxiliar o homem também nesta tarefa.

Dentre as varias técnicas utilizadas em Reconhecimento de Padrdes, poderiamos
citar o Reconhecimento de PadrSes Estatistico, Estrutural e Neural, sendo o
Reconhecimento de Padrdes Neural uma técnica relativamente nova, mas utilizada com

muito sucesso nos tltimos anos.



Capitulo 1 - Objetivos

De um modo geral, poderiamos entender Reconhecimento de Padrdes como sendo

uma forma de fazermos algumas medigdes em um objeto qualquer com o objetivo de

identificd-lo no meio de varios outros objetos.

As medidas ditas no pardgrafo anterior sio denominadas caracteristicas e em
poucas palavras estas caracteristicas podem ser definidas como sendo medidas capazes de
representar um objeto qualquer. E o ato de escolher e selecionar apenas as caracteristicas
que realmente incorporam uma discriminagdo entre os diversos objetos chama-se

Extra¢do de Caracteristicas.

Apesar dos varios trabalhos realizados na 4rea de redes neurais nos ultimos anos,
poucos sao os trabalhos que enfocam Extra¢do de Caracteristicas. Assim, buscamos neste
trabalho mostrar como podemos encontrar um conjunto 6timo de caracteristicas ¢ como

fazé-lo utilizando uma rede neural feedforward como classificador.

1.2 Descricao dos Trabalthos

Em linhas gerais, o objetivo principal deste trabatho ¢ o de propor um algoritmo que

realiza Extracio de Caracteristicas utilizando para isto uma rede neural do tipo

feedforward treinada pelo algoritmo backpropagation.

Assim, para expor este novo algoritmo dividimos o trabalho em 8 Capitulos como

descritos sucintamente abaixo.

Inicialmente, no Capitulo 2, buscamos dar uma no¢do geral do que vem a ser
Reconhecimento de Padrdes, mostrando um pouco das técnicas utilizadas, das
dificuldades e das possiveis solugdes. Daremos uma definigio formal a respeito de
Caracteristicas e como a partir dos objetos podemos encontrar caracteristicas que

representemnt o mesmeo.



Em seguida, no Capitulo 3, mostraremos que num problema de classificacio, a
escolha 6tima podera ser encontrada sempre que utilizamos um classificador de Bayes.
Também daremos uma exposicdo a respeito da fungéo custo e das possiveis estratégias

para procedermos com a classificagio.

Entdo, no capitulo 4 mostraremos uma rede neural feedforward utilizando o
algoritmo de backpropagation para treinamento e faremos uma abordagem sobre a
utiliza¢o de redes neurais em Reconhecimento de Padrdes. Estudaremos ainda como um
processo de classificagfo via Redes Neurais deve ser realizado. Veremos entiio que uma
rede do tipo feedforward particiona o espago de entrada em varias células de
classificacfo. Este resultado nos levara, nos capitulos posteriores, ao entendimento de que

a fronteira de decisdo ¢ formada pelos hiperplanos gerados pelos neurénios da primeira

camada escondida da rede neural feedforward..

No capitulo 5, mostraremos que todas as caracteristicas necessarias a classificacfio
de padrGes podem ser encontradas a partir da fronteira de decisdo. Isto justifica a

importancia da fronteira de decisdo dentro de um problema de classificagfio de padrdes.

No capitulo 6, mostraremos que uma rede neural do tipo Multilayer Perceptron
(MLP) utilizando o algoritmo de backpropagation para treinamento tem a sua saida

aproximada a funcdo discriminante otima de Bayes, segundo o erro quadratico médio.

Assim, no capitulo 7, proporemos um algoritmo que realiza a extracio de
caracteristicas a partir de uma rede neural feedforward treinada utilizando o algoritmo de

backpropagation.

Por fim, no capitulo 8, mostraremos algumas redes treinadas que mostram que

uma rede MLP realmente aproxima a funcio discriminante Otima de Bayes, e

b3

validaremos o nosso algoritmo de extragio de caracteristicas comprovando a sua
eficiéncia. Citaremos ainda alguns trabalhos que podem ser feitos no futuro de forma a

aprimorar algumas idéias e procedimentos.



Capitulo 2

Reconhecimento de Padroes e Caracteristicas

2.1 Introducio

Neste Capitulo descreveremos inicialmente o que vem a ser Reconhecimento de

Padrdes e quais as possiveis técnicas utilizadas para realiza-lo.

Em seguida, definiremos caracteristicas ¢ mostraremos a sua importancia dentro de
um sistema de reconhecimento de padrdes. Mostraremos entdo como podemos encontra-las,

e como devemos proceder a fim de que as mesmas sejam as mais significativas possivel.

Por fim, apresentaremos um exemplo pratico de Reconhecimento de Padrdes, onde

descreveremos um sisterna de reconhecimento de assinaturas estaticas.

2.2 Reconhecimento de Padrées

Uma propriedade inerente ao ser humano é reconhecer padrBes, e todo o seu
conhecimento baseia-se na sua capacidade de reter, isolar, associar e comparar formas, sons
e conceitos, 1dentificando-os e os utilizando conforme as suas necessidades [2], [21] . Este
processo € de tal forma complexo, que tem atraido cientistas na tentativa de exploracio do
seu mecanismo, € ac desenvolvimento de metodologias matemaéticas como as redes neurais

ou a inteligéncia artificial. De fato, a combinacgio da visfo, do processo de memorizaciio e

5



Capitulo 2 - Reconhecimento de Padrdes e Caracteristicas

reconhecimento confere aos seres humanos habilidades que dificilmente serdo

ultrapassadas por outros seres.

A necessidade de comunicagio entre homem ¢ maquina através de linguagens
naturais, € o interesse na idéia de projetar maquinas inteligentes que pudessem realizar
certas tarefas com habilidades comparaveis 4s humanas geraram estudos que criaram e

desenvolveram a chamada 4rea de Reconhecimento de Padres.

Assim, um sistema automdtico de Reconhecimento de Padrdes tem por objetivo
extrair informagdes dos objetos a serem reconhecidos, analisar as informacges extraidas e
agir de acordo com a analise das informagdes. Isto ¢, aceitar a entrada de uma pessoa,

rejeite a assinatura de outra, encontre o alvo, etc...

2.3 Técnicas de Reconhecimento de Padrjes

Reconhecimento de Padrdes pode ser caracterizado como um processo de reducio
de informacdo, mapeamento de informagfio ou até mesmo de rotulagio de informacio.

Assim, 0 nosso objetivo dentro de Reconhecimento de Padries ¢ obter informacdes de um

objeto qualquer de forma que estas consigam representé-lo. Em seguida, as informagdes
obtidas devem ser analisadas € o sistema de reconhecimento deve relacionar o objeto a um

dos possiveis padroes do sistema.

De uma forma geral, a elaboragdo de um sistema de reconhecimento devera seguir
alguns passos descritos a seguir. Inicialmente, o projetista deve encontrar os padrdes, ou
seja, encontrar como as amostras se relacionam e se diferenciam uma das outras. Fm
seguida ele deve organizar as informagdes que podem ser extraidas dos padrdes de acordo
com o tipo de padro a ser analisado. Ainda de acordo com os padrdes, o projetista tem que
escother um método de classificagiio ¢ treinar o classificador a partir de amostras
conhecidas. Finalmente, o projetista deve associar cada um dos padrdes do sistema a uma

acdo a ser tomada.
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Existem duas abordagens bdsicas que podem ser tomadas no conjunto de dados
onde se deseja fazer o reconhecimento; sdo elas Reconhecimento de Padrdes Sintatico e
Reconhecimento de Padrdes Numérico. Assim, descreveremos nas subsegBes que seguem

estas duas abordagens.
2.3.1 Reconhecimento de Padrdes Sintatico

Uma das técnicas utilizadas em Reconhecimento de Padrdes e explorada por Fu em
[3] baseia-se na representaco estrutural dos padrdes. Esta representagio deve ser feita
utilizando uma gramatica que descreve os padrdes a partir de simbolos e as regras de como

estes simbolos devem ser agrupados para formar cada padrio.

O mesmo Fu também em [3], afirma que no hd solugdes gerais e que a escolha da
gramatica ¢ influenciada pela natureza dos dados disponiveis, da aplicagio e da tecnologia.
Assim, ndo existe uma gramatica universal que sirva de base para todos os problemas de
Reconhecimento de PadrBes. Desta forma, o projetista do sistema deve criar uma gramatica
a cada problema de reconhecimento. A formacio da gramética ¢ por si 36 o aprendizado
tipico deste tipo de abordagem. E, a classifica¢iio dos padrdes deve ser feita a partir da

analise dos dados extraidos.

Como exemplo de reconhecimento sintatico, podemos citar a 4rvore de decisio para
reconhecimento de manuscritos, apresentada por Veloso em [23]. Nela, cada um dos
caracteres ¢ descrito segundo algumas caracteristicas morfoldgicas, tais como: a quantidade
de buracos que existem no caracter, a posi¢do de cada um dos buracos, a quantidade de
segmentos concavos, o tipo de concavidade e a quantidade de interse¢des com um eixo
determinado. Dai a drvore fard a analise destas caracteristicas e fara o reconhecimento do

caracter,

As técnicas de Reconhecimento Sintdtico podem ter um resultado bastante
significativo, principalmente quando a gramatica ¢ bem elaborada. Entretanto, nem sempre
€ possivel realizar a formulacdo gramatical do padréo, impossibilitando em alguns casos a

utilizagdo deste tipo de abordagem.



Capitulo 2 - Reconhecimento de PadrSes e Caracteristicas

2.3.2 Reconhecimento de Padrdes Numérico

Outra forma de se realizar reconhecimento de padrdes ¢ via o método de
reconhecimento numérico de padrdes que tem por objetivo classificar um padrio a partir de
um vetor numeérico, conhecido como vetor caracteristico ou vetor do padrio. Este vetor
deve entdo ser comparado a um vetor representativo de uma classe de padrdes. O vetor de
entrada serd entdo classificado de acordo com a maior similaridade entre ele e o vetor

representativo de uma das classes.

Dentro do Reconhecimento Numérico de Padrdes, poderiamos incluir o

Reconhecimento Estatistico € o Reconhecimento Neural.
2.3.2.1 Reconhecimento de Padries Estatistico

O Reconhecimento de Padrdo Estatistico se caracterizara pela geracdo de um
modelo probabilistico para os padrdes a serem reconhecidos [2], [21]. Assim, a partir dos
dados que se dispde para treinamento, o sistema deve gerar uma funcdo densidade de

probabilidade para as amostras.

A classificacdo das amostras serd feita utilizando a funciio de densidade de

probabilidade e aplicando a Teoria da Decisio Estatistica. Vale salientar que o resultado
deste tipo de sistema dependeréd da quantidade de amostras disponiveis para o treinamento e
do nivel de generalizagdo que o sistema pode oferecer. Entretanto, a falta de informagoes
sobre a distribuigdo probabilistica das amostras pode dificultar a utilizagdo deste tipo de

abordagem.
2.3.2.2 Reconhecimento de Padrdes Neural

Como foi visto anteriormente, alguns padrdes podem ser identificados como bem
estruturados de forma a serem definidos por uma gramatica, outros sio de dificil
modelagem ou dificil construgdo de uma gramatica. Assim, ndo ha solugBes gerais € a

escolha do Reconhecimento Estrutural de Padrdes ¢ influenciada pela natureza dos dados
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disponiveis. O projetista deve realizar escolhas para a definicdo da gramatica baseadas em

suas experiéncias.

Esta natureza ndo estruturada do padriio a ser reconhecido torna o problema de
reconhecimento dificil de ser tratado. Assim, utilizar Redes Neurais pode ser encarado
como um método alternativo para resolucdo de problemas de reconhecimento, pois ao invés
de criar procedimentos 16gicos, a construcio destas redes envolve o entendimento informal

do comportamento desejado para atender ao problema [2], [21], [5].

Algumas das vantagens da utilizacdo deste tipo de abordagem poderiam ser
descritas como habilidade de se ajustar a novas informacdes, velocidade de classificacio,

capacidade de oferecer boas respostas mesmo com a falta de alguns dados ou com a

presenga de dados ruidosos.

A capacidade de generaliza¢fo da rede neural também se apresenta como vantagem
no problema de reconhecimento de padrdes. Tomando como exemplo o reconhecimento de
assinatura, vemos que a inclinagdo, tamanho, presséo da caneta sobre o papel e formato da
assinatura sfio algumas das variaveis que podem afetar o reconhecimento da assinatura.
Entretanto, uma rede neural apds aprender a distinguir algumas assinaturas de tamanho ou
formato diferentes, serd capaz de distinguir assinaturas de diferentes tamanhos e formatos
com sucesso. Desta forma, a capacidade de reconhecer padrdes nunca antes vistos, porém
semelhantes aos apresentados durante o treinamento, torna-se um diferencial perante muitas
técnicas tradicionais, além de ajudar a superar ruidos indesejaveis nos dados de entrada do

sistermna de reconhecimento.

De uma forma geral, as redes neurais sdo altamente recomendaveis para se lidar com
sistemas de reconhecimento pouco entendidos e que ndo podem ser adequadamente

descritos por um conjunto de regras ou equagdes,



Capitulo 2 - Reconhecimento de Padrdes e Caracteristicas

2.4 Caracteristicas

Nas secdes anteriores foi visto que para um sistema reconhecer padrdes, este deve
obter informagdes de um objeto antes de classifica-lo. Estas informacBes sio chamadas de
caracteristicas, que pode ser uma informagio concreta ou abstrata que representa um

determinado padrio ¢ o distingue de outros padrdes [2], [23], [21].

A fim de que tenhamos uma melhor idéia do que vem a ser uma caracteristica,
consideremos o exemplo em que o cérebro humano é visto como um sistema de
Reconhecimento de Padrdes. A fim de que o cérebro reconheca um objeto, o cérebro
verifica algumas informagdes tais como cor do objeto, pontos especificos, forma, contexto
em que o objeto esta, etc... Assim, estas informacdes que auxiliam o sistema (no caso o

cérebro) constituem as caracteristicas relevantes para o processo de reconhecimento.

Da mesma forma, um sistema automatico de reconhecimento deve obter
informagdes significativas do objeto de modo que o mesmo consiga distinguir dos outros
objetos. Entretanto, sistemas automaticos utilizam informagSes as mais diversas tais como
densidade de probabilidade, posicionamento de pixels, transformadas matematicas como a

de Fourier, dentre outras informag¢des que podem diferenciar, em muitos casos, das

caracteristicas que um ser humano utilizaria para reconhecer o objeto.

Assim, ndo ¢ incomum encontrarmos sistemas automaticos que possuam erros do
tipo trocar um “S” por “M” ou por “E”. Note que do ponto de vista do ser humano, um erro
destes seria praticamente impossivel, sendo muito mais facil um ser humano trocar um “S”

por um “5” por exemplo.

Assim, devido a possiveis erros de interpretaco, sistemas automadticos muitas vezes
exigem uma critica sobre os resultados encontrados pelo classificador de padroes. Nesta
critica devemos analisar ndo sé os objetos de reconhecimento, mas também o contexto em

que foi encontrado cada objeto, e na medida do possivel corrigi-los.
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2.5 Sistema de Reconhecimento de Padrdes

Genericamente, um sistema de Reconhecimento de Padrdes desempenha a funcio
conforme a descrigdo feita na figura 2.1, onde para cada entrada estd relacionada uma tnica
acdo. Em termos de classificacio de padr¥es, cada uma destas a¢Ses deve ser relacionada a

~

uma classe, onde classes diferentes eqiiivalem a a¢les diferentes [2], [21] e [3].

ggdn l .
arde s
3 Sisterma de __i;;?_h_%
Ertrada Reconhecimearto de
EE— Y Padrées ¥
)
| dgdon ge.
figura 2.1

Sistema de Recenhecimento de Padrdes

De fato, um sistema de Reconhecimento de Padrbes é composto de modulos
distintos que desempenham individualmente funcOes diferentes, que incluem: adquirir os
dados de entrada, processa-los, classifica-los e gerar uma a¢fio de saida. Estes modulos sdo
descritos nas subse¢bes adiante. Na figura 2.2, mostramos um diagrama em blocos de um
sistema de classificacdo de padrdes. Note que ele ¢ composto de um transdutor,
representando o moédulo de aquisicdo de dados, um extrator de caracteristicas,
representando o modulo de pré-processamento, € um estigio de saida, responsdvel por
classificar as amostras de acordo com os dados extraidos no modulo de pré-processamento

e agir de acordo com a classificacdo obtida [2].

transdutor

Extrator de Estagio de
Caracteristicas Saida

el

figura 2.2
Diagrama em blocos de um sistema de classificagdo de Padrdes
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2.5.1 Médule de Aquisiciio de Dados

No modulo de aquisigio de dados, temos como objetivo basico traduzir o objeto de
reconhecimente em sinais possivels de serem interpretados pelo moédulo de pré-
processamento. Este modulo sera representado por um transdutor que dentre outras coisas

pode ser uma cdmera de video, uma mesa digitalizadora, um microfone, um scanner, ete. .

Suponha entdo um sistema de identificagio de cheques bancarios. Neste sistema
teriamos come moédulo de aquisicBo de dados, um Scanner com a saida digitalizada como
entrada do modulo de pré-processamento [13]. Neste mesmo caso, também poderiamos
imaginar um equipamento que pudesse extrair as informagdes bancarias pessoais impressas
no cheque e de leitura magnética. Estes dados pessoais poderiam ser entregues ao modulo

classificador para auxilio na identificagdo do cheque.

Os dados entregues ao modulo de pré-processamento devem conter todas as
informagBes necessarias ao reconhecimento. Infelizmente, na maioria dos casos, ¢ dificil
avaliar se certos dados sio relévantes ou redundantes ao sistema de reconhiecimento. Dai, é
importante utilizar um transdutor adequado a fim de que todas as informages relevantes
possam estar contidas na saida do transdutor. Para exemplificar, na figura 2.3, mostramos a
imagem digitalizada de um cheque-e os dados complementares extraidos-por uma maquina
especifica. Esta imagem e as informagdes complementares séo enviadas ao médulo de pré-
processamento para que este possa fornecer informagdes suficientes para o reconhecimento

de algumas partes relevantes, tais como assinatura, valor numérico do cheque, data, etc...

figura 2.3
Imagem digitalizada do cheque e informacdes cxiraidas



2.5.2 Modulo de Pré-Processamento

O module de pré-processamento € o responsavel por extrair dos dados obtidos pelo
moédulo de aquisigie de dados, as informacgdes importantes ac reconhecimento, e se

possivel eliminar as informagdes desnecessarias e as redundéncias.

Por exemplo, suponhamos um sistema de identificagio de cheques, podemos
imaginar que o modulo de pré-processamento € dividido em blocos funcionais,
responsaveis pela identificacdo, isolamento e classificacio de cada parte de um cheque,

incluindo a data, a assinatura, o valor numérico e o valor por extenso.

Uma maneira de fazer isto € subtraindo da imagem do cheque preenchido a imagem

de um cheque sem preenchimento, onde reterfamos apenas as partes introduzidas pelo

cliente, conforme ilustrado na figura 2.4.

figura 2.4
Processamento da Imagem bancaria
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2.5.3 Médule Classificador

As caracteristicas extraidas no modulo de Pré-Processamento sio  entio
apresentadas ao classificador que deve definir a classe a que pertence a amostra e agir de
acordo com esta classe. No caso de identificagio pessoal, como no exemplo da assinatura, a
agdo poderia ser simplesmente aceitar ou rejeitar os dados relativos aquela pessoa.
Entretanto, em outros sistemas de reconhecimento, como por exemplo em aplicacdes
meédicas, a agdo poderia ser simplesmente identificar uma amostra a fim de conta-la ou

medir a sua intensidade,

Ainda poderfamos incorporar, a este moduio, um bloco de extragio de
caracteristicas, que terta como objetivo basico encontrar dentro das informaces fornecidas
pelo médulo de pré-processamento aquelas caracteristicas que discriminem o objeto de
classificaciio. Este bloco teria como finalidade reduzir a dimensdo dos dados de entrada,

fazendo com que o reconhecimento possa ser feito mais rapidamente.

Vale salientar que este bloco deve manter a precisdo de classificacfo encontrada nos
dados originais ¢ ¢ objetivo dos proximos capitulo mostrar como poderemos, via Redes
Neurais, encontrar a quantidade minima de caracterfsticas capaz de manter a mesma

precisdo de classificagdo.
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Capitulo 3

Teoria da Decisdo de Bayes

3.1 Introducio

A Teoria da Decisdo de Bayes € uma abordagem estatistica fundamental no que se
refere ao problema de classificacdo de padrdes. Esta abordagem baseia-se no fato de que
um problema de decisdo deve ser resolvido em termos de probabilidade, e que todos os
valores probabilisticos podem ser computados. A importincia da Teoria da Decisio de
Bayes provém do fato de que ela garante, estatisticamente, uma taxa de erro de

classificagdo minima [2], [18], [5].

Desta forma, este capitulo tem por objetivo mostrar os fundamentos da Teoria da
Decisdo de Bayes e como, a partir dela, podemos encontrar um classificador 6timo:
Assim, inicialmente definiremos custo e como este pode ajudar na classificacio.
Mostraremos também o problema da decisdio no caso de apenas duas classes. Na secio
subsequente, veremos que utilizando a Teoria da Decisdo de Bayes teremos uma taxa de
erro minima na classificacfo, ou seja, encontraremos um classificador 6timo. Por fim,
estenderemos nossa discussdo sobre classificacdo envolvendo funcdes discriminantes e

fronteiras de decisio.
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Capitulo 3 - Teoria da Decisio de Bayes

3.2 Teoria da Decisiio de Bayes

Suponha que para se fazer uma determinada classificacdo nfio tenhamos nenhuma
informagio referente as amostras. Entéio, deveremos classifica-la apenas de acordo com a
sua natureza, ou seja, com as informagdes que podemos encontrar sem antes fazer
qualquer analise. Por exemplo, suponha mais uma vez o sistema de reconhecimento de
assinatura, descrito no capitulo anterior. Assumindo que ndo tenhamos qualquer
informacéo a respeito das assinaturas, e que experiéncias anteriores mostram que uma
assinatura qualquer tem uma probabilidade hipotética de 80% de ser verdadeira. Entdo,
uma classificagdio destas assinaturas sem qualquer analise das mesmas nos levariam a
classifica-las sempre como verdadeiras, visto que errariamos em apenas 20% das
oportunidades. A probabilidade que caracteriza a natureza ou deriva das experiéncias
passadas ¢ chamada de probabilidade a priori e reflete o conhecimento anterior que
temos antes de qualquer anélise das assinaturas, ou no contexto geral, antes da realizaggo

de qualquer experimento para obter informagGes sobre objetos [2], [21] ¢ [18].

Felizmente, na maioria das vezes, um sistema de classificagio tem a possibilidadé
de efetuar experimentos e conseguir amostras para anélises antes de classificar um objeto.
Assim, para ilustrar esta concep¢fio, suponha mais uma vez como exemplo o sistema de
reconhecimento de assinatura. Analisando assinaturas verdadeiras, adquiridas
previamente, de uma determinada pessoa, podemos encontrar informagdes que nos levem
a concluir que as mesmas possuem certas caracteristicas comuns, que devem ser
encontradas numa amostra de assinatura genuina, em teste, com um alto grau de

probabilidade.

Denotamos x como sendo esta caracteristica, devemos entdio encontrar a
freqliéncia com que a mesma se apresenta nas assinaturas verdadeiras. Procedendo desta
forma, e supondo que a mesma possua uma distribui¢io continua, podemos encontrar
uma funclo de densidade de probabilidade condicionada ao estado. Isto é, uma funcdo

que exprime a probabilidade desta caracteristica aparecer numa assinatura verdadeira, e
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que representamos por p(x|w;), onde ®; representa o estado de assinatura verdadeira, e,

representa o estado de assinatura falsa.

Na figura 3.1, mostramos duas fun¢des de densidade de probabilidade amostral
condicional p(x/w;) e p(x/m;), onde podemos defini-las como sendo a densidade de
probabilidade de uma caracteristica x, representar uma assinatura verdadeira (classe ®,),

ou pertencer a uma assinatura falsa (classe ;).

plxiad)

plxfal)

densidade de probabilidade

caracteristiva x

figura 3.1
Densidade de Probabilidade relativa 4 caracteristica x quando pertencente a classe (01 ou (2

Da mesma forma, poderemos estimar, a partir das amostras de assinaturas falsas, a

func¢io densidade de probabilidade amostral p(x/®;).

Uma vez encontrado as funcdes de densidade de probabilidade amostral e a
probabilidade a priori de cada classe, poderemos utilizar estas medidas para calcular a
probabilidade a posteriori Pfey|x), a partir da Regra de Bayes descrita nas equagdes (3.1)
e (3.2). Probabilidade @ posteriori indica a probabilidade da amostra x pertencer a classe

®;, Una vez que x seja observada [2], [21] e [18].
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Capitulo 3 - Teoria da Decisio de Bayes

p(xio )Po))
p(x)

P©, | %)= , 3.1

a densidade amostral incondicional ¢ dada por p(x), conforme (3.2)
N
P(x) =3 px|o,)P©,), G2
J=l

Uma vez encontradas as probabilidades a posteriori, a Regra de decisio de Bayes
se torna relativamente simples. Devemos escolher a classe a qual a probabilidade «
posteriori seja a maxima possivel. Intuitivamente, vemos que esta é uma escolha
razoével, na medida em que escolhemos a classe cuja probabilidade relacionada a

amostra € a maior , mas vamos apresentar a prova a qual pode ser encontrada em [2].

Seja a probabilidade de erro na classificagio de uma determinada amostra dada

por:

P(w, | x), se decidirmos por @
P(Erro| x) = i ?
Plo, | x), se decidirmos por o,

entdo o erro total médio do sistema pode ser encontrado pela equagiio (3.3)

P(Erro) = rP(Erro,x)dx
mas P(Erro,x) = P(Erro|x)p(x)
logo P(Erro) = fwP(Erro | x} p(x)dx

PErro)=[, .. P|[gptds+],

il > Play|x)

P(o,|x)p(xdx (3.3)

)= Plo |x

onde para qualquer valor de x o valor de P(Errojx} calculado é o minimo possivel dado

que a escolha foi feita com Pfc;|x) maximo. Dai, minimizamos o valor de P(Erro).
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3.3 Funciio Custo

Mostraremos nesta seco a Fungfio Custo. Para isto o nosso sistema de

Reconhecimento de Padrfes deve permitir as quatro situacdes descritas abaixo:
a. Usar mais de uma caracteristica;

b. Existéncia de mais de dois estados (classes);

c. Permitir outras decisdes que nfo somente o estado;

d. Introduzir uma fungdo Perda, mais genérica do que a propria probabilidade de erro.

O uso de mais de uma caracteristica € essencial no que se refere a confiabilidade e
precisdo da classificacdo, pois introduzimos mais informacdes uteis a classificacdo.
Como conseqiiéncia, € possivel aumentar o grau de sensibilidade das classes, melhorando

o desempenho do sistema em termos de probabilidade de classificagio.

Devemos permitir mais do que dois estados, a fim de que tenhamos uma maior

quantidade de ages possiveis no sistema.

A possibilidade de decidir entre outras decisdes que ndo somente um dos estados,
permite a rejeigdo de uma determinada amostra, ou seja, de ndo classifici-la quando nfo

conseguirmos discernir com precisdo o suficiente a qual classe pertence a amostra.

A fung@o custo nos ajudara a generalizar a regra de Decisdo, na medida em que
poderemos determinar quanto custaria escolher uma ou outra a¢do. Por exemplo, o custo

de aceitar uma amostra de uma assinatura em um cheque, pode ser muito maior para

aceitaclo do que para rejeigo.

Daremos entdo um tratamento formal.
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Seja Q={oy, wy, ..., oy} um espaco de N estados ou classes de um problema de

Reconhecimento de Padries. Seja 4={a,, a, .... .0} um espago de acdes que consiste

de ( possiveis agdes.

Entdo definiremos A(o|w;) como sendo o custo de realizar a agdo o; quando a

amostra pertence ao estado ;.

Suponha entdo que tenhamos uma amostra particular x, classificada por nos como
pertencente 4 classe o;. A partir dela tomamos a acio ;. Se a classe a que pertence x £,
na verdade, oy, entdo teremos um erro e a ele estara relacionado a um custo designado por
Moy, Como a probabilidade de uma amostra qualquer pertencer a classe w; é dada por

Pfwyix) o custo total associado a tomarmos a agio o, é dado por (3.4):
N
R(o, |x)=Z}\.(0t, '(’Oj)P(wj | x), (3.4)
J=i

R(ay|x) ¢ chamado de Risco condicional e ele permite escolher, a partir de uma
amostra qualquer, a a¢3o que gera a menor perda. Isto eqiiivale ao procedimento 6timo de

Bayes, que iremos provar adiante.

Formalmente, o nosso problema € o de encontrar uma regra de decisdo que nos
permita minimizar o risco total. A Regra de Decisfio € uma fungfo a(x) que nos diz qual

a¢cdo deve ser tomada para cada amostra x.

O Risco total do sistema pode ser calculado entfio a partir da funcéio (3.5)

R = [ R@(x) | x)p(x)dx, (3.5)

Como p(x) € sempre positivo R serd minimizado se um Rfu(x)|x) minimo for
escolhido para cada valor de x. Assim, minimizar R eqiiivale a minimizar a equacio (3.4)
para cada uma das amostras. Este valor minimo de R é chamado de Risco de Bayes ¢ ¢

um resultado dtimo.
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3.4 Classificacio num caso de duas classes

Nesta secdo veremos como podemos proceder para um sistema de classificacio
em duas classes. Simplificamos entdo as notagdes e definimos o; como sendo a acdo
correspondente 2 amostra pertencer a classe »; e similarmente o, a agdo correspondente a
classe w;. Seja também A; = A(oylwy) a perda relativa no caso de tomarmos a agdo o

quando a a¢do correta deveria ter sido o

A partir da equagdo (3.4) poderiamos encontrar os riscos condicionais de cada

uma das acdes como segue.

Rla, | x) = Ay Plo, | x)+ )k, P(o, | x)
R(o, [ X) =4y Plo; | x) + 2y P, | X)

Entretanto, sempre devemos tomar a decisdo que nos gera a menor perda e

consequentemente, devemos escolher de acordo com o seguinte critério:

®,, se R(o, [x)<R(a,|x)
Decidir por < w,, se R(a, | x)> R(o, | x) (3.6)
W, 0uw,, se R, ]|x)=R(,|x)

Em termos de probabilidade a posteriori, (3.6) pode ser descrita como:

o, se (hy —Ay)P(w; | x)> (A, =4, )P, | x)
Decidir por {,, se (Ay; =2 )P, | X) < (A, — Ay )P(@, | X)
O, 0u®,, se (A, -4, )P, |x)=(R; Ay )P, |x)

3.5 Taxa Minima de Erro de Classificacio

Num problema de classificagdo as agdes o; geralmente sdo interpretadas como a

decisdo correta se a amostra a ser classificada pertence a classe w,. Assim, se a acdo o €
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tomada ¢ a amostra pertence a classe «y, entdo a decisdo € correta se i=/ e & um erro se

i,

Como os erros devem ser evitados, € natural que tenhamos uma regra que
minimize a Probabilidade de erro, ou seja, da taxa de erro. Uma fungdo erro particular
que pode ser utilizada ¢ a chamada funcéo bindria e que no pune o acerto € pune com
um valor positivo fixo qualquer erro, ou seja:

0, sei= f

K(O"i !(’31‘)2{

i, sei# J

Utilizando a equag8o (3.4), encontraremos o seguinte Risco condicional:

N
R@, [x) =3 Ma, |o,)P©, | x)

j=l

N
= 2 P@,]x)
=1-P(o, | x)

Assim, para minimizar a probabilidade de erro, devemos selecionar a classe que

maximize a probabilidade a posteriori P(w;|x). Em outras palavras, para uma taxa de erro

minima, deveremos seguir a seguinte regra de Decisdo:
Decidir por w; se P(w; |x)>P(wy; |x)

Esta regra de decisdo ¢ chamada de Regra de Decisio de Bayes e basicamente nos
diz que a classe a ser escolhida deve ser aquela tal que oferece a maior probabilidade a

posteriori.
3.6 Classificadores e Funcio Discriminante

Existem muitas formas de representar uma Regra de Classificacdo. De modo
genérico, num problema de N classes, poderemos definir um conjunto de funcdes

discriminantes gi(x), i=/,2,...N. E a regra de classificacdo consiste basicamente em
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comparar estas fun¢Bes para um dado vetor de caracteristicas x. Por exemplo, seja a

forma mais simples de compara¢io dada por:
Decidir por x € oy se gix) > g;(x) para todo i#j

Neste caso, um classificador pode ser visto como uma maquina que calcula N
fungdes discriminantes para a amostra apresentada e seleciona aquela classe cuja fungio
discriminante obteve o maior resultado numérico. A figura 3.2 mostra conceitualmente
como implementar este classificador a partir das funces discriminantes de cada uma das

classes.

gi{x)
Q1

{0}

gz

X2 MAX :> Saida 009

f

gelx)

Xz Ge
Vetor Funcées Selegdo do I
Caracteristica Piscriminante Méximo &80

figura 3.2
Fungio discriminante e classificador

A escolha de fungdes discriminantes pode néo ser uma tarefa trivial, uma vez que

esta depende da aplicacfio. Entretanto, de uma maneira geral, poderiamos utilizar como

funcdo discriminante o inverso aditivo da fungfio Risco, como mostra a equagio (3.7). A
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qual poderemos simplificar para a equagio (3.8) no caso de um sistema de classificacio

que usa a taxa de erro minimo como medida de desempenho.
g:(x)=—-R(g, | x), (3.7)

g,{x)=Plo, | x), (3.8)

E fécil verificar que, em geral, esta fungdo discriminante ndo ¢ Unica e que ao
adicionarmos uma constante ou até mesmo multiplicarmos a fungdo por uma constante

positiva ndo alterariamos o resultado das fun¢des.

Vale salientar que podemos aplicar uma fun¢iio monotonicamente crescente i
funcio discriminante e obter uma outra fungfio discriminante. Ou seja, flg(x)) também é
uma fungdo discriminante desde que g(x) seja discriminante e que f{.) seja uma funcio

monotonicamente crescente {2].

3.7 Fronteira de Decisdo

Apesar da fun¢do discriminante no ser inica, sabemos que o resultado do sistema

de classificagio pode ser encontrado utilizando uma dnica regra de deciso, ou seja,
escolher aquela classe cuja fungdo discriminante tenha resultado no maior valor. Assim,

se gi(x) > gi(x) para todo i#j devemos escolher a classe ;.

Quando as fungbes discriminantes se igualam para uma dada observacio x, ou
seja, quando gix)} = gyx), podemos escolher arbitrariamente as classes de decisdo o, ou
@;. O lugar geométrico dos pontos onde as fungSes sdo igualadas é definido como
fronteira de decis&o. Serd mostrado nos préximos capitulos, como, a partir da fronteira de
decisdo poderemos encontrar a quantidade minima de vetores de caracteristicas capaz de

realizar uma classificag@io tima de padrdes [2], [9] - [11].
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Capitulo 4

Reconhecimento de Padrodes via Redes Neurais

4.1 Introdugio

Os estudos de Redes Neurais foram motivados pela percepgdo de que o cérebro

humano processa as informagdes de forma inteiramente diferente da computagio digital
convencional, Estudos mostram que uma informagio é processada por uma pastilha de
silicio aproximadamente 1 milhdio de vezes mais rapida do que por um neurdnio humano
[S1[7]. Entretanto, a quantidade de neurénios, o paralelismo com que eles estdo
conectados € a sua ndo-linearidade os fazem bastante eficazes para processamento do tipo

Reconhecimento de Padrdes, percepgio e controle motor.

Assim, Redes Neurais Artificiais podem ser vistas como méquinas desenvolvidas
para modelar a forma com que o cérebro executa determinadas tarefas. Esta maquina
pode ser um Hardware ou uma simulagdo em Software. Além disto, uma Rede Neural
Artificial pode ainda ser vista como um processador de distribui¢fo paralela que tem uma
propensdo natural para acumular conhecimento e fazé-lo disponivel para uso. A sua
utilizagio baseia-se em adquirir conhecimento, através de um processo de aprendizagem,
e guardar as informagGes adquiridas a partir de interconexdes, denominadas de sindpses,

entre 0s neurdnios.

Dentro de Reconhecimento de Padrdes, um tipo de rede do nosso interesse
especial sdo as redes do tipe feedforward. Mostraremos neste capitulo sucintamente,
como funciona uma rede neural artificial do tipo feedforward utilizando o algoritmo de
Backpropagation para treinamento. Definiremos também um tipo especial de rede
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feedforward, chamada Multilayer Perceptron (MLP). Em seguida, mostraremos os passos
necessarios para se criar uma rede neural artificial para classificar ou associar padrdes.
Finalmente, mostraremos como a mesma pode dividir o espago amostral de entrada,
definindo regides de decisfio, assim como a fronteira de decisdo para um problema de

classificagio de padrdes [5], [7] e [14].

4.2 Multilayer Perceptron treinado pelo algoritmo Backpropagation

Tipicamente, uma Rede Neural artificial do tipo feedforward consiste de um

conjunto de neurdnios de saida.

conjunto de neurdnios sensores na entrada, um conjunto de neurénios escondidos ¢ um

e
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Entrada Saida

Camada Interna ou "Escondids”

figura 4.1
Rede neural artificial do tipo feedforward

Podemos ver na figura 4.1 que o sinal de entrada d-dimensional propaga-se pela
rede gerando entdo no final um sinal de saida que pode ser expresso como funcio de

todos os neurdnios da rede.
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As Redes Multilayer Perceptron baseiam-se no treinamento supervisionado
realizado através de um algoritmo bastante popular conhecido como backpropagation {5].
Este algoritmo baseia-se na regra de aprendizagem pela correcio de erro, minimizando o
erro quadratico médio encontrado no sinal de saida com relagio ao sinal esperado,
mostrado na equacio (4.1). Note que y(n) representa a saida da rede relativa a n-ésima
amostra de treinamento, d(n) a resposta esperada e N representa a quantidade total de
amostras de treinamento.

1 2
S =y 2 (dln)=5(n) (4.1)

O algoritmo backpropagation consiste de duas etapas simples, a propagacao paré
frente(forward) e a propagacio para tras(backward). Na propagacio para frente um vetor
de entrada deve ser aplicado ao conjunto de neurdnios sensores (entrada da rede), € o

sinal ¢ percorrido camada por camada até a camada de saida. Nesta propagagio os pesos

das conexdes entre os neurénios devem permanecer constantes.

Em seguida devera haver uma comparagio entre o sinal de saida produzido pela
rede e a resposta desejada, gerando entdo um sinal de erro que por sua vez devera ser
propagado para trds. Dai, os pesos das conexdes sindpticas sdo ajustados de forma a
minimizar o erro da rede. A figura 4.2 ilustra a direcdo dos dois sinais basicos da Rede

Neural, para frente e para trds de acordo com o sinal de erro ou da funcio sindptica.

Pw

B Fara frente
P AU Para tras

figura 4.2
Rede Neural para frente, como fungio dos neurdnios, ¢ para trds como propagacio do erro.
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4.3 Uma Rede MLP utilizando a funcfo tangente hiperbolica

Um neur6nio funciona como uma fungdo f{3), com ¥y representando um vetor de
entrada. Como foi dito nas secSes anteriores, as conexdes entre 0S neurdnios sio
chamadas de sindpses e a elas estio relacionados pesos sindpticos que devem multiplicar
cada sinal de entrada do neurdnio. Uma vez multiplicadas POr seus respectivos pesos as
entradas serdo somadas e passarfio por uma funcdo de ativacdo que adicionara uma ndo
linearidade ao neurdnio. A figura 4.3 mostra em forma de diagrama fluxo de sinais como

funciona esta operacéo.

0=

won)

figura 4.3
Fluxo de entrada/saida de um neurdnio j na Rede Neural

Traduzindo a figura para a linguagem matematica, haverd um peso sinaptico

relacionando cada componente de entrada y; a um neurdnio j da proxima camada /. Para
. . r . ~ fi r

cada neur6nio j haverd um nivel de ativa¢do denotado por vj” (n), e que serd calculado

pela equacéo (4.2).
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ij(n) _ i wﬂu) )y, (I—a)(fl) (4.2)

=i

Sem perda de generalidade, assumiremos a camada de entrada como sendo a
camada 0. Assim, yj@ (n) representa a entrada da Rede. A saida da rede sera representada
por oy(n), onde o) =y (n), com L sendo a quantidade de camadas da Rede Neural, ou
seja, L € o nimero da camada de saida. Utilizamos também um limiar, também ajustavel
de acordo com o treinamento do perceptron, que pode ser visto como se existisse uma

entrada adicional em todos os neurdnios, constante, e de valor igual a —/.

A saida de cada neurbnio serd dada pela passagem do nivel de ativacio pela
fungdo de ativacdo (), que insere uma nio linearidade ao neurdnio. Se utilizarmos na
nossa rede apenas um neurdnio artificial, a fungdo de ativagio deveria ser a funcdo sinal,

sgn(v) descrita em (4.3). A este tipo de Rede, com apenas um neurénio, chamaremos de

perceptron, e podemos encontrar mais informagdes a seu respeito em [5], [7].

+1, se v>0

sgn(v) = (4.3)
-1, se v<(

Entretanto, como pode ser visto em [5], para que o algoritmo que minimiza o erro

quadratico médio possa convergir, a fun¢io de ativacio deve ser continua e diferenciavel

dentro de todo intervalo de saida. Uma fungdio que segue esta regra e que ¢ bastante

utilizada € a funcfo tangente hiperboélica mostrada pela equagdo (4.4) abaixo.

{{ i
v, (#) I (n)

e
¥ =W (m) =
€

(4.4)

vi”(n) + e—v_(ﬂ.” (1)

Esta fungdo ¢ diferenciavel e tem o seu grafico mostrado na figura 4.4. Note que o

grafico desta funcfio se assemelha bastante a fungdio sinal, entretanto ela é diferenciavel

no intervalo de saida (-1,1).
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] /

.nu,ﬁ | /

figura 4.4
Grafico da Fung¢do Tangente Hiperbolica

4.4 Treinamento pelo algoritmo Backpropagation

Nesta se¢do, mostraremos como realizar o treinamento de uma Rede Neural MLP

utilizando algoritmo backpropagation. N#o é o escopo do trabalho mostrar a prova de

convergéncia do algoritmo, que pode ser encontrada em livros especificos de Redes

Neurais tais como {5} e [7].

O primeiro passo para o treinamento da Rede deve ser a sua inicializagdo. Uma
boa escolha dos valores dos parametros pode ser decisivo na convergéncia da rede. Nos
casos em que existem informagdes prévias a respeito da distribuiciio dos dados, estas
informagdes podem ser utilizadas para determinar os pesos iniciais da rede. Por outro
lado, quando estas informagdes ndo estdo disponiveis, é pratica inicializar todos os

parmetros com pequenos valores uniformemente distribuidos.

O treinamento da Rede Neural MLP consiste em dispor a entrada da rede um
conjunto de dados de entrada com saida conhecida. Assim, teremos na saida da rede um

valor que poderemos comparar com o valor verdadeiro ou desejado.
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A diferenca entre este valor desejado e o valor gerado na saida da rede é o erro da
rede. Para cada neurdnio j da camada de saida este erro pode ser encontrado pela equagio
(4.5) abaixo, onde d; representa a resposta esperada no neurdnio j e 0; representa a

resposta gerada pela rede também no neurénio ;.
e;(n)=d (n}~o;(n) (4.5)

A partir do erro encontrado no neurdnio j é necessério encontrar o gradiente local
deste neurdnio. A funclo deste gradiente, segundo o algoritmo de backpropagation, é
indicar uma taxa para atualizacdo dos pesos relativos ao neurdnio j e ele pode ser

encontrado a partir da equagéo (4.6).
8,(m) = e, (me'(v, (n)) (4.6)

A derivada, ¢’(), da fungio de ativagio @(.) deve ser tomada com relagiio a
ativagio vi(n) e representa a variagio da fungfio de ativagdo com a propria ativacio. No
mesmo exemplo da fungfo hiperbdlica a derivada, ¢ () ¢ mostrada na equagio (4.7) e

pode ser reduzida para a equacao (4.8).

4

o' (v,(n) = (4.7)
le”-"‘”) %e'”f‘")f
@ (v, (m)=[1+y,mI1~y,;(m)] (4.8)

A partir das equagdes (4.6) e (4.8) podemos encontrar o gradiente local da rede

que sera dado pela equacio (4.9), quando o neurdnio pertencer a camada de saida.

5 ,(m)y=e¢,(n)o’; (v,(n))

(4.9)
=[d;(n)—o,(M]1+0,(m)][l~0,(n)]

Quando o neurdnio pertencer a uma das camadas escondidas da rede, o gradiente

Jocal deve ser encontrado a partir da equacéo (4.10).
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8,(m=0", (v,(m))_8, (myw, (n)

4.10)
=[1+y,MI -y, (W8, (Mw, (n) 10

Uma vez encontrado o gradiente local de cada um dos neurénios com relagdo as
suas respectivas saidas, deveremos encontrar a variacio dos pesos sinapticos a partir da

equagdo (4.11),
Aw,(n) =aA ,(n=1)+nd (n)y,(n) (4.11)

Note na equagiio (4.11) os dois termos o e 1} que representam respectivamente o
momentum do ftreinamento e a taxa de aprendizagem da Rede. Um estudo mais
aprofundado destes parametros mostram que eles interferem diretamente na velocidade
do treinamento da rede. Por exemplo, 0 momentum ira “ajudar” a variagdo dos pesos caso
a variacfo anterior tentha sido na mesma direcfio. E a taxa de aprendizado tem a fungio de

escalonar o gradiente do neurénio, permitindo variacdes mais ou menos rapidas.

4.5 Redes Neurais para Classificacio

O desenvolvimento de redes neurais para classificacio ou associacio de padrdes, deve

seguir os seguintes passos{3]:
* Definir um mapeamento entrada/saida e estrutura da Rede;
* [Escolher o método de treinamento e treinar a rede;

» Testar a Performance do Classificador;
4.5.1 Mapeamento Entrada/Saida:

Considere um problema de classificagdo de m classes distintas, onde a unido destas m

classes definem o espago completo de classes. No treinamento, devemos informar a
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entrada da rede neural cada um dos dados disponiveis. Assim, a rede processard as
informacdes de entrada, e, no caso de um classificador neural, gerara uma saida, que deve

determinar a que classe pertence cada uma das entradas da rede.

No caso de uma classificagio de imagens, por exemplo, poderiamos ter como
entrada todos os pixels da imagem a ser reconhecida, ou simplesmente algumas
caracteristicas que possam representar esta imagem. Por questdes préiticas, normalmente
sdo utilizadas como vetor de entrada um conjunto de caracteristicas representativas da
imagem. O que reduz a quantidade de dados de entrada e consequentemente o custo

computacional.

T |
—dy Y
Rede Neural | — v

——p ¥

figura 4.5
Mapeamento Entrada/Saida de um Classificador Neural

No contexto geral da classificagdo de padrdes, a saida da rede poderd ser
representada por varios neurdnios, cada um representando a saida relativa a uma
determinada classe. A figura 4.5, mostra o conceito de mapeamento utilizado numa rede
feedforward para classificagio, onde X representa o vetor de caracteristicas de entrada e
os diversos y; representam a saida relativa a classe i. Note que m representa a quantidade

de classes possiveis do sistema.

Devemos nos atentar para o fato de que, idealmente, para cada entrada, uma tinica

saida deve ser ativada, representando a classe a qual a amostra de entrada foi associada.
Em classificagdo de padrdes, é conveniente que a rede neural tenha a seguinte

saida formulada:

1, ex € Classejf
¥y, ;{ X J ,comj = {12, .., m)}

-1, sex ¢ Classej
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Entretanto, devido a fun¢fo de ativacdo tangente hiperbdlica, as saidas ndo sdo
exatamente iguais a / ou —/, embora poderiam ser muito proximas a estes valores. Assim,
um processo de binarizagdio poderia ser aplicado para definir a classe de saida.
Normalmente, o limiar de decisdo deveria ser igual a zero. Mas, este tipo de resolucdo
poderia tornar o processo de classificagio pouco eficiente, na medida em que vérias
poderiam ser as safdas cuja ativagdo verificasse a hipétese ¥=0. Logo, ndo haveria uma
classificago inica. Para evitar problemas desta natureza, em problemas de classificacio
de Padrdes, com redes do tipo MLP, deve-se utilizar um outro critério para classificacdo,

que excluiria a possibilidade de uma classificacio nio tnica. Assim, segue-se o critério:
X € oy, se Fi(X) > Fi(X), para todo k=j.

onde FifX) eqliivale ao mapeamento entrada/saida da entrada X, para cada uma das

classes ay.
4.5.2 Planejamento do processo de treinamento:

O planejamento adequado do processo de treinamento pode maximizar o desempenho do

classificador em termos da precisdo e da confiabilidade. Num método de treinamento
simples, as mesmas amostras utilizadas para o treinamento, poderiam ser utilizadas para

testes, ou seja, se a rede ja convergiu para um erro aceitavel.

Entretanto, este método pode ser falho, na medida em que a rede pode estar
realizando uma boa aproximacdo apenas para os dados do treinamento, mas uma ma
aproximacdo para outros dados que néo os de treinamento. Um método alternativo, e que
pode ser utilizado para atenuar este tipo de problema, é a técnica da validacio cruzada,
que divide o conjunto de treinamento em dois subconjuntos distintos, um de treinamento
¢ um outro conjunto utilizado exclusivamente para testes. Normalmente, 10 ou 20% do

conjunto total de dados deve ser utilizado para fazer o teste de validago cruzada [5].
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4.5.3 Teste da Performance do Classificador:

O teste de performance mais comumente utilizado, é o do erro quadratico médio, que
pode ser calculado através da expressdo (4.1). Esta medida verifica o quo proximo os
valores encontrados pela saida da rede estfio se aproximando da saida desejada, e assim
poderemos definir um critério que finalize o treinamento da rede tdo logo este valor se

aproxime de um valor aceitavel.

4.6 Particionando o Espaco de Entrada

Considere neste momento uma rede neural MLP com apenas uma camada de

neurénios escondida. Vamos analisar as fun¢es desempenhadas por cada uma das duas
camadas de neurénios (a camada escondida e a camada de saida). Neste temos, uma
estrutura com duas camadas de neurbnios independentes e com fungdes distintas. A
primeira camada de neurdnios € aquela cujos neurdénios ligam a entrada aos neurdnios de
saida da rede e tem a fun¢lo de particionar o espaco de entrada em células, através das
combinag¢bes dos hiperplanos definidos pelos neurénios da primeira camada. A segunda
camada, por sua vez, tem como objetivo agrupar estas células definindo as regides de

classificagfio [14].

Assumimos uma rede com uma entrada d-dimensional, p neurénios na camada

escondida, e apenas uma saida, indicando um problema de duas classes.

Considere a entrada da rede dada por x=(x/, x;,..., x4), € sejam os pesos sinapticos
da rede neural denotados por wy com # representando a conex3o da entrada j da primeira

camada, com o neurOnio / da camada escondida. Seja também a saida de cada neurdnio i

da camada escondida representada por y;. Note que ; representa um limiar para cada

neurdnio.
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Idealmente, y; € uma saida bindria determinada pela funcdo g(z) descrita em

(4.13). Note que g(z) representa a fungdo de ativacio descrita nas se¢oes anteriores. Dai,

podemos entdo escrever:

d
Yi :g[ZWyXJ mGj:|a 15‘:15}9, (412)
J=1
onde
(2)_ 1, zz20 413
& 0, z<0 #13)

Note que as expressdes (4.12) e (4.13) nos levam a uma fun¢do de um vetor d-
dimensional, ou seja, f{x;, X2 ..., x4), para cada um dos p neurdnios da camada escondida.
Esta fung8o tem uma saida binaria determinada pela posigio geométrica da entrada com

relagdo a cada um dos hiperplanos determinados pela equagio (4.14) abaixo.
d
D wx,—0,=0, 1<i<p, (4.14)
=l

Note que X=(x/, x3,..., X4 ) representa a entrada d-dimensional e que os termos Wi
s80 os pesos de cada sinapse que liga a entrada i com o neurdnio j da camada escondida.
Note também que os termos wy também representam os coeficientes da equagdo do
hiperplano relativo ao neurénio j. Note que estes coeficientes também determinam o vetor
normal deste hiperplano, e conjuntamente com os diversos 6; especificam a posicdo do

hiperplano no espaco de entrada.

Analisando ent3o o neurénio da camada de saida, vemos que cada uma das saidas
dos neurdnios da camada escondida representa um elemento do vetor de entrada para o

neurdnio da saida. Desta forma, a saida da rede neural pode ser expressa por (4.15).

F(}_{,w)zg{iwiy,. -w{]} (4.15)

Os diversos w; representam os pesos das sindpses que ligam os neurbnios da

camada escondida com os neurdnios da ultima camada, e, determinam a direcdo do
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hiperplano na segunda camada de neurdnios. Note que wy determina a posicio do

hiperplano.

A figura 4.6 mostra um exemplo de uma rede com duas entradas, duas camadas de

neurdnio e apenas uma saida, como descrita acima.

F{x.w)

FiXw)=1se yly2+3=05
F{xw)=0 se y1-y2+y3<0 5

figura 4.6
Rede com duas entradas, trés neurdnios na camada escondida e uma saida

Como temos duas entradas e trés neurdnios na primeira camada escondida,
teremos trés retas denominadas y;, y2 € v3 que podem dividir o espaco bidimensional de
entrada em 7 c€lulas como mostra a figura 4.7. Note que cada uma das retas geradas,
divide o espago de entrada inteiro em duas regides distintas, os quais rotulamos como 1
ou 0, dependendo da posicdo dos pontos com relacdo ao hiperplano relativo. Assim, as
trés retas geradas pelos neurdnios da segunda camada subdividem o espaco em sete
regifes, as quais rotulamos com um niimero binario y3y2yi, onde y3, y2 € y; especificam o

lado em que os pontos se encontram com relacdo a cada uma das retas.

Assim, quando as amostras de entrada passam por cada um dos neurdnios da
primeira camada, estes verificam onde a amostra se encontra com relagio ao hiperplano e
portanto indicardo como saida 1 ou 0. Assim, como a amostra passard em todos os trés

neurdnios da rede, entdo se encontrard necessariamente em uma das sete regides
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encontradas anteriormente. Note que, neste caso, com hiperplanos na disposi¢do mostrada

na figura 4.7, ndo haveria a possibilidade de haver uma saida do tipo y3y2y; = 101.

}.f2=U ¥2m1 y?’:['_] 3;'3:‘%
011
¥y
y;=0
210
300 110
v,
//// Fixwi=1
%
F{zw)=0
Figura 4.7

Divisdio do espago de entrada em 7 células

E funcdo dos neurénios da segunda camada, classificar a amostra de acordo com a
célula em que ela se encontra. Podemos mais uma vez entender o segundo conjunto de

neurdnios como subdividindo o espago dos dados da saida da primeira camada de

neurénios. No caso, existem trés neurénios na camada escondida, logo teremos dados
tridimensionais na entrada do neurdnio da camada de saida. Além disto, como temos
apenas um neurdnio na camada de saida, este neurdnio dividird o espaco em apenas duas
regides de classificacdo. O neurdnio da camada de saida representa um plano simples no

espaco tridimensional diferente do espago amostral de entrada.

No caso especifico, queremos classificar as regides 001, 100 e 111 como
pertencente a classe F(x,w)=/ ¢ as outras regides como F(x,w)=0. Logo, podemos ver no

grafico da figura 4.8 que o plano y;- y,+ y; =0.53, realiza esta tarefa.

Note que, num caso genérico, o conjunto dos hiperplanos especificados pelos

neurdnios da primeira camada subdivide o espago de entrada em regides que classificam
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a amostra. Assim, podemos dizer que numa rede com a estrutura descrita nesta secio,

estes hiperplanos formam a fronteira de decisio das classes.

110 11

¥y

o Fixw={
e Flxw=1
m Dont Care

Yi-¥aty=05

Figura 4.8

Classificagdo das células geradas pelos neurdnios da primeira camada de neurdnios

4.7 Consideracio Importante

Na sec¢o anterior, vimos que os hiperplanos formados a partir dos neurdnios da primeira
camada escondida subdividem o espago amostral de entrada. Na se¢fo 4.6, toda a analise
foi feita levando em consideragio a fungéo de ativagdo dada por (4.13) e que representa o

caso ideal.

Entretanto, num caso real, todo o treinamento da rede ¢é feito a partir de fungdes de
ativagdo diferencidveis, ¢ que consequentemente introduzem uma n#o-linearidade ao
hiperplano. Desta forma, no capitulo 8, mostraremos fronteiras de decisdo que
dependendo da fungfo de ativac#o, terd a fronteira de decisfio mais ou menos aproximada

dos hiperplanos gerados a partir dos neurdnios da primeira camada escondida.
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Capitulo 5

Extracio de Caracteristicas

5.1 Introdugio

No capitulo 2, definimos caracteristicas e sua funco dentro de um sistema de
Reconhecimento de Padres. Vimos entdo, no capitulo 4, que podemos implementar um
classificador de padrbes baseado em redes neurais, e que numa rede do tipo MLP, o
neurdnio da rede com a maior ativaciio indicard a qual classe pertence a amostra de

entrada.

Neste capitulo, temos como objetivo estudar extragio de caracteristicas, e mostrar
que todas as caracteristicas importantes a um problema de classificagio podem ser
encontradas a partir da fronteira de decisdo definida no espago amostral de entrada da

rede,

5.2 Extracio de Caracteristicas

Extragdo de caracteristicas, pode ser visto como um meio de encontrar um

conjunto de vetores que representem uma observagio, enquanto reduzem a

dimensionalidade do conjunto original de caracteristicas [9]-[11],[12].
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E desejével extrair caracteristicas que introduzam alta discriminacdo entre as
possiveis classes dos dados de entrada, eliminando as caracteristicas redundantes que nfo

contribuem no processo de classificacio.

Assim, apds a extragdo de caracteristicas, obtemos um novo conjunto de dados
com dimensdo menor do que o conjunto original, o que pode diminuir consideravelmente
0 custo computacional exigido no processo de reconhecimento. Entretanto, a diminuicdo
da dimensdo dos dados nio deve comprometer o desempenho do sistema de classificagdo.
E desejavel, portanto, manter o mesmo nivel de acerto de classificacio conseguido com

as caracteristicas originais.

Em resumo, o objetivo principal da extragiio de caracteristicas, ¢ encontrar um
numero reduzido de vetores de caracteristicas que possam representar uma observagdo,

sem entretanto diminuir o poder de discriminagfio entre as classes.

5.3 Subespaco Amostral

Nesta secdo daremos um tratamento formal a extragio de caracteristicas. Seja R"

um espago Euclideano de dimensdo N contendo as amostras para classificacio. A
extragio de caracteristicas mencionada aqui é equivalente a encontrar um Subespaco de
RY R, com M < N, onde para cada vetor de caracteristica no espago original R" deve-se
ter um vetor de caracteristica correspondente em RY, que preserve a performance do

classificador [9].

Seja X uma observagiio no Subespaco R”. Entio X pode ser representado por (5.1).

X =% aa, (5.1)

. N
onde {a,, a,,..., ay}é uma base de R”.
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Seja RY um subespago M-dimensional de R” formado por M vetores linearmente

independentes, £/, B2, ....Pa
W =Span{B,,B,,...B,} € dim(Wj=M <N

Os novos vetores caracteristicas em R sdo encontrados mapeando as observacdes
originais de RY em R™. Assumindo que os diversos B;’s sdo ortonormais, entio o novo

conjunto de vetores caracteristicas no subespaco R é dado pela expressio (5.2)
(XTBLX7B s X B Y= b,y 0by, ) (5.2)

onde o vetor B, mostrado na expressdo (5.3), representa as amostras no novo subespaco

M-dimensional.
B=| (5.3)

Note que o vetor o, dado pela expressdo (5.4), é uma aproximacio de X, em
termos de uma combinacdo linear de {BB....By} no espago original N-dimensional.
Idealmente, se a aproximacdo for tdo boa que a precisio de classificagio seja preservada,
entdo teremos novas caracteristicas, com dimensio M, menor que a dimensdo N anterior.
Ou seja, teremos diminuido a dimensdo das amostras porém preservado a precisio de

classificacdo.

5 =358, (54)
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Capitule 5 — Extracio de Caracteristicas

5.4 Regra de Decisio de Bayes

Nesta secdo, consideraremos um problema de classificagio de uma amostra X em

duas classes, w; e w,. Utilizando a Regra de Decisdo de Bayes, teremos:

Se Plo,.X )> Plo,, X ) Decidir por e,
Caso Contrario, Decidir por w,

Onde:

* P({w;X) € a probabilidade conjunta da amostra X pertencendo a classe

Expressando P(w;,X) ap6s a aplicacio da relagdo de Bayes, tem-se:
P(0,.X) = P(X|oy P(w;) = Pe,|X) P(X)
*  PX|my) a fungio de densidade condicional de X dado que ele pertence a classe ;;
* P(w;) a probabilidade a priori relacionada a classe w;;

* P(w;|X) a probabilidade a posteriori, ou seja, a probabilidade da classe o; dado uma

amostra X qualquer;

* P(X) € a func8o de densidade de probabilidade da amostra X,

Basicamente, esta regra nos diz que devemos escolher a classe cuja probabilidade

conjunta da amostra com a classe for a maior dentre as duas possiveis classes em questdo.

A figura 5.1 mostra a separagdo de 2 classes de dimensdo 2 no espago de
caracteristicas através de uma fronteira linear. Note que uma amostra sers classificada
como classe @, sempre que P(w.,X) > Pl X), e como classe m; caso contrario. Vale
salientar que, mesmo assumindo a maior probabilidade comjunta como critério de
classificagio, ainda teremos um erro de classificagio remanescente, entretanto este, como

foi mostrado no capitulo 2, serd estatisticamente o menor possivel.



Py, X) > Pl , X)

Caracteristica 2

\ P(e, X) > Pla , X)

Fronteira de Decisdo [Z) P(wr , X) = P(ar , X)

Caracteristica 1

figura 5.1
Fronteira de Decisio

5.5 Fronteira de Deciséo

Na Fronteira de Decisdo temos P(w;, X} = P(w; , X). Isto é, a probabilidade da
amostra pertencer a cada uma das classes € igual. Desta forma, as amostras contidas na
fronteira de decisdo, podem ser classificadas indiferentemente como pertencentes a classe

My OU M.

DEFINICAO 5.1:

A fronteira de decisdo é definida como
{X] P(X, @p) = P(X, 0)}

ou seja, como o local geométrico onde estatisticamente nfo podemos precisar a classe a

que pertence os seus pontos. A fronteira de decisdo pode ser um ponto, uma linha, uma

superficie curva ou uma hipersuperficie curva.

45



Capitulo 5 — Extragiio de Caracteristicas

DEFINICAO 5.2:

Apesar da fronteira de decisdo poder se estender até o infinito na maioria das

vezes grande parte da fronteira de decisdo nfio ¢ significante, ou seja, pouco contribui

para a classificagdo de amostras. Definiremos entio a fronteira de decisio efetiva, que

representa a parte significante da fronteira de decisdo.
A fronteira de decisdo efetiva é definida como

{X | P(X, o) = P(X,0wy), X € RjouX € Ry}

ou seja, o local geométrico onde o erro estatistico de classificacdo das amostras,
independe da escolha da classe. Onde R, representa a menor regifio que contem uma certa

porgdo da classe w; € R; a menor regidio que contem uma certa porcio da classe @;.

A figura 5.2 nos mostra um exemplo de fronteira de decisdo efetiva, onde a 4rea

em destaque contém a parte mais representativa da fronteira de decisio.

Caracteristica 2

\ ' Fronteira de Decisfic Efetiva

Fronteira de Decisio [ P(gy , X) = P(w, , X)

Caracteristical

figura 5.2
Fronteira de Decisdo Efetiva
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5.6 Estudo das Caracteristicas

Uma possivel abordagem para Extracio de Caracteristicas seria o de achar um
subespago R" com dimensdo minima M onde para qualquer observaciio X no espago

original R" teremos uma observagéo correspondente o, no subespaco RY, tal que[9]:

[Plo.X) - P00, X)] [P(w,0) - P(w,o)] > 0

isto €, para que a Extragdo de caracteristica tenha éxito, as classificages de X no espaco

original " e de o no subespago R* devem ser necessariamente idénticas.

5.6.1 Caracteristica Redundante

A extragdo de caracteristica pode ser realizada pela exclusio de informacdes
redundantes. S3o consideradas caracteristicas redundantes aquelas que ndo contribuem na

classificacio.

Dizemos entdo que Bx € uma caracteristica redundante se para qualquer

observacio X

[P(01,X) - P(02.X)] [P(w),6) - Plw;c)] > 0

N
OndeXZZN:b,-B,- € o= ZbiBi
i=l

t=lizk .

Em outras palavras, se X € o; entdo 6 & «y parai = 1,2. Observando a figura 5.3

vemos que a caracteristica somente serd redundante quando a contribuicdo da

caracteristica ndo for suficiente para que uma amostra qualquer altere a sua classificacéo.

Note que ela sera redundante toda vez que o vetor caracteristica for paralelo a Fronteira
de Decisdo [9]-[11].
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Capitulo 5 — Extragio de Caracteristicas

Note pela figura 5.3 que mesmo que uma amostra X excursione pela diregdo de B,

esta ndo deixard de ser classificada como pertencente i classe ®;, pois By € paralela 3

Fronteira de Decisao.

P(oy, X) > P(oy , X)

Classe o

Classe o,

'\ P(03,X)> P(o , X)

Fronteira de Decisdo l::) P(wy , X) = P(w, , X)

Caracteristica 2

Caracteristica 1

figura 5.3
Caracteristica Redundante

5.6.2 Caracteristica Informativa

Dizemos entio que B € uma caracteristica informativa se para pelo INenos uma

observacio X

[P(®1.%) - P(p,X)] [P(o,6) - Ployo)] < 0

ondeXzib,B, e o= ZN:b,.Bi

jusf i=bizk

Em outras palavras, se X € o; entfio o ¢ @; para i = /,2. Observando a figura 5.4
vemos um vetor caracteristica informativo e verificamos que a caracteristica sera

informativa toda vez que a contribuigio deste vetor caracteristica seja o suficiente para
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que uma amostra altere a sua classificacdo. Note que isto ocorrera de qualquer forma a

ndo ser que o vetor caracteristica seja paralelo 4 fronteira de decisio.

No caso, vemos na figura 5.4 que excursionando a amostra X pela direcdo de gy
esta deixara de ser classificada como pertencente a classe w;, pois a contribuigdo de py
pode fazer com que a amostra X ultrapasse a Fronteira de Decisfio e seja classificada

como pertencente a classe w;.

Pl , X) > P(e,, X)

Classe o)

Classe o

\ P(w; , X) > P(o; , X)

Fronteira de Decisdo !:> P(e; , X) = P(@y , X)

Caracteristica 2

Caracteristica 1

figura 5.4
Caracteristica Informativa

TEOREMA 5.1:

Se num problema de classificaciio de padrdes, um vetor € paralelo a Fronteira de
Decisdo em todos os pontos pertencentes a ela, entfio este vetor ndo contem nenhuma

informagéo util & classifica¢fo. Ele ¢ um vetor REDUNDANTE[9].

Prova: Suponha {B,,8,,....px} uma base do Espago Euclideano N-dimensional R", e gy um
vetor paralelo a Fronteira de Decisdo em todos os pontos da mesma. Seja entdo R™' um

subespaco formado por N-1 vetores, B;,By,...,Ba.s.

Suponha entdo que By ndo € uma caracteristica redundante, entio deve haver pelo

menos uma observacdo em que:
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Capitulo 5 - Extragfio de Caracteristicas

[P(63,.X) - P(©2,X)] [P(o,06) - Ploo)] < 0

N N1
0ndeX=beBf € 0=ZC,-5,'
ety

il

Sem perda de generalidade podemos supor que o conjunto de vetores B,,B;,...,py é

um conjunto ortonormal. Entdo b; = ¢; para i=1, N-/,
Logo
X' =X-06 = by

Entretanto, como foi suposto anteriormente, X € o tém classificacdes diferentes, e
isto implica que eles esto situados em lados opostos com relagdo a Fronteira de Decisdo.
Assim, como X~ pode ser entendido como uma linha que une X a o, e by apenas como
uma constante, entdo Py toca a Fronteira de Decisio em um ponto. Portanto By ndo

poderia ser paralela a Fronteira de Decisfio em todos os seus pontos. CQb

Deste teorema se derivam os Lemas 5.1 e 5.2 abaixo que sio bastante Gteis para

encontrarmos caracteristicas informativas.
LEMA 5.1;

Se um vetor V € ortogonal ao vetor normal da fronteira de decisdio em todos os
pontos da mesma, entdo este vetor V ndo contém qualquer informagdo atil a

discriminagdo entre as classes, ou seja, ele ¢ REDUNDANTE [9].
LEMA 5.2:

Se um vetor ¢ normal a fronteira de decisdo em pelo menos um ponto da mesma,
entdo este vetor contém informacdes Gteis a discriminaciio entre as classes, ou seja, o

vetor € INFORMATIVO [9].
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Capitulo 6 — Multilayer Perceptron como uma Aproximacio da Funciio Discriminante de Bayes

Capitulo 6

Multilayer Perceptron como uma aproximacio da

Func¢io Discriminante de Bayes

6.1 Introdugio

Neste Capitulo, mostraremos que uma Rede Neural MLP, quando treinada através
do algoritmo de Backpropagation, pode aproximar a Fung¢do Discriminante de Bayes, em
termos do erro quadratico médio. Isto €, a saida da Rede Neural aproxima a funcdo de

probabilidade a posteriori para cada uma das classes.

6.2 Definic¢oes Iniciais

Suponhamos inicialmente um problema de duas classes representadas por ; e w;.
Seja x um vetor de caracteristicas a ser classificado e F(w,x) a saida da Rede Neural em
funcdo da entrada, x, e dos pesos sinapticos da Rede Neural, representados por w. Seja
ainda X; o espago amostral da classe w; e X; \w X; = X. Também suponha a saida da rede

dada por 1 quando o vetor pertencer a classe ; e —1 quando pertencer a classe w;.
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Capitulo 6 —~ Multilayer Perceptron como uma Aproximagdo da Fungo Discriminante de Bayes

6.3 Funcio Discriminante de Bayes

A Fungdo Discriminante de Bayes, como foi vista no capitulo 2, minimiza a
probabilidade de erro de classificagdo e pode ser escrita de varias formas [2],[21]. Para o

n0sso proposito, seja gopfx) uma Funciio Discriminante de Bayes dada por (6.1).
go(x)=P(03§§.x)wP(032!x) (6.1)

onde Pfwylx) e Pfw:lx) sfo as probabilidades a posteriori das classes ®; € oy
respectivamente. Note que gofx) € positivo quando a probabilidade o posteriori da classe

®; € maior e vice-versa.

A distribuiciio do vetor caracteristica amostral é dada por (6.2).

p(x) = p(x|0)P@,)+ p(x|w,)P,) (6.2)

onde P(®;} ¢ a probabilidade a priori da classe oy € p(xjm;) é a funcdo de densidade de
probabilidade condicional de x dado que x pertence a classe ay. Vale salientar que na
nossa notagdo p(-) minisculo representa uma funcdo de densidade de probabilidade

enquanto que o £(-) maitsculo representa a fungio de probabilidade.

6.4 Backpropagation aproximando a saida da rede 4 funciio discriminante de Bayes

Dada as definicdes das se¢des anteriores, vamos mostrar que utilizando o
algoritmo de backpropagation, a saida da Rede, F(x,w), aproxima a funcfio discriminante

de Bayes, gy, segundo o critério de erro quadratico médio [20].

Seja Xr={x;, x2, ..., xni} © X € Xo={Xps+1, Xni+2, ov. , Xni+nzd < X. Definamos entdo a

Fungdo Erro Amostral Es(w) como mostrado na equagio (6.3).

52



Esw)= Y (F(x,w)=1)’ + 3 (F(x,w) +1)* (6.3)

xekX,; xekX,

O erro quadratico médio entre a saida da rede, dada por Fix,w), € a resposta

desejada da rede € definido por (6.4).
.1
E, () =lim— Es(w) (6.4)

onde n é o0 nimero total de amostras.

Rescrevendo a expressdo (6.4) de acordo com o nimero de amostras de cada

classe, encontramos entdo a equagdo (6.5).

E (w)= }im{ﬂ—l— S (F(rw)-1) + 2L S (F(, w)»+~1)2} (6.5)

n R e, Ay rex,

Utilizando o ndmero de amostras utilizadas no treinamento de uma determinada
classe proporcional a probabilidade a priori desta classe, entdo quando o numero n
cresce, 08 nimeros m; para todas as classes crescem proporcionalmente, contanto que a
classe em questdo tenha probabilidade a priori diferente de zero. Desta forma, pela Lei

dos grandes mimeros, encontraremos a equacdo (6.6)[18].

E,(w)= Plo,)f (F(x,w)=1) p(x|e Mx + Plo, )] (Fx.w)+1) plx|@, )dx
E,w)=[ { [P ew)+1][pkx]0)P0,)+ plx] 0, )P0, )] (6.6)

_ZF(LW){p(xl(Dl)P(mi)“ P(x]mz )P(mz )] }dx
Multiplicando ent@o a equagdo (6.1) por p(x} encontramos a equacio (6.7).

g,(x)p(x)= plx|o,)Ple,)- plx| o, )P(o,) 6.7)
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Capitulo 6 ~ Multilayer Perceptron como uma Aproximacdo da Fungio Discriminante de Bayes

Manipulando as expressbes (6.2), (6.6) e (6.7) encontraremos a equacdo (6.8)

mostrada abaixo

E,(0) = [ [P (e w)p() — 27 (x, whg, ()p(x) i +1
= J‘X [F(x, W)— £y (x)]2 p(x)dx + {1 - J-X gg' (x)p(x)dx} (6.8)
=e2(w)+ - &2 (v)plx)as]

onde  52(w)=[ [Flow)- g, (0 ok

Entretanto, o algoritmo de backpropagation minimiza Eg com relacio a w,
portanto ¢ certo afirmar que ele também minimizara £, com relagio a w. Como o termo
entre as chaves nio depende de w, minimizar E, com relacio a w € o mesmo que
minimizar ¢ com relagdo a w, ou seja, eqiiivale a dizer gue o algoritmo de
backpropagation minimiza em termos do erro quadratico médio, a diferenca entre a saida

darede ¢ a fungo discriminante 6tima de Bayes.

Note entretanto que este resultado depende da arquitetura da rede treinada. Se a
rede ndo for bem dimensionada ndo haverd uma boa aproximacio. Por exemplo, se
houver poucos neurbnios nas camadas escondidas ou se as amostras escolhidas para
treinamento ndo forem representativas o suficiente, entdo a aproximacio n3o dara um

bom resultado[20].

6.5 Aproximaciio no caso de varias classes

Nesta se¢do mostraremos que o resultado obtido na segfo anterior, ou seja, que o
algoritmo backpropagation minimiza em termos do erro quadratico médio a diferenga
entre a saida da rede e a fungio discriminante 6tima de Bayes, vale nfo s6 para o caso de
duas classes como também para um problema com vérias classes [20]. Comegaremos

com algumas definigbes a serem utilizadas no processo de generalizagio.
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Considere agora um problema de classifica¢io de k padrdes (classes) distintos.
Seja Fi(x,w) a i-ésima saida de uma rede MLP, com i=/, 2, ..., k. As saidas desejadas da

rede sdo dadas por:

1 sexe X,
o)~ ,
0 sex g X,

Define-se a fun¢o Discriminante de Bayes para a classe i como:
g.(x)=Plo, | x) paratodoi=12,...k

Neste caso, a regra de decisdo deve ser escolther a classe oy se gifx) > gi(x) para

todo j # i. Esta regra de decisio, como foi vista na se¢do anterior, é dtima no sentido de

minimizar a probabilidade de erro de classifica¢io ou o custo total da decisio.

O erro pode entdo ser definido pela expressdo (6.9).

E (w)= Z[ZFf(x,w)Jr(Fl(x,w)—i)z}+...+ Z{Zsz(x,w)+(Fk(x,w)—l)z} (6.9)

xeXy| Jwi & X, j=k

Pela equagdo (6.5) encontraremos o erro médio através da equacdo (6.10):

E, =lim}wES(w)

H--3cR n

=Iim{iﬁ"f_ml_ Z[Z 2w (B s W)‘})ﬂ} (6.10)

=1 Ny xe Xy j#k

Aplicando novamente a lei dos Grandes Numeros e simplificando a equacgfio

teremos como resultado a equagdo abaixo descrita.
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Ea(w):P(wl)[[X (7 (x, w)-1) plx |, dx +L{F22 (x, W)P(x!@J‘:ix'*'“-"é"L ﬂz(x,w)p(x[ml}ix]
+ Plo, )UXEE(x,w)p(x[mz)dx+IX(F2(x,w)wl)2p(x1032)dx~§»...+LFf (x, W)p(XiO)z )jx]

+...+P(mk){...]

Z[JX (F. (e, w)=1) plx |, )Plos, tx + 2 F wple o, )P(mj)dxj

; J‘X {Ez (x, w{ip(x | mj)P(mj )Jw[zf'”, (x, w)-l]p(x | col.)P(co,.)}dx (6.11)

J=1

Pela relagéo de Bayes, encontramos as seguintes identidades:

2 plxlo, )Plo, )= plx)

" plx10,)P(o))= peo)
_ Plo, | x)p(x)
=g, (x)p(x)

Assim, a equagio (6.11) se transformara em (6.12) que pode ser vista abaixo.

£, = [ 7 ) e)- 2 s ) e (o]
=3[ )-8, GIF plekie+ .60 - ¢, (ol

(6.12)

Note que, assim como aconteceu na segdo anterior, o termo entre chaves niio
depende de w, logo o algoritmo Backpropagation ao minimizar o erro médio também

minimiza o seguinte termo:

o0 = 2], 17 s0)- 5, F pleke 619
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Em outras palavras, utilizando o algoritmo de Backpropagation para treinamento, a
fun¢lo da rede aproxima em termos do erro quadratico médio, a fungio discriminante de

Bayes.

6.6 Saida aproxima a Funciio Discriminante de Bayes

A partir de (6.13) podemos verificar que &’

¢ minimizado segundo o algoritmo
backpropagation. Analisando & verificamos que no caso ideal, ou seja, quando igual a

Zero, nos gera a expressao (6.14):
Filx,w)=g.(x) (6.14)
dai,

Fi(x,w)= Plo, | x) (6.15)

Ou seja, a saida de uma rede MLP aproxima em termos do erro quadratico médio a
probabilidade a posteriori de uma amostra pertencer a determinada classe. Dai,
poderiamos concluir que idealmente, uma rede treinada até a exaustio nos geraria um

classificador 6timo de Bayes.

Note, entretanto que isto € um caso ideal e que depende sensivelmente da arquitetura
da rede se por algum acaso o numero de células escondidas na rede for insuficiente, a
aproximag¢do com relagdo a funcfio de densidade de probabilidade a posteriori sera

bastante pobre.

Portanto, a0 minimizarmos o erro quadratico médio numa rede neural a partir do
algoritmo de backpropagation, também aproximamos a saida da nossa rede & funciio
discriminante de Bayes, tanto no problema de duas classes como no problema de
multiclasses. Assim, podemos dizer que cada saida da rede treinada aproxima a

probabilidade a posteriori da sua classe correspondente.
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6.7 Backpropagation Bayesiano

Vimos na se¢do anterior que o algoritmo de backpropagation aproxima a funcio 6tima

discriminante de Bayes em termos do erro quadréitico médio.

Entretanto, em [17] Nedeljkovic mostrou que apesar do algoritmo
backpropagation aproximar a fun¢io discriminante de Bayes, em todo o espago amostral,
em pontos especificos podem existir fungdes que apresentem um erro menor do que a

encontrada pela rede treinada.

Como exemplo, suponha a figura 6.1. Nela, vemos que apesar da fungdo 1
aproximar a funcio discriminante de Bayes em todo o espago amostral, a funcdo 2 bem
diferente no que se refere ao espaco, possui uma aproximacfo melhor quando analisamos

apenas o ponto da fronteira de decisdo entre as duas classes.

fungéo discriminante de Bayes

L

figura 6.1
Aproximacio da funcdo discriminante

Como em problemas de classificagdo de padrGes o maior interesse é em diminuir
o erro de classsificacdo, entdo utilizar um método que minimize a fungéio discriminante

de Bayes apenas na fronteira de decisdio pode melhorar o desempenho do classificador.

Assim, Nedeljkovic sugeriu em [17] um algoritmo que minimiza a probabilidade
de erro de classificagdo, ou seja, aproxima ainda mais a fronteira de decisio tedrica da
fronteira de decisio encontrada pela rede neural. A este algoritmo ele deu o nome de

backpropagation Bayesiano.
58



Entretanto, em [12] Ling fez alguns experimentos e verificou que, na pratica, a
melhoria do método proposto em [17] se mostrou muito pequena em alguns casos, e em
alguns outros até piorou o desempenho do sistema de classificagdo. Desta forma, nio
chegamos a festar este algoritmo e trabalhamos simplesmente com o algoritmo

backpropagation convencional.
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Capitulo 7

Algoritmo para Extracido de Caracteristicas via

Redes Neurais

7.1 Introdugio

Neste capitulo proporemos um novo método para extragdo de caracteristicas
discriminantes utilizando redes neurais. Este método baseia-se na funcéo discriminante de
Bayes, discutida no capitulo 3, e também no fato de que as caracteristicas discriminantes
para fim de classifica¢do podem ser obtidas a partir da fronteira de deciséio, o que foi

mostrado no capitulo 5.

Assim, mostraremos inicialmente como, a partir dos resultados obtidos nos
capitulos anteriores, encontrar a fronteira de decisfio do classificador. Uma vez encontrada
a fronteira de decisfio, vamos definir a Matriz de Caracteristica da Fronteira de Decisdo, ¢
mostrar quais as propriedades da mesma que a fazem capaz de encontrar um novo espago
de caracteristicas de dimensdo reduzida, onde as caracteristicas originais devem ser

projetadas.

Por fim, proporemos um algoritmo capaz de realizar a extracfio de caracteristicas

discriminantes a partir de uma rede neural treinada pelo algoritmo backpropagation.
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7.2 Revisdo Bibliografica

A maioria dos algoritmos de extracio de caracteristicas podem ser vistos como
transforma¢des lineares. Um dos algoritmos mais utilizados atualmente € a transformada
Karhunem-Loéve, também conhecida como Anélise dos Componentes Principais, e que
decompde os sinais segundo a sua distribuicio no espago de caracteristicas. Esta
transformada ¢ otima para representacio de sinais na medida em que reduz a dimensdo dos
dados originais encontrando um erro quadratico médio minimo. Entretanto, nem sempre a

transformada gera caracteristicas 6timas no que se refere a separagdo de classes [5], [11].

Em andlise do discriminante, um conjunto de vetores caracteristicas & selecionado
para maximizar um determinado critério de selegdio. Entretanto, analise do discriminante
utiliza a diferenca entre as médias dos vetores caracteristicas, dal se esta diferenca for
pequena o uso da andlise do discriminante ndo é funcional. Além disto, andlise do
discriminante também apresenta uma limitacio por ndo funcionar em sistemas onde

existem dados multi-modais [11].

Patrick apresentou em [25] um processo para extracio de caracteristicas onde uma
funcdo distincia nfio quadratica, definida entre as classes, é definida para encontrar o
melhor sobespago linear. Mas, este método seria dificil de ser implementado em redes

neurais.

Em [22] Short e Fukunaga propuseram um algoritmo para extragcdo de
caracteristicas particionando o espago de caracteristicas em regides de interesse. Assim, o
problema de extragdo ¢ simplificado e, para cada subregido, ¢ realizado uma estimacio
linear. Entretanto, este método também seria dificil de ser aplicado utilizando redes neurais,

uma vez que deveriamos treinar uma rede para cada subregido.

Redes neurais tém sido bastante utilizadas para resolver problemas de extracdo de
caracteristicas [111]. E, muitos métodos para extrac3o de caracteristicas e para selecdo de
caracteristicas tém sido propostos. Mao e Jain fizeram uma analise extensiva sobre esta

area, e pode ser vista em [15]. Em [4] e [24] é mostrado um estudo sobre a relacdo entre
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analise do discriminante e redes neurais, e em [16] Mao e Jain adaptaram a analise do

discriminante para redes neurais.

Em [10], Lee et al. propde um algoritmo que baseia-se diretamente da fronteira de
decisdo, e tem por propriedades encontrar a quantidade minima de caracteristica necessaria
para obter a mesma precisio de classificaco do que no espago original, e nfo deteriorar a
sua performance mesmo quando existem diferencas pequenas de médias e covariancias.
Este metodo tem por desvantagem exigir um custo computacional muito alto. Desta forma,
neste capitulo mostramos este método e propomos um algoritmo que encontra as
caracteristicas diretamente a partir de uma rede neural treinada sem exigir um custo

computacional elevado.

7.3 Revisio dos Capitulos Anteriores

Vimos no capitulo 2 que, dentro de Reconhecimento de Padrdes, um dos principais
objetivos ¢ encontrar um conjunto de dados que possa representar um objeto de forma
eficiente. Assim, a partir de um conjunto de medidas, devemos encontrar aquele conjunto

de caracteristicas que possa distinguir este objeto de qualquer outro.

Entretanto, como foi visto no capitulo 5, o conjunto de dados que se extrai de um
sinal normalmente possui uma dimenséo muito grande, contendo em geral uma quantidade
significativa de informagdes redundantes. Desta forma, utilizamos extracio de
caracteristicas para encontrar um conjunto de vetores de dimensdo reduzida que possa
representar eficientemente um objeto, ou de forma equivalente, reter somente as

informacdes relevantes.

Vimos também que a utilizagdo de redes neurais pode trazer vantagens
significativas com relagdo a outros meétodos de classificagio e de extracio de
caracteristicas, uma vez que, mesmo sem informacgSes probabilisticas ou estatisticas

podemos implementar, idealmente, um classificador de Bayes baseado somente nos dados
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experimentais. Além de que, uma vez treinadas, as redes neurais podem ser utilizadas para
determinar a fronteira de decisdo de um problema de classificacio com a vantagem de ter

um custo computacional reduzido em relagio a outros métodos de classificacio.

Mostramos ainda no capitulo 5 que a partir dos neurdnios treinados de uma rede
MLP, podemos encontrar uma aproximacdo da fronteira de decisio no espaco amostral de
entrada através dos hiperplanos formados pelos neurénios da primeira camada escondida da
rede. Ainda neste capitulo, vimos que através desta fronteira de decisio podemos reter

somente as informagdes teis a classificacdo.

No Capitulo 6, mostramos que uma rede MLP, adequadamente treinada, aproxima a
fungdo discriminante de Bayes. Dai, concluimos que encontrando a fronteira de decisio a
partir da rede treinada, aproximamos a fronteira tima para classificacio em termos do erro

quadrético médio.

7.4 Matriz de Caracteristicas da Fronteira de Decisio

No capitulo 5, vimos que um vetor normal em pelo menos um ponto a fronteira de
decisdo € um vetor caracterfstica discriminante informativo. Vimos também no capitulo 3
que os hiperplanos que formam a fronteira de decisdo podem ser encontrados a partir dos

neurdnios da primeira camada escondida da rede neural treinada.

Assim, temos como objetivo nesta se¢do, definir a Matriz de Caracteristicas da
Fronteira de Decis&o[9], Zucrp, € em seguida, mostrar algumas propriedades de Sicrp, que
nos ajudam a encontrar um conjunto de vetores independentes entre si ¢ que formem os
vetores normais a fronteira de decisdo. Procedendo desta forma, teremos encontrado um
novo subespago onde, quando projetarmos as amostras no espago original, preservaremos o

mesmo nivel de classificacio das mesmas.
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DEFINICAO 7.1: A Matriz de Caracteristicas da Fronteira de decisdo:

Seja N(X) o vetor coluna normal unitdrio a Fronteira de Decisdo no ponto X, Entdo a

Matriz de Caracteristicas da Fronteira de Decisdo Zycrp € definida como:
1
ZMCFD = E_{N(X)NT (X)P(X)dX (7.1}
N

onde X representa um ponto pertencente ao espago amostral de entrada, p(X) representa a
fungdio densidade de probabilidade destes pontos, e S o lugar geométrico onde a integral &
realizada, ou seja, a propria fronteira de decisdo. K ¢ apenas uma constante de normalizacio
dadapor K= [px)ax e equivale a probabilidade dos pontos pertencerem a fronteira

de decisdo.

Note que a Matriz Zycrp acima € obtida por um processo de integracio que fornece

a esperanca matematica de N(X)N(X) T

Desta forma, a matriz obtida € uma média sobre a superficie de decisdo. Isto quer
dizer que a equaclo acima determinard um hiperplano médio que aproximara a superficie
de decisdo. Portanto, s6 fard sentido utilizd-la se a superficie, ou trecho dela, puder ser

aproximada razoavelmente por hiperplanos.

7.4.1 Propriedades da Matriz de Caracteristicas da Fronteira de Decisio

Nesta secdo listaremos algumas propriedades da Matriz de Caracteristica da

Fronteira de Decisdo. As provas destas propriedades podem ser encontradas em [9]-[11].
e Propriedade 1: A Matriz de Caracteristica da Fronteira de Decis3o é real e simétrica.

s Propriedade 2: Os autovetores da Matriz de Caracteristica da Fronteira de Decisfo sdo

ortogonais.
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¢ Propriedade 3: A Matriz de Caracteristica da Fronteira de Decisiio & positiva e

semidefinida.

» Propriedade 4: A Matriz de Caracteristica da Fronteira de Decisio pode ser expressa

como uma soma de matrizes calculadas por segmentos que compdem a fronteira de

decisdo.
Estas propriedades nos levam a dois teoremas descritos a seguir:

TEOREMA 7.1: O Rank da Matriz de Caracteristica da Fronteira de Decisio Zucrp de um
problema de Classificagdo de Padrdes representaré a quantidade minima de caracteristicas
capazes de classificar corretamente um objeto. Em outras palavras, ser a dimensdo minima

que o vetor de caracteristicas pode ter, preservando a precisio de classificagio da dimensio
original {9].

Prova: Seja X uma observa¢do no espago Euclideano N-dimensional R" sobre a hipétese
Hp Xew; {i=1, .., J} onde J ¢ o nimero das classes. Seja Zycrp a Matriz de

Caracteristicas da Fronteira de Decisdo como definida anteriormente. Suponha entio que

rank(Zycrp)=M<N

Sejam {¢;, 0,.... ,¢x/} os autovetores de Luycrp correspondentes aos autovalores nio
nulos. Entdo um vetor normal a fronteira de decisfio em qualquer ponto da fronteira de
decisdo pode ser representado como uma combinacio linear dos autovetores de YycFp, 1Sto

€,

M
Y vorsa, = Z a0,

=l

Qualquer conjunto de vetores linearmente independentes pode ser estendido para

uma base do espago vetorial. Assim, nés podemos expandir {¢;, ¢s,... , ¢y para formar uma
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base para o espa¢o Euclideano N-dimensional. Seja entdo a base estendida dada por {9,

1SR YYA TV % SO o111 8

Sem perda de generalidade, podemos assumir que (¢, ¢z... .01 Garer... O}
formam uma base ortonormal, pois sempre € possivel encontrar uma base ortonormal para
um espa¢o vetorial usando o procedimento de Gram-Schmidt. Como a base &
assumidamente ortonormal, todos 0s vetores {as+s,... ,¢n} sdo ortogonais a qualquer vetor

Vworuar normal a fronteira de decisdo. Isto porque para i=M+/, ..., N.

M
d)iTVNORMAL = ¢ir Z%d?k
k=l

M
-:Zak(bfr(l)k =0 dadoqued/ ¢, =0sei=k
k=l

Desta forma, de acordo com o que foi visto no LEMA 5.1 do Capitulo 5, os vetores
{®ar+/.... ,On} NE0 contribuem para discriminar as classes portanto podem ser considerados
redundantes. Portanto, o nimero de caracteristicas redundantes € N-M e a dimensdo minima
do vetor de caracteristicas € o rank da matriz de caracteristicas da Fronteira de Decisdo.
CQD

Note que nio assumimos nada a respeito da quantidade de classes do problema.
Desta forma, este resultado serve para qualquer quantidade de classes de um problema de

classificag¢do de padrdes.

TEOREMA 7.2: Os autovetores da Matriz de Caracteristicas da Fronteira de Decisdo num
problema de Classificagio de Padrdes correspondentes aos autovalores ndo nulos sdo os
vetores caracteristicas necessarios para preservar a precisio de classificacdio encontrada no

espaco original do problema. [9]

Prova: Na prova do Teorema 7.1, foi mostrado que os autovetores Zycrp correspondentes

aos autovalores nfo nulos s3o o0s unicos vetores discriminante informativo. Assim,
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podemos desprezar os autovetores de Tycrp cujos autovalores sdo nulos, uma vez que os

mesmos possuem informacdes redundantes.

7.4.2 Procedimento para encontrar a Matriz de Caracteristica da Fronteira de

Decisdo

No capitulo 4 vimos que, dada uma rede neural MLP treinada para classificacfo,
podemos encontrar os vetores normais N(X) aos hiperplanos que formam a fronteira de
decisdo Zycrp a partir dos pesos sinapticos dos neurdnios que formam a primeira camada

escondida.

Lembramos que, como foi dito na segfio 4.7, para a nossa dedugdo, a rede MLP
ideal € aquela apresentada na segfio 4.6 cujos neurdnios da camada escondida tém funcio
de ativag@o abrupta e néo diferenciavel. Dai, os vetores normais a fronteira de decisio
equivalem exatamente aos pesos sinapticos dos neurénios da primeira camada escondida.
Entretanto, nos nossos experimentos mostraremos como as funcbes de ativagio

diferencidveis influenciam na fronteira de deciso proposta.

Ja na se¢do anterior vimos que a Matriz de Caracteristica da Fronteira de Decisio &
encontrada pelos vetores normais 2 fronteira de decisdo. Esta Matriz tem as caracteristicas e
propriedades descritas na se¢do anterior, e os autovetores correspondentes 2o0s autovalores
néo nulos desta Matriz devem gerar um subespaco onde as caracteristicas originais poderdo

ser projetadas sem haver perda na precisdo da classificaco.

Teoricamente, a Matriz pode ser encontrada a partir de (7.1). Entretanto, podemos
esperar que a fronteira de deciséo entre todas as classes do problema de classificagdo seja
uma combinacdo de todos os hiperplanos, no espago amostral de entrada, encontrados a

partir dos pesos sindpticos dos neurdnios da primeira camada escondida da Rede Neural.
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Clagss 3

Classe 2

figura 7.1
Fronteira de Decisfio Aproximada

Como foi visto no Capitulo 5, todos os hiperplanos encontrados ser3o combinados
pelos outros neurénios das camadas seguintes da Rede Neural gerando assim a fronteira de
decisdo, que serda uma aproximacio em termos de hiperplanos da fronteira real entre as
classes. Na figura 7.1 temos um exemplo de um possivel sistema de classifica¢do de
padrdes com trés classes, Nela mostramos a distribuiciio de trés classes, a fronteira de

decisdo real e uma fronteira de decisdo que aproxima a fronteira real por hiperplanos.

Vale salientar que a estrutura da rede poderd ser determinante para se obter uma
fronteira de decisdo proxima da real. Idealmente, quando o nimero de neurdnios na camada
escondida tender a infinito teremos entdo a fronteira de decisio neural igual a fronteira de

decisdo real entre as classes.

Devemos entdo encontrar Xycrp a partir da equagdo (7.1), entretanto, como a
fronteira de decis@io € constituida por pedagos de hiperplanos, o célculo da Matriz de
Caracteristicas da Fronteira de Decisdo pode ser simplificado resultando na equacio (7.2)

mostrada abaixo:
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L 1
ZMCFD = ZN"N"T WEJ.P(X)dX
- s (7.2)
=> NN

faf

onde N; equivale ao vetor gerado pelos pesos sindpticos do i-ésimo neurdnio da camada

escondida e L representa a quantidade total de neurdnios da camada escondida.

7.4.3 Subespaco gerado

Pelos teoremas 7.1 e 7.2, sabemos que os autovetores correspondentes a autovalores
ndo nulos de Zycrp, formam um subespaco onde as projecdes das amostras originais neste

novo subespago preserva a precisio de classificacio das amostras.

Procedendo desta forma, estaremos criando um novo espago com a mesma
capacidade de classificag8o do espago anterior, entretanto com uma dimensdo menor do
que a original. Dai, mapeando as amostras originais no novo espaco gerado, encontraremos
uma nova representacdo para as amostras, que sdo separadas por uma outra fronteira de

decisdo equivalente no novo espago.

7.5 Algoritmo de Extrac¢do de Caracteristicas Lee/Landgrebe

Nesta se¢fo mostraremos um outro método de extracio de caracteristicas proposto

em [9]-[11] por Lee e Landgrebe.

Seja uma rede MLP treinada pelo algoritmo backpropagation, e assuma um
problema de duas classes. Dai, podemos pensar numa rede com apenas duas saidas, sendo

uma para cada classe.
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Assim, utilizando as definigGes feitas anteriormente, define-se fronteira de decisio
de uma Rede Neural, como a regifio geométrica onde ambos os neurdnios de saida tém o

mesmo valor de ativacio.

Denotando-se a saida de cada neurbnio i como OUTyX) onde X é um vetor de
entrada e seja A(X) = OUT(X) - OUT(X), entdo a regido de decisdo pode ser definida

como:
{X|h(X)=0). (7.3)

Como nédo podemos resolver (7.3) analiticamente, devemos encontrar a fronteira de

decisdo numericamente. Dai, utilizamos o seguinte procedimento numérico:

Assuma Y e Z classificados corretamente em classes distintas. A linha que une Y a Z, deve

entdo passar pela fronteira de deciséo.

Movendo entfio um ponto sobre esta linha, podemos encontrar um ponto X na vizinhanca da

fronteira de decis@io dentro de um intervalo €, como pode ser verificado na figura 7.2.

. Fronteira de Deciséio

£

‘s\\ x
Y . e * 7
\\.
S k'\ -
s
’
f
figura 7.2

Fronteira de Decisio achada numericamente
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Uma vez achado o ponto X, o vetor normal a fronteira de decisio no ponto X € dado

por 7.4:
oh ch ch
VAH(X) = —x +—x,+,..,—x
ox, ox, -~ ox, (7.4)
onde
h()() = OUT}()O - OUTQ(/Y)
e
OUT(X) = F(Wy/F(W.X))
OUTX) = F(W/F(W.X))
sendo:
W, - Matriz de pesos de entrada;
W, - Matriz dos pesos escondidos;
F - Fungdo de ativacdo;

Entretanto, como o nimero de camadas escondidas pode ser variavel, entdo o
cdlculo analitico de (7.4) pode se tornar bastante complexo, dai utilizou-se o calculo

numérico do gradiente de 4, pela expressdo 7.5:

Ah Ah
X, + Ax, xﬂ,...,x;mxn (7.5)

Ah
Vh(X) =~ A
1

Pode-se entdo achar o vetor normal unitario N; através de 7.6:
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V(X))
T VR(X)) (7.6)

E a nova matriz de caracteristicas da fronteira de decisio podera ser estimada por

1 r :
ZperM T —L_Z‘ NN, onde L é o nlimero de amostras corretamente classificadas.

Dai, devemos encontrar os autovetores e autovalores correspondentes a partir da
matriz de caracteristicas da fronteira de decisdo, e extrair as caracteristicas como descrito

no capitulo 5.

7.6 Algoritmo Lee/Cavalcanti

Na secgo anterior vimos o algoritmo de extracdo de caracteristicas apresentado por
Chulie Lee et al. em [9]. De uma forma geral, o algoritmo ¢ valido, e pode ser utilizado em
qualquer sistema de reconhecimento de padrdes que utilizar uma rede MLP para
treinamento. Entretanto, o algoritmo possui uma grande limitagdo, na medida em que o
mesmo requer um custo computacional muito elevado para encontrar a fronteira de decisdo

do problema.

Desta forma, nesta secdo propomos um algoritmo capaz de minimizar o custo
computacional para encontrar a fronteira de decis@o, onde encontramos a fronteira de
decisdo diretamente da rede neural treinada. Chamamos entdo o algoritmo de extragdo de
caracteristicas de algoritmo de extragfio de caracteristicas Lee/Cavalcanti, e como sera
mostrado nesta se¢do € no capitulo destinado a apresentacdo dos resultados, o algoritmo

possui um desempenho semelhante ao algoritmo proposto por Chulle Lee et al. em [9].
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Vimos no capitulo 4, que podemos encontrar os vetores normais aos hiperplanos
que formam a fronteira de decisdo a partir dos neurénios da primeira camada escondida de

uma rede neural MLP.

Os vetores normais a cada um dos hiperplanos que formam a fronteira de decisdo
sdo encontrados pelos pesos sindpticos dos neurdnios que ligam a entrada de dados aos

neurdnios da primeira camada.

Assim, sendo i o nimero do neurénio da camada escondida e J a dimensdo dos
dados de entrada, encontraremos em (7.7) os vetores normais, @;, aos hiperplanos que

formam a fronteira.
@, = 1=i<l (7.7)
onde L representa a quantidade de neurdnios da primeira camada escondida da Rede Neural

MLP de classificagio.

Neste momento, dispomos de todos os vetores normais {®; @z ..,¢;} aos
hiperplanos que formam a fronteira de decisfio. Poderemos entio encontrar a Matriz

Caracteristica da Fronteira de Decisdo a partir da equacio (7.8).

L
ZDBFM = ;NfoT (7.8)
onde
N o
o]
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Isto €, NV, representa o vetor unitirio normal ao hiperplano i. E a Matriz T MCFD Sera a

responsavel pela elaboragdo de um subespago onde as amostras projetadas neste subespaco

deverdo manter a mesma precisdo de classificacéo.

Deveremos entfio encontrar os autovetores e autovalores correspondentes da matriz
encontrada em (7.8). Sendo D a dimensfio dos dados originais, entiio deveremos encontrar

D autovetores e autovalores correspondentes relacionados & Matriz da Fronteira de Decisdo.

Entretanto, os autovetores correspondentes a autovalores nulos deverio ser
desprezados, sobrando apenas M vetores que também formam um subespaco R, com

dimensdo M, com M<D, Desta forma,

{602, .., ¢u/ forma uma base ortonormal para R (7.9)

Deveremos entdo projetar as amostras originais, representadas por X, no novo

subespaco RY. Assim, a nova amostra serd representada por Y e seré obtida em (7.10):
Y={X"0;, X ..., X ou} (7.10)

Fazendo entdo esta mudanga de base para cada uma das amostras teremos um novo
conjunto de dados que mantém a mesma precisfio de classificacdo do conjunto de dados
original, entretanto possuem uma dimensdo menor que a original. Vale salientar que este
novo conjunto de amostras deve ser treinado numa nova rede neural. Entretanto, apesar de
existir um novo treinamento, este serd mais rapido que o primeiro por se tratar de um
conjunto de dados de menor dimensfio, e como normalmente uma aplicagio de
classificacio tem wum wuso bastante repetitivo, entio o algoritmo poderd reduzir

substancialmente o tempo de processamento de classificagdo.
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7.6.1 Resumo do Algoritmo Lee/Cavalcanti
PASSO 1) Treinar a rede MLP com todas as amostras na dimensao original;

PASSO 2) Encontrar todos os vetores normais aos hiperplanos que formam a fronteira de

decisdo diretamente da Rede Neural,

PASSO 4) Encontrar a Matriz de Caracteristica da Fronteira de Decisio utilizando os

vetores normais encontrados no passo 3:
o T
ZDBFM - Z NN,
H

PASSO 5) Selecionar os autovetores representativos de acordo com a magnitude dos seus

autovalores. Escolheremos aqueles cujos autovalores sio ndo-nulos;

PASSO 6) Encontrar um novo conjunto de amostras usando os autovetores encontrados no

passo 3;
Y:{XT I XT 2, ...,XTd)M}

PASSO 7) Treinar uma nova Rede a partir das amostras encontradas no passo 6;
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Capitulo 8

Resultados Obtidos

8.1 Introducio

No capitulo 4 mostramos que a2 partir dos pesos sinapticos dos neurdnios da
primeira camada escondida de uma rede neural MLP, como a mostrada na segio 4.6,
treinada para classificag®0, encontramos os vetores normais aos hiperplanos que formam a
fronteira de decisfio. Ja no capitulo 7 vimos o algoritmo Lee/Cavalcanti que tem como
principal objetivo extrair caracteristicas baseada na fronteira de decisfio a partir de uma
Rede Neural MLP treinada para classificagfio. Assim, neste capitulo, descreveremos
inicialmente as simula¢des realizadas ¢ mostraremos como a fronteira de deciséo pode ser
realmente encontrada a partir dos hiperplanos encontrados pelos neurénios da camada
escondida. Em seguida, comprovaremos a eficiéncia do algoritmo de extragio de

caracteristicas Lee/Cavalcanti exposto no Capitulo 7.

Desta forma, na secio 8.2 descreveremos algumas caracteristicas do classificador
MLP utilizado para os testes. A segdo 8.3 € dividida em varias subsegdes que mostram
separadamente a fronteira de decisdo obtida em vérios exemplos. Na secio 8.4,
mostraremos o efeito sobre os hiperplanos quando incluimos fungbes de ativacdo suaves

a0s inves de abruptas, como citado no capitulo 4. Na secfio 8.5, mostraremos alguns

exemplos em que realizamos a extragdo de caracteristicas. Na secfo 8.6 faremos uma
comparagdo entre a fronteira de decisdo encontrada pelo método Lee/Cavalcanti e a

fronteira encontrada pelo método Lee/Landgrebe, que encontra a fronteira de decisdo a
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cada ponto. E importante ressaltar que nesta secdo utilizaremos dados sintéticos com

distribuigio gaussiana gerados a partir do programa SAS.

Na segdo 8.7 mostraremos os resultados encontrados a partir da extracio de
caracteristicas realizados em dados reais. Os dados reais utilizados foram os mesnios
utilizados por Lizarraga/lee para reconhecimento de assinaturas estaticas em [13].
Finalmente, na se¢8o 8.8, tiraremos nossas conclusdes a respeito do trabalho realizado e

daremos algumas sugestdes para trabalhos futuros.

8.2 A Implementacio do classificador neural

Para cada conjunto de dados da segdio 8.3 tivemos de implementar um classificador

baseado numa rede MLP treinada pelo algoritmo de backpropagation.

Realizamos entio o treinamento da Rede Neural utilizando metade dos dados
gerados, e utilizando a outra metade dos dados para o teste de classificacio. A Rede foi

implementada utilizando a linguagem “C” e também o programa MATLAB.

O critério de parada ¢ dado pela convergéncia da rede em termos do erro quadratico
medio. Quando a rede ndo consegue convergir para um erro pré-determinado &, entio
utilizamos como critério de parada a quantidade de épocas de treinamento. Neste trabalho,
adotamos 50.000 épocas. Este valor foi escolhido experimentalmente j& que havia pouca

mudanga no erro quadratico médio da rede apés 50.000 ciclos de treinamento.

A mesma configuracio de rede ¢ adotada para todos os exemplos mostrados, a qual
consiste de uma rede com apenas uma camada de neurdnios escondidos. Porém, com
quantidade de neurdnios escondidos varidvel a fim de verificarmos como a fronteira de

decisdo se comporta de acordo com a quantidade de neurénios.
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O passo do treinamento, 1, € fixo e igual a 0,9 com um momentum, o, nulo. Assim,
a taxa com que o0s pesos sinapticos dos neurdnios da rede sdo atualizados ¢ fixa e a variagio

anterior do peso ndo sera considerada.

Implementamos a rede neural utilizando a fungfo tangente hiperbolica como a
funcio de ativagdo da rede. Entretanto em alguns casos modificamos o coeficiente coef da
funciio tangente hiperbdlica tanhicoef*x). A alteracdo deste coeficiente faz com que a
funcio de ativagdo modifique a suavidade de sua transigdo, 0 que, cOmo veremos nos
exemplos da préxima secfio ¢ como foi descrito no capitulo 4, faz com que a fronteira de

decisdo se torne mais ou menos abrupta.

8.3 Estudo experimental da fronteira de decisdo utilizando dados sintéticos

Com o objetivo de encontrar a fronteira de decisdo, utilizamos alguns exemplos de
tipos de fronteira de decisdo sugeridos em [2] por Duda & Hart. Neste caso, como os dados
utilizados sfio gaussianos, € possivel encontrar a funcdo discriminante de Bayes na forma
analitica para cada uma das classes, a partir da expressdo (8.1). A fronteira de decisdo
tedrica pode ser obtida, e mostrada explicitamente fazendo g,(x) = gz(x). Assim, para cada
caso abaixo mostraremos também a fronteira de decisfo tedrica. Os exemplos a seguir
mostram variadas formas de fronteira como uma pardbola, hiperbole, circular, reta e

eliptica.

gi(x) =x'Wx+ w,.fx + W,
onde

W=tz
2

(8.1)
W, :2;1“i

Wy, = m%p;‘Zi‘pf —é—log[ifl +log Plo,)
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8.3.1 Exemplo 8.1

No primeiro exemplo, as classes @; e @ tém distribui¢fo normal com os seguintes

parametros:

) [ty [o o

1 Jul 071“09
1. Jos o

@2 S PN 2 EP

(Geramos um conjunto de 10.000 amostras de cada uma das classes. Sendo que deste
total, 5.000 amostras de cada classe foram utilizadas para testar o classificador. Podemos
ver na figura 8.1 o conjunto de dados gerados. As amostras representadas em vermelho
pertencem a classe @; enquanto as amostras representadas em verde pertencem a classe ws.
Note que pare que pudéssemos visualizar as amostras de ambas as classes numa s6-figura,
plotamos inicialmente as amostras da classe @;, e em seguida sobrepomos os pontos
relativos a classe w;. Desta forma, existern pontos pertencentes a classe @, que ndo podem

ser visualizados nesta figura.

i

figum 8.1
Conjunto de dados do exemplo 8.1
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A rede foi implementada inicialmente com 10 neurbnios na camada intermediaria.
A figura 8.2 nos mostra as amostras classificadas corretamente em cada uma das classes As
amostras representadas em vermelho sfo aquelas que pertencem a classe @; ¢ que foram
classificadas corretamente. J& as amostras representadas em verde pertencem a classe @; e
também foram classificadas corretamente. O limiar entre as amostras representadas em
verde e as amosiras representadas em vermelhas representa a fronteira de decisfo pratica
para este exemplo. Note também que a figura também mostra a fronteira de decisdo teodrica
circular, dada pela expressio (8.2) derivada de (8.1) e que pode ser visualizada na figura

8.2 como a linha circular em azul.

v+ {x1) =306 (8.2)

figura 8.2
Clagsificacio e fronteira tedrica do exemplo 8.1

Mostramos entfio na figura 8.3 os diversos hiperplanos obtidos experimentalmente e
que contribuem para a formac¢fo da fronteira de decisdo. Estes hiperplanos foram extraidos
dos pesos sinapticos dos neurdnios da primeira camada escondida da rede neural. Note que
os hiperplanos determinam células de classifica¢do e que como foi mostrado no capitulo 4,
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e fungdo da segunda camada de neurdnios separar estas classes e consequentemente
determinar a fronteira de decisdo, que sera entdo formada por parte dos hiperplanos

encontrados a partir dos neurdnios da camada escondida de neurénios.

-1l
-0

figura 8.3
Hiperplanos que formam a fronteira de decis3o do exemplo 8.1

Na figura 8.4 temos uma viso em ZOOM da figura 8.3. Note que apesar dos
hiperplanos ndo determinarem exatamente a fronteira de decisio, ele indicam uma boa
aproximagdo para a mesma, ¢ este fato provém das nio-linearidades introduzidas nos
neurdnios da camada escomdida. Entretanto, a influéncia da fungio de ativacdo sera melhor

discutida na segiio 8.4.

Vemos também nas figuras 83 e 8.4 que a fronteira de decisdo pratica ndo ¢
exatamente circular como esperavamos, mas isto provém do fato de que esta era uma rede
experimental e com apenas 10 neurdnios. No caso ideal, numa rede com infinitos
neurbnios, e infinitas amostras significativas para o treinamento teriamos. a fronteira de

decisdo pratica encontrada pela rede igual 4 fronteira de decisio ideal.

Existem alguns hiperplanos, como podemos ver nas figuras 8.3 e 8.4, que ndo

contribuem para a formagdo da fronteira de decisio. Por exemplo, na figura 8.3 vemos
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apenas 9 hiperplanos quando. esperavamos 10, uma vez gue tinhamos uma rede com [0
neurdnios na camada escondida. Isto se deve ao fato de que no treinamento da rede alguns
neurdnios convergiram para uma regifio diferente daquela que se esperava. Desta forma,
sugerimos desde ja que seja feito um trabalho de prunning a fim de que no final do
treinamento da rede tenhamos uma rede composta apenas pelos neurdnios que contribuem

para a classificacio das amostras.

figura 8.4
Zoom da figura 8.3

8.3.2 Exemplo 8.2

Neste segundo exemplo, as classes @; e @, tém distribuicdo normal com os

seguintes pardmetros:

| 9 0
“ i P e P
4 05 0
@, fy = oy =
: I i R
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Geramos mais uma vez um conjunto de 10.000 amostras de cada uma das classes.
Sendo que deste total, 5.000 amostras de cada classe foram utilizadas para testar o

classificador. Podemos ver na figura 8.5 o conjunto de dados gerados.

10

ik

-0
-10

Conjunto de dados do exemplo 8.2

A rede foi implementada com 15 neurdnios na camada intermediaria. Da mesma
forma que no exemplo anterior, a figura 8.6 nos mostra as amostras classificadas
corretamente em cada uma das classes. A figura também mostra a fronteira de decisdo

tedrica circular, dada pela expressdo (8.3).

Note porém, que mais uma vez a fronteira de decisdio pratica & apenas uma
aproximagdo da fronteira tedrica, e inclusive todas amostras que ficam do lado esquerdo da
classe ; ndo sio classificadas corretamente. Ao verificarmos a figura 8.7, vemos que isto
se deve ao fato de que a rede nfio conseguiu encontrar hiperplanos que formassem células

nesta posi¢do do espago.
(-0 + {x+4.29) =4.6174 (8.3)
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R & b

-1
-0

higura 8.6
Classificagio e fronteira teorica do exemplo 8.2

Mostramos entdo na figura 8.7 os diversos hiperplanos que contribuem na formagio
da fronteira de decisfo. Estes hiperplanos foram extraidos dos pesos sinapticos dos

neurdnios da primeira camada escondida da rede neural.

Na figura 8.8 mostramos a mesma figura 8.7, mas numa escata diferente, na qual
podemos comprovar que a fronteira de decisdo ¢ formada através da combinagdo dos

segmentos dos hiperplanos formados pela primeira camada de neurdnios da rede neural.

Da mesma forma que no exemplo 8.1, em alguns pontos a fronteira de decisdo ainda
ndo ¢ exatamente determinada pelos hiperplanos encontrados, mas ainda assim, eles

representam uma boa aproximagdo da fronteira de decisdo pratica.
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figura 8.7

Hiperplanos que formam 3 fronteira de decisfio do exemplo 8.2

figura 8.8
Zoom da figura 8.7



8.3.3 Exemplo 8.3

A partir deste exemplo, mostraremos apenas a fronteira de decisdo tedrica e a
classificacfo encontrada pela rede neural. onde mais uma vez a diferenca de cores entre as

amostras classificadas corretamente, indica a fronteira de decis@o da rede.

Neste terceiro exemplo, as classes @, ¢ w; tém distribui¢do normal com os seguintes

pardmetros:

Geramos mais uma vez um conjunto de 10.000 amostras de cada uma das classes.
Sendo que deste total, 5.000 amostras de cada classe foram utilizadas para testar o

classificador.

Na figura 8.9 vemos a classificagdo resultante da rede, e a fronteira de decisio
tedrica do problema, dada pela expressdo (8.4) abaixo. Neste caso a fronteira de decisio

descreve uma elipse.
2 2
X, (x%} =4.6174 (8.4)

Mais uma vez a rede foi implementada com 15 neurénios na camada intermediaria.
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-2 - - 0 1D 20 Y

figura 8.9
classificagfio ¢ fronteira tedrica do exemplo 8.3

8.3.4 Exemplo 8.4

No quarto exemplo, as classes @; e @, tém distribuigdo normal com os seguintes

pardmetros:

-4 4 0
“r “700 P10 36
T 4 0
w, ! #2:0;22:() 5

Geramos mais uma vez um conjunto de 10.000 amostras de cada uma das classes.
Sendo que deste total, 5.000 amostras de cada classe foram utilizadas para testar o

classificador.

Na figura 8.10 vemos a classificagio resultante da rede, ¢ a fronteira de decisio
teorica do problema, dada pela expressdo (8.5) abaixo. Note que teoricamente a fronteira de

decisdio ¢ uma parabola.
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%yz =10x+(4In18+15) (8.5)

Mais uma vez a rede fo1 implementada com 15 neurdnios na camada intermediaria.

figura 8,10
classificacio e fronfeira tedrica do exemplo 8.4

8.3.5 Exemplo 8.5

No quinto exemplo, as classes @; ¢ @; tém distribui¢io normal com os seguintes

parametros;

—4 5 4 0

[#2) L, = pd
i £y o I 0 36
1 36 0

@, : = |h, =
2 Hy or=2 0 4
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Geramos mais uma vez um conjunto de 10.000 amosiras de cada uma das classes.
Sendo que deste total, 5.000 amostras de cada classe foram utilizadas para testar o

classificador.

Na figura 8.11 vemos a classificagdo resultante da rede, ¢ a fronteira de decisio
tedrica do problema, dada pela expressdo (8.6) abaixo. Neste caso, temos uma fronteira de

decisdo hiperbolica.

o= [H?ﬂ]u 9 (8.6)

1

T

figura 8.11
classiticacdo ¢ fronteira tedrica do exemplo 8.5
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8.3.6 Exemplo 8.6

No sexto exemplo, as classes @; e @ tém distribuigdo normal com os seguintes

parametros.
0 4 0
@, = I =
4 0 36
4 5 36 0
@, . 2 = 2dey T
; = oy -~ 0 4

Geramos mais uma vez um conjunto de 10.000 amostras de cada uma das classes.
Sendo que deste total, 5.000 amostras de cada classe foram utilizadas para testar o

classificador.

Na figura 8.12 vemos a. classificagio resultante da rede, e a fronteira de decisio
teorica do problema, dada pela expressdo (8.7) abaixo. A fronteira de decisdo ¢ descrita
como um par de retas.

y=-1-x
y=x

(8.7)

st
o]
Y

-2 L .
-1 A -10 0 10 a 3

figura 8.12
classificagio e fronteira tedrica do exemplo 8.6
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8.4 Influénceia da funcfo de ativacio na fronteira de decisio

Nesta se¢io investigamos a influéneia que a fungfo de ativago terd para encontrarmos a
fronteira de decisdo. Como foi mostrado no capitulo 4, a fronteira de decisdo sera formada

pelos pesos sindpticos dos neurdnios da primeira camada escondida.

No estudo tedrico, utilizamos uma fungo de ativagio ideal e bindria, como foi
mostrado na expressdo (4.3). Entretanto, o algoritmo de backpropagation garante
convergénecia apenas para fungBes de ativagBo diferencidveis. Dai, neste trabalho,

utilizamos a funcdo tangente hiperbdlica como nossa funcdo de ativagdo [5].

Nossa investigacio sobre o efeito da fungfo de ativacio com relacfio 4 fronteira de
decisdo foi feita sobre a familia de fun¢fo tangente hiperbdlica variando apenas a forma de
transi¢do da mesma. Isto €, variamos sempre o argumento da fungio, ou seja, o coeficiente
coef da fungo tanhfcoef*x). A figura 8.13 mostra as varias funcBes de ativacdo utilizadas

nesta secdo.

7
ol tanhi@)— | [
j {;é——tanh{x]
*R-R 1 .f !,‘
% .l
e !
a2k /
]
~LF2
a .”I“’i
* f
0.4 ff{alf
{
?2
mEl /’ [” tari[2x)
o
-1 . —-—f-"“r""f --w'f/‘ £ . . . "
-5 =% -3 «2 -1 n 1 4 3 4 &
figura 8.13

Varios coeficientes para a fungo tangente hiperbélica

As figuras 8.14, 8.15 e 8.16 mostram os resultados de classificacfio incluindo os
hiperplanos para a fungdo de ativagio tangente hiperbélica assumindo coeficientes igual a
1, 2 e 8 respectivamente.
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figura 8.14
Fronteira de Decisfo para Fungfio de Ativacio fani(x)

25
45

figura 8,15
Fronteira de Decisffo para Fungdo de Ativaglio tanh(2x)
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figura 8.16
Fronteira de Decisdio para Fungdo de Ativagio fanh(8x)

Comparando estas figuras, notamos que quanto maior for o coeficiente, maior a
aproximagdo entre a fronteira de decisio experimental encontrada pela rede neural se

assemelha ao conjunto de hiperplanos gerados a partir dos neurénios da camada escondida.

8.5 Estudo experimental da extragio de caracteristicas utitizando dados sintéticos

Nesta se¢do, temos como objetivo comprovar a eficiéncia do algoritmo Lee/Cavalcanti de
extragdo de caracteristicas. Para cada um dos exemplos descritos abaixo implementamos

uma rede neural com 10 neurdnios na camada escondida.

Para cada exemplo, 10 conjuntos de dados foram gerados com uma distribuicio
gaussiana, sendo que para cada uma das classes foram geradas 1000 amostras, totalizando-

se 2000 amostras, onde a metade foi utilizada para treinamento e a outra metade para testes.

94



8.5.1 Exemplo 8.7

As classes @; e w;tém distribuigdo normal com 08 seguintes pardmetros:

~2 I 0
@, H = 05120 |
2| 10
@, ﬂzzoazzzo 1

Para efeito de ilustragio, a figura 8.1 mostra um dos 10 conjunto de dados gerados.

figura 8.17
Primeire conjunto de dados gerados

Para cada um dos conjuntos foi treinada uma rede neural. Em seguida, para cada
rede, foi feito o teste de classificagdio da rede, com amostras diferentes daquelas utilizadas
para o treinamento. Assim, fizemos uma média aritmética da precisio de classificagio para
cada uma das redes, e para este exemplo, conseguimos uma precisiio de classificagio de
97.62%.
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A partir dos neur6nios da camada escondida construimos a matriz de caracteristica
da fronteira de decisdo, Zppeu, para cada um dos 10 conjuntos de dados. Assim,

encontramos em média aritmética, autovetores e autovalores com os seguintes valores:
Autovalores:

A1=356.7534 X,=0.1992

Autovetores:

—-0.9996 0.0005

7100005 7| -0.999

Analisando os valores numéricos dos autovalores, observamos que A, é da ordem
del500 vezes maior do que Ay, logo podemos considerar A, desprezivel com relacdo a A,.
Desta forma, podemos encontrar um novo conjunto de amostras ao projetar as amostras
originais no subespago formado pelo autovetor ¢;. Note que o nove conjunto de amostras

tem dimenséo 1, assim, este novo subespago € uma reta na dire¢éio do vetor ¢,.

O conjunto original de amostras teve em média um total de 97.62% de classificacdo
correta. Ja o conjunto de amostras encontrado apds a extragdio de caracteristicas apresentou
também em média 97.56% de classificacio correta, o que representa 99.94% da precisio

conseguida pelo conjunto original das amostras.

A tabela 8.1 apresenta os resultados obtidos realizando a classificago das amostras
obtidas antes e apds a extragfio de caracteristicas. O campo dos Autovalores, mostra a
média dos autovalores obtidos em todas as redes. Em parénteses, apresentamos a varidncia
encontradas nestes dados. Note que o campo Proporcio de Autovalores nos mostra a
porcentagem de cada autovalor com relagdo a soma de todos os autovalores. E
consequentemente o campo Acitmulo de Autovalores indica o actimulo dos autovalores. A
Precisdo de classificagdo também ¢é mostrada num campo exclusivo, e em parénteses
aparece a varidncia encontrada com relagdo a todos os experimentos. Finalmente, o campo
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Precisio de Classificacio Normalizada, mostra a percentagem obtida com relacdo ao

conjunto original de amostras.

Niamero de Proporciio de | Acumulo de Precisdio de Precisdio de
Caracteristicas | Autovalores | Autovalores | Autovaleres | classificagfo | Classificacio
(%) (%) (%) Normalizada
1 356.7534(102) 99.94 99.94 97.56 (4.3) 99.94
2 0.1992(0.1) 0.06 100 97.62 (3.2) 160
tabela 8.1
Resultado do Exemplo 8.7
8.5.2 Exemplo 8.8

Neste exemplo, a classe @, é normal com a seguinte distribuicdo estatistica:

NETT TR, E

e a classe @» possui a seguinte distribuicio:

W]

S-S L

i+ ]
<20

1%

figura 8.18
Segundo conjunto de dados gerados
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A figura 8.18 mostra o segundo conjunto de dados gerados. Note que neste exemplo
utilizamos classes multi-modais, dai esperamos que as células de classificagdo geradas pela
rede neural de treinamento seja ndio conexa. O objetivo entdo deste exemplo ¢ exatammente o
de mostrar que a extragio de caracteristicas pode ser realizada mesmo em problemas que

utilizam regides de classificagio desconexas.

Segue os resultados obtidos, onde na tabela 8.2 encontramos um resumo dos
resultados. Em média, estes conjuntos de autovetores e autovalores tiveram os seguintes

valores:
Autovalores:
r=119.0461 2,=279.9206

Autovetores:

(.7392 ~0.6659
o, = o, =

(0.6659 | 07392

Note que, neste caso, ambos os autovalores sdo da mesma ordem de grandeza, e isto
mostra que teoricamente ambos os vetores de caracteristicas sdo relevantes para
classificagdo. Entretanto, a fim de verificarmos o comportamento do algoritmo num caso
onde possamos reduzir a precisdo de classificagdo, realizamos a extracio de caracteristicas
apenas com o autovetor correspondente ao maior autovalor. No caso, utilizamos apenas ;
para a extraclo de caracteristicas. Assim, podemos encontrar um novo conjunto de amostra
projetado no subespago formado pelo autovetor ¢,. Assim, 0 novo conjunto de amostras

tem apenas uma dimensdo.

O conjunto original de amostras classifica corretamente 99.53% das amostras. Apds
a extragdo de caracteristicas a rede apresentou 78.85% de classificagiio correta, o que

representa 79.22% da precisdo conseguida pelo conjunto original das amostras. Note pela
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tabela que com apenas uma caracteristica o resultado € bem pior do que o obtido com o

conjunto original de caracteristicas.

A tabela 8.2 resume o resultado obtido amostras com a mesma dimens#o original e

com dimensdo reduzida apos a extra¢do de caracteristicas.

Nimero de Proporcio de | Acumulo de | Precisio de Precisio de
Caracteristicas | Autovalores | Autovalores | Autovalores | classificacdo | Classificacio
(%) (%) (%) Normalizada
1 279.9206(17) 70.16 70.16 78.85(0.56) 79.22
2 119.0461(30) 29.84 100 98.53(0.29) 100
tabela §.2

Resultado do Exemplo 8.8

8.5.3 Exemplo 8.9

Neste exemplo, temos dados fridimensionais. A classe &, tem distribui¢do normal

com oS seguintes pardmetros:

-6 9 4 5
po=-4] > =4 8 4
-8 549

a classe o, também possui distribuigfo normal com pardmetros:

5 8 2 6
B, =15 > =2 9 2
5 6 2 10

Mais uma vez, 10 conjunto de dados foram gerados com cada uma das classes

contendo 1000 amostras. Assim, temos ao todo 2000 amostras, das quais 1000 foram
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utilizadas para treinamento e 1000 para teste. E procedemos da mesma forma que nos

exemplos 8.7 e 8.8. Dai, obtivemos os seguintes resultados.
Autovalor:

A1=255.8037 1=1.1008  13=0.5121

Autovetor;
04077 -0.865 0.2920
¢, =/ 0.5819 9, =| 0.4927 ¢3 =| (L6470
0.7037 0.0938 —0.7043

Neste caso, teremos trés autovetores com autovalores correspondentes. Dai,
podemos realizar a extragdo de caracteristica para diminuirmos a dimensdo das amostras
para 1 ou 2. No caso, tomamos sempre os autovetores correspondentes as maiores
magnitudes de autovalores. No quadro 8.3 abaixo veremos o resultado obtido utilizando

uma ¢ duas caracteristicas para classificagfo.

Nimero de Proporciio de | Acumulode | Precisiio de Precisiio de
Caracteristicas | Autovalores | Autovalores | Autovalores classificaciio | Classificacio
(%) (%) (%) Normalizada
1 255.8037 99.37 99.37 99.15(0.32) 99,96
2 1.1008 0,43 99.80 99.19(0.31) 99,99
3 0.5121 0.20 100 99.20 (0.19) 100
tabela 8.2

Resultado do Exemplo 8.9

8.6 Lee/Landgrebe X Lee/Cavalcanti

Nesta se¢éo faremos uma breve comparagio entre os dois métodos de extraciio de

caracteristicas mostrados neste trabalho.
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O método Lee/Landgrebe possui uma vantagem com relagdo ao método
Lee/Cavalcanti, na medida em que ele serve para qualquer tipo de rede neural MLP
utilizando o algoritmo de backpropagation para treinamento. Afinal concebemos o

algoritmo Lee/Cavalcanti para redes como as descritas na secdo 4.6.

Também implementamos o método Lee/Landgrebe nas plataformas C ¢ MATLAB,
e encontramos as fronteiras de decisdo para ambos os algoritmos. Descobrimos entdc que o
custo computacional para a utilizaciio do algoritmo Lee/Lendgrebe ¢ algumas milhares de

vezes maior do que o necessario para o algoritmo Lee/Cavalcanti.
Citaremos entdo algumas desvantagens do algoritmo Lee/Landgrebe.

s A rede neural deve ser treinada para cada uma das classes separadamente. Entdo serdo

realizadas varios treinamentos de rede para um caso de multi-classes.

e Para cada uma das redes deve ser encontrada uma Matriz de Caracteristica da Fronteira

de Decisio.

» Além de que para cada uma das amostras deveremos encontrar o ponto correspondente

a esta amostra na fronteira de decisio, e o seu vetor normal.

Entretanto, na figura 8.19 utilizando uma rede utilizada para o algoritmo
Lee/Cavalcanti e aplicamos o algoritmo Lee/Landgrebe, ¢ encontramos que a fronteira de
decisio do algoritmo Lee/Landgrebe ¢é formada pelos hiperplanos encontrados pelo
algoritmo Lee/Cavalcanti, o que esperavamos. Desta forma, as duas fronteiras de decisio
sdo equivalentes e portanto devem gerar o mesmo resultado na extragio de caracteristicas,

comprovando assim a eficiéncia do nosso algoritmo.
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figura 8.19
Comparacfio entre os métodos de extrago de Caracteristicas Lee/Landgrebe X Lee/Cavalcanti

8.7 Resultado obtids com dados reais

Nesta se¢do, mostraremos os resultados obtidos para extracio de caracteristicas numa rede

neural que classifica assinaturas -estaticas. Os experimentos foram realizados utilizando

uma rede neural igual a utilizada nos exemplos das se¢des anteriores.

Foi tomado um banco de dados utilizado por Lee/Lizarraga [13] com 550
assinaturas, sendo 110 de cada uma das pessoas a ter a sua assinatura reconhecida, sendo
que para cada assinatura foram extraidas, 32 caracteristicas discriminantes [13].

Implementamos entdo uma Rede Neural de classificagdo, onde para cada pessoa foi
atribuida uma saida da rede, ou seja, associamos cada pessoa a uma classe. Separamos.

também metade das amostras para treinamento da rede e metade dos dados para testes.
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Uma vez treinada, a rede conseguiu classificar 93.48% das amostras corretamente.

Dai, encontramos a Matriz de Caracteristicas da Fronteira de Decisdo Zpgem, onde

encontramos 32 autovetores € autovalores correspondentes. Dai, tomando sempre os

autovetores correspondentes aos maiores autovalores, realizamos a extracio de

caracteristicas cujos resultados mostramos na tabela abaixo.

Nimero de Proporcio de | Acumulo de Precisido de Precisio de

Caracteristicas | Autovalores | Autovalores | Autovalores | classificacdo | Classificacio

(%) (%) (%) Normalizada
i 3287452 34,9327 34.9327 2727 29.12
2 259.9265 27.6199 62.5526 58.09 63.11
3 147.2716 15.6492 78.2018 76.36 £1.55
4 96.8837 10.2949 88.4967 86.54 92,42
5 76,3852 8.1167 96.6134 90.00 96.12
6 24.5991 2.6139 99,2273 90.36 96,50
7 3.4758 0.3653 99,5966 90.36 96.50
8 1.9930 0.2118 09.8084 90.90 97.08
9 0.5434 0.0577 99,8662 90.72 06.89
10 0.3159 0.0336 99 8997 91.45 97.67
11 0.1723 0.0183 96,0181 91.81 98.06
12 01171 0.0124 89,9305 92.18 98.45
13 0.0844 0.0090 99,9395 92.18 98.45
14 0.0735 0.0078 89,9473 92.36 98.64
15 0.0694 (.0074 99,9547 92.72 99.03
16 0.0606 0.0064 99,9611 92.54 98.84
17 0.0531 0.0056 99,9667 92.72 99 .03
18 0.0485 (.0052 99 9719 92.72 99.03
19 0.03¢91 0.0042 99,9761 82.90 99.23
20 0.0334 .0036 99.9796 $2.90 99.23
21 0.0317 0.0034 99.9830 93.09 99.42
22 0.0279 0.0030 99,9859 93.09 99.42
23 0.0250 (.0027 99,9886 93.27 99.62
24 0.0220 (0.0023 99,9900 93.27 99 .62
25 0.0177 0.0019 96,9928 92.9(0 99.23
26 0.0164 0.0017 99 9946 93.27 99.62
27 0.0135 0.0014 99,9960 93 45 99 .81
28 0.0115 0.0012 99.9972 9327 99.62
29 0.0100 0.0011 99,9083 93 45 59 .81

30 0.0066 0.0007 99,0990 93.63 100
31 0.0060 0.0006 99,9996 93.27 99.62
32 0.0036 0.0004 100 93.63 100
tabela 8.3

Resultados da Extragio de Caracteristicas num caso real
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Capitulo 9

Conclusoes Gerais

9.1 Conclusbes Gerais

Neste trabalho, mostramos como poderiamos extrair caracteristicas a partir de uma
Rede Neural treinada para classificagdo. Assim, iniciamos 0s nossos trabathos mostrando
que a extracdo de caracteristicas baseia-se no fato de que podemos encontrar todas as

caracteristicas importantes a classificacio a partir da fronteira de decisfio.

Mostramos entdo que a partir de uma Rede Neural treinada, nos podemos estimar os
vetores normais a fronteira de decisdo. Com os vetores normais a fronteira de deciso,
pudemos descrever a matriz caracteristica da fronteira de decisdo e com ela, um novo
conjunto de dados poderia ser enconfrado aplicando o algoritmo Lee/Cavalcanti de

Extracdo de Caracteristicas.

Também discutimos a respeito dos autovetores ¢ autovalores correspondentes da
Matriz de Caracteristica da Fronteira de Decisfio. Observamos entdo que os autovetores
correspondentes a autovalores nulos, ndo contribuem no aumento da precisio de

classificacio do sistema.

O algoritmo proposto preserva as propriedades de uma rede neural para
classificacfio e o seu emprego faz com que tenhamos uma diminuigdo do niimero de

caracteristicas sem com isto diminuir a precis#o de classifica¢do. Vale salientar que com a
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diminuigfo do mimero de caracteristicas a rede neural de classificagio se torna mais

simples e rapida.

Assim, podemos concluir que este algoritmo deve ser utilizado em aplicagdes que
utilizem grande nimero de dados ou em aplicagdes onde haja uma grande repeti¢do no uso
da rede. Além disto, como a rede neural pode ser utilizada sem assumirmos qualquer
conhecimento a respeito da probabilidade dos dados, a utilizagdo do algoritmo pode servir

também para mostrar algumas propriedades do problema de classificacdo de padrdes.

Em resumo, concluimos que:

¢ Uma Rede Neural MLP pode ser utilizada como uma aproximagio da Fungio

Discriminante de Bayes.

¢ Podemos encontrar, a partir da Rede MLP treinada, a fronteira de decisio de um

problema de classificacdo de padrdes.

+ algoritmo proposto encontra a quantidade minima de caracteristicas necessaria para um

problema de classifica¢io de padrées.

¢ Com a diminui¢do do nmimero de caracteristicas podemos encontrar uma nova rede

neural de classificacio mais simples e rapida.

9.2 Sugestdes para trabalhos futuros

A partir do trabalho que realizamos construimos algumas indagacbes que sugerimos
para um trabalho futuro. Por exemplo, como deveriamos proceder a fim de encontrar a
quantidade minima de neurdnios numa rede neural para classificacio. Talvez dentro da
mesma pergunta, como poderiamos proceder para encontrar aqueles neurbnios que s#o

relevantes para a classificagio.
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Quanto 4 questio da funclio de ativagfio, sugerimos uma pesquisa mais profunda no
que diz respeito a qual fun¢do de ativagfio poderiamos utilizar e verificar a eficiéncia do

algoritmo backpropagation Bayesiano proposto por Nedeljkovic em [17].

Em [6] Herbert et al critica a atuagdo da rede neural MLP para classificaciio de
padrOes na medida em que normalmente uma rede deste tipo sempre vai encontrar uma
saida correspondente a cada entrada, nunca rejeitando padrdes. O que faz com que mesmo
uma amostra sem qualquer sentido pratico seja classificada segundo um dos padrdes. Dai,
segue a sugestdo para que seja feita uma andlise critica em cima de todas as saidas daredea
fim de que possamos determinar uma probabilidade de uma determinada saida ser

representativa ou ndo.
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