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Resumo

Neste trabalho, apresentamos novos resultados ao descrever reticulados gera-
dos a partir da representacao geométrica de ideais de corpos de niimeros abelianos.
O principal parametro pesquisado é a densidade de centro dos reticulados consi-
derados. Deste modo, estendemos a familia de Craig, no sentido de que existe uma
contribuicao para cada dimensao. S&o apresentados reticulados eficientes para o

canal Rayleigh com desvanecimento e ligacdes entre os reticulados estudados e
cédigos BCH sao estabelecidas.

Abstract

In this work we present new results in describing algebraic lattices generated
from geometric representation of ideals in abelian number fields. The main pa-
rameter in this research is the center density of the considered lattices. This way,
we extend the Craig’s family in the sense that there is a contribution to each di-
mension. Efficient lattices to the Rayleigh fading channel are presented and some
links between the studied lattices and BCH codes are established.
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Indice de Simbolos

A[X]: anel dos polindmios sobre A

A*: A— {0}

AB (A, B anéis ): Adjuncao do anel B ao anel A.
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f: grau residual

f7Y(X): imagem inversa de X pela funco f

f'(X): derivada da funcao f(X)

Gal(L, K): grupo de Galois de L sobre K

G,: ganho assintético

i /=1

irr(z, K): polinémio minimal de z sobre K

I(z): parte imaginaria do nlimero complexo z

Ker(f): ntcleo do homomorfismo f

L: diversidade



M?*: transposta da matriz M

min(X): minimo do conjunto X

Npk: norma com relacio a L e K

N(a): norma do ideal a

N: conjunto dos ntmeros naturais

Np: poténcia do ruido

Ord,(p): ordem de p médulo n

Ok: anel dos inteiros do corpo K

P.: probabilidade de erro

Q: corpo dos nimeros racionais

R(2): parte real do niimero complexo 2

R: corpo dos nimeros reais

r2: metade do nimero de imersdes complexas de um corpo de niimeros em C
SNR: relacédo sinal-ruido

Trpk: trago com relacgo a L e K

v(A): volume da regido fundamental do reticulado A
Va: regiao de Voronoi do reticulado A

Z: conjugado complexo de z.

Z: anel dos niimeros inteiros

Zy: anel dos residuos médulo n

7: ganho fundamental de codificacao
6(A): densidade de centro do reticulado A
A: densidade de empacotamento esférico
¢(n): fungao zeta de Riemann

C‘n: e2m‘/n

T: numero e vizinhos

n: eficiéncia espectral

f: conjugacao complexa

A: reticulado no R™

IT: produto

p: raio de empacotamento

o: homomorfismo de Minkowski

>°: soma

¢(m): ntimero de elementos de (Z/mZ)* (fungéo de Euler)
$n(X): polinémio minimal de ¢, sobre Q
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Capitulo 1

Apresentacao

1.1 Sistema de Comunicacgoes Digitais

Nos tltimos anos, tem havido uma crescente demanda por transmissao digital de
dados. Esta demanda vem sendo acelerada pela necessidade de transmissao de um volume

cada vez maior de informacdes e que seja ao mesmo tempo segura.

Descreveremos brevemente um modelo de um tipico sistema de transmissao digital

(representado por um diagrama de blocos, conforme figura ) para depois compreendermos

o que se pretende analisar neste trabalho.

Em um sistema de Vcomunicagées digitais, o objetivo é transmitir dados de uma fonte

até um usuério. Para isso, as seguintes etapas estao envolvidas:

Fonte: A fonte de informagao pode ser uma pessoa ou uma maquina (por exemplo
um computador ), cuja saida pode ser um sinal analégico ou uma sequencia de simbolos
de um alfabeto discreto. O meio usado para esta transmissao é chamado de canal, que
pode ser uma linha telefonica, um cabo coaxial, fibra éptica, a atmosfera ( no caso de

ondas de rédio), etc.

- No caso de fonte continua, faz-se a conversao para simbolos discretos. Assim, pode-se



considerar que os dados gerados pela fonte sdo sfmbolos de um alfabeto A.

Codificador de Fonte: Como cada sfmbolo gerado pela fonte tem sua probabilidade
de ocorréncia, estes dados sao processados pelo codificador de fonte, com o objetivo de
eliminar redundéncia, ou seja, tornar os simbolos equiprovéveis e desta forma compactar

a informacao.

Codificador de Canal: As sequéncias geradas pelo codificador de fonte sio entdo
processadas pelo codificador de canal, que introduz redundancia gerando sequéncias de

simbolos de A que sdo chamadas de palavras cédigo.

Os cédigos podem ser de blocos ou cédigos convolucionais. O codificador para o cédigo
de blocos divide a sequéncia de informagéo em blocos de k sfmbolos u = (ug, ..., ug) € AF,
chamado de bloco de mensagem. O codificador transforma cada um desses blocos em
uma n-upla v = (v1,...,vn) € A". A palavra cédigo v depende apenas de u; assim o

codificador de blocos é desprovido de memdria.
Analogamente, o codificador convolucional associa a cada bloco de mensagem u de
comprimento k£ uma palavra cédigo v de comprimento n, que depende nao somente de U,

mas de m blocos de mensagem anteriores. Neste caso o codificador é dito ter memdria de

. P . 4 k ’ e -
ordem m. Em ambos os tipos de cédigo, o niimero R = — é a chamada taxa do codigo.
n

Modulador: Simbolos discretos nao sio adequados para a transmisio em um canal
fisico. Para a transmissao, o modulador entao associa a cada palavra codigo z um simbolo

analégico, que é entao enviado pelo canal.

Dois importantes parametros sao a velocidade de transmissio de informacéo e a
largura de faixa do canal. Supondo que cada simbolo codificado seja transmitida a cada

. .. , .1,
T segundos, entao a taxa de transmissio de simbolo é T simbolos por segundo. Em um
sistema codificado, se a taxa do cédigo é —, a taxa de transmissio de informacao serd de
n

T simbolos por segundo, ou seja, é reduzida por um fator R se comparada a um sistema

nao codificado. Portanto, para manter a taxa de transmissao, é necessario uma expansio



1
da largura da faixa por um fator B Assim, a velocidade de transmissao de informagao

e a largura de faixa do canal sdo pardmetros intrinsicamente relacionados.

Canal: O canal em geral estd sujeito a virios tipos de ruidos, imperfeicoes e inter-

feréncias que geram distorgoes, de forma que o sinal recebido nem sempre coincide com

o enviado.

Um canal muito frequente em sistemas de comunicagao digital é o canal com ruido

gaussiano branco aditivo (AWGN). Se o sinal transmitido é s, o sinal recebido é

r=s+u,

onde = (p1, ... itn) é um processo aleatério gaussiano com média 0 e densidade espectral

de poténcia Npg.

Um outro ruido bastante presente em sistemas de comunicacao digital é o ruido multi-

plicativo (canal Rayleigh com desvanecimento). Quando um sinal s é transmitido através

de um canal com tal ruido, o sinal recebido é

T=Q*8+ U,

onde gt = (f1,..., 4n) é um ruido gaussiano e a = (ay,...,n) 530 os coeficientes de
desvanecimento com segundo momento unitério e * representa o produto componente a

componente.

Demodulador: O demodulador recebe o sinal r e faz entdo a melhor estimativa,

fornecendo uma sequéncia de simbolos de A.

Decodificador de canal: Devido ao ruido, é possivel que a sequéncia de simbolos na
saida do demodulador nao seja uma palavra cédigo. Entao o decodificador de canal

associara uma palavra cédigo, que é a melhor estimativa.
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Decodificador de fonte: Finalmente, o decodificador de fonte associars a esta palavra
cédigo a suposta sequéncia original de simbolos enviada. Quando a fonte & continua,
neste momento o sinal discreto é convertido em sinal continuo. Em um sistema eficiente,

a estimativa sera uma reprodugéo fiel do sinal gerado pela fonte.

Fonte | — Codif. de Fonte | — Codif. de Canal
!
Modulador

!
Canal +« Ruido

!
Demodulador

i)
Usuério | < | Decodif. de Fonte | < | Decodif. de Canal

Neste trabalho enfocaremos, principalmente, o bloco do modulador.

Recentemente, constelacGes multidimensionais tém sido alvo de intensas pesquisas em
sistemas de comunicagao. Em particular, os pontos de uma constelacao n-dimensional
S, contendo M = 2™ sinais, sao escolhidos nas primeiras camadas de um reticulado A,
de forma que o conjunto de sinais se aproxima da forma esférica. Tais constelacoes tém

a caracteristica de fornecer simultaneamente bom desempenho e baixa complexidade de

implementacao.

A eficiéncia espectral é medida em nimero de bits por duas dimensdes,

n=—.
n

Um dos aspectos tratados neste trabalho é a busca de esquemas de modulacao efi-

cientes para os canais gaussiano e Rayleigh com desvanecimento.



1.2 Motivagao e Descricao do Trabalho

A seguir, citaremos alguns aspectos histéricos, que serviram de motivagao para o
presente trabalho. O objetivo é uma melhor compreensio do contexto geral e de alguns

aspectos especificos relacionados com o assunto.

1.2.1 Relagoes entre empacotamento esférico e Teoria da Co-

municagao

A Teoria dos Cédigos Corretores de Erros nasceu em 1948, com o famoso trabalho de
Shannon ( [26]), onde foi demonstrado o Teorema da Capacidade do Canal. Em linhas
gerais, este resultado diz que para transmissao de dados abaixo de uma certa taxa C
(simbolos por segundo), chamada de capacidade do canal, é possivel obter probabilidade

de erro tao pequena quanto se deseja, para isso necessitando, porém, de cédigos corretores

de erros eficientes.

A prova do Teorema da Capacidade do Canal implica que no caso de valores altos
da relagdo sinal-ruido (SNR), um cédigo de bloco étimo para um canal com ruido gaus-
siano branco aditivo (AWGN), limitado em faixa consiste em um empacotamento denso
de sinais dentro de uma esfera, no espaco euclidiano n-dimensional, para n suficiente-

mente grande. Assim, se estabeleceu o vinculo entre empacotamento esférico e Teoria da

Informacao.

Depois disto, Leech mostrou como usar cédigos corretores de erros para construir
empacotamentos esféricos densos no R” e Conway e Sloane [27] provaram que reticulados

satisfazendo a cota de Minkowski ( dada pela Equacdo 1.1) sdo equivalentes a cdigos

atingindo a capacidade do canal.

O problema cléssico do empacotamento esférico consiste em encontrar um arranjo de

esferas com mesmo raio no espaco Euclidiano n-dimensional de forma que a fracao do

5



espaco coberto por essas esferas seja a maior possivel. Isto pode ser visto como a versao

euclidiana do 18° Problema de Hilbert, proposto em 1900.

Usando diferentes técnicas, varios trabalhos tém contribuido com solugGes parciais.
Embora relevantes, estas contribuicdes estio longe de resolver o problema em sua forma

mais geral.

Dentre os métodos de geracio de reticulados, o homomorfismo de Minkowski apresenta
caracteristicas interessantes. Usando Teoria Algébrica dos Ntimeros, Craig reproduziu o
reticulado de Leech Ay através da representacao geométrica de um ideal no anel de
inteiros de Q((39). Com o mesmo método, ainda obteve a familia A" em dimensdes

n=p-1, através de Q((,), onde p é um nitimero primo.

Ao estudar a densidade de empacotamento, um dos principais problemas ¢ a obtencao
de reticulados com alta densidade e que sejam ao mesmo tempo construtiveis. Uma
ilustracgo desta dificuldade pode ser vista no trabalho de Shafarevich e Golod (cf. [25]),
onde os autores descrevem uma familia de reticulados com boa densidade, porém de
dificil manipulacio.

Para cada n, Minkowski provou a existéncia de reticulados no espaco euclidiano n-

dimensional com densidade de empacotamento esférico A satisfazendo

As ()

= 9n-1"
onde ¢ € a funcio zeta de Riemann. Como consequéncia, obtem-se

1
;long > -1 (1.1)

Contudo, esta prova é nao construtiva. Familias construtivas com boa densidade sio
conhecidas apenas em dimensdes particulares. Por exemplo, os reticulados BW,, ( cf.

[27], pp. 234 ) sdo descritos em dimensio 1 = 2™, e assintoticamente,



1 1
~ logy A ~ ~1 log, n.

Reticulados construidos a partir de cédigos BCH em dimensdes n = 2™ e os reticulados

de Craig, A7' em dimensGes n = p— 1, p primo, tém desempenho assintético satisfazendo

1 1
- log, A‘ o~ ~3 log, log, n.

1.2.2 O canal Rayleigh com desvanecimento

Conforme comentado, para o canal gaussiano, podemos obter constelacdes eficientes via
reticulados com alta densidade de empacotamento esférico. Assim, constelacdes com

baixa energia e com boas propriedades de simetria sdo obtidas.

Analogamente, para o canal Rayleigh com desvanecimento, fixados a eficiéncia es-
pectral e a probabilidade de erro, o objetivo é construir constelacdes que minimizam a

energia.

Uma nova técnica para obter conjuntos de sinais casados com o canal Rayleigh com
desvanecimento foi proposta por Giraud e Belfiore ( [15] ). A idéia é usar familias
particulares de corpos de niimeros, por exemplo corpos totalmente reais ( cf. definicao

2.3.2 ) para obter constelagdes ( reticulados) tteis para estes canais.

As constelagoes foram construidas em dimensdes n < 8 através de corpos de niimeros
totalmente reais com discriminante minimo. A principal propriedade destas constelaces

é a diversidade méxima, ou seja, 0 maior nimero possivel de coordenadas nao nulss.

Contudo, o desempenho das constelagdes obtidas, quando utilizadas no canal gaus-
siano, € negativo, ou seja, apresentam densidade de empacotamento esférico inferior 3 de

Z". Reciprocamente, as constelagdes boas ( conhecidas) para o canal gaussiano usual-



mente apresentam baixa diversidade, e portanto tém baixo desempenho no canal Rayleigh

com desvanecimento.

Assintoticamente, a probabilidade de erro dois a dois para o canal Rayleigh é do-

L
minada por (g;\-l-,};) ;onde L é a diversidade e SNR & a relagao sinal-ruido. ( cf. [15]).
Portanto, um meio para obter constelacbes eficientes para ambos os canais é buscar

reticulados densos com diversidade maxima.

Uma técnica eficiente para aumentar a diversidade é rotacionar constelagoes QAM.
Uma das vantagens é que se conservam as propriedades para o canal gaussiano. Em
dimensao 2, néo é dificil obter o angulo de rotagdo 6timo que maximiza a chamada

distancia produto. Para outras dimensdes, contudo, este método se torna impraticavel.

Posteriormente, Boutros et al. ( [4] ) construiram ”versdes rotacionadas” dos reti-
culados conhecidos Ay, Ki5, e Asg através de Q(¢s), QCa1), e Q(Cao), respectivamente,
obtendo constelagdes eficientes para ambos os canais. Um interesse pratico € que tais
constelagoes podem ser usadas na transmissio de dados entre um mével e uma base ou

entre um movel e um satélite, através do mesmo sistema de modula¢ao/demodulacao.

entre outras possiveis aplicacdes.

Também tais constelagdes podem ser usadas no canal riceano, que esta entre gaus-

siano e o Rayleigh com desvanecimento.

1.2.3 Descricao do Trabalho

A Teoria de Reticulados Algébricos tem se mostrado extremamente til para aplicacoes

em Teoria da Informacso.

Classicamente, o problema do empacotamento esférico para o canal gaussiano e ul-
timamente, constelacdes construidas a partir do anel de inteiros de corpos de numeros

abelianos totalmente reais ( [15], [4] e [3] ) nos motivaram & realizagao deste trabalho.



Nesta linha, os resultados existentes na literatura se restringem a casos particulares

de corpos ciclotémicos, com técnicas de manipulacio apropriadas.

Um dos objetivos centrais deste trabalho é estudar a representacao geométrica de

ideais do anel de inteiros algébricos de corpos de nimeros abelianos.

O Teorema de Kronecker-Weber ( cf. [29] ) diz que todo corpo de niimeros abeliano
estéd contido em um corpo ciclotomico Q((,), para algum n. Assim, estudar corpos

abelianos equivale a estudar subcorpos de corpos ciclotémicos, que no caso geral é ex-

tremamente abrangente.

Nesta linha, direcionamos nosso trabalho sobretudo ao estudo de subcorpos de Q(&r)

e Q(Gpq), P © g primos, dando assim um passo significativo em direcao ac caso geral.

Quando se trata do canal gaussiano, o principal parametro € a densidade de centro,

que para um ideal nao nulo a pode ser calculada por

27'2.p'n
= % 72 N(a) (1.2)

onde p é o chamado raio de empacotamento do reticulado, Dk é o discriminante do corpo
K, N(a) é a norma do ideal a e ry é a metade do niimero de imersdes complexas de K

em C. Assim, calcular a densidade de empacotamento da representacao geométrica de

ideais de corpos abelianos envolve:
- O célculo da norma do ideal a;

- O calculo do discriminante D ;

- A minimizacao dos comprimentos dos vetores da representacao geométrica de a.

A norma do ideal em questdo é relativamente simples de ser obtida e ests relacionada

com a teoria de decomposigio de ideais em uma extensao.
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4IBLIOTECA CENTRAL
SECAQ CIRCULANT®

9



O discriminante é de cilculo mais complexo. No nosso caso, em que tratamos de cor-
pos abelianos, enfocamos o cilculo do discriminantes de subcorpos de corpos ciclotémicos.
Dentre estes parametros, calcular a menor distdncia do reticulado ¢ sem divida o
trabalho mais arduo, jé que equivale a minimizar a forma quadratica Trx/q(2zZ) ( cf.
Prop. 2.3.8), para z € a, que é uma forma quadratica positiva definida em n varidveis

com entradas inteiras e obedecendo a certas restrices ( que caracterizam o ideal ).

Para o canal Rayleigh com desvanecimento, o principal parametro é a diversidade, que
pode ser maximizada com os corpos de nimeros totalmente reais. Aqui, serao enfocados

subcorpos reais de corpos ciclotémicos, portanto abelianos.

1.3 Organizacao do trabalho

Este trabalho foi organizado em 5 capitulos, com subdivisdes em segoes e subsecdes.

Quando um resultado enunciado est4 presente na literatura, é colocada a fonte do

mesmo entre paréntese e com excessao no capitulo 2, quando a fonte nao é citada, o

resultado é original.

Cada capitulo traz o seguinte conteddo:

Capitulo 2 - Corpos de Nimeros - Este capitulo é dedicado & apresentacao de resulta-
dos basicos da Teoria Algébrica dos Nimeros e reticulados. Os resultados aqui reunidos,

bem como suas demonstragdes, podem ser obtidos nas referéncias [10], [17] e [24].

Procuramos introduzir exemplos, para uma melhor compreensao dos resultados enun-

ciados.

Os assuntos tratados foram, nesta ordem, elementos integrais sobre um anel, elemen-
tos algébricos sobre um corpo, normas e tracos de elementos, norma de um ideal, corpos
ciclotomicos e discriminante. Também s3o expostos resultados sobre fatoracio de ideais

em dominios de Dedekind e decomposicao em uma extensio abeliana.
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Apresentamos ainda as definices de reticulado, empacotamento esférico, densidade
de empacotamento esférico e densidade de centro. Em seguida é apresentado o método
de Minkowski, para obtencao de reticulados via representacao geométrica de ideais em
anéis de inteiros algébricos. Veremos que a representacao geométrica de um ideal é um

reticulado e explicitamos a férmula geral para o célculo da densidade de centro destes

reticulados.

Capitulo 3 - Corpos de Niimeros Abelianos - Iniciamos este capitulo com o estudo de
subcorpos de Q(Cpr), P primo, com obtengéo da forma quadratica associada. Estudamos

a representacao geométrica das poténcias do ideal primo p de Z[(,-] acima de p.

A partir de subcorpos de Q(Cp), geramos um reticulado para cada dimensao n. A
familia A, entdo construida tem a melhor densidade conhecida em infinitas dimensdes,
inclusive em dimensdes relativamente baixas. A densidade de empacotamento A para

tais reticulados satisfaz

1 1
- log,(A) > -3 log, log, n.

Com esta familia, introduzimos constelacdes que tém maéxima diversidade e boa densi-

dade de empacotamento, que fazem estes reticulados tteis para uso nos canals gaussiano

e Rayleigh com desvanecimento.

Uma das diferencas entre a familia aqui apresentada e as demais da hiteratura. é que

aqui as contelagGes sao obtidas para qualquer dimenséo 7.
Em seguida, fazemos um estudo de ctibicas reais contidas em Q(¢, ). p primo.

Finalmente, concluimos este capitulo estudando subcorpos de Q(¢,,)- iniciando com
a obtencao da forma quadrética associada e decomposicao em Q(qu). Em seguida, ap-
resentamos um novo método que simplifica a obtencdo do minimo da forma quadratica
associada. Fazemos uma nova prova para a construcao dos reticulados K, € Ay, e obte-
mos diversas versoes rotacionadas de um reticulado com a méxima densidade conhecida

em dimensao 8.
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Capitulo 4 - Os Canais Gaussiano e Rayleigh com Desvanecimento - Iniciamos com
a obtencdo de um algoritmo para o cdlculo do nimero de vizinhos. Neste capitulo, sdo
introduzidas novas técnicas de construcio de constelacdes de sinais, a partir de ideais do
anel de inteiros de um corpo de niimeros. Desenvolvemos um método que de certa forma
"transforma” uma constelacdo eficiente para o canal Rayleigh com desvanecimento em
eficiente também para o canal gaussiano. Estas constelagoes sao obtidas a partir de ideais
do ane] de inteiros de corpos de niimeros totalmente reais com discriminante minimo.
Com relagao as constelagdes de [15] construidas a partir do anel de inteiros de Corpos de
Ntmeros, as constelagdes aqui apresentadas apresentam desempenho semelhante para o

canal Rayleigh e considerdvel ganho no canal gaussiano.

Capitulo 5 - Cédigos n-arios Via Reticulados Algébricos - Fazemos neste capitulo
ligagGes entre a teoria aqui desenvolvida e outras 4reas de Teoria da Comunicacido. Em
particular, construimos cédigos BCH a partir de ideais do anel de inteiros de corpos de
nimeros. Mostramos que existe uma estreita relagao entre a métrica de Lee do codigo

correspondente ao ideal e as distancias euclidiana e produto no reticulado correspondente.

Alguns resultados parciais sao apresentados, como forma de motivacio para pesquisa

futura.

Capitulo 6 - Conclusdes e Propostas para Trabalhos Futuros - E apresentada uma
breve conclusao, contendo comentérios sobre as principais contribuigdes do presente tra-
balho. Sao também colocadas sugestdes e propostas de trabalhos futuros nas diversas
linhas que derivam dos resultados aqui apresentados.

Apéndice - E apresentado um algoritmo implementado no GAP (Groups, Algorithms

and Programming), que calcula o discriminante de subcorpos de Q((yepr), P € ¢ primos.
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Capitulo 2

Corpos de Numeros

Neste capitulo, apresentamos uma coletanea de resultados béasicos da Teoria Algébrica
dos Nimeros e reticulados algébricos. O objetivo é fornecer a base tedrica para o desen-
volvimento dos demais capitulos, além de fixar a notacdo. Admitimos que o leitor possua

conhecimentos elementares de estruturas algébricas e 4lgebra linear, a nivel de [17] e [16].

Neste capitulo, omitimos as demonstragdes, e quando néo é citada a fonte, os resul-

tados podem ser encontrados nas referéncias acima mencionadas.

Optamos por apresentar os resultados na medida da necessidade deste trabalho. As-

sim, em diversas situagoes estes valem para casos mais gerais.

Dentre os resultados centrais do capitulo, destacamos o Teorema 2.2.1, que mostra
a unicidade da fatoragéo de um ideal em ideais primos, o Teorema 2.3.7, que traz uma

expressao para o volume do reticulado gerado por um ideal e a Proposicio 2.3.8, para o

célculo de distancias no reticulado gerado por um ideal.

2.1 Nimeros Algébricos
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Nesta secao, introduzimos elementos integrais sobre um anel, elementos algébricos
sobre um corpo, extensdes de corpos e suas propriedades. Tratamos ainda de norma e

trago de um elemento, corpos ciclotémicos, discriminante de um corpo e norma de ideais.

2.1.1 Elementos integrais sobre um anel

Dados os anéis A C R, um elemento z € R é dito integral sobre A se este é raiz de

um polindmio monico com coeficientes em A.
Por exemplo, o elemento z = /2 € R ¢ integral sobre Z, pois z é raiz de X2 — 2.

Mostra-se que se A C R sdo anéis, entdo o conjunto dos elementos de R integrais
sobre A é um subanel de R que contém A, chamado de fecho integral de A em R ( cf
[24], pp. 35).

De modo geral, R é dito integral sobre A se todo elemento de R for integral sobre A.

Sejam R um anel e K um subcorpo de R. Um elemento z € R & dito algébrico sobre
K se este é raiz de um polinémio ménico com coeficientes em K. Um elemento z € R
nao algébrico sobre K ¢ dito transcendente sobre K. Se todo elemento de R for algébrico
sobre K, dizemos que R é algébrico sobre K. No caso em que R é um corpo e R é

algébrico sobre K, diz-se que R é uma extensao algébrica de K.
Uma caracterizacao dos elementos algébricos sobre um corpo K é:
Z € algébrico sobre K <= [K[z] : K] é finito.

Dado um elemento z € R, consideremos o homomorfismo de anéis 0. K[X]— R
definido por 0;(a) = a, para todo a € K, e (X)) = z.

A definicao de elemento algébrico sobre K pode ser reformulada em termos do homo-

morfismo o, da seguinte forma:

T € algébrico sobre K <= Ker(a,) # {0}.
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De modo geral, vale
Klz] ~ K[X]/Ker(o.).

Consequentemente, se z for transcendente sobre K, entdo K|z] ~ K[X].

Sendo K [X] um dominio principal, o ideal K er(o;) é gerado por um polinémio f(X) €
K[X], nao constante no caso em que z é algébrico sobre K. Podemos supor f(X) ménico,
ja que K é um corpo. Dessa forma, f(X) é tinico, sendo chamado de polinémio minimal
de x sobre K. Sera denotado por irr(z, K ) e mostra-se que é um polindémio irredutivel
em K[X].

No caso em que z é algébrico sobre K, entao [K(x) : K] é igual ao grau de irr(z, K).

Sejam K um corpo, L uma extensdo finita de K, F uma extensao finita de L com
bases {z;}, ¢ = 1,...,n e {y;}, j = 1,...,m, respectivamente. Mostra-se que o conjunto
{za;:i=1,..,n;j=1,..,m} é base de F sobre K e portanto [F : K| = [F : L].[L: K].

Sejam K um corpoe L, L' extensdes de K. Dé-se o nome de K-monomorfismo de [
em L' a todo monomorfismo o : L — L’ satisfazendo o(z) = z, para todo 7 £ K.

Sejam K um corpo ¢ f(X) € K[X] um polinémio néo constante. Suponhamos que

exista um corpo L satisfazendo as seguintes propriedades:

i) K C L
(ii) f(X) ¢é fatorado em polinémios de grau 1 em L[X];
(iii) Se L' ¢ um corpo que satisfaz (i) e (ii), entdo L C L.
Nestas condigGes L ¢ dito ser o corpo de raizes de f sobre K. Em outras palavras, o

corpo de raizes de um polinémio f(X) € K[X] é o menor corpo contendo K e todas as

raizes de f(X).

Consideremos as extensdes L e L' de um corpo K. Dizemos que dois elementos z, z’

pertencentes a L e L', respectivamente, sdo conjugados se existir um K-monomorfismo
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o:L— L' tal que o(z) = 2.

Definicao 2.1.1 Um corpo de nimeros é uma extensio finita do corpo Q dos ndmeros
racionais. Se a dimensdo de um corpo de nimeros K como Q-espago vetorial € n, diz-se

que K € um corpo de nimeros de grau n.

O anel formado pelos elementos de um corpo de nimeros K que sio integrais sobre

Z sao chamados de inteiros de K e serao denotados por Og.

Proposigao 2.1.2 (/24], pp. 56, Prop.1 ) Sejam K um corpo de nimeros de grau n.

Entao o anel de inteiros Oy € wm Z-médulo livre de posto n.

O resultado a seguir é de fundamental importancia para a construcio algébrica de

reticulados.

Teorema 2.1.3 (/24], pp. 33, Theo.1) Sejam K C L corpos de mimeros, com [L : K] =

n. Entdo ezistem n K-monomorfismos distintos de L emC.

2.1.2 Normas e tragos

Sejam K C L corpos de ntlimeros, com n = [L:K]eo,...,0, os K-monomorfismos

de L em C. Dado um elemento z € L, define-se o traco de z relativamente a L e K comoe

sendo

T’J”L/K(:ZZ) = En:O’i(m).

t=1

Analogamente, define-se a norma de r relativamente a L e K como

)
NL/K(.I') = H O'i(.Z').
i=]1
Definimos o polinémio caracteristico de z relativamente a L e K como sendo
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n

Fo(X) = T1(X - o:(2).

=1

Mostra-se que
Fp(X) =4rr(z, K)ILE@),

Note que na expressao

Fo(X)=X"—Tryx(z)X™1+... + (=1)"Nyk(z) € K[X],

o trago e a norma s&o, a menos de sinal, coeficientes de F(X); logo sio elementos de K.

Exemplo 2.1.4 Sejam L = Q(v/2), K = Q, 8 = {1,v2} uma Q-base para L e z =
a+b/2 € L. O grupo dos Q-automorfismos de L é {01, 05}, onde

o1(a+bv2) = a +b5v/2

€

oa(a +bv/2) = a — bv/2.

Logo,

Triyx(z) =2a
e

NLIK(-'I:) = 02 - 2b2

Sejam K C L corpos, [L: K] =n;z,y € Lea € K. Valem as seguintes propriedades:

Trir(x+y) = Tryx(x) + Trix(y);
Trrx(az) = aTrp x(x);
Trix(a) = na;

Nipjx(zy) = Npjx(x).Nox(y) ;
Ni/k(a) = a™
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Nocaso K € LC M, dado z € M, valem

Tryx(z) = Triyx(Trag(z))
e

Nuyx(®) = Npjxe (N ().

Em particular, se z € L, entao

TTM/K(SL') = [M : L}.T’I‘L/K(.Z')

NM/K((II) = NL/K(.Z')[M:L].

Quando nao houver ambiguidade, as notacdes denotaremos N g eTlryxpor NeT,

respectivamente.

2.1.3 Corpos ciclotémicos

O corpo K = Q((,), onde ¢, = e2mi/n & chamado de n-ésimo corpo ciclotomico. Sabe-
se que Q((,) é um espaco vetorial sobre Q de dimensao ¢(n), a funcio de Euler, que
representa o numero de elementos do conjunto {te{l,...n}; (t,n) = 1}. Mostra-se

que se p € primo, entdo ¢(p”) = (p — 1)p™!, e se (a,b) = 1, entao #(ab) = ¢(a)g(b), o

que caracteriza completamente esta funcao.

Os resultados a seguir podem ser encontrados em [29] e estdo aqui expostos para

melhor compreensao de resultados do préximo capitulo.

O conjunto dos elementos G,i=0,..., @(n) — 1 forma uma base de Q(¢,) sobre Q.

Os elementos (] tais que 1 < j < n e (4,m) = 1 sdo chamadas de raizes primitivas

n-ésimas da unidade, e vale Q((,) = Q&) i=1,...,ne(j n) = 1.

Exemplo 2.1.5 Definamos o; : Q(¢) — C por 0i(Cn) = . Enido o grupo dos Q-
automorfismos de Q((,) serd
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G={o:;(i,n)=1,i=1,..,n}.

Assim, os conjugados de (, sdo exatamente as raizes primitivas n-ésimas da unidade.

O polinémio minimal de ¢, sobre Q ser4 denotado por ¢, (X). Em particular, para p

primo e r > 1, temos

X7 -1

¢pr(_X) = Xpr-—l -1

= XE-0r L xe-2pt L P! +1.
De modo geral, vale
X" -1 ==dI|'[q§d(X).

Veremos alguns resultados no caso particular Q(&), p primo. Pelo que vimos acima,

$p(X) = XP~1 4.+ X + 1. A irredutibilidade de ¢p(X) implica em:
Tr(G)=-1eTr(l)=p—1.
Logo Tr(¢]) = —1, para j=1,...,p — 1 e como consequéncia
Trl-G)=Trl-g)=---=Tr(1- ") =p

Observe que os conjugados de 1 — Cp sa0 os elementos 1 — G-7=1l..p-1 Da

identidade

-1
Xl 4 X41= [Ix -3¢,

t=1
substituindo X por 1 obtém-se

p=TI-¢) = N(1-¢).

2=1

Mostraremos que
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(1-G)Z[()NZ = pz.
Sabemos que p € (1 — CP)Z{CP], o que implica
(1-G)ZIINZ >pz .

Suponhamos, por absurdo, que a igualdade de conjuntos acima seja falsa. Sendo pZ
um ideal maximal de Z, a relacgio (1 — G)ZIC,) N Z # pZ implica (1 — GIZICINZ =2,
ou seja, 1 — ¢, é uma unidade em Z[Cp]. Assim os conjugados 1 — ¢} de 1 — {, também
sao unidades; logo p é unidade em Z[Cp] N Z, o que é evidentemente falso e portanto vale

a igualdade.

Cada conjugado y;(1 — ¢7) de y(1 — Gp) é miiltiplo de 1 — ¢ em Z[(,]. Como

1-G=0-G)1+G+-- + g™,

segue que y;(1 — (7) € também muiltiplo de 1 — Cp- Sendo o traco a soma dos conjugados,

temos

Tr(y(1-&)) € (1- Cp)ZKp];

e pelo resultado anterior,

Tr(y(1-G)) € (1- Cp)ZKp] NZ =pZ.
O resultado central desta secio é o seguinte

Teorema 2.1.6 ( /29, pp. 85 ) O anel de inteiros de Q(¢) € Z[G).
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2.1.4 Discriminante

O discriminante de um corpo de niimeros desempenha um papel fundamental na
teoria dos reticulados algébricos, pois como veremos na secao 2.3, este se relaciona com

o célculo da densidade de centro de reticulados gerados a partir de ideais.

Definigao 2.1.7 Sejo K um corpo de nimeros de grau n. Dd-se o nome de discrimi-

nante da n-upla (z1,...,z,) € K" ao elemento definido por
D(.’Ill, crey Q’In) == det(TrK/Q(xiacj)).
Prova-se que D(zy,...,z,) € Q.

Lema 2.1.8 (/24], pp.38, Prop.1) Sejam (15 eerZn), (Y1e0rUn) € K™ tais que y; =

3 r1045T5, com ay; € Q. Entdo

D(y1, ..., yn) = (det(a;;))2.D(zy, ..., z,).
20
0 6

aeale[22]l3]

Exemplo 2.1.9 Dado o par {1,+/3}, entdo

Tr(1) Tr(\/-S—)
Tr(v3) Tr(3)

D(lv\/-'?;) =

Por outro lado,

ou seja,
D(2+ 3,1+ +/3) =12

Definigao 2.1.10 Sejam K um corpo de nidmeros de graun e f = {z1,...,z,} uma

Z-base para o Z-modulo livre Ok. Entdo B € chamada de base integral de K.
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Do Lema 2.1.7, concluimos que os discriminantes de duas bases integrais quaisquer

de K sao iguais. Assim, faz sentido a seguinte

Definicao 2.1.11 Dd-se o nome de discriminante de K, e serd indicado por Dk, ao

discriminante de qualguer base integral de O .

Proposicao 2.1.12 (/24/, pp.99, Prop.3) Seja K wm corpo de mimeros de grav n e
01, -, 0n 08 1 Q-monomorfismos distintos K em C. Se {z1,...,2,} € uma Q-base para

K, entao
D(zy, ..., z,) = det(0:(z;))? +# 0.

Apresentaremos agora uma férmula para o discriminante de uma n-upla da forma

(1) xa ceey xn—*l)_

Proposicao 2.1.13 (2], pp.41) Sejam K = Q(z) um corpo de nimeros de graun e
f(X) € Z[X] o polinémio minimal de z sobre K . Denotando por f'(X) a derivada formal

do polinomio f(X), temos
D(1,z,..,z" 1) = (=1)"=D2 Ny o (' (z)).

Exemplo 2.1.14 Veremos como a eZpressao acima pode ser dtil no cdleulo de discri-

minantes. O polinémio minimal de G sobre Q ¢

f(X) = (X7 —1)/(x7 " ~ 1),
Sabemos que {1,gpr,...,§"’r"’r)“1} € base integral de K = Q(&r). Pela Proposicio
2.1.13, temos que
P = Nero(£(Gr)) = Nicjo(t')-NeesoF ™) /Ny~ = 1), (2.1)

Fazendo o cdlculo passo a passo, tem-se
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Nyjo(p™) = pr&-7 ™

r—1 o
Nrro(G ) = Nogye(G)” =1

r—1 r— r—
Nio(G  —1) = (Nogyel— &) =7 .

Substituindo em 2.1, finalmente obtemos

gK — :tppr—l(p_l)r.p_pr——l — :t_ppr«l(p,r__r_l).

Os resultados sobre discriminantes que nos serdo tteis sao listados a seguir:

Teorema 2.1.15 ( [29], pp. 11, Theo. 2.6 ) Sejam K, e K, corpos de nimeros linear-

mente disjuntos, ou seja, [K1K, : Q] = [K; : QL[K, : Q] e cujos discriminantes sejam

inteiros relativamente primos. Entdo

Ko : K :
9K1K2=@I}{12 QI’Q[K; Q}

Teorema 2.1.16 (/29], pp. 12, Prop. 2.7 ) O discriminante do corpo K = Q((,) vale

n#n)

= (—1)#(™)/2
Dx=(-1) T p#/ -1

Teorema 2.1.17 ( [12], pp. 45, Teor. 1) Sejam p uwm nimero primo € K um subcorpo
de Q(Gpr ), com [K : Q] =up’ e p ndo divide u. Entdo

| D(K) |= pu((a‘+2)-p"~ﬁ§{—1)—l‘
Corolario 2.1.18 No caso particular K C Q((,), temos

| Dk |= plEA-1,
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2.1.5 Norma de um ideal
Sejam K um corpo de nimeros de grau 7 e z um elemento nio nulo de Ox. Em [24],
pp. 62, tem-se
| N(z) |= card(Ok /z0k).

Sejam a um ideal néo nulo de Ok e = € a um elemento nao nulo. Entio 2Ok Ca, e

portanto

card(Ox/a) < card(Ok /zOk)

e consequentemente Ok /a € finito. Assim, temos a seguinte

Defini¢ao 2.1.19 Dd-se o nome de norma de a, e denotada por N(a), ao nimero
card(Ok/a).

Proposicao 2.1.20 (/2/], pp.52, Prop.2) Sejam K corpo de nimeros e a, b ideais ndo

nulos de Ok . FEntdo
N(ab) = N(a)N(b).

Exemplo 2.1.21 Consideremos em Z[i], onde i = /=1, o ideal principal a gerado por

2 — 1. Assim,

Zlil/a = {z + a;z € Z[i]}.
Como 2 =i (mod a), entdo para = = a + bi, a,b € Z, temos
T=a+b=a+2b (moda).
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Visto que (2+1i)(2—14) = 5 € q, segue que as classes laterais de a em Z[i] sio
{0,1,-1,2,—2}, ou seja, N(a) = 5.

Exemplo 2.1.22 Em Z[()], sejap = (1 — G)'Z|G). Pela propriedade multiplicativa da
fungdo norma, temos N(p*) = No,y/0(l — &) = pt.

Uma propriedade imediata que se tem é que se a é um ideal nio principal, entao

Nkio(z) > N(a), para todo z € a.

2.2 Decomposicao de Ideais

Consideremos o anel de inteiros A = Z[/=5] de Q(v/=5). Note que (1++/=5)(1~
v/—5) = 2.3, e estes fatores tém normas 6,6,4 e 9, respectivamente. Note que 1 + /—5
nao tem divisor nao trivial em A, j4 que a norma deste divisor é também um divisor
nzo trivial de 6; isto ¢ impossivel, pois as equacdes a2 + 562 = 2 e a2 4 5b2 = 3 nio tém
solugao em Z . Tomando normas, conclui-se que o primo 1 - v/—5 nao divide 2.3, de

forma que a fatoragdo de 6 em irredutiveis de Z[/=5] nio é tnica.

Contudo, Kummer (1810-1893) observou que em certos anéis a fatoracdo de ideais em
ideais primos existe e é tnica. Estes anéis sdo chamados de ”anéis de Dedekind 7, que

serao estudados a seguir. A principal propriedade destes anéis é a unicidade da fatoracao

em ideais primos.

Consideraremos também a fatoracdo de ideais em uma extensio e, em particular, em

uma extensao galoisiana.

Um A-médulo M é dito Noetheriano se satisfaz uma das seguintes condicOes equiva-

lentes:

(i) Toda colegdo néo vazia de submédulos de M contém um elemento maximal.
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(ii) Toda cadeia crescente de submédulos de M € estacionéria.

(iii) Todo submédulo de M ¢ finitamente gerado.

Um anel A ¢ dito Noetheriano se, visto como A-médulo, for um médulo Noetheriano.

Um dominio A é chamado de domfnio de Dedekind se for integralmente fechado,

Noetheriano e se todo ideal primo nao nulo de A for maximal.
Teorema 2.2.1 (/2/], pp.50, T eor.3) Sejam A wm anel de Dedekind e a um ideal ndo
nulo de A. Entdo eristem ideais primos ndo nulos p,,..., bn de A e inteiros positivos

€1, ..., &n tais que

_— n [
a = z_—:lpzz’

e esta erpressdo € unica, a menos da ordem dos fatores.

Veremos a seguir a decomposi¢ao de um ideal em uma extensao.

No restante desta secao, K e L denotario corpos de niimeros com K C Le [L: K] =

n.

Proposicao 2.2.2 (/24], pp.71, Prop.1 ) Seja p um ideal primo néo nulo de Ok e

a decomposi¢ao de pO; em ideais primos de Op. Entdo os ideais Pis sG0 precisamente

0s ideais primos q de Oy, tais que q N Ok =1»p.
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Nas condigGes da Proposicao 2.2.2, diremos que os py, estio acima de p.

Indicaremos por f; a dimenséo [O/p; : Ox/p] e chamaremos de grau residual de p;
sobre Ok. O elemento e; é chamado de indice de ramificacio de p; sobre Og,esee; > 1

para algum indice ¢, diremos que p se ramifica em O;.

Mais adiante daremos uma caracterizacao dos ideais de Ok que se ramificam em Oy,

mas antes veremos alguns resultados essenciais ao estudo da extensio de ideais:

Teorema 2.2.3 ([24], pp.71, Teor.1) (Igualdade Fundamental) Com as mesmas notacées

acima,

?;Zjleifi = [0L/pO; : Og/p] =n.

Teorema 2.2.4 ([24], pp. 7, Teor.1) Seja K um corpo de mimeros. Uma condicdo

necessdria e suficiente para que um ideal primo PZ de Z se ramifique em Oy € que p

divida Dy .

Como consequéncia do Teorema acima, pode-se concluir que existe apenas um nimero

finito de ideais primos de Z que se ramificam em Ok.

Teorema 2.2.5 (Kummer) ([4], pp. 186, Teor. 10.1) Sejam K = Q(z) wm corpo de
nimeros, T € Ok e g(X) o polinémio minimal de z sobre Q. Sejam ainda p wm nimero
primo que ndo divide [Ok : Z[z]], g,(X) a redugio de g(X) em (Z/pZ)[X] e os polinémios
irredutivess e monicos u;(X) € Z/pZ(X] tais que

g
9(X) = iI__Il pi(X)%.
Entao p.Og pode ser fatorado como

g e
POK = '];Ilpizy

onde
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pi = pOx + p:(2). Ok,

s@o ideats primos de Og. Além disso, f; = [Ok/p; : Z[pZ] ¢ o grau de p(X) e N(p;) =
P

Exemplo 2.2.6 Pelo Teorema 2.1.16, o discriminante de K = Q&) € £pP2. Assim,
0 dnico primo que se ramifica em Ok €p. O ideal p = (1 — G)Z[Gy) estd acima de pZ,

jd que N(p) = p. Da igualdade fundamental,

PZI(y] = pP1.
Exemplo 2.2.7 Sejam A = Z[(3] 0 anel de inteiros algébricos de K = Q((z9) €

g(X) =X24~X23+X21—-X20+X18~X17+X15
__X14+X12___X10+X9__X7+X6_X4+X3_X+1

0 polinémio minimal de (39 sobre Q. Vamos obter uma fatoracdo de 30x. Com a notagdo

acima, a redugdo de g(X) mddulo 3 é

93(X) = p1(X)2.p5(X)2. 113 (X )220 (X)?2,
onde

pi(X)=X3%+2X + 2
po(X) =X+ X2+ X + 2;
p3(X) = X% +2X2 + 2X 4 2
pa(X) =X+ X242

Logo, e; = 2 e sendo o grau residual igual ao grau de p;(X) concluimos que fi=1,

para i =1,2,3,4. Portanto,

30k = pipipip2,
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onde
p; = 30k + 1:((39) Ok, 2 =1,2,3,4.
Para a fatoragdo de 130k, temos
g13(X) = 71(X)Pm(X)®,

onde

1(X) =X +4;
’72(X) = X + 10.

Analogamente, o indice de ramificagcdo e o grou residual séo 12 e 1, respectivamente.

Entao
130k = a’qy?,
onde
q; = 30k + %((9)Ok, i = 1,2.
Para a norma, vale

N(g;)=13,i=1,2

Quando se trata de uma extensao galoisiana, a decomposicao obtida na secao anterior

assume caracteristicas particulares.

A seguir, faremos uso de resultados cléssicos de Teoria de Galois finita.

Definicao 2.2.8 Um corpo de mimeros K € dito abeliano ( resp. ciclico) quando K é

uma extensao galoisiana de K e seu grupo de Galois é abeliano ( resp. ciclico).
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Exemplos de extensdes abelianas sdo os corpos ciclotémicos, juntamente com seus

subcorpos, conforme o seguinte

Teorema 2.2.9 (/24], pp.87) Seja K um subcorpo de Q(¢n)- Entio K € uma extensdo
abeliana de Q, com grupo de Galois isomorfo a um subgrupo de (Z/nZ)*. Em particular,

se n € um nidmero primo, entdo K € uma extensdo ciclica de Q.

Vimos no Exemplo 2.2.7 que em Q((3o) 0s indices de ramificacdo e; e os graus residuais
Jfi s@o idénticos. Como veremos a seguir, isto sempre ocorre em extensoes galoisianas.
No restante desta segio, consideraremos que L é uma extensio galoisiana de K, com

grupo de Galois G.

Diz-se que dois ideais q e ¢’ de O, sdo K-conjugados se existir ¢ € G tal queo(q) =¢q'.

Quando K = Q, diremos apenas que sio conjugados.

Proposicao 2.2.10 (/24], pp.89, Prop.1) Sejam K C L corpos e um ideal primo p de
Oxk. Entdo os ideais primos p; de O acima de p sdo conjugados dois a dois, tém os
mesmos indices de ramificacdo e graus residuais. Portanto,

PO = (ﬁ p:)°,

t=1

onde n = ref.

Sejam K; e K, corpos de nimeros linearmente disjuntos. Por [20], pp. 65, dado
um nuimero primo p, a decomposicao de POk, k, em KK, pode ser obtida através da
decomposicao em K; e em K,. Mais precisamente, sejam r;, e; e f; os parametros
associados a decomposicao de POk, em K;, j = 1,2. Em K K>, os parametros r, e e
[ satisfazem: r = riry, e = g1eg e f = f1fa. Cada ideal primo de Ok, acima de p se

estende em Ok, i, de maneira aniloga & que D se estende em Oy, .

Definicao 2.2.11 Dado um ideal primo p; € O satisfazendo p;NOk = p, o0s conjuntos
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D(p;) ={c € G;o(p:) =p; }

E(p:) = {0 € G;0(z) = z( mod p; ), para todo z € OL}

s@o subgrupos de G, chamados de grupo de decomposicdo e grupo inercial de p; com

relag@o a p, respectivamente.

Quando G ¢ abeliano, entdo D(p;) depende apenas de p. Neste caso, denotaremos

simplesmente por D(p).

Teorema 2.2.12 (/20], pp.100, Teor.28) Seja Lp) o subcorpo de L fizado por D(p).
Vale o seguinte diagrama:

graus indicede grau

ramific. inercial

L
| ef e f
Lpg)
| r 1 1
K

Ainda sobre o diagrama, valem os seguintes resultados:

Teorema 2.2.13 (/20], pp. 104, Teor.29) Ainda com as mesmas notagoes, valem.:

(1) Log) € o maior subcorpo de L contendo K tal que e = f=1

(2) Lpg) € o menor subcorpo K', com K C K' C L tal que existe um unico ideal primo

de Oy acima de p N K.
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Exemplo 2.2.14 Em K = Q(Ca1) a fatoragdo de 7Ok em O €

onde q; € qg sao ideais primos de O.

O grupo dos Q-automorfismos de K ¢
G={05021)=1,i=1,..,21},
onde
0i(Ca1) = G-
O grupo de decomposicdo de 71Oy é
D(7Z) = {0 € G;o(q1) = a1} = {01,04, 010,013,016, 019}

Logo, o corpo fizo de D(7Z) serd Q((L;) = Q(Cs). Analogamente, Q € o corpo fizo de
D(3Z).

No corpo ciclotomico Q((,), o nimero de ideais acima de um primo é dado pelo

seguinte resultado:

Teorema 2.2.15 ( [20] , pp. 84) Seja p wm primo que ndo divide n. Entdo o ndmero

rp de ideais primos distintos acima de p em Q((pon) €

__d(n)
? Ord,(p)’

onde Ord,(p) € a ordem de p mddulo n.

Como exemplo, a decomposigao de 3Z[Cs9] e 13Z[(y,] em Z| 39] Pode ser obtida a

partir deste resultado.
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2.3 Reticulados e Densidade de Centro

Os reticulados tém se mostrado bastante tteis em aplicacdes na Teoria das Comu-

nicagdes, sobretudo na geragao de constelagdes de sinais com propriedades convenientes.

Intuitivamente, um reticulado em R" é um conjunto infinito de pontos dispostos de

forma regular.

Nas segOes a seguir serdo definidos a densidade de empacotamento esférico e a den-
sidade de centro. Veremos, também, um método algébrico para geracdo de reticulados
em R™, o chamado homomorfismo canénico, com respectivas propriedades. Mostraremos
que a realizagao geométrica (via homomorfismo canénico) de um submdédulo do anel de
inteiros de um corpo de niimeros de grau n é um reticulado em R™, cujo volume depende

do discriminante do corpo em questao e do indice do médulo no anel de inteiros.

2.3.1 Reticulados em R"

Sejam V' um espago vetorial de dimensao finita n sobre um corpo K, A um subanel
de K e v1,...,Um, m < n, vetores linearmente independentes de V. Dé4-se o nome de

A-reticulado (ou simplesmente reticulado) com base {vy, ..., v} a0 conjunto

m
{z=2Yav;a,€A,i=1,.,m}.

g=1

Nosso interesse maior serd pelos casosem que K =R, A=2Z V =R e m = n.

Quando nos referimos a um reticulado A, fica implicito que estaremos assumindo as

condicoes acima.

Um empacotamento esférico em R™ é uma distribuicio de esferas de mesmo raio em
R™ de tal forma que estas esferam tenham no miximo um ponto em comum. A isso,

chamaremos simplesmente de empacotamento. Pode-se descrever um empacotamento
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simplesmente indicando o conjunto dos centros das esferas e o raio destas. Um empa-
cotamento reticulado é um empacotamento em que o conjunto dos centros forma um
reticulado A de R™ e, a menos que se diga o contririo, daqui em diante todos os empa-
cotamentos considerados serdo reticulados; diremos neste caso que o empacotamento ¢

associado a A.

Intuitivamente, a densidade de empacotamento de um reticulado é a ” proporcao” do

espaco R", coberto pelas esferas.

A seguir, introduziremos os elementos bésicos que possibilitarao obter uma definicao

formal e uma expressao para a densidade de um empacotamento.

Dado um reticulado A C R™ com Z-base 3 = {v1,...,vn}, denomina-se regido funda-

mental de A, com relacio & base 3, o conjunto
Ag={z€eR%z=32 Mv;,0< )\, < 1}.

O espago euclidiano R" ¢ a unio disjunta de translacdes da regido fundamental Ag
por vetores de A. Consideremos um empacotamento associado a A. Para o cileulo da

proporgao coberta pelas esferas, basta calcular a proporgao em uma regiado fundamental

As ; é o que faremos a seguir.

Fazendo v; = (vi1,...,vin), i = 1,...,m; o volume v(Az) de Ag é igual ao médulo do

determinante da matriz

Se 3’ ¢ uma outra base para A, segue que v(Az) = v(Ag') jé que B e 3 diferem pelo
produto de uma matriz inversivel com entradas inteiras. Dessa forma, faz sentido definir

o volume de A como sendo o volume da regiso fundamental de uma base qualquer, e serd

denotado por v(A).
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Interessard o empacotamento associado ao reticulado A tal que as esferas tenham
raio méximo. Para a determinagéo deste raio, observe que fixado k& > 0, a intersecgao do

conjunto compacto {x € R*;| z |< k} com o reticulado A é um conjunto finito, isto ¢, A

é discreto, de onde segue que o niimero

Amin = min{| v |;v € A, v # 0}

estd bem definido.

Podemos observar que p = dyn:,/2 € 0 maior raio dentre os quais é possivel distribuir
esferas centradas nos pontos de A e obter um empacotamento. Dessa forma, estudar
os empacotamentos reticulados equivale ao estudo dos reticulados. Com isto, quando
citamos densidade do reticulado A, ficard implicito que estamos falando da densidade do

empacotamento com esferas de raio p associado a este reticulado, e que serd denotada

por A(A).

Indicando por B(p) a esfera com centro na origem e raio p, temos

A(A) = volume da regido fundamental coberta pelas esferas  v(B(p))

volume da regido fundamental T v(A)
_ v(B(1)).0"
v(A) 7
7rn/2 ) ‘
M , S€ I € par;

onde v(B(1)) =
2nr(=1/2((n — 1)/2)!
n!

, se n é Impar.

Visto que v(B(p)) = p™.v(B(1)), é conveniente o uso de um outro pardmetro, a saber

a densidade de centro,




Exemplo 2.3.1 Para o reticulado Z™, temos p = 3 ev(Z") = 1. Assim,
1
6(Z") = —.
@) =

Um outro parametro bastante usado em aplicagdes é o chamado ganho fundamental,

dado por

d2

7( ).‘ (A)z/"

2.3.2 O homomorfismo canénico de um corpo de niimeros

A seguir descreveremos o homomorfismo canénico para a geracao de reticulados via
ideais de corpos de nimeros. Faremos, inicialmente, consideracdes para o caso em que

todas as imersoes sao reais e depois para o caso em que todas as imersGes sao complexas.

Definicao 2.3.2 Um corpo de nimeros K de grau n € dito totalmente real quando para

todo Q-monomorfismos 0;: K — C,i=1,...,n, valer
O’z'(K) g R

K serd chamado totalmente complezo quando
0:(K)ZR,
parai=1,...,n.

Sejam K um corpo de nidmeros totalmente real de dimensio n e oy,..,0, os Q-

monomorfismos de K em C. A aplicacio o : K — R", dada por
o(z) = (01(z), ..., 0, (z)),
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define um homomorfismo de Z-médulos de K em R".

Exemplo 2.3.3 Seja K = Q(v/3), com a Q-base {1,/3} e grupo de automorfismos
{01,032}, onde o1 € a identidade e 03 a conjugagdo, ou seja, ga(a + bv/3) = a — by/3,
a,b € Q. Entdo a imagem de z = a + b\/3, a,b € Q pelo homomorfismo o ¢

0(2) = (01(x), 05(z)) = (a + bv3,a ~ bV3).

Consideremos agora um corpo de nimeros totalmente complexo K, de dimenséo n,
e sejam 07, ...,0, 0s 7 Q-monomorfismos de K em C. Suponhamos os ¢;,, ordenados de
forma que Oiyn/2 =03 , para i =1, ...,n/2. Como 0;(K) nao esté contido em R, para
todo 7, entao aplicando o processo acima estaremos gerando vetores em C™ ~ R2", Neste
caso, o numero n € par, j& que a cada 0; est4 associado seu conjugado complexo 7;. Sendo

assim, uma maneira de gerar vetores em R" ¢ definindo ¢ : K — R™ por

o(z) = (Ro1(z),Io1(x), ..., Rona(z), 10n2(T)),

onde R(z) e I(z) representam a parte real e imaginaria do niimero complexo z. respecti-

vamente.

Exemplo 2.3.4 Sejam o corpo quadrdtico K = Q(i), i = v/—1 e {01,032} 0 grupo dos Q-
monomorfismos de K em C, onde gy € a aplicagdo inclusdo e oy ¢ a conjugacdo compleza.

Paraxz =a+bi € K, a,b€ Q, temos
o(z) = (Roy(z), [o1(z)) = (a,b).

O homomorfismo o é chamado de homomorfismo canénico de K em R”. Sua definicio

estende-se naturalmente ao caso geral.
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Uma das vantagens do método & a geracao de reticulados em R", dos quais os prin-
cipais pardmetros podem ser obtidos via, Teoria Algébrica dos Nimeros, através de pro-

priedades herdadas de K. Isto pode ser visto de maneira formal nos resultados que

seguem.

Teorema 2.3.5 (/24], pp.56, Prop.1 ) Sejam K um corpo de nimeros de graun, oy,...,0,
0s Q-monomorfismos de K em C e M C K um Z-médulo livre de posto n com Z-base

{Z‘l,...,xn}' Ent[io
a) (M) € um reticulado em RrR7,

b) v(o(M)) = 27" | det((x;,)) |,
onde ry = —21—card{oi | 0:i(K) LR}

Exemplo 2.3.6 Tomemos K = Q(v3) como no ezemplo anterior ¢ M = Z[\/3] seu

anel de inteiros, com base Z-base {1,v3}. Como K ¢ real, entdo ro =0, €

o1(1) o1(v/3) 1 V3
v(o(M)) = = = 2+/3.
(7(M)) o3(1) o2(+/3) 1 -3

Note que Z[v/3] C R € um congunio denso, no sentido de que todos seus pontos sdo

de acumulagdo. No entanto, a tmagem do homomorfismo canénico

a:Z[\/é']gR—-»R'“’

€ um reticulado de posto 2 em R2.

Um caso particularmente interessante ocorre quando M € um ideal ordinario nao nulo

de K. Neste caso, a expressao para o volume do reticulado fica totalmente determinada,

como mostra o
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Teorema 2.3.7 (/24], pp. 57, Prop.2) Sejam K um corpo de numeros de graun e a um

tdeal ordindrio ndo nulo de @y . Entdo 0(Ok) e o(a) sdo reticulados de R", ¢ vale
v(o(a)) =272 | Dy |V2 N(a).

Chamaremos de realizagao geométrica de um ideal a ao reticulado o(a). A expressao

para a densidade de centro destes reticulados assume a forma

2"2.,0”
| Dx [/2 N(a)’

5(o(a)) = (2.2)

Podemos medir distancias em o(K) C R" através de parametros de teoria algébrica

dos ntimeros, conforme a seguinte

Proposicao 2.3.8 (/27], pp. 225) Sejam K um corpo de nimeros e x € K. Enido

o(z) 2= ek Trrp(z.T),

onde

1

5, se K for totalmente complexo:
Cy = 2

L,

se K for totalmente real.

Exemplo 2.3.9 Sejam K = Q(G) ez = a+ bz € Og. Temos
Ngio(z) = a® + b2 — ab.
Por outro lado, sendo o 0o homomorfismo canénico de K , vale
| o(z) = a® + 8% — ab = Ng/q(x).
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Seja x € Ok e a = 20g. Entéo todo Y€aédaformay=zz, comze Ok. Logo

| o(y) =] 0(2z) [P= N jo(zz) = Nkso(2)-Ni/o(z) > Ngsolz),

pois | Ngjo(z) |> 1. Consequentemente, o menor valor assumido por|o(y) |2, paray € a
ey #0, ¢ | Ngjo(a) |

Logo,
| Nxso(z) |
p= [}
2
e a densidade de centro é
5(a) = 2| N(z) | 1

C4IN@) [ D7 T 3

Observagéo: Como neste caso particular o anel Z[(3] € principal, a densidade de centro
independe da escolha do ideal. Obtém-se o reticulado A, o reticulado mais denso em

dimensao 2.
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Capitulo 3

Corpos de Niimeros Abelianos

Uma classe particular dos corpos de nimeros sdo os corpos abelianos, ou seja, ex-

tensoes galoisianas de Q com grupo de Galois abeliano.

O Teorema de Kronecker-Weber ([29],pp. 319) diz que todo corpo de niimeros abeliano
est4 contido em um corpo ciclotémico Q((,), para algum n. Portanto, estudar os corpos

de nimeros abelianos equivale a estudar os subcorpos de corpos ciclotémicos.

A Proposigao 3.1.1 caracteriza os elementos do ideal principal (1 — ()".Z[(y] e 0
Teorema 3.1.3 exibe a forma quadrética em Q({yr).

O Teorema 3.3.1 ¢ o principal resultado da secdo 3.3 e serve de base para a construcao
da familia A,. Em seguida s8o apresentados tabelas e grificos referentes a respectiva
familia.

A secao 3.4 faz um estudo de extensdes ctibicas contidas em Q((,), p primo, sendo o
Teorema 3.4.1 e a Proposicao 3.4.4 os resultados centrais da secgo.

Finalmente, a secao 3.5 traz técnicas de construcgoes algébricas de reticulados densos
em subcorpos de Q((p,). Destacamos o Corolério 3.5.5 e as técnicas usadas na subsecao

3.5.3, que trata das construgoes algébricas propriamente ditas.
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3.1 Reticulados em Q(¢pr)

Quando p é um ndmero primo, Maurice Craig estudou a representacao geométrica do
ideal principal p de Z[(,] gerado por 1 — (p © suas poténcias ( cf. [27], pp. 223 ). Tais
representagoes geométricas sio reticulados em dimensdo n = p — 1. Para sua construcao,
fixado um nimero primo p e i > 1, define-se A;__l a representacao geométrica do ideal
pt.

Generalizaremos esta familia para Q(¢) e subcorpos de Q((p), obtendo para estes

dltimos novos reticulados densos.

3.1.1  Caracterizagao do ideal gerado por (1= Gr)" em Q(¢yr)

Proposicao 3.1.1 Sejamp o ideal de Z[(y] gerado porl=Cor, 2 € ZlGr] € f(X) € Z|X)]
tal que x = f(Gpr). Pnitdo para 0 <i < m, onde m = ¢(p"), vale
zept e f)=f1)=...= f®(1) = 0 (mod p),

onde fO(X) denota a i-ésima derivada de I

Demonstragdo: O polinémio minimal de Gpr sobre Q é

X7 —1
MX) =

Assim, z € p**! é equivalente A existéncia de u(X) € Z[X] tal que

F(X) = (1= X)*u(X) (mod h(X)),
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e a Ultima equacao ¢ equivalente & existéncia de v(X) € Z[X] satisfazendo

F(X) = (1= X)*u(X) 4 g —u(X).
De
h(X) = (X = 1)"-V7" (mod pZ[X] ).
obtemos,

FX) = (1= X)Mu(X) +o(X)(X = 1) (mod pZ[X] ).
Agora, podemos encontrar £(X) € Z[X] tal que

F(X) = (1= X)*t(X) ('mod pZ[X] ),

ou equivalentemente, existe u(X) € Z[X] para o qual
F(X) = (1= X)*o(X) + pu(X).

Assim, f({r) € p**! é equivalente & expressao acima, sendo esta equivalente 3 enun-

ciada. O

3.1.2 A forma quadratica associada

Nesta segao, veremos que a forma quadratica que mede distancias em 0(Ok), K =

Q((r ), é a soma de p™~! formas quadraticas simétricas, sendo cada uma delas em p—1

variaveis.
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Dado um elemento z = Y5l q,(% ¢ ZlGr], m = ¢(p"), existe uma tnica repre-
sentagao sob a forma

t
J=0
ondet=p"1—-1e
m-—1 .
T; = > a:Cyr ,7=0,..,t

=0
i=j(mod p"—1)

Dado um elemento z = gg+a, Cor +- - +am-1(7"! € Z[(yr], frequentemente usaremos

a expressao

m—1
T =Ag+ 3 A, (3.2)
=1
onde
‘ ) m—(j+1)
ai=§;,r+§‘;z eAjz Z aiai+j7j=0;---,m“l-
=0

Identificaremos o elemento x com = m-upla correspondente z = (ag, ..., am_1).

Teorema 3.1.2 Sejam p um nimero primo e r um inteiro positivo. Entgo

0 , se (k,p") < pr= L
Trogrye(Gy) = —p-! , se (k,p’) = pr-1;

p—=1)p !, se(k,p’) >p 1 .

Demonstragao: O polinémio minimal de (o sobre Q é

XE-Dr" 4 x -2t +X7 741,
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Assim, para r > 1, temos Troe,r)/q(ér) = 0. Quando k é um inteiro primo com v,
entao g}’;,. € um conjugado de (p, € seus tracos s3o idénticos.

Para (k,p") > 1, consideraremos trés casos:

12 caso: (k,p") < p™!: Pondo (k,p") = p°, onde s < r, entdo f = 7= ;,,3,

com j primo com p. Assim,

Trar)e(G) = Trowrye(Gr-) = P Tro,_ya(Gpr—s) = 0.
22 caso: (k,p") =p™!: O polinémio minimal de p sobre Q é
XPlpXr2 4 b X+1.
Logo, TreyalGy) = —1, e por Ch = (5~ = ¢ temos

Trowgryal(é) =P 1. Troe,)0(é) = —pm 2.

32 caso: (k,p") > p™~! : Neste caso, (k,p7) = p", e

TrageielG) = Trag)e(l) = (p - 1)p.
Quando 7 = 1, estaremos no segundo ou terceiro casos. O
Para cada inteiro n, seja Q, a forma quadratica dada por
n
On(X1, ., Xn) =3 X7+ Y (X - X;)% (3.3)
i=1 1<i<j<n

Teorema 3.1.3 Sejam p um mimero primo, r um inteiro positivo, K = Q((r), m =

#(p") e x um elemento de Ok,

z = aqg -+ alg‘pr + -t am pr_l.
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Entao

r—1

2 P
o(a) = 2

i
(L)
ondet =p"! — 1 € 0s 21, sGo como na Equagdo. 3.1.

Demonstragdo: Seja

m—1
z.T7 = AO + Z A.,'.C!,;,
=1

a representagao como na Equacao 3.2. O Teorema 3.1.2 mostra que os elementos ;fr, com
(k,p") < p"~! tém trago nulo. Como vale T'r kig(ax) = 2Trki(C% ), é suficiente considerar

os coeficientes dos elementos oy tais que (k,p") > p™!. Quando (k,p") > p™~!, entdo
(k,p") = p" eportanto k > p" > (p— 1)p™!. Contudo, isto nao ocorre, ji que k < m—1.

Logo, podemos considerar somente os indices k tais que (k,p") = p"~1. Disso segue

|9(0) = 3 (Trisa(do) + T Triga(4ie)

pr-—-l p—2
-2 ((p—-l).mo»—z]g Ajpr—l)

p""’l t t
e (DS o)

i=0 jsi(modp" ~1 ) =0 jsi(modp" -1 );7:<j

pr—l t
. 5 g((p-—l) Z a]2~-—2 Z aiaj)

Jj=i(mod pr~1) J=i(mod pm ~1) i< f

p'r—-l
2

(;::0 Cpt (ﬁ)) -t
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3.2 Ideais em Q((y), r > 2

Nesta secao, estudaremos a densidade de empacotamento do reticulado o (p?), no caso
T 2 2, que equivale & generalizagdo da familia de Craig A™ para este caso. Para isso,

precisamos determinar o raio de empacotamento do reticulado associado, através de sua

forma quadratica.

Como vimos, a forma quadratica Q,, est4 relacionada com o cilculo de distancias nos

reticulados considerados.

A forma quadritica @, pode ser escrita como

Qn( X1, Xn) = (n+1). }f:xf - (ix,-)z. (3.4)

=1 =]

Note que @, € positiva definida e simétrica, ou seja,

Qn(Xla ey Xn) = Qn(Xa(l): ooy Xa(n));

onde ¢ ¢ uma permutacdo qualquer do conjunto {1, ..., n}.

A seguir, estudaremos propriedades da forma quadratica Qn, iniciando por encontrar

o menor valor assumido por @,,, considerando entradas inteiras nio todas nulas.

Lema 3.2.1 ( [11], pp. 64) (i) O menor valor atingido per Q,, com entradas inteiras

nao todas nulas, é n.

(it) Para a € Z", Qn(a) = n quando a = £(1,1,..,1) ou a = +e,, i = 1,...,n, onde

{e;},i=1,..,n € a Z-base candnica de Z™.

Proposicao 3.2.2 Para r > 2, 0 menor valor atingido por S 0@p-1(zi), paraz ey e

z#0, é2(p—1).
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Demonstragdo: Tomando z = 1 — G € b, entdo X! Q,_; (z) = 2(p — 1). Tal valor ¢
minimo. De fato, sejaz epe Z; como na Equacéo 3.1. Se consideramos apenas um dos
Tis n&o nulos, entéo este necessariamente ests em p, e daf Qp_l(g_ti) 2 2p. Sendo p — 1
o menor valor assumido por @p-1(a), com a € ZP1, segue que se o nimero de z;;, nao

nulos € maior que 1, entdo 3°¢_, Qp-1(z:) > 2(p—1). D

A seguir, determinaremos a densidade de centro de reticulados o(p?).

Teorema 3.2.3 Sejam p um nimero primo, v > 2 ep = (1-yr).Z[¢y]. Entio a masor

densidade de centro entre os reticulados o)), i=1,...(p— 1)p"2, ocorre em i = 1.

Demonstragdo: Da congruéncia 1 — gg"l)prnz = (1— )02 (modp) e de p = (1-
Gr ) VP chegamos a y=1-— Cp(?’l)p e p®=Dr"? Algm disso, Zf:on-l(_yi) =
2(p—1), e para cada i € {l,...,(p—- 1)p"~2}, a densidade de centro é

) _ —1\m/2
o(p*) = 2En(2/72. ’21; ]132 o (3.5)

onde m = ¢(p") e | Dk |= p*" 7 #~-1)  Isto mostra que o(p) é o reticulado mais denso

dentre as poténcias consideradas. O

Teorema 3.2.4 Sejam p > 2 wm ndmero primo,r =2 ep = (1 - ¢ )-Z[Gr]. Entéo a

mator densidade de centro dentre os reticulados o(p*),i=1,....p, ocorre em i = 2.

Demonstragdo: Mostraremos que para z € p°,0 menor valor assumido por 3o Qp-1(zy),

para i =2,...,p, é 2p. Comecaremos com o caso j = 2.
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Sejam z € p? e 21, como na Equagédo 3.1. Se apenas um dos z;, é nao nulo, podemos
recorrer ao caso r =1, que dd 7, Q,; (z;) > 2p . Se o nimero de z;, nio nulos é
maior que 2, entdo Yi_o Qp-1(z:) > 3(p—1) > 2p. Assim, resta mostrar para o caso em
que dois dos Z;; sdo ndo nulos, digamos z; e z;.

Mostraremos que neste caso Qp—1(z;) +@p-1(x;) ndo assume o valor 2(p—1). De fato,

se isto ocorre, entao Q(z;) = Q(z;) = (p—1), e pelo Lema 3.2.1 isto ocorre somente para

T, Ty € {igjfr—l7 .7 = Oa P 1}

a r—1 -1 ~
Pondo z; = (f ezx;=-— ;" , com a,b € {0,...,p — 2}, entdo
— ol bl
T = p'r - gpr .

Como z € p?, 0 Lema 3.1.1 d4

ap" ' +i— bl — j =i~ j = 0(modp),

contradizendo a hipétese sobre z; e z;.

Para os demais casos, mostraremos de forma ansloga que Qp-1(%:) = Qp_1(z;) = p—1

s

também nao ocorre. Note que o elemento z = 1 — ;’2 estd em p*, para i = 1,...,p, e
> 0Qp-1(z:) = 2p. O valor 2p — 1 também nao ¢ atingido. Com isto, mostramos que

Qp-1(2:) + Qp-1(z;) ndo assume o valor 2(p — 1).

Das consideragoes acima, concluimos que os raios de empacotamento sao idénticos,
para ¢ = 2,...,p, e isto nos permite concluir que o ideal de menor norma, que é p2,
produzira o reticulado mais denso dentre aqueles do tipo o(p*), 4= 2,...,p. Confrontando

as densidades de centro de o(p) e o(p2), conclui-se a prova. O

Em Q((o), o reticulado o(p?) coincide com Eg, e apresenta a maior densidade de

centro conhecida em dimensso 6 .

Adequado a nossa notagéo, temos o seguinte
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Lema 3.2.5 ( /27], pp. 223) Sejam K = Q&) ep=(1- C»)Oxk. Entdo para z € p
i=1,...,(p—1)/2, vale

2

Trrso(aZ) > 2pi. (3.6)

Proposigio 3.2.6 Parar > 2, i < p-1)/2eze(1- Gr)o? L[y, vale

Trowe)e(aT) 2 2p7i

Demonstragdo: Seja z = (1 — Gr )P 7.z, onde 2 € Z[Gr]. Tal 2 pode ser escrito sob a

forma

t .
2= 00+ 00+t Gy (7 = Z 2iGrs
=

ondet=p""1—1e

m—1 i
zj = > a;Cyr

=0
i=j(mod p"—1)

Além disso,

. m—1 .
A=) 7™ = & ngh? ™,

que nos da

M=y kigrt ¢ J
x=(zbkg, ) S 2.0
k=0 J=0—""

m—1 s =1 m—1 ; .
= ;’:0 ( bkgk; P ) ( > a;C ,) Gr
k=0 2==0

t=j(mod p™~1)

t §

7
= Z;. .
Jg:.%) i
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Assim, cada > estd em p? . ém disso, Trg,-)/e(*T) é minimo quando apenas

um dos Z;s € nac nulo. Podemo: ver a equ:-ao acima como os miltiplos de (1 — ()¢
em Z[()], © = 1,...,(p — 1)/2, que juntamente com o Lema 3.2.5 e 0 Teorema 3.1.3 nos

permite concluir o resultado. O

Teorema 3.2.7 Sejam p primo, K = Q({y) e p = (1 — {r).Z[{r]|. Entdo

(p-1) r-1

o N2 (5) T e, (3.7)

Demonstracao: Pela Proposi¢éo 3.2.6, o raio de empacotamento satisfaz

o> Ve .2p"
— 2 ?

1

% , caso contrario.

, se K for real;
onde cx =

Pelo Teorema 2.1.17, o discriminante de K satisfaz

| D =7 &0,

-1, sp-1 , ~ .
A norma de p? € p . Célculos mostram a expressao enunciada. O

Fixados p e 7, a expressao acima é uma funcdo decrescente de . Assim, as melhores

densidades sao obtidas para r = 1, que coincide justamente com a familia de Craig A

3.3 Subcorpos de Q((,)

Nesta se¢ao, construiremos a familia de reticulados A, a partir de subcorpos de Q(,).

O principal resultado é o Teorema que se segue:
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Teorema 3.3.1 Sejam L = Q((,), K o subcorpo de L de grau (p=1)/t, p = (1-().Z[G)]
e px = p N K. Entdo B

foti) 2 ()7 (38)

Demonstragao: Visto que pg se ramifica completamente em L, entao
PO = p.
Pelo Lema 3.3.5,se z € p, i =1,..., (p — 1)/2, entdo Trro(xT) > 2pti, que implica

_ 1 1. . .
TT‘K/Q(.’BZC) = 'ETTL/Q(QE) Z Z2ptz = 2pz (39)

Assim, o raio de empacotamento satisfaz

S Vex2pi
ey 2 9

1, se K for real;
onde cx =
3. caso contrério.

Pelo Corolario 2.1.18, o discriminante de K é

DK == :tpL:l—l

ki

e a norma de p% é p'.

Assim, a densidade de centro satisfaz

. o : oy Bl o\ Bz —2;
(5(19}{) 2 272 (\/czfl.g;;n/2) T (_;_) 2t pﬂ.z_.l

. O
P



Quando p e t sdo fixados, ve: ica-se que tomando i = £ a fungdo atinge seu

méximo. Assim., o limitante inferior na expressao 3.8 é maximizado para i igual a um

dos inteiros mais préximos de -2*’-;-'—]35. Isso pode ser verificado no grafico da figura 3.1,

onde estd representado o grifico de 6(o(p’%)) em fungio de i, para p = 31. Observe que

0 méximo ocorre no inteiro mais préximo de 32

3 ,
Sia37s Que € 4.

Dado n € N — {0}, existem infinitos primos p tais que p = 1 (modn). Sejam
Prn =min{p | p é primo e p = 1(modn)}

e . - -1
e ig o inteiro mais préximo de %1—1—}5, onde t = 22

Denotaremos por A, a representaciao geométrica do ideal p;‘l =p® N K C Ok, onde

K é o subcorpo de Q((,,) de grau n.

As Tabelas 3-1 e 3-2 mostram o logaritmo na base 2 da densidade de centro e o ganho
fundamental de codificagdo

dZ;
Tn = ’U'O"‘——l(A’n)z/n?

dos reticulados A,,.
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Figure 3-1: Densidade de centro de o(pi), p = 31

/2 4 B 's 1m0 12 i

~y

Figure 3-2: Ganho fundamental v (dB) de o(p%), p= 31
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n| p|logs n|l o p| logb| v
2| 3|-1702 1624 5| 31| 7432 1038
3| 7/-2.90310.193| | 16| 17| -5.539 | 3.936
4| 5-3.1611.263 | | 17 | 103 | -10.029 | 2.468
5(11|-4.2200.927| | 18| 10| -5.355 | 4.229
6| 7|-4.211|1.795| |19 191 |-11.366 | 2.419
7129|-5920|0.921 | | 20| 41| -7.544 | 3.749
8|17 |-6.044 | 1.472 | | 21| 43| -7.423 | 3.802
9|19|-6.372 | 1758 | | 22| 23| -4.832 | 4.608
10|11 | -5.189 | 2.896 | | 23| 47| -7.150 | 4.146
11|23 |-6.785 | 2.307 | | 24| 73| -8.455 | 3.809
12 |13 | -5.551 | 3.236 | | 25 | 101 | -9.333 | 3.772
13 |53 | -8.591 [ 2.041 | | 26| 53| -6.715 | 4.465
14 | 29 | -7.287 | 2.887 | |27 | 109 | -9.023 | 4.008

Tabela 3-1 Densidade de centro e ganho fundamental de A,
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n p| logyé Yn n p| logyé n
496 | 1489 | 660.59 | 14.039 509 | 1019 | 706.56 | 14.378
497 | 6959 | 595.10 | 13.229 510 | 1021 | 708.56 | 14.385
498 | 499 | 722.12 | 14.751 511 | 3067 | 657.14 | 13.763
499 | 1997 | 652.76 | 13.896 512 | 7681 | 619.79 | 13.309
500 | 3001 | 636.23 | 13.681 513 | 2053 | 679.81 | 14.001
501 | 5011 | 616.13 | 13.424 514 | 1543 | 695.81 | 14.170
502 | 503 | 730.31 | 14.779 515 | 1031 | 718.57 | 14.421
503 | 3019 | 641.90 | 13.704 516 | 1033 | 720.58 | 14.428
504 | 1009 | 696.57 | 14.342 517 | 2069 | 687.62 | 14.028
505 | 5051 | 623.57 | 13.454 518 | 2591 | 678.97 | 13.912
506 | 1013 | 700.56 | 14.356 919 | 1039 | 726.59 | 14.449
507 | 2029 | 668.19 | 13.955 520 521 | 767.46 | 14.906
508 | 509 | 742.66 | 14.822 521 | 16673 | 606.48 | 13.029
Tabela 3-2 Densidade de centro e ganho fundamental de A,

Em [18], sdo obtidos reticulados via cédigos ternarios e quaterndrios étimos. E apre-
sentada respectiva tabela de densidade de centro, para dimensdes pares n < 100 ([18], pp.
244). A familia A, apresenta ganho sobre estes reticulados para as dimensdes n = T8,
82, 88, 96 e 100.

Note que nas dimensdes onde nao h4 na literatura citagao de reticulados densos cc-
nhecidos, a familia A, contribui com valores bastante préximos e, algumas vezes, maiores

que os valores conhecidos.

Por exemplo, nas dimensdes 506, 509 e 510, a familia contribui com o mais denso

reticulado conhecido, superando inclusive a densidade do reticulado em dimensao 512

citado em [27], pp. 16, Tabela 1.3.
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Figure 3-3: Ganho de A4, (dB)

Na figura 3-4, as densidades maximas conhecidas estio representados pela sequéncia

Observagao: Calculos computacionais indicam que o ganho fundamental da familia

A, cresce indefinidamente, ou seja,

Yn — OC, COmM P — Q.

Para dimensdes altas, esta familia apresenta ainda um bom desempenho, satisfazendo

% logy(A) > “% log, log, 7,

onde A é a densidade de empacotamento esférico.
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Figure 3-4: Ganho de A, (dB)

3.4 Cbicas Reais Contidas em Q(¢)

Nesta secao, estudaremos extensdes ciibicas reais contidas em Q(Cp), P primo, bem

como propriedades de suas realizacdes geométricas.

Dado um numero primo p, p = 1(mod 3), existe uma tinica extensio ciibica K contida

em Q((,). Tal extensao é da forma

K = Q(a),

onde
a = Troe)/k() -

Seja Ok o anel dos inteiros de K. Aqui, desenvolvemos um método aritmético para
calcular o indice £ = [O : Z[a]] e discutimos a representacio geométrica de Z[o] em R3.
Também determinamos um limitante superior para k, usando para isso propriedades de

empacotamento esférico.
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3.4.1 Propriedades aritméticas

Uma lista € uma sequéncia nao ordenada de elementos em um anel A, onde admite-se
repeticao de elementos; denotamos por L = [z3, ...,z,]. Dado y € A, definimos o produto
yL como sendo a lista [yz, ..., y,]. O conceito de sublistas e uniao de listas é intuitivo,

Dado a € N, define-se o produto a * L como a lista formada pela unido LU .--U L, a

VeZzZes.

Sejam p um nimero primo satisfazendo p = 1(mod 3) e H o subgrupo de indice 3 em
(Z/pZ)".

Consideremos as listas com elementos em Z/pZ,

S=[1+z;z€H z+#1]
€

Ly=[z+y,z,yc Hex#y =[(1+z)y,z€ H—- {1} ey € H].

Seja [ um gerador de (Z/pZ)*/H. Se 1+ h € SNI'H, entdo (1+h)h~' =1+ h~! ¢
SNI*H. Logo, se h # £1, entdo 1+h e 1+h~! sao distintos. Portanto, card(SNI*H) = 2n,,
¢=0,1,2, e assim card(S) = 2(ng + n; + ny) + 1. Temos assim

Ly =2no x [H] U 2n, = [IH] U 2ny % [2H]UT,

onde T = [0, ..., 0] tem comprimento card(H).

Dada uma lista L com elementos em (Z/pZ)*, indicamos

G=X¢.

zel

Assim, se 2 € I'H, podemos escrever
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2 2z L
ol = + z+y . ~2]H] H
z%i Cp a:,gezH Cp Cp + ‘;p
zH#y

= G 4 200G + 2my (M) 4 2y (P 4 (T (3.10)

Teorema 3.4.1 Com a notacdo acima, vale

Ok : Zla]) =| 2(n; — ny) +6 |,

onde
0, se 2 € H;
6= 1, se2€lH;
-1, se2¢l?H.

Demonstragio: Reescrendo a equagio em (3.10) usando a notagdo o = (¥, temos

2

?=a" + 2ng.a + 2ny.0° + 2ny.0°° + c,

onde ¢ = (I = card(H). Como

at+ o +a° =1

pondo

ot __ 2
o = (5;‘30& -+ (51;,1040 -+ 6,‘,26!0 s

onde
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1, set=7;
67‘).7 = J 7
0, seizj

temos

o = (272,0 - C -+ 5,;,())62 ~- (2’1’&1 —c+ (51:,1)00r -+ (2112 -+ 5,;72)&02.

Mas

Ok = Za + Zof + Zo’

e {1,c,a?} é Z-base para Z|o]. Assim,

1= ~l.a —l.a° ~1.0°°

2
o= l.o 0.0 0.7
2

o= (2ng—c+6i0)a (2n; —c+ 8i1)a° (2ng —c+6;9).0°

e portanto

-1 -1 -1
Ok : Z]a]] = 1 0 0
2ng—c+8;0 2ny—c+6;;1 2ny—c+ by

=l 2(7?1 - 72,2) + 6;'71 -_ (5;',2 l .
Temos as seguintes equivaléncias:

2€H¢=>Z'=0®5i,1-—6i,2=0
263H¢$Z‘=1@5¢1"‘6@2=1

QEZ2H®Z.=2<$51;71~6,',2=*1
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[OK ; Z[a]] =‘I 2(72,1 - nz) + 6 l,

onde § € como no enunciado. [J

Célculos computacionais simples fornecem os valores ng, n;, ny e k, dado um primo

P = 1(mod 3):

L12€ no|ng|n |k
7T 13| H 110 j0 |1
1312)IH [0 {0 |1 |1
19(211H (1 |0 |1 |1
31{3{H |1 |2 |1 |2
3712(11H |1 (2 |2 |1
4313/ H |1 |3 |2 |2
6112 /1H |3 |2 |4 |3
672 |1H |3 |4 |3 |3
3|5/ PH |4 |3 |4 |3
913|1H |3 {4 |5 |1
97 |5|1H |6 |4 |5 |1

Tabela 1: p <100

Para 100 < p < 500, os niimeros primos p tais que k =1 sao 139, 163, 313 e 349.

A referéncia [9] traz o seguinte resultado:
Teorema 3.4.2 ([9/, pp.82) O ideal 20y decompée-se completamente em K se, e so-
mente se, k € par.
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Com os resultados aqui obtidos, completamos o Teorema 3.4.2 com o seguinte

Teorema 3.4.3 O ideal 20k decompde-se completamente em K se, e somente se 2 € H.

3.4.2 Representagao geométrica

Sejam ap, a; € oy elementos de Ok, e suponhamos que o Z-médulo M gerado por estes

elementos tenha posto 3. Seja {03, 03,03} o grupo de Galois de K sobre Qe o : M — R3
o homomorfismo de Minkowiski o : Ox — R® restrito a M,

o(z) = (01(x), 02(), 03(2)) .

- 2 ~
Considere a Z-base {a, a’, a”"} para O . Da expressio

(a +a° +aa2)2 = o2 + (aa)2 + (a02)2 + (aaa +aa"2 +QUC!U2),

obtemos,

Trg(e?) = (@) + (@°) + (a"z)Q) =1-2(ae® + a0 + a"agz).

Por outro lado,

02 = (M) 4 2(ngCH) 4y (A 4 cPUHT) 4 E_.g_l,

resultando em

2p + 1
Trr(e®) =—2—2(ng+ny +ng) +p = ﬁg—
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Substituindo, temos

ac’® + aa®’ +a’a’ = —-E——;—}.

Seja £ = apax+a;0° ~}-agoz‘72 € Ok. Sendo K um corpo totalmente real, para z € Ok,

vale

| o(2) |?= Trx/q(z?)
= (TrK/@(a))z. (é“f) - (KZJ aiozj) (Kj(ai - 1)2)

s . p=1
= (a(2,+af«-‘ra§;+£“‘?;-((ao-*al)2+(ao—~a2)2+(a1-az)z).

Para ag = a; = a3 = 1, temos | o(z) 2= 3, e uma simples verificagdo mostra que este

€ o menor valor possivel para a forma quadritica.

Para o célculo da densidade de centro, precisamos conhecer o discriminante Dy do

corpo K . Usando o Coroldrio 2.1.18, obtemos
| D |=p.
Finalmente, obtem-se a expressio para a densidade de centro do anel Oy :

V33
6(c(Ok)) = ”('“;—)" = %\?

Proposicao 3.4.4 O submddulo Z[o] tem densidade de centro

8(o(Zla))) = k.6(0(0OK))

Demonstracio: O menor valor assumido pela forma quadratica em Z[a] é atingido em

+(k, k, k), com respectivo valor 3k2. A densidade de centro é
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__(»* 3Bk
6(c(Z]e])) = (Zle]) ~ ek

= k2.6(c(0x)). O

O resultado acima nos di um limitante superior para k, através da densidade de

centro maxima em dimenséo 3,

6(o(Z[a])) =

k2
BVIK? _ los 5(As),
8p

e dai

k < 0.4387./5.

Este limitante est3 relativamente préximo ao limitante obtido em [9], pp. 32, onde se

obteve

k < (4p/27)V/? ~ 0.385,/p,

utilizando-se para isso técnicas sofisticadas.

Do dltimo limitante, temos ent&o

6(c(Z[a))) = 3\32 < _’1\%3 = 0.096225.

3.5 Subcorpos de Q((,)

Em [4] sdo construidas versdes rotacionadas dos reticulados jé conhecidos Dy, Kiy €
A6 através de ideais de Q((,), para n = 8, 21 e 40, respectivamente. Ainda no mesmo
trabalho, sao utilizadas as construgdes de Craig, ( [7] e [8] ), onde sdo construidos Es, Fs
e Ayq através de Q((,), para n = 9, 20 e 39, respectivamente. As constelagdes obtidas

apresentam bom desempenho para os canais Rayleigh com desvanecimento e gaussiano.

Nesta segao, voltamos nossa atengio para a construcao de reticulados a partir de

subcorpos de Q((pq). Desenvolvemos um método que facilita a determinacao da distancia
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minima nos reticulados o(a), onde a é um ideal de Z[¢,,]- O procedimento permitiu obter
diversas versdes rotacionadas de reticulados apresentando a mesma densidade de centro
de Eg, via ideais convenientes em subcorpos de Q(&pq)-

3.5.1 A forma quadritica associada a Q(&q)

Ao contrério do que ocorre em Q(Cp), veremos que a forma quadratica em Q(gm), regq

primos, nao ¢ simétrica.

Lema 3.5.1 Dados os nimeros primos p e q, temos:

se (i,pg) = 1;

; | 1-p, se (i,pq) = p;
Troga(G,) = .

l-g, se (i,pq) = ¢;

(1-p)(1~9q), se (i,pq) = pq.

Demonstrac¢do: Sejam %, com (4,p9) = 1 e u, v inteiros tais que pu + qu = 1. Temos

Go= G G = G,

onde (ui, q) = (vi,p) = 1.

Entao

Trawre(Ge) = Trog,ye(CH.¢%)
= TraG)/e(Trawee /e (C4.C)) = Tra/(G - Trop e (C))

= Trag) (G- Trocee(CH) = Troyo(—¢) = 1.

Suponhamos agora (4, pg) = p. Ento existe k € Z, com (k,q) = 1 tal que Ge = CF.
Logo,
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TreGa/0($e) = Trag)ye(Trewg.) /e, (CF))

= Trogye(Tracy e, (6) = Tregye(-1) =1 —p.

Para os demais itens, a prova é andloga. O

Corolario 3.5.2 Para 0 < i < pq, vale:

( (
1 =10 ou
i =pg—pou
TTQ(CW)/Q ((1 - C;q - ng + ng q)_ pq) = 4 g == pq—q ou
| t=pg—Pp—¢q
{ 0, caso contrario.

Demonstragdo: No caso (i,pg) = 1, entdo

(1= = G+ )Gy = Gy — BH — (3 + o+

sendo que o expoente de cada parcela é primo com pg. Logo, o traco de cada uma dessas

parcelas é 1.

Para ¢ = 0, aplicando o Lema 3.5.1, temos:

Trogare (1= G =+ &) =1 -p)1-g)+p—1+g—1+1=pq

Os demais casos seguem de forma anéloga. O

Proposicao 3.5.3 Sejam p,q primos, m = ¢(pq) = (p — 1)g—1) ex =ao+ a1l +

o+ ame1Ge Tt @i € Z, um elemento de Z[(,,]. Entdo

m-—1
TrogeeZ) = (p— 1)(g— 1) > a? +2. ¥ asa; — 2pCy, — 29C,,

2<J
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onde

Ci = apa; + 10,41 + -+ - + A1 —iQm—1-

Demonstragao: Para  como no enunciado acima, vale

. m-—1 9 m~—1
= % ai+ Y Ciy,
i=0 i=1

onde
@ = C;q + Cz;li'
Escrevendo
_ m-—1 9
TZT= > a;+ Y Cioi+ ¥ G+ 3 Cy;
=0 (i,pq)=1 (@.p)=p (3.9)=q
temos

_ m—1
Tro(ge)/e(aZ) = (p—1)(g — 1) Zb a? +( > CiTroey o)+
= %,pq)=1

+ 2 CTrogal(e) + X CTrge,,) ().
(i,p)=p (&,9)=q

Aplicando o Lema anterior, uma simples verificagio conclui a demonstracio. O
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3.5.2 A forma quadréitica em subcorpos de Q(&pq)

Sejam K C L corpos de ntimeros com ¢ = [L: K], 0k, 01 os homomorfismos candnicos

de K e L, respectivamente, z € K e ck, ¢, assumindo os valores no conjunto {1/2, 1},

conforme o corpo em questdo seja real ou complexo. Entao

| o1(z) P= e, Trp o(zT) = terTry g(2),

0 que implica em

| ok (z) 2= -t—’-‘— |or() ]2

Sejam K um subcorpo de Q(¢) de indice t ¢ H o grupo dos K-automorfismos de
Q(¢)- Entéo K = Q(a),ondea = 3 a(¢,).
o€H

Observando a simetria de Q, pondo u = (p— 1)/t temos:

- 1 1
| 0k (2) = Tryjo(zz) = 7TT10(2T) = 57 @r-1(a0, .., a0, .., 4, .., ay),

onde cada a; aparece repetido ¢ vezes. Assim chega-se & expressao:
a1 (5 2 2
| ok (z) | =3 (a1+---+au)+ti%(ai—aj) .

Sejam K1 C Q((), Ko € Q(¢,) e {a, w30}, {B1,..., By} bases integrais para Ok, e

Ok, , respectivamente e

r=3

v U

v
lai,-aiﬁ,» = Zlﬂfjﬂj € KK,
J:

onde
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u
ZT; = 231 a;; Q.
e

: / /i sy .
Sejam Q' e Q" as formas quadraticas associadas a K; e K,, respectivamente. Entao

Triuxye@?) = Q"(Q (21), @ (@), .. @ (z)). (3.11)

3.5.3 Decomposicao em Q(¢pq)

Sejam L = Q((p) € g um ideal primo de @ acima de gZ. Conforme vimos na secio
2.2, seu grupo de decomposi¢io depende apenas de g. Sendo assim, dado um subcorpo

: K de L, denotaremos o grupo de decomposicao de um ideal primo de Oy, acima de ¢ por
Dk(9)-

Quando a conjugagdo complexa nio pertence ao grupo de decomposicéo Dy, (g), entdo

existe um ideal J de O, tal que a fatoracio de gO; em ideais tem a forma

g0 = (33)7°1. (3.12)

Tal propriedade ters consequéncias que serio estudadas a seguir. Antes disto, daremos

a seguinte caracterizacao:
Teorema 3.5.4 Com a notagdo acima, vale:

0 € D1(q) & 0 € D(y),

onde 6 é a conjugacdo compleza.

Demonstragdo: Seja 05 € Di(q) definido por
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os(Gp) = {;

Para cada 0, € Dk(q), existem g — 1 extensdes 0,; de Dr(g). Cada 0,; é definido

por seu valor em (,, . Sejam u e v tais que 1 = pu+qu .

Segue que
05,i(Cpa) = Osi(CBet) = 04,4(CBy)0s,:(C) =
= Us,i(gg)ﬂ's,i(q;) = ggi'ggv - %Hqsv ‘

Assim, 8 € Dr(q) se, e somente se, existem %, s tais que

pui + gsv = —1 (modpg),

que equivale a

pui + gsv = —1(modp)
e

pui + gsv = —1(modg).

A segunda condicao vale sempre, j4 que ¢ pode assumir qualquer valor nao nulo

médulo g. Quanto a primeira, esta equivale a 6 € Dk (p), o que conclui a prova. O

Corolario 3.5.5 Com a notacdo acima, vale

6 € Dr(g) & Ordy(q) =0 (mod 2), (3.13)

onde Ord,(n) € a ordem de n mddulo m, quando (m,n) = 1.

Demonstragdo: Lembrando que card(Dx(q)) = Ordy(g), temos que se 0 € Dg(g), entdo
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2 | card(Dk(g)) = Ordy(g).

Para a reciproca, suponhamos que O,(g) = 0 (mod2). Como Dy (q) é ciclico de ordem

par, segue que {—1,1} é o Unico subgrupo de ordem 2 destes grupos. O

Quando p e ¢ satisfazem as condices

Ordy(q) = Ordy(p) =1 (mod 2), (3.14)

entao existem em Z[(,,] as decomposigdes em ideais primos

POL = (p1.-pP1B:)" ", qOL = (q1...q,77g5)" (3.15)

Teremos particular interesse no ideal
J=p1..0:91...96. (3.16)

3.5.4 Construgoes algébricas

Construcao A - dimensao 24:
Aqui, daremos um tratamento diferenciado para a obtencao do reticulado Ay, mais

simples que o de [7]. Aqui, fazemos uma nova prova para essa construcao.

Em Z[C39] existem 4 ideais primos acima de 3 e dois ideais primos acima de 13, e as

decomposigoes em ideais primos serdo, conforme Exemplo 2.2.7,

3Z[Cso] = (p1p2P1P2)? € 13Z((zo) = (q7)°.

Proposicao 3.5.6 Considerando a decomposi¢io acima, seja o0 ideal I = pipsq em

Z[(39). Para x € 3, vale

TTQ(CSQ)/Q (=T) > 4.39.
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Demonstragao: Seja € 3, e z9,2, € Z[(13] tais que = zo + £;(; . Sabemos que

Trocse)/@(TZ), * € T é par e multiplo de 39 . Mostraremos que o valor 2.39 nao é

assumido.

Podemos escrever

TTQ(c30)/@(TT) = Troyess)/0(%0To) + Troers) /ol T7)+ Trosy/o((Zo — 1) (zo — 241))

Para que o valor 2.39 seja atingido, as tinicas possibilidades séo, a menos de ordem,

Treay/o(®oe) = 12, Ty o(TiT1) = 30

€

Trocia) (@0 — #1) (0 — 1)) = 36.

As possibilidades para zj sdo as poténcias

To = £(}3, 4 =0, ..., 12.

Para z;, os valores possiveis sao:

7y = (% + (5 + ().

onde 0s i1, 580 dois a dois distintos.
Seja
— %0 — 9 13
To=—(3 ez = G5+ (3 + (B

Supondo i # iy, k = 1,2, 3, entdo Troesye((To — 21)(zo — 21)) = 36.

Se z € 7, entao
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TrQ¢ss)/(6:0) (2T) = 3(%0To + 2171) — (w0 + 1) (%0 + 1) € 3Z[C ),

e portanto

(%0 + 1) (o + 1) = 0 (mod 3Z[(13]).
Seja 7y : Z[C13] — Z o homomorfismo de anéis definido por Y(TiZoai(ls) = i

i=0 %i-
Como (7 + x1)(To + 1) € 3Z[Gr3], entdo 7((zo + z1)(zo + #1)) = 0(mod 3).

Reescrevendo, temos
(To + 1) (z0 + 21) =

(~C8 + G+ B+ (-G + G5 + G + G5°) =

4~ A+ B=0 (mod 3Z[(a)),

onde
3 0==2. 1210 3 T =1,
A=Y (G5 "+ ™) eB= 3 (5.
S==] r,8==]1
Sejam 7n4 ( resp. ng) o nimero de expoentes tais que g — s = —1 ou i, — g = —1
(resp. i» —is = —1). As possibilidades para n4 sdo 0 ou 1, j& que os ;5 s30 dois a dois

distintos. Ja ng pode assumir os valores 0,1 ou 2.

Temos ¥((i5') = (=1~ (i3 — -+ — ¢i3) = —12 = 0 (mod 3). Assim,
Y(A) =6 —nasey(B) =6—ng.

Logo,
’)’((aﬁo + 113'1)(31() -+ Tl)) =4 - (6 - nA) -+ (6 - ?ZB) =1+ Ng —nNpg = 0 (mod3)
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As tnicas solugoes possiveis sdo portanto

ng=0eng=1
ou

ng=1eng=2.

Suponha ngq = 0 e np = 1. Dado 0 < a < 11, por hipétese, o coeficiente de (f; ¢
multiplo de 3. Temos

3
— -1 iy i
B=CE+ X Ge.
r,s=1
ir—ig#—1
Se existem 7 e s tais que ¢, — ¢, = a, entao o coeficiente de ({; na equagéo acima €
nulo, j& que (3’ = —1 — (13 — --- — (3. Assim, (& aparecerd também com coeficiente
nulo na expanséo de A na Z-base {1,...,{}1}. Se nio existem r e s tais que i, — i, = a,

novamente (f; aparecera com coeficiente nulo na decomposigao de (2g + 1) (o + 71).

Assim, a Unica possibilidade portanto a = 0 e (2o + z1)(zo + z1) = 3. Entéo
TTQ(40)/0615) (8T) = 3(T0To + 177) — (%o + 1) (w0 + 1),

e neste caso temos Trg(,,)/Q(ZZ) = 90, o que contradiz a hipdtese sobre .

O caso ns = 1 e ng = 2 se faz analogamente.

Construgao B - dimensao 12:

A construgao algébrica de Kjo em [4] é feita via representacao geométrica de um ideal
primo acima de 7 em O, K = Q({51). Contudo, o resultado foi obtido computacional-

mente. Faremos aqui uma prova formal, baseada no seguinte resultado mais geral:

Teorema 3.5.7 Sejam p, q primos tais que Ordy(q) = 1 (mod 2) eq > 2p— 3. Seja
ainda

Q-Z[gpq} = (jﬁ)q_l



a decomposigao de ¢ em Q[(y,]. Entdo para x € J, vale
Trr(xZ) > (p~1).2¢.

Demonstragao: Sejam o,...,xp-5 € Z[(,] tais que z = Y272 z;(} € 3 . Manipulando

algebricamente, obtemos

Tria(e) = Qoot(s:) + 5 Gl — ).

Se o= -+ = i Sete-t

[

z=zo(l+ G+ + 72,

e daf 2o € 3N Z[C,] . Logo,

Trow (@) > 2¢,i=0,...,p— 2,

portanto
Trre(e2) = ¥ Qpa(z0) 2 (P~ 1)2¢ . O

Se existirem pelo menos dois valores distintos para os Zjis, € visto que Qp_1(z;) > p—1,

entao a quantidade de z; — z; néo nulos é pelo menos p — 2, e daf

%Qp_l(xi —z;) > (p—2)(p-1).
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Trr/o(2T) > (20 - 3)(g - 1),

e sendo g > 2p — 3, entao
Trx(zZ) > (p — 2)2q.

Visto que a forma quadréitica é par e miltipla de g, entdo também nesse caso vale

Tri(2T) > (p— 1)2g.

Para a norma de J vale
N(3) = g™/2.

Célculos nos mostram que a densidade de centro de ¢(J) vale

(o~ 1) 20" (zg e
6(0(3)) 2 p‘nz(nl~1)/2_q’n1(n2—1)/2qm/2_2n1ﬂ2 = pnz(n1~1)/2 ) (3'17)

Em particular, para p = 3, 0 menor primo satisfazendo &s condigdes ¢ > 2p — 3 e |
Ordy(g) =1 (mod 2) é g = 7. Para estes primos, temos um reticulado ¢(J) em dimensao

: » 1 .
12, cuja densidade de centro é § = Eel justamente a densidade de K.

Construcao C - dimensao 8:

Lema 3.5.8 Sejam L um corpo de nimeros e K um subcorpo de L tais que [L: K] =h

seja tmpar. Seja ainda q um nimero primo e suponhamos que em Or, a decomposicdo de

qO; seja da forma
90L = q1...95/201--0s/2,

para algum s € N.

Entdo a decomposicio de qOk em ideais primos € da forma
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L ——

g0k = q1.--9¢/291...9¢/2,

para algum t € N.

Demonstragao: Consideremos em @x um ideal pPrimo q que divide gOx. Temos qO; =

by...b;, onde ¢ divide A, ou seja, ¢ é fmpar. Por outro lado, suponhamos § = q. Entao

by...b; = b;...b. . e para cada ideal b;, i = 1, ..., ¢, existe Jj # i tal que b; = b;, ou seja, os
ideais acime < © . ozm a0s pares, o que contraria a hipétese sobre a paridade de ¢.

Logo, § # q, e portanto vale o resultado enunciado. O

Sejam © = * ros satisfazando &s condicdes Ordy(q) = Ordy(p) = 1 (mod 2) e

K1 C QG- 52 = wisy) tals que by = [Q(G) @ Kq] e hy = [Q(&) : K] sejam impares.
Sejam ainda n; = [K; : Q] e np = [K; : Q.

Q(Gea)

/ AN
Q(¢) Q(C)
l K1K2

O corpo K = K;1Kj tem grau niny, e sendo K; e K, corpos linearmente disjuntos,

ou seja, tém discriminantes relativamente primos e satisfazem KiN Ky = Q, entdo seu

discriminante é dado por
Dy = pnz(nz—-l).qn](ng-l)'
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Em K, sejam r, e ry a quantidade de primos acima de p e g, respectivamente. Sendo

h, € h, impares, vale as decomposicoes

.0k = (P1...0r, 7291 Pry/2)™

e

4.0k = (Q1...97,/2-01.--0rg/2)™.
Seja
J = Pp1.Pr,/2-91---Gr /2
Sua norma é

N(3) = (p=)/*(gh)"e/? = p2/2q™m/2,

e para = € J, vale

_ 1 -
Trxje(=Z) = 3=-Treg,,)/@(2T).
g

Como hy, € hy sdo impares e em Z[(,,| a forma quadritica ¢ par, entéo

Trxo(zT) = 2pg.

A expressao para a densidade de centro é:

(2pq)"1"2/2 1
= p’nz(n}——])/2_qn1(‘nz—l)/2pn2/2q‘n1/2.2n1n2 = 2n1n2/2'

(3.18)
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Para nine = 4, temos 6§ = 1/4, justamente a densidade de centro de Dy .

Analogamente, para 7,72 = 8 a densidade de centro serd 6 = 1 /8, que é a densidade

de centro de Fj.

Para obter um reticulado com a mesma densidade de centro de Es por este método,

basta para isso tomar p, g, n; e ny convenientes. Assim, potencialmente existem infinitas

possibilidades de construcao.

Exemplo 3.5.9 As condigées acima, para nyn, = 8, sdo satisfeitas por ezemplo para os

seguinies casos:
Sejam p =3, ¢ =13, K1 = Q((;) e K3 o subcorpo de Q((13) de grau 4.

Parap =17, 9 =29, sejam K, = Q(v/=7) a estensdo quadrdtica contida em Q(() e
K, o subcorpo de Q((a9) de grau 4.

Em ambos os casos, o corpo K = K1 K, tem grau 8 e satisfaz as condigées acima.

Exemplo 3.5.10 Sejam p = 5, ¢ = 31, K1 = Q(G) e K, 0 subcorpo de Q(Ca1) de grau
6. Se todo x € 3N K1 K, satisfizer

Trx k,/0(2T) > 4.p.g,

entdo teremos uma versao rotacionada de Ayy.

Uma outra possibilidade é tomar K, como sendo a eztensio quadrdtica contida em

Q((s1). Novamente, estaremos no caso do Exemplo 3.5.9.
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Capitulo 4

Os Canais Gaussiano e Rayleigh com

Desvanecimento

A énfase deste capitulo estd na construgao de conjuntos de sinais obtidos a partir de
corpos de numeros totalmente reais. Serao usadas propriedades de ideais na construcao
de conjuntos de sinais com o objetivo de alcancar um bom desempenho em termos da
probabilidade de erro em ambos os canais. Para o canal gaussiano, tais constelacdes tém
melhor desempenho que as apresentadas em [15], e para o canal Rayleigh, desempenho
similar.

Este capitulo divide-se como segue:

Na secao 4.1 desenvolvemos um algoritmo para o célculo do niimero de vizinhos, do
qual se obteve a Tabela 2.

Em 4.3, construimos versoes rotacionadas do reticulado A3 com diversidade méxima,
e através de simulagGes determinamos a rotacao que minimiza a probabilidade de erro
para o canal Rayleigh com desvanecimento, com a obtencao da respectiva matriz geradora
M;,.
Na secao 4.4 é desenvolvida uma técnica para a obtencao de reticulados eficientes

para ambos os canais, via ideais do anel de inteiros de corpos de ntimeros. Os principais
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resultados sao as Afirmacdes 1 e 2 contidas nessa referida segdo, que se baseiam no

limitante superior para a probabilidade de erro.
Finalmente, em 4.5 realizamos simulacBes para as dimensdes 3 e 5, os quais confir-

maram os resultados tedricos da secdo 4.4. Sio apresentadas matrizes geradoras e os

respectivos ganhos obtidos sobre as constelagoes de [15], para o canal gaussiano.

4.1 Terminologia

ima constelagdo n dimensional contendo M = 9™ sinais. A cada

m-upla de bits de entrada, ¢ associado um sinal z = (T1,...,2,) € M.

Quando z € enviado pelo canal gaussiano, a acao do ruido faz com que o sinal recebido

seja

r=z+p,

onde it = (1, ..., Mn) é um processo aleatério gaussiano.

Quando um sinal z é transmitido através de um canal com ruido Rayleigh com

desvanecimento, o sinal recebido ¢

T=QaxT 4+ p,

onde p = (u1, ..., n) é um vetor ruido, cujas componentes sio varigveis aleatdrias inde-
pendentes com distribuicgo gaussiana, média 0 e variancia No, @ = (a4, ...,0) séo os
coeficientes de desvanecimento com segundo momento unitério e * representa o produto
componente a componente.

Os M sinais sdo escolhidos de uma constelagao finita S, que é obtida a partir de

um reticulado A. Em particular, os pontos da constelagéo sdo escolhidos nas primeiras
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camadas do reticulado, de forma que o conjunto de sinais se aproxima da forma esférica.

A eficiéncia espectral é medida em ntmero de bits por duas dimensoes,

_m
=
e a relacao sinal ruido é dada por
Ey
SNR = —
Ny’

onde E, é a energia média por bit e Np/2 € a densidade espectral de poténcia.

Um demodulador de maxima verossimilhanga deverd minimizar a métrica

miz|r)= 3% |r—

para o canal gaussiano, e

n
m(z|r,a) = Z} | 7 — aiz; |2
=

para o canal Rayleigh com desvanecimento. Depois disto, é feita uma estimativa Z do

sinal enviado z e a suposta sequéncia de bits enviada é obtida.

Dados z e y € A, denotaremos por P(z — y) a probabilidade de que quando z é
transmitido, o ponto y seja detectado, ou seja, que o ponto recebido esteja mais préoximo

de y do que de z, na respectiva métrica. A probabilidade de erro na constelagdo S tomada

a partir de A é dada por
Pe(S) S P(A) < T Pz —y).

Em cada tipo de canal, a expressao acima possibilita a obtencéo de férmula explicita

para a probabilidade de erro, conforme veremos nas secdes que se seguem.
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4.2 O Canal Gaussiano

Por [27], pp. 71, a probabilidade de erro de sfmbolo ¢ limitada superiormente por
T "
F(S) < 5 erfe(tpl), (4.1)

onde 7 é o nimero de vizinhos e d;, é a menor distincia na constelacao.

O ganho de codificacdo é dado por

) 2
— dmin

7= v(A)2n’

e representa o ganho de poténcia com relagio a Z™, podendo ser obtido a partir da

densidade de centro por
6= (v/4)".

4.2.1 Numero de vizinhos

Uma das maiores dificuldades no cilculo do niimero de vizinhos ¢ a complexidade

computacional para sua contagem. A seguir, propomos um algoritmo com grande reducao

de custo.

Considere em Z[(;-] a relacio de equivaléncia = dada por r = y se, e somente se

existe 1 € Z tal que y = C;, .Z . Denotaremos a classe de equivaléncia de z por Cl(z).

Temos

Cllz) ={¢Grx,z=0,...p —1}.
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A cardinalidade de Cl(z) é p", j que se (},.z = Q’,; .z , entdao ¢ = j (mod p"); além
disso, se e y estdo na mesma classe, entdo Trk/o(#Z) = Trx/o(vy). Em particular,
para um ideal qualquer a em Z[(;-], seu niimero de vizinhos por p”, j4 que a cardinalidade
de cada classe é divisivel por p” e o conjunto {z € a ; Try/q(zT) é minimo } é a unido
disjunta de classes de equivaléncia.

No que segue, nos fixaremos ao caso particular r = 1.

Seja A : Z[(y] — Z a aplicagao definida por A(30-2 a:ll) = Y08

i=0 Qi -

Dado z = ag + a1y + * - + a,2(F™? € Z[(,], seja k o niimero de a;, nulos. Como
MG z) = M=)~ pap_;_; e os elementos de Cl(z) sdo da forma ¢;-z, conclui-se que existem

exatamente (k + 1).p elementos em A~1{A(z)} N Cl(z). Com isto, vale a seguinte

Proposigao 4.2.1 Para obter o mimero de vizinhos nos reticulados o(p*), i = 1,..., (p—

1)/2, € suficiente pesquisar no conjunto A~1{0}.

A partir do Teorema a seguir, é possivel restringir o intervalo em Z" para a busca da

menor distancia em o(p®). O algoritmo a seguir faz uso desse resultado.

Teorema 4.2.2 Dados os nimeros reais ay, ...,a,, 7 < n, seja

F(XT+1, ,Xn) = Qn(al, ...,ar,Xr+1, ...,Xn),

onde Q, € a forma quadrdtica definida em (3.3).

Entdo F' atinge o menor valor, com coordenadas inteiras, no vetor

! erai]

dey =
(¥,9,--,¥), onde y [eri:1

e [2] é o inteiro mais préximo de z. Quando y+1/2 é inteiro, entdo ambos (z4+1/2,..., 2+

1/2) ou (¢ —1/2,...,2 — 1/2) sao pontos de minimo, nas condicdes do enunciado.
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Demonstra¢do: Seja P = (z,z,...,z), onde z = (Y7, a;)/(r +1). Os pontos da reta em

R"™™" que interceptam P e tém vetor diretor (b,,;, ..., b,) séo da forma

X =(x+thry1,...,T + 1b,) .

Sobre estas retas, F' assume os valores:

F(z 4 tbryq,...,z+tb,) = at + ¢,

onde

a=(r+1)3% . 1b*+ >i<i(bi — b;)? e ¢ é uma constante.

A derivada de F' com relagéo a t, em ¢t = 0 é 0. Assim, sobre tal reta. o grafico de F

é uma parabola, cujo minimo é assumido em P.

. 1 Q
Seja Y1 = (¥,9,...,y), onde y = {:%f—l—f} . No que segue, suporemos y < r. j4 que

caso contrario a prova é analoga.

As pardbolas acima descritas tém coeficiente dominante

P ieri1 B + d%(v,0) + (n— r).d%(v, A),

onde d2(v,0) e d?(v, A) sdo o quadrado das distancias de v 3 origem e de v a diagonal ¢

R™"", respectivamente.

Para encontrar a direcdo de crescimento minimo, consideraremos vetores diretores ¢

de comprimento 1. Na direcdo de v, o coeficiente lider de uma tal parabola é

(r+1)+(n- r).d?(v, A).
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Assim, a diregéo de crescimento minimo ocorre quando d?(v,A) é minimo, ou seja, a
direcao de Y7, que coincide com a diagonal. Para outra direcéo, estas pardbolas tém taxa

de crescimento maior. Consequentemente, para Y € R™" tal que F(Y) = F(Y;), vale

d(Y, P) <d(Y3, P),

com igualdade se, e somente se ¥ estid na diagonal de R"".

Consequentemente, para Y € Z"~" temos F'(Y') > F (Y1), com igualdade se, e somente
se Y est4d na diagonal de R"™". Quando z < y + 1/2, entdo d(Y, P) = d(Y;, P) ocorre
somente quando Y = Y;. Para # = y + 1/2, os tnicos pontos da diagonal de Z"™"

satisfazendo d(Y,P) =d(Y;,P)sao Y1 e Yo = (y+1,..,y+1) . O

Proposicao 4.2.3 Sejam k € N e M (k) = min{Qn(k, x2,...,25) | T2, ...,Tn € Z}. Entdo

M € uma funcgdo crescente de k.

Demonstragdo: Quando k é par, entao

E(n+1)

M(k) =2

e no caso k impar,

Supondo k par, tem-se

k+1)2%(n+1) (n-—1)
5 + 7 > M(k).

Analogamente, se k é impar, mostra-se que

M(k+1)=

Mk +1) > M(k).
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Assim, M é uma funcéo crescente de k. O

Um algoritmo eficiente para calcular o ndimero de vizinhos é:

(i) Seja 2pk o valor minimo de Tr(zZ), para z € p;

(ii) Encontre as listas n3o ordenadas [ao, .., a,_1] tais que r > 4 +1, | a; |[< VE, S0

r-1_2 __ .
e Y. ga; = 2k;

(iii) Para cada multicor . obtido em (i), complete com 0 as P — 7 —1 coordenadas

restantes, e permuis . . \p — 1)-upla sobre todas as possiveis combinacges.
(iv) Para cada sequéncia obtida, teste se o elemento correspondente de Z[(,) estd em p;

(v) Seja S a soma dos elementos satisfazendo a condiggo (iv);

S.p
(p—r)

O algoritmo apresenta uma reducado substancial de custo, se comparado com todas as

(vi) O nimero de vizinhos sers

possibilidades de teste, que é aproximadamente (2vk + 1)P-1,

Tabela 2- Nimero de vizinhos em o(p?), ; < Elep<i3

ilp=5|p=T7|p=11 p=13

1 4.p 6.p 10.p 12.p
2 2.p 6.p 20.p 30.p
3 - 2.p 10.p 24.p
4 - - 7.p 6.p
5 - - 2.p 2.p
6 - - - 2.p
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4.3 O Canal Rayleigh com Desvanecimento

Para o canal Rayleigh com desvanecimento, a probabilidade de erro de simbolo par a

par com alta relagao sinal-ruido satisfaz, por [4],

1 1 1 1
F(S)< 5 H v — 5 ] ) (4.2)
2o SRS 2 (38 di(z,y)?

onde E, é a energia média por bit, [ é a diversidade, 7 = — ¢ a eficiéncia espectral e
n

d?,(:r, y) é a distancia [-produto normalizada de z a y, dada por

1] (2~ w)

T FY;
E 1
()

onde E =E(|| z ||?) é a energia média por ponto da constelacao.

d?)(:c, y) = , (4.3)

Como o interesse é pelo caso | = n, omitiremos a notagao .

Seja

Z d2 (ac 0) (44)

€S
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De [4], a probabilidade de erro de simbolo satisfaz

X

1
F(S) < §~—)—n. (4.5)

(z

Para minimizar a probabilidade de €rro, precisamos:

Fe

e maximizar a diversidade;

e minimizar Kgs, que equivale a simultaneamente maximizar a distancia produto

minima e minimizar o nimero de vizinhos produto.
Fixada a probabilidade de erro, devemos minimizar a energia média da constelacéo.

Para satisfazer a condicéo de diversidade maxima, as constelacdes serao construidas
a partir de corpos de niimeros totalmente reais, ja que se z € K for nio nulo e Oy, ...,0p

sao os Q-automorfismos de K em R, entdo cada coordenada de o(z) = (0,(x), ... o.(z))

é também distinta de zero.

Um reticulado A é dito critico para o canal gaussiano quando para pequenas per-

turbagoes de seus vetores base a densidade de empacotamento nao aumenta.

Analogamente, diremos que um reticulado A é critico para o canal Rayleigh quando

pequenas perturbagdes de vetores de sua base nio resultar em aumento de A’y (fixada

uma constelagao com m elementos).

As constelagbes construidas em [15] sdo criticas para o canal Rayleigh com desvane-

cimento, porém apresentam ganho negativo no canal gausslano, ou seja, tém desempenho

inferior ao de Z".
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Em [4], foram construidas versdes rotacionadas dos reticulados mais densos conhecidos

em algumas dimensGes ( portanto criticos para o canal gaussiano) obtendo-se também

bom desempenho no canal Rayleigh.

Em [3], foram construidas versdes rotacionadas de Z" e obtidas constelacoes criticas

para o canal Rayleigh.

O principal problema aqui tratado é construir conjuntos de sinais tteis para ambos
os canais. Assim, é de se esperar que estes sejam criticos em ambos os casos. Na préxima,

secao, apresentaremos a construgio de um reticulado satisfazendo estas propriedades.

4.4 Versoes Rotacionadas de A;

Quando da procura por conjuntos de sinais tteis para ambos os canais, uma boa
estratégia é encontrar uma rotacao conveniente de um reticulado denso. Assim, o bom
desempenho no canal gaussiano é mantido. Este procedimento é particularmente conve-

niente quando a prioridade é minimizar a probabilidade de erro para o canal gaussiano.

Nesta secao, construimos versoes rotacionada de A3, o reticulado mais denso em di-

mensao 3, e tomamos aquele com melhor desempenho no canal Rayleigh.
Seja f(X) = X® + aX?+bX + ¢ € Q[X] tal que suas raizes o, 3 e 7y sejam reais.

Considere os vetores em R, v; = (o, 3,7), v = (6,7, a), v3 = (v,a,8) eseja A o

Z-reticulado gerado por estes vetores.
Para que A tenha posto 3, uma condicdo necessiria e suficiente & que o determinante

de sua correspondente matriz geradora

a B v
M=|8 v a

v a B
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seja nao nulo.

Para que o, B e y sejam reais, é necessirio e suficiente que a derivada de f se anule em
dois nimeros reais distintos, digamos 7; € Ty, e que f(r;) e f (2) tenham sinais distintos,
digamos f(z2) < 0 < f(21), admitindo, sem perda de generalidade, que z; < z,. Este

comentario pode ser generalizado no seguinte resultado:

Lema 4.4.1 Sejam f(X)=X?+aX?24+bX + ¢ um polinémio com coeficientes inteiros

e a, B ey sua raizes. Para que tais raizes sejam reais, € necessdrio e suficiente que

a®—3b > 0 e que c(27c + 4a® — 18ab) < b2(a? — 4b).

Demonstragao: A derivada de f(X) = X3 + aX? 4 bX +cé f'(X) =3X2+2X + b,
cujas raizes 580 I3 = —(—a — va2 — 3b)/3 e (—a—+va? = 3b)/3. Dai a® — 3b > 0.

Temos

2a® + 2(a® — 3b)v/a? — 3b — 9ab -+ 27¢
fz) = 27 )

e f(z1) > 0 se, e somente se

(@ —36p > 9ab — 24° — 270.
2

Analogamente, f(z;) < 0 se, e somente se

—(9ab — 2a® — 27¢)
y/(a? — 3b)3 ( i
(a )3 > 5

Sejam «, S e as raizes de f(X) = X34 aX?+bX + c. Entio

a+pf+v=—q;
aff +ay+fy =b;
afy = —c.

92



Sejam f(X) = X®+aX?+ bX + ¢ um polinémio satisfazendo as condicGes do Lema
4.3.1 e a, £ e 7y suas raizes. Sejam ainda v; = (2, 8,7), v2 = (8,7, @) e v3 = (7,a,8) e
A o reticulado do R® gerado por estes vetores. A densidade de centro de A & dada por

3

6y = —2
|detM |
onde
a B v
M=|8 v a
v o B

¢ a matriz geradora e p € o raio de empacotamento de A.

Lema 4.4.2 O determinante da matriz M vale

det(M) = —a® + 3ab.

Demonstracao: Com a notagao acima, temos
]'Ui l2=02+[32+’}’2=a2—-2b,

e

vv; = aff +ay+ By =b,

para i, j = 1,2,3, ¢ # j. Concluimos o resultado através de manipulacoes algébricas

simples e usando as igualdades acima. O

A seguir, consideraremos det(M) # 0, ou seja, o correspondente reticulado tem posto

Seja v =3, Xyv; € A, X; € Z um vetor genérico de A. O quadrado da distancia de

v até a origem é

93



3
|v P=vo = ZIXE Jvi 2 +2 2iti XiX jvv;.
=
A expressao acima nas indeterminadas X; é portanto a forma quadratica Q(X1, X,, X3)

associada a A.

Assim, encontrar o raio de empacotamento p equivale a minimizar a forma quadritica

Q(X1, X2, X3), com entradas inteiras no todas nulas.

Seja K = Q((s) e K* = KNR seu subcorpo real maximal. Entio K+ — Q(a), onde

a=C+&G!= 2cos & . O polinémio minimal de a sobre Q é
f(X)=X*-6X24+9x —1.

As raizes de f sao reais. Com a notacao anterior, A é a realizacdo geomsétrica do

submédulo de O+ gerado por a, 8 evy. O volume é dado por

det(M) = 54,

com correspondente forma quadratica

Q(X1, X3, X3) = 18(X2 + X3+ X2+ X1 X0+ X1 X5 + X2 X3)

Para a entrada (1,0,0), Q atinge o menor valor 18. A densidade de centro ¢ portanto

5n — 1
A 4 \/5:
a mesma de Az. Logo, A é uma versao rotacionada de A;.

Obtivemos um reticulado denso construido a partir de um submddulo de Ok, onde K

€ um corpo totalmente real. Logo, este apresenta diversidade méxima I = 3 e portanto

espera-se um bom desempenho em ambos os canais.
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Figure 4-1: Gréfico de f(X) = X3 — 6X2 +9X

Note que o volume e o raio de empacotamento independem do termo constante ¢ do

polindmio f(X). Assim, para cada ¢ tal que as raizes de

fe(X)=X3—6X2+9X —¢

sejam reais, uma construcdo ansloga fornece versdes rotacionadas A 7. de As.

Para 0 < ¢ < 4, f. tem todas suas raizes reais. Para obter bom desempenho no
canal Rayleigh, tomamos 100 valores para ¢ no intervalo 0 < ¢ < 4 , e calculamos o
parametro K, , , para uma constelacio esférica de 64 sinais. O limitante superior para a
probabilidade de erro é minimizada para K, ;. minimo. Simulamos este procedimento e

o gréfico da funcdo ¢ — log,(Ky, ) é mostrado na figura 4-1:

O menor valor é obtido para ¢ =~ 3.848, com correspondente valor K, = 5.243. A

matriz geradora correspondente é

95



18.000 :
16.000 + * *
14.000 + *

3
12.000 +

-
10.000 + o * s

%,

8.000 . o et e o . b
6.000 + A *® o * . . *
4000 | MR TR WAL I T
2.000 4 Dl fant

Figure 4-2:

0.7813 1.2360 3.9827
M, = | 1.2360 3.9827 0.7813
3.9827 0.7813 1.2360

O reticulado A, assim obtido é critico para ambos os canais.

4.5 Constelagoes Construidas a partir de Ideais

Como vimos na secao 4.3, a técnica apropriada para a obtencio de conjuntos de
sinais eficicientes para ambos os canais é rotacionar reticulados densos. Com isso, sao
preservadas as propriedades de empacotamento esférico. A idéia bésica nesta segao € a
sistematizacao de um procedimento inverso, que permite pesquisar em um conjunto de

reticulados apresentando desempenho similar no canal Rayleigh, buscando dentre estes

uma boa densidade de empacotamento.
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4.5.1 Discriminante minimo

Nesta subsecao, descrevemos as idéias basicas usadas em [15] para obter reticulados

6timos para o canal Rayleigh.

Sejam K um corpo de niimeros totalmente real de grau », com respectivo grupo
de automorfismos {0y,...,0,} ¢ S um conjunto de sinais construido via representacao

geométrica de Ok. Sejam z € Ok e y = o(z) € S o correspondente sinal, isto é,

LR T o T eET iy rro v
R 2 W< S S ) PN

y= (0'1(117), ...,O'n(:v)) .

Para o produto das coordenadas, vale

| Nxiol@) |=| 03(2)...00() | 1. (456)

Neste caso, a diversidade é méxima, e assim

n

Hﬁz‘(fﬂ)z

=My, 1
ONNONNG

Para minimizar a probabilidade de erro, é necessirio aumentar as distancias produto.

d,(y,0) = 4.7)

A Propriedade 4.6 assegura um limitante inferior para o produto das coordenadas de
o(x), e esta propriedade vale para todo corpo de nimeros K. Logo, a maximizacao
de (4.7) vem com a minimizacio da energia F da constelagao, ou, equivalentemente,

tomando K com discriminante minimo.

Em [4] foram calculados os desempenhos das constelacdes obtidas desta forma, em

dimensodes n < 8.
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4.5.2 Ideais no anel de inteiros

Com a notagao acima, seja a um ideal de Ok. Entaopara 0 #z € q, 0 produto das

coordenadas de o(z) satisfaz

| Nkio(z) |> N(a), (4.8)

onde N(a) € a norma de a.

O exemplo a seguir mostra que é possivel aumentar simultaneamente a energia E e
o produto das coordenadas em um conjunto de sinais, e a0 mesmo tempo preservar a

distancia produto. Para ¢ > 0, temos

11 Gz —ty)? e, II (@i —w)? I[ (@ —w)?

dp(tz, ty) = il = Ti#y; Ty

E\" 2E\" ENT @iy
(%) (%) (%)

Quando comparamos dois sistemas, digamos 1 e 2, com as mesmas dimensdes e

eficiéncia espectral, podemos supor a mesma energia, pois como vimos acima. a mul-
tiplicagao por um escalar ¢ conveniente nao alters as distancias produto. Assim. uma

boa medida para o ganho assintético ¢ dada em [15],

Ga = 10log,o(K1/K).

Para canal Rayleigh e baseados no limitante superior para a probabilidade de erro de

(4.5), temos as seguintes afirmacdes:
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Afirmacao 1 - Assintoticamente, quando o nimero de sinais tende ao infinito, co-
nstelagdes esféricas construidas a partir de um ideal principal a € Ok tém desempenho

equivalente as constelagoes construidas a partir de Ok.

Afirmacao 2 - Assintoticamente, quando o nimero de sinais tende ao infinito, co-
nstelacoes esféricas construidas a partir de um ideal nao principal a € Ox tém desem-

penho melhor que constelagGes construidas a partir de Og.

De fato, sejam S; uma constelacio esférica com m pontos em Ag,., energia E(S;) e
- volume m.v(Aoy) ( por volume de uma constelacio esférica entenda-se o volume da bola
contendo a constelagao ), e ST a constelacio obtida multiplicando os sinais de S; por

N(a)%. Entao S} terd volume m.N(a).v(Ap, ) e energia E(S}) = N(a)%.E(Sl).

Consideremos agora uma constelacao esférica S, de m sinais em A,. Seu volume serd
m.N(a).v(Aoy). Como S; e Sy sao constelagoes esféricas de m sinais ocupando o mesmo

volume, entao suas energias sao aproximadamente as mesmas, ou seja,
2
E(S;) ~ N(a)=.E(S,).

Para z,y € a, a distancia produto em o(a) satisfaz

[[(e:(z) - os(2))? -
dy(o(z), o(y)) = EL ( _ Zil )

S )

N(a)? B 1
(N(a)%.E(Sl))n = (E(Sl))"’ (4.9)

similar ao limitante em (4.7).
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Quando a é principal, comparando o conjunto das distancias produto em o(a) e

0(Ok), observamos uma equivaléncia ” assintética”.

Quando a é néo principal, entdao N (x) > N(a), para todo z € a. Neste caso, temos

a desigualdade estrita em (4.9). Consequentemente, um ideal nao principal apresenta

ganho sobre os principais, em particular sobre Ok.

O ganho assintético de um ideal a relativamente a Ok, para o canal gaussiano, é dado

por

Ga = 1010g10(7a/’70;<),
. onde 7y é o correspondente ganho de codificagio.

4.6 Reticulados Uteis para os Canais Gaussiano e

Rayleigh com Desvanecimento

Nesta segao, construimos constelacdes de sinais a partir de ideais do anel de inteiros

de um corpo de nimeros, a partir de reticulados obtidos no capitulo 3.

E natural partir de um anel O cuja representacao geométrica apresente bom desem-
penho para o canal Rayleigh. As préximas construgoes sao baseadas em ideais de Ok,

onde K ¢ o corpo real de discriminante minimo na respectiva dimensao. ( cf. [15] ).

Seja K = Q(¢) e Kt = Q(¢,)NR o subcorpo real maximal de Q((,). Entao K+ =
Q(a), onde a = §, + G 1, e respectivo anel de inteiros Za]. Seja p o ideal principal de

ZIGp] gerado por 1 ~ (e py+ =pN K+ = (2= 0a).Z[a)].

Visto que p N Z = pZ, ent3o p € o tnico ideal primo de O acima de p,

PZ[Gp] = pP~?
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e por propriedades de ramificacao,
Pr+Z[G) = p2.

Se z € pr+, entdo z € py, e pelo Lema 3.2.5 vale Tro,)/Q(2T) > 4p. Assim,

1 1
Tric+ o) = STrog,)/0(2%) > 24 =2p.

O discriminante de K *té

B3
2

Dg+=p
Portanto, a densidade de centro satisfaz

P 1

6(pg+) > DL 2 N(pge) ~ 30-07A g3 (4.10)

Dimenséo 3: O corpo real de discriminante minimo é K+ — Q(¢z)NR. Com a notagao

acima, a matriz geradora de o(p Kx+) é

3.8019 24450 0.7530
P+ = | —6.8509 —1.0881 0.9390
12.3448 0.4843 1.1709

O ganho fundamental de codificagso é v = 0.624 dB.

Para constelacoes esféricas de 64 sinais, obtem-se K o, = Ka =2 2.57. Portanto, neste

caso verifica-se a Afirmacao 1.

Dimensao 5: Esta construcgo é andloga & dimenséao 3. O corpo real de discriminante

minimo é¢ K* = Q({11) NR, e matriz geradora
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[ 3.9190 3.3097  2.2847 1.1692 0.3175
—7.5205 —4.3348 —0.6503 0.9714 0.5342
My, .= | 14.4317 5.6774  0.1851 0.8071 0.8988
—27.6942 —7.4358 —0.0527 0.6705 1.5122
53.1448  9.7388  0.0150 0.5571 2.5442

O ganho fundamental de codificacao é v = 0.927 4B,
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Capitulo 5

Codigos n-arios Via Reticulados

Algébricos

Neste capitulo, estudamos as relacdes entre a teoria desenvolvida no trabalho e outras
dreas da Teoria da Comunicacso.

A Proposicao 5.1.1 mostra que os reticulados o(p*) apresentam densidade de em-
pacotamento ciclica. Portanto, existe certo controle sobre a cadeia de partigoes (5.1).
Destaca-se ainda na secao 5.1 o Teorema 5.1.2.

Na secao 5.2, temos a associacio entre cbdigos, ideais do anel de inteiros e reticulados
apresentada em (5.3). Ainda destacam-se o resultado de (5.4), que associa o reticulado
o(p*) com cédigos BCH primitivos, o Teorema 5.2.2 e o Corolério 5.2.8, que mostra a
existéncia de relacdo entre a métrica de Lee nos codigos BCH e a distancia euclidiana
no reticulado correspondente. Simulacdes mostram ainda uma relacdo com a distancia
produto, conforme a Conjectura 3.

A Tabela 5-1 mostra que o minimo efetivo ultrapassa o limitante em (3.6) para as

dimensoes 11 e 13.
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5.1 Particao de Reticulados Via Poténcias de Ideais

Sejam A um reticulado e A’ € A um subreticulado de fndice ¢, O quociente A/A’,

chamado de particao de A, define ¢ classes de equivaléncia médulo A’. A classe de T é

dada por

z+AN ={z4+ X ¥ € A'}.

Dois » -+ 2 mesma classe se, e somente se,

rT—yeA.

A distancia intra-classe é definida como sendo a menor distancia obtida quando se

" considera todos os elementos de uma mesma classe. Como cada classe é uma translacao

de A, entéo a distancia intra-classe drin € igual a

Umin = min{d(z,0) ;z € A}

Dados os reticulados A = Ao, Ay, .. A, tais que A;y; C A;, dé-se 0 nome de cadeia

de partic:- - reticulados 3 sequéncia

AO/Al/"'/Am-

Podemos escrever
Ao =Ao/A; +Ay/Ay +- .. + A1 /A + A,

A construgao de reticulados a partir de um ideal a é um meio eficiente para obter

subreticulados de fndice N (a). Por exemplo, consideremos os ideais p* acima de p em

Z[(p). Assim, obtém-se uma cadeia infinita

7(Ox) = a(p°)/o(p) /o (b?) fo (p%)/ - - |, (5.1)

onde
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o(p*)/o(p**) = Z/pZ.

Como vimos, numa partigao de reticulados, sdo parametros importantes a densidade

de centro do reticulado A ( para minimizar a energia) e a menor distancia em A’, a

distancia intra-classe.

: L . . . ) -1
Para a cadeia acima, conhecemos a densidade dos reticulados o(p?) , parai = 0, ..., P_z____
. Além disso, a densidade é periédica, como mostra a seguinte

Proposicao 5.1.1 Para os ideais p’ € K = Q((y ), j € N, vale

(o (p)) = 6(a(p™™)),

onde m = ¢(p") en € N.

Demonstracao: Sabe-se que p™ = pOy, pois p se ramifica completamente; logo. p™+™ =
p.p", que implica N(p™"*™) = p™*™ . Com isto, = € p"*™ se, e somente se. r = py, onde

y € p". Segue que

| o(z) P=p2 | o(y) I%,

valendo assim

p(p™) = min {}.Z(“"_)l; ze pn}

2
e
. o . ,
p(p™*™) = min { lote) | ;) s e p"*’"} = min {————] 0—(21:) Lze p-p"} = p-p(p").
Para a densidade de centro, temos:
n-4+my\m ny\m
(U(p )) ‘ Dy 11/2 prtm 3 Dy l1/2 " 6(U(p ))
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5.1.1 Conjunto de sinais e estruturas algébricas

O ganho de poténcia de uma constelacio esférica sobre uma constelagdo consistindo
dos vértices de um cubo foi tratado em [5], e é chamado de ganho de forma (shape gain).

Seu valor assintético, isto é, quando a dimens3o tende a0 infinito, é G, ~ 1,53 dB .

Seja d(z,y) a distancia euclidiana de z a Y. A regido de Voronoi de um reticulado A
¢ definida como sendo o conjunto dos pontos z € R™ tais que d(z,0) < d(z, Y), para todo

y € A. Esta regiao serd indicada por Vj.
O volume de V}, ¢ igual ao volume da regiao fundamental de A.

Note que a densidade de empacotamento de um reticulado tem relagdo com a forma
de sua regido de Voronoi, J& que quanto mais denso for o reticulado, maior tende a ser
seu numero de vizinhos, que por sua vez € igual ao nldmero de faces da regiao de Voronoi.

Note que o niimero de faces de um hipercubo em dimenszo 7 é 2n.

Por [27], pp. 24, existem reticulados em dimensio n com nuimero de vizinhos 7
(consequentemente nimero de faces de Va) satisfazendo 7 > 202075.n yrigt que Z — o0,
para n +— oo, entao o nimero de faces por dimens3o cresce indefinidamente, ou seja,
assintoticamente, constelacbes tomadas na regiao de Voronoi destes reticulados tendem

a ter desempenho igual ao de constelagGes esféricas.

Uma das vantagens de tomar conjunto de sinais dentro da regiao de Voronoi é a
possibilidade de que estes apresentem estrutura algébrica, como sers visto na préxima,
segao.

Seja A um reticulado e A’ C A um subreticulado de indice ¢. Entdo o quociente A/A’
tem ¢ elementos. Para cada classe médulo A’ tomemos um representante z tal que a
distancia euclidiana até a origem d(z,0) seja minima. Assim, obtem-se um conjunto de

representantes com energia minima.

Teorema 5.1.2 Um conjunto completo de representanies do quociente A/A' com energia

minima pode ser tomado na regido de Voronoi de A'.
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Demonstracao: Sejam z, y € V), . Entao

d(z,y) < d(z,0) +d(y,0) = d'

‘min?

onde
drin = min{d(z,0) ;z € A'}.
Por outro lado, estando z e y na mesma classe lateral, entdo x — y € A’, e assim

d(z,y) = d(z —y,0) > di,.

A tnica possibilidade para que z, y satisfacam as condicdes acima é y = —z, ou seja,
estdao na borda da regiao V' e nesse caso tanto z quanto y podem ser tomados como

representantes da classe. O

Quanto & estrutura algébrica, pode-se apenas afirmar que o quociente A/A’ tem a
estrutura de grupo. E interessante que o conjunto de sinais esteja associado a uma es-
trutura algébrica mais rica, como a de anel ou corpo. Quando A = ¢(Ok), para algum

corpo de nimeros K e A’ = ¢(a), para um ideal a € Ok, entdo A/A’ herda a estrutura

de anel e vale o isomorfismo
A/N ~ Ok/a .

Observe que quando a é um ideal primo, entao A/A’ é um corpo. Assim, a teoria
desenvolvida nos capitulos anteriores é uma importante ferramenta para a obtencéo de

conjuntos de sinais com estrutura.

Exemplo 5.1.3 Para K = Q((;), o anel O = Z[(,] ¢ principal. Vimos no exemplo
2.8.6 que todo ideal a tem a mesma densidade de O, ou seja, sGo "versées rotacionadas”
de Ay, multiplicados por escalar. Assim, a regido de Voronoi dos reticulados ' = o(a)

s@o hexdgonos, e o conjunto de representantes dentro da regiGo de Voronoi tem a forma

hezagonal.
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5.2 Cdbdigos BCH n-arios Via Reticulados Algébricos

Para simplicidade de notagao, denotaremos Z,, ~ Z/nZ.

m~1

Sejam K = Q(C‘n)a m= ¢(n)7 z = Z aigriz € OK €

=0

o homomorfisr:- o ©ATo DOT

Z + (G1,83, ..., Gome1),

onde T significa a reducdo médulo n.

Para cada ideal a € Ok, o conjunto I'(a) é um cédigo linear n-ério de comprimento

@(n) e com N = N ) elementos. Logo, sua taxa é
log ———-—-nm
1 3
r = Ogn N — N(a) — 1 — logn N(a)' (52)
m m m

A literatura apresenta algumas construcdes de reticulados a partir de cédigos e vice-

versa.

O anel de inteiros Ok faz uma intermediacdo natural entre o coédigo C = TI'{a) e o

reticulado ¢(a), através do seguinte diagramas:

(5.3)
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Para cada palavra cédigo z € C, seja ®(z) o vetor de menor comprimento em
o(T7Y(z)). Assim, ® é uma bijecio entre o cédigo C e a constelagio ®(C) em R™,

que representa uma modulagéo para o cédigo C.

5.2.1 Cddigos BCH

Uma das vantagens em se trabalhar com reticulados algébricos é que estes podem ser
melhor estudados no corpo de niimeros correspondente, através da associacio o~!. As-
sim, é possivel trabalhar em um ambiente mais rico de propriedades algébricas. Analoga-
mente, ha vantagens ao estudar cédigos gerados através de ideais de corpos de niimeros.
Um caso particxﬂarmente interessante é K = Q((,) e p o ideal primo acima de p. Pela
caracterizagao de 3.2.1, pondo z = Y7~} o eple f(X) =] a,G;. entao

zep & f)=f1)=-..= (1) = 0(modp).

Uma afirmacéo equivalente é

. p=1 p-1 =1
zeEP S Y a=Yig=.= > 7 la; = 0(mod p).
=1 t=1 =1
Pondo
1 1]
1 2 -1
o o= |
17-1 9s-1 (p—1)-1
temos
x € p’ & I'(z) é ortogonal a H, (5.4)
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ou seja, I € a matriz cheque de paridade do codigo I'(p?). Logo, I'(p?) é um cédigo
BCH primitivo médulo p. Assim, um cddigo BCH pode ser interpretado como a ”versao

discreta” de ideais em O.

Por exemplo, a menor distancia de Hamming no cédigo ¢ igual ao menor ndimero de

coordenadas nao nulas em p’, que pode ser calculado tanto no cédigo quanto no corpo.

A construcao acima pode ser facilmente estendida 3 Q(G) € seus subcorpos, fornecendo

codigos BCH com outros parametros. Também pode ser generalizado a Q(¢n) qualquer.

Teorern= =20 /28] . 1086 ) Parg as palavras cédigo z, y no cédigo BCH T (p?),
vale
2t sei< Bl
dLee(ﬂ'), y) 2 -2

P ,seBlcicp

Associaremos a métrica de Lee em I'(p*) com a distancia euclidiana em o(p?). Para

um elemento z = Y7~} a;{; € p*, arelacio geral entre métrica de Lee em I'(p*) e distancia

euclidiana em o(p*) pode ser vista na expressao

, - p-1 5 p=1 2
Trxe(*Z)=p T a? - [ a;) .
=1 g==1
Mais precisamente, temos

Teorema 5.2.2 Sejam z,y € I(p?), i < Egl Entéo

ALee(T,y) € minima < deuct(®(), ®(z)) € minima,

onde dgy € a distdncia euclidiana,
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Demonstracio: Seja z = (81,83, ..., Gp—1) € C tal que dree(z,0) > 2r seja minima .
Por [23], 7 dos ay, s8o iguais a 1, 7 s3o iguais a —1 e os demais s&o nulos, e isto ocorre

se, e somente se deyt(®(2),0) = pYi-] a? = 2pr é minimo, j4 que pelo Proposicio 4.1.1,

o minimo em o(p*) ocorre em Y07 a; = 0. O

Para que o sistema apresente bom desempenho, é interessante que o reticulado o(p?)
apresente boa densidade de empacotamento. Como vimos no capitulo 3, secao 4, a melhor

densidade entre os ideais p*, § < 2.;.1, ocorre no inteiro o mais préximos de 52—~ -1;1@)-

A taxa r de I'(p™) satisfaz 7 — 1, com p — co. De fato, de 5.2 a taxa é dada por

_ log, N(p®)
p—1

r=1

O resutado vale, visto que

log, N(p*) _log,pfis 1

p—1 p—1 2Inp

tende a zero, para p — o0.

5.2.2 O casoi> 2;—1
O que faremos a seguir é mostrar a existéncia de um limitante anslogo ao do Teorema
5.2.1 para a distancia euclidiana ¢ i > 253 |

Todo elemento z € Z[(,] pode ser escrito sob a forma

r=ap+a{a—G)+ala— )Y+ + ap—2(a — &) % a; € Z, (5.5)

e sob esta representagdo, para a = 1, a seguinte relacao vale:
z €p* < a;=0(modp), j=0,..,i—1.
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Lema 5.2.3 Sei,j €N, tem-se

= 00-0)

v=0,...,7

Demonstracdo: Note que ambos os lados da igualdade representam os coeficientes de X*

no polin’

I+X)™* =1+ X)(1+X) .o

Lema 5.2.4 Sei,7€Neac Z, tem-se

Tre (= G)-(a = GP) =p 3" (1) (2)a*2 = (a 10,
u=0
onde (1) =0, se j < u.

Demonstragio: Temos que

Tria (@ =G a=G) = Trq ( > () (f;)(~cp>"“”“m_w)

u=0,...,1
=0,...,v

SRR DACIG R S OIC R ——

u=0,....
v=0,...,7
uFy

RO X ).

.....
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Fazendo u + v = k no Lema 5.2.3, obtemos

+J

Z (;) (z)(___l)u-i-v'ai-{»j—-(u-}-v) — Z (i}:j)(_l)k.aﬂj-—k = (a—1)",

u=0,.. ,z k=0
v=0,...,7

que conclui a prova. O
Teorema 5.2.5 Seja
z=ap+a{a—Gp)+ -+ apala— Gl e Z[G) -

Entao

p—2

Trrio(eZ) = —af + > aa;. (pz ( )( ) =2 (g — 1)‘*7) )

2,j==0

Demonstracao: Temos que

T = (gﬂ a;(a — gp)i) (5_: a;(a~ gp—l)j) ‘1{: a;ai(a — la—¢; -1y,

j=0 %4,j=0

Assim,

-2
Triio(aZ) = Try/g (Z a;ai(a — G)(a— Y )

i, j=0
p—2
=P-Daf+ 3 aoTrr((a-G)e-¢))
(457(0.0)
p—2
_ (p_ 1).(1(2) 4 Z a:a; (pz ( )( ) i+i—2u _ ( a— 1):+3)
(433%00) =
_ _a0+ Z a0, (pz( )( ) itj-2u _ (a— 1)i+j) ]
4,j=0 u=0
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Coroldrio 5.2.6 Para z =ag+a;(1 — ) + -+ + ap_s(l — G)P72, vale

p=2 "
Trxo(zZ) = —ai+p Y (“:’)a,-aj.

2,j=0

Demonstragao: Para a = 1 no Teorema 5.2.5, temos

Trirae®) =~ + 5w (s ()0)).

i,j=0 u=0

Pelo Lema 5.2.3 temos as seguintes igualdades:

z

(9= 2,00 T (2)0-500-500,

uv=t U=t~y u=0
o que conclui a prova. O

) 1
Coroldrio 5.2.7 Para z € p*, i > P+

, temos:

TT‘K/Q(:L‘:f) =0 (mod 2p2) .

Demonstragio: Tk o(2Z) é obviamente par e muiltiplo de p, j4 que —a? = 0(mod p). Tal

x pode ser escrito como na eq. (5.5),ondea=1eqp=-.. = a;~1 =0 (modp) .
Quando i + j < p, entdo i < P= " ou i< ?—:2_——, que di a;a; = O(mod p).
Para i + 7 > p, o coeficiente binomial (“:’) € um muiltiplo de p. Assim, o somatdrio
=2 .
b (‘“:.’)aiaj é um mdltiplo de p. O

,j=1
Com o corolério acima, podemos enunciar um resultado para distancia euclidiana

andlogo ao apresentado no Teorema 5.2.1. Note a semelhanca com a métrica de Lee, a

menos de multiplicagéo por p.
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0.2}
0.154
0.14

0.05}

Figure 5-1:
Coroldrio 5.2.8 Paru as palavras cddigo z, y no cddigo BCH T'(p*), vale

2pi , sed < B2
deua(2(2),2(y)) 21 .
2p* ,sefHm<i<p

Temos a seguinte

2

_1 . -1
,seprLz‘l+7,j_<_p

Conjectura 1: Para o caso ¢ >

, entao
T’I‘K/Q(xﬁf) > 2])2] .

Caso esta afirmacdo seja verdadeira, entdao a densidade de centro satisfaz 6(p*) =
8(p %l+i), ou seja, para i na segunda metade do intervalo [1..p— 1] repete-se a densidade

de centro da primeira metade.

Como a densidade tem perfodo n, o gréfico de A%, da figura 4-1 poderia se extender

para todas as poténcias ¢, com repeticGes de periodo n/2.
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. . -1 . ~ fo -

Até agora, para i < 3’—2-, observamos uma estreita relacdo entre a métrica de Lee e
a distancia euclidiana. Para 2—'211- <% < p, observamos ainda uma forte dependéncia. De
fato, neste caso é conhecido um outro limitante superior para a métrica de Lee, dado

pelo seguinte

Teorema 5.2.9 ([23], pp. 1089 ) Para as palavras codigo z, y no cédigo BCHT (pP~1-F),

vale

p2_k2

dree(z, ?J) 2 Ak

Note que para poténcias préximas de p— 1, a distancia é da ordem de p?, o que torna
o limitante do Teorema 5.2.1, para i > 9%1, muito abaixo do minimo efetivo. Novamente,

hé forte semelhanca entre o limitante do Teorema 5.2.9 e o conjecturado para a distancia

euclidiana. Temos a seguinte

Conjectura 2: Para z,y € T'(p?), 2§l < j<p-—1, entao
dpee(x,y) é minima < deyu(®(z), ®(y)) é minima.

5.2.3 Minimo efetivo

Em [23], as tabelas apresentadas mostram que o minimo efetivo supera o limitante
dado no Teorema (5.2.1) em alguns casos.

A Tabela a seguir ( obtida por cilculos computacionais) mostra o menor valor de
Tr/q(«%), com z € p* no corpo K = Q(¢p) - Similarmente, nota-se que o limitante no
Corolério 5.2.9 nao coincide com o valor minimo efetivo. Uma consequeéncia € que valores

maiores podem ser obtidos para a densidade de centro dos ideais p’, obtidos no Capitulo

3.

Tabela 5-2
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o,

p=5|p=T|p=11|p=13

112p1 |2p1 |2p1 |2pl
2|12p2 |2p2 | 2p2 2.p.2
3 2.p3 | 2p3 |2p3
4 2.p.5 2.p4
5 2p5 |{2.p6
6 2.p.6

5.2.4 A métrica de Lee e a distancia produto no canal Rayleigh

com desvanecimento.

Para o canal Rayleigh com desvanecimento, o sistema de modulacio proposto acima

ainda apresenta boas propriedades. Para algumas dimensdes baixas, simulacdes mostram
. i . . . . 3 . g

que analogamente ao caso gaussiano, em o(p*) os sinais da primeira camada "euclidiana

” estdo também na primeira camada ”produto”. Com isto, formulamos a seguinte

Conjectura 3: Para z,y € D(p/), j < 252, vale:

Trkio(2Z) é minimo em o(p’) =| Ngjo(z) | é minimo em o (p?), (5.6)

ou, de outra forma,

Trxio(2%) = 2pj =| Nijo() |= " (5.7)
A reciproca nao é verdadeira, ja que existem infinitas unidades em Og. Temos entdo
dree(T,y) é minimas deye(P(z), @(y)) é minima = dproa(@(x), $(y)) é minima.

Simulagbes mostram concentragao da primeira camada produto em torno da origem.
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Capitulo 6

Conclusoes e Propostas para

Trabalhos Futuros

Este capitulo tem como objetivo ressaltar os pontos relevantes deste trabalho, assim como

colocar sugestoes para trabalhos futuros.

6.1 Conclusoes

Neste trabalho, foram estudados reticulados construidos via ideais de anéis de inteiros
de corpos de numeros abelianos. Motivaram a presente pesquisa algumas construcds
algébricas de reticulados densos, presentes na literatura. Como exemplo, temos os tra-
balhos de Maurice Craig ( [7] e [8] ). Mais recentemente, em [4] e [15] sdo feitas aplicagdes
de reticulados construidos algebricamente em Teoria da Comunicacéo. Todavia, tais tra-
balhos apresentam solugdes e técnicas restritas ao caso particular tratado, técnicas estas

de dificil generalizacdo. Aqui, buscou-se uma sistematizagéo de procedimentos, colocando

os vérios trabalhos sob 0 mesmo ponto de vista.
A seguir, listamos os principais resultados obtidos por segao.

Capitulo 3:
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Secao 3.1: E voltada para o estudo da representacao geométrica do ideal p=(1-

G )ZIG] , p primo, e suas poténcias.

A Proposicao 3.1.1 fornece uma caracterizagao dos elementos z € p'. Na Secao 3.1.2,

o Teorema 3.1.3 explicita a forma quadritica asociada a Q&)

Secao 3.2: A Proposigao 3.2.2 e os Teoremas 3.2.3 ¢ 3.2.4 determinam a poténcia %
tal que a densidade de centro de o(p?) seja a maior possivel. Através destes resultados,

em Q({o) obtém-se o reticulado Fg, o mais denso reticulado em dimensao 6, a partir de
a(p?).

A Proposicao 3.2.6 mostra que a menor distancia nos reticulados o (p*) cresce linear-
mente com a poténcia 7. A partir desta, é possivel generalizar a familia de Craig para

Q(¢r), p primo e 7 > 1, cuja expressio para a densidade de centro é dada no Teorema
3.2.7.

Secao 3.3: estuda uma outra direcso de generalizacio da familia de Craig, que sao
subcorpos de Q((,). O Teorem 3.3.1 fornece uma expressao para o calculo da densidade
de centro de o(p% ), onde K é um subcorpo de Q(¢,) e px = pN K. Tomando a poténcia
inteira ¢ que maximiza a densidade de centro, obtém-se a familia A,. Esta familia

contribui com os reticulados mais densos conhecidos em infinitas dimensdes e apresenta

boa performance assintética.

Secao 3.4: Séo estudadas propriedades aritméticas de extensdes ctibicas K = Q)
contidas em Q((,), p primo, e chega-se a uma expressdo para o célculo do indice k =

[Ok : Z]a]]. E estudada ainda a representacao geométrica destas extensdes, chegando 3

obtencao de um limitante superior para k.

Secao 3.5: A Proposicdo 3.5.3 traz a forma quadrética associada a QCpq), e ¢

primos. A seguir, s8o desenvolvidas técnicas de construcao algébrica de reticulados:

Construcéo A - E feita uma nova prova para a construcao algébrica do reticulado de
Leech Ag4, usando técnicas particulares desenvolvidas no trabalho. A prova original é

extremamente técnica, e se utiliza de formas unimodulares.
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Construcao B: E feita uma Prova para a construgio algébrica do reticulado Kjs,.

Construgao C: E desenvolvido um método que permite a construcio do reticulado Es

em subcorpos de diversos corpos ciclotémicos.

Capitulo 4:

Segao 4.1: Nesta secio, desenvolvernos procedimentos tedricos que permitiram a con-

strugéo de um algoritmo eficiente para o célculo do nimero de vizinhos dos reticulados

oly

Secao 4.3: E desenvolvido um método algébrico para gerar versdes rotacionadas de
A3z com diversidade maxima 3. Através de calculos computacionais, calculamos aquela

com melhor desempenho para o canal Rayleigh, gerando a matriz M .-

Secao 4.4: Os principais resultados sio as Afirmacdes 1 e 2, mostrando que para o
canal Rayleigh, constelagdes construidas a partir de um ideal principal a € Oy ( resp.

nao principal ) tém desempenho similar ( resp. melhor ) que constelacdes construidas a

partir de Og.

Segao 4.5: Aqui, aplicamos os resultados da secao 4.4 para constelacdes obtidas em
[15], que sdo Stimas para o canal Rayleigh, em dimensdes 3 e 5. Assim. obtivemos

constelacoes Otimas para o canal Rayleigh e apresentando ganho, para o canal gaussiano.

de 0,624 dB em dimensao 3 e 0,927 dB em dimensao 5.
Capitulo 5: Este capitulo mostra ligacGes entre a teoria desenvolvida no trabalho e
alguns tépicos de Teoria da Comunicacio.

Traz ainda relagGes entre a métrica de Lee em cédigos BCH e distancia euclidiana

nos reticulados correspondentes.

Secao 5.1: A Proposicéo 5.1.1 mostra que os reticulados o'(p*) apresentam densidade

de empacotamento ciclica. Portanto, existe certo controle sobre a cadeia de particoes

(5.1). Destaca-se ainda o Teorema 5.1.2, mostrando que um conjunto completo de re-
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presentantes do quociente de reticulados A/A’ com energia minima pode ser tomado na

regiao de Voronoi de A'.

Segao 5.2: Aqui, mostramos a existéncia de estreitas ligacdes entre cédigos BCH, ideais
do anel de inteiros de corpos ciclotomicos e reticulados gerados a partir destes ideais. Em
particular, mostramos que um cédigo BCH primitivo médulo p pode ser obtido através
do ideal p* = (1 — ()'Z[(,]. Depois de alguns resultados intermedidrios, chegamos ao
Corolério 5.2.8, que é a "versao euclidiana” do Teorema 5.2.1, encontrado em [23], que

trata da métrica de Lee em cdédigos BCH.

A Tabela 5-1 mostra que o minimo efetivo nos reticulados o( p*) ultrapassa o limitante

inferior dado pela Equagédo (3.6), para as dimensdes 11 e 13.

Apéndice: E apresentado um algoritmo implementado no GAP, que calcula discrimi-

nantes de subcorpos de Q((ye,0) baseado no Teorema de Hasse.

6.2 Sugestoes para Pesquisas Futuras

O leque de linhas de pesquisa que derivam deste trabalho é bastante abrangente. A
seguir apresentamos, por capitulo, algumas sugestdes.

Capitulo 3 - E natural pensarmos na extensao da familia de Craig para subcorpos de
Q(¢n), para m qualquer. Assim, apontamos para a generalizacao do Teorema 2.1.17, do
Lema 3.2.5 e do Teorema 3.3.1 para o caso geral.

Na Secao 3.5 (Cibicas Reais Contidas em Q((,) ), dada uma extensao ctibica K C
Q(¢p), mostramos que a densidade de centro do submédulo Zla] é k2.6(c(Ok)), onde
k = [Ok : Zle]]. Isto nos motiva a pesquisar uma classe mais geral de reticulados, os
gerados por submédulos do anel de inteiros, para um corpo de nidmeros qualquer. Sendo
uma classe mais ampla, quando comparada com o conjunto de todos os ideais, a vantagem

estd na abrangéncia. Uma desvantagem imediata é a auséncia da riqueza de propriedades

algébricas quando se trabalha com ideais.

121



Quanto & Segao 3.6, que traz construcdes algébricas em subcorpos de Q({p), p € ¢
primos, uma primeira alternativa de generalizacao é estender os conceitos para subcorpos
de Q((peqe ), com posterior tratamento do caso geral Q(¢s). Para a determinacao do menor
valor assumido pela forma quadritica, sugerimos o uso da expressao 3.9, juntamente com
técnica similar a usada nas construcdes A e B. Contudo, esta apresentard niimero maior
de varidveis, dificultando seu cilculo. Uma alternativa é o uso de algoritmos e célculos
computacionais.

Conjec. .- a construcdo algébrica de um reticulado em dimensio 28 com den-
sidade de centro igual a 1. O mais denso reticulado conhecido em dimensio 98 tem
densidade de centiv £, . Convém lembrar que existe um empacotamento nao reticulado
em dimensao 25 com densidade de centro 1.

Capitulo 4: Na Segao 4.3, construimos versdes rotacionadas de A3 com diversidade
maéxima. Nesta linha, propomos a construgao de reticulados densos conhecidos via COrpos
de nimeros totalmente reais. Assim, tem-se simultaneamente diversidade méxima e
méxima densidade de centro conhecida. E natural pensarmos inicialmente na construcéo
de D4, o mais denso reticulado conhecido em dimensio 4, em um corpo de nimeros
totalmente real. Nas construgdes algébricas existentes, D, é construido a partir de corpos
de nimeros totalmente complexos, e portanto apresenta diversidade 2.

Ainda neste capitulo, propomos a extensao das simulacdes de 4.4 para a familia A,, j4
que as dimensoes 3 e 5 estudadas coincidem com os reticulados A;z e As. Para dimensdes
maiores, conjecturamos bom desempenho para os canais Rayleigh com desvanecimento
e gaussiano, j& que para algumas dimensdes os reticulados A, apresentam diversidade
maxima n e méaxima densidade de centro conhecida .

Capitulo 5: Deste capitulo, derivam diversas possibilidades de pesquisa. Dentre elas,
as Conjecturas 1 e 2 aparecem como proposta para pesquisas futuras. Atentamos também

para a extensao da Tabela 5-2 para dimensdes maiores.

Sugerimos ainda um estudo detalhado de um esquema baseado na familia A,, que

resulta em constelagdes densas, e para uma particular escolha do ideal, podemos consi-
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derar eficiéncia espectral constante. Essas constelacdes estio "casadas ” a cédigos BCH,
valendo as relagdes entre as métricas de Lee e euclidiana expostas no capitulo 5. Com a
exigéncia adicional de que estes corpos sejam reais, entéo a constelacao equivalente tem
ainda a propriedade de apresentar diversidade méxima, o que torna o esquema Uutil para
ambos os canais. Além disso, esté associada uma estrutura algébrica 3 constelacdo, e a
respectiva matriz geradora do reticulado é circulante.

Apéndice: Uma alternativa para o célculo do discriminante de subcorpos de Q(ln), n

qualquer, é generalizar o algoritmo apresentado no apéndice para o caso geral.
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Apéndice

A seguir, apresentamos a rotina de um programa que calcula discriminantes de subcor-

pos de Q((peqr), com p e g primos. O programa utilizado é o GAP ( Groups, Algorithms

and Programming).

car:=function(p,a,q,b) local 1, R, nl, ml, gl, 11, n2, m2, g2, x, 12, marc, i, j, t, t1, t2,
Y, 1,5y C S, V,L kO, k1, k2, J, T, f, DIV, LL, TT, Aux, mar, G, VV, Y;

L=[]; R==[}; nl:=p“a; m1:=Phi(nl); gl:=1; 11:=[]; n2:=q"b; m2:=Phi(n2); g2:=1;
12:=[};

if p=3 then

gl:=2; fi

if g=3 then g2:=2; fi;

for i in [1..(n1-1)/2] do marc:=0; for j in [1.m1/2] do

if Mod(i” j,n1)>1 then marc:=marc+1; fi; od;

if marc=(m1/2) then gi:=i; fi;

od;

for iin [1..(n2-1)/2] do

marc:=0; for j in [1..m2/2] do

if Mod(i” j,n2)>1 then

marc:=marc+1; fi; od; if marc=(m2/2) then

g2:=i; fi;

od;
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for i in [1..m1] do

if Mod(gl” i,nl)=Mod(n2,n1) then

t2:=1; fi; od;

for i in [1..m2] do

if Mod(g2" i,n2)=Mod(nl,n2) then t1:=i; fi;

od;

foriin [1..m1] do

Append(11,[Mod(gl” i,n1)]); od;

Append(1,[i1]);

for i in {1..m2] do

Append(12,[Mod(g2" i,n2)]); od;

Y:=[1..m1*m2];

for j in [0..m1-1] do for i in [0..m2-1] do

Y[i+m2*j+1]:=[[},1}; for r in [1..m1] do for s in [1..m2] do

y:=E(ml)" (j*(t2+r))*E(m2)" (i*(t1+s)); if y<>1 then

y:=0; fi; C:=(n1*n2)/(Gcd(j,n1)*Ged(i,n2)); if y=1 then Append (Y[i+m2*j+1][1],
[Mod(n1*(g2"s)+n2*(gl "r), n1*n2)]); fi; od; od;

Y[i+m2*j+1][2]:=C; od; od;

S:=[]; V:=[}; for k1 in [1.m1*m2] do

J:=; for i in [1..Length(Y[k1][1])] do

Append(J,[true]); od;

if (Y[k1][1] in S)=false then

Append(S,[Y[k1][1]]); T:=[]; for k2 in [1..m1*m2] do

if

List(Y[k1][1]x->x in Y[k2][1] )=J then

Append(T,[Y[k2][2]]); fi; od; fi=Collected(Factors(Product(T)));

Append(V, [[Set(Y[k1][1]), f]]); fi; od;

DIV:=DivisorsInt(m1*m2); LL:=[];
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do

for k0 in [1..Length(DIV)] do for k1 in [1.n1*n2-1] do
mar:=0; TT:=[]; for k2 in [1..DIV[k0]] do
Append(TT,[Mod(k1" k2,n1*n2)]);

if (Mod(k1"k2,n1*n2)>1 and (k2<DIV[k0]))

or (Mod(k1"k2.:n1*n2)=1 and (k2=DIV[k0])) then
mar:=mar+1; fi; od; if mar=DIV[k0] then
Append(LL,[Set(TT))); fi;

od, od;

G:=Set(LL);

for k1 in [1..Length(G)] do

J:=[]; for i in [1..Length(G[k1])] do Append(J,[true]); od; T:=[]; for k2 in (1.m1*m2)

if List(G[k1]x->x in Y[k2][1])=J then

Append(T,[Y[k2][2]]); £;;

od; f:=Collected(Factors(Product(T))); Append(V,[[Set(G[k1]),f]]); od;
VV:=[]; for k1 in [1..Length(DIV)] do for k2 in [1..Length(V)] do

if Length(V[k2][1])=DIV[k1] then

Append(VV,[Vk2]]); fi; od; od;

for i in [1..Length(VV)] do

Print(VV[i],”\n"); od;

end,;
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LATTICES IN ABELIAN FIELDS
André Luiz Flores! and Trajano Pires da Nébrega Neto?

Abstract
In this paper we develop an efficient tool to construct an asymptotically good family F
of lattices from ideals of subfields of p-cyclotomic fields. The method being proposed fur-
nishes one lattice for every dimension. For each lattice in 7, Llogy(A) > ~1 log, log, n,
where A denotes its sphere packing density. This new family achieves the greatest known
density in infinitely many dimensions.

1 Introduction

The classical problem of sphere packing is to find an arrangement of identical spheres in the
n-dimensional Euclidean space so the fraction of the space filled with these spheres is the
maximum number possible. This can be seen as a version of Hilbert’s 18th problem, proposed
in 1900. The first conection to the mathematical theory of communication was made by
Shannon. More precisely, the proof of Shannon’s capacity theorem [13] implies that in the case
of high signal to noise ratios, an optimal block code for an ideal band-limited AWGN channel
consists of  dense packing of signal points within a sphere in high-dimensional Euclidean space.
Further, Leech [9] showed how to use error-correcting codes to construct dense packings in R",
and Conway and Sloane [4] proved that lattices satisfying the Minkowiski bound (given by
equation (1) below) are equivalent to codes achieving channel capacity.

Using different techniques, several works have provided partial solutions to the sphere pack-
ing problem. Although quite relevant, these contributions are still far from solving the problem
in its most general form. Among the methods for generating lattice packings, Minkowiski’s
embedding presents interesting characteristics. Using algebraic number theory, Craig repro-
duced Leech’s lattice Ayq from the geometric representation of an ideal in the ring of integers
of Q((ae) (forany n € N, ¢, = e%?). With the same method, he also obtained the family AP
in the dimensions p — 1, from Q((p), where p is a prime number {see [6]).

For each n, Minkowiski proved the existence of lattices in real n-dimensional space with
sphere packing density A satisfying

1

;long > -1, (1)
However, his proof is nonconstructive. Constructive families are known only in particular
dimensions. For example, the lattices BW, [4, p. 234] have dimension n = 2™, and asymptot-
ically,

1 1
- log, A ~ - log, n.

This work has been supported in part by the Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnolégico
{CNPq) under grant No. 143371 /1996-7.

2This work has been supported in part by Fundacio de Amparo & Pesquisa do Estado de Sso Paulo,
FAPESP, under grant No. 95/4720-8.
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Lattices from BCH codes in dimensions n = 2™, and Craig’s lattices AT in dimensions n = p—1,
p prime, have asymptotic performance satisfying

1 1
- log, A =~ -3 log, log, n.

In this paper we develop a method to construct a lattice in any dimension n > 1. Each
lattice is obtained from a subfield of Q((,), with p prime, in the following way. For each subfield
K of Q(;), we take the intersection of K with a suitable power of the principal ideal of Qé)
generated by 1 — (, and obtain its geometric representation. The family so constructed has

the densest known lattices in several high and low dimensions. The sphere packing density A
satisfies

1 1
~logy(8) 2 —7 log, logy(n).

The discriminant of subfields K of Q((.) can be obtained using Hasse’s Theorem which
states that the discriminant of an Abelian field is, up to sign, the product of the conductor:
of the characters associated to K. If the conductor of the Abelian field K is a prime power,
we can compute its discriminant via Theorem 1.

This paper is organized as follows. In Section II we present results from algebraic number
theory which are related to the construction of lattices. In Section III we introduce the family 7
and present the center density of various lattices in F. In Section IV we draw our conclusions.

2 Preliminaries

Let K be 2 number field of degree m and {0,,... ,0m} be the embeddings of K into C (the
field of complex numbers) such that o; is real for 1 < i < r1, and 04, is the complex conjugate
of ¢;, for ry + 1 £ j € r; + ra2. The canonical embedding o : K ~ R™ is the homomorphism
defined by

o(z) = (01(2), ... , 00, (2), Ror, 11(2), SOr141(2), - -« s RO 4ry (2), S0, 4ry(T)),
where Rz and 3z are the real and imaginary parts of the complex number z, respectively. Let
Ok be the integral ring of K, and M a submodule of index k in Ok. Then the set o(M }isa
lattice in R™ of rank m, with volume

V(e(M)) =k-27 | Dk |/,

where D is the absolute discriminant of K. The lattice o(M) is called the geometric repre-
sentation of M. Given = € M, we can calculate distances in o(M) C R™ by

| o(z) *= cx Tri o(3),



where cx = 1if K is totally real, cx = 1/2if K is totally complex, and # denotes the complex
conjugate of z. The parameter

p= %min{i o(z) |;z € M,z # 0}

is the packing radius of o(M ).
A nonzero ideal a of Ok is a submodule of Ok with finite index N(a) = card(Ox/ a), the

norm of a. The center density of o(a) is given by
s 220" 2)
MR O] (

3 Subfields of Q(¢,) and Their Associated Lattices

The field L = Q((,,) is called the n-cyclotomic field. Its degree is m = ¢(n), its ring of integers
is Or = Z{(,), and its discriminant is
nﬂ”)

Pr== Froyr=

len. ? prime

When n is prime, Craig studied the geometric representations of the principal ideals p of O},
generated by 1 —(, and its powers (see (4, p. 223]). Such geometric representations are lattices
in dimensions n = (p—~ 1, where pis a prime. For their construction, given a fixed prime number
pandi 21, let Ap'll denote the geometric representation of the ideal p'. It is known that its
norm is p*, and from (4, p. 223),ifz € p, i =1,... ,{p=1)/2, then

Trr/o(2%) = 2pi. (3)
Having this lower bound in mind, the largest value for §(a(p?)) is obtained by taking ¢ = [-,}’f%] ,
where [z] denotes the closest integer to z. o(p’) are the densest known lattices for dimensions
between 148 and 3000 (see [4, pp. 16-17]).

When studying lattices constructed from the ring of integers of subfields of cyclotomic
fields, again the first problem is to determine its volume, which depends on the discriminant
of the respective subfield. This is certainly a tedious work, and the discriminant is only known
for some particular cases, €.g., the maximal real subfield of a cyclotomic field and some low
degree subfields. These classical results were obtained using an integral basis, which for our
purposes is an extremely difficult tool to be used. In order to circumvent that difficulty, we
calculate the discriminant of the field A explicitly, using Theorem 1. For the case of subfields
of Q(¢pr), p prime and r > 1, we have the following

Theorem 1. Let K be a subfield of Q(Gr ), with [K : Q] = up’, where p does not divide w.
Then | D |= p®, where

. i1 _
azu-<(j+2)pJ-’-”-}-)-__—l—l)—1.
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Proof: See the Appendix. Note that in the particular case where K C Q(() and [K :
Q] = u, one has

| D(K) |= """
Suppose L = Q((,), and let K be the subfield with degree (p — 1)/t. Let px = p N K,

and z € pi. Since px ramifies completely in L, then piOr = p*. From (3),if z € pi then
Try/o(2E) 2 2pti, which implies that

1 N T .
Trik/o(zZ) = —t-Trqu(xz) > ;—2ptz = 2pi.

A lower bound on the center density is therefore

, 272 . -.271 [2 2%1" 1 2-3:'; D)
s 2 TR < ()7 A @

If t and i are fixed, the above expression is a decreasing function of p. Givenn € N— {0},
there are infinitely many prime numbers p such that p = 1 (mod n}. Let pn be the smallest
of them. We denote by Aﬁ;’“) the geometric representation of Py = ™ K ¢ Ok, where K is
the subfield of Q({,) with degree n.

When p and t are fixed, the largest value of the RHS of (3 1s achieved for the integer

b it
closest to -

Table 1 shows the center density of the lattices Al™) for n from 450 up to 573. Note that
the lattices obtained from Craig's construction coincide with this family in the dimensions
n=p~— 1, p prime.
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Table
n

450
451
452
433
454
455
456
457
458
439
460
461
462
463
464
465
466
467
468
469
470
471
472
473
474
475
476
477
478
479
480

1

log, 6§
560.02
545.00
546.84
596.74

523.49

600.58
637.24
496.20
557.87
608.30
645.19
563.39
649.21
539.59
617.99
588.06
657.24
574.43
625.75
595.59
629.64
569.97
601.25
635.46
618.09
606.89
641.34
358.84
681.41
584.71
592.07

7 log,d n

481  600.49 512
482 633.48 313
483 655.07 514
484 637.34 3135
485 658.99 516
486 697.63 317
487 629.75 318
488 664.88 319
489 586.62 520
490 705.76 521
491 670.81 522
492 621.13 323
493 641.19 524
494 656.70 525
495 678.73 526
496 660.59 527
497 595.10 528
498 722.12 529
499 652.76 530
500 636.23 531
501 616.13 532
502 730.31 533
503  641.90 534
504 696.57 535
505 623.57 536
506 700.56 537
307 668.19 538
308 742.66 539
509 706.56 540
510 708.56 541
511 657.14 542
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log, &

618.79
679.81
695.81
718.57
720,58
687.62
678.97
726.59
767.46
606.48
771.62
657.26
736.65
738.67
719.51
687.82
709.08
632.16
748.78
750.80
731.44
668.21
756.87
722.87
739.39
693.82
728.79
679.55
809.21
665.97
751.38

n
343
544
545
546
347
348
549
350
551
552
553
554
535
556
357
558
559
560
561
562
563
564
565
566
567
568
569
570
371
572
373

log, &

775.17
697.09
779.25
821.81
702.84
785.37
691.72
732.48
791.50
771.46
758.51
797.63
762.50
842.93
746.18
805.86
770.47
761.11
812.04
855.64
718.30
818.22
761.92
799.77
786.48
868.41
736.77
872.67
749.08
784.98
798.56



n log, & n_ log,é n log, 6

16374 58776.89 16378 57607.94 16382 56319.26
16375 57595.42 16379 56920.87 16383 57628.82
16376 57599.59 | 16380 59617.02 16384 58057.07
16377 57090.51 16381 57107.10 16385 58823.55

For fixed ¢, the constructed family satisfies

1 1
~logy(8) 2 —35 log, logy(n),

where A is it sphere packing density. Thus it has good asymptotic performance.

4 Conclusions and Final Remarks

We constructed a family of lattices from subfields of cyclotomic fields. By comparing this
family with the densest known lattices, we conclude that these are the lattices with the best
known density in infinitely many n. In low dimensions, it also contains lattices having the best
known densities so far.

Another aspect is the possibility of strict inequality in the equation in (3). Notice that if
this happens, then the density of AT is larger than that obtained by the expression in {3).
In fact, we have verified that this occurs for p = 7 and p = 11. For large p, the algorithm is
impracticable.

Potential Applications to Coding and Modulation

Recently Giraud and Belfiore [7] proposed a technique for designing signal sets matched to the
Rayleigh fading channel. The idea was to use totally real algebraic number fields to obtain
appropriate lattice constellations for those channels. Their constellations are constructed up
to dimension 8 and one of their main features of is the maximum diversity, i.e., the number of
different signal coordinates. However, the performance of these constellations when used over
an AWGN Gaussian channel is not so good.

Later on Boutros et al. [2] constructed rotated versions of the known lattices Ay, Ag,
K12, and Ays from Q((s), Q(Cz0), Q((a1), and Q({4o), respectively. The probability of error
for Rayleigh channels is dominated by gL, where L is the diversity [2]. Therefore, in order
to obtain constellations good for both Rayleigh fading and Gaussian channels, the idea is to
construct dense lattices with maximum diversity. In [2], the presented lattices have maximum
center density, however the diversity is half of the dimension.

The present work completes the results in [2], introducing constellations that have maxi-
mum diversity and maximum center density for several dimensions, which makes them suitable
for use in both channels. The difference between this work and the previous ones is that our
constellations are designed for any dimension, high or low.



Appendix

Here we prove Theorem 1. This will be done with the help of the following lemmas.

Lemma 1. Let p be an odd prime number, r a positive integer and g an integer such that
g=gmodyp is a generator of (Zpr)*. Then g* = 1 (mod p7) if and only if k =0 (mod (p-
1)p’1)), for all 5 such that 0 <j<r.

Proof: If g* = 1 + pit, then 9" =1+ p*1t, where ¢ and !, are integers. Repeating this
reasoning, we have g**"™’ = ] 4 P't--;, where t,_; is an integer. With this, we see that if ¢* = 1
(mod p)) then gt*™™ = (mod p") and therefore (p — 1)p"=" divides kp™3, that is, k = 0
(mod (p — p=1y. Conversely, suppose that £ = 0 (mod (p - 1)p"~1). Then (Z,5)" has order
(p~1)p"! and since g and P are relatively prime, we have ¢* = ] (mod p’) which concludes
the proof.

Lemma 2. Let n and m be posttive integers and x a Dirichlet character defined modulo n.
The conductor of X s m if and only if m is the least integer which divides n and satisfies: for
al a € Z with (a,n) = 1, ifa=1 (mod m), then x(@) = 1.

Proof: Suppose that m is the conductor of x and @ € Z is such that {(a,n) = 1. Since
¢ =1 {mod m), then {@,m) = 1 and hence x(@) = 1. Conversely, let a and 5 be relatively
prime to n, and consequently relatively prime to m. If g = b (mod m) then ab~! = 1 {mod m)
and thus x(a—b:ﬁ =1, that is, x(3@) = x(b). Since m is the least divisor of » with the above
property, then by definition it js the conductor of y.

Let p be an odd number, r a positive integer, g an integer such that g=gmodyp is a
generator of (Z,-)" and  : (Zpr)" — € a Dirichlet character, Given that there are exactly n
characters over an Abelian group of order n, then there exist (» — 1)p™? Dirichlet characters
X defined over (Z,-)* and each character is completely determined by its image in 3. On the
other hand, 1 = (1) = X(gP=VP"Y) = (g)P=1" oy is, Xx(g) is a (p — 1)p"'-th root
of unity. With this, given a character x defined modulo p", there exists an integer number
LHO0<i<(p—1)p!, tal que x(g) = C(‘p_l)p,-,. the Considering the number of characters
and the possibilities for the integer i, we can conclude that all the Dirichlet characters defined
modulo p” are of the form Xi8) = Gy s i =1, Ap=1)p-1.

Lemma 3. With the above notation, given an integer L0<i<(p- D™, ifpl = (i,p),
then the conductor f,, of XiispTd .

Proof: Given a character Xi defined modulo p’, let Jx: = p* be its conductor. By Lemma 1,
g* =1 (mod p*) if and only if g = 0 (mod (p ~ 1)p*~!), The character X: takes g in C("p_”p,..,
and therefore takes g* in C(?-l)p“‘" Hence xi(¢g*) = 1 if and only if ia = 0 (mod (p — 1)p 1),
If p*~! is the greatest power of p which divides a, then p™* is the greatest power of p which
divides 2, that is, (7,07} = p™*%. For the converse, we apply the same Ieasoning.

Given an integer n and the field L = Q(¢), we know that L is a Galois extension of the field
of rational numbers, with Galojs group isomorphic to (Z,)". From Galois Theory, it follows
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that there exists a one-to-one correspondence between the groups of (Z,)" and the subfields of
L. Now, the isomorphism between the Galois group and (Z,)* is constructed by associating
to each integer ¢ relatively prime to n, the automorphism o; of L which takes (, in ¢. So we
can define a character x acting on the automorphisms of L, where x(¢;) means x(i).

With the above notation, if K is a subfield of L, fixed by the group H, we say that a
character y is associated to K if x(¢) =1, for all ¢ in H.

As an example, if K = L, the subgroup H that fixes K is the identity o} of L. It is easy to
see that (o) = 1, for all x defined modulo n and therefore all the characters are associated
to L. Also, it is not difficult to see that if K is the field of rational numbers then the only
character associated to K is the trivial character.

Theorem 2. [8]: Let n be a positive integer, L = Q((n), H a subgroup of the group of the
automorphisms of L and K the subfield of L fized by H. Then the discriminat of the field K is,
up to sign, the product of the conductors of the characters defined modulo n that are associated
to K.

Let p be an odd prime number, r a positive integer and L = Q((;-). Since L is a Galois
extension of the rationals with Galois group isomorphic to (Z,-)*, which is a cyclic group, then
there is a one-to-one correspondence between the subfields of L and the divisors of (p—1)p"™™",
the degree of L. In the next lemma, we calculate the discriminant of a subfield K of L as a
function of its degree only. Since the degree of K is a divisor of (p — 1)p™™!, we can suppose
[K : Q] = up/, where u is a divisor of p— 1.

Theorem 3. Let K be a subfield of Q((yr), with [K : Q] = up’, where p does not divide u.
. 2
Then Dise(K) = p{G+#- ==,

Proof: First, let us observe that I' = Gal(Q((,-)/Q) is a cyclic group of order (p — 1)p L.
So if K is a subfield of Q((,r) of degree up’, then the subgroup H of G that fixes K is cyclic
of order (p —1)p’~! /u. If o, is a generator of H, we can conclude that the character x defined
modulo p” is associated to K if and only if x(d,) = 1. Since the order of ¢ modulo p" is
equal to the order of H, that is, (p — 1)p"~!/u, we can suppose without loss of generality,
that ¢ = ¢° (mod p"), where s = up’. Therefore, given a character x; defined modulo p",
we have x;(@) = 1 if and only if si = 0 (mod (p — 1)p™™!) or, equivalently, if and only if
i=(p—1)p /s, t = 1,...,s. By Lemma 3, the conductor fy; of x; is prolr=i-1tw ()
that is, f,, = P~ where v,(t) is the greatest number v such that p* divides t. Given a
number £ between 0 and j, we have v,(¢) = £ if and only if ¢ = p'ts, where # is 2 number that
ranges between 1 and up’™, and is relatively prime to p. There are u(p — 1)p"~! 1 in these
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conditions.

(t,7) | numberof such t | f,,
1 up"Hp—1) pH
p up(p—1) [p¥T
P up(p — 1) P
u~—1 P
o 1 1

By Theorem 27, the discriminant of K is, up to sign, equal to p®, where

j+1
@mu = D) (GHIP P ) um1 = D Sy
i=0

that is,

azu(p-1).i(p"“’-l)_i_u_l__u_(p—l)=
4 dp\ p-1 P

?

= U(pi;-l) ((j+2)-p’-((;>:11))2-(pf+2~1)> tu—l—u- (p;l)
which implies that

o pit2

and therefore,
, W 1)
a=uy- +2)p - e | =1,
(G+27-25
Corollary 1. Given positive integers p and n, where P is an odd prime, the discriminant of

the cyclotomic field Q((yr) is, up to sign, equal to pP—Dr+1)}2™ " ~(r"=1)/(p=1))-1_
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Reticulados em Subcorpos de Q(¢pq)

Trajano N Obrega Neto e André Luiz Flores |

1 Introducao

A Teoria de reticulados algébricos tem

em Teoria da Informagao. Para um canal com ruido gaussiano aditivo, conjuntos de sinais

Teoria da Informacao.
Recentemente, Giraud e Belfiore Propuseram uma técnica para obter conjuntos de sinais

eficientes para o canal Rayleigh com desvanecimento, ou seja, no canal com ruido multiplica-
tivo. A idéia bésica é a rotacio de reticulados. Em [1], sao construidas versdes rotacionadas
dos reticulados j4 existentes Dy, Ky e As6 através de ideais de Q(Cpq), paran =28, 21 e 40,
respectivamente. Ainda no mesmo trabalho, sio utilizadas as construcdes de Craig, ([3le[4]
), onde s3o construidos Eg, Eg e Aoy através de Q(¢:), paran=9,20 e 39, respectivamente.
As constelacbes obtidas apresentam bom desempenho em ambos os canais,

Neste trabalho, a énfase é a construcao de reticulados densos & partir de subcorpos de
Q(Gpq), fornecendo assim novas versdes rotacionadas de reticulados densos. Obtemos E3 via

ideais convenientes em subcorpos de Q(Gq). Conjecturamos a existéncia de um reticulado
em dimensao 28 com densidade de centro igual a 1

2 Preliminares

Sejam K um corpo de niimeros de grau m e {0y, ...,0,,} os Q-monomorfismos de K em C
ordenados de tal forma que o; é real, para 1 <3 < "1 € 0j4r, € 0 conjugado complexo de oj,
para 71+ 1< j < r; +ry. Denotando por R(z) e I(z) a parte real e Imagindria do nimero
complexo z, respectivamente, o homomorfismo canénico o : K R™ é 0 homomorfismo de
grupos dado por



U(T) = (01 (.’II), ey Opy (’E)o RUT1+1(x)a IUT1+1 (’5)7 s R‘771+1‘2 ('T)a IUT1+?‘2 (t)) 4

Seja Ok o anel de inteiros algébricos de K ¢ M um submédulo de fndice t em O . O
conjunto o(M) é um reticulado em R™ de posto m, cujo volume é

v(o(M)) = .27 | Dy |2,

onde Dk € o discriminante de K. O reticulado (M) é chamado de representacao
geométrica de M. Dado x € M, podemos calcular distancias em o(M) C R™ por

| 0(z) 2= cx Triio(aZ),

onde cx = 1 se K for totalmente real, cx = 1/2 se K for totalmente complexo e T é
o conjugado complexo de z. O paradmetro p = smin{| o(z) | ;z € M , T # 0} é o raio de
empacotamento de o (M) .

Um ideal a # {0} de Ox é um submédulo de Ok de indice N(a) = card(Ok/a), a norma
de a. Assim, a densidade de centro de um ideal a é dada por

9ra pn
[ 2 N (@)’ @

5(o(a)) =

3 A forma quadratica associada a Q(¢pq)

Seré de fundamental importancia a forma quadratica Q em n varidveis dada por
QX -y Xn) = Ty XF + Thcic;n(Xi — X;)2

A seguir, explicitaremos a forma quadratica associada a Q((pq). Antes, porém, precisamos
do seguinte

Lema 1. Valem:

1’ se (7;pQ) = 11
: l-p se (i,pq) =p;
T == ’ ? 3
el =1 g se (4,p9) =g
(1-p)(1-9), se (ipg)=pqg.
Demonstragdo. Sejam 4, com (i,pg) = 1 e r, s tais que pr + gs = 1. Temos i, = (&

I = (7*.¢, onde (r4,q) = (si,p) = 1. Entao

TTQ(Cpq)/Q(C;q) = TrQ(gpq) /Q(g;i' C;'i) -
= Trage(Trowwa ) (GG)) = TragylG - Tracen e (GY) =
= Tragel&" Trace/e($y)) = Tregye(—¢) = 1.

Para (i,pg) = p, existe k € Z, com (k,q) = 1 tal que Gy = ¢F. Logo,
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Traa/(Ge) = Tragye(Treg.e,) () =
= Tro/e(Trawy e ) (EF) = Troe)o(-1) = 1 — p.

Para os demais itens, a prova é analoga. O

Corolério 2. Para 0 < i< pq, vale:

1=0 ou
1=pg—p ou
; , se .
TTQ(CPG)/Q ((1 - ggq - gq + Cg;q).g;q) = pq z:pq — q ou
t=pg—p—gq

0, caso contrério.

Demonstragao. No caso (i,pg) = 1, entdo (1-G— 8, +C2h). i =Cl— (i (et
sendo que o expoente de cada parcela é primo com pg. Logo, o traco de cada uma dessas

parcelas € 1. Para ¢ = 0, aplicando o Lema 1, temos:

Tragore (1= G, — 0t E)) = (=P~ @) +p—T4q—1+1=pq

Os demais casos seguem de forma angloga. O

Proposicao 3. Sejam m = ¢(n) e z = g + Q18pg + + + + Qg pq‘l, a; € Z, um elemento
de Z{(pq). Entdo

TTQ(CN)/Q("EE) = (P — 1)(9 - 1) :::El a? +2. Zi<j a;a; — 2pcp - 2qu;
onde C; = aga; + 10,41 + - - - + Am—1—iGm_1.

Demonstmgdo. Para z como no enunciado acima, vale zZ = 37! a? + > Ciay, onde
@; = Cpq + (g - Podemos escrever

m—1

=0 ai + 2 (ipqy=1 Cicy; + E(i,p):p Cio; + 2 (i,9)=q Citti.
Logo,

Traga/e(2?) = (p— 1)(g — 1) T35 a2 + S poys CiTToGnyrales)+
+ 260= CTTeG0/0(®) + Xii.g=g CiT o0 /al0s).

Aplicando o Lema anterior, uma simples verificacdo mostra o resultado enunciado. O

A assimetria da forma quadrética acima dificulta muito sua manipula¢ao, sobretudo em
subcorpos de Q((yq). Apresentamos uma técnica de recorréncia que facilita esta manipulacao.

Sejam K C L corpos de niimeros, t = [L : K ] e 0k, 0 0s homomorfismos canénicos de K

e L, respectivamente, = € K e cg, ¢y assumindo os valores no conjunto {1/2, 1}, conforme
0 corpo em questao seja real ou complexo. Entio



| ox(z) 2= ;f‘-‘— | o(z) |2 .

Seja K um subcorpo de Q((,) de indice t e H o grupo dos K-automorfismos de Q(&p)-
Entao K = Q(&), onde a = EH o(¢,). Observando a simetria de Q, pondo u = (p—1)/t
oc

temos | ox(z) |*= Trx/(2Z) = {Trre(2Z) = LQ(ao, .., a0, )@, ..., ay), onde cada a;
aparece repetido t vezes. Assim chega-se & expresséo:

| ox(z) = % ((a% +eedag)+t) (e aj)"‘) :

i<j

3.1 Decomposicao em Q(Cpq)

Sejam L = Q((pq) € g um ideal primo de O acima de ¢Z. E fato conhecido que seu grupo
de decomposicao depende apenas de gq. Sendo assim, este ser4 denotado simplesmente por
Dr(g). J4 em K = Q((), denotaremos o grupo de decomposicio de um ideal primo acima
de g por Dx(g). Quando a conjugagao complexa nao pertence ao grupo de decomposicao
Dy (g), entao a fatoracio de g0y tem a forma ¢O; = (33)P-1.

Tal propriedade terd consequéncias que serdo estudadas a seguir. Antes disto, daremos
a seguinte caracterizacao:

Teorema 4. Com a notagdo acima, entdo 6 € D1(g) < 0 € Dk(q), onde § € a conjugagdo
compleza.

Demonstragao. Seja 05 € Dk(g) definido por 0,(¢,) = ¢, Para cada 0, € Dk(g), existem
g — 1 automorfismos 0,; de Dr(p), ¢ = 1,...,¢ — 1, tais que suas restricdes a Q(&p) sao
exatamente 0. Cada 05, é definido por seu valor em Cpq - Sejam u e v tais que 1 = pu+qu .
Segue que 05:(Cpq) = Tos(Gg ™) = 004((E)06i (o) = 006((2)-00:(G) = QUL = Zuva .

Assim, 6 € Dr(g) se, e somente se existirem i, s tais que pui + gsv = —1 (mod pq),
que equivale a pui + gsv = —1(mod p) e pui + gsv = —1(mod q). A segunda condicio vale
sempre, ja que ¢ pode assumir qualquer valor nao nulo médulo q. Quanto & primeira, esta
equivale a 6 € Dk (p), o que conclui a prova. O

Coroldrio 5. Com a notagdo acima, vale 0 € Dr(g) & Ordy(g) = 0 (mod 2), onde
Ord.,(n) € a ordem de n mddulo m, quando (m,n) = 1.

Demonstragao. Lembrando que card(Dk(g)) = Ord,(q), temos que se § € Dx(q), entdo
2 | card(Dk(g)) = Ordy(q). Para a reciproca, suponhamos que O,(q) = 0 (mod2). Como
D (g) € ciclico de ordem par, segue que {—1,1} é o tinico subgrupo de ordem 2 destes
grupos. O
Sejam z € Z[(,,] escrito sob a forma z = YI22 072 a; G = Y53 z;¢] , onde z; =

72 @i e g Z[C,,l — Z[¢,] definida por v,(z) = }:;%;3 z;. Analogamente, define-se v, :



Z[Cpq] — Z{Cq]. Seja ainda Yoq : Z[Cpq] + Z dada por Yool(Z) = ?”;___2_0 a;. Se T,y € Z[Cpq] e
a € Z , valem as propriedades:

() Ya(@ + ) = %(2) + 7(v); (i) Yo(2y) = 7(€)(y) (mod ¢Z[G,));

(ii) 7o(az) = avy(x); (iv) 7(Z) = 7,(z) (mod ).

Se £ € J = P1...p,q:...q,, entdo 2T € (1 — 2a) (1 — () Ok, e verifica-se que

Y¢(TZ) = 0(mod 9Z[C,]) € Ype(2T) = Ya(%(2T)) = 0 (mod pq).

3.2 Construgoes algébricas

Construgdo A - Agq. A construgio algébrica original de Ay € de [3]. Aqui, fazemos uma
nova prova para essa construgao. Em Z[¢,,] existem 4 ideais Primos acima de 3 e dois ideais
primos acima de 13, e as decomposicdes em ideais primos serdo 3Z[(s] = (P1p2P1b3)? e

13Z((z0) = (q1)°.

Proposicao 6. Considerando a decomposicio acima, seja o ideal J=p1p2q em Z[(s]. Para
z € 7, vale TToc)/0(zT) > 4.39.

Demonstragao. Seja z € 3, e zo,z; € Z[(i3] tais que z = z + #1(3 . Sabemos que

T'TrQ(ee)/(TT), € T é par e multiplo de 39 . Mostraremos que o valor 2.39 nao é assumido.
Podemos escrever

T7630)/@(2T) = Troqes)/0(%oTa) + TrocsyoleiTT)+ Troucis)a((To — 1) (20 — 21)).

Para que o valor 2.39 seja atingido, as tnicas possibilidades 520, a menos de ordem,
Tre(aye(®o0) = 12, Tro(c,/0(e17) = 30 e Trool(zo — 21)(%o — 1)) = 36. As pos-
sibilidades para zo sao, a menos de sinal, as poténcias zp = (%5, i = 0,...,12. Para z;, os
valores possiveis 580 1 = (3 + (3 + (3 ou z; = G+ + {13, onde os %, siao dois a dois
distintos.

Consideremos o caso zg = —(%§ e 7; = B4+ ¢i3. Temos (o + 1) (o + 1)) = 0
(mOd SZ[CB] )¢ ou seja,

(—G8 + Gl + G + G8) (—G5° + G5 + (57 + G5°) =
4= Eea(G8 +G70) + 52, G5 = 0 (mod 32 18])-

Se nao existe uma poténcia %, — i), = —1, ent8o a equacao acima ji é uma representacao
na Z-base candnica de Z[(13]. Neste caso, uma poténcia n3o aparecerd repetida 3 vezes, j4
que os i,s sao dois a dois distintos. Suponhamos 4y — i, = 1 ou —1. Se existirem r, s # 0
tal que i —is = —1, entéo y3((2o + 1) (o + z1)) = 1 (mod 3). Se para todo 7,8 %# 0 valer

ir = is # —1, entao ma((zo + #1)(zo + 21)) = 2 (mod 3). Note que o resultado acima vale
inclusive para ig = —1, que é o caso tratado.

Construgdo B - Kip: A construcao algébrica de Ki, em [1] ¢ feita via representacao
geométrica de um ideal primo acima de 7 em Ok, K = Q({). Contudo, o resultado foi

obtido computacionalmente. Faremos aqui uma prova formal, baseado sobretudo no seguinte
resultado mais geral:



Teorema 7. Sejam p, g primos tais que Ordy(q) = 1 (mod 2) e ¢ > 2p — 3. Seja ainda
¢-Zllpg) = (33)7 a decomposi¢io de g em Q[(yg]. Entdo para z € J, vale Try gp(zZ) >

(p—1).2q.

Demonstrag@o. Sejam Zo,....Tp-2 € Z[(,] tais que z = Y20 2;¢} € J . Manipulando
algebricamente, obtemos

Tri(@Z) = T728 Qp-1(x:) + Tic; Qp1(zs — ).

Se 2o = -+ = Tp3, entdo T = To(l + G + -+ + (%), e dal 2o € TN Z[{]. Logo,
TTQ(CQ)/Q(QZ'T{) >2q,t=0,...,p— 2, e portanto T?‘K/Q(.'E_.’f) = Zf;g Qp—l(l’o) > (p -— 1)2(] .
Se existirem pelo menos dois valores distintos para os z;:5, € visto que Qp_1(z;) > p—1, entdo
a quantidade de z;—z; nao nulos ¢ pelo menos p—2, edai 3, ; Qp-1(z: — ;) > (p—2)(p—1).
Logo, Trk/(2T) > (2p—3)(g— 1), e sendo ¢ > 2p — 3, entao Trg/o(2T) > (p — 2)2¢. Visto
que a forma quadratica € par e miltipla de g, entdo também nesse caso vale Try,q(2%) >
(p—1)2¢. O

A norma de J vale N(J) =q¢™/2. A densidade de centro de o(J) é dada por

(p-D2grme (e
- pnz(nl-1)/2.qn1(n2—1)/2qn3/2_2n1n2 = pnz(nl-—l)/Z '

Em particular, para p = 3, o menor primo satisfazendo as condigbes ¢ > 2p — 3 e
Ordy(q) =1 (mod 2) é g = 7. Para estes primos, temos um reticulado ¢(J) em dimensgo 12,
cuja densidade de centro é 6 = 515, justamente a densidade de Kj,.

Construgao C - Eg. Aqui, mostraremos que Ej3 est4 contido em diversos corpos de
nimeros. Sejam p e ¢ primos satisfazando as condigdes Ord,(q) = Ordy(p) =1 (mod 2) e
K1 € Q(G), Kz € Q((,) tais que by = [Q(G) : Ki] € hg = [Q((,) : K> sejam impares. Sejam
aindany = [K; : Q] e ng = [Ky : Q. O corpo K formado pela adjuncao K = K; K, tem grau
ning, e sendo corpos linearmente disjuntos, seu discriminante é D g = p™2(m~1 gn("2=1) Em
K, sejam 7, e T, a quantidade de primos acima de p e g, respectivamente. Vale as decom-
posicoes

p.Ok = (pl---Pr,,/zpl---Prq/z)""’ e .0k = (91...9r,/291.-Argj2)™"

Seja 3 = Pp1...Pr,/2G1.--Gr, /2. Sua norma é N(J) = (p" )7 (ghe)e/2 = pr2/2g™/2 | ¢ para
z € J, vale Trgq(zZ) = ( h,,lhq )Tro,,)/e(2Z). Como hy, e hy sdo impares e em Z[(yq] a forma
quadratica ¢ par, entao Trx/q(zZ) > 2pgq.

A expressao para a densidade de centro é

(2pg)mm/? 1
T pram—D/2 gni(ma=1)/2pna/2gn/2 gring | grana/2’

Para niny = 8 a densidade de centro serd 6 = 1/8, que é a densidade de E3. Podemos
construir Fg por este método, bastando para isso tomar p, g, n; e ny convenientes. Assim,
descrevemos um método que potencialmente fornece infinitas ” versoes rotacionadas ” de Fjs.
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Exemplo 8. Em Q((3), sejam K, = Q(¢3) e K2 o subcorpo de Q(C,;) de grau 4. A
construgdo acima no corpo K = K1 K, fornece o reticulado Eg.

Sejam p =7, ¢ = 29, K; = Q(+/=7) a eztensio quadrdtica contida em Q&) e Ky 0
subcorpo de Q(,o) de grau 4. Novamente temos a construcdo de Ey.

Sejam p = 5, ¢ = 31, K1 = Q((s) e Ky o subcorpo de Q(¢3;) de grau 6. Se para
z € 3N K1K2 valer Try, k,/0(TT) > 4.p.g,entdo teremos wma versdo rotacionada de Aoy,

Uma outra possibilidade € tomar Ky como sendo a extensio quadrdtica contida em Q)
Neste caso, pela Construco 8 obtemos F.

Conjecturamos a construgéo algébrica de um reticulado em dimens3o 28 com densidade
de centro igual a 1. O mais denso reticulado conhecido em dimensio 28 tem densidade de
centzo 2/3 . Convém lembrar que existe um empacotamento nao reticulado em dimensao

28 com densidade de centro 1. Uma possivel construcio é encontrar P e g satisfazendo a
condici=: zdeguadas.
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