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RESUMO

Esta tese trata da comunicagio quéntica, interferométrica e polarimétrica, em redes
opticas. Inicialmente usa-se a discretizagio de modos continuos e o operador de. Pegg-
Barnett para a obtengéo das fungSes densidade de probabilidade, do nimero de fétons e da
fase, de um estado coerente, a partir da envoltéria do campo. Estas sdo calculadas
numericamente em uma simulag¢io do tipo Monte Carlo. O método é usado na simulagio do
-protocolo quanto-criptografico BB84 em um interferdbmetro a fibra optica. Em seguida,
propomos um equalizador Optico, estrutura fisica e algoritmo de equalizacio, para COITIZIF a
variagio da polarizagdo devido a propagacdo na fibra optica. Definimos, também, o grau de
pureza para estados quénticos e encontramos sua relagio com os conceitos mais comuns da
teoria qudntica da informago, como entropia quéntica, fidelidade e informacio mutua.
Completamos descrevendo os estados quinticos entrelacados e as medidas de
entrelagamento. Por fim, apresentamos o ressonador nio-linear a fibra, RNL, o acoplador
ndo-linear a fibra, ANL, e o efeito de birrefringéncia em fibra no regime nio-linear. Em
particular, mostramos a possibilidade de controle e sincronmizagio de RNLs usando
controladores nebulosos, bem com a possibilidade de variacio da curva de transmissividade
do ANL com a variagdo do perfil da constante de acoplamento. Aproveitamos as
caracteristicas destes dispositivos em comunicages quanticas.

ABSTRACT

This thesis deals with interferometric and polarimetric quantum communication in
optical petworks. We span from quantum optics till set ups of optical communications
systems using non-linear optical devices, including the math behind the quantum
information theory. We start using continuous mode discretization and the Pegg-Barnett
phase operator in a method to obtain both the photon number and the phase probability
density functions, of a coherent state, from the electric field envelope. Then, we apply the
method in a simulation of the quantum-cryptographic protocol BB84, in a lossy and
dispersive fibre interferometer. In continuation, an optical equaliser, with its structure and
equahisation algorithm, is proposed in order to correct the scrambled polarisation due to the
propagation in the fibre. After this, we define the degree of purity for quantum states, in a
two-dimensional Hibert space, and we find out its relationship with the quantum entropy.
Then, we attack the most common quantum information concepts as quantum
distinguishability, fidelity and mutual information using the degree of purity. At last, we
describe the quantum entanglement and the most common measure entanglement. Finally,
we show, using numerical simulations, the behaviour of a non-linear fiber resonator, RNL,
of a non-linear fibre coupler, ANL, and of the fibre birefringence effect in non-linear
regime. In particular, we demonstrate the possibility of control and synchronization of
RNLs with fuzzy controllers, as well as the possibility of changing the transmissivity curve
of an ANL with the variation of its coupler coefficient profile. We apply those non-linear
devices in quantum communications systems.
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INTRODUGAO

O crescente aumento do comércio eletrdnico e de transagdes financeiras e bancérias
pela internet se alia a contra-espionagem industrial e militar, bem como ao anti-terrorismo,
em uma demanda por sistemas de seguranca de dados de alta confiabilidade. Nesta linha,
diversos algoritmos de criptografia foram desenvolvidos. Entretanto, todos eles sofrem do
mesmo problema: a chave, seqiéncia de bits que atua como pardmetro no algoritmo de
encripcdo e desencripgdo das mensagens, precisa ser enviada a todos os usuarios legitimos
da comunicagdo. Se, durante o envio da chave, o canal de comunica¢do for monitorado e
alguns bits da chave forem obtidos, as mensagens enviadas a posteriori poderdo ser
decifradas através de algoritmos adequados. Assim, surgiu a necessidade de um protocolo
de distribuigio da chave que fosse realmente imune ao monitoramento do canal por
intrusos. A solugdo deste problema surgiu com a proposigdo de um protocolo de
criptografia qudntica, em 1984, conhecido como BB84. Nos anos que se seguiram, dois
novos protocolos foram propostos, Ekert-91 e BB92. Todos estes protocolos garantem a
transmissdo segura da chave fazendo uso de principios fundamentais da fisica e, por isso, a
inviolabilidade € assegurada. Mais ainda, o protocolo de criptografia quintica permite, as
partes autorizadas da comunicagdo, identificar se o canal de comunicacdio estd, ou nio,
sendo observado por um intruso. :

A Optica se apresenta como o principal suporte experimental da criptografia quéintica
e diversos prototipos desta tém sido implementados com sucesso. Nesses sistemas Opticos,
a informag@o quéntica pode ir codificada na polarizag8o, sistema polarimétrico, ou na fase,
sistema interferométrico. Ambos os sistemas suportam os protocolos, BB84 ¢ BB9Z,
baseados no principio da complementaridade, e Ekert-91, baseado na correlagio entre
estados quanticos entrelagados.

Apbs a proposi¢do da criptografia quintica, a teoria quantica da informagio (TQI)
comegou a ser desenvolvida, teoria esta que d4 o suporte mateméatico, no contexto de
telecomunicag¢des, aos sistemas de comunicagio quintica. A TQI usa varios conceitos da
mecénica quéintica e os aplica em comunicagdes. Daf surgem 0s conceitos de informagdo
qudntica, cuja unidade € o gubit, de purificagdio, usada para recuperar a pureza de estados
quénticos entrelagados mistos e de fidelidade, que indica a qualidade de um canal quintico.
O resultado mais impressionante desta teoria é a teleportagio do foton. Ela consiste do
envio da informagdo quintica do transmissor ao receptor, localmente espagados, sem que o
foton portador da informacdo seja realmente enviado. No entanto, deve haver uma
comunicacdo classica entre as partes para que a teleportacio se complete. Quando a
teleportagio ¢ de um transmissor para mais que um receptor, OCOITe um
telecompartilhamento. O diagrama de blocos da Fig. Il ilustra a regifio de atuacdo da
comunicacio quantica.



Fig. I1 - Diagrama esquematico da fisica quantica da informacio.



Na Fig. 12 apresentamos, em diagrama de blocos, as partes de um sistema de
comunicagdo quéntica. Como a mformagdo quéntica € transportada por fotons, o primetro
bloco a ser considerado € a fonte de luz. A informagdo ¢ portada por luz de um féton. O
modo mais simples de obtermos este tipo de luz, de forma aproximada, € aplicando uma
forte atenuacio no estado coerente na saida do laser. A conseqiiéncia deste método € uma
baixa taxa de transmissio, uma vez que muitos pulsos simplesmente ndo aparecerao na
saida do atenuador. Esta fonte de luz serve para os protocolos que levam a informacédo na
coeréncia, como 0 BB84 e 0 B92 [Ref C1]. Se a mformacio ¢ portada na correlagdo, entdo
uma fonte EPR, que € baseada na conversdo parameétrica descendente [Ref. C13], deve ser
usada. Ela gera um par de fotons entrelacados (fotons gémeos). Um foton do par deve ser
entregue ao transmissor da informagfo e o outro foton ao receptor. Os fotons produzidos
pela fonte sfio entdo codificados, em polarizacio ou fase, segundo o sistema usado,
polarimétrico ou interferometrico, e enviados pelo canal quantico, em geral um fibra dptica.
A codificagio consiste no uso de duas bases, B) ¢ B, onde cada base € composta por dois
estados ortogonais entre si e ndo ortogonais com os estados da outra base. Os estados de
uma base representam os bits 1 e 0. Nos protocolos quanto-criptograficos a escolha do bit e
da base ¢ aleatoria, por isso, os moduladores de fase e polarizadores sdo controlados
eletronicamente através de um software adequado. Ao passar pelo canal quantico, a
informagdo quantica sofre perturbactes classicas e quanticas devido a interagdo com o
meio. Estas interagdes provocam a descoeréncia e a descorrelagdo dos estados quénticos.
Por isso, é necessario o desenvolvimento de protocolos quanticos de purificagio de
entrelagamento. Em geral, estes protocolos fazem com que as partes interessadas na
comunicacio realizem uma série de medidas, troca de informacSes classicas e operagdes
unitarias, esta Gltima dependente do resultado das etapas anteriores, para transformar o
estado misto resultante da interacdo com o meio, novamente em um estado puro. No
receptor ocorre a decodificagio dos bits através de um processo de medigdo. O foton ¢
detectado por um fotodiodo de avalanche (APD), que tem como vantagem o ganho e, como
principal desvantagem, o alto ruido (dark current). Por isso, o APD deve ser resfriado,
atualmente em 173 K, para minimizar o ruido. Por fim, deve existir uma sincronizagio
temporal entre as acdes do transmissor e do receptor. Dentre outras coisas, esta
sincronizacdo permite, por exemplo, a desconsideragdo de fotocontagens, devido ao ruido,
nos instantes de tempo em que nfo € esperado a chegada de um pulso. Nesta tese,
procuramos abordar a consideragéo da optica quantica em comunicagdes opticas, o uso da
Optica classica para tratar problemas clissicos em sistemas quanticos, a abordagem da
teoria qudntica da informacdo e a proposi¢do de configuracGes de dispositivos Opticos
capazes de realizar a troca de dados quénticos. Procuramos também fornecer, nos
apéndices, a teoria necessaria para o entendimento da tese. Assim, dividimos a tese em 4
capitulos e 6 apéndices.

O Capitulo I trata da utilizagdo da fibra Optica como um canal quéntico onde
procuramos determinar como as estatisticas de mimero de fotons e fase, de um estado
quintico coerente, se modificam quando o campo se propaga ao longo da fibra. Para isso,
procedemos a quantizagdo da envoltéria do campo na fibra usando o formalismo de
discretizagdo de modos continuos e o operador fase em um espago de dimens3o finita.
Utilizamos o processo em uma simulagio do protocolo quanto-criptografico BB84, em um
interferdmetro a fibra.

O Capitulo II pode ser divido em duas partes. Na primeira, usando apenas a
abordagem classica de luz polarizada, matriz transferéncia, matriz coeréncia e pardmetros



de Stokes, propomos um equalizador 6ptico, estrutura e algoritmo de equaliza¢io, para
corrigir a perturbagio da polarizagdo devido a variagio aleatéria da birrefringéncia na fibra
optica em um sistema quéntico polarimétrico. Na segunda parte, definimos o grau de
pureza de estados quénticos e sua relagio com a entropia. Abordamos, entdo, a teoria
quantica da informagdo usando o grau de pureza. Finalizamos com uma descri¢io dos
estados quanticos entrelagados e das medidas de entrelagamento.

No Capitulo III, iniciamos com a caracterizagdo numérica dos dispositivos opticos
ndo-lineares a fibra: o ressonador ndo-linear (RNL) e o acoplador nio-linear {ANL), bem
como o eferto de birrefringéncia quando da propagago em regime nio-linear. Mostramos
que podemos controlar (regime cadtico) e sincronizar (regime periédico) RNLs usando
controladores nebulosos, bem como podemos mudar a curva de transmissividade de um
ANL mudando o perfil do coeficiente de acoplamento. Por fim, apresentamos o uso destes
dispositivos n#o-lineares em sistemas de comunicagSes quanticas polarimétricos e
interferométricos.

O Capitulo 1V apresenta as conclusdes e propde alguns trabalhos futuros, que podem
tomar esta tese como referéncia inicial.

Nos apéndices apresentamos a teoria necessiria ao entendimento da tese.
Descrevemos, nos Apéndices A e B, sem muito rigor matematico, os principios basicos de
mecanica quantica, os estados quanticos da luz e a quantizagio do campo eletromagnético.
O Apéndice C versa sobre a criptografia quintica e seus protocolos. O Apéndice D aborda a
teoria da probabilidade e da informagio cléssica, enquanto que, o Apéndice E, trata da
polarizacdo da luz. Finalmente, o Apéndice F detalha importantes conceitos da teoria
quintica da informagio.



Fig. I2 - Diagrama esquematico de um sistema de CQ.
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CAPITULO I

ESTADOS COERENTES EM
CRIPTOGRAFIA QUANTICA

1.1 Introducio

Os sistemas de comunicagdes quénticas utilizam luz de fotons isolados. Na pratica,
este estado de um foton 1solado € aproximado por uma fonte de luz no estado coerente
fortemente atenuada. Assim sendo, dedicamos este capitulo ac entendimento do estado
quéntico coerente. Para isto, usamos o formalismo da discretizacgo de modos continuos e
do operador fase definido em um espago de dimensio finita, para calcularmos as
distribui¢des do nlimero de fotons e da fase de um pulso gaussiano coerente. Analisamos o
efeito da propaga¢do deste pulso na fibra Optica e, ao final do capitulo, simulamos o
protocolo BB84, usando estados coerentes continuos, em um interferémetro a fibra usado
em criptografia quantica.

1.2 Estados Coerentes em Criptografia Quintica

Assumimos, inicialmente, que a fibra éptica € linear, dispersiva e com perdas. A
linearidade € devido as baixas intensidades dos campos envolvidos em comunicagdes
quinticas. A fibra a ser considerada ¢ monomodo degrau e, por isso, a dispersio
considerada serd apenas a dispersdo material Esta dispersdo serd levada em conta através
do parametro fenomenologico macroscopico permissividade dielétrica, uma vez que o
estudo da dispersdo através da interacdo atomo-campo € muito complexa e foge aos
objetivos do presente texto. Por fim, as perdas representam um fator extra de complexidade
e serdo abordadas, no momento oportuno, apenas através de consideragdes classicas uma
vez que, nas fibras Opticas, na regido de interesse, elas sio devidas principalmente ao
espathamento € ndo a absorcéo.

Tradicionalmente, a quantizagio do campo eletromagnético tem sido realizada em
cavidades. Nestas, a cada automodo discreto € associado um oscilador harménico quintico
[Apéndices A ¢ B]. Na fibra oOptica, no contexto de comunicagdes a distincia, esta
abordagem néo € adequada pois a fibra, nem de longe, lembra uma cavidade. A abordagem
proposta para esta situac@o, e a que usaremos aqui, ¢ a de modos continuos [Refs. 1.1,1.2].
O campo elétrico, suposto linearmente polarizado, que se propaga na fibra, ¢ da forma:

E(r.g,z.t)=alz.0) f{r,6)exp(-io 1 )expliffz) | L1

onde a(z,f) € a envoltoria do campo montada em uma portadora de freqiiéncia angular .

JSr,@) € a distribuigdo radial do campo, sendo considerada constante, € /3 é a constante de
propagagio do modo. Com a condig8o de normalizagio da poténcia do modo:



2Hw

[J1fG. ) rardg=1, (12)

o processo de quantizagiio recat apenas sobre a envoltoéria do campo uma vez que o
Hamiltoniano do campo dependera apenas de sua envoltoria. Iniciando a quantizagio do
campo na fibra, descreveremos os campos continuos em Optica quéntica seguindo as
Referéncias 1.1, 1.2 e 1.3. Os estados quénticos da luz estdo expostos no Apéndice A e a
quantizacdo discreta do campo eletromagnético estd detalhada no Apéndice B. O estado de
namero para modos continuos € representado por [Ref. 1.3]:

1% . o
\n) = ﬁf‘lf(wl,a)z,...,a)n)a (@,).4" (@, )Mo, do, 0) (13)
c 0
com a normalizacdo:
1¥e.0,..0,) do, .do, =1 . (1.4)
¢

O estado {0} € o estado vacuo do continuo e deve obedecer a relagdo:
aw)oy=0 , (1.5)

onde d(w) € o operador aniguilacdo do continuo. O indice inferior na integral da Eq. {1.3)
inicia-se em 0 para que freqiiéncias negativas ndo sejam levadas em conta, uma vez que
implicariam em fétons de energia negativa. Pela Eq. (1.4) podemos inferir que a fungio
[Y(an, ..., ax)] dando...dey, da a probabilidade de haver um foton em cada um dos
intervalos (@, @ d @), com i =1,2,...n. Suponhamos que a fungio W possa ser fatorada em:

‘I’(ww@z:---,wnF o] (C’% )---O’n(@n) ; (1.6)

sendo Ecr;(az)}zdm a probabilidade do foton se encontrar no intervalo (m+da). Substituindo
a Eq. (1.6) na Eq. (1.3), obtemos:

] K o 4 i
En)=7;-!— ! o\le).0(0,)i (@) .4 (0, Mo, de,|0) = @n
1 (5 T -
in>:ﬁ[£o«1(ml)a (0 Moy J o (o, (m,,)d@,,}g@ | 15
Se as fungBes o sdo localizadas, isto ¢, sfo nfo-nulas numa regifio estreita do espectro,

entdo, para que o lado direito das Eqs.(1.7) e (1.8) nio se anulem, iremos tomar o; = ¢; para
todo / e j. Com isto, chegamos a:



= Jotok (ohao | 0] as)

Por outro lado, do ponto de vista classico, € intuitivo que, dada uma densidade espectral de
energia |a(@)|°, correspondendo & intensidade do campo eletromagnético, o mimero de
fotons no intervalo (@@ +dw) é proporcional a |a(@){*dw. No caso particular do campo
eletromagnético sé ter um foton, se a condig@o

o

_Ha(”)[zd‘” =1 (1.10)

0

é satisfeita, entdio |ed w)’dw d4 a probabilidade do foton pertencer ao intervalo (@@ +d ).
Logo, para o estado de um foton, temos:

(@) = ]05(6:)]2 _ (1.11)

Ainda, usando a densidade espectral de energia temos, segundo o teorema classico de
Rayleigh [Ref. 1.4], que o valor da energia do sinal (@) &

E= ﬂa(w)zd@ ; (1.12)
Q

onde o indice inferior em (1.12) inicia-se em O por assumirmos o) estreita e centrada na
freqiiéncia positiva ay. Seja, agora, o conjunto de fungdes complexas {&(w)} com i =
1,23..00, as quals satisfazem as condigdes de completeza e ortonormalidade,
respectivamente [Refs. 1.1, 1.2}

£k @)= o0-a) s
Tdm&(wk;(@F 8; . (1.14)

onde "*" significa "tomar o complexo conjugado”. Fazendo uso das Egs. (1.13) e (1.14)
para expandir o sinal o(®), temos:

alw)= ZC,&- (@) (1.15)

C, = [alo)do . (1.16)
0

Substituindo (1.15) em (1.12) e fazendo uso das Eqgs. (1.13) e (1.14), encontramos que:



k= T]a(a))lzda) = iZCfC; ?ff (w)f; {w)w + Z’Ci [z]aié (w}zda) = Z]Cif _ (1.17)

I

Portanto, a energia do sinal € distribuida entre as componentes da expansdo segundo os
valores dos |C{*. Como a energia ¢ quantizada, a minima energia (quantum) no modo 7 da
expansdo (1.15) deve ser dada por [Ref. 1.2]:

AFE. = Ih@)'g; (wjzda) X (1.18)
0

Obviamente, para que a Eq. (1.18) seja finita, |&(@)]* deve ser ndo nulo apenas em um
nimero finito de regides finitas do espectro. Para estados de nimero, a energia total deve
ser entao:

E:Zn"AEf , (1.19

sendo »; 0 nimero de quanta do modo / da expansdo (1.15). Igualando as Eqgs. (1.19) e
(1.17) obtemos #; em funcdo da densidade espectral de energia e das fungdes de expansao:

C| =nAE, =

Ja(w)g:(w)dm

| ]‘ihwlff (o) do

0

(1.20)
2

(121

A Eq. (1.21) ¢ apenas uma aproximacio classica para o cilculo do nmimero de fotons, a
partir da envoltéria do campo, para estados de numero.

De volta a argumentacio quéntica, no caso do guia de onda suportar varios modos
todos devem ser quantizados. Nesta situacgio, a energia total do campo € a soma da energia

dos diferentes modos, indicados pelo sub-indice £, ¢ 0 Hamiltoniano total € dado por [Ref.
1.2}

A=Y [hed] (0} (0)o (1.22)
koo

e os operadores aniquilagio, &,, e criagdo, &, , obedecem as seguintes relacdes de
comutacdo [Ref 1.2]:

|3, (@) &: (@)= 6,.6(0 - &) (1.23)
4, (0) 2, ()= o (0). & (@)]=0 . (1.24)



Como cada modo (distribuigiio espacial do campo) pode ser trabalbado individualmente
(sem acoplamento), e realmente usaremos apenas um (fibra monomodo), abandonaremos o
sub-indice k. Observemos que a introducio do conjunto de fungdes {&{w)} possibilitou
transformar a energia do continuo numa soma discreta de quanta, Eq. (1.19). Esta
caracteristica € favoravel, pois facilita o tratamento matematico. Fazendo agora:

olw)= Zbié’,- (@) 129

e substituindo a Eq. (1.25) na Eq. (1.9), obtemos para ¢ estado de nimero:

) . .
)= [Sre b @hto| 10~ Zai )]0} a2
onde [Ref. 1.2]:

i(€)= [¢(0)k (oXo a2

¢ um operador criagdo discreto. Usando as Eqs.(1.23), (1.24) e (1.27), encontramos que:

La(i ): f&+ (5; )_I2 6;;:‘ (1.28)
[*’21(51')7*’&(5;)]: {”(5}.),2{*(;)}: 0. (1.29)

Cada operador criagio 4*(¢,) criaré »; fotons no i-ésimo modo. Como o conjunto inteiro
tem » fotons, a condigdo:

= zni (1.30)

deve ser satisfeita. Depois que os » fOtons forem alocados em alguns dos modos, os demais
deverdo ter o coeficiente b; = 0. Por exemplo, se o campo tem 10 fotons, comn; =10 en =
0,i=0,1,2.4.., entdo:

olw)=b,& (@) . (131)

Mais ainda, suponhamos, por exemplo, que » fotons estejam alocados apenas nos dois
primeiros modos, entdo a Eq. (1.26) se reduz a:

Al

In>:\_/%l—{ rm[‘a+(‘§1)]m[‘&T(éz)]nmmblmb;—m}m) » {1.32)

pal
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onde o fator 7, da a multiplicidade do termo, uma vez que, devido as Eqs.(1.28) e (1.29), a
ordem dos modos ndo influencia no resultado final. Portanto, o estado |#) é uma
superposi¢do (soma) do produto dos estados criados pelos operadores 47 (¢,), onde cada

termo da superposicdo se diferencia pelo nimero de fotons em cada modo, mas mantendo a
soma do namero de fotons constante. No caso geral, onde os modos povoados n3o sio
cophecidos, um termo genérico da Eq. (1.26) ¢ da forma:

—j—?—l—;ﬂnbﬁ’* el (1.33)

A equacio para o estado de nimero do continuo, dada na Referéncia 1.2, é:

! = 1 s i

n)=|n)®[n,)®..8n)8. .= HF[A ((f,.)]" 0, (1.34)
F=1 it

sendo |y, 1 = 1,2..., os estados mimero, para cada oscilador individual. Observando a Eq.

(1.33), vemos que a Eq. (1.34) pode ser obtida através do colapso (reducgio do somatério a

um dos termos do mesmo) da Eq. (1.26), se os coeficientes b; satisfizerem a relagio:

rbl 1

J_ \[.. (1.35)

A Eq. (1.27) transformou o estado continuo num produto tensorial de osciladores discretos
e, para cada um destes, sdo definidos os operadores criagdo, aniquilagio e namero. Se o
estado do continuo € o estado de nimero, entdo cada oscilador individual também estara
num estado de nimero, € a soma dos quanta dos osciladores individuais € igual ao niimero
de quanta do estado continuo (Eq. (1.30)). O operador mimero do i-ésimo oscilador
individual € dado por:

R

7 ni>:gé(gj)zﬂi(fi)lnﬂznilni.) (1.36)

e, usando a teoria quéntica de osciladores harmdnicos discretos [Ref 1.2 e Apéndices A e
B], temos:

A )n,) :\/’T”‘“‘”l (137)
A* (5)?1 =7, n +l

(1.38)

A(g)0)= (1.39)
Por fim, os estados |n;) sdo ortonormais, isto &, [Ref. 1.2}

(n,|m}=6,, . (1.40)

11



O namero total de particulas do continuo é dado por [Refs. 1.1, 1.2, 1.3]:

oh——--.S

a* (w)alw)do . (1.41)
Usando as Eqs. (1.13) e (1.14) para inverter a Eq. (1.27), obtemos:

a*(w):gjﬁ*(fi)fi‘(w) .

(1.42)

Substituindo (1.42) em (1.41), o nimero de fotons fica também dado por [Ref. 1.2}
]\“[;ij (fi)ﬁ(gi)zzﬁi : (1.43)
i=l i=i

Como anteriormente afirmado, a cada fungio & (oscilador individual) estd associado um
operador nGmero, #,. Usando as Eqgs. (1.28) e (1.29) temos, ainda, que [Ref. 1.2]:

3.7, =0 . (1.44)

Substituindo a Eq. (1.42) na Eq. (1.22), o Hamiltoniano do campo fica na forma [Ref 1.2]:

H= ZA (£)4 Jha){ (@), (0)do = ZnAE +ZA (¢ )A J-ha)é (@) (w)do

(1.45)

1‘“.,‘

¢ o valor esperado da energia do sistema no estado de nimero é [Ref 1.2]:
(n|H|n) Zn j?‘zw}f (@) do = ZnAE . (1.46)

A Eq. (1.45) é interessante pois ela nos diz que, apesar do numero de fotons do continuo ser
igual 4 soma do nimero de fotons dos osciladores individuais, a energia do continuo néo ¢
igual 4 soma da energia dos osciladores individuais. Isto ocorre devido ao ltimo termo da
Eq. (1.45) (termo cruzado), implicando que a energia dos fotons do continuo néo € bem
definida. Isto pode ser observado através da varidncia (incerteza) da energia do estado de
numero do continuo, dada por [Ref. 1.2

) r]?(ha))zlfi (@) dw -
g,
"o l+n, {J‘walé (mydw}

£ 2
(8] = 3 [hot; (@K, (0)o , @
Ly 0

12



que ndo se anula. Entretanto, se as funcdes &(w) forem centradas em diferentes valores de

@ e com largura bem pequena, de forma a tomar o termo cruzado da Eq. (1.45) nulo,
poderemos obter fotons bem definidos.

Até o presente momento temos considerado apenas o estado de nimero; agora
observaremos o estado coerente do continuo. Primeiramente observemos que, devido &
ortonormalidade dos estados niimero, eles formam uma base para o espago de Hilbert de
dimensao infinita. Assim, tal como a Eq. (1.34) para o estado de niimero, o estado coerente
pode ser representado pelo produto tensorial [Refs. 1.1, 1.2]:

Ia)ﬁlal)@)...@iaf)@...znia,.) ; (1.48)

onde cada estado do produto tensorial obedece & equagio que define os estados coerentes
(autoestados do operador aniquilagio) [Ref 1.2]:

fi(@)ﬁa,) =@, §a,.> , (1.49)
sendo ¢; um escalar complexo arbitrario. Usando (1.49) em (1.48) obtemos:

AE)a)=a,la) . (1.50)
Expandindo o estado |a;) na base de estados de niimero, temos:

o

o) Sl Sl -

=0

J \/— ‘ (1.51)

onde !(”i |, )lz da a probabilidade do estado |&;) ter »; fétons [Apéndice A]. Trabalhando com
as Eqgs. (1.34) e (1.51), chegamos a:

o) = exp{“ Ea;lz ]Z (a A (5 ))" (1.52)

;=0

Se usarmos o operador deslocamento generalizado de Glauber [Refs. 1.1, 1.2] que gera
estados coerentes a partir do vacuo, temos [Ref. 1.27:

D)= exple,4* (€)- o Al )| (1.53)
)= fz,a )IO> (1.54)

e, portanto [Ref. 1.2]:



ba) = Hé(é ,aJiO) = exp{Zi; af;f (é )-— HCJ!O} , (1.55)

onde H(C representa o Hermiteano conjugado do termo anterior. Trabalhando o termo
dentro da exponencial da Eq. (1.55), temos:

Zaﬂa‘ €)= Z Tafé (@) (w)w = ]TZ oL, (w)}é* ()Mo = Ta(a))&“ (0w , (156)
onde

alw)= Zafff (o) (1.57)

Substituindo (1.56) em (1.55), obtemos:
|a) :exp[!d@a(@)&*(w}—HC]lO) 1.58)

que, como pode ser observado, obedece a [Ref. 1.1, 1.2]:
i)alw)) = al@)alo)) (1.59)

como era esperado. Portanto, quando cada oscilador individual estiver num estado coerente,
Eq. (1.49), o estado como um todo também estara, Eq. (1.59). O mimero meédio de fotons ¢
a varidncia, que s#o iguais para estados coerentes, sio dados por [Ref. 1.2]:

(#)= (@A) =S laf = [lelo) doo (1.60)
7 0
enquanto que o valor esperado e a variincia da energia sdo dadas por [Ref. 1.2]:
o T 12
<H> = E{hw]a(w} do .
(Af] )2 - J’ (ro)flalo) do . (1.62)
0

Por fim, a projecio do estado coerente total sobre o estado de ndmero do i-ésimo osctlador
e:
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2
1"‘1"

{n,la)= I:I( ;)= I;I( ; |exp nzkj;;;fﬂkﬁ (1.63)

e
Uexp 12 Z\/_ flnk>:I;Iexp 2J 7’?; = (1.64)

i

IR S I
ol =~

F n!

, (1.65)

onde a Eq. (1.51) foi usada em (1.63). Devido a Eq. (1.43), a distribui¢io de probabilidade
do nimero de fotons no estado continuo coerente |&), € a distribuigio da soma das varidveis
aleatorias correspondentes ao numero de fotons de cada oscilador individual, com

distribuigdes de probabilidades dadas por |(», |« . Neste ponto, com as Eqs. (1.13),
e P

(1.14), (1.43), (1.51) e (1.57) podemos determinar a fungio densidade de probabilidade,
FDP, do mimero de fotons de um pulso, com envoltéria dada por a{w), num estado
coerente continuo. Agora, falta-nos determinar a FDP da fase. Este problema € mais
complexo pois ndo h4 um operador fase Hermiteano no espaco de Hilbert de dimensdo
infinita. Iniciaremos o tratamento da fase definindo o operador fase de Pegg-Barnett
[Apéndice A] e o aplicaremos em cada oscilador individual da representago discreta do
continuo. Depois tentaremos obter a FDP da fase do continuo a partir da FDP da fase dos
osciladores individuais.

Observando a Eq. (1.51) vemos que, se |’ for pequeno o somatorio infinito pode ser
truncado e os estados | podem, com boa aproximacio, ser expandidos em um nimero
finito de estados de nliimero (base finita). Isto e a possibilidade de definir um operador fase
Hermiteano em um espago de dimensao finita foram as motivagdes para o desenvolvimento
dos estados quénticos da luz num espago de dimensdo finita [Ref 1.5]. Daqui em diante
todos os calculos sdo referidos a um Gnico oscilador discreto. Neste espago finito de
dimensao s+1, onde {|0),...,|),...,Is)} € uma base para o mesmo, temos [Ref 1.5]:

Z;lan! =1 (1.66)
(nimy=6,, . (1.67)

Os operadores aniquilag@o e criagdo sfo redefinidos neste novo espaco de dimensio finita
como sendo [Ref 1.5]:

a:i\/r_z]n—l)@z] (1.68)

=l

=Yl (1.69)

]
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com os estados limites inferior e superior obedecendo a [Ref 1.5}
d0y=0 (1.70)
als)=0 @.7)
e com a relacdo de comutagio para os operadores criagio e aniquilagio da forma [Ref 1.5]:
a6 |=1-(s+1)s)s] . (1.72)

Por fim, o operador nimero é definido, da forma usual, como sendo [Apéndice A]:

N=SrnYn|=d"d | (1.73)

n=}

Pode-se, neste espago de dimens@io finita, definir-se estados fases (estados com fase
precisamente conhecida) [Ref. 1.5, 1.6]:

i exp(i@,n)n)
i9m> _ =0 - ’ (1.74)
5+

com as propriedades de completeza e ortonormalidade [Ref. 1.5]:

Zym ><‘9m ! =1 (1.75)
(6,16,)=6,, - (1.76)

Cada fase é defimda por [Refs. 1.5, 1.6]:

2mm
8, = @0 4*;-;—1, m=012....,5 (1.77)

sendo & a fase inicial de referéncia. O operador fase Hermiteano, conhecido como
operador de Pegg-Bamett, ¢ definido como sendo:

&22@MM@j

®l6,)=6,6,) . (1.79)

(1.78)

Como os estados de nmimero e fases formam bases para o mesmo espago, todas as fungdes
do operador fase podem ser escritas como fungdo dos estados de nimero e vice-versa. O
operador fase em fun¢fo dos estados de numero fica [Ref. 1.5}

16



b=, + 27s N r & exp[——z’(k—-};)éo]
s+1 S+1";g‘:°exp[—i(k——n)—mﬁm}—1
s+1

i”xk l : (1.80)

Apesar dos estados coerentes truncados terem sido a motivagio do uso do espaco de
dimens#o finita, a definigdo dos mesmos neste espaco ndo € trivial. Os estados coerentes
ndo podem ser considerados como autoestados do operador aniquilagio uma vez que, o
Unico autoestado deste operador no espago de dimensdo finita, é o vacuo. De qualquer
forma, o estado coerente ainda € uma superposi¢o dos estados de mimero [Apéndice Al

@)=

n) (1.81)

e pode ser obtido usando-se o operador deslocamento:
. .a % (aa“" -a a)k
a) = expla ~a'a)o)= 3 E =28 o) 1

Determinamos os coeficientes ¢ da Eq. (1.81) numericamente usando a forma matricial

dos estados e operadores. A representagio matricial do estado de nimero, no espago de
dimensdo s+1, € dada por:

my=Q .. a+1 . sy =0 .. 1 .. 0f (1.83)
<n§:(1 . n+1l S)==(0 .1 . O) , (1.34)
ou seja, o estado |n) ¢ representado por um vetor coluna com 1 na (m+1)-ésima posicdo e

zero nas demais. Usando as Egs. (1.83) e (1.84) em (1.68) e (1.69), obtemos a forma
matricial dos operadores aniquilacio e criacio:

0 41 0 .. 0 (00 0 .. 0

0 0 2 .. Jooooo 0
a=|: : , a = : (1.8%)

Js 0 ... vs=1 0 0

0 0 -« 0 A5 0

e o argumento da fun¢do exponencial da Eq. (1.82) fica da forma:
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(0 -a'v1 0 0
a1 0 —a"2 0
7=l ~a’a)=| : b (136)
ads—1 0 —a'Vs
0o - 0 afs 0

Logo, os coeficientes da expansio (1.81) séo obtidos por:

1
¢; = (nla) = (D(a)o) = (rlexplF0) = @ - 1 - O{ZL}}(} | asn
0

Uma vez calculado os coeficientes, a distribuigio do mimero de fotons, no espago de
dimensdo s, € dada por:

(1.88)

Pode-se mostrar numericamente que (1.88) se aproxima da distribui¢io Poissoniana quando
s — oo [Ref 1.5]. O nimero médio de fotons do estado coerente |a) € dado por:

{n)= i"Pn = i”’lcilz : (1.89)

n=0 =0

Por sua vez, a distribuicio de probabilidade da fase é:

p6,)=16. |05>|2 : (1.90)
Usando as Eqs. (1.74) ¢ (1.81) em (1.90) obtemos [Ref 1.5]:

|

2
1 & .
ple,)= 1 ;C’? exp(- zk@mﬁ . (1.91)

O valor médio da fase é o valor da fase de «, isto ¢, se a = |alexp{(ig), entdo:

6)=3p,6, =¢ Irad]. (1.92)

A varidncia depende da fase de referéncia 6, sendo minima quando & = ¢ -7 ¢ maxima
quando & = ¢ [Ref 1.5]. Consideremos, por exemplo, um estado coerente com ¢ =
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dexp(17/4). As Figs. 1.1 e 1.2 mostram, respectivamente, as distribui¢des de probabilidade
do mimero de fotons e da fase, p(n) e p(8), para o referido estado coerente, num espaco de

dimenséo 21.
038
111 —}l— {
w_2® m ! ;

014 ;l i '
Q.12 i i

o o iy

6 Q.08 !
006 ]
204 i!
802 I

l2{3

Fig. 1.1 - Distribuigdo do ntimero de fotons.
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25

B(o)

045
04r
0.35¢
03k

[eyvay
0.45F
air

DO5F

Fig. 1.2 - Distribuigdo da fase.

3 {rag)

a=4dexp(ir/4) e s=20. (& =38,5796°

Para as distribuigdes das Figs. 1.1 e 1.2, o nimero médio de fdtons e da fase sdo,
respectivamente, {#) = 155282 e (# = 385796°. As Figs. 1.3 e 1.4 mostram,
respectivamente, as distribui¢des de probabilidade do nimero de fotons e da fase, p(n) e

p{6), para o mesmo estado coerente, num espaco de dimensdo 101.
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Fig. 1.3 - Distribuigao do nimero de fotons.
o = dexp(im/d) e s = 100. {n) = 16.

1%

oz

=100

N

|

{

1

|
|
|
|
j
]
!

)

\

D@‘i

3 frat
{rad)

Fig. 1.4 - Distribuig8o da fase.
a=4exp(i74) es= 100. (& =45°



Para as distribuicdes das Figs. 1.3 e 1.4 os valores médios do numero de fotons e da fase
sio, respectivamente, (n) = 16 e (£ = 45°, que sio os valores corretos esperados. Portanto,
quanto maior a razdo s/ laf* mais os estados da Eq. (1.81) se aproximam dos estados
coerentes de Glauber. Os resultados das Figs. 1.1 -1.4 estdo de acordo com os resultados
mostrados na Referéncia 1.5.

Consideraremos agora, usando as informaces ja expostas, a propagagio de um pulso
coerente através da fibra Optica. O pulso de entrada na fibra € suposto coerente e, portanto,
representado pela Eq. (1.48), aqui repetida:

ﬁa(@)>”i“1>® Bla,)®...8|a,) H!a (1.93)

O produtorio da Eq. (1.93) foi feito finito para fins de simulacio computacional. Cada
oscilador discreto, no estado coerente |;), pertence ao espaco de dimensdo finita
anteriormente descrito, com as distribui¢des de nimero de fotons e de fase dadas pelas Eqs.
(1.88) e (1.91), respectivamente. A envoltoria do pulso de entrada na fibra € considerado
Gaussiano com equac¢des no tempo e na freqtiéncia da forma:

()= Aexp( - }expw)

(1.94)

(a,)_ A ex (~(0-a) (ig) (1.95)
{r

S5

A== (1.57)

onde ay é a freqiiéncia da portadora, T € a largura do pulso, ¢ ¢ a fase inicial e 4 € a
amplitude, dependente do mimero médio de fotons, obtida a partir da Eq. (1.60). Devemos,
agora, usar a Eq. (1.57) para determinar as variéveis o; a partir o). Para isso, devemos
inicialmente escolher as fungdes de expansio &{ ) que obedegam as Egs. (1.13) e (1.14)
(condzg;oes de ortonormalidade e completicidade). Aqu:z optamos pelo uso da fungéo sinc,
que ¢ destinada comumente a reconstrugdo de sinais amostrados [Refs. 1.4, 1.7], como

funcio de expansdo. A fung8o sinc e a expansio de o @) com o uso da mesma, sdo dadas
por [Refs. 1.4, 1.7},

sinc(w)= sen(zo) (1.98)
e
a(w)=2Bw, i alke, Jsinc[2B(o - ko, )] , (1.99)
fr=—ct
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onde @; € o periodo de amostragem e B ¢ a largura de banda do filtro passa-baixa destinado
a integrar a fungfo amostrada. Se W ¢ a largura de banda do sinal amostrado, entfo:

W<sB<T, -W

T = sow
w

5

(1.100)

(1.101)

A Eq. (1.101) € o critério de Nyquist para a amostragem de um sinal. Usando a Eq. (1.99),
o mimero médio de fotons fica dado por:

lal(w) do = i!a(kcos}zws +

€ Ly, B

+(2Bw,) ,g:m ﬂgma(n w, ) (mo, )]i sinc[2B{w —no, sinc[2Blw - mo_ )do . (1.102)

O ultimo termo de (1.102) é devido a funcBo simc ndo obedecer a condicio de
ortonormalidade (Eq. (1.14)) mas esta pode ser bem aproximada se a fungio sinc for
suficientemente estreita, isto €, se B for suficientemente grande. Com esta condiciio sobre B
satisfeita, a Eq. (1.102) se resume a:

5 P

Comparando a Eq. (1.103) com o somatério da Eq. (1.60) temos que:

a, =alio, o, . (1.104)

A Eq. (1.104) nos diz que o mimero de osciladores discretos a ser copsiderado no campo
continuo € igual ao nmero de amostras tomadas da envoltonia. Agora que determinamos 08
a; podemos encontrar as estatisticas de nimero de {otons e da fase do estado continuo, a
partir das estatisticas de cada oscilador individual, Eqs. (1.88) e (1.91). Se temos k amostras
da envoltéria do pulso, entfo a funcio densidade de probabilidade (FDP) do nGmero de
fotons do campo continuo € dado por :

k
FDP(N)= FDP(Z n,] i (1.105)

=]

onde, mals uma vez, #; € 0 nimero de fotons do 7#-ésimo oscilador discreto que tem FDP,
dependente de «;, dada pela Eq. (1.88). A FDP da fase do campo continuo € mais
complicada; optamos por escolher um modelo analitico onde, se todos os osciladores
individuals tém a mesma fase media, arg(a;) = arg{ @) para todo / e/, entfo a fase média do

continuo sera a mesma, arg(e;). Com esta condi¢do, a FDP escolhida para a fase do campo
continuo €
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T
FDP(Q):ZELFDP(B!) , (1.106)
izl

)

ou seja, uma soma ponderada das FDP's individuais onde o oscilador individual que tiver
maior nimero médio de fotons terd maior peso na soma. Faremos, agora, uma simulagdo
das FDP's para a envoltoria dada pelas Egs. (1.95) - (1.97) com (V) = 16, ¢$=060° To=73 ps
e ay = 27(1,58061e14) rad/s. A Fig. 1.5 mostra a forma do pulso no dominio da freqiiéncia.
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Fig. 1.5 - Pulso inicial no dominio da freqiiéncia.

Serio usados 100 osciladores individuais, implicando que foram tomadas 100 amostras da
envoltoria. O periodo de amostragem € dado por:

— (a;max - a)mz’n

(1.107)
’ AIOS!Z' - 1

w

2

sendo N, 0 numero de osciladores individuais, @hnax € Ghin S20 OS limites superior e
inferior da janela espectral. As Figs. 1.6 e 1.7 mostram as FDP's do namero de fotons e da
fase para o campo continuo mostrado na Fig. 1.5.
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Fig. 1.6 - FDP do nGmero de fotons.
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A curva da Fig. 1.6 foi obtida numericamente [Eq.(1.105)] usando a fregiiéncia relativa dos
resultados da soma do numero de fotons de cada oscilador (2500 resultados). O niimero
médio de fotons obtido com a Fig. 1.6 é (V) =16,0240, enquanto que a varidncia é (AN)* =

16,5162. Estes valores estdo de acordo com o esperado para um estado coerente com (N) =
16 ¢y}
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Fig. 1.7 - FDP da fase.

Com a distribuicdo da Fig. 1.7 [Eq. (1.106)] temos que o valor médio da fase é (& =
59,9658°, muito proximo ao valor de 60° esperado, € o desvio padrio Af = 23.6930°. A
fase de referéncia tomada para todos os osciladores individuais foi & = -120°, referente
minima varidncia. Neste ponto estamos aptos a determinar as estatisticas de numero de
fotons e da fase do campo continuo a partir da forma do pulso. Assim, propagaremos o
pulso através da fibra Optica segundo as equagBes classicas de propagacio e
determinaremos as estatisticas do nitmero de fotons e da fase do pulso de saida através do

método acima exposto. A propagacdo do pulso na fibra Optica em regime linear ¢ regida por
[Ref 1.1]:

I,aa(z,t)+56a(z,t)+£2_82a(zz,t)_& aza(f’t)-s—iora(z, )=0 . (1107
cz ot 2 ot 6 or

onde 3 € a dispersdo de velocidade de grupo, S a dispersdo de terceira ordem e o
representa a perda. A solugdo, no dominio da freqiiéncia, da Eq. (1.107) é:

- 2 : 3
alz,0)=alz =0, w)exp{iﬂz + o’z 1o ZJexp[_ ozj : (1.108)
2 6 2

Usando a Eq. (1.108) podemos determinar as estatisticas de nimero de fotons e da fase em
qualquer posi¢do da fibra. Como a amplitude do campo decai exponencialmente, também €
esperado um decréscimo exponencial do numero médio de f6tons ao longo da propagacio.
Além disso, o campo sofre um deslocamento linear de fase, AL, onde L é a distincia
percorrida na fibra, que nfo sera considerado nas simulagdes por representar apenas uma
adicdo a fase media, e um gorjeio que deve atuar fortemente na FDP da fase. A seguir,
mostramos as simulagdes para uma fibra de 10 km com o pulso de entrada mostrado na Fig.
1.5. Os parametros das simulacBes, bem como os valores médios e varidncias do mimero de
fotons e os valores medios e desvios padrdes da fase, sdo apresentados na Tabela 1.1
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SIM | B b o Ny | (AN (& A8
[ps°/km] | [ps’/km] | [dB/km)]
1 20 0 0 15,9336 | 16,0364 | -27,2019° | 68,7930°
2 0 0,1 0 s () | -57883° | 75,1142°
3 0 0 0,3 8,0728 | 8,0771 | 59,9229° | 34,1614°
4 20 0 0,3 79784 | 77371 | 27,0983° | 71,5626°
L =10 km, (N) =16, ¢=60°_Tp =5 ps, ax = 271(1,58061e14 ) rad/s. (-) ndo realizada

Tabela 1.1 - Pardmetros usados nas simula¢des das FDPs de nimero de fotons e da fase.
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Fig. 1.8 - FDP do numero de fotons. (SIM-1)
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Fig. 1.14 - FDP da fase. (SIM-4) Fig. 1.15 Desvio padrio da fase.

Observando os resultados na Tabela 1.1 e as Figs. 1.8 - 1.14, podemos ver que a dispersio
ndo afeta a distribuigio do nimero de fotons, embora ela tenha forte influencia na
distribuigdo da fase. Isto € devido ao gorjeio sofrido pelo pulso ao se propagar pela fibra.
Em particular, vemos, na Figs. 1.9, 1.10 e 1.14, que a dispersio causou uma divisio na
forma da curva da distribui¢do de fase provocando o aparecimento de picos. Na Fig. 1.9, os
picos ocorrem em £ = -34,5734° ¢ 6 = 100,8722°, e na Fig. 1.10 eles ocorrem em € =
67,0917° e &= -82,6113°. Por outro lado, a perda causa um decaimento exponencial do
nimero médio de fotons do pulso. Além disso, ela também provoca um aumento da
varidncia da fase, como € esperado, uma vez que a varidncia do nimero de fotons diminui a
medida que o nimero médio de fétons diminui. Isto pode ser observado na Fig. 1.15, que
mostra o desvio padrio da fase pelo ntimero médio de fotons, usando 7p = 30 ps.

Como anteriormente afirmado, apdés o pulso se propagar pela fibra com perda ¢
esperado que o nimero médio de fotons do estado coerente decaia exponencialmente. De
fato, temos que:

<N>2=L = <N>;=o E:Xp(— O’L): IGeXp(— 0.069* IO) =§0252 , (1.109)

o que esta de acordo com o valor obtido com a FDP da Fig. 1.11. Consideraremos, agora,
os efeitos da perda através de um modelo estatistico. Neste modelo, a probabilidade de um
foton sobreviver durante um intervalo de tempo 7 ¢ dada por [Ref. 1.3]:

-7
ple)= exP[T—] » (1.110)

R

onde 7y € o tempo de relaxagdo. Obviamente, a probabilidade do foton ser absorvido no
mesmo intervalo de tempo € g(7) = 1-p(7). A probabilidade de, tendo comegado com »
fotons, apos o intervalo 7 restarem 1, fotons, € dada pela distribuigio binomial [Ref 1.3]:

alp@ - pEl™

nin—n,)! ' (L111)

pc(nz in) =
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Se um estado coerente € enviado por uma fibra optica, de comprimento L, com perda, entdo
a probabilidade de haver #; fétons no estado que chega ao final da fibra é:

153 (’?1)= ipc (”lz l”)Pa (”) ; (1.112)

n=m

onde p(#) é a probabilidade do estado coerente no inicio da fibra ter n fotons. Para que o
niimero médio de fotons decaia exponencialmente, devemos ter no final da fibra:

Sl 3p.loinle, )| - S (rlesol-et) o

Usando as Eqgs. (1.110) e (1.111) na Eq. (1.113), obtemos:

Sl z{m[p&—mlp[-f—ﬂp()}p(m)p( 1) =0 11y

m=0 jm=m R
i .

L

Trabalhando com (1.114) encontramos a condicéo:

1
L el T =— (1.115)
7, V.o
onde a relacdo 7= L/V, , sendo V, a velocidade de grupo, foi usada na obtengdo da Eq.
(1.115). A Fig. 1.16, a seguir, mostra as FDPs do nimero de fotons, para uma simulagio

com perdas, usando os modelos estatistico e o da exponencial decrescente.
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Fig. 1.16 - FDPs do nimero de fotons. Modelo estatistico linha continua
e modelo da exponencial decrescente linha tracejada. (SIM-3)

A Fig. 1.16 mostra um boa concordancia entre os dois modelos; entretanto, quando ©
nimero médio de fotons se torna muito pequeno, Ny << 1, as diferencas sdo mais
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pronunciadas. Os numeros médios de fotons sdo 8,0595 para o modelo da exponencial
decrescente e 8,0373 para o modelo estatistico.

Por fim, em uma simulagdo nfo apresentada, um pulso com (N) = 0,1 e Ty = 30 ps,
ap0s se propagar por uma fibra de 30 km, com perda de 0,3 dB/km, apresentou, na saida da
fibra, (N) = 0,012. Assim, a aproximadamente cada 100 intervalos de pulsos, 1 contém um
foton e, portanto, uma taxa de 1 MHz, por exemplo, € transformada numa taxa de 10 kHz.
Este fato parece ser desanimador, pois ele indica que a taxa de transmissio de bits em
criptografia quintica ¢ muito baixa. Vale ressaltar, no entanto, que a comunica¢io quintica
s se di durante a troca dos bits da chave. Apos isso, a comunicagdo volta a se utilizar de
pulsos "normais”. Esta baixa taxa de transmissdo ¢ devida, por exemplo, a fonte utilizada
para gerar luz de um foton: um laser fortemente atenuado. Com o desenvolvimento de
fontes que gerem luz realmente no estado de niimero, esta situacdo tende a melhorar.

Analisaremos, agora, o interferémetro a fibra que é o dispositivo responsavel pela
transmissdo da informagio quéntica do transmissor ao receptor em sistemas de criptografia
quantica. A Fig. 1.17 mostra o diagrama de um interferdmetro a fibra [Refs. 1.8, 1.9]. O
funcionamento deste mterferdmetro é descrito no Apéndice C. Ele é dividido em duas
partes, uma pertencente ao transmissor e a outra pertencente ao receptor. Cada parte possui
um modulador de fase em um dos bragos. Os tempos de propagacio, #; e £, devem ser
iguais nas duas partes do interferdmetro. Todos os divisores de feixe sdo iguais e possuem

coeficientes de transmissdo 7 = 1/+/2 e de reflex@io R = ilN2.

LN AL O REAPTRR,

Fibra Opu'ca

T s C
5 C

v, >0

M h\
alt) b, —|0) 5(1)
Alice Bob

Fig. 1.17 - Interferdmetro a fibra para criptografia quintica

O operador aniquilagdo, na saida de Alice, € dado por [Ref 1.8]:

Ale)=T"explig, Ja,(t ~ 1)+ R?a,(t — 1, )+ RT[explig, o, (t ~1,)+ 9, - 1,)] . (1.116)

O estado coerenie na saida de Alice, no dominio da freqiiéncia e com o estado vacuo na
entrada v, é

2,@) = ex| [l )4 (0)- 2 ()0 o |} i
a,(w)= {Tz explig, Jexp(~iar, )+ R exp(-icr, )]cze (@) . (1.118)

Trabalhando com a Eq. (1.118), chegamos a:
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o (w)= senrﬁ" _wg‘ _rZ)Jexp[i ¢, ~ el H‘z)JMT)ae (w) . (1.119)

2

A Eq. (1.119) é a envoltéria do sinal na entrada da fibra. Na saida da fibra de comprimento
L, temos:

as(w): a, (a))exp{i[ﬁ]; + ﬂzsz N ﬁSngﬂexp(:“gij . (1.120)

2 6 2

Este ¢ o sinal que chega em Bob. O operador aniquilago na saida B de Bob ¢ dado por:
Bl)=T1" explig, )5’(! —1, )+ Rzg(t ~1, )+ RT[exp(ig, W, {1 — ¢, )+ 9,(t -1, ) (1.121)

O estado coerente na saida B de Bob, no dominio da freqiiéncia e com o estado vacuo na
entrada v,, €

raﬁ(w»zexp[J [ozg(m>é+(w)—a;(wﬁ(w)}fw}m | a1

onde

ag(m)zsenvb g )}exp( 6, 0l +1, )+ﬁ}as(a)) . (1.123)

2

Substituindo (1.119) em (1.120), e esta em (1.123), obtemos:

o ()= j m{(@ ¢)} L S[aﬁbwawzw(rl—zz)}exp[_% L]

2 2
exp[i[ bo = w(tl;” L)+ " @ — a)(tl;- )+ i /3260 L /3350 L o (o)
T (L1248
que expandida da:
@)= o0t Eo gl ol o)+
’;‘ exp{‘?(m) + M)ae (@)expliol, -1,)]+
%exp{‘}’(w)-% i(wgi‘gﬁ—))ae(a))exp[—im(tl -1, , (1.125)

onde
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2 3
\P(w):——%[,ﬂ((zs“ Ma)(t12+t2)+7z+¢b _w(tﬁz'*'tz)“}"”_}_ﬁL_?ﬂz;) Lhﬂsz) L] (1.126)

Tomando a transformada de Fourier inversa da Eq. (1.125), observamos a presenca de 3
pulsos. O primeiro termo, correspondendo ao pulso central, ocorre em 7 e € onde se da a
interferéncia. O segundo termo ¢ referente ao pulso que chega em Bob no tempo 1+(f-1;) e
o terceiro termo referente ao pulso que aparece em Bob em 7-(#;-7;). Estes dois pulsos nfo
tém importéncia no protocolo de obtenc@o da chave e podem ser evitados fazendo-se uso da
polarizag@o, como mostrado na Fig. ES do Apéndice C. Trabalbhande de forma semelbante,
encontramos que a segunda saida de Bob é:

-

o, (a)): {—;—sen{w‘i +é_se{¢b +¢, - 2mlf, -1, )‘}} exp[ﬁ %} (1.127)

2 P

2 3
exp[i(£+¢a _C’)(tz +fz)+”+¢b “w(tl +f2)—7f+ﬁL+ﬁ2w L Bw Lﬂae(w).
2 2 2 2 6 )|

[

Uma simulagdo numérica do interferémetro foi realizada. Injetamos 500 pulsos de largura
75 =30 ps e (N)=0,] na entrada de um interferdmetro de 30 km, com perdas de 0,3 dB/km,
e calculamos o nimero médio de fotons nas saidas de Bob, (N e (Np), para cada pulso
injetado. Os moduladores ¢, e ¢ receberam, aleatoriamente, os valores 0, &, #/2 e 311/2, os
dois primeiros correspondendo a primeira base e os dois ultimos correspondendo a segunda
base do protocolo BB84, descrito no Apéndice C. A Fig. 1.18 mostra a escolha aleatonia
das fases.

Fig. 1.18 - Escolha aleatoria das fases para Fig. 1.19 - Valores médios do nimero de
simulacdo do interferdmetro da Fig. 1.16. fotons nas saidas de Bob.

A Fig. 1.19 apresenta os valores médios do nimero de fotons nas saidas de Bob. As
marcacBes sobre os eixos sdo referentes aos instantes em que Alice ¢ Bob escolheram a
mesma base, tornando nulo o nimero médio de fotons em uma das saidas de Bob. As
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demais marcacOes sdo referentes aos instantes em que Alice e Bob escolheram bases
diferentes. O namero médio de fotons em ambas as saidas de Bob, para os 500 pulsos, €
(N5) = {Npy = 0,0016. Calculando analiticamente o nmimero médio de fétons em ambas as
saidas de Bob, temos: Para um pulso entrando em Alice com {(Ny = 0,1, aparecerdo, na saida
de Alice, dois pulsos espacialmente separados, com (Ny) = 0,025. ApOs a propagagdo na
fibra, cada pulso alcanga Bob com (Np = 0,0032. Quando Bob usar a mesma base que Alice
ele obtera, para o nimero médio de fotons em suas saidas, os valores 0,0032 e 0. Quando
Bob usar uma base diferente da usada por Alice ele obtera, para o mimero médio de fotons
em suas saidas, o valor 0,0016 em ambas as saidas. Desta forma, o nimero médio de fotons
nas saidas de Bob, para 500 pulsos injetados em Alice e escolha equiprovavel das bases, ¢:

_ 125(0) +125(0,0032) + 250(0,0016)
500

(Ng)=(N,) =0,0016 , (1.128)

que é o mesmo valor obtido pela simulagio numerica apresentada na Fig. 1.19. A
probabilidade de Bob obter uma contagem em seus detetores ¢

ps =1-exp-m{N;))= p, =1-expl-n(N;))=5,5984¢-4 . (1.129)

onde 77 é a eficiéncia quéntica do detetor, suposta igual a 0,35. Portanto, a probabilidade de
Alice e Bob obterem um bit da chave, em 500 pulsos, € 0,5[pa(1-pp)+ ps(1-pz)] = 5,5953e-
4. Uma contagem em ambas as saidas de Bob, que ¢ uma das fontes de erros em
criptografia quantica, para os 500 pulsos, ocorre com probabilidade pg pr = 3,1342e-7.
Ainda na Fig. 1.19, podemos observar a variago do nimero médio de fotons na saida de
Bob. Na pratica, esta flutuacio realmente acontece, pois o numero meédio de fotons, dos
pulsos que saem de Alice, variam devido ao carater estatistico da absorg@o realizada para
aproximar o estado coerente do estado de numero de um foton. Uma analise mais acurada
do desempenho de sistemas de criptografia quantica deve considerar estas flutuagGes. Por
fim, usando o valor médio do nimero de fétons encontrado nas saidas de Bob, por pulso
enviado por Alice, encontramos que, para obter um bit da chave com probabilidade 1, Alice
deve enviar para Bob aproximadamente 1780 pulsos. Se Alice os envia em uma taxa de 1
MHz, entdo, Alice e Bob obterdo os bits da chave em uma taxa de aproximadamente 562
bps.
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CONCLUSOES DO CAPITULO I

Utilizando os ja4 conhecidos conceitos de discretiza¢io de modos continuos e a
defini¢io de um operador fase Hermitiano em um espago de dimensfio finita (operador de
Pegg-Barnnet), descrevemos um método para o célculo das fungBes densidade de
probabilidade do nimero de fétons e da fase, a partir da envoltdria de um pulso de luz
coerente. Com este método determinamos as estatisticas de nmimero de fotons e da fase na
saida de dispositivos opticos passivos e lineares, como fibras dpticas, atenuadores e
divisores de feixes, usando a envoltdéria do pulso incidente no dispositivo e as equagdes
classicas de propagagéo através dos mesmos. O método consiste em:

1 - Aproximar o estado coerente continuo por um produto tensorial finito de osciladores
individuais no estado coerente.

2 - Amostrar a envoltéria do pulso coerente tal que o numero de amostras seja igual ao
namero de osciladores individuais. A cada amostra corresponde um oscilador individual

com amplitude igual ao produto do valor da amostra pela raiz quadrada do periodo de
amostragem:

ia(a)>:1a(ms)\/a> )\/*> la(za) ) |alko, W, ) (1.130)

onde k é o nimero de amostras tiradas de o @) e @; € o perlodo de amostragem.

3 - A funcdo densidade de probabilidade, FDP, do nimero de fotons do pulso no estado

coerente continuo ¢ igual a distribui¢fio de probabilidade da soma do niimero de fotons de
cada oscilador individual:

k
FDP(N)= FDP[Z n’) (1.131)

i=}
sendo 7, é o nimero de fotons do i-ésimo oscilador individual,

4 - A fun¢fo densidade de probabilidade da fase do pulso no estado coerente continuo é
dada por:

oo, ) o,
(V)

sendo FDP(6) a distribuigio da fase do i-ésimo oscilador individual.

FDP(8)= Z

= 2 FDPG,) (1.132)
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Nas simulagSes realizadas, os resultados das FDPs do numero de fétons se mostraram
coerentes e confiaveis. Quando da consideracio de perdas, pelo método da exponencial
decrescente e pelo modelo estatistico, as FDPs do numero de fdtons foram bem
semelhantes e, como esperado, o nimero médio de fotons, em ambos os métodos, decaiu
exponencialmente. Por outro lado, os resultados das FDPs da fase foram de dificil
conceituagio. Observamos, como pontos positivos, que: 1) Quando todos os osciladores
individuais tém a mesma fase média, a fase média do pulso coerente é igual a fase média
dos osciladores individuais; 2) - Quando o nimero médio de fotons do estado coerente
diminui (e portanto a incerteza do nimero de fotons diminui) a varidncia (incerteza) da fase
aumenta.

Portanto, podemos afirmar que a Eq. (1.131) representa bem o ntmero de f6tons do
pulso coerente. Por outro lado, quando o pulso sofre um gorjeio devido, por exemplo, &
propagagdo do pulso numa fibra optica com dispersdo, a distribuigdo de probabilidade da
fase assume formas complexas e nada podemos inferir. Portanto, nfo podemos afirmar que
a Eq. (1.132) represente bem a fase do pulso coerente.

Uma simula¢do numérica do protocolo BB84, num interferdmetro a fibra, foi
realizada. Os resultados numéricos para os valores médios do nimero de fotons, nas saidas
de Bob, concordaram com os valores analiticos calculados para as mesmas condigdes,
mostrando a confiabilidade do método empregado. Em particular, a simulag@o numérica
fornece, devido a carater estatistico da mesma, uma flutuacio no mimero médio de fotons
nas saidas de Bob. Esta flutuaco pode ser usada na determinagdo mais acurada do
desempenho de sistemas de criptografia quéntica.



CAPITULO II

MATRIZ DENSIDADE E MATRIZ COERENCIA
EM COMUNICACAO QUANTICA

2.1 Introducio

A matriz coeréncia, J, representa as autocorrelagbes e correlagdes cruzadas das
componentes transversais do campo eletromagnético. A polarizagio da luz, e suas varia¢des
ao atravessar dispositivos Opticos, pode ser completamente caracterizada através de J
[Apéndice E]. Por outro lado, a matriz densidade, p, contém toda a informacgfo disponivel
sobre um determinado estado quntico [Apéndices A e F]. As semelhangas entre J ¢ p sdo
grandes, em particular, quando o estado quantico em questio € a polarizagio, as duas sdo
iguais. Estas semelhangas estimulam a aplicagiio de conceitos comuns de uma na outra.
Assim, na primeira parte deste capitulo, usando a matriz coeréncia para tratar um sistema
quintico polarimétrico, apresentamos as probabilidades dos resultados das medidas, as
medidas de distdncias e a correcfio da variagio da polarizagio através do uso de um
equalizador optico. Na segunda parte, realizamos a separacio da matnz densidade (2x2) na
soma de duas outras, uma representando um estado maximamente misto e a outra
representando um estado puro, tal como € feito com a matriz coeréncia. Definimos, entdo, o
grau de pureza, g, da matriz densidade, equivalente aoc grau de polarizagiio para luz
parcialmente polarizada. Verificamos, entdo, a dependéncia da entropia, distdncia de
Kolmogorov, informacdo mutua, fidelidade e estados entrelagados, com gp.

2.2 Matrizes Densidade e Coeréncia em Comunicacio Polarimétrica

A polarizagio da luz tem sido usada como portadora de informagio em comunicagdes
quanticas. Ela tem como vantagem ndo ser uma varidvel dependente do mimero de fotons e,
por isso, nao ¢ mnfluenciada pelas perdas na fibra optica. Por outro lado, € dependente de
diversos fatores, como forma e composi¢io do micleo, emendas, tensdes mecéanicas
(curvaturas e vibragOes) e temperatura, dentre outros. Como resultado, para que o processo
de comunicagdo seja eficiente, um controle rigoroso da polarizacdo deve ser feito, inclusive
com o uso de fibras especiais que mantém a polarizacio fixa [Ref 2.1]. Visando dispensar
o uso destas fibras especiais, que sdo de custo elevado, analisaremos a viabilidade do
desenvolvimento e uso de um equalizador dptico, capaz de compensar as variagdes da
polarizacio do sinal ao longo do percurso percorrido pelo mesmo até a sua chegada no
receptor, segundo os modelos estatisticos adotados para a variagdo da polarizago na fibra
optica [Refs. 2.1, 2.2]. Para isso, usaremos as ferramentas classicas descritas no Apéndice E
para caracterizar e processar os estados quéinticos de polarizagio. O uso de ferramentas
classicas, para tratar estados quénticos de polarizagio, € possivel devido & grande
semelhanca entre as matrizes coeréncia, J, e densidade de estados, p [Ref. 2.3]. O pulso de
luz a ser considerado € suposto ter apenas um fOton e, por isso, para que os resultados
classicos tenham a interpretagdo probabilistica da mecéanica quéntica, a seguinte condigéo
deve ser obedecida:
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SO&T?’(J)T—} . 2.1)

2.2.1 Probabilidades dos Resultados de Medicées de Polarizacio com Matriz
Coeréucia (J) e Vetor de Stokes (.5)

O estado quanatico |6, representando uma luz linearmente polarizada, de &ngulo &
com o eixo horizontal, ¢ representado pelo vetor de Stokes S(6) e/ou matriz coeréncia J( ).
O estado [6) é obtido através da rotagio do estado horizontal, [0°) ou |H}, de € A matnz
coeréncia, referente ao estado |6), € [Apéndice E]:

J(@){cos(e) —sen(e)}r o}[ cos(9) Sen(ﬁ)}_{ cos*(0) cos(e)sen(e)} 22

sen(@) cos(@) |0 0] —sen(8) cosld)] |cos(B)sen(s)  sen*(p)
O vetor de Stokes, para este mesmo estado, € [Apéndice E]:
5(0)= [I cos(260) sen(20) 0] T (2.3)

Obviamente, para polarizagdo linear, temos S3 = 0. E facil verificar que o produto escalar
de dois vetores de Stokes, representando estados de polarizagio linear, ¢ dado por:

$'(6)- 5'(p) = cos|2(6 - 9)] . @4

onde § ¢ o vetor de Stokes sem o primeiro elemento, So. Observando a Eq. (2.3) vemos que
os estados separados de ¢ sdo representados, na esfera de Poincaré, por vetores de Stokes

separados por 2¢; portanto, estados ortogonais s#o representados por vetores
diametralmente opostos na esfera de Poincaré.

Medir o estado de polarizagio de um feixe, representado por J(6), usando um
polarizador representado pela matriz transferéncia P(¢), equivale a decompor o estado da
luz incidente nos autoestados ¥, e V, de P(¢@), os quais possuem autovalores 1 e O,
respectivamente [Ref. 2.4]. Desta forma, expandindo o estado polarizado |£), temos:

{005(6‘)] ¥ (0)+ - 0) - a['coS(Q)J . b[—— sw(@)} , @5

sen(d) sen(p) cos(p)

onde a e b sdo reais, pois sO usaremos polarizagio linear. Igualando a matriz coeréncia do
estado da Eq.(2.5) com J(#), encontramos que:

at+bht =1 (2.6)
1 1 : z
o = 5{1+cos[2(«;a—t9)]}= E[HS (@)-5'@)]. @n

Como o pulso de luz é de um foton, a” é a probabilidade do féton emergir do polarizador no
autoestado V3 e #° é a probabilidade do féton emergir do polarizador no autoestado V.
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Quando o feixe de luz € parcialmente polarizado, o estado quintico correspondente €
uma mistura de estados representada pela matriz densidade p [Apéndice A]. Esta mistura €
representada por uma matriz coeréncia da forma:

J=2.p.J0,) 08

>p.=1, @9

B

sendo p. a probabilidade da luz estar com dngulo de polarizagdo &, Medindo esta mistura
de estados com o polarizador P(¢), obtemos as probabilidades:

a*+b* =1 (2.10)
a’ = %[1 +sen(2¢)sen(20)) + cos(Z@){cos(Z@))] 2.11)
(sen(Zé’)) =>"p, sen(26,) @2.12)

{cos(26)) = y1- <sen(2(9)>2 . (2.13)

Se, por exemplo, a polarizagio ¢ uniformemente distribuida, isto é, todos os &ngulos de
polarizagio sdo equiprovaveis, temos:

(sen(20)) = (cos(26)y = 0= a® = «%— (2.14)

como deve ser, para a luz totalmente despolarizada. Se medirmos, por exemplo, o estado
misto:

TineV el s 3 ace .
= oo 2jas Yo

(2.15)

com um polarizador P(¢@ =0), a probabilidade do foton emergir com polarizagdo horizontal,
segundo as Egs. (2.11)-(2.13), &

at = %[1 + <cos(28)>]= —:12—[1 + %COS(OQ)%%COS(QOD)} = -Z— . (2.16)

Resclvendo pela mecénica quéntica, temos:

A2 D
45 >i =3 (2.17)

(0lA0) = (0107 [+ e os oy =+ 20

estando, portanto, os resultados em concordancia. As probabilidades, dadas pelas Eqgs.
(2.10)-(2.11) em termos dos elementos de J e 5, sdo:
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a’ :iTr(J"J’)Jr}-{HLS' S Tr(‘]f’) (2.18)
2 7r(J) 2| s 1+(J)
b2 —_ 1_a2 , (219}

onde a matriz coeréncia da luz parcialmente polarizada, J, foi dividida nas matrizes
referentes as partes totalmente polarizada, J,, e totalmente despolarizada, J,, [Apéndice E].
S, € o vetor de Stokes referente a J;, sem o primeiro elemento, e S, € o vetor de Stokes do

medidor de polarizagio, também sem o primeiro elemento. Trabalhando a Eq. (2.18)
obtemos:

azz-lz—[ws;-s,’nk h+s-50]. (2.20)

O

Comparando as Egs. (2.7) e (2.20), vemos que, a probabilidade de um resultado de uma
medigdo depende apenas das componentes da parte polarizada da luz. J, e S, nfo
representam estados fisicos reais pois, para eles, a condi¢do (2.1) nfo é satisfeita. Além
disso, como [Sp| < 1, o produto escalar na Eq. (2.20) estard no intervalo aberto (-1,1) e,
portanto, &’ nunca assumiré os valores 1 e 0, para qualquer que seja S,, (medidor); ou seja,
se a luz € parcialmente polarizada (estado misto), independentemente da medigfo utilizada,
nunca poderemos ter certeza de sua polarizacfio, uma vez que as probabilidades 1 e 0 sdo
proibidas.

2.2.2 Medidas de Distincia entre Estados Quanticos de Polarizacio usando Je S.

E interessante, neste momento, encontrarmos medidas de distdncia entre matrizes
coeréncias de forma a poder distingui-las. Para isso, usaremos as medidas de distincia entre
matrizes densidades apresentadas no Apéndice F. Sejam dois estados diferentes
representados pelas matrizes coeréncias (vetores de Stokes) Jy (So) € Ji (S1), ocorrendo com
probabilidades a priori m e m, respectivamente. Seja também um polarizador, P(¢),
representado por J, e S, € com autoestados dados na Eq. (2.5). Os resultados da medigio
dos estados Jy € J1, pelo polarizador S, sio mostrados na Tabela 2.1.

Estados Medidos: E,=[cos(¢@) sen(ga)]T e Ey=[-sen( ) cos(@)]*

Estados Enviados p(E) p(E2)
Jo (m) p(E]yJO)zé{nS(’,-S;] p(EzJ@)=%[1'—S;'S;]
i (m) p(EliJl)z%[l+S{-S;ﬂ} p(EzlJ})=%{1“S{-S;]

Tabela 2.1 - Probabilidades de obtencio dos possiveis resultados de uma
medi¢io para dois estados diferentes.

Para sermos capazes de distinguir entre J; e J;, usando o polarizador S, devemos
responder 4 seguinte pergunta: Dado que o estado £, , i = 1,2, foi obtido como resultado de
uma medi¢@o, entdo qual estado foi medido, Jy ou J1? A estratégia otima € observar as
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probabilidades a posteriori, as quais podem ser obtidas fazendo-se uso do teorema de
Bayes [Apéndice EJ:

o)< FoP o)

AE) (2.21)
(J} [E): % . (2.22)

Portanto, para acertar ao maximo a identidade do estado medido, dado o resultado obtido da
medicdo, devemos apostar no estado que tiver maior probabilidade a posferiori. Por outro
lado, a probabilidade média de erro, que acontece quando apostamos na menor
probabilidade a posteriori, € dada por:

PE(J,,J,)= Z p(E,)min[p(7,|E,) U E ) = (2.23)
PE(JmJl): p(El)min[p(Jo !E1)>p(']1 IEI )]+P(E2)WHLD(J0{E21P(J1 [Ez)] . (2.24)

Usando as Egs. (2.21) e (2.22), temos:
. 1 .
min[p(/,|E, ) P IE, )= mmﬁﬂ[P(Ei ) p(E 7). (2.25)

onde foi feita a consideragio m = 7 = 0,5. Substituindo as equagdes da Tabela 2.1 na Eq.
(2.25), obtemos:

min[p(E, 1/, ) p(E. |7, )|= mi

min[p(E |, ) p(E )= [ 1+5, S), 1+, -5, )}m%{umin[sg-S;,S;-S;]}a.zs)
[ -5, S} (-5, )}:%ﬁmmax[sg-s;,,s;-S;n]}a_zv)

Expandindo as fungBes min e max, temos:

min (4, B) 1 _ (4- By
max(4. B)} =3 [(4+B)F(4-B)sgn(4-B)|= {(A +B)7F B } = (2.28)
z;i((fi JZ))} lrp) a-B]. (2.29)

Substituindo (2.28) e (2.29) em (2.26) e (2.27) e a resultante em (2.25) e (2.24), obtemos:

PE(JmJl):é”%i(SéWSJ)'S;| : (2.30)
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A Eq. (2.30) € muito sugestiva, pois ela nos di uma interpretagdo fisica da probabilidade de
erro. Se os dois feixes, representados por S e Si, tém a mesma poténcia nas polarizagdes de
referéncia do vetor de Stokes, entdo eles sdo indistinguiveis perante qualquer medigio de
polarizagdo. Neste caso (S5 - 5;) =[0] e PE = 0,5. Isto também ocorre quando o vetor de
Stokes do aparetho de medigio € ortogonal a ambos os vetores de Stokes dos estados. Neste
caso, devemos trocar a base de medi¢io para sermos capazes de fazer alguma distingio
entre os estados. Usando, agora, a relagio entre pardmetros de Stokes e matriz coeréncia
através das matrizes sigmas [Apéndice E]:

sk =Tr(J,0,), k=01, @2.31)

no produto escalar da Eq. (2.30), obtemos:

11|
PE(J05J1)mE~Z :

3
> e[, WJ})O-J]S:II : (232)
=]

Se o polarizador mede as polarizagdes vertical e horizontal, entdo S, = [1 1 0 01%, o que
levaaEq. (2.32) a:

1T 1
PE(JO"]‘l)mE—ZlTr[(JO_‘]1)0-1]1 : (2.33)

Usando 7r(Jy) = Tr(J1) =1, em (2.33), mostra-se que a operagido modulo e trago podem ter a
ordem de atuacdo trocada, o que nos da:

11
PE(,T)=5 =7 (7, - J)e ] 2.34)

A Eqg. (2.34) ¢ bem similar & probabilidade de erro entre duas matrizes densidade de
estados, PE(m, o), apresentada na Apéndice F, exce¢io feita apenas a presenga da matriz
sigma na Eq. (2.34). Na situacfo geral de um polarizador sem base definida, podemos

trabalhar com (2.32) de forma a obter uma equagdo mais simples. Trabalhando o somatério
da Eq. (2.32), temos:

3 3
Sl - T o ks = T’{(Jo —Jl)zsf”cﬂ} : (2.35)
i=1 =1
Do Apéndice E, temos que:
i 3 3
J, :EZS,.”’o; =Y 5o, =2J, ~s) ], (2.36)
i=0 =1

onde I ¢ a matriz identidade. Substituindo (2.36) em (2.35) e a resultante em (2.32),
obtemos:

38



1 1
PEUmL)ﬁ;”ﬂﬂK%“%lh]: @2.37)
onde s;=1 e 1r(Jo-/1)=0 foram usados na obtencio de (2.37). Embora a FPE seja uma

medida de distingdo entre J; € Jy, ela ndco é uma medida de distdncia entre J; € J;. Uma
medida de disténcia deve valer 0 quando as matrizes coeréncia s&o iguais (indistinguiveis) e
1 quando forem ortogonais (maximamente distinguiveis). Uma conhecida medida de
distincia ¢ a disténcia de Kolmogorov, X, a qual ¢ relacionada a PE por [Apéndice F}:

KU, =1-2PE( )=, - 7)1,

=2 f5.-5)-5. @3

Como pode-se observar na Eq. (2.20), a distribuicdo de probabilidade dos possiveis
resultados de uma medida € a mesma para o estado de polarizago parcial (misto), J (), e
para o quase-estado (T/{J;)<1) completamente polarizado (puro), J, (Sp). Nestas condicSes
eles sdo indistinguiveis e chamaremos o guase-estado puro S, de uma purificacio do estado
misto S. Esta purificagfo é diferente da exposta no Apéndice F, onde a purificagdo para a
matriz densidade de um estado misto também ¢ um estado. Qualquer medida de distdncia
que s6 tenha sentido fisico para estados puros, também pode ser usada em estados mistos
fazendo-se uso da purificacio. Um bom exemplo disso € a seguinte medida de disténcia:

i1, .
DmE—gSw&. (2.39)

A distancia entre os estados puros S(8) e S{(¢), usando as Egs. (2.39) e (2.4), ¢ da forma:
D= é« - %cos[z(ﬁ ~p)|=sen*(@-o) . (2.40)

A interpretacio fisica desta medida € Obvia: ela ¢ baseada na diferenca dos fngulos de
polarizagio e, por isso, € adequada a estados puros. Entretanto, se for usada em estados
mistos, ela fornecerda um resultado correto porém de dificil interpretacio fisica, caso a
mesma exista. As Egs. (2.38) e (2.39) mostram que a distancia enire dois estados mistos €,
na verdade, a distincia entre as purificagdes dos mesmos.

2.2.3 Corre¢do da Variacio da Polarizacio em um Sistema Quiantico Polarimétrico

Até o presente momento, os conceitos de probabilidade de resultados de medidas e de
distancias (distingdes) entre estados, comumente conhecidos para a matriz densidade de
estados p, foram estendidos a matriz coeréncia e vetor de Stokes. Isto foi importante porque
simularemos a evolug8o da polarizagio em um sistema quéntico de comunicagdes Opticas
através da matriz coeréncia e do vetor de Stokes. Trataremos de um sistema de
comunica¢des quanticas no qual os fotons polarizados sdo enviados do transmissor ao
receptor através de uma fibra optica. Diversos experimentos de criptografia quéntica
polarimétrica em fibras Opticas ja foram realizados [Refs. 2.7-2.10]. Ao se propagar na



fibra, a polarizag@o do foton sofre mudancas devido a variagio aleatéria da birrefringéncia
ao longo fibra; por isso, todos os experimentos polarimétricos fazem algum tipo de controle
de polarizagio, em particular, o uso de um pré-equalizador foi proposto na Referéncia 2.7.
Devido a birrefringéncia, o estado de polarizagio incidente na fibra se decompde em dois
estados ortogonais entre si, chamados estados principais de polarizagio. Como a
birrefringéncia em uma fibra normal varia aleatoriamente ao longo da fibra, usaremos um
modelo discreto no qual a fibra € dividida em trechos de birrefringéncia constante [Refs.

2.1, 2.2], Fig. 2.1. O nimero de trechos ¢ os estados principais de cada trecho devem
obedecer a um critério estatistico,

— g )8 )& Y0 ) —

Fig. 2.1 - Modelo estatistico discreto da variagdo aleatdria da
birrefringéncia ao longo da fibra optica.

Cada trecho de fibra ¢ representado por uma matriz transferéncia da forma [Refs. 2.2, 2.5,
2.6]:

T, = exp(— ol, 'H',BL;I{ COS(W;;) - Sen(Wh)eXp(iq)h):' 7 @41
—sen(y, Jexp(-i®,)  cosly,)

onde L, € o comprimento do A-ésimo trecho de fibra, « € responsavel pela perdae f¢é a

constante de propagacio linear. Abandonaremos, neste momento, o sub-indice 4 para

facilitar a nomenclatura. O dngulo i ¢ uniformemente distribuido no intervalo [0,21] € o

atraso de fase entre as componentes do campo, @, é devido a diferenca de indices de

refragdo para as duas componentes, An [Ref. 2.2]:

24,
)

) An (2.42)

onde A ¢ o comprimento de onda da luz. An provoca também um atraso temporal entre as
componentes do campo, chamado dispersdo de polarizagio [Refs. 2.1, 2.2]:

Ar= DF ‘\/Z (2.43)

D, = 1_8_9—71\/2 , (2.44)
37 ¢

onde D, € o pardmetro de dispersio de polarizagio e ¢ a velocidade da luz no vacuo.
Usando as Egs. (2.42) a (2.44), obtemos:

D= wlﬁg—ﬂim : (2.45)
g8 4
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E importante colocar ® em fungdo de Ar pois é sabido que este Gitimo segue uma
distribuicio de probabilidade Maxweliana [Ref 2.1]. Por fim, voltando a usar o sub-indice
h, a matriz transferéncia da fibra inteira ¢ dada por:

~

H[ cos(y, ) sinly, Jexp(i®@, )} 3

T, = . 7, = —al +ifL
It meeCa ST Yopi0,)  cosl,) .

frl

onde » ¢ o nimero de trechos em que a fibra foi dividida. Apés a multiplicagdo, a Eg.
(2.46) pode ser posta na forma mostrada no Apéndice E:

[ cenplic) V- explic,))
= exp(- ol +ifiL 1 ) |
7, = exp(- ol +if3 )L—\/l——_s? exp(-ig,)  eexp(-ig) o

Portanto, um estado de polarizagio incidente na fibra sera modificado segundo a matriz
transferéncia da Eq. (2.47). A varia¢do da polarizagio, causada pela Eq. (2.47), varia com o
tempo e é muito severa, devendo ser compensada para que a comunicagdo seja viavel. Para
isso propomos um equalizador Optico a ser colocado na entrada do receptor. O equalizador
¢ formado pelo conunto compensador-rotacionador-compensador cujas matrizes
transferéncias individuais e do conjunto séio [Refs. 2.4, 2.11]:

R(8)= (cos(eﬁ) - sen(gzﬁ)}

sen(p) cos(g) ) @49
c(s)=¢" 25 Clo)=|°" EE (2.49)
0 e *? 0 e *

E=C(5)R(#)XC(0) = [ cos(@)expli0,53(6 +o)]  sen(g)expli0,5(6 - o) \3

—sen(p)expl-i0,5(6 — )] cos(@)expl-i05(5+a)) &V
A matriz transferéncia do conjunto fibra-equalizador é:
T=T,E. 25D
Para que ndo haja variagdo na polariza¢do devemos ter:
T=I=CEREXC()=T;", (2.52)

ou seja, para que a polarizacio do estado incidente seja preservada ao longo do percurso do
transmissor ao receptor, a matriz transferéncia do conjunto canal-equalizador deve ser 1gual
3 matriz identidade. Substituindo as Egs. (2.47) e (2.50) na Eq. (2.52), desconsiderando os
termos de perdas e fase linear, encontramos as seguintes condi¢des a serem satisfertas:
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cos(g)=&

(2.53)
=&, —¢ 2.59)
o= _('52 -+ gl) - (255)

Portanto, para atuarmos no equalizador de forma a compensar os efeitos da fibra optica
devemos estimar os pardmetros da matriz transferéncia da fibra. Para isso, adotamos o
procedimento da Referéncia 2.1, descrito no Apéndice E. Assim, o protocolo de
comunicagdo usado no sistema devera incluir a transmissio de seqiéncias de pulsos, no
minimo trés, de intensidades normais e polarizagdes iniciais conhecidas, que serdo usados
no receptor para a estimacio da matriz transferéncia da fibra. O envio destes pulsos devera
ocorrer a cada metade do tempo que a fibra leva para mudar seu estado (mudar sua matriz
transferéncia).

Neste momento, estamos aptos a realizar simulagSes de um sistema quintico de
comunicagdes usando o formalismo classico da matriz coeréncia e vetor de Stokes. Seja o
sistema de comunicag@o binario mostrado na Fig. 2.2. O transmissor usa como codificagio
de suas mensagens, bits 0 e 1, os estados de polarizagdes lineares |6 e |@), e os envia ao
receptor com probabilidades a priori my e m, respectivamente. Ao trafegar pelo canal
quéntico, a polarizagdo sofrera perturba¢es modelada pela matriz transferéncia da fibra 75
Na entrada do receptor o estimador, usando os pulsos de intensidade normal que serfio
enviados periodicamente durante a comunicagio, configurara os pardmetros do equalizador
de forma a compensar as variagdes da polarizacio. O equalizador, por sua vez, entregara o
sinal 6ptico ao polarizador, caracterizado pelo vetor de Stokes S, =[1 1 0 0]%.

Iy :
Receptor | pojarizador
Transmissor Je Q Jr Equalizador 1H ) ~> K,
w, —>|0) = J(6) > p CORPC) “}:’ 7Yk,
_""‘> Estimador

Fig. 2.2 - Sistema de comunicagio quéntica polarimétrico com equalizador Optico.

kg e k; sdo as freqii€ncias relativas dos resultados da medi¢8o da polarizagdo feitas no
receptor. Para a simulagfio do sistema de comunicacdo, usamos estados de polarizagio
representados por vetores da forma:

g [ene)

" | sen(f)exp(i&)| (2.56)

O estado de polarizaciio horizontal, por exemplo, ¢ representado pelo vetor £ = [1 0]
Seguindo a Referéncia 2.2, cada trecho de fibra, com birrefringéncia constante, tem

comprimento de 250 m e o comprimento de onda usado € 1,3um. Os pardmetros da matriz
transferéncia de cada trecho de fibra, Eq.(2.41), aqui repetida,
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_ cos(y;,) sin(y, Jexp(i®, ) 257
B ntymontio) o)) o

sdo obtidos através das fungGes distribuigbes de probabilidades (FDP), sendo uma FDP

constante em [0,27] para a variavel aleatoria ys. Para a dispersdo de polanzagdo, Eq.
(2.43), usamos a distribuicdo [Ref 2.1]:

FDP(A7)= 3._*_1__6@(“ 5 (Af_*oé)i)

=3y - (2.59)

(2.58)

N é uma constante de normalizagio de forma a fazer a probabilidade total (integral da
Eq.(2.58)) unitaria. A Eq. (2.58) pode ser vistana Fig. 2.3.

T e
o 4]

%2 T s éAté (5)? s o 10 0 05 1 m 5 20 S
Fig. 2.3 - FDP da dispersdo de polarizagio. Fig. 2.4 - w(+) e @ (linha continua) para
uma fibra de 25 km.

A fase relativa entre as componentes do campo, ®, é obtida usando-se a Eq.(2.42), aqui
repetida:

o= % %”E At (2.60)

Vs

Na Fig. 2.4 vemos o resultado de w e ® para uma simulagio de uma fibra com 25 km. Os
bits transmitidos s3o equiprovaveis, isto é m=m=0,5. Para analisar o desempenho do
sistema, com e sem o equalizador, os estados a serem transmitidos sio [/) e |[V); neste caso,
para um canal que ndo introduza ruido, os resultados na recepgdo sdo deterministicos pois
os estados a serem transmitidos também formam a base de medicéo do polarizador, S, = [1
1 0 0]". Assim, se por exemplo, o estado |I') for enviado, deveremos obter como resultado
da medigdo, no receptor, o estado |V com 100% de certeza. Os resultados das simulagBes
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s8o expostos na Tabela 2.2, sendo # 0 tempo, em namero de bits, em que a fibra permanece
com suas caracteristicas fixas e 7, o periodo, em mimero de bits, em que o estimador tem
que atuar, ou seja, o transmissor deve enviar a seqiiéncia de pulsos de intensidade normal e
polarizagio conhecida a cada 7, (unidades de tempo).

Nimero de bits iy 1, Erre (%)
20000 200 o0 50,36
20000 200 250 25,32
20000 200 200 0,72
20000 200 130 12,32
20000 200 100 0,26

Tabela 2.2 - Resultados das simulagdes da configuragio da Fig. 2.2.

O uso do sistema com equalizador em criptografia quantica é direta. A Fig. 2.5 mostra a

configuragdo.
Alice T7
135)-0 | g Bob Polarizador
base 1 i45°> : ¢ ! Equalizador I H> >k,
50)-0 | romens T L [ )k
base 0{ o Fibra Optica * S.,
i' >—— _"“V Estimador J

Fig. 2.5 - Sistema de criptografia quintica polarimétrica
com equalizador Optico.

O funcionamento € o seguinte: Alice escolhe aleatoriamente a base e o bit, selecionando um
dos quatro estados mostrado na Fig. 2.5, e 0 envia a Bob. Se Bob escolher para sua medigio
a base 1, ele fard y = -45°; caso contrario fard y= 0°. O protocolo usado é o BB84, descrito

no Apéndice C. A Tabela 2.3 mostra os resultados das simulagdes.

Niamero de bits t f, Erro (%)
20000 200 @ 51,71
20000 260 150 11,64
20000 200 104 0,1314

Tabela 2.3 - Resultados das simulagBes da configuragio da Fig. 2.5.

Os resultados das Tabelas 2.2 e 2.3 mostram a eficiéncia do equalizador, o qual leva a
probabilidade de erro a proxima de 50%, na sua auséncia, e a menor de 0,5%, quando
1. = 0,51; sendo este Gltimo valor devido aos primeiros 200 bits, durante os quais o
equalizador ainda nfo foi inicializado.
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2.3 Grau de Pureza para Matrizes Densidade, g,

Uma luz parcialmente polarizada pode ser decomposta em uma soma incoerente de
um feixe totalmente polarizado e um feixe totalmente despolarizado, J = J,;, +J, [Apéndice
E]. De forma semelhante, vamos separar a matriz densidade, 2x2, na soma de uma matriz
correspondendo a um estado maximamente misto, p, e outra correspondendo a um estado
puro, . Iniciamos aplicando a p a mesma transformagdo usada para dividir J:

U £ (B D
p=p=p=| ATLD” ol @.61)

onde os elementos das matrizes em (2.61) sdo dados por:

1
A :..2_[1—,/1—4deti5§] (2.62)
1 1
B:E(p11 —pﬂ)+?/1w4detl5i (2.63)
C= -1-(;722 ——pn)+—;—1f’1~»4detigi (2.64)

2
D=p, , (2.65)

sendo p; os elementos de p. Para que a separa¢io (2.61) seja Unica, a condigio def(p) = 0
deve ser satisfeita. Definimos, entdo, o grau de pureza, g,, de forma semelhante ao grau de
polarizagdo, por:

g, = Tr(p,)=1-4der(p) . (2.66)

g, é uma medida de pureza do estado quéntico representado pela matriz densidade p. Esta
medida é geralmente feita pela entropia de von Neumann, S(p)= -Tr{plogp) [Apéndice F] ¢,
por isso, ¢ interessante relaciond-las. Assim, seja a matriz densidade p com autovalores 4; e
Ay. O grau de pureza, g, e os autovalores de p séo Ligados pelas relagQes:

(

+ gp) (2.67)
( ""gp) : (2.68)

/112
/12:

b | = B

Por outro lado, a entropia de von Neumann, S, é dada também por [Apéndice FJ:

§=-2logh — A, log4, . (2.69)

Trabalhando com as Eqs. (2.67)-(2.69), obtemos:



i J ; 1+ » 3; itg -
sy R it e e

Quando um estado ¢ puro temos S = 0 e g, = 1. Por outro lado, para um estado
maximamente misto, isto ¢é, todos os resultados de uma medicio tém a mesma
probabilidade de ocorrer, § = 1 [bit] (entropia maxima) e g, = 0. A Fig. 2.6 mostra a curva
referente & Eq. (2.70).

oo

:‘5 038

0.8

27
0.6

05

1.4 N o
5 \ .
a2 B
o1 \ .

[

o 22 ot gp ©e 3% +
Fig. 2.6 - Entropia x Grau de Pureza

O grau de pureza € interessante, pois troca a operagdo logaritmo de uma matriz pelo calculo
do determinante da matriz densidade. E importante salientar que, as condigdes para um
estado ser puro, 5(p) = 0 e de#(p) = 0, representam na verdade apenas uma condigio, senfio
vejamos: A entropia, dada pela Eq. (2.69), s6 se anula se A4 =1 ou 0, /=1,2, pois os
autovalores da matriz densidade sio sempre positivos e reais (Hermitiana e definida
positiva). Como 7r(p) = A1+, = 1, apenas um autovalor é unitario, sendo o outro nulo.
Agora, como def(p) = A14s, se um dos autovalores é nulo, entdo o determinante também o
é. Portanto, S(p) = 0 = def(p) =0. O contrério nem sempre ¢ verdadeiro.

A Eqg. (2.61) ndo nos serve muito pois as matrizes densidades o e o possuem trago

mferior a unidade (7r(m) + T#(m) = 1). Resolvemos este problema usando a Eq. (2.66) nas
Eqgs. (2.61)-(2.65) e reescrevendo a matriz densidade como:

/2 0 Blg, Dig, _
ﬂ‘(l-—gp(o 1/2J+gp[D*/gp C/g}, -(1~gp)pm+gppp. 2.7

Agora, vemos a matriz densidade p como uma mistura classica das matrizes p
(maximamente mista) e g, (puro), ambas com trago unitdrio, a primeira ocorrendo com

probabilidade (1-gp) e, a segunda, ocorrendo com probabilidade g,.
2.3.1 Medida de Distincia Entre Estados Quinticos Utilizando g,
Como visto na Segdo 2.2.2 e no Apéndice F, usamos as medidas de distdncia para

distinguir os estados quénticos. Nesta secio vamos analisar a variagio da distdncia de
Kolmogorov, K, com a variagio do grau de pureza dos estados em sistemas bidimensionais.
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Sejam as matrizes densidades:

— a 1/2 0 a Ba/ga ‘Da/ga - a g _a
Pa—(l‘gp({) 1/2}**8{1):/5: Ca/gﬁ—(l"“gp)ﬂm*gppp (2.72)
(1/2 0 B, /g° D,/gt
Py z(l“g;l 0 1/2}+g?’[DE//g§ ngf]“(l—g;)ﬂm +8,Pp - (2.73)
P F

A distincia de Kolmogorov é dada por [Apéndice FJ:

1 1
K(p.. )= 570, - £ )= S (el + s ) @)

onde 1 e tr sdo os autovalores da matriz I = p-p5. Trabalhando com a Eq. (2.74),
obtemos:

K - @) @79

det(T)=-0,25(¢" - g2 +g’g’c (2.76)
o=(p,p; +D,D; -B,C, -B,C,)/ 22" . @77

onde ]olf 2} ¢ a distancia de Kolmogorov, quando os estados p; e o, sdo puros. Como Ky =
1 (distincia entre dois estados puros ortogonais), Gma = 1. Pelas Eqs. (2.75)-(2.77), temos
que, a distincia entre um estado puro (g; =1), qualquer que seja ele, e um estado
maximamente misto {g; = 0) ¢ sempre X = 0,5; bem como a distincia entre um estado
misto qualquer (0<g; <1) e um maximamente misto (g; =0), ¢ sempre X < 0,5

Escrevemos, agora, as matrizes densidades como sendo da forma:

/2 0 cos’(¢)  cos(@)sen(8)
== a + a
Pa ( & { 0 1/2} & (cos(ﬁ)sen(@) sen’(6) 2.78)
o =li-g" f/ 2.0 } Lo cos’(p)  coslp)sen(p)
’ L0 12) TFlcos(p)sen{p)  sen’(p) @79
Com isto, obtemos para a distancia de Kolmogorov, a seguinte equacio:
K= \/O,ZS(gf, -g; )2 + gig; sen’(p—6) . (2.80)

Podemos, entdo, parametrizar a matriz densidade pelo par (gp,¢) e, assim, representar
qualquer estado, com matriz densidade da forma (2.78), por um ponto de coordenadas (raio
= g,, angulo = ¢), dentro de um circulo de raio unitario, Fig. 2.7.
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Fig. 2.7 - Representacio de pna Fig. 2.8 - Representacdo geométrica
circunferéncia de raio unitario. da distancia entre os estados p, e oy

No centro da circunferéncia se localiza o estado maximamente misto e na fronteira os
estados puros. No interior do circulo, com exce¢iio do centro, estio os estados mistos.
Podemos, basecado na Fig. 2.7, dar uma interpretagio geométrica a distincia de
Kolmogorov:

K =,J025d" +gighas® (2.81)

onde d € a distincia entre os pontos que representam p, € g no circulo, caso eles fossem
colineares (€ = @), e 5 ¢ a area do tridngulo na Fig. 2.8. Se tivéssemos usado uma
exponencial complexa nos elementos fora da diagonal das segundas matrizes no lado
direito das Eqs. (2.78 )} e (2.79), o circulo da Fig. 2.7 se transformaria numa esfera.

A seguir, usando as matrizes densidades das Eqs. (2.78) e (2.79), mostramos, nas
Figs. 2.9-2.17, as curvas da variaglo de K(p,, ) quando as matrizes densidades vao de
estados puros a maximamente mistos. Os dados das simulacdes sfo expostos na Tabela 2.4.

SIM| & @ g; g; K os

1 0-1] 0 g =0

2 0 | o [oa]1 o

3 0.1 | 0-1 ol

4 T O"} 0 6.25

5 0 /2 0-11 1 0z}

6 0-110-1 st

7T |z 3 0-1] 0 e

EpApetirs

9 0-110-1 % 0.2 G g; 85 o5 1

: a b _
Tabela 2.4 - Dados para as simulagdes das Fig. 2.9- K(gp 8y T O)'(SIM*I)

distincias de Kolmogorov.
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Fig. 2.16 - K{g2, g% =1) (SIM-8) Fig. 2.17 - K(g°,g°).(SIM-9)

2.3.2 Canal Ruidoso e Informacio Mitua Utilizando g,

A informac@io, em comunicagles quinticas, é transmitida na coeréncia e/ou no
entrelacamento (correlagio) de estados quénticos e, portanto, um bom canal quéntico deve
preservar estas caracteristicas. Um canal raidoso provoca a descoeréncia e a descorrelagio
dos estados quénticos, em maior ou menor grau segundo a quantidade ruido presente,
transformando o canal quintico em um canal classico. O processo de descoeréncia
transforma um estado puro em um misto. Analisemos, agora, um sistema de comunicagio
quéntica com canal ruidoso. Seja uma fonte de estados puros transmitindo os estados ja)
com probabilidade p;. Apos passar pelo canal ruidoso, o estado |@) se transforma em um
dos estados do conjunto {l 5})}51 com probabilidades {p! }j" > respectivamente [Ref. 2.12]

Equivalentemente, podemos dizer que o estado puro |&;) evoluiu para o estado misto:
p =2 P BB = -8 e, +gip = (=g} Jo. 21 l@. )@, | )
7=l

O estado puro |D;) € ortonormalizado. Para encontrarmos o valor de g7, a partir dos p’,

calculamos {®, | p,|®, ) em ambos os lados de (2.82), obtendo:

(@, lﬂ){z -1, (2.83)

N )
g, =22.p;
F=i

Se |®) {lﬁj)}"l aEq. (2.83) se resume a;

g =2pi-1, (2.84)

na qual foi suposto}@) = } ﬁ;) Nas Egs. (2.82)~(2.84) o processo de ruido € suposto nio
provocar o aparecimento de varidveis complexas. Para identificar o estado enviado, o



receptor deverd realizar uma medida no mesmo. Suponhamos que, para isso, ele se utilize

y - - M - . ~ . .
do operador 4 cujos autoestados sio §5k>k=1. Entdo, a informacfo (classica) mutua, que

mede o grau de certeza que temos nos resultados das medicdes, é [Apéndice F].
1=H{p)-H(p|s) (2.85)
pi M
H(p)= _Z ple, | plog,lp(e, | p)]= _Z (5} |P[ 3:;}105-52 (<8k !Pi &y )) : (2.36)
k=1

k=l

onde H € a entropia classica. Para p= mp. + mpg,, 0 segundo termo da Eq. (2.85) é dado
por [Apéndice F:

H(p|g)=m,H(p,)+ mHp,). 287

Para o canal ruidoso descrito, a informagio mutua para cada simbolo é encontrada
substituindo a Eq. (2.82) em (2.85)-(2.87):

k=1 2 “E 2
i - 2 q 2)
+gp21<gkl®f>l log, («S'kJ(D,-)r . (2.88)
k=1
A informagio mitua média é:
N
- é ol (2.89)

A maxima quantidade de informacdo classica que se pode obter de um estado quéntico,
através de uma medicdo, € limitada pelo teorema de Kholevo [Apéndice F:

1< S[Zirfpzj—Zﬂ’,-S(pf) : 2. 90)

Substituindo as Egs. (2.70) e (2.82) em (2.90), obtemos o limite superior de Kholevo em
funcdo do grau de pureza, para cada simbolo:

: \irgh) \i-gi))
1 1 .
[ < ”%10& ( +gp) éf gp) %‘(3—8;}- (2. 91)
J

Como ilustragdo, consideremos o sistema de comunicagdo quéntica da Fig. 2.18.



0) = p, =05 Ly Canal >
|7/2) > p, =05 Quéntico
Fonte de
Transmissfo

p. =i-22)p, +2:10)0)
p, =(1-g%)p, + 28| 7/2)x/2!

|0)
\7/2)

Estados na salda do canal

Fig. 2.18 - Sistema de comunicagio quéntica binario.

Medidor

Na Fig. 2.18, o transmissor envia os estados |0) e |#/2), com probabilidades p, = ps = 0,5,
respectivamente. Ao passarem pelo canal, [0) e |7/2) se transformam nos estados mistos p, e
Pr, respectivamente. Os estados mistos na saida do canal s3o entregues a um medidor cujo

operador, que o representa, tem como autoestados |0) e |#/2). Aplicando estes dados na Eq.
(2.88), encontramos para a informag&o mitua de cada simbolo:

1 g st g;)(l—g;)"

~(-¢;)

(2. 92)

2. 93)

(2. 94)

Nas Egs. (2.92)-(2.94) temos as informagdes mutuas dependendo apenas dos graus de
pureza. Comparando as Eqgs. (2.92) e (2.93) com a Eq. (2.91), vemos que o limite superior
de Kholevo para a informagdo mitua € alcangado, implicando que a base de medicio
escolhida pelo receptor ¢ 6tima. A Fig. 2.19, a seguir, apresenta a variagio da informacio
mutua (1gual ao limite superior de Kholevo) com o grau de pureza, enquanto que a Fig.

2.20 mostra a mformagdo mitua média, Eq. (2.94), do sistema da Fig. 2.18.

I g 0
T
0.3 - .
/ A
0.25 / *,
p N
0.2 7 i
/ 5
£ Y
018 g Y
\
/ |
01 5
/ i
/! '
poal / 5
/f 1
D / L L L E
o 0.2 04 o% 08 a8 1
£p

Fig. 2.19 - Variagfo da Informacgio mitua

com o grau de pureza, /, (g;)

Fig. 2.20 - Variagfo da Informagio mutua

com os graus de pureza, [ (g; gf;)
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O conceito de fidelidade mede a qualidade do canal para transmitir os estados
quinticos. Seja uma fonte transmitindo os estados quénticos puros |&) com probabilidades
p.. Além disso, cada estado puro |{f)), ao se propagar pelo canal, evolui para o estado misto
. Entdo, a fidelidade é dada por [Apéndice F].

F=3p010l0) 299

Para o sistema da Fig. 2.18, temos:

F=20lp.|0)+5(x/2lp.l/2) = 299)

F =i g3X0lonl0) £3(015210)+ (- Ka2lon 2+ 3 /23] = @7

a b
ol 8T8 (2.98)
2 4

pois (0/p,|0)={7/2|p,|7/2)=05 e (0|p2l0y = (m/2|ph]7/2)=1, sendo esta UGltima
igualdade devida & escolha apropriada das partes puras de p, e oy na Fig. 2.18. O valor
méximo da fidelidade ¢ 1(g) = gf; =1, portanto sem distor¢do) e o mimmo 0,5

a _ b _
(g,=8,=0)
Como visto, um estado puro, ao ser enviado pelo canal, sofre descoeréncia e se torna

misto. Podemos pensar em colocar um dispositivo, representado pelo operador U, na saida
do canal, de forma-a fazer com que o estado misto na saida se aproxime ao miximo do
estado inicial. Suponhamos que, ao enviar o estado puro p pelo canal este evolua para o
estado misto g, € este, por sua vez, ao passar pelo dispositivo corretor, evolua para o estado

. Queremos que operador U seja tal que a condigdo K (p, , pf) <K (p ps) seja satisfeita.

A agdo do operador U, no estado misto o, é dada por:
py =Up0" =, 00,0 + 000" = (-} Jo. + £;0p}0" . 29)

Portanto, a agdo do dispositivo corretor nfo altera o grau de pureza do estado quéntico,
mas altera a parte pura do mesmo. Se os estados considerados sdo do tipo mostrado nas
Egs. (2.78) e (2.79), entdo a aglo de U deve ser no sentido de aproximar os ingulos das
partes puras. Para o sistema da Fig. 2.18 nada mais pode ser feito, pois os estados puros
iniciais e os mistos finais j& tém os mesmos angulos, situagio em que a maxima informagio
acessivel também ja é alcancada, Fig 2.19.

2.4 Consideracoes Sobre Estados Quinticos Entrelacados

Estados quénticos entrelagados (correlagdo quéntica) [Apé€ndice A} sdo usados em
criptografia quintica [Apéndice C] e teleportagio de qubits [Apéndice F], bem como
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modelam o processo de medi¢Bo de um observavel [Apéndice F]. Por isso, ha grande
interesse na compreenséo destes estados. Um processo de medi¢do ¢ mostrado na Fig. 2.21.
Nela, p; € o estado quintico a ser medido, o ¢ o estado inicial do aparelho de medida, o5 é
o estado final para o qual p, evoluiu e p. o estado final do aparelho de medida.

Tre(pbe)

A > Lb
a®0)-U-p, | 0,
> | Fe

P :

o>

Fig. 2.21 - Processo de medigio.

Uéo operador umtario que representa a medi¢Zo. A aplicagio de U no estado produto
(0.®0) gera um estado entrelacado ps.. Cada parte individual do estado entrelacado é
obtido atraves do trago parcial em relagdo a outra parte, ou seja, os graus quinticos de
liberdade da outra parte sdo desconsiderados. Portanto, os estados finais, apds a medigio,
sdo dados por [Apéndice F}:

p, =Tr,[0(p, ®0)" |
p, = Trb[ﬁ(pa ®J)(}*].

Da Fig. 2.21 temos que, p; € 0 estado na saida do processo em que g, € a entrada. Por isso,
quanto mais proximo p, estiver de p,, menor o grau de distarbio que o operador 7 causou.
Entretanto, guando isso acontece, p. e ¢ também s30 préoximos e, portanto, pouca
informa¢do € ganha no processo. O contrario também é verdade, quanto maior a distincia
entre o, € o-maior a quantidade de informac¢io ganha e maior, também, o distarbio causado
por U. O resultado da medigdo é obtido fazendo-se uma medida de von Neumman em p..
Como p. e pp slo entrelacados, o resultado arbitrério |¢.), de uma medida em p,, implica

univocamente que o, = @)} ¢/, onde |¢y) € o estado conjugado a |¢.). Uma forma geral do
operador U/, com elementos reais, €:

(2.100)

(2.101)

cos(Q)cos(¥) - cos(Q)sen(¥) - sen{Q)cos(¥)  sen(Q)sen(¥)
cos(Q)sen(¥) cos(Q)cos(¥) —sen(Q)sen(¥) - sen(Q2)cos(¥)
sen{Q)sen(¥) sen(Q)cos(¥)  cos(Q)sen(®)  cos(Q)cos(¥)
sen(Q)cos(¥) - sen((2) sen(¥) cos(Q)cos(¥) - cos(Q)sen(‘P)_]

U(Q,¥)= (2102

Para uma medi¢do padrio de von Neumman temos Q = ¥ = 0 [Ref. 2.13]. A Tabela 2.5
apresenta os resultados de uma medi¢io de von Neumman com o esquema da Fig. 2.21.
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Nela, percebemos que os estados finais sdo diretamente correlacionados, ou seja, medigBes
em p. € o Tesultam ambas no mesmo estado.

o Da b Do Evolucéo

ool fioKol 1 g) K 2) 040y o))

0Y0] | |=/2)(/2] ’ (1)] ’ ‘H 17/20) Six/2)/2)

0){0] | |/4)m/4] 1{)2 1;)2) 1{)2 1;)2} 124 0) 27 (0)]0) +|/2) /2)

Tabela 2.5 - Medi¢do de von Neumman.

Se o estado inicial do aparelho de medi¢io for o = |#/2){(#/2|, os estados finais sdo
anticorrelacionados, ou seja, medidas em p. e p» resultam em estados ortogonais:

(e]0)+ B}7/2)) fﬂ/2>i“!0>|ﬁ/2>+ﬁiff/2>10> : (2.103)

Em uma situagio mais geral, vamos analisar o comportamento da configuragdo mostrada na
Fig. 2.21, quando os estados iniciais s30 mistos:

P, ®0 = P00 © P, )+ Pl © 07 )+ il © 2, )P0} © 7). (2.104)

ondepy, =(1-22)-27). poy=0-g2)es, po=(-27)e; . pn=gig]. Usando as
formas dadas nas Egs. (2.78) e (2.79), com p, (g; ,9)6 J(g;, q:r), temos:

o ®p, = 1 (2.105)
f cos’(g)  cos(p)sen(p) 0 0 w
B I R TN IO B
0 cos*(p) cos(p)sen(e) @
0 cos(qo)sen(qa) sen’ ((9)
cos’ (49) 0 cos(#)sen(p) 0 |
cos*(6) 0 cos{@)sen(6)
P, ®p, =12 o (9)sen( 5) 0 son(0) 0 (2.107
L cos(@)sen(6) 0 sen’(9)



) (@)  Orleklp)  )E) (@) O)E)leklo)
i@ pr = CEKesle)  FO)se)  cB)sOklo)slp)  B)O)s% (o)
r ’Lc(ﬁ)s(é’)cz(ca) c@soklosle) @k le)  sHEklo)slo) | PP
c@sOkleksle) c@s)’0) s*Eklekle) 7Ok ()

onde / ¢ a matriz identidade (4x4), ¢ € a simplificagio de cosseno e s a de seno. As matrizes
densidades dos sistemas individuais sio obtidas por:

Oy = P17, ([J:Om ®Pm(}+)+ Polr, (ﬁpm ®PpU+)

+ Pl (ffpp ®p,U" )+ pHTre([j’p; ® p;(j+) (2.109)
P. = Pulh ([}Pm & Pm(:” )+ Polr, (ijm e ppU*)
+ Dyodt (f]pp ®me ) pnTrb(UpD R PpU ) (2.110)

Neste momento, para simplificacio, optamos por um operador {J com = 0:

cos(¥) -sen(¥) 0 0
()= (sen(‘i’) cos(¥) 0 0 (2.111)
0 sen(¥) cos(¥)
L 0 0 cos(¥) -sen(¥)
Substituindo as Eqs. (2.105)-(2.108) e (2.111) em (2.109) e (2.110) obtemos:
B . a( cos’ (9) g;f sen[Z(gp + ‘P)] cos(@)sen(ﬁ)
p.=li-gz)o. + 2 g7 sen[2(p+ ¥)Jcos(6)sen(6) sen’(0) }
(2.112)
_ " {1 +g° , cos(29)co S[Z(gp -+ ‘F)]}/ sen[2(¢;o + ‘P)]/z
Pe = (1 —&p )P F&p ( sen[2(¢;0 + ‘P)]/Z {1 - £, cos(Z@)cos[Z(gp + ‘P)]} 2) '
{2.113)

Na equagio de g podemos perceber claramente a influéncia do processo de medigio em
P.. Trabalhando com as Eqs. (2.112) e (2.113), encontramos os graus de pureza de gy € o

—gﬂh 1- (g2 sen[a(p+¥)]jsen’ (26) @114

— g7 1- { (ZQ)Jcos [2(0+%)]

(2.115)

Como podemos observar na Eq. (2.114), gi < g, Ou seja, O processo aumenta a entropia

(incerteza) do sistema. Agora, € importante verificarmos a intensidade da correlagio entre
os estados finais, o e o, através de uma medicdo de entrelagamento. As medicBes de

36



entrelacamento sdo complexas e, em alguns casos, ndo ha uma forma definida de calculé-
las [Refs. 2.14, 2.15]. Por isso, optamos pelo uso do indice de correlagido /. como medida. E
importante frisar que este indice nfo distingue a correlagio quintica da correlagio classica.
Ele ¢ dado por [Apéndice F, Refs. 2.16, 2.17]:

Ic‘ = Sb +Se w.S'be 2 (2116}

onde S; e S, sdo as entropias de von Neumman das partes individuais e S3. € a entropia do
estado conjunto. O valor minimo do indice de correlagdo € /. = 0 e acontece quando os
estados individuais ndo sdo entrelagados. Por outro lado, o valor maximo do indice de
correlagio € I. = 25; e acontece quando o estado conjunto entrelagado € um estado puro, S
= (). Nesta situagio S; = S.. Temos ainda que, quando os estado finais o, € o sdo puros, S =
S. = 0, e o indice de correlagio se anula devido a desigualdade de Araki e Lieb:

|Sb —Se] <8, <8, +8, [Apéndice F, Refs. 2.16, 2.17]. A Fig. 2.22 mostra a variagdo do
indice de correlagdo de o, com os graus de pureza dos estados iniciais P g;.0=7/2) e
o( g9 ,¢=0), usando o operador U(¥=/2).
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Fig. 2.22 - I, Xg;

E interessante observar que, para os valores usados, s6 ha correlagdo enquanto o, e o forem
estados mistos. Até o presente momento temos visto o esquema da Fig. 2.21 apenas como
um processo de medigdo. Consideremos, agora, a Fig. 2.21 como parte de um sistema de
comunicagdes quinticas usando estados entrelagados. Cada parte individual do sistema €
enviada a um usuario diferente através de um canal. Suponhamos, inicialmente, que os
canais sejam sem ruido e representados pelos operadores unitarios Uh e U, AFig 223
mostra a configuracgio.

P | A 1|2 = U =) el

U pbe pr
o :> E:> - be
pe :> []2 E:> pf

e

-Fig. 2.23 - Transmiss&o de estados entrelagados.



Da Fig. 2.23 vemos que cada parte individual evolui segundo o operador que representa o
seu canal:

=U,p,U; 2.117)
pl=U,p,U; , (2.118)

enquanto que o estado conjunto evolui segundo a equagio:

ij; = (ﬁl ¥z Z}2 )pbe (ﬁl ® (jz )+

(2.119)
Usando (2.119) temos também que:
STy f)
P e\ be (2.120)
pl =T, zf;)- @2.121)

Como os canais foram representados por operadores unitarios, o grau de pureza, e portanto
também a entrosia ndo se alteram. Logo, o indice de correlagio também permanece

constante [ I.{p,.). Por outro lado, se os canais 1 e 2 sdo ruidosos, podemos

representa-los por uma mistura de operadores unitarios, {U;p;} para o canal 1 e (U g
para o canal 2, onde p; e g; s&0 as probabilidades associadas a U/, e Uk, respectivamente.
Com isto, o estado conjunto final passa a ser dado por:

pbfe = Zzpz‘qj'(ﬁai ®02j )pbe ((}1;' ®l}2j)+ . (2.122)
i

Desta forma, se as partes individuais de um estado entrelacado inicialmente puro, sio

enviadas através de canais ruidosos, o estado entrelagado puro evolui para um estado
entrelacado misto, Fig. 2.24.

E E:> Nl l_.‘_‘_>
P Y >
R |= N, |=

A

B

Fig. 2.24 - Transmisséo de um estado entrelagado por
um canal raidoso. y (puro) — J (misto).

Na Fig. 2.24, uma fonte (EPR) gera um par de fétons entrelagados num estado puro y e
envia um foton do par para Alice (A) e o outro para Bob (B), através dos canais ruidosos N,
e No. O estado entrelagado que Alice e Bob compartithardo é o estado misto 7. O
entendimento de um estado misto entrelacado é realmente complicado. Entretanto, antes de
comentarmos um pouco mais sobre estados mistos entrelacados, vejamos uma outra medida
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de entrelacamento, chamada emfrelacamento E. Assim, se o estado entrelagado

compreendendo os subsistemas o, e o, € puro, entdo uma medida do entrelagamento ¢
[Refs. 2.14, 2.15]:

E(y)=S(p.)=S(p,) .. (2.122)

ou seja, o entrelagamento € igual a entropia dos sistemas individuais. Agora, um estado
misto /¢ considerado entrelagcado ou nfo-local se ele ndo pode ser escrito como uma
mistura de produto de estados [Ref. 2.14]:

Tini(p; ®p.). (2.123)

Além disso, um estado entrelagado misto € uma mistura de estados entrelagados puros, ¥
[Ref 2.14]:

I= Zpi}/i : (2.124)

Uma medida do entrelacamento de um estado entrelagado misto 7, chamada
entrelacamento de formacdo, ¢ dada pelo menor entrelagamento médio de todas as
possiveis expansdes da forma (2.124) que resultem no mesmo / [Refs. 2.14, 2.15]:

E[D)= min{z PE@, %’Z Py = F} : 2.125)

Apresentaremos, agora, uma medida de entrelagamento mais direta. Suponhamos,
inicialmente, que as partes individuais do estado conjunto puro ¥ pertencente a0 espaco
H,®Hg, sejam dadas pela matrizes densidades p. ¢ p». Entdo, se € um estado entrelagado,
temos necessariamente que: 1)y = p, ® p,, 2) p, = Tr,(y) e p, =Tr,(¥). E facil verificar
que qualquer estado da forma:

y=p. @ p, + R (2.126)
com a matriz R (4x4) dada por:

(k g p vy
g —k w -p
p z -k —gq (2.127)
x -p -q k

R=

obedece as condicdes 1 e 2. Os valores dos elementos de R s@o determinados pelo processo
fisico que gera o entrelacamento. Se supusermos que o estado entrelagado y resulta da
aplicagdo do operador I/ no estado conjunto néo entretagado (p® o), temos:
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R=U(p@ ol ~(p,®p,)=U(p@c) - Th[0(p@ o @1 [0(p® o)X ] @128)

Observando a Eq. (2.126) vemos que uma medida de entrelagamento deve depender apenas
de R. Em particular, quando R = [0] o entrelacamento deve ser nulo. Tomamos entdo, como
medida de entrelagamento, a disténcia de Kolmogorov entre o estado entrelagado e o estado
produto das matrizes densidades individuais:

E,=K(y.p,®p,)= %Tr@y - p.®p,|)= %TFQR]) . 2.129)

Em outras palavras, £z ¢ uma medida de distdncia entre o estado entrelagado, ¥, e o estado

ndo entrelagado, (p8p), os quais geram as mesmas matrizes densidades individuais, p, €
2 . Agora, se 0 estado entrelagado, I', é misto, temos:

r=%pv =ij(pi; ®pi+R)

(2.130)

e a medida de entrelacamento fica da forma:

1
E, ==Tr
10

A medida de entrelagamento £, dada na Eq. (2.122), usa as matrizes individuais, enquanto
que a medida da Eq. (2.129) usa a matriz do estado conjunto. Para ilustrar a medida de
entrelagamento proposta, aplicamos o operador U(¥), Eq. (2.111), com ¥ variando no
intervalo [-7, 7], ao estado conjunto nio entrelagado Ip(g;’ =10 =n/ 4)@ d(g; =Le= O)}
e medimos o entrelagamento dos estados na saida usando as Eqs. (2.122) (entropia) e
(2.129) (distancia de Kolmogorov). Substituindo os valores dos pardmetros adotados nas
Egs. (2.114) e (2.115), encontramos que os graus de pureza dos estados na saida, p, € o,
sdo dados por g5 =g} = sen{2¥). Sendo estes ultimos iguais, temos também que S, =5

e, portanto, o estado final entrelagado € puro, o que justifica o uso da Eq. (2.122). O
resultado pode ser visto na Fig. 2.25.

Z p.R ] < Zé_ pTr(R|)= Z p.EL

2131
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Fig. 2.25 - Medida de entrelagcamento com §, e £y para estados puros.
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Na Fig. 2.25 vemos que, como medida de entrelacamento, a medida de distincia €
equivalente 4 medida usando a entropia das partes individuais. As duas possuem 0 mesmo

comportamento ¢ alcangam seus valores de pico e de minimo para os mesmos valores de Y.
Agora, suponhamos que os estados inicias sejam p(g P =0750= 7:/4)@ G(g; =Lp= G).

Com estes valores os graus de pureza dos estados na saida sdo g, =0,75sen(2¥) e

g, = seﬂ(Z‘I’); portanto, o estado entrelagado final é um estado misto. Por 1550, usaremos o

indice de correlagdo I, Eq. (2.116), como referéncia. A Fig. 2.26 mostra as forma de /. e Er
guando ¥ varia no intervalo [-7, 7).
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Fig. 2.26 - Medida de entrelacamento usando /. e
Er, para estados mistos.

Na Fig. 2.26 podemos observar que o indice de correlagio e a medida de entrelagamento
usando distdncia de Kolmogorov sdo equivalentes, pois possuem a mesma forma e crescem
e decrescem simultaneamente. Comparando, ainda, as Figs. 2.25 e 2.26 vemos que Lg
aplica-se indistintamente a estados puros e mistos. E importante frisar que a medida Ep ¢
baseada em conceitos simples e por isso sofre de algumas deficiéncias que a torna de uso
limitado.




CONCLUSOES DO CAPITULO IT

Neste capitulo, enfatizamos as ja conhecidas semelhancas entre as matrizes densidade
de estados, p, e coeréncia, J. Iniciamos aplicando os conceitos de probabilidade dos
resultados de medigbes e distingdo entre matrizes densidades, probabilidade de erro e
distdncia de Kolmogorov, as matrizes coeréncias. Com estas semelhangas pudemos tratar
um sistema quéantico de comunicagdo polarimétrico, através do uso das matrizes
transferéncia, coeréncia e pardmetros de Stokes. Assim, com argumentos puramente
classicos, propusemos o uso de um equalizador Optico, tendo como estrutura fisica a
seqiéncia compensador-rotacionador-compensador, C(HR(FHC(0), e o algoritmo de
equalizagdo, o qual se utiliza de uma estimativa do comportamento do canal para dar
valores corretos as variaveis do equalizador, de forma a tentar recuperar a polarizagio

- original em sistemas quanticos polarimétricos a fibra. E importante frisarmos que o
equalizador corrige uma fonte de ruido classica que € a variagdo da polarizagio devido a
propagagdo na fibra éptica. Analisamos o comportamento do equalizador através de
simulagdes numéricas, tendo sido adotado um modelo estatistico para as varidveis que
modelam o canal (fibra). Dois pontos importantes para o sucesso da equalizagio do canal
sdo: 1) As variaveis que modelam o canal s30 supostas variarem lentamente de tal forma
que, durante um determinado intervalo de tempo, o canal ¢ invariante constante. 2) O
intervalo de tempo entre duas estimativas sucessivas do canal, 7, deve ser casado com o
periodo de varia¢do do canal, # No caso 6timo temos £, = 0,54 Em particular, notamos, nas
simulagSes, que a probabilidade de erro cai de aproximadamente 50 %, na auséncia do
equalizador, para proximo de 0,15 % no caso 6timo.

Dando seqiiéncia as semelhancas entre p e J, dividimos a matriz densidade na soma
de duas outras, uma correspondendo a um estado puro e a outra a um estado maximamente
misto. Definimos, entdo, o grau de pureza, g, semelhante ao grau de polarizacio, que mede
o quanto um estado € puro. Verificamos que o grau de pureza é relacionado 4 entropia do
estado. Com isto, pusemos a informac¢fio mutua, a fidelidade ¢ a distincia de Kolmogorov
como funcbes do grau de pureza. Em particular, demos uma visdo geométrica da distincia
de Kolmogorov entre os estados quénticos, no espago bidimensional, que nio possuem
valores complexos nas componentes fora diagonal principal de p.

Por fim, demos uma rapida passagem pelos estados quinticos entrelacados.
Descrevemos a obtengio de estados entrelagados a partir da aplicagdo de um operador
unitario a um estado conjunto nHo-entrelagado e, também, algumas medidas de
entrelagamento para estados entrelacados puros e mistos. Mostramos, através de uma
simulagfo, a variagdo do indice de correlagio de um estado entrelacado com os graus de
pureza dos estados miciais que o gera. Finalmente, propusemos a distancia de Kolmogorov
entre um estado entrelagado e o estado nio-entrelacado que fornecem as mesmas matrizes
densidades parciais, como uma medida de entrelacamento, Ep Verificamos que, nas
condigdes especificadas, £r € equivalente ao indice de correlagdo, /., € ao entrelagamento
medido pela entropia de um dos sistemas parciais, quando o estado entrelagado € puro, E.
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CAPITULO III

DISPOSITIVOS OPTICOS NAO-LINEARES EM
SISTEMAS DE COMUNICACOES QUANTICAS

3.1 Introducao

Neste capitulo consideraremos o comportamento nfo-linear na propagagio de
pulsos de alta intensidade em fibras opticas, segundo as aplicagBes de interesse desta tese.
O comportamento nao-linear ¢ devido & variagdo do indice de refracio da fibra com a
intensidade do pulso, o chamado efeito Kerr. Em particular, apresentaremos, de forma
sucinta, uma vez que ha vasta bibliografia sobre efeitos ndo-lineares em fibras [Refs. 3.1,
3.2], o ressonador ndo-linear a fibra, RNL, o acoplador nfo-linear a fibra, ANL, e efeitos de
birrefringéncia na propagagdo. ApOs a caracterizaciio numérica dos dispositivos n#o-
lineares, apresentaremos a utilizacdo dos mesmos como parte integrante de um sistema de
comunicagdes quénticas,

3.2 Ressonador Nio-linear a Fibra - RNL

O RNL ¢ mostrado na Fig. 3.1. Ele é basicamente um sistema no-linear (fibra com
efeito Kerr) realimentado (via acoplador) e, portanto, apresenta toda a rica dinimica
caracteristica desta configuragio, como a duplicagio de periodos e caos [Refs. 3.3 - 3.6],
segundo a variagio de um pardmetro do sistema que, em geral, pela facilidade de atuagio, é
a intensidade dos pulsos incidentes no RNL.

‘/-\'1 f k’?’
J \J[\\ Eon £

%

Fig. 3.1 - Ressonador néo-linear a fibra, RNL.

A fibra do ressonador, de comprimento L, ¢ monomodo e do tipo que preserva a
polarizagdo. A luz incidente do laser € suposta ser linearmente polarizada. O acoplador ¢
considerado pontual (sem dimensSes fisicas), k¥ é o coeficiente de acoplamento e ¥
representa a perda intrinseca do acoplador, ambos referentes a intensidade. A evolugido da
envoltoria do campo no ressonador, em regime estacionario, € dada por [Refs. 3.3, 3.4}



E,(n,2)= (1= )| (1~ £): B, (n,0)+ ik E, (1) exp( L) G.1)

. -
E (n6)=(1- /)é E, (n1)+ (- k) E (n,t)exp(ipL) (3.2)

E, (n1)=GlE, (nh—~ Lt)], 3.3)

onde n ¢ o nimero da volta no ressonador. O operador G, na Eq. (3.3), é obtido via
mntegracdo da equagdo ndo-linear de Schrondiger, ENLS [Refs. 3.1, 3.2]:

E ] 52 8
Sy lﬂajEﬂiRiEle-%E'
T

+
éz R R (G-4)

onde 7 € o tempo normalizado, dado por 7=7- £z [Ref 3.1] e o coeficiente de nio-
linearidade, R, ¢ dado por [Ref 3.1]:

nak, [ 1 y) dedy
R=— == 3.5

onde 1, € o coeficiente ndo-linear do indice de refragdo [Ref 3.1], 4 ¢ a constante de
propagacdo no vacuo € f{x,y) € a distribuicfo transversal (modo) do campo na fibra. 4 é o
inverso da velocidade de grupo V., f é a dispersdo da velocidade de grupo, o ¢ o
coeficiente de atenuacdo da fibra, £ € a constante de propaga¢io do modo na fibra e,
portanto, AL ¢ o deslocamento linear de fase devido & propagacdo na fibra. Para as
simulagdes, o RNL € alimentado por um trem de pulsos, de periodo 4,, da forma secante
hiperbdlica. Assumimos que existe um perfeito sincronismo entre o tempo de uma volta no
RNL, #, = V,/L, e o periodo dos pulsos, isto €, o comprimento da fibra & tal que permite a
perfeita sobreposigdo temporal do préximo pulso incidente no ressonador com o precedente
dele e, portanto, # = £,. Os pulsos de entrada no RNL s#o dados por:

E . =N iﬁ% sech(—i\

Vrr T 39
L
L 16574544 3.7

sendo 7o a largura do pulso e NV um namero real que controla a intensidade do pulso. Para
analisar o comportamento do RNL usamos, como variavel de observagdo, a energia dos
pulsos na saida do mesmo:
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E, (n7) dr . (3.8)

S()= ;

o0

As Figs. 3.1 - 3.5, a seguir, apresentam os resultados das simulagdes cujos pardmetros sio
apresentados na Tabela 3.1.
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Fig. 3.1 - Energia dos pulsos na saida Fig. 3.2 - Plao de fase: S x Sa
do RNL. (SIM-1) s
Snsw | Sn 140
120
250+
100
290+
Bk
150 -
80 |
; 40 .
N e e 0
P |
G 20 an &0 - _
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Fig. 3.3 - Diagrama de bifurcagéo. (SIM-2) N g P
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[Ed%
) SIM N AL [rad]
1 1,5 (0,9+15.105x
2 1[0,25,25] (1,54+10%x
% 3 1,75 (0,9+15.10")x
A=1,55um, = -20,4 ps*/km, 5= 0,1
ol ps3/km, =03 dB/km, R=173 Wikm
T To=2ps, k=0,95e y=0,05
-15 =10

Fig. 3.5 - Pulsos na saida do RNL. Tabela 3.1 - Valox:es dos Parametros do
(SIM-3) RNL usados nas simulacgdes.
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Na Fig. 3.1 vemos que a energia dos pulsos na saida do RNL varia de forma aperi¢dica
(pelo ao menos nas voltas apresentadas) indicando que o RNL estd operando em regime
caotico. Na Fig. 3.2, usando os dados mostrados na Fig. 3.1, tragamos ¢ plano de fase do
sistema ¢ nele podemos observar um desenho que lembra um atrator estranho. Apesar de
ndo termos usado métodos matemdticos rigorosos, como calculo dos expoentes de
Lyapunov e da informacéo de Kolmogorov [Ref. 3.7}, para afirmar que a energia na saida
do RNL esta realmente variando caoticamente, as Figs. 3.1 e 3.2 deixam poucas duvidas
sobre isso. Na Fig. 3.3 vemos um diagrama de bifurcagiio mostrando a duplicagio de
periodos, antes de se chegar ao regime cadtico, 4 medida que o pardmetro N cresce. A Fig,
3.4 mostra novamente, a variagdo cadtica, em 250 voltas, da energia dos pulsos na saida do
RNL usando um menor comprimento de fibra e maior intensidade de entrada que os usados
na SIM-1. Na Fig. 3.5 temos que, apesar da variagdo de energia apresentada na Fig 3.4, a
forma dos pulsos nas saida do RNL n#o sofre mudangas fortes ou drasticas.

3.2.1 - Controle e Sincronizacio de RNLs

Tradicionalmente, o comportamento caltico, em engenharia, € visto como um
problema a ser evitado. Uma das poucas utilizacBes seria como gerador de uma variavel
pseudo-aleatoria. Entretanto, com o desenvolvimento de técnicas de controle e
sincronizacdo de sistemas caodticos, surgiram aplicagBes potenciais, como oscilador de
periodo programavel e criptografia cadtica [Refs. 3.8-3.10].

Quando um sistema estd operando em regime cadtico, o plano de fase do mesmo
apresenta um atrator estranho [Ref. 3.7]. Neste atrator estdo mergulhadas inimeras 6rbitas
periddicas de periodos diversos. O controle de um sistema cadtico consiste, basicamente,
em forgar o sistema a entrar e permanecer em uma das Orbitas, de forma a tornar o sistema
periodico. Mudando-se a 6rbita selecionada muda-se o periodo de oscilagdo do sistema. As
técnicas de controle desenvolvidas sio baseadas pa variagio temporal, em alguns casos
periddica, de um dos pardmetros do sistema [Refs. 3.8, 3.11]. Estas técnicas geralmente
fazem uso das equagdes diferenciais que modelam o sistema fisico. Sendo assim, as
mesmas ndo se aplicam no RNL pois, devido a complexidade da ENLS, nio dispomos de
um modelo fechado para o RNL, isto €, nfo dispomos de uma forma analitica para o
operador G. Para solucionarmos este problema, optamos pelo uso da técnica de inteligéncia
numeérica conhecida por logica nebulosa (fuzzy) [Refs. 3.12, 3.13]. A melhor forma de
explicar a logica nebulosa é através de um exemplo. Suponhamos que temos um
controlador que, baseado nos valores de duas varidveis de entrada, e, e ¢;, fornece um valor
em sua saida, sendo esta representada pela variavel ¢f. As variaveis e, € ¢; assumem valores

max

dentro dos intervalos e;”i",eg e |e”", e/ |, respectivamente, enquanto ¢f sé assume

valores no intervalo [y, ¥, | Agora, definimos conjuntos dentro dos intervalos segundo

expressdes lingiiisticas. Como todas as variaveis citadas podem assumir valores positivos e
negativos, optamos por definir os seguintes conjuntos para todas elas: negativo alto (NA),
negativo baixo (NB), zero (Z), positivo baixo (PB) e positivo alto (PA). Precisamos, agora,
de funcdes, uma para cada conjunto, de valor maximo unitario e com o dominio igual ao
intervalo ao qual os conjuntos pertencem, que dardo a possibilidade do valor da varidvel em

questdo pertencer ao referido conjunto. Por exemplo, para a varidvel e; o valor ¢/ tem
possibilidade 1 de pertencer ao conjunto NA, enquanto que o mesmo valor deve ter
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possibilidade 0, ou proxima, de pertencer ao conjunto PA. Estas funges que dido a
possibilidade do valor pertencer a um determinado conjunto sdo chamadas fungdes de
pertinéncia (func¢des membership). As Figs. 3.6, 3.7 ¢ 3.8 mostram as fungdes de
pertinéncia das varidveis de entrada e de saida, respectivamente, para os intervalos e; €

[-120,120], ¢; € [-10,10] e ¢f  [-0,2512, 0,2512].
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Fig. 3.6 - Fungdes de pertinéncia da Fig. 3.7 - FungBes de pertinéncia da

variavel e;. variavel ;.
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Fig. 3.8 - Fungdes de pertinéncia da
variavel cf.

As funcdes de pertinéncia usadas nas Figs. 3.6 - 3.8 sfo dadas por:

7 = expl-88,7228[(x, — x! /e, [ | 5.9

71 = expy-88.7228[(x, - x )/ae, |

g = EXP% 88,7228[(y - »,)/ Ay]z} (.11)
(3.12)

(3.10)

_max__:nin _ pmax _ min — .
Ae, =e™ —e™, Ae,=e™ —e", A=y .~V

onde, i =1,2,3,4 e 5 faz correspondéncia com [NA NB Z PB PA], bem como indica a
posiciio nos vetores que contém as coordenadas dos centros das gaussianas:
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A ,

X, = xf‘m xf == x;nm +_€I x;’ - ;mﬂ i ;4 = xlmm + 3A€1 xjs — x;’max (3.13)
i 4 4
i Ae . Ae . 3Ae

] _ _min 2 __min z 3 _ _min g 4 _ _.min g 5 . mEx 3.14
xl=xf xl=x™ s X =x" - xf = x4 X, =x" } (.14)
I Ay A 3A b
V1= Vomin Y2 :ymm‘i“:i“ y3:ymm}»_zl Yo = Vo T 4y Vs = Vo E . (3.15)

Optamos por fungdes de pertinéncia na forma de gaussianas, embora pudéssemos usar
fungSes triangulares ou trapezodidais, dentre outras. Tanto a forma como a largura das
funcgdes influenciam no comportamento do controlador nebuloso [Refs. 3.12, 3.13].

A ac@o do controlador € programada através de regras que ligam as variaveis de
entrada a variavel de saida. As regras so, por exemplo, do tipo:

1 - Se ¢, ¢ Negativo Alto e e; € Zero entio cf € Positivo Alto.

ou
2 - Se e, € Negativo Baixo e ¢; ¢ Positivo Alto entdo cf € Positivo Alto.
ou

3 - Se ¢, € Positivo Alto e ¢; € Positivo Alto entio ¢f € Negativo Alto

Portanto, cada regra pergunta a possibilidade dos valores das variaveis de entrada
pertencerem a determinados conjuntos, e indica qual o conjunto da variavel de saida que
deve ser acionado. As diversas regras sio ligadas através do operador ou. As operagBes e e
ou sdo, respectivamente, operagdes de minimo e maximo. Na forma de tabela ou matriz
temos:

el ](;1 _f12 j-l3 _]“[4 f;S
e, NA|NB| Z | PB | P4 e\
e N\ feo & & & & &
NA PA | PA|PA| P4 | PA I z. |z, |z
NB |PA|PB | PB| PB | PA g |55 . 4 t |8
zZ  z |z z| z | Z ole g g & g
PB |NA | NB|NB| NB | NA e o e e s
PA |NA | NA|NA| NA | NA :
i & & & £ &

Tabela 3.2 - Formmlagéo lingiiistica das

regras do controlador nebuloso. - .
= Tabela 3.3 - Formulacdo matematica das

regras do controlador nebuloso
O algoritmo de execugfio das regras € melhor entendido com a formulagdo matematica das
regras mostrada na Tabela 3.3. Assim, dada uma entrada de valores no controlador (e, e;)
cada regra € testada. Por exemplo, para a primeira regra temos:

Se e ¢ Negativo Alto e e; € Negativo Alto entdo ¢f € Positivo Alto.
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Para executa-la, fazemos:
8§ = Hﬂﬂ(ﬂﬁn(fgl(eglﬂ(ez)),gs), (3.16)

onde a operagdo min interna é entre dois valores (calculo da fungdo f; no ponto x; = ez e

calculo da fungdo f] no ponto x; = e;), enquanto que a operagio min externa € entre um

valor, (resultante da opera¢io min interna) e a fungdo, gs, tendo como resultado final, a
variavel 51, uma fungio. Como todas as regras sdo ligadas pelo operador ou, o resultado
final da aplicag@o de todas as regras é:

s = max(s,,5;,.. 55 ) 317

que ainda é uma fun¢do. De forma resumida, o algoritmo e:
§ = max(s, min (min (fg' (eg ), 7 e, )), Rgli, j))) , (3.18)

onde ij =1,2,3,4 e 5, para que toda a tabela seja percorrida. Rg ¢ a matriz de fungQes g's
inscrita na Tabela 3.3. A variavel s ainda n3o ¢ a saida do controlador pois ela € conjunto de
valores. Para reduzi-la a um valor, empregamos as técnicas de "desnebulizagdo”, sendo a
mais comumente usada o calculo do centro de massa [Refs. 3.12, 3.13]; assim, a saida do
controlador é:

cf:CM(s):Zsy/Zs ,

(3.19)

onde o somatério indica que o sistema considerado € discreto. Agora, usaremos o
controlador nebuloso, acima descrito, para controlar o comportamento cadtico do RNL
[Ref 3.14]. O diagrama ¢ mostrado na Fig. 3.9.

Een(n+1) kv

Ey= Eenr(n) E, -~

E, FE
L DS

by

R cf C. FHZZ_}:‘ i

Fig. 3.9 - RNL com controlador nebuloso.
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O bloco DS ¢ responsavel pela obtencio das variaveis de entrada do controlador a partir do
campo de saida do RNL, £ As variaveis ¢, e ¢; sio dadas por:

e, =8,-S5.; (3.20)
e, =H,-H,,, (3.21)
onde
% 2
S, = [|E,(n7) dr (3.22)
H, = Es(n,r =0)§2 . (3.23)

Ou seja, e € e; s80, respectivamente, os erros resultantes da comparagio da energia e do
guadrado do médulo do valor central de £, da volta atual com os da £-ésima volta anterior.
Estes valores sdo entregues ao controlador que, segundo as Egs. (3.9) - (3.19) e as regras
das Tabelas 3.2 e 3.3, fornece uma saida que vai atuar diretamente na amplitude do campo
incidente no RNL. Antes do controlador ser ligado temos na entrada do RNL:

Eent(n>,[): Eo :N-Vfﬁg I/RTIZ sech(r/ﬂ) , (3.24)

onde 7} € dado em (3.7). Ligando o controlador, os pulsos na entrada do RNL serfo:

Eenr(n+19{):Eenr(n3 T)+Ef :Eent(nrf)+cf‘\/ ﬁZ /RY;?’ SECh(T/T;) - (325}

Para a simulac@o da configuragdo mostrada na Fig. 3.9 usamos, para o RNL, os pardmetros
da SIM-3 da Tabela 3.1 (situagdo de comportamento cadtico do RNL) enquanto que, os
pardmetros do controlador, bem como os periodos em que o RNL ficou amarrado, sio
apresentados na Tabela 3.4. Por fim, o controlador nebuloso ¢ ligado apenas na 14® volta
apos iniciada a entrada de pulsos. As Figs. 3.10 - 3.17 mostram os resultados das
simulagdes.
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Fig. 3.10 - S(n) x n. (SIM-4) Fig. 3.11 - Pulsos na saida do RNL com

controlador. (SIM-4)
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Tabela 3.4 - ParAmetros do controlador nebuloso
utilizados nas simulagdes.



Como observado nas Figs. 3.10 - 3.17, em todos os casos o controlador obteve
sucesso na tarefa de controlar o comportamento cadtico do RNL, embora a duragdo do
transiente seja maior ou menor, dependendo da escolha de par@metros. Além disso, a forma
dos pulsos na saida ndo sofferam fortes mudangas. Observando os dados da Tabela 3.4
vemos ainda que a escolha da oOrbita periodica em que o RNL permanece preso depende dos
valores de Vmin € Jmax, bem como do atraso k. Portanto, podemos variar o periodo de
oscilagdo do RNL atuando no software do controlador.

A sincronizagio de sistemas cadticos € uma tarefa mais complicada que o conirole
dos mesmos. Os sistemas cadticos a serem sincronizados sfo sistemas idénticos iniciados
em tempos diferentes e/ou com condigGes imicials diferentes. Desta forma, cada sistema
estard percorrendo uma trajetoria diferente em seus atratores. O objetivo da sincronizagio €,
mantendo o comportamento caotico, fazer com que os diferentes sistemas percorram a
mesma trajetoria em seus atratores. Os fundamentos da sincronizaco de sistemas cadticos
podem ser encontrados nas Referéncias. 3.8, 3.15 e 3.16. Aqui nos limitaremos a uma
rapida explanag8o sobre o assunto e algumas consideracBes sobre a sincroniza¢io de RNLs.

Para obter-se a sincronizagfio € necessario o envio de um sinal (ou informagio) de um
dos sistemas cadticos, conhecido como mestre, para o segundo, conhecido com escravo. A
Fig. 3.18 mostra o diagrama de blocos para a sincronizagio de dois sistemas baseados nas
equagdes de Lorenz, estando estas ao lado da figura [Ref. 3.16].

X1
dx, dy,
Vi ) Vs it O'(yi 1) dr XyZg HFE Y,
dy, B
7 Zy E——xlzi +rX, -y XN EX
dz, dz,
Mestre Escravo = S AN bz, = Ry bz,

Fig. 3.18 - Sincronizagio de 2 sistemas de Lorenz.

Como observa-se nas equagoes diferenciais ao lado da Fig. 3.18, a variavel x, € trocada por
x1 e, com a evoluglo temporal, ocorre que y, — y; € z; —> z; €, portanto, os sistemas
tornam-se sincronizados. Os demais métodos de sincronizagdo propostos, pouco diferem do
exposto na Fig. 3.18. Por exemplo, alguns envolvem também o envio de um sinal do
Sistema 2 (escravo) para o Sistema 1 (mestre) [Refs. 3.8, 3.16]. Quando os sistemas a
serem sincronizados estdo em locais afastados, a transmissdo do sinal de sincronismo, de
uma ponta a outra, deve ser de alta fidelidade, isto é o canal ndo deve distorcer a
informagc@o de sincronismo. Para a sincronizagio de RNLs este problema se torna critico. A
nica variavel Optica disponivel para ser enviada, pelo RNL local ao RNL remoto, € o
proprio campo na saida do RNL. Com a falta de um modelo analitico fechado para o RNL,
a situacio fica ainda mais complicada pois ndo ha como verificar se informagdes, como a
energia e outros momentos do pulso de saida do RNL local, possam ser usadas pelo RNL
remoto, via algum algoritmo, para obter-se a sincronizagdo. A utilizagio dos RNLs
controlados traz uma luz ao problema. Embora trabalhando em regime periddico, RNLs
espacialmente afastados podem ser sincronizados através da troca de informagdes usadas
pelos controladores. Os RNLs sdo iniciados simultaneamente mas com condi¢Ges iniciais
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diferentes. Os controladores de ambos, assumidos idénticos, sdo ligados apenas na 15°
volta. O RNL mestre (1) assim permanece indefinidamente. Para o RNL escravo (2), temos:

EB(n+1,7)=EXn,7)+ of V)| B,|/RT sech(z/T,) 15<n<50 (3.26)

Eln+17)=El)n, f)+(f3f ~of O W\B,\RT sech(z/T))  50<n <160 . (3.27)

Da Eq. (3.27), vemos que o valor da saida do controlador do RNL mestre deve ser enviado
ao controlador do RNL escravo. A partir da 160° volta a variavel e ! do controlador do

RNL escravo passa a ser dada por:

Y

= g gl (3.28)
z b n

e a Eq. (3.26) volta a ser usada para o controle. Os resultados das simulagdes sio mostrados
nas Figs. 3.19 - 3.25 e os valores dos pardmetros na Tabela 3.5. Todos os pardmetros do
RNL sdo os mesmos dados na Tabela 3.1. Os pulsos de entrada do RNL mestre e escravo,
antes dos controladores serem ligados, sdo da forma mostrada na Eq. (3.24).
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Observando as Figs. 3.19 - 3.24 vemos que a sincronizacio realmente acontece estando,
portanto, o RNL escravo percorrendo a mesma orbita periddica na qual o RNL mestre foi
aprisionado por seu controlador. Na Fig. 3.25 vemos que, ap6s a sincronizacdo, os pulsos
nas entradas dos RNLs mestre e escravo sdo quase idénticos.

3.3 Acoplador Nao-linear a Fibra - ANL

Os acopladores opticos ndo-lineares a fibra consistem de duas fibras opticas com
nicleos fundidos ou bastante proximos um do outro, de modo a permitir que modos
evanescentes se acoplem entre os nucleos, Fig. 3.26. Este acoplamento provoca a
transferéncia da energia luminosa de um nicleo para o outro. Por isso, 0s ANLs sdo
candidatos naturais a desempenharem a fungfo de chaveadores Opticos de alta velocidade
[Refs. 3.17-3.19] A caracteristica interessante destes acopladores é que, para um dado
comprimento do acoplador, a transmissividade, isto €, a razdo entre a energia na saida e na
entrada de uma das fibras, depende da intensidade ou da energia do pulso incidente na
mesma. Quando a largura do pulso incidente é grande comparada ao tempo de relaxaco da
nio-linearidade, o ANL tende a "enxergar” cada parte individual do pulso como um feixe
CW com intensidade 1gual a intensidade instantdnea da referida parte do pulso incidente e,
portanto, acoplara cada parte do pulso segundo a transmissividade CW do ANL. Este efeito
leva a quebra do pulso incidente [Ref 3.17]. Entretanto, quando os pulsos incidentes no
ANL sio solitons, a quebra do pulso nfio ocorre [Refs. 3.17-3.19]; além disso, a eficiéncia
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de acoplamento é duas vezes maior que para o caso CW, bem como a curva de
transmissividade ¢ mais aguda [Ref 3.17]. As referéncias citadas apresentam o estudo
numérico e analitico, este tltimo via formulago variacional, do ANL. Aqui, nos limitamos
4 percepcdo, via simulagdes numéricas, da variagdo da curva de transmissividade do ANL
através da variagio do perfil do coeficiente de acoplamento, sem entrar em detalhes na
quantificagio das variagdes do perfil e seus efeitos na curva de transmissividade.

L,

v JIr—— 0
, %70

Fig. 3.26 - Acoplador nio-linear a fibra.

As equagdes de propagagdo das envoltorias, # e v, nas fibras do ANL séo [Refs. 3.17-3.19]:

du Su  p(2) 8 u -
z—-»-52+ﬁlu y + 22 57 -!—R(z]u{zuﬂf(z};wéwlf(z)vwo (3.29)
8 Ev Az)8* ,
zg.‘-;_+ﬁw = +/322( )m:+R(z)|v}2v+zr(z)v+K(z)umo _ (3.30)

Nas Egs. (3.29) e (3.30) levamos em conta a situagio mais geral em que os coeficientes
podem variar ao longo do comprimento da fibra. Consideraremos apenas o casc em que 0
ha pulsos em uma das entradas do ANL; assim, tomaremos Si. = fiv= f1 € o= oy = 5T
representa a perda na fibra e K € o coeficiente de acoplamento linear, dependente da
distancia entre os dois nucleos; todos os demais simbolos tém o mesmo significado exposto
na Secfo 3.2. Aplicando, agora, as conhecidas transformagdes [Ref. 3.1]:

0 _oa 80r 2,0
&z &' & oré o or (3:31)
T=1t-pz 6 oo’ 00t 0
=>4 — =
z'=z o oot fro Ot (3.32)
7 _z
ot er’ 3.33)
juntamente com as substitui¢des
u=A exp(j T(S)a’s)
d (3.34)
v=24h exp{ J F(é:)da) (3.35)
0

em (3.29) e (3.30), obtemos:
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aA«&&)aA+R@b@ﬂﬂﬁﬁﬁk}ﬁA+KVwmo

Az 2 At (3.36)
OB B (z)o* B , % 2 Ny
5 - 2 +R(z )exp(— 2£F(8)dsJ|Bl B +K(z )A =0 . (3.37)
Se desejarmos, podemos ainda fazer a transformagio:
&= J.ﬂz ()de (3.38)
g
que, substituida em (3.36) e (3.37), da:
24 124 RE) ( £ 2, K@)
exp| — 2| TeMde |4 4+ B=0 (3.39)
Ge e @ R O A
(6B _12°B _RE) ¢ ] . K(E)
exp, - 2| e)de |B B+ A=0. (3.40)
oET e R g(ﬁil (8

Obviamente /5 € suposto nunca se anular, se isto acontecesse, termos de dispersdo de
ordens mais elevadas teriam de ser considerados. A primeira conclusio, observando as Eqgs.
(3.39) e (3.40), € que o termo de perdas aparece no coeficiente do termo nfo-linear e, por
iss0, uma escolha apropriada de variacgo de R efou /%, ao longo da fibra, pode minimizar o
efeito das perdas, muito embora variagbes de R ao longo da fibra sejam de dificil
implementag@o. Paras as simula¢Bes das Eqgs. (3.39) e (3.40), com excecdo de X, todos os
demais termos foram considerados constantes e a perda nula. Os valores dos parametros
utilizados nas simulacOes estdo na Tabela 3.6. Os pulsos nas entradas do acoplador sdo da
forma:

A=N / iﬁzi sech| — (3.41)
\RT, T,

B=0. (3.42)

Os resultados s3o mostrados nas Figs. 3.27 - 3.31.

Fig 3.27 - A(Z9). (SIM-1) Fig. 3.28 - B(& 7). (SIM-1)
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Fig. 3.30 - B(£ 7). (SIM-2)
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Tabela 3.6 - Parimetros de simulacdo da
propagacio de pulsos no ANL.
Fig. 3.31 - K(&). (SIM-2)

As Figs. 3.27 e 3.28 mostram, para o coeficiente de acoplamento constante, a transferéncia
periodica da energia luminosa entre os dois nucleos, havendo, em determinadas posicdes, a
transferéncia total de energia. As Figs. 329 e 3.30 mostram, para o coeficiente de
acoplamento mostrado na Fig. 3.31, que a troca de energia s¢ acontece na regido em que ©
perfil exponencial assume valores consideréveis. Portanto, apenas uma parcela da energia
de 4 é capturada e nfio mais devolvida ao niicleo de origem. Para a normalizagdo completa
das Egs. (3.39) e (3.40), com R e §; constantes ¢ perdas nulas, podemos fazer:

/R lR
a=A «B: ,b=FE E (3.43)

¢-X8) ; (3.44)
B

o que nos leva a {Ref. 3.19]:

fa 187

lm§g+52—f;£+l ]2a+k(§)bwo (3.45)
b 15%b

'g"";; + Eé_f"*” 8" b+ k(E)a=0 (3.46)
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Para a simulacdo das Eqs. (3.45) e (3.46) s6 precisamos nos preocupar com o perfil &(£).

Usamo-las para o calculo da curva de transmissividade, 7. Esta curva é obtida achando-se
[Ref 3.18]:

T= T|a(La,r)fzdr/T|a(O,rrdr:]La/[(}

(3.47)
para diversos valores de energia dos pulsos de entrada. Estes pulsos sdo da forma:
a(0,7)= N sec WN7) (3.48)
blO,7)=0
(0,7) (3.49)

onde o pardmetro N controla a energia do pulso de entrada. As Figs. 3.32 - 3.36 mostram
as simulagBes do ANL para diferentes perfis da constante de acoplamento. Qs dados das

simulac¢Oes estdo na Tabela 3.7.
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A Fig. 3.32 mostra a curva tradicionalmente encontrada nas referéncias. As Figs.
3.33, com o perfil mostrado em 3.34, e 3.35, com o perfil mostrado em 3.36, indicam que,
variando-se o perfil da constante de acoplamento, podemos moldar a curva de
transmissividade. Observamos que os ANLs se comportam como filtros de energia,
selecionando, em uma de suas saidas, apenas os pulsos com energia situada dentro da janela
de transmiss3o (comportamento ideal), enquanto que os demais pulsos sdo dirigidos & outra
saida. Para os casos em que os pulsos de entrada nfo sdo da forma (3.48) as curvas das
Figs. 3.32 a 3.36 ndo se aplicam pois, se a forma do pulso de entrada muda, a forma da
curva de transmissividade também muda. Voltando as Egs. (3.39) e (3.40), para o caso em
que os pulsos de entrada 530 da forma (ndo soliténica):

A(O, f)= N lf;;]z SSC?{%J (3.50)
B{0,7)=0 (3.51)
T = 14

1 1,6574544 (.52

com N € [0,75, 5], Te =2 ps, Lo =2, K = exp[-(&-La/2)] + exp[-(La/2-8], R=1,3 W'km™ e

B = -204 ps’km’!, obtemos, para o perfil mostrado na Fig 3.38, a curva de
transmissividade mostrada na Fig. 3.37.
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Fig. 3.37 - Transpussividade, 7' x Io. acoplamento.
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A Fig. 3.37 nos apresenta uma curva bem mais complexa que as demais, sendo a
transmissividade minima préxima de 0,4 indicando que os pulsos nioc sio bem
selecionados.

3.4. Birrefringéncia

Do exposto no Capitulo 2, sabemos que a fibra dptica t€m dois eixos principais de
propagacdo, o eixo rapido e o eixo lento, nos quais qualquer campo incidente se decompde.
Assim, se o pulso incidente nio for linearmente polarizado, com a direcdo de polarizacdo
coincidente com a diregdo de um dos eixos principais, teremos a propagacio de dois modos
na fibra. Desta forma, quando do uso de efeitos ndo-lineares, devemos levar em
consideragio, além da variagdo do indice de refragio devido 4 propria intensidade do modo
(automodulacdo de fase), a variagio do indice de refragdo devido & intensidade do outro

modo (modulagio de fase cruzada). As equagdes de propagacdo dos modos s3o [Refs. 3.1,
3.20,3.21%:

Fu . Pu B, F'u AN )

1&2+15§T+ 5 Py %RQU[2+£]1}; }1+1]"u:0 (3.53)

by . Ev B, v .

I§ZMI§§I+ 22 a7 +R6vlz«@»giu|2)v+zrvm0 (.34

5 - )6)111 (Q)D)"_ﬁiv(mﬂ) (355)
2

onde os pulsos # € v, que se propagam nos eixos principais da fibra, estio montados em

portadoras de mesma freqiiéncia, ay, 0 que leva a B, = B = B, Fazendo, novamente, as
transformagdes (3.31) - (3.35), com perda nula e coeficientes constantes, obtemos:

Fu . Cu 13*°u R

Zo”éfwgo?rJrEév‘rz +Eﬁu[2+£1v[2}¢=0 €39
ov -év,lﬁzv.ﬂ 2 2} }
156—15‘91*2&?27)&2 QV} + el )»..0 (3.57)
6 = [ﬁm (a)l))—ﬂiv (wo )]/2182 (3.58)

Aplicando, agora, as substituigdes [Ref. 3.20]:

e, 7)= Ag,0)explil- 5 +0,557¢) (3.59)
W&, 7)= B, r)exp[i(é'z +0,56 25)] (3.60)

seguida da Eq. (3.43), a(b) = ABYR/Z)"? , em (3.56) e (3.57), resulta em:
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Fa 13*a (p A
15’34-*2—0”1»2 +cal +£lbi L—O G.61)

ab 13°b 2 AV
I"é_g"'?“—i&lz’z"'ﬂb{ +¢lal )bﬁo (3.6

As Egs. (3.61) e (3.62) foram extensivamente estudadas nas Referéncias 3.1, 3.20 ¢ 3.21.
Aqui, consideraremos apenas o caso em que o puiso & ¢ de intensidade suficientemente
baixa para que todos os efeitos ndo-lineares, devidos a0 mesmo possam Ser desprezados.
Além disso, consideramos que o comprimento da fibra é muito menor que o comprimento

de dispersio, L, =77 / l 3,1, tal que os efeitos de dispersio também possam ser
desprezados. Nestes limites, os dois pulsos ndo variam suas amplitudes, mas sofrem uma
variagio na fase proporcional & intensidade do pulso mais forte, ou seja, ambos os pulsos
sofrem uma modulagiio de fase ficando com um gorjeio. As Figs. 3.39 e 3.40 mostram a
simulagfio das Egs. (3.61) e (3.62) para o comprimento de fibra Ly = =/30 e coeficiente de
birrefringéncia &=2/3. Os pulsos na entrada da fibra s&o:

alé,7)=4sec h(l,éS’?Sr)exp(z’O,ZSrz +i0,577 ) (3.63)
b(&,7) = 0,1sech(1,65757) (3.64)
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Fig. 3.39 - Modulo de 5(0,7) e 5(L;7).  Fig. 3.40 - Fase de 8(Ls 7). o= arg[b(L5D)].

As Figs. 3.39 e 3.40 mostram, respectivamente, a conservagéo da forma do pulso de baixa
intensidade e a modulagio de fase que o mesmo sofre, ficando com um gorjeio
proporcional a intensidade do pulso mais intenso e com a forma do mesmo. E interessante
apontar que este gorjeio pode mascarar a fase do pulso.

3.5 Aplicacio dos Dispositivos Nao-lineares em Comunicacdes Quénticas
Os dispositivos opticos ndo-lineares podem desempenhar fungSes variadas em um
sistema de comunicagfio quantica. Uma das mais simples é mostrada, em diagrama de

blocos, na Fig 3.41. Nela, um sistema caotico substitui o processo de escolha aleatoria do
bit da chave, feita por Alice, em um sistema de criptografia quéntica .
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Sistema I
Cadtico
¢ II
CD m-»ﬁf » A |=| Canal Quantico |=| B

Fig. 3.41 - Criptografia quintica com chave produzida caoticamente.

O funcionamento do diagrama da Fig. 3.41 ¢ sumples. A variavel cadtica é entregue
ao bloco CD, Compara-Decide; este compara o valor da varidvel cadtica a um valor de
referéncia e, caso o valor da variavel cadtica seja maior ou menor que ¢ valor de referéncia,
decide-se qual dos estados val ser entregue a Alice, se g ou p. Estes estados sdo
ortogonais, para que Alice possa identifica-los através uma medi¢io. Assim, Alice escolhe
a base, repete o resultado de sua medigio como sendo o bit da chave e o envia a Bob. O
resto da comunicagiio segue o protocolo BB84 apresentado no Apéndice C. O Bloco I da
Fig. 3.41 pode ser construido com o uso combinado do RNL com o ANL. A Fig. 3.42
mostra essa configuragio e sua ligagdo com Alice, em um esquema polarimétrico [Ref.
3.22].

£ Bloco 1 PP o
7
[I/\‘l ‘/‘\1 E k’ :y E L a
! 2 5
VARNVARN — e Polarizador
. b5 Alice
L

Py (41 [__ l s

p/Bob ¢ ¢

Fig. 3.42 - Gerador de pulsos, com polarizago binaria catica, para produgio
da chave de um sistema polarimétrico de criptografia quéntica.

O funcionamento do diagrama da Fig. 3.42 € o seguinte; O RNL fornece pulsos, com
a intensidade vanando caoticamente, ao ANL. Este, segundo os valores de seus parametros,
val chavear os pulsos entre as duas saidas. Espera-se que, na maioria das vezes, a razdo
entre as poténcias nas saidas do ANL seja muito pequena ou muito grande, ou seja, que a
poténcia em uma das saidas seja bem proxima a poténcia incidente no acoplador e que, a
outra, seja bem proxima de zero. Os pulsos emergentes na saida # passario pelo polarizador
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P;, de 90°, enquanto que os pulsos na saida v passardio pelo polarizador Py, de 0°. Os
atenuadores a; € a; tém a finalidade de eliminar o pulso de menor poténcia, oriundo da ndo
idealidade do chaveamento do ANL, ou seja, eles eliminam os pulsos de baixa intensidade
que emergirem na saida que ndo foi selecionada. O pulso mais brilhante, aquele na saida
selecionada, sofre uma atenuagdo mas ndo deixa de existir. Ele €, entdo, divido por um
acoplador linear. Uma parte dele vai para um polarizador em Alice, uma vez que ela precisa
saber qual polarizacdo estd sendo enviada para Bob, se 90° ou 0°. A outra parte passa pelo
atenuador as, cuja fungdo é aproximar o estado coerente do estado de nimero de 1 foton.
Finalmente, o rotacionador ¢, controladoe por Alice, d4 um acréscimo de 0° ou 45° na
polariza¢fio, segundo a base escolhida aleatoriamente para a comunicagdo. Portanto, na
saida de Alice temos 90° ou 0°, escothidos segundo o comportamento cadtico do RNL,
somados a 0° ou 45°, segundo a escolha aleatoria de Alice para a base, proporcionando na,
saida, um dos 4 possiveis estados {0°), 190%), |45°) e |135°). Podera acontecer, devido a
variagdo caotica da intensidade na saida do RNL, que surja um pulso na entrada do ANL
que seja divido em razdes proximas a 0,5, provocando o aparecimento de pulsos com
polarizagdo 90° e 0°, nas saidas do acpl, acoplador linear. Quando isto ocorrer, Alice sera
capaz de perceber pois ela recebera fotons nas duas saidas de seu polarizador.
Posteriormente, Alice deve combinar com Bob a desconsideragio dos bits nos "slois” de
tempo em que esta situa¢do ocorrer.

Uma situagdo bem mais complicada é a mostrada na Fig. 3.43. Nela percebemos
que a comunicagdo quintica é controlada por dois sistemas cadticos sincronizados.

Sistema .. Sistema
: — Canal Classico ——=> :
Cadtico I | Caotico I1

~

L | = Canal Quéntico = | U
A B

Fig. 3.43 - Comunicacio quantica controlada por sistemas
caoticos sincronizados.

O sincronismo ¢ feito através de informagdes classicas enviadas do Sistema Cadtico I,
mestre, para o Sistema Cadtico I, escravo, através de um canal classico. Na Fig. 3.43
temos que o Sistema Cadtico I atua no estado a ser enviado por Alice; a0 passo que o
Sistema Caético 1I atua no operador (U) que representa a medigio que Bob fard para
reconhecer o estado enviado por Alice. Se os dois sistemas cadticos estdo em sincronismo,
a informacio enviada por Alice é casada com a base de medigdo escolhida por Bob, de
forma que n3o haja divida no resultado obtido por Bob. Quando ndo hé sincronismo, Bob
nfo pode ter certeza se a informacio que ele obteve foi a mesma que Alice enviou. Uma
situagdo interessante do sistema proposto na Fig. 3.43 & que o Sistema Caotico I pode servir
para embaralhar o estado quéntico enviado por Alice e o Sistema Caético II desembaralha-
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lo para que Bob possa fazer uma medigio, ou seja, temos um sistema de comunicagdes
quénticas protegido por um sistema de criptografia cadtica. A Fig. 3.44 mostra a
configuracdo para um sistema de comunicagdo quintico protegido por criptografia cadtica.
O funcionamento do sistema mostrado na Fig. 3.44 é quase idéntico ao descrito no
Apéndice C. Na saida de Alice, o pulso que sofreu a modulago de fase ¢, também sofren
um gorjeio devido a propagacio conjunta com um pulso proveniente do RNL na fibra
birrefringente, Lr Os polarizadores Py s@o responsaveis pela jungdo e separagio destes
pulsos na fibra birrefringente. O gorjeio mascara ¢,. O pulso que ndo sofre modulacéo de
fase em Alice ¢ o que vai passar pela fibra birrefringente em Bob. Se os RNLs I e II estdo
em sincronismo entfo o gorjeio sofrido pelo pulso em Bob sera igual ao gorjeio sofrido
pelo outro pulso em Alice, de forma que a diferenca de fase entre os dois pulsos na saida

Fig. 3.44 - Sistema de comunicac¢@o quintica com criptografia cadtica.

do interfermetro seja ¢, e, portanto, Alice pode controlar em que saida de Bob o pulso
emergira do interferémetro através do controle do valor de ;. Por outro lado, se os RNLs
nio estdo em sincronismo, a diferenca de fase entre os dois pulsos na saida do
interferdmetro sera ¢, + [f{7)-g(¥)] onde f e g representam os gorjeios causados em Alice e
Bob, respectivamente. Desta forma, o pulso emergira em qualquer uma das saidas de Bob.
Se um espido quiser obter o valor de ¢,, a partir do pulso enviado por Alice, ele terd que ser
capaz de separar ¢, do gorjeio; para isso, terd que ter um RNL igual e sincronizado com o
de Alice. Para evitar esta possibilidade, Alice e Bob podem, antes de iniciar a comunicagdo,
ajustar um dos pardmetros do RNL a partir de um algoritmo que use uma semente (valor
inicial). A semente poderia ser a chave obtida em um processo de criptografia quéntica
tradicional a ser realizado logo no micio da comunicaco.

Da explicagdo acima exposta duas questdes importantes surgem: 1) Como saber se os
RNLs ja estio sincronizados ? 2) Como diferenciar a falta sincronismo entre os RNLs do
envio de dados por Alice, uma vez que ambos permitem pulsos em ambas as saidas de
Bob? A resposta da primeira questfio € mais simples. Durante o processo de sincronismo
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Alice faz, por exemplo, ¢, = 0. Assim, no perfeito sincronismo, Bob s6 recebera pulsos em
uma nica saida; enquanto isso néo ocorrer o sincronismo ndo foi alcangado. A resposta da
segunda questdo é mais elaborada, exige que; de tempo em tempo; Alice e Bob testem o
sincronismo, ou seja, a cada R bits enviados, Alice envia uma seqiiéncia de P bits com ¢, =
0; para ver se Bob os recebera todos em uma inica saida. Alice e Bob podem ainda, ao final
da comunicacio, empregar técnicas de checagem e correg@o de erros.
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CONCLUSOES DO CAPITULO ITT

Neste capitulo, tratamos do aproveitamento de dispositivos e efeitos dpticos ndo-
lineares em sistemas de comunicagdes quénticas. Iniciamos trabalhando com o ressonador
ndo-linear a fibra, RNL:

1. Apresentamos, através de uma simulagfo, o comportamento caotico do RNL.

2. Descrevemos, detalhadamente, um controlador baseado na técnica de inteligéncia

numeérica logica nebulosa (fuzzy).

Introduzimos uma malha de realimentacio, com o controlador nebuloso, no RNL,

objetivando controlar o comportamento cadtico deste.

4. Implementamos a sincronizagdo de dois RNLs controlados atraveés da troca de
informagOes entre seus controladores nebulosos.

(V9]

Através de simulagbes, mostramos que o comportamento cadtico do RNL € controlado
com sucesso pelo controlador nebuloso. Mostramos, também usando simulagOes
computacionais, que o sincronismo entre dois RNLs, operando em regime periddico, €
possivel.

Em seguida, descrevemos o acoplador nfo-linear a fibra, ANL. Mostramos que a
variagdo do perfil do coeficiente de acoplamento causa uma variagiio na forma da curva de
transmissividade do acoplador permitindo, com 1sto, produzirmos "filtros opticos de
poténcia (intensidade)" tipo passa-banda. Por fim, descrevemos o efeito de burefringéncia
em fibra Optica ndo-linear, explorando a modulagdo cruzada de fase entre um pulso de alta
mtensidade e outro de baixa intensidade.

Uma vez apresentados os dispositivos ndo-lineares, foram propostas algumas
utilizagBes dos mesmos em sistemas de comunicagdes quanticas. Inicialmente, propusemos
o uso conjunto do RNL com o ANL para a produgio dos bits da chave em um sistema de
criptografia quéntica polarimétrico. Aqui, o RNL gera pulsos de intensidade cadtica e os
entrega a0 ANL que tem a fungdo de seleciona-los, em suas saidas, segundo sua curva de
transmissividade. Em cada saida do ANL ¢é colocado um polarizador e, assim
transformamos uma seqiéncia de pulsos, vinda do RNL, com intensidades pseudo-
aleatdrias, em uma segiiéncia de pulsos com polarizagio binaria pseudo-aleatéria, a ser
usada no protocolo de criptografia quantica .

Propusemos, também, o uso de RNLs sincronizados para, através da propagagdo em
fibra birrefringente, mascarar a fase de um sistema qufintico nterferométrico. Aqui, um
pulso de intensidade muito baixa, proveniente do transmissor, € posto a se propagar
conjuntamente com um pulso de alta intensidade em um pedago de fibra birrefringente.
Assim, o pulso de baixa intensidade sofre uma modulacio de fase proporcional a
intensidade do pulso mais intenso. Como este Gltimo provém da saida de um RNL, temos
uma modulagio cadtica da fase dos pulsos que sio enviados para o receptor. Sendo o
sistema total um interferdmetro, o receptor deve ser capaz de produzir a mesma fase caotica
que o transmissor, para poder recuperar a informacfo; para isso, ele se utiliza de um RNL
sincronizado com o do transmissor Em ambos os casos acima expostos, alguns detalhes do
protocolo de comunicagdo para os mesmos foram devidamente abordados.
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CAPITULO IV
CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

4.1 Conclusoes
Nesta tese procuramos abordar a comunica¢do quantica segundo trés aspectos:

1. Aspectos fisicos da comunicagio quéntica: Procuramos dar, no Capitulo I, uma
introducdo dos estados quanticos da luz em comunicacdes, descrevendo os estados de
nimero e coerentes do continuo. Utilizando os ja conhecidos conceitos de discretizagéo
de modos continuos e de definicdo de um operador fase Hermitiano (operador de Pegg-
Barnnet), em um espago de dimenséo finita, descrevemos um método para o célculo das
fungBes densidade de probabilidade do mimero de fotons e da fase, a partir da
envoltoria de um pulso de luz coerente. Com este método, determinamos as estatisticas
de numero de fotons e da fase na saida de dispositivos dpticos passivos ¢ lineares, como
fibras opticas, atenuadores e divisores de feixes, usando a envoltoria do pulso incidente
no dispositivo e as equagdes classicas de propagagdo atraves do mesmo. Os resultados
das FDPs do nGmero de fotons se mostraram coerentes e confidveis, enquanto que o0s
resultados das FDPs da fase precisam de uma maior reflexdo tedrica, excego feita as
simulacdes em que a fase nio sofreu gorjeio ao longo da propagagdo. Finalmente,
mostramos a utilizagio do método num sistema Optico de criptografia quéntica,
simulando o protocolo BB84 num interferémetro a fibra. Os resultados numeéricos
obtidos concordam, com boa precisdo, com os resultados analiticos, mostrando a
confiabilidade do método. Mais ainda, devido 4 natureza aleatoria da simulagho,
podemos simular a variagio aleatoria do nimero medio de fétons que acontece em
sistemas reais e obter resultados sobre caracteristicas de desempenho que sejam
dependentes do nimero médio de fotons, como seguranga e taxa de transmissio.

2. Aspectos matematicos da comunicagio quéntica: No Capitulo II apresentamos aspectos
da teoria quintica da informag#o. Enfatizamos as j& conhecidas semelhancas entre as
matrizes densidade de estados e coeréncia. Aplicamos os conceitos de probabilidade de
resultados de medicio e distingio entre matrizes densidade as matrizes coeréncia.
Utilizando estas semethancas, tratamos um sistema quéntico polarimétrico atraves do
uso das matrizes transferéncia e coeréncia, e dos parimetros de Stokes. Assim, com
argumentos puramente classicos, propusemos o uso de um equalizador optico, estrutura
fisica e algoritmo de equalizagfo, para recuperar a polarizagdo, que varia devido a
variagio aleatéria da birrefringéncia, sendo portanto um ruido classico, em sistemas
quénticos polarimétricos a fibra. Os resultados das simulagdes foram bastante
satisfatorios, mostrando que o equalizador pode desempenhar bem a sua fungéo. Em
seguida, definimos o grau de pureza de estados quinticos e sua relagdo com a entropia
dos mesmos. Calculamos, entdo, a distingio entre estados quénticos (distincia de
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Kolmogorov), a informagio mitua e a fidelidade, como fungdes do grau de pureza.
Terminamos o capitulo comentando sobre estados quénticos entrelagados, puros e
mistos, ¢ medidas de entrelagamento. Em particular, propusemos uma medida de
entrelacamento, usando a distdncia de Kolmogorov, e verificamos que a mesma ¢
equivalente as ja conhecidas entropia e indice de correlagéo.

Aspectos sistémicos da comunicagdo quéntica: No Capitulo Il abordamos, de forma
simplificada, o problema da geracdo, transmissdo e recepgdo da informagio quéntica
baseado nos sistemas ja existentes. Propusemos, entdo, topologias de sistemas opticos,
usando dispositivos e efeitos nio-lineares, capazes de realizar a comunica¢io quéntica.
Iniciamos o capitulo descrevendo, sucintamente, o ressonador n3o-linear a fibra, RNL,
o acoplador ndo-linear a fibra, ANL, e o efeito da birrefringéncia em fibra Optica néo-
linear. Em particular, demonstramos a possibilidade de controle e de sincronizagdo de
RNLs através do uso de controladores nebulosos, e da variagdo da curva de
transmissividade de um ANL, devido & variagio do perfil do coeficiente de
acoplamento. Aproveitando os dispositivos ndo-lineares expostos, foi proposto o uso
conjunto do RNL com o ANL para a produgio dos bits da chave em um sistema de
criptografia quéntica polarimétrico. Em um segundo desenvolvimento foi proposto o
uso de RNLs sincronizados para, através da propagagdo em fibra altamente
birrefringente, mascarar a fase de um sistema quéntico interferométrico.

4.2 Perspectivas

A 4rea de comunicacOes qufnticas ainda € nova e had muitos desafios a serem

enfrentados. A seguir, apontamos alguns dos quais podem tomar esta tese como ponto de
partida:

Dar um maior aprofundamento tedrico na geragdo da FDP da fase para estados
coerentes a partir dos conceitos introduzidos no Capitulo 1.

Dar um maior aprofundamento nos sistemas quénticos de comunicagdes, usando
dispositivos Opticos ndo-lineares, como propostos no Capitulo III.

Desenvolver um protocolo de criptografia quintica a partir de estado mistos.

Considerar efeitos quinticos em sistemas ndo-lineares, como solitons quanticos.
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APENDICE A

PRINCIPIOS BASICOS DE MECANICA QUANTICA
E ESTADOS QUANTICOS DALUZ

Al. Introducao

Neste apéndice apresentamos, de forma reduzida e simplificada, os principais
conceitos de mecinica e dOptica quintica, utilizados ao longo da presente tese.

A2. Estados Quénticos, Operadores e Notacdo de Dirac

O estado quéntico particular de um sistema fisico pode ser representado por um vetor
de estado, pertencente ao espago de Hilbert que representa o sistema completo. Dirac
introduziu uma notagfo simples para este vetor, conhecida como kef e seu complexo
conjugado transposto, bra, cujas representagies sdo, respectivamente [Refs. A1, A2]:

la)=ley @ . & (AD)
l=le; @ . al (A2)
Sendo ¢ uma varidvel associada ao estado que se quer representar (nimero de fotons, fase,
polarizagdo, etc...) e n a dimensdo do espago de Hilbert ao qual o sistema pertence, no caso
presente, considerado finito. As agBes sobre os estados quénticos (rotagdo do angulo de

polarizacdo de um foton, medigdo de um observavel, etc..) sdo realizadas através da
aplicacio de um operador linear sobre o estado quéntico que se quer atuar:

Aa)=|8) - (A3)
Portanto, um operador linear faz um mapeamento, transformando um estado em outro {ou
no mesmo, no caso de ser um autoestado do operador). Os operadores sdo normalmente
representados por matrizes quadradas, com o miimero de linhas igual & dimensdo do espago
de Hilbert do sistema. Os vetores bra e kef estdo sujeitos as seguintes regras de utilizagio

[Refs. Al, AZ]:

1 - Produto Escalar

e B)=((pla)) =S ap (a9

il

11 - Hermiticidade
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Seja o operador 4 e as seguintes relacGes:

A a)=|c) (A5)
(@id® = (] 46)
(ald={d

(A7)

onde o indice superior "+" indica o operador adjunto. Este, em termos matriciais, ¢ o
conjugado da transposta da matriz que representa o operador. Se 4 for Hermiteano, isto ¢,
4 = A7, entdo:

{dl={c|=(c))" . (A8)

Para um estado arbitrario {4), usando as Egs. (AS) e (A6) temos:

(Blc) = (b]4a) (A9)

<Cib>=<‘7‘l*’&+1b> - (A10)
Portanto:

(plde)) =(ald|s) (a1

Com A Hermiteano e usando a Eq. (A11), temos que:
(@ |ﬁfa> eR. (A12)

I - Propriedades dos operadores lineares:

(4+8)a)= ﬁia>+-§ffﬁ> (A13)

Aa)+|8)=Aa)+ 4|5) . (A1)
Seja, agora, o operador C = AR e os vetores:

)= 4b) (A15)
|6)= Biar)

. . . s (Al6)
lw)=Cla)=4|b)= 4B|a) .

(A7)

Entio, temos:
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wl=(alC" =4 = (el 4" (a18)
e, portanto:

¢ =(aBf =84 A19)
A3. Autoestados e Autovalores

Pode acontecer que a aplicagfio de um operador a um vetor de estado leve ao mesmo
vetor de estado multiplicado por uma constante. Neste caso, este vetor ¢ chamado de
autoestado, do referido operador, € a constante multiplicativa de autovalor:

A

Aan>:an

a,). (A20)

Os autovalores de operadores Hermiteanos sdo reais e os autoestados deste operadores sdo
ortogonais entre si [Refs. Al, A2].

(e

Os autoestados de um operador Hermiteano formam um conjunto completo, isto ¢, formam
uma base para o espago ao qual pertencem; portanto, qualquer vetor de estado lW}

a,)=0. (A21)

pertencente a0 mesmo espago, pode ser escrito como uma combinagio linear dos estados da
base (autovalores discretos):

vy =2.C.

@) (A22)

onde o valor maximo de » é a dimenséo do espago. Um coeficiente particular € dado por:

_alw)
€= (a,|a,) (A23)

Sejam, agora, as operagdes de comutatividade:

anb I)C> = 1a>(<b M) (A24)
(ela)pl)=(cla))p] - (A25)

Usando as Egs. (A22) - (A25) e considerando a base de autoestados ortonormal (vetores de
modulo unitario), podemos escrever:

a, Xa,

v)=2.

n

0)=[Sla el o) 20
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Observando a Eq. (A26), vemos que 0 termo entre paréntese define o operador identidade:

(e .

Por fim, qualquer operador pode ser definido através de seus autovalores e autoestados
[Ref. Al}:

1 =2 e e,

(A28)

Através das Eqs. (A28), (A1) e (A2) podemos obter a representagdo matricial do operador.
Ad4. Espaco Definido por Produto Tensorial

Sejam dois espagos de Hilbert, H; e H,, de dimenstes m e n, respectivamente. Entio,
para cada par de estados, representados pelos vetores |&) € H; e |1} € Ha, estd associado um

vetor pertencente ao espago H=H;®H,, denotado por [£®1) ou |gA). Algumas
propriedades deste espacgo sdo [Ref Al]:

(| £)e|2)=|e) @ )= k() ®|2)) (A29)
0)®(z)+]2)=10)®|5)+|o)®]) . (A30)

Se {lu)} i =1...m ¢ uma base do espaco H; e {|v)} j =1...» é uma base do espaco H,, entdo
o copjunto de vetores |u) & |v;) formam uma base para o espago H cuja dimensfio é mmn.
Desta forma, se:

&)= Zaiiu,.} (A31)
2=, (A32)
7
entdo:

|)®|2) = Za Ju )@, ) (A33)

O produto escalar, no espago H = H,®H,, é dado por:

{e,2

m.9)={em)ile) (a34)

onde os estados {|&),|7)}e Hy e {|4),|¢)} € Ha. Por fim, se 4 é um operador do espago H; e

B um operador do espago Hj, entdo A®B éum operador linear no espago H=H;®H;, tal
que:
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[4@Bl|s)®|2)=4]e)®(Bl4)Y) . a35)

Por exemplo, qualquer estado de polarizagio de um foton pode ser representado por uma
combinacdo linear das polarizagdes |H) (horizontal) e V) (vertical); estes dois estados
formam uma base para um espago de Hilbert de dimensiio 2. O vetor de estado de
polarizagdo ¢ representado por um vetor coluna cujos elementos sio os coeficientes da
expansio do estado na base de referéncia () ,[7)). Assim, se |[P1) e |[FP2) sdo dois estados de
polarizagio, temos:

|R)=alH)+bV) (J (A36)

|P)=c|H)+d]V)— (CW (A37)
d)

Se o sistema em consideragio é composto por dois fotons com, por exemplo, um de
polarizagio P; e outro com polarizagdo P», entfio o estado (ndo entrelagado) do sistema ¢
dado pelo produto tensorial das partes, ficando, entéo, representado por [Ref. A3]:

Reiey=lrn)=(; o5 5| s

Por sua vez, o produto tensorial de operadores é feito através do produto tensorial das
matrizes que os representam. Para matrizes quadradas 2x2 temos [Ref. A3]:

aa, ab, ba, bb,
Tti b, } ®1ia2 b, :l _l@e, ad, be, bd

ca, c¢b, da, dpb, (A39)
e, ¢d, de, dd, |

No caso mais geral do produto tensorial de uma matriz m X 7 por outra p X ¢, a matriz
resultante sera mp X nq.

AS. Operador Densidade de Estados - p

Os estados quénticos mais simples sd0 os estados puros. Tais estados podem ser
completamente caracterizados por uma medig&o, isto €, se o estado € puro entdo existe uma
medicio que o identifica com 100% de acerto. Muitas vezes o estado quéntico de uma
entidade fisica ndo é conhecido com certeza, apenas as probabilidades de estar em um ou
outro estado ¢ que sio conhecidas. Nesta situagio, € dito que a entidade fisica esta em uma
mistura de estados. Esta mistura é completamente caracterizada pelo operador ou matriz
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densidade de estados, p. Assim, se p; é a probabilidade da entidade fisica estar no estado
quéntico puro lu;), o operador densidade é dado por:

LEDWALHCAED W N (A40)

A forma matricial de p, usando as Eqgs. (A1) e (A2), para um espaco bidimensional, é:

(A41)

Se o estado € puro, entdo um dos p; vale 1 e os demais sio nulos. A matriz densidade
sempre ¢ Hermiteana, positiva definida e possui trago unitario. Uma das mais importantes
caracteristicas da matriz densidade ¢ que o valor médio de um observavel, representado

pelo operadorﬁi , € dado por:
<21> = Tr(pﬁ) , (A42)

onde 77 € o trago da matriz. O operador densidade representa a nossa ignorincia sobre o
valor de um observavel. Vejamos o seguinte exemplo: Um transmissor vai enviar fotons
polarizados, entre dois possiveis valores de polarizagdo, para o receptor e este, através de
uma medigdo de polarizacio, tentara identificar o estado que foi enviado. A Fig Al mostra
o diagrama esquematico.

Transmissor Q
7y —|6) > » Polarizador

7, —> | o) Canal Quantico Receptor

Fig. Al - Sistema de comunica¢fio quéntica, usando
fotons polarizados,

Na Fig. A1, 7 € a probabilidade a priori do transmissor enviar o estado puro gy = |68 | e
7 € a probabilidade a priori do transmissor enviar o estado puro p; = |@){¢. Como o

receptor néo sabe qual estado vai ser enviado, a matriz densidade que ele "enxerga" é o
estado misto:

P =0, + 0 . (A43)

Portanto, uma probabilidade classica misturou os dois estados puros. Por vezes, acontece de
um estado ser puro quando € produzido e, devido a interagdes com o meio externo, se torna
misto. Este processo de um estado puro se tornar misto é conhecido como descoeréncia.
Um exemplo comum disto € um foton polarizado que, ao se propagar ao longo de uma fibra
optica comum, varia sua polarizagdo. Como n3o sabemos para qual polarizacio o foton
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passou, podemos descrevé-la apenas estatisticamente, dentre os possiveis valores de
polarizagdo e, portanto, temos agora um estado misto.

A6. Medicoes de Observaveis Fisicos

As varigveis de um sistema fisico, passiveis de serem medidas, sdo conhecidas como
observaveis. Todo observavel fisico é matematicamente representado por um operador
Hermiteano e toda medigio precisa deste observavel resultard em um dos autovalores do
correspondente operador. Se temos um conjunto de sistemas onde todos estdo no estado )
e realizamos a medicio do observavel representado pelo opfzmdor};I , em todos eles, entdo

o valor médio deste observavel, com o sistema no referido estado ¢ dado pela quantidade
[Ref. Al, A2]:

<ﬁ > =(w iﬁ ) (Ad4)

Se E, sdo os autovalores de H com autoestados |£,), entdo, usando (A26), temos que:

W) = SO AENEJA S W)E) = DS ERENE W) . 4

i

Usando a Eq. (A20) e a condigio de ortonormalidade, no primeiro termo da equagdo mais a
direita de (A45), obtemos:

(E,|H|E,)=EE,|E,)=E,b, (Ad6)

e, portanto, substituindo a Eq. (A46) em (A45), esta (ltima fica reduzida a:

witly)=2[E.

2
W)l En 2Z).Un‘En . (A47)

Sendo p, a probabilidade de encontrar o valor £, como resultado da medigo. Este tipo de
medigdo é conhecida como medigdo de valor projetado, PVM [Refs. Al, A4]. Uma vez que
uma medi¢io foi realizada, a fungio de onda colapsa para o estado do resultado da
medicdo. Se uma nova medicio é realizada, ela apenas repete, com probabilidade 1, o
resultado da medig&o anterior. Um tipo mais complexo de medigio, chamada medigio de
operador de valor positivo, POM ou POVM, envolve uma evolugdo unitaria entre o estado
da entidade fisica a ser medida e o estado do aparelho de medigdo [Refs. A4-AT7]. Neste
tipo de mediglo, a repeti¢io da medig@o ndo implica na repeti¢do do resultado anterior com
probabilidade 1. Aqui, a cada possivel resultado da medigdo estd associado um operador.
Assim, os possiveis resultados (discretos) de uma medigio §,,..,7,,..7,, }correspondem aos

operadores no conjunte E={E,,.E,. E_}, onde todos os operadores E; devem ser
positivos semi-definidos e a condigdo:



izE'* =1 (A48)

deve ser satisfeita. A aplicagfo deste POVM a um sistema descrito pela matriz densidade p,
resulta em uma distribuicéo de probabilidade dos possiveis resultados da medigao, dada por
[Refs. AS-A7 1:

plr 1 p)=TrleE.), (A49)

onde p(ri}p) € a probabilidade do resultado r; ser obtido, dado que o estado do sistema é
representado por p. Um PVM ¢ um caso particular de um POVM. Por exemplo, se
queremos medir a polarizagio de um foton, usando um aparelho de medigdo que fornece
dois possiveis resultados de saida, {8,6+ 22}, os operadores do POVM sio [Ref. A5]:

£ 8, )- {[ cos’ (9) 008(9)5611(9)}( sen’ (6) “Cos(a)sen(g)}.

|lcos(®)sen(6)  sen?(8) ’k-— cos(@)sen(d) cos*(9)

1272

(A50)

Este POVM € um PVM. Quando ele ¢ aplicado a um foton conhecidamente no estado |H)
(€= 0rad), a distribuigdo de probabilidade usando, a Eq. (A49), & {cos*(8),sen’(8)} = {1,0).
Por outro lado, se o aparelho de medi¢io decompBe a polarizagio em trés possiveis
resultados: {0,7/3,2%/3}, 0o POVM é [Ref. AS]:

2 2
{E(l 03_2_ & 82- % & ‘9ch> ASD)
310 03 g0 o ) 3leo o )|

L

onde & = cos(7/3) = -cos(27/3) =1/2 e & = sen(#/3) = sen(27/3) = \/BT/Z o que leva a Eq.
(AS1) para:

1 B
0il 6 6
o}ii

2

6

No
6

1
, f/é' 1 . (A32)
- =

(7%

Aplicando este POVM a um foton que estd conhecidamente no estado [I) resulta, usando a
Eq. (A49), na distribuicdo de probabilidade (0,1/2,1/2). Portanto, a polarizagio O (rad)

munca sera obtida, enquanto que as polarizagdes #/3 e 2r/3 (rad) ocorrerio com
probabilidade 0,5.

A7. Principio da Incerteza

Sejam os valores esperados dos observaveis relacionados aos operadores 4 e B, para
o sistema fisico no estado |y} (Eq. A44):
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(4)=(vldv) (AS3)
(B)={vBlw) (AS4)

Sejam, também, suas varidncias:

(a4 = A= (D)) = 121y~ (w1210 (a5

(ABY = (w|B-(B))w) = il - (wlBw)f - @36

Se os operadores;i e B sdo Hermiteanos e a relagio de comutagio entre eles é lﬁ,élw i€,

onde C pode ser outro operador Hermiteano, ou um numero real, entio mostra-se que [Ref.
Al

1 A
(A4)AB) = E(‘/’lci ), (AST)

ou seja, dois observaveis copjugados, representados por operadores que nao comutam, ndo
podem ser precisamente conhecidos simultaneamente. No campo eletromagnético a fase e o
namero de fotons s3o observaveis conjugados representados por operadores que ndo
comutam e, por isso, estdo sujeitos & relag@o de incerteza. Portanto, se ¢ conhecido que um
campo eletromagnético tem precisamente 7 fotons, entfio nada se sabe sobre a sua fase.

AS8. Representacio de Schriodinger e Representacio de Heisenberg

As representa¢des de Schrodinger e Heisenberg provém a evolugdo temporal dos
sistemas quénticos de formas diferentes, porém com o mesmo resultado final. Na primeira,
os operadores sdo independentes do tempo e toda a dependéncia temporal esta nos estados
quénticos. A evolugdo temporal ¢ dada, ento, pela equac@o de Schrodinger [Ref. Al]:

“) ; (A58)

sendo H o operador Hamiltoniano (energia) do sistema. A solugdo de (A58) é [Ref Al]:

~

|ar, 1)) = exp[— IH?’J} alr,0)) . (A59)

No quadro de Heisenberg, os estados sio considerados fixos no tempo e toda a
evolugdo temporal estd nos operadores. Podemos obter a representacio de Heisenberg a
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partir da representagio de Schrodinger da seguinte maneira: Seja o valor esperado do
observavel O, representado pelo operador ), com o sistema no estado quéntico |¢) :

<(f?> = (a(r,t)
Usando a Eq. (A59) em (A60), temos:
<é> = {a(r,0)|0z | e(r,0)) (A6D)

. Ht ) - iHi
0, ()= eXP[l—h—]O EXP[- %} : (A62)

O

alr,1)) . (AG0)

A Eq. (A62) ¢ o operador O na representacio de Heisenberg, isto &, variando no tempo. A

lei de variagdo pode ser obtida derivando-se a Eq. (A62) em relagfo ao tempo. O resultado
¢ [Ref. Al]:

do, (t)

ifa A a0 (A63)
“la el
dt h[ ’OH(I)]{ ot L

A Eq. (A63) tem a mesma forma da equagio de evolugio temporal de varigveis cléssicas,
sendo que, nesta Gltima, ndo ha a constante de Planck e usam-se os parénteses de Poisson
no lugar da rela¢do de comutagio.

A9. Correlacdo Quintica - EPR (Einstein-Podolsky-Rosen )

Em alguns experimentos ¢ possivel a emissfio de fotons com caracteristicas fisicas
correlacionadas. Desta maneira, dois fotons podem ser gerados em um estado conjunto tal
que, a medic@o de uma variavel escolhida do foton 1 determina completamente o resultado
de uma medigdo da varavel correspondente do foton 2, mesmo estando ambos
suficientemente separados, de tal forma que uma medi¢do em um dos fotons n3o perturbe o
outro. Esta situagiio ocorre, por exemplo, quando ambos os fotons sio emitidos de uma
mesma fonte em algum estado quantico entrelagado, isto é, ndo fatoravel, ou seja, ndo pode

ser decomposio na forma da Eq. (A33). Seja, por exemplo, o estado entrelagado de dois
fotons com polarizagdes ortogonais:

) :%Q%“,w)mgo:w))m

:%ﬂg@")}iw)z —{()")119012):%69(?)1 ® o°>2 —!()“)1 ®}90">2). (A64)

O estado da Eq. (A64) afirma que, ou o foton 1 tem polariza¢io de 90° e o foton 2 de 0° ou
o contrario, o foton 1 tem polarizacio de 0° e o foton 2 de 90°. As polarizagdes sO se

106



definirio no ato da medi¢do. Se, por exemplo, a polarizagio do foton 1 for medida e o
resultado for 90° entdo, com probabilidade igual a 1, a polarizagiio do foton 2 serd 0°,
mesmo que o foton 2 esteja distante o suficiente do foton 1 para que nio haja nenhuma
interacdo entre eles. Devido & independéncia da distincia entre as partes, esta correlagio €
dita ser nio local Devido a estas condigBes estranhas de acdo a distdncia e definigdo do
realismo fisico s6 no momento da medigdo, postulou-se a existéncia de varidveis
escondidas, ou seja, varidveis que ndo temos acesso para completar a mecanica quéntica e
explicar tais efeitos. Entretanto, mostra-se que, levando em consideragdo as varidveis
escondidas, forma-se uma desigualdade, conhecida por desigualdade de Bell, na qual
apenas estados quénticos entrelagados a viola [Refs. A8, A9].

A10. Estados Quanticos da Luz - Niimero e Coerente

Para termos um completo entendimento das propriedades quéinticas da luz,
precisamos quantizar o campo eletromagnético. Como serd mostrado no Apéndice B, isto
geralmente € feito reconhecendo cada modo individual de uma cavidade como um oscilador
harménico quantico [Refs. A8-Al10], fazendo a troca das varidveis dinidmicas por
operadores e os classicos parénteses de Poisson por relagdes de comutagio adequadas. O
Hamiltoniano (energia total) do campo eletromagnético, apds a quantizaggo, € igual a soma
dos Hamiltonianos dos modos individuais (osciladores harménicos quanticos) [Refs. A8-
Al10]:

n a1 o A
H =Zha)k[akak +—2—j =Zha)kakak +Ef mZha)ka +E§ , (A65)
2 3 3

onde &, e @, sdo, respectivamente, os operadores criagio e aniquilacdo dos quanta do k-

ésimo modo, respectivamente, enquanto que @ € a freqiiéncia angular do referido modo. O
termo E; = 0,57, ¢ a energia do ponto zero, a flutuagio do vacuo de cada modo. O termo

ho,é o quantum do modo £ O operador N, é o operador nimero de quanta (fotons).

Quando aplicado ao estado do campo eletromagnético, ele da o mimero de fétons do modo.
Agora, o significado da Eq. (A65) fica ébvio: a energia do 4-ésimo modo ¢ igual ao nimero
de quanta do modo vezes o quantum de energia do modo mais a energia do vacuo
(nenhum quanta) ou ponto zero. O principio da incerteza de Heisenberg também aparece no
campo eletromagnético, s6 que da seguinte forma [Ref. A4]:

AnAp =2 K | (A66)

onde K ¢ uma constante. A Eq. (A66) € o principio da incerteza para o ntimero de fotons
(amplitude) e fase do campo eletromagnético. Ou seja, ndo podemos cophecer, com
precisdo perfeita e simultaneamente, a fase e a amplitude do campo. A Eq. (A66) facilita a
compreensdo e distingGo dos principais estados quénticos da luz. Apesar de existirem
diversos estados quinticos do campo eletromagnético, nos limitaremos a apresentacdo do
estado de mimero, que é autoestado do operador mimero, e do estado coerente, que ¢
autoestado do operador aniquilagio.
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A10.1 Estado de numero

O estado de nlmero, ), € o estado do campo eletromagnético que possui exatos »
fétons, em compensagdo, pelo principio da incerteza, sua fase é completamente
desconhecida. Os estados nimero formam uma base ortonormal para o espago de Hilbert do
qual fazem parte [Refs. A8-A10}:

rim) =, (A67)
g{;i”)("’i =1. (A68)

Os operadores aniquilac@o e criacdo, atuando no estado de niimero, resultam em [Refs, Ag-
Al0]:

a|n)=njn-1) (A69)
a*ny=n+1n+1) (A70)
I\Arn)rc'i*a" n)znln) : (ATD)

Na Eq. (A71) vemos que o estado de nimero € um autoestado do operador nimero com
autovalor igual ao nimero de quanta no modo. Um mode com » quanta pode ser obtido

através da aplicagio sucessiva do operador criagdo sobre o estado vacuo (nenhum foton)
[Refs. A8-A10]:

6y
)=o),

(A72)

Um campo multimodo com 71 fétons no k-ésimo modo é representado por [Refs. A8-A10]:
1,2 o) = B3 ) (A73)

onde m ¢ o nimero de modos. O operador nimero total do campo é obtido somando os
operadores mimeros de cada modo individual [Refs. A8-A10]:

Portanto, o mamero total de quanta de um campo multimodo € obtido a partir de [Refs. A8-
Al0]:

m{"}>=;”k|{”}>=”|{”}> ‘ (A75)
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Ou seja, o namero de fotons do campo é igual a soma do nimero de fotons de cada modo
individual. Um fbton de freqiiéncia Gnica ey ndo tem localizago, isto €, ele se estende por
todo espago-tempo (transformada de Fourier da fungdo & w-ap)); entretanto, podemos obter
estados de um fSton aproximadamente localizados, como um pacote de onda, se uma
superposi¢ao de estados de um foton em diferentes freqiéncias é construida [Refs. A4, AS]:

lw)= B;exp Egé_fw)m exp(— ik - F) I1..100) . (A76)

A Eq. (A76) € uma superposigdo linear de estados de um foton com diferentes vetores de
onda, os quais seguem uma distribuigio gaussiana normalizada pela constante 5. A Eq.
(A76) é um estado de um foton porque ¢ um autoestado do operador numero, Eq. (A75),
com autovalor unitario.

Embora tenhamos descrito apenas modos discretos nos quais o indice & enumerava as
freqiéncias, podemos também quantizar o campo eletromagnético em estados continuos.
Desta forma, o estado de nimero do continuo pode ser representado por [Refs. A4]:

(A7)

)= [Pler )5 (0) 40,

com

[m....0) do. do, =1, (AT8)
Qg

onde tW(a)l, )| dm,..dw, da a probabilidade de existir um foton em cada intervalo @ +
deay, com i =1,2...n. O Hamiltoniano do continuo, por exemplo, € dado por:

H= jhax"z* (wh(w)o (A79)
0

onde, em (A79), a energia do vacuo foi desconsiderada. Os estados do continuo sio
trabalhados no Capitulo 1.

A10.2 Estado Coerente

O estado coerente ¢ um estado quintico de minima incerteza, com igualdade nas
mcertezas das quadraturas. As gquadraturas s3o as partes real e imaginaria do operador
aniquilaggo. Ele € o estado quantico mais proximo de uma onda eletromagnética classica.
Um laser monomodo, operando bem acima do limiar, gera laz no estado coerente. Um
estado coerente, representado por |&), pode ser definido como uma superposigao linear de
estados numero [#2) [Refs. A8-A10]:
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@) =exp{ -3 " T-E

(n')2 (ABO}

com a normalizagdo:
2
T )Zﬁii,-y— =1, (481)

onde « € um numero complexo arbitrario que representa a amplitude do campo. Dois
estados coerentes diferentes nio sfo ortogonais [Refs. A8-A10]:

(alf)= GXP(”%IQ'Z _%W};ua}f = eXp(w%[af ——;—Iﬂf +a*ﬁj (A82)
K“Eﬁ)y = eXP(‘ Ia‘ﬁlz)- (A83)

Os estados coerentes formam um conjunto mais que completo (overcomplefe) de estados
para o osclador harmdnico e, por isso, diferentes estados coerentes niio sdo ortogonais. Os
estados coerentes s3o autoestados do operador aniquilagio [Refs. A8-A10]:

i) = o] ~ ol 155

7 n?z

x/‘!n I) a[a>.

(A83)

O valor médio e a varilncia do nGmero de fotons em um estado coerente sdo dados por
[Refs. A8-A10]:

() = gl JE 2 < s
<Wwwmﬁﬂﬁp%2

Wﬁwﬂ@«wm%w« (39

Da expansdo do estado coerente em estados de nmimero, Eq. (AS80), temos que a
probabilidade do estado coerente ter r fotons é [Refs. A8-A10]:

-+l 89

|<nia)§2 = exp(m [a!z)g% , (A8T)

que é uma distribuicio Poissoniana com média |of* e desvio padrdo |@]. Pode-se criar
estados coerentes a partir do estado vacuo através do operador deslocamento de Glauber,
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D(e) [Refs. A8-A10]:
ja) = D(e)0) , (A88)
onde o operador deslocamento € dado por [Refs. AR-A10]:
Dl@)=explod” -a’a). (A89)
Devido as dificuldades praticas de construir fontes de luz de um foton, estas t€m sido,
na pratica, aproximadas por estados coerentes, produzidos por lasers sermcondutores
pulsados, fortemente atenuados, de forma que cada pulso tenha em média 0,1 fotons (|’

0,1), isto é, em média somente um pulso, em cada dez, tem um foton. A Eq. (A80), com
termos da ordem O(jct’) desprezados, da:

2 2
=1 Sl e 212 0
NEY S
Na maioria das vezes que este estado incidir num fotodiodo ele nfio causara uma contagen,
devido a grande amplitude da componente vacuo (nenhum foton); entretanto, quando ela
ocorrer, serd muito mais provavel ser devido a um estado de um foton do que a estados de
mais de um foton. Suponhamos, agora, que um pulso proveniente de um diodo laser, tendo
largura 7, seja atenuado por um filtro com largura de banda suficiente, tal que a energia do
pulso, apos passar pelo filtro, seja aproximadamente 7 , onde a barra indica a freqiiéncia
angular central do pulso. Entfio, usando £ =#/w ¢ Awr >1 obtemos AL > R/t portanto, a
energia do foton deve estar o intervalo [Ref. A4]:

E=h&o £ =R £ (A91)

BE oo
2 2T

De (A91) podemos inferir que, quanto mais 7@ >> /27 (o valor médio muito maior que o
desvio) for verdadeiro, melhor o pacote de onda atenuado aproxima o estado de um foton
[Ref. A4]. Embora o estado coerente atenuado seja uma boa aproximacio para o estado de
nimero de um foton, eles se comportam diferentemente e estas diferencas precisam ser
levadas em conta quando do projeto de sistemas de comunicagdes quénticas.

All. Operador de Fase

Assim como precisamos do operador Hermiteano nimero para determinar ¢ namero
de fotons e suas médias estatisticas, também precisamos de um operador Hermiteano fase
para determinar a fase do campo e as suas médias estatisticas. Para entendermos o operador

fase, inicialmente dividimos os operadores criagio e aniquilagio em amplitude e fase [Refs.
AB-A10]:
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a=(R+ 1)% ekplip)

(A92)
1
& =expl-ipkn+1) . (A93)
As relagGes inversas de (A92) e (A93) sdo:
explie) = (A+ 1)"% a (A%4)
NN
ekp(-ip)=a (r+1)3 . (A95)
A Eq. (A%94) pode ser decomposta em estados de niimero [Refs. A8-A10]:
xpli) = 3 +1i .
expli) HZ:;In)(n | 456,
Temos, ainda, as propriedades [Refs. A8-A10]:
fplip)eip(-ig)=1 9%
exp(-ip)ekplip)=1 .
(A98)

Usando (A94) e (A95) ¢ facil verificar que [Refs. A8-A10];

s sk _||n—1) para n=0
exp(zga]n>m(n+1)2\/Zln—1>*—{0 para 7=0 (A99)

eﬁp(—iq;]n)=€z*vn+l]n)=[n+l) . (A100)

Os autoestados do operador ep(ig) sdo os estados:

1exp(igo)) = Zexp(ingp)in), “T<PET . (A101)

n=0

Estes autoestados ndo sfo ortogonais entre si, mas sdo normalizados por:
[|expli@))explip)lde = 27 . (AL02)

Os operadores eﬁp(t’gp) e exp(-ig) sio chamados operadores fase de Susskind-Glogower

(3G). Os operadores SG nio sio Hermiteanos e, por isso, ndo representam quantidades
observaveis do campo eletromagnético. Entretanto, as seguintes combinagdes destes
operadores sio Hermiteanas [Refs. A8-A10];
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) Lpwrn oy
3s(p) = 5 {explip)+ exp(-ip)} (A103)

. 1 en pon ny
sén(p)=— fexplip)- erp(-ip)} . (A104)

Pode-se, ainda, observar que o operador nimero nio comuta com os operadores das Eqs.
(A103) e (A104) [Refs. AS-A10].

[, cos(p)] = —i sénlp) (A105)
[#, sén(p)] =i cosle) . (A106)

Portanto, a amplitude e as fungBes cosseno e seno da fase do campo eletromagnético ndo
podem ser precisamente especificadas simultaneamente. As relagbes de incerteza séo [Refs.
AB-A10]:

(An)Acos(p)) 2 %Ksén(ﬂ’/’))] (A107)

(an¥asen(p) - fiess(o)] (atos)

Por fim, o valor médio e a varifincia dos operadores seno e cosseno, no estado de mimero,
sdo [Refs. A8-A10]:

(nicﬁs(qp}n) = (nEsén(&)n} =0 (A109)
1
— para n#0

(n|cos* (p)n) = (n|sén’(p)n) = ? . (A110)
1 para n=90

Realmente, no estado de mimero a fase é uniformemente distribuida e o valor meédio do
seno ou cosseno de uma variavel uniformemente distribuida no intervalo [~z 7] € nulo. A
distribuigio de probabilidade dos resultados da medigdo de fase, no intervalo [-77),
realizada no estado genérico |5, é dada por:

p(B)= éi(exp(i@lﬁ)iz (Al11)

]ip(ﬂ)dﬁ =1. (A112)

Como visto, os operadores de SG nfo sdo Hermiteanos. Visando desenvolver um operador
fase Hermiteano, Pegg e Bamett propuseram estados de fase bem definida ¢ um operador
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fase pertencentes a um espago finito. Seja o estado |6y}, definido em um sub-espago finito,
de dimensdo s +1, dado por [Ref. A8]:

16,) = s+ 1)‘%i exp(ind, )n) , (A113)

onde 6 € a fase inicial de referéncia. Sejam, agora, os estados |6, definidos por [Ref. A8]:

s+1 (Al14)
com
2am
g =6, +——, <
m= Ot (A115)

m=0,1,2,..5, sendo 6, pertencente ao intervalo [, 6+27). Os estados |6, sdo ortogonais
entre si e formam uma base para o espago de Hilbert truncado, de dimensiio s+1. O

operador Hermiteano fase para o espago de dimensio s+1 é definido usando a Eq. (A28)
[Ref AS]:

0= Zﬁmiﬁmxﬁm! : (A116)

==l

As distribuigOes estatisticas de medigdes da fase para o estado puro | e para o estado
misto p, sdo dadas por [Ref. A8]:

p8)= i(em |ﬁ>{2 (A117)
ple)= %(91;}’ )= mz%gexp[i(m - n)@](n |olm) (A118)
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APENDICE B

QUANTIZACAO DO CAMPO
ELETROMAGNETICO

B1. Quantizacio do Campo Eletromagnético no Vicuo

A quantizagdo do campo eletromagnético geralmente € feita por um procedimento
conhecido como segunda quantizagio [Refs, Bl, B2]. O conceito de foton surge
naturalmente neste processo. Mostramos, agora, a quantizacio do campo eletromagnético
no vacuo, seguindo de perto a Referéncia B2. Sejam as equagdes de Maxwell:

. OB
VxE =——
ot (B
- = D
V-D=
- P (B3)
V-B=0.
(B4)
Usando a identidade vetorial 1 V-(Vx )= 0, em (B4), obtemos:
sendo A o vetor potencial. Substituindo (B5) em (B1), chegamos a:
VxE—QﬁszE—MmVX Mg (B6)
ot ot ot
Usando, agora, a identidade vetorial It Vx(V )= 0, em (B6), obtemos:
. 64
E=-V¢-—, {B7)
p-7 |

sendo ¢ o potencial escalar. Portanto, com as Eqgs. (BS) e (B7), podemos obter os campos

elétrico e induglo magnética através dos potenciais escalar e vetor. Substituindo (B5) e
(B7) em (B2), ficamos com:



NG _ e, &4 (8)
E PR

VxVxd = il — pe,

Usando, agora, a identidade vetorial Il VxVx = V(V )= V?, em (B8), obtemos:

Vg o*4

v(v-}i)—v%?i«:ﬂfmﬂgg 5 Mo (B9)

Substituindo, agora, (B7) em (B3), obtemos:

V-EZSOV-Eﬁ%V'[-—VQS“%):_govzﬁﬁ“gov'%zp- (B10)
G o/

As Eqgs. (B9) e (B10) sio as equagdes de evolugio dos potenciais [Ref. B2]. Percebemos
que, se Ape ¢o 520 solugdes de (B9) e (B10), entdo

A=4,-V¥ B11)
¥
p=9,+ o (B12)

também satisfazem as Eqs. (BY9) e (B10), sendoWuma funcio arbitraria de r e ¢

obedecendo a VxV¥ =0. Portanto, £ e B sdo invariantes segundo as transformagdes

acima, conhecida como transformacio de calibre. Q calibre de Coulomb ¢ definido como
[Ref B2]:

V-4=0. B13)
Usando o calibre de Coulomb nas equacGes (B9) e (B10) temos:
i VL PA 5
VA + ueg, Py + U, Y = ul B14)
Vig=-L | B15)

&

Na Eq. (BI5), percebemos que o potencial escalar ¢ satisfaz & equacio de Poisson da
eletrostatica, cuja solucdo é [Ref. B2]:

. 1 p(f"", z‘)
¢(r,t):2;rzo—£w—dr3 . (B16)

d

Usando, agora, 0 teorema de Helmholtz, representamos a densidade de corrente, que é a
fonte para o potencial vetor, na soma de uma componente solenoidal (transversal) e outra
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irrotacional (longitudinal) [Ref. B2}

J=Jd.+J
(BI7)
onde
V-J, =0 ®18)
VxJ, =0 B19
Aplicando (B17) e (B18) na equagio da continuidade, temos:
= Op op
YEovJ, +JT
v-J+Z (7, +7.)+ 2 =0= 0
- op
V.J, =——.
' (B21)
Fazendo uso da identidade vetorial IT em (B19), obtemos:
J, =VQ . B2
Logo, usando (B21) e (B22), temos:
_op
V-J, =V-(VQ)=V’Q= = (B23)
Obtendo o valor de p, em (B15), e substituindo em (B23), chegamos a:
og
Q=cy ®24)
Portanto:
- O¢ -
Jp = SGV[EJ : B25)
Utilizando (B25) e (B17) em (B14), resulta na equagio:
522 »
~VA+ ,ugo =l (B26)

A Eq. (B26) afirma que s6 a componente transversal da densidade de corrente € a fonte do
potencial vetor. Seja, agora, o teorema de Helmholtz aplicado ao campo elétrico,

E= EL +E.. De (B7), (B13) e da identidade vetorial II, verifica-se que:
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ET _ o4 (B27)

B =—vg (B28)

Como V-B=0,isto é, a inducdo magnética € puramente solenoidal, temos que:

I

|

=B (B29)
L =0 (B30)
Portanto, no calibre de Coulomb, pelas Eqs. (B16) e (B28), vemos que a densidade de
cargas € responsavel pela componente longitudinal do campo elétrico enquanto que, pelas

Egs. (B26) e (B27), vemos que a componente transversal da densidade de corrente é
responsavel pela componente transversal do campo elétrico.

Na propagag¢io de uma onda eletromagnética no vacuo, temos J =0. O campo é
suposto estar confinado em uma cavidade ciibica imaginéria de lado L, volume v=L", com
condigbes de contorno periddicas. A Eq. (B26) fica da forma:

- 8°4
—V2A+yeo—ét—2:0. B31)

A Eq. (B31) tem solugdo do tipo [Ref. B2]:

A= Z {,Zi ()explik -7 )+ A (t)exp(m ik -F )} : B32)

k=ki+k,j+kik

(B33)
sendo
k, = Zﬂan ; m=xy,z (B34)
n =0,xz14+2+3 . (B35)
Para que o calibre de Coulomb (Eq. B13) seja satisfeito, devemos ter:
k-A )=k A ()=0. (B36)

Existemn duas diregbes (polarizagGes) de A4,(7), para cada k. Substituindo (B32) em (B31)
encontramos que 08 4, devem obedecer & equagio [Ref. B2]:

N
P40, 023,00 =)
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w, = uek (B38)
cuja solugio &:

A @)=A4, expl~img). (B39)
Portanto, a solucdo completa do vetor potencial ¢ [Ref. B2]:

A xZ{EH exp(—iwnz+i£oF)+ﬁ: exp(ia)nt—ilz-r")}_ (B40)

Substituindo a Eq. (B40) nas Egs. (B5) e (B27), obtemos:
B,= il?xgn exp(~ i, 1+ ik - F)—ﬁ: exp(ia)nr ~ik - F)} (B41)

E“ =io, {An exp(— i f+ ik - F)— ;4.: exp(ia)nt — ik - F)} : (B42)

A energia média em um ciclo, do modo # na cavidade, € dada por [Ref. B2]:

W_ 12:r
E, - ! KS"

Substituindo (B41) e (B42) em (B43), obtemos:

- |2 gla
E | +u B,

2)dvd(cant) . (B43)

E :2801#(0:,;1’” A (B44)

4

Até o presente momento, apenas formulas classicas foram envolvidas. Para realizar a
quantiza¢io faremos, agora, algumas transformagdes de varidvels para igualar a energia em
cada modo do campo eletromagnético a energia de um oscilador harménico e este serd
identificado com o oscilador harménico quéntico, finalizando a quantizacdo. Sejam as
transformacoes [Ref. B2]:

- _1
A = (4503»'&)3) 2w O +iP.)E, ®45)

1
A; = (480\’(1)5) 2(C()nQn wiPn)gn H (B46)
nas quals, as quantidades escalares (), e P, representam a posicio e o momento do

oscilador harménico. £_¢ o vetor unitario de polarizagdo para o modo n. Assim, a Eq.
(B44) fica da forma:

E, = %(P,f +020?) B47)
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que ¢ a forma da energia média do oscilador harménico classico. O Hamiltoniano classico
total é formado pela soma sobre todos os # modos e nas duas direcGes independentes de g .

Por sua vez, 0 Hamiltoniano do oscilador harménico quintico unidimensional, com massa
unitaria, ¢ [Refs. B1, B2]:

=L ),

onde os operadores posigio e momento, § € p, obedecem a relagio de comutagio [Refs.
B1, B2]:

g.p1=in o

Define-se, agora, os operadores criagio @™ e aniquilagio 4, a partir dos operadores § e p
[Refs. B1, B2]:

1
a=(2rw) 7 (wg +ip) (B50)
& = (2ho)i(0g-ip) ®51)
As relagBes mversas de (B50) e (B51) sdo:

L
i-( 2] i)

2w (B52)

1
. [RoYz( ..
p:_n,[_?} G-av). -

Usando (B52), (B33) e (B49), vemos que os operadores &d*e dobedecem a relagio de
comutacdo de bosons [Refs. B1, B2]:

la.a|=1. E54)
Com isto, o Hamiltoniano (B48) fica sendo [Ref B1, B2]:

- e 1

H = ha)[a a +5} . (B55)

Por fim, a quantizagio € feita associando um oscilador quanto-mecinico a cada modo % do
campo. Sejam &, e 4, os operadores criagio e aniquilagdo que criam e destroem um

quantum de energia, A, , no modo do campo eletromagnético da cavidade, com numero
de onda %. O nimero de fotons, pertencente ao referido modo, é dado pelo autovalor 7 do
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operador namero N, = a,a,, definido na Segfo A10 do Apéndice A. O estado do campo

eletromagnético total na cavidade pode ser especificado pelo nimero de fotons myy, Hio, Fis
... excitados no conjunto completo dos modos da cavidade ki, &2, k3 ... Novamente, para
cada namero de onda k existem duas dire¢des (polarizacGes) possiveis do modo. O estado
total do campo pode ser escrito como [Refs. B1, B2}

I”m P s s > = Inkl )} e >[nk3 > (B36)
Uma vez que os diferentes modos da cavidade s&o independentes, o estado do campo total

pode ser escrito como o produto dos modos individuais. Um operador, que se refira a um
modo particular, afeta apenas os fotons naquele modo particular [Refs. B1, B2

a;i;”m:”kz:”k?:“'nh“‘) =7y +1[nklank2:nk3"'nkz'+l"'> - B57)
Para simplificar a notago ¢ usual a simbologia [Ref. B1, B2]:
D) = |mmes Ymgs ) (858)

Por fim, o operador vetor potencial para o modo £ ¢ obtido colocando os coeficientes da Eq.
(B40) em fun¢do dos operadores criagiio e aniquilacdo, através das Egs. (B435), (B46),
(B52) e (B53), trocando os escalares ( e P pelos operadores § e p. Assim, obtemos [Refs.
B1, B2]:

1

- z
A, :[EVG’);C} a, &,

2e, ®59)
1
i =(?‘V“’kaa;gk _ (B60)
2¢,
Logo
1
. wWae, VL -~ .
A:Z( ;;O"J 8k[ak exp(—icakt-i—ik-r)-{—a; exp(ia)kt—ik-r)]. (B61)
% &g

O vetor potencial €, agora, um operador. Substituindo a Eq. (B61), em (B41) e (B42),

obtemos os operadores para os campos elétrico e magnético, para o modo & [Ref. B2]:
1

£ = {F‘Z)’f T 8.l exp- iy + ik 7)- a7 explio,t ik 7 B62)
O

B, = i[hiw"‘ TEXEk [Erk exp(wiwkwiiz : F)— a, exp(ia)kz‘ — ik - F)] _ (B63)
0
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Os campos totais sdo dados pela soma dos modos:
L, = Zk:Ek (B64)
B= ;Bk . (B65)

A energia eletromagnética contida no modo &, para um estado de 7, fotons excitados, é
dada por [Ref. B2]:

E, = %J‘(EOE: +ﬂ—l»§kz)‘i" = %Rnﬁe igDEk 'Ek +ﬂ_1‘§k 'Bkink >dv : (560

Substituindo as equagles para os operadores dos campos elétrico e magnético, encontramos
[Ref. B2]:
E ! 67

Portanto, o Hamiltoniano quéntico, para o campo eletromagnético total na cavidade, vale
[Ref B2j:

N en 1
HT b ZEQ(akak +EJ . (B68)
k
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APENDICE C
CRIPTOGRAFIA QUANTICA

C1. Introducio

Para a seguranga das transmissbes de dados, isto € para tornar a mensagem
distribuida em um canal de comunicacfo publico nfo inteligivel aos usuarios para os quais
a referida mensagem ndo foi endere¢ada ou autorizada, técnicas de criptografia devem ser
empregadas. Neste caso, o transmissor, responséavel pela encripgio, deve gerar uma palavra
(conjunto de bits) secreta, conhecida como chave. Através de um algoritmo de encripgio, a
chave € usada para embarathar o texto a ser enviado, sendo a mensagem criptografada
resultante conhecida como criptograma. Para a recuperagio da mensagem original, no
receptor, faz-se necessaria a utilizagdo da mesma chave, sendo a mensagem praticamente
inviolavel para quem ndo possui-la. Portanto, uma vez que a chave tenha sido escolhida no
transmissor, ela deve ser transmitida ao receptor. Nesta etapa, se um terceiro usuario, nio
autorizado, tiver acesso ao canal de transmissdo, ele podera obter a chave e decodificar os
dados que ele obtiver posteriormente. Um sistema de comunicagéo, fazendo uso de técnicas
de criptografia, ¢ dito exibir perfeita seguranca se um criptanalista, interessado em decifrar
o criptograma, ndo ganha informagfo extra sobre a mensagem a partir do criptograma
obtido, isto é, P(m!c)= P(m), a probabilidade de obter a mensagem m dado que o
criptograma ¢ foi obtido a priori deve ser igual a probabilidade de obter a mensagem m.
Outro requerimento esperado ¢ que Plcim)=P(c), a probabilidade de se obter um
criptograma particular independe da mensagem enviada. Isto implica que a probabilidade
total de todas as chaves que transformam a mensagem m no criptograma ¢ € a mesma
que a probabilidade de todas as chaves que transformam outra mensagem no mesmo
criptograma. Por fim, diferentes mensagens, criptografadas pela mesma chave, devem
produzir diferentes criptogramas. A perfeita seguranca implica que o nimero de chaves
possiveis deve ser t3o grande quanto o numero de mensagens existentes [Ref. C1].

O ponto critico da criptografia tradicional € a transmissdo da chave do transmissor ao
receptor. Visando impossibilitar nsuarios nfo autorizados de obterem a chave durante a
transmissdo da mesma, foi desenvolvido um protocolo de distribuicdo de chave usando
dados quénticos (estados quéntico da luz). Dados quénticos estdo sujeitos a principios
fisicos fundamentais como o da incerteza de Heisenberg e o da correlagio quéntica.
Quando estes dados séo violados, pode-se medir uma alta taxa de erros de bits na recepgio,
indicando a presenga de um intruso no canal de comunicagiio. O primeiro protocolo de
criptografia quntica fez uso dos estados de polarizacio de fotons (polarimétrico), sendo
conhecido como BB84 [Refs. Cl, C4-C7]. Posteriormente, 0 mesmo protocolo, usando a
fase dos fotons (interferométrico), foi proposto [Refs. C1, C8-C11]. Em 1992, foi proposto
o segundo protocolo, conhecido como B92, também em versio interferométrica [Ref. C2].
Estes protocolos sdo baseados na complementaridade de entidades quénticas [Apéndice A ].
Em 1991, foi proposto uma outra forma de implementar a criptografia quintica, através da
correlago ndo local de estados quinticos [Apéndice A, Ref. C14]. Neste tipo de protocolo,
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faz-se uso da correlagio entre dois fotons preparados, por exemplo, através de conversio
paramétrica descendente [Ref. C13]. Todos estes protocolos foram implementados sobre
sistemas Opticos a fibra e muitos foram os experimentos, polarimétricos e interferométricos,
ja realizados com sucesso [Refs. C4-C11].

C2. Protocolos Baseados em Complementaridade

Os primeiros protocolos foram baseados na complementaridade ou principio da
incerteza de Heisenberg. Serfo descritos os protocolos BB84, polarimétrico e
interferométrico, que fazem uso de 4 estados quénticos, e o protocolo B92 interferométrico
com dois estados quanticos nfo ortogonais.

C2.1 Protocolo BB84 Polarimétrico

O BB84 polarimétrico faz uso de 4 estados de polarizagio, por exemplo: circular &
direita, |Cp), circular a esquerda, |Cg), linear vertical, |Lv), e linear horizontal, [Lg). Os dois
primeiros estados formam a base B, para um espago de Hilbert de dimensdo 2 e os dois
tltimos formam a base B;, para 0 mesmo espago. Os estados de uma base podem ser
relacionados aos estados da outra base através das seguintes relagdes [Ref. CI]:

l%)ﬁ%ﬂlﬁr)”liﬁy)) ()
Co)=—=(2a)-i12) ©
)= 75(Co)-iCx) s
1) =45 (Co) #[C)). ©

Definimos, na Tabela C1, a representagdo dos bits pelos estados de polarizagio em cada
base.

BASE |ESTADO| SIMBOLO
By ICp) 1
|CE) 0
B, ILv) 1
Ly 0

Tabela C1 - Representacio dos bits pelos
estados de polarizaco.

Se Alice (transmissor) prepara e envia um foton na base B, e Bob (receptor) mede a
polarizagdo deste foton usando a base B; entdo, através das Egs. (C1) - (C4), a
probabilidade do resultado da medigdo de Bob ser o mesmo bit representado pelo estado
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que Alice enviou € :
50% se 1] (€5
100% se 1 =j . (C6)

Por exemplo, suponhamos que Alice envie um bit 0 na base B, (|Lu)) e que Bob escolha a
base B; para medir a polarizacio; entdo, a probabilidade de Bob obter, como resultado da
medida, o bit 1, é dada pelo quadrado do médulo do coeficiente que multiplica |Cp) na
expansdo de Ly na base B,. Da mesma forma, a probabilidade de Bob obter, como
resultado, o bit 0, € dada pelo quadrado do modulo do coeficiente que multiplica |Cg) na
expansdo de [Ly) na base B;. Nesses dois casos, a probabilidade € de 50%. Em outras
palavras, Bob tem 50% de chance de acertar o bit que Alice enviou. Quando Bob escoihe a
mesma base que Alice, a probabilidade de Bob acertar o bit que Alice enviou ¢ de 100%
pois, obviamente, o coeficiente na expansdo vale 1. Abaixo descrevemos a seqiiéncia de
passos que compdem o protocolo BB84 [Refs. C1, C10]:

1. Alice escolhe uma seqiiéncia aleatoria de bits.

2. Alice escolhe aleatoriamente a base, B; ou B; , para cada bit da seqiiéncia, e envia um
foton por bit a2 Bob.

3. Bob escolhe aleatoriamente a base, B; ou B,, para medir a polarizagdo do foton e vai
armazenando os valores dos bits que ele obteve como resultado das medigdes.

4. Durante uma discussdo publica, sem preocupagbes com seguranca, Alice e Bob
informam, um ao outro, quais bases eles usaram. Os bits para os quais Alice ¢ Bob
escolheram a mesma base, e, portanto, Bob os leu com 100% de acerto, sdo guardados e
formar#o a chave; os demais bits sio descartados.

A discussdo aberta de quais bases foram escolhidas nfo revela nenhuma informagéo util a
um usuério nao autorizado. Este, daqui por diante, sera chamado de Eva. Devemos, agora,
determinar a influéncia da presenga de Eva no canal de comunica¢io. Suponhamos que Eva
leia os bits enviados por Alice e envie os resultados de sua mensuragdo a Bob. Podemos,
entio, considerar trés situagdes possiveis [Ref. C3]:

1 - Eva e Alice escolhem a mesma base e Bob escolhe uma base diferente, Fig. C1.

Alice Eva Bob
Bi Bi Bj

A 4

h 4

UNICAMP
Fig. C1 - Alice = Eva # Bob BZ%EQ@W@A QENTRAi
SECAQ CIRCULANTF
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Nesta situag@o, Eva 1€ corretamente o bit enviado por Alice com 100% de certeza e o

repassa a Bob. Como néo hé incerteza no resultado obtido por Eva, ela se torna transparente
e n8o tem como ser detectada.

2 - Eva e Bob escolthem a mesma base e Alice escolhe uma base diferente, Fig. C2.

Alice | Eva Bob
B; B; B

Fig. C2 - Alice # Eva=Bob

Nesta situa¢io, Eva 1€ o bit enviado por Alice com 50% de certeza e o repassa a Bob.
Como Bob usa a mesma base que Eva, ele simplesmente obterd o mesmo resultado que
esta. Portanto, Eva outra vez ¢ transparente e nio pode ser detectada.

3 - Bob e Alice escolhem a mesma base e Eva escolhe uma base diferente, Fig. C3.

Alice FEva Bob
Bi BJ Bi

v
v

Fig. C3 - Alice =Bob # Eva

Nesta situagdo, Eva 1€ o bit enviado por Alice com 50% de certeza e o repassa a Bob. Este,
por sua vez, l€ o bit enviado por Eva com 50% de certeza. Com isto, apesar de Alice e Bob
usarem mesma base, o bit lido por Bob podera ser diferente do enviado por Alice. Como
este bit fara parte da chave, Alice e Bob conterfio chaves diferentes. Caso usem um
algoritmo de detecglo de erro, como teste de paridade, o erro podera sera detectado e,
portanto, a presenga de Eva também o sera.

Do exposto acima, € facil verificar que Eva tem uma probabilidade de 25% por bit de
ser descoberta. Portanto para uma chave de N bits, a probabilidade de niio haver erros, na
presenca de Eva, ¢ 0,75". Alice e Bob podem escolher M, dos N bits da chave, compara-los
publicamente, para ver se hi erros, e depois descarti-los. Em todas as situacBes acima
foram supostos detectores perfeitos e a auséncia de ruidos. Na situacio real ndo ha como
distinguir a presenca de Eva e um erro causado por ruido. Se Alice e Bob acreditam que o
erro na chave ¢ devido ao ruido ou imperfeicdo de detectores, entio pode-se usar um

algoritmo de reconciliagdo para igualar as chaves de Bob e Alice, sendo os bits errados
descartados.

(2.2 Protocolo BB84 Interferométrico

O protocolo BB84 pode ser implementado com um esquema de codificacio de fase.

Para isso, usa-se o interferdmetro de Mach-Zehnder mostrado na Fig. C4 [Refs. C1. C8-
C11].
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Eoent D, Alice Bob

L J

(&) X
M, N4

Y

S,

Fig. C4 - Interferdmetro para criptografia quéntica

Na Fig. C4, M; e M; sdo espelhos, D; e D; sio divisores de feixe, aqui considerados iguais,
com coeficientes de reflexfo e transmissiio dados por R e 7, respectivamente. ¢, e ¢ sdo
moduladores de fase controlados por Alice e Bob, respectivamente. S; e S, s30 as saidas do

interferdometro. Da Optica classica, temos as conhecidas relagSes para as intensidades
luminosas nas saidas S; e Sy

2[1 ~ 4 R(17? cosz[@ﬂ
*RP COSZ(?%;_ﬂ |

A diferenca relativa de fase, A¢ = ¢, - ¢, controla a fracdo de intensidade luminosa nas
saidas. Para um interferdmetro balanceado temos |R” = |7}* = 0,5. Existe um deslocamento
de fase de 90°, entre a luz refletida e a transmitida no divisor de feixe, que ¢ observado na
reflexdo em interfaces dielétricas. Iremos supor que ¢, e ¢ podem assumir apenas os
valores 0°, 180°, 90° e 270°, onde os dois primeiros formam a base B e os dois ultimos

formam a base B,. Aplicando estes valores nas Eqs. (C7) e (C8), temos os resultados da
Tabela C2.

I =|E

ent

(C7

I,=4

Eenr

(C8)

G-t | WEend]” | 12 |Eond”
+90° 0,5 0,5
+270° 0,5 0,5
+0° 0 1
+180° 1 0

Tabela C2 - Fragdo da intensidade luminosa nas
saidas S; e S;, para os possiveis valores de ¢, - ¢.

Quando um foton incide no interferdmetro balanceado, este foton emergird do
interfermetro pelas saidas, S; ou Sz, com probabilidades dadas pelos valores da Tabela C2,
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de acordo com o respectivo valor de diferenca de fase Ag@. Desta forma, quando Alice e Bob
escolherem a mesma base, o foton se comportard de maneira deterministica, pois as
probabilidades do foton sair em S; ou S; serfio 100% e 0%. Quando Alice e Bob usarem
bases diferentes, o foton de comportara de maneira aleatoria e as probabilidades serdo de
50%. Quando Bob detectar um pulso em S, ele o interpretara como bit 1 e, quando detectar
um pulso em Sz, ele o interpretara como bit 0. Do ponto de vista da mecanica quintica, o
interferdmetro trabalha da seguinte maneira: A saida de Alice ¢ dada por [Ref. C17:

I‘P(géa)) = wj_?ﬂ 10) +iexp(z'¢a)|0,]>] , (C9)

onde |n,m) indica que ha m fotons no ramo 1 do interferbmetro e » fotons no ramo 2. O

coeficiente ///2 € devido ao fato dos divisores de feixe terem igual probabilidade de
transmitir ou refletir o foton (R = T} = 0,5), o fator i é devido ao deslocamento de fase de
90° entre o foton transmitido e o refletido e, por fim, o féton que passar pelo ramo 1 deve
sofrer um deslocamento de fase de ¢.. A Eq. (C9) € uma superposi¢io de dois estados
quénticos, pois ndo ha como saber se o foton passou pelo caminho 1 ou 2. O estado

quantico na saida de Alice ¢ a entrada de Bob. Apds o modulador de Bob e antes de seu
divisor de feixe, o estado quéntico € [Ref C1]:

[ ¥(d..4,)) = -jj{lf O)explig,) +1explig,)0.0)] . (C10)

Em (C10), o féton que passou pelo ramo 2 sofreu um deslocamento de fase de ¢. Na saida
de Bob, 1sto €, apos o divisor de feixe de Bob, temos [Ref. C1]:

%(@XP(I’ #,)—explig, )10}, + %(@Xp(itﬁb )+explig, )]0.1), . 1

onde |n,m), implica n fotons na saida S; e m na saida S;, Suponhamos que Alice faga ¢, =
90° ¢ Bob faga ¢ = 0° (bases diferentes). Substituindo estes valores na Eq. (C11), temos:

1, 1, .
5(1—:)[1,0)b —5(1mz)[o,1)b (C12)

e, portanto, o foton tem 50% de chance de aparecer em S; e 50% de aparecer em S;.

Suponhamos, agora, que Alice faga ¢,=90° e Bob faca ¢,=270° (bases iguais). Substituindo
estes valores na Eq. (C11), temos:

-1

1,0), +0

0’1>b (C13)

e, portanto, o foton tem 100% de chance de aparecer em S, e 0% de chance de aparecer em
S:. A implementa¢do do protocolo BB84 interferométrico é analoga & do polarimétrico.
Definimos a codificaggo dos bits 1 ¢ 0, segundo as fases, nas Tabelas C3 e C4.
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ALICE BOB

FASE BIT FASE BIT

0° 0 0° 0 (s2)

180° 1 1 (s1)

90° 0 90° 0 (s2)

270° 1 1 (s1)
Tabela C3 - Codificagio de bits Tabela C4 - Codificacdo de bits

para Alice. para Bob.

Para implementar © BB84 com fase ¢ s6 aplicar os passos 1 a 4, descritos na Segio C2.1,
com o item 3 levemente modificado, como mostrado abaixo:

3 - Bob escolhe aleatoriamente a base, B; ou B,, para modular a fase do foton que recebeu
de Alice e vai armazenando os valores dos bits que ele obteve, de acordo com a saida em
que o pulso emergiu, se em S; ou em Ss.

O mterferdmetro da Fig. C4 pode ser implementado com fibras opticas [Refs. C1, C8-
C11]. O diagrama € mostrado na Fig, C5,

Alice

\
%
[
:

X
@

: K anll) N g%j\

mux S 1 D,
S H \‘ n
S fi——" py

Fig. C5 - Interferbmetro a fibra para criptografia quéntica

A operacio do interferdmetro a fibra da Fig. C5 é completamente analogo ao da Fig.
C4 e pode ser explicado da seguinte maneira [Refs. C1, C10]: Um pulso luminoso de
baixissima intensidade incide no interferbmetro, em Alice, ¢ ¢ dividido em dois, de

intensidades iguais. Um passaré pelo modulador ¢, e o outro pelo conjunto polarizador Py e
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lago de fibra L.. O primeiro rotacionara a polarizagio de 90° e o segundo ocasionara um
atraso adicional no pulso, de At, devido ao comprimento da fibra neste ramo. Os dois pulsos
sdo, entdo, enviados a Bob através do enlace de fibra, sendo que o pulso de polarizagio
rotacionada por Alice chegard em um instante de tempo At posterior & chegada do pulso
modulado. Na entrada de Bob, temos um divisor de feixe controlado por polarizagio que
enviara o pulso modulado em Alice para o polarizador P,. Este pulso tera sua polarizacio
rotacionada de 90° e sofrerd um atraso de At ao se propagar por Ly. O pulso que passou por
P,, em Alice, agora passard pelo modulador ¢ de Bob. Ambos os pulsos chegario na saida
de Bob ao mesmo tempo, com mesma polarizagio e sofrerfio interferéncia. Dependendo dos
valores de ¢ € ¢ 0 pulso emergirda de Bob por S; ou S; ou ainda, em raras vezes, por
ambas (quando o pulso luminoso for um estado coerente atenuado). Como a saida S,
representando o bit 1, possui um comprimento maior que a saida Sy, que representa o bit 0,
existird uma separaglo temporal entre os bits 1 e 0, permitindo, assim, a utilizacio de

apenas um fotodetector. Para isso Bob deve manter uma base de tempo sincronizada com
Alice.

C2.3 Protocolo B92 Interferométrico

O protocolo BB84 usa 4 estados, dois para cada base conjugada. Em 1992 mostrou-se
que a distribuicio quéntica da chave pode ser realizada com apenas 2 estados nio
ortogonais e o protocolo B92 foi proposto [Ref C2]. Para comegar a descricio deste
protocolo, definamos dois estados distintos ndo ortogonais, |ap) e |bg), autoestados dos

operadores/i e B , Tespectivamente, e as seguintes relagdes de antoestados;
fal ai>mni!az‘> (€14
Blby=12]b,) (C15)

onde os autoestados s3o ortonormalizados, isto ¢ :

<“=' i“:‘>: S, (C16)
<b=' 'bf>“ Sy - (€17

Definamos, também, dois operadores que nio comut&m,]s=l~iag>(ag] e 0=1~|bg><b0[,

=

conhecidos como operadores projecdo. Entdo, usando (C16) e (C17), é facil verificar que:

. 0 sej=0
PEaf>:Eaf>‘|aa)<aol%)z{laj) se j#0 (C18)
- 0 sej=0
ij>:!b;>wibg><bnibJ:{le_) Sej¢() . (C19)
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No protocolo B92 os estados |ag) e |hy) representam os bits 1 e 0, respectivamente. Bob
utiliza os operadores P e () para realizar uma medigio no féton emitido por Alice.
Verifiquemos, entdo, os casos possiveis:

1 - Alice envia um foton no estado |a, )
1.1 - Bob usa o operador P para realizar uma medicio.
Nesta situagdo, de (2.18) vemos que Bob obteré o valor 0 como resultado.

1.2 - Bob usa o operador Q para realizar uma medigéo.

Inicialmente, expandimos o estado lay) na base de autoestados 1b;), obtendo assim a Eqg.
(C20).

ag)= X8|}

(C20)
Agora, aplicando o operador 0a Eq. (C20), obtemos:
Olag)= 0% | )by |ay) =3 (b |ag)0[bs ) - (21
Je=0 k=0

A Eq. (C21) d4 um resultado nulo, com probabilidade [(Aojao)®, que € a probabilidade de
|ao) colapsar para o estado {bg) durante a medigdo. Portanto, a Eq. (C21) da um resultado
positivo, com probabilidade igual a 1-|(&ojao)’.

2 - Alice envia um féton no estado |b)

2.1 - Bob usa o operador Q para realizar uma medigéo:

Nesta situacgdo, de (C19) vemos que Bob obtera o valor 0 como resultado.

2.2 - Bob usa o operador P para realizar uma medicio:

Inicialmente expandimos o estado |by) usando a base de autoestados |ax), obtendo assim a
Eg. (C22).

18y) = > la e [By) (€22)

k=0

Agora, aplicando o operador P 4Eq. (C22), obtemos:
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ﬁ]bo>m}5;0|ak)<ak |Bo) =3 (a. [b0>15§ak) ’ (C23)

k=0

que d4 um resultado nulo com probabilidade [(hoag)*, que é a probabilidade do estado |bg)
colapsar para o estado jap) durante a medigdo. Portanto, a Eq. (C23) da um resultado
positivo com probabilidade igual a 1-|(bolao)l’. A Tabela C5 resume as possiveis agdes de
Alice ¢ Bob, € os resultados obtidos por Bob, com suas respectivas probabilidades.

Alice Bob
Operador Resultado | Probabilidade
0 p 0 1
feiy 0 >0 1-Bolaoy?
1 p >0 1-|(bolan)
b0 5 0 1

Tabela C5 — Ag¢0Oes possiveis de Alice e Bob e os resultados
obtidos por Bob, com suas respectivas probabilidades.

A 1mplementagdo do protocolo B92, a partir da Tabela C5, é direta. Os passos sio
descritos a seguir.

1. Alice escolhe uma seqiéncia aleatoria de bits e envia fotons, nos estados quinticos
correspondentes a estes bits, para Bob, um por vez, segundo uma sincronizagio
temporal.

2. Bob escolhe aleatoriamente e independentemente de Alice, para cada foton que nele
chegue, o operador com o qual fara a medida, se P ou 0.

3. Os bits nas fatias (slofs) de tempo em que o resultado da medi¢io de Bob foram nulos
si0 descartados.

4. Ao final, Bob informa a Alice quais fatias temporais ele mediu um resultado positivo.
Os bits nestas fatias de tempo formardo a chave.

O teste de presenga de Eva pode ser realizado comparando-se publicamente alguns
bits da chave que, depois do teste, serfo descartados. Se Eva nfo estd presente entdo, para

transmissdo equiprovavel de uns e zeros, aproximadamente 0,5(1-[(Aglag)l’) dos eventos
resultara em uma medigdo positiva, correspondendo aos casos onde Alice enviou |a) € Bob
mediu com (J, ou aos casos onde Alice enviou |y ¢ Bob mediu com P . A presenca de

Eva pode fazer com que a medi¢do de Bob dé um resultado positivo nos outros casos. A
Tabela C6 mostra estes casos.
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Alice Eva Bob
o r P e ] r P
|boy P 0 Kol a0’ leto 0 >0 1-Kbolag)(*
lao) 0 0 Kbo| an)* bo) J2 >0 | 1-Kbolany”
o - operador r — resultado P — probabilidade e — estado retransmitido

Tabela C6 — Casos em que a presenca de Eva causa um erro na
medicdo de Bob.

A ago de Eva ¢ realizar uma medig3o no féton enviado por Alice, usando P ou (), e

retransmitir um foton, segundo o estado que foi medido, para Bob. Se Eva escolhe Pe
obtém um resultado nulo, ento ela envia o estado |ag) para Bob. Se Eva escolhe Q e obtém
um resultado nulo, entdo ela envia o estado |by) para Bob. Da Tabela C6 € facul verificar
que a probabilidade de erro por bit, devido 4 presenca de Eva, é 0,25|(bo| ao)(1-/(bo| ao)).

A realizacdo pratica deste protocolo pode ser feita através do interferdmetro da Fig. Cé
[Ref. C2].

M, M, M; M,
Al N o4
yd ~
Y / O N
\ g/ o N T
D, D, vy, D,

Fig. C6 Interferdmetro para implementacio
do protocolo B92.

M,, M;, Mz e M sio espelhos, Dy, Dy, Ds e Dy so divisores de feixes, aqui considerados
iguais, com coeficientes de reflexfo e transmissdo dados por R e T respectivamente. ¢, € ¢
sdo moduladores de fase controlados por Alice e Bob respectivamente.

C3 Protocolos Baseados em EPR

C3.1 Introducio

Os protocolos baseados no paradoxo Einstein-Podolsky-Rosen, EPR, fazem uso da
correlagio quantica entre fotons preparados em estados quénticos entrelagados [Refs. C12,
C13]. Esta correlagdo € ndo local, implicando que, uma medida de um determinado
observavel no foton, que chega a Alice, determina completamente o observavel
complementar do foton que chega a Bob. O primeiro protocolo baseado em EPR foi
proposto por Ekert em 1991 [Ref. C14]. A Fig. C7 mostra um diagrama esquematico de
blocos para criptografia quantica. O gerador de par de fotons correlacionados, GPFC, ¢ um
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experimento de conversdo paramétrica descendente [Ref C12]. Um féton ¢ enviado para
Bob e o outro para Alice, sendo que estes contém medidores de polarizacio ou
interferdmetros, segundo a codificagio usada, polarizacio ou fase, respectivamente.

Fl F’Z
Alice | g GPFC S Bob

Fig. C7 — Diagrama de blocos para implementa¢io dos protocolos tipo EPR
C3.2 Protocolo EPR Polarimétrico

De acordo com a Fig. C7, um par de fotons com polarizaces lineares correlacionadas

¢ gerado, sendo um enviado a Bob e o outro a Alice. O estado correlacionado ¢ descrito por
[Refs. C1, C13, C14]:

= o), o190, -Js0) ofo) ).

Ou seja, o sistema esta numa superposigdo de dois estados possiveis: O foton 1 (enviado a
Alice) com polariza¢do 0° e o féton 2 (enviado ao Bob) com polarizacio 90° ou o foton 1
com polariza¢@o 90° e o foton 2 com polarizagio 0°. Esta situagio ambigua s6 é resolvida
quando uma medi¢do de polarizagdo ¢ realizada em algum dos fotons. Se, apds a medida
em um dos fotons, o mesmo é encontrado com polarizagio 90° o outro estard com

polarizagdo 0° e vice-versa. Para realizar a medigo da polarizacfio Alice e Bob dispdem de
trés operadores, como mostrado na Tabela C7 [Ref. C1]:

OPERADOR | BASE DE AUTOESTADOS | 90° | ¢°
P(0°) {10°), 190°3} o1 | 1/0
P(30°) {130°), 1120°)} 0,5/0,5 | 0,5/0.5
P(60°) £160°Y, [150°)} 0,5/0,5 | 0,5/0.5

Tabela C7 - Operadores e autobases para codificagdo de polarizacio.

Por convencio, os primeiros estados, na segunda coluna da Tabela C7, representam o bit 0,
enquanto que o demais representam o bit 1. As terceira e quarta colunas da referida tabela
mostram as probabilidades de se obter, como resultado da medigdo em fotons de 90° ou 0°,
com cada operador da primeira coluna, os bits 1 e 0. Como os fétons enviados para Alice e
Bob séo correlacionados, ocorre que, quando eles escolherem a mesma base, se um obtiver
o bit 1(0) como resultado da medida o outro obtera o bit 0(1). Quando Alice e Bob
escolhem bases diferentes nada pode-se afirmar pois se, por exemplo, Alice faz a medida
primeiro usando P(30°) e obtém como resultado o bit 1 (J120°)), o foton que foi para Bob
estard no estado [30°) e se Bob escolher outro operador para a medigio, que ndo o mesmo
de Alice, ele obterd como resultado o bit 1 ou 0 probabilisticamente, de acordo com os
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coeficientes da expansfo do estado [30°) na base do referido operador usado por Bob. Com
o acima exposto, descrevemos, a seguir, o protocolo de criptografia usando estados de
polarizagao correlacionados [Refs. C1]:

1. A fonte gera pares de fotons correlacionados em fatias temporais sincronizadas (s/ofs)
e, para cada par, envia um foton para Alice e o outro para Bob.

2. Alice e Bob escolhem aleatoriamente e independentemente, para cada slof de tempo,
uma base de medida de polarizagio, entre as trés da Tabela C7.

3. Apoés a transmiss@io, em uma discussdo publica, Bob e Alice informam um ao outro
quais bases usaram, sem no entanto revelarem o resultado das medidas.

4. Os bits pertencentes ao sfofs nos quais Alice € Bob escolheram a mesma base formario
a chave.

Alice e Bob obterdo chaves complementares (bits invertidos); por isso, é necessério que um
dos dois inverta todos os bits de sua chave. A presenca de Eva ¢ verificada comparando-se
publicamente alguns bits da chave escolhidos aleatoriamente.

C3.3 Protocolo EPR com Codificaciio de Fase

> Se

S

I
Af "~

I

Laser » Cristal

N\

Fig. C8 - Criptografia quintica interferométrica com EPR.

A configuragio para criptografia quéntica interferométrica usando EPR é mostrada na
Fig. C8. Nela, um laser ilumina um cristal que, através da conversio paramétrica
descendente [Ref. C13], divide cada foton incidente, de freqiiéncia 2ap, num par de fétons

chamados de signal, w, e idler, w, conservando a energia e 0 momento total. Os fotons de
cada par sfio enviados através da fibra Optica, um a Alice e o outro a Bob. Alice e Bob
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possuem interferdmetros idénticos, sendo um dos bragos mais longo, o que proporciona um
atraso Af, seguido de um modulador de fase. Alice recebe seus fotons nos detectores Sy e
S;, enquanto que Bob recebe os seus nos detectores Iy e I) [Refs. C14-C17]. O estado
quéntico entrelagado, na saida do cristal, é [Refs. C14-C17]:

(C25)

lw)= If(m)l Lw)y®

L2w, — o)de

>

onde w ¢ a freqiéncia do foton signal, @, enquanto @ = 2ep-m é a freqiiéncia do foton
idler. A fungdo & @) da a quantidade de correlacio entre os modos e |H@)f* deve ser
positiva, num intervalo Aw centrado em @y [Ref C17]. Se a condicio (Aa)’ << At for
satisfeita, entéo as probabilidades conjuntas de receber um féton no detector 7, em Alice, e
um féton no detector /, em Bob, P(i,/), sdo dadas por [Refs. C14, C17]:

1
P(1,1)=P(0,0)= 1[1 +cos(g, + ¢, +6)] (C26)
P(1,0)=P(0,1)= %[1 ~cos(g, + @, +0)] (C27)
0 =(w, + w,)At =2w,Ar . (C28)

Se os detectores sdo perfeitos, entdo, para =27k, k= 1,23..., o coeficiente de correlagio é
dado por [Ref. C14, C17]:

J(8,.¢.)=PA1)+ P(00)- P(0.1) - P(1.0)= cos(g, + ¢,) . (€29)

Portanto, o coeficiente de correlagio depende de dois parAmetros locais; logo, a correlacio
entre os fotocontadores € nio-local. Com as Eqs. (C26) - (C29), temos que:

~ P(0,0)=P1,1)=05
0.+, ‘02’{ P(0.1)=P(1,0)=0 o
4.+, = i% = P(0,0)= P(11)= P(0,1)= P(L,0)= 0,25 . (@D

A Eq. (C.30) nos diz que, quando o coeficiente de correlagdo € unitario, a probabilidade de
coincidéncia, isto €, dos fétons serem recebidos nas saidas Sp e I ou nas saidas S e I, é
unitaria. Este fato € o cerne do protocolo de criptografia. A seguir, descrevemos o protocolo
de criptografia proposto nas Referéncias C14 e C17.
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1. A fonte gera pares de fotons correlacionados em fatias temporais sincronizadas (slofs) e
envia um para Alice e o outro para Bob.

2. Alice e Bob escolhem para ¢, e ¢, aleatoriamente e independentemente, para cada slot
de tempo, dentre os valores 0 e 7/2, para Alice, e dentre 0 e -7/2, para Bob.

3. Apbs a transmissdo, em uma discussio publica, Bob e Alice informam, um ao outro,
quais valores usaram, sem no entanto revelarem aonde os fotons foram detectados.

4. Os bits pertencentes ao s/ofs nos quais Alice e Bob escolheram valores de fase tal que
¢+ ¢»= 0, formardo a chave. Os demais sfo descartados.

A presenga de Eva ¢ verificada comparando-se publicamente alguns bits da chave
escolhidos aleatoriamente.
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APENDICE D

PROBABILIDADEE
TEORIA CLASSICA DA INFORMACAO

D1. Probabilidades

A probabilidade do resultado de um dado experimento assumir um determinado valor
ou conjunto de valores, pertencente ao espaco amostral, € a razdo entre o namero de casos
favoraveis e o numero de casos possiveis, onde o espago amostral considerado € discreto e
finito. Seja o resultado deste experimento representado pela variavel aleatona discreta, x, e
o espago amostral X = {x1,x,....X;,...X»}. Entfio, para cada x; é associada uma probabilidade
pi de x = x; ocorrer. A funcio f tal que, fix;)) = p, € chamada func¢do densidade de
probabilidade, FDP, discreta. A média ou valor esperado de x, a média da fungiio g(x) e a
variancia de x, s&o dadas, respectivamente, por [Ref. D1]:

{x}= gx,.p,. (D1)
(g(x)) = é;g(xi )pz‘ ®2
ol = <x2> ~{x)" . ®

Obviamente, o primeiro termo do segundo membro da Eq. (D3) é obtido fazendo-se g(x) =
x’ na Eq. (D2). Se o resultado do experimento, representado pela variavel aleatéria x,
pertence, agora, ao intervalo continuo de valores (a,b), entdo existe uma FDP, P(x), tal que
a probabilidade do resultado pertencer ao intervalo (c,d), onde ¢ > a e d < b, ¢ dada por
[Ref. D1}

P(cﬁxsd)———]{]’(x)aﬁ\f : (D4)

O valor esperado de x e a média da funglio g(x), para x continuo, sdo dados,
respectivamente, por [Ref. D1]:

b

(x) = [xP(x)dx D3)

a

(g) = [ (PCeK 6

138



A variéncia continua sendo dada pela Eq. (D3).
Sejam dois experimentos com varidveis aleatérias de saida, 4 e B, com seus

respectivos espagos amostrais. Entdo, além das probabilidades incondicionais P4) e P(B),
podemos definir as seguintes probabilidades [Ref. D1]:

1. Probabilidade Conjunta: P(4 B) € a probabilidade de 4 e B acontecerem.
2. Probabilidade Condicional: P(4|B) ¢ a probabilidade de 4 ocorrer, dado que B ocorreu.

Estas probabilidades sfo relacionadas por [Ref D1];

P(4B)= P(B| A)P(4) o7

P(B)= § P(B| A)P(4) . ©8)

As probabilidades contrarias sdo obtidas trocando, em (D7) e (D8), B por 4 e vice-versa,

Por fim, temos o teorema de Bayes, que fornece as probabilidades a posteriori a partir das
probabilidades a priori [Ref. D1}

P(4)P(B|4) _P(4)P(B|4)

2 PA)PBI4) P(B) D9)

P(4,{B)=

D2. Teoria da Informacio

A teoria da informagfo, criada por Shannon, se presta a estudar trés problemas
basicos {[Ref. D2]:

1. Medida da informacao disponivel na fonte.
2. Capacidade do canal.

3. Utilizagdo de codificagio para se explorar toda a capacidade do canal, durante a
transferéncia da informacfo.

Se a taxa de informagio de uma fonte ndo excede a capacidade do canal de comunicagio,
entdo, existe uma técnica de codificagio tal que, a informacio pode ser transmitida pelo
canal, com uma freqli€ncia de erros arbitrariamente pequena, apesar da presenca do ruido.
Podemos, ainda, afirmar que a fungdo dos codigos € casar a fonte e o canal para que haja
uma maxima transferéncia de informagdo. Quando esta méaxima transferéncia ocorre, O

codigo ¢ dito ser otimo. Quando isto ndo ocorre, mas chega proximo, o codigo ¢ dito ser
sub-6timo [Ref. D2].

D2.1. Medida de Informacdo, Entropia e Taxa de Informacio
Seja um transmissor fazendo uso do alfabeto X, o qual possui # simbolos, {xi}n. A
informagdo quantifica a liberdade de escolha exercida pelo transmissor, ao selecionar um

simbolo x;. Se a probabilidade do simbolo x; ser escolhido é P, entdo a informagio propria
de x;, ou quantidade de informacio associada com x;, € definida como sendo [Ref. D2]:
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I, =-log,(p,) . D10)

A base do logaritmo, b, determina a unidade de informacio. Se » = 2, a unidade de
informacio € o bit. Desta forma, se p(x1) = p(x;) = 0,5, entio, de (D10) temos que [} = [, =
1 bit. Em outras palavras, 1 bit é a quantidade de informag&o necessaria para escolher entre
duas alternativas equiprovaveis. De (D10) também vemos que, /; — 0 quando p; —1, isto €,
quando ndo ha incerteza na mensagem a ser escolhida ndo ha informagfo transferida. Por
outro lado, se [; > [; entdo p; < p;, ou seja, quanto maior a incerteza, maior a informagio.
Por fim, se a fonte produz duas mensagens sucessivas e independentes, x; e x;, com
probabilidade conjunta p(x; x ;} = p;p;, entdo [Ref. D2]:

]if = _logb(,pipj)m——logb(pf)—logb(})f):]f +]f : (D11)

Seja, agora, uma fonte de informacio com as probabilidades p;, de escolha dos x;,
independentes do tempo, com simbolos sucessivos estatisticamente independentes e
transmitidos em uma taxa média de ¢ simbolos por segundo. A quantidade de informaggo
produzida por esta fonte, durante um intervalo de simbolo, € uma variavel aleatoria discreta
com os possiveis valores I; I, ... I, onde cada /; esti associada & probabilidade p;. O valor
esperado da informagéo por simbolo ¢ chamada entropia e € dada por [Ref. D2]:

n

HX)=Y.p1 => ~plog,(p.) . ©®12)
i=1

i=]

A unidade da entropia, para b = 2, ¢ bits/simbolo. Se m simbolos s3o transmitidos, entdo a
informacdo total média a ser transmitida é mH(X) bits. Como a fonte produz ¢ simbolos/s,

entdo m simbolos durardo (m/f) segundos. Portanto, a taxa de informagio por segundo ¢
[Ref. D2]:

_ mH{X)

R
mft

—#(x) | o13)

onde R é dado em bits/s (b = 2). Quando os simbolos sdo equiprovaveis, p; = /N, sendo N o
tamanho do alfabeto utilizado, a entropia alcanga seu valor maximo dado por H(X) =
logw(N) e, portanto, a taxa de informagfo por segundo também sera méxima, dada por R =f
logp(NV). Porém, quando os simbolos ndo sdo equiprovaveis, K < 7 logy(N), a transmissao
necessita de um processo de codifica¢do que leve em conta a quantidade de informagio por
simbolo. O codificador, que ndo gera informacfo adicional nem destrdi informacio ja
existente, converte os simbolos provenientes da fonte em palavras cddigo, produzidas em
uma taxa f,. Desta forma, temos que [Ref D2]:

R=tH(X)=t,H (X )<t log,(N) . D14)

H. é a entropia considerando o conjunto transmissor + codificador como uma nova fonte, e
X. € o alfabeto usado por esta fonte. Para codigos binarios, N =2, e b = 2 temos [Ref. D2]:
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(L)= % > H(X) (D15)

onde (L) € o comprimento médio do codigo e representa o niimero médio de digitos
binérios por simbolo da fonte. (L) também ¢ dado por [Ref D2]:

v
{Ly=>pL . (D16)
i=1

onde L; ¢ o comprimento da palavra codigo do i-ésimo simbolo, o qual ocorre com
probabilidade p:. A razdo H(X)/ (L) < 1, mede a eficiéncia de ¢odigos sub-6timos. Quando a
igualdade ocorrer, o codigo serd étimo. Por fim, o cédigo é unicamente decifravel se a
desigualdade de Kraft for satisfeita [Ref. D2]:

N

K=%2%<1. (D17)

ja]

Consideremos, agora, a transmissio de informagio sobre um canal ruidoso. O
transmissor faz uso do alfabeto X, enquanto que, no receptor, os simbolos recebidos

pertencem ao alfabeto ¥. Desta forma podemos definir as seguintes probabilidades [Ref
D2J:

P(x;) — Probabilidade da fonte escolber o simbolo x; para a transmisséo.

P(y;) — Probabilidade do simbolo y; ser recebido.

P(x;y;) ~ Probabilidade (conjunta) de x; ser transmitido e }; ser recebido.

P(x{ly;) — Probabilidade (condicional) de x; ter sido transmitido, dado que y; foi recebido.
P(yjx;) — Probabilidade (condicional) de y; ser recebido, dado que x; foi transmitido.

Assumimos que o canmal ¢ sem memoéria e invariante no tempo, tal que, as
probabilidades condicionais sio independentes do tempo e dos simbolos transmitidos
previamente. A quantidade de informago transferida quando x; ¢ transmitido e y; recebido
¢ chamada informagdo miitua, sendo dada por [Ref. D2]:

f(xz-f)’;)ﬁ log{%} - D18)

Se ha muito ruido no canal, x; se torna independe de y; isto €, P{xy;) = P(x;), portanto, de
(D18), I(x;;y;) = 0. Se ndo ha ruido no canal entdo P(xjy) = 1 e a informagdo mitua é igual
a auto-informago. Tal como a auto-informaciio média, podemos definir a informacdo
mutua média, dada por:

e Plx,)

I(X!'Y)mXZJP(xx‘Yj)I(xs;yj):Zzp(xfyj)logzliM} . D19
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A informagio mutua € dada em bits/simbolo. Como visto na Eq. (D19), a media ¢ tomada
sobre ambos os alfabetos. A quantidade /(X;Y) representa a quantidade meédia de
informagio ganha por simbolo recebido. Usando (D7) e (D8) em (D19), obtemos:

X ¥

I(X;Y)= ;[; Plx,y, )Jlogg fx)} >3 Py, )log{ 5 xfi " } D20)

1(r:T) - ;Mx,.)mg{ﬁgi—)' -;;P(xiyf)log{m}xa(x)—ﬂ(x ¥). ©

H(X)Y) representa a informacao perdida no canal ruidoso. Entretanto:

Plx.1y,) Pl |x)
P(xi) P{)’f)

Portanto, a informagio miitua também pode ser representada por [Ref. D2]:

= I(X;¥)=1{;X) . D22)

I(x;Y)=H¥)-H{Y | X) , ©23)
onde

HE)=3 - Ply, Jog.|Pl, ) (D24)

H(Y| X)Yx >X- Ple,y, Jog, [Py, 1%,)]. ®2)

A maxima quantidade de mformacgo, transferida por simbolo através do canal, é chamada
de capacidade do canal. Matematicamente, € dada por [Ref. D2]:

C. = max{/(X;¥)} [bits/simbolo] D26)

Se a maxima taxa de simbolos permitida pelo canal é 7, entio a méaxima taxa de
transferéncia de informag&o € dada por [Ref. 2]:

C=rC. [bits/s] . D27)

Finalmente, o teorema fundamental de Shannon, para um canal com ruido [Ref D2}, €: Se
um canal tem capacidade C, e uma fonte tem taxa de informagdo R < C, entfo existe um
sistema de codificagiio tal que a saida da fonte pode ser transmitida pelo canal com uma

freqiiéncia de erros arbitrariamente pequena. Por outro lado, se R > C, ento nio é possivel
transmitir a informacdo sem erros.
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APENDICE E
POLARIZACAODALUZ

El. Introducao

A matriz transferéncia, matriz coeréncia e os parametros de Stokes s30 as ferramentas
utilizadas para trabalhar com a polarizagiio da luz. As duas primeiras trabalham diretamente
com o campo elétrico, enquanto o terceiro lida com a poténcia 6ptica, sendo este ultimo,
portanto, o mais utilizado na pratica.

E2. Matriz de Transferéncia

Quando um feixe de luz polarizada incide sobre um dispositivo optico, a luz
resultante, na saida do dispositivo, pode ter sua polarizacio diferente da luz incidente. A
matriz transferéncia, 7, relaciona as componentes do campo emergente do dispositivo com
as componentes do campo incidente no mesmo. Um dispositivo de duas portas é
representado por uma matriz transferéncia 2 x 2 [Refs. E1-E3}:

E:) _ [Tﬂ , J(E] .
E; T. Ty\E;
Na Eq. (El) os indices s e e significam saida e entrada, respectivamente. A seguir, nos
restringiremos a descricdo da matriz de transferéncia de polarizadores, rotacionadores,
compensadores ¢ fibras 6pticas. O polarizador € um dispositivo linear que transmite apenas

a componente do campo elétrico na dire¢io que faz um dngulo € com o eixo x, sendo G o
angulo que caracteriza o polarizador. A componente do campo na direcio dada por 8 ¢é:

E@B)=E, cos(8)+ E, sen(@) . (E2)
A matriz transferéncia do polarizador é dada por [Refs. E1-E3]:

[ cos*(®)  cos(@)sen(d)
Pe)= [sen(@)cos(@) sen” (6} ) ' ®)

O rotacionador € o dispositivo dptico que d4 um incremento no &ngulo de polarizagio
de um determipado valor. A matriz transferéncia de um rotacionador de Angulo 6 é [Refs.
E1-E3]:

143



R(g):(cos(ﬁ) —sen(@)] | 5

sen() cos(9)

O compensador da um atraso de fase de Jentre as componentes do campo; sua matriz
transferéncia € [Refs. E1-E3]:

c(s)= et 0| E5)

—f—

0 e ?

A determinac8o exata da matriz transferéncia de uma fibra dptica € extremamente
complicada, pois ¢ dependente de diversos fatores. Desprezando os efeitos nido-lineares

(baixa poténcia Optica), um dos modelos propostos para a transmissdo através de uma fibra
de comprimento L é [Refs. E4-ES5]:

_ i& - cte'®
T. = expl— ol +ifiL & , , 6
¢ 4 {— J1-g%e g } ®

onde & ¢ a constante de atenuacgio e 3 € a constante de propagacio do modo. Os pardmetros
g & e &, que definem o acoplamento entre as componentes do campo, variam com o
tempo e precisam ser estimados. Para estimar a matriz transferéncia de um dispositivo
6ptico aplicamos a este trés entradas de polarizacdes conhecidas e trabalhamos com os
campos de saida [Ref. E1]. Sejam os trés estados de polarizagdo incidentes conhecidos:

Sl

gerando, respectivamente, na saida do dispositivo optico a ser caracterizado, as saidas:

i:Exf} {Exi} [Exg} -
Eyvi VB3 | | B

Entdo, a matriz transferéncia estimada do dispositivo € dada por [Ref. El]:

(kk, kvl
Te.st :Ki )
\ k, i E9)
Ex’ Ex; Ex:
k‘:f}?’kQZE;’kﬁ : 10
V, Vs LEy; (E10)
k.—k
k ﬁ_g—-—%- s 11
s EL)
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onde K ¢ uma constante complexa a ser determinada. Se nio ha perdas, o determinante da
matriz transferéncia € unitério, o que nos leva a:

1

N ol E12)
Jik, —k.k,

E3. Parametros de Stokes

det(T,

st

):lsz

O vetor de Stokes € um vetor coluna no qual cada elemento representa a diferenca

de poténcia Optica entre estados de polarizacio de referéncia. Os pardmetros de Stokes sdo
apresentados na Tabela E1 [Refs. E1-E3]:

PARAMETRO SIGNIFICADO
So Poténcia total (luz polarizada + luz despolarizada)
S, Poténcia LH — Poténcia LV
S, Poténcia +45°- Poténcia 45° (linearmente polarizados nos dngnlos indicados)
S5 Poténcia CD - Poténcia CE (circular a direita - circular a esquerda)

Tabela E1- Definicfio dos pardmetros de Stokes.

O vetor de Stokes é da forma [Sq S; S; S:]°. Quando a luz é parcialmente polarizada, a
poténcia optica da parte polarizada ¢ dada por [Refs. E1-E3]

P, =87 +8+87 . (E13)

Define-se o grau de polarizacio da luz parcialmente polarizada, como sendo [Refs. E1-E3]:

_SE+ 8]+ 8]

= (E14)
Er S,

Quando a luz ¢ totalmente polarizada temos:;
SP+82+82=82 . (E15)

A Eq. (E15) pode ser representada numa esfera (esfera de Poincaré), de raio S;, no espago
vetorial definido pelos vetores (8,,0,0), (0,5,,0) e (0,0,S;). Desta forma, para luz
completamente polarizada, qualquer polarizagdo pode ser representada por um ponto sobre
a superficie da referida esfera. Quando S; = 1 entdo temos as poténcias normalizadas.

E4. Matriz Coeréncia

A matriz coeréncia representa as autocorrelagdes e correlacfes cruzadas das
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componentes do campo elétrico. Ela ¢ definida por [Refs. E1-E3]:

o 5 HED e

A intensidade total do campo €, entfio, dada por [Refs. E1-E3]:
I=(EE)+(EE)=Ti(J) . E17)

Usando as Eqs. (E1) e (E16) verificamos que, ao passar através de um dispositivo optico
com matriz de transferéncia 7, a matriz coeréncia do campo na saida € dada por [Refs. E2,
E3}

J =TIT", E18)

onde 77¢ a adjunta Hermiteana da matriz transferéncia. A polarizagio de um sinal
luminoso estd diretamente relacionada com a coeréncia deste sinal Quando nfo ha
correlagio entre as componentes do campo, isto &, Jy = Jx = 0, a luz é totalmente
despolarizada e, além disso, Jo = J,,. Por outro lado, quando a correlagio entre as
componentes ¢ méaxima, (| = ()™ (/)" , aluz é completamente polarizada. Quando a
Juz ¢ parcialmente polarizada pode-se dividir a matriz coeréncia na soma de duas matrizes,
sendo uma referente & Iluz totalmente polarizada e outra referente a luz totalmente
despolarizada [Refs. E2, E3]:

1 0] [B D
J:JRP+JP:A[O 1}[1)* C}, (E19)

com as condigdes para unicidade da relagdio [Refs. E2, E3]:

BC-|Df’ =0 =0

Az20,B20eCz=0 . (E21)

Os elementos da decomposigo de J s@o obtidos a partir de [Refs. E2, E3]:

4= L) DUF ~20a0)] &

5= 0. =0, )+ 0 - 4dai0) E2)
C:%(Jyy —Jm)+—;—\/[Tr(J)]2 Zadet(7) (E24)
D=J, . (E25)
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O grau de polarizagio pode ser obtido através de ./ usando [Refs. E2, E3]:

w(J,) [ 4der(y)
gp:'"},r(T)— 1—W . (E26)

Por fim, os elementos da matriz coeréncia e os parimetros de Stokes podem ser
relacionados através de [Refs. E2, E3]:

s,7 M o o 177,
S |_|v o o 1)y, .
S, 10 1 1 ojJ,
S, | o -i i o]J,

ou, ainda, através das matrizes sigma [Refs. E2, E3]:

1oy (1 o) _ (o) 0 i .
%_01}0”0~4’%“10’%_~f0’

com as quais obtém-se [Refs. E2) E3]:

I 3

J= EZ S0 (£29)
i=0

S, =Tr{Ja,) . (E30)
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APENDICE F
TRORIA QUANTICA DA INFORMACAO

F1. Introducio

Com a utilizaclio de estados quénticos para fins de comunicagdes faz-se necessario
definir novos protocolos de comunica¢des entre as partes, redefinir conceitos classicos
comuns em sistemas de comunicagdes como a capacidade de canal e a implementacio
sistemas de codificagdo e criptografia baseados na teoria quintica. Mais ainda, surgem
conceitos novos como a unidade bésica de informagdo quéntica, o qubit, e as formas de
processa-lo como a clonagem e a teleportagio. Este apéndice se destina a expor, de forma
simples, os principais conceitos da teoria quéntica da informacio.

F2. Deteccio de Eva, em Criptografia Quéntica, Através da Teoria da
Informacao

O Apéndice C descreveu os principais protocolos de criptografia quintica mas sem
levar em conta a teoria da informacfio. Nesta sec@o, seguindo as Referéncias F1 e F2,
mostramos como a presenga de Eva perturba a informac¢io mitua entre Alice ¢ Bob.
Consideremos inicialmente que Alice faz uso dos estados {|a;)} para se comunicar com

Bob. Este, por sua vez, usa uma medida representada pelo operador B, com autoestados
{}b:y}, para identificar o estado enviado por Alice. Por fim, quando Eva estiver presente ela
fara uma medida no féton enviado por Alice com o operador £, com autoestados {le;)}, e
retransmitira o estado obtido da medigio para Bob. Suponhamos agora que havera sucesso
na comunicacdo quando Alice enviar o estado |a;) e, ap6s a medida, Bob obtiver o estado
). A probabilidade de sucesso é entfo dada por Py = |(hia))”, que é a probabilidade do
estado la;) colapsar para o estado |bs) apés uma medida com o operador B . Consideremos

agora as duas situagdes possiveis, auséncia e presenga de Eva. No primeiro caso, auséncia,
temos a situacio mostrada na Fig F1.

Alice Bob

@) —>» 5,) | —» 1B)

Fig. F1 — Recepgdo de (b, devido a transmissio de ja;).
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A probabilidade de sucesso é dada simplesmente por:
1 2
P, = Kbk [ar' )l (FD)
Expandindo |a;; na base de autoestados de Eva, {|e,}, obtemos:
[a,.>:ZIej><ej§ai> (F2)
7
Substituindo a Eq. (F2) em (F1), a probabilidade de sucesso fica da forma:

Py = |<bk |, >12 ={b.la, \a, 15.) = (b, !Z<ef 1‘*’:‘){31 ><‘31 i; (afe, 16 )= ®3)
PSSl oo e e

Vejamos agora o segundo caso, presenca de Eva, mostrada na Fig. F2.

Alice | e, Eva ] b, ) Bob

a) —p —> ) —» | — B)

Fig. F2 — Recepgao de |b;) devido a transmissio de |a;),
passando por Eva.

A probabilidade de Bob obter |by), é igual ao produto das probabilidades, de Eva obter le;)
dado que Alice enviou |ay), e Bob obter ;) dado que Eva enviou lep, Eq. (F5).

Ph,i = Kej !a1>;2|<bk '€j>
Portanto, a probabilidade total de sucesso de Bob, na presencga de Eva, ¢ dada por:

Py :;aj :; (e ]a) [(Bele,) (F6)

=X faale, ol o ) ®

2

(F3)

2 2

=

Comparando as Egs. (F4) e (F7) chegamos a Eq. (F8).
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P, =P} +Z;,ZI<%~ iai ><bk ;ej >(a£ |e,><el ibk>(l - 5;'1) F8)

Portanto, observando a Eq. (F8), vemos que a probabilidade de Bob receber o estado
correto, |6y, dado que Alice enviou |a;), € menor quando Eva esta presente. Desta forma, a
presen¢a de Eva pode ser detectada por uma maior taxa de erro na recepgao.

Cada um dos operadores A , B eE, de Alice, Bob e Eva, respectivamente, constituem
os alfabetos do sistema de comunicac8o. Os autoestado destes operadores sdo os simbolos
dos respectivos alfabetos. Assumimos que todos os alfabetos possuem o mesmo nimero de
simbolos, &, ou seja, todos pertencem a espacos de Hilbert de dimensio N. Mais ainda,
assumimos também que os simbolos @ sfo escolhidos por Alice com a mesma
probabilidade, p(a;) = N ! A informagio mutua, que define a taxa de fluxo de informacio
entre Alice e Bob, nas condigdes especificadas, é dada por [Apéndice D e Ref F2]

1(4,8)= log, () + %iii’(bk la, Yiog, |P(b, |a, ) F9)

=1 k=]

onde P(bya;) € a probabilidade de Bob obter o estado |5 dado que Alice enviou |a;), dada
pela Eq. (F4) na auséncia de Eva, e pela Eq. (F7) na presenca de Eva. O termo logs(N) é a
entropia méaxima da fonte (Alice) uma vez que os estados (simbolos) sio equiprovaveis.
Assim, a informag¢do mutua na auséncia de Eva € obtida substituindo (F4) em (F9):

. } N N
II(A!B)xZOgZ(N)_’_FZZR;:IOgZ(B}:):’ (F10)
i=l &=}
. a ] XX Couz2 2
1(3.8)=tog, )+ 55 b, o (e ) -
i=1 k=1

Quando Alice e Bob usam o mesmo alfabeto, isto é, |a;) = |b;) para todo valor de 7, [;
alcanca seu valor maximo. Neste caso, com uso de {@ija;) = & (ortonormalidade} em (F11)
obtemos [;(4,4) = logx(N). Quando Alice e Bob usam alfabetos conjugados tal que, [(bpla)|’
= 1/N, I, alcanga seu valor minimo, I, (ﬁ,f?) = (. Assim, temos 0 < /; < logz(N). Na
presencga de Eva a informag&o mitua € dada por:

a m 1 N N
fz(A:B)=logz(N)ﬂL‘ﬁZZﬂflng(Rf) (F12)

i=] k=]

Substituindo a Eq. (F7) na Eq. (F12) obtemos:

1 0.8)=loe, 03 S5 S e o e o S e |

Se Eva usa o mesmo alfabeto que Alice (|e;) = |a,), ¥V 1), temos:



a;

1, = log, (N)+%ii{i (0. [

i) k=1 =1

F s Sl o

que com a ortonormalidade dos estados |a;) se torna:

(bk |a, )ﬂ (F14)

1NN 2
1, = 1o, ()~ S 3o o o Ja )= 1 -

iwl k=l

Se, entretanto, Eva usa o mesmo alfabeto que Bob (le;) = (b)), temos:

100 8-t 0S5 o o Vo T o

f=] k=l

]

Usando a ortonormalidade dos estados |}, a Eq. (F16) se torna igual a Eq. (F15). Por fim,
se Alice e Bob usam o mesmo alfabeto e Eva escolhe um alfabeto conjugado ao escolhido

por Alice e Bob, entfo encontramos que /; # /;. Com 0 acima exposto, pode-se definir o
pardmetro £, dado por [Refs. F1, F2}.

Lad)-1as) n(8) 15
1™ log, (N)

(E17)

que mede o grau de distarbio introduzido por Eva no canal. Um valor negativo de & implica
que Eva causou uma redugfo no fluxo de informagéo entre Alice e Bob. Um valor POSItIVO
de ¢implica que Eva causou um aumento no fluxo de informag&o entre Alice ¢ Bob. Nestas
duas situacBes Eva esta sujeita a ser descoberta, ou seja, quando /3 # /; = &0 Eva pode ser
detectada. Quando a Eq. (F15) for satisfeita, isto €, quando Eva usar 0 mesmo alfabeto que

Alice e/ou Bob temos £= 0. Como afirmado na Segio E.2.1, nesta situagdo Eva ndo pode
ser detectada.

F3. Distincdo de Estados Quénticos

Em comunicagdes quanticas a distingfo dos estados quénticos € importante pois as
mensagens, que precisam ser perfeitamente distinguiveis umas das outras para que a
conversacdo entre as partes seja inteligivel as mesmas, sdo codificadas em estados
quinticos. Qualquer estado quintico é completamente caracterizado pela sua matriz
densidade, entretanto, diferentes sistemas quinticos podem ter a mesma matriz densidade e,
neste caso, 0s sistemas s@o indistinguiveis. Mais ainda, a distingio de dois estados
quénticos depende da medida escolhida para identifica-los. Nesta se¢do mostramos dois
métodos de distingio de matrizes densidades descritas nas Referéncias F3 e F4.

F3.1 Probabilidade de Erro

Sejam gy e o matrizes densidades pertencentes a0 mesmo espaco de Hilbert.



Desejamos, através das distribuigBes de probabilidade resultantes destas matrizes
densidades, distinguir os estados. Suponhamos ainda que o e o sgjam escolhidos com
probabilidades 7 € m, respectivamente. Para distinguir os estados realizamos uma medida
com o POVM dado pelos operadores {EiE;. En} representando os resultados {&;,
&,...Eq}. Desta forma, as distribuigdes de probabilidades quando aplicamos o POVM aos
estados descritos por o € o s30:

*

Distr. Prob. | P, & & Em
Py | po(1) = Tr(pgEy) | po(2) = Tr(ooEs) | - | Po(m) = Tr(poEm)
Py | p(1) =Tr(oEy) (pu(2) = Tr(pEp)| v | pifm) = T1(piEy) |

Tabela F1 - Distribuigdes de probabilidades das matrizes densidades g ¢ o
para o POVM especificado. - probabilidades a prioride ;e pi.

Consideramos uma variavel aleatéria x, que assume os valores 0 ou 1, como identificadora
do estado escolhido, m ou py, respectivamente. Desta forma, 7 e 7 sdo as probabilidades a
priori da variavel x, bem como, por exemplo, po(1) é a probabilidade condicional de &= &,
dado que x = 0, p{& = & x=0). Podemos determinar as probabilidades a posteriori da
variavel x fazendo uso do teorema de Bayes [Apéndice D]:

iles Cple=iple=¢ix=1)  wpl) o
P(x" |§—§j)w p(fz‘fj) B ﬁopo(j)+ﬁ1p1(j)-(Ii(j) 19

Suponhamos, agora, sem perda de generalidade, que os estados o e o 80 equiprovaveis,
m = m = 0,5. Desta forma, se Alice envia um daqueles estados para Bob, a estratégia otima
de Bob para adivinhar, através de uma medida, o estado enviado ¢é observar as
probabilidades a posteriori dada pela Eq. (F 18). Obviamente, a probabilidade de sucesso de
Bob depende da medida que ele realizar, portanto, Bob deve escolher a medida que
minimize a probabilidade de erro. Mostra-se que 0 POVM que minimiza o erro ¢ um PVM
[Ref. F3, F4]. Portanto, se Bob através de uma medida obtiver o valor & , ele optara, como
estimativa para o valor da variavel x, o valor de x que corresponda a max{qo(?),q1()}. A
probabilidade média de sucesso € entéo dada por [Refs. F3, F4]:

PS(po»P1) = Zp(éx)max{% (i)’ 4 (1)}

(F19)
Da mesma forma podemos definir a probabilidade de erro como sendo [Refs. F3, F4}:

PE(po,p1)= 2P (& mintg (1) .0} F20)

Usando a equiprobabilidade de v e o1 ¢ a Eq. (F18) na Eq. (F20), esta ultima fica da
forma:



PE(py, )= 5 S mintpo ().} @)

Da Tabela F1 vemos que a Eq. (F21) depende da medida escolhida. Escolhendo 0 POVM
6timo como aquele que minimiza a Eq. (F21) podemos expressar a probabilidade de erro
em funcdo os autovalores g da matriz diferenca o - oy [Refs. F3, F4]:

2 1 1
ff&mp&— + Zhiw——~2md=5~zﬁw%—m0 (F22)

,U ¢ 7=l

A probabilidade de erro ¢ uma medida de distingdo mas nio é uma medida de disténcia.
Uma medida de distincia deve ser nula quando os estados so indistinguiveis e unitaria
quando os estados s3o maximamente distinguiveis. E possivel relacionar a probabilidade de
erro 4 conhecida distincia de Kolmogorov, K, onde 0<K < 1, por [Refs. F3, F4}:

1 1
'P-E(pclaﬂl)m E—EK(pmpl)

logo

(F23)

1
K(Po:pi)“_‘"ETrQPo —pll) (F24)

F3.2 Fidelidade e Purificacio

Sejam |) e |B) estados puros. Estes estados, como ja visto, podem ser representados
geometricamente por vetores no espago a que pertencem. Uma medida natural de distingao
entre estes estados quénticos € o cosseno do angulo entre os vetores que os representam.
Para estados normalizados temos que [Refs. F3-F5}:

(| B)] = le] Bl cosl®) ®25)

Defini-se entdo, como uma medida de distingdo, a sobreposi¢do ou overiap, sendo dada por
[Refs. F3-F57:

overlapq a), E Jii )) = }(a l £ )I (F26)

Se os estados ndo sdo puros a situagdo ¢ mais complicada e precisamos do conceito de
purificagdo. Se p € a matriz densidade de um estado misto no espago Hj, entdo pode-se
estender este espaco de Hilbert tal que o estado misto, representado por oy, se torne um
estado puro no espago combinado H; ® Hy. Ou ainda, sempre podemos encontrar uma
extensio H; de H; e um estado |&) € H; ® H; tal que [Refs. F3-F5]:

Tr{elel)= oo (F27)



O sub-indice 2 na Eq. (F27) indica que os graus quénticos de liberdade pertencentes ao
espago Hp devem ser descartados. Quando isto acontece 0O estado |¢& € dito ser uma
purificagdo de pv. Este concerto leva ao entendimento de que, quando um estado puro
perde alguns graus quénticos de liberdade ele se torna um estado misto. Ou ainda, quando
n3o temos acesso ao espago completo mas a apenas a uma parte dele acabamos por obter
um estado misto. Existem muitas purificagdes de uma mesma matriz densidade, cada uma
correspondendo a um ensemble que o preparador do estado misto pode ter usado para
construi-lo. Da mesma forma, se |& ¢é uma purificagdo de o, entdo podemos usar a Eq.
(F26) como uma medida de distdncia entre as duas matrizes densidades representando os
estados mistos [Refs. F3, F4]:

overlap{p,, p.) = maxt(aié)‘ (F28)

onde o maximo & tomado sobre todas as purificacdes |&) e [£) de m e o, respectivamente. A
equacio explicita para a sobreposigdo a partir das matrizes densidade € [Refs. F3-F5}:

overlap(p,, p,) = Tl pu P/ Po ) (F29)

Defini-se, a partir do overlap, a fidelidade de um estade em relagio a outro como sendo
[Refs. F3-F6]:

F(p,. p,) = loverlap(p,, p,)f (F30)

No caso de dois estados puros a fidelidade, usando as Egs. (F26) e (F30), € dada por:
F=lele)f ¥31)

cuja interpretaciio fisica € Gbvia, ela da a probabilidade do estado |&) colapsar para o estado

|&), ou seja, é a projedo de um estado sobre o outro. Se o1 ¢ uma mistura e o € um estado
puro entdo

Flp,.p)=(elpi|€) (F32)

é a probabilidade da particula no estado misto pr colapsar para o estado 1£). Se ;€ oy 580
ambos estados mistos entdo a fidelidade ¢ dada pelas Eqgs. (F29) e (F30), mas ndo hé
interpretagdo fisica para a fidelidade [Ref. F3].

F4. Teoria da Informacio em Comunicacdes Quinticas

Em um sistema de comunicacdo quéntica precisamos inicialmente definir quais
estados quénticos representario as mensagens ou bits. Por exemplo, os estados com
operadores densidade p e py poderiam representar os bits O e 1, respectivamente. O
receptor, por sua vez, deve ser capaz de distinguir perfeitamente 0s estados o e o para que



as mensagens enviadas possam ser recuperadas sem erros. Se a fonte transmite os estados
£0,1,..., P 08 quais s3o puros e ortogonais, com probabilidades py_p,....p,, entdo existe uma
medida que os distingui perfeitamente. Uma conseqiiéneia direta disso é que a entropia
quantica € igual a informagdo mutua uma vez que a Unica incerteza provém das
probabilidades classicas dos estados serem transmitidos. Se os estados transmitidos pela
fonte sdo puros porém ndo ortogonais, entdo ndo existe nenhuma medida que possa
distingui-los completamente, ou seja, o receptor nio podera extrair informagdo completa da
fonte e determinar qual estado foi transmitido. O que se pode fazer ¢ escolher uma medida
que maximize a distancia entre os estados o que também maximiza a informagfio mutua. O
mesmo também € valido se os estados s3o mistos. Suponhamos, agora, que o transmissor
escolhe entre os estados o e o) com probabilidades a priori 7 e 71, respectivamente, e o

receptor usa uma medida representada pelo operadorﬁ , com autoestados |a;), para
distingui-los. A entropia de Shannon ¢ entio dada por [Refs. Apéndice D, Refs. F3-F5]:

H(p)= —Z pla, | pllog, pla. | pY==> (a,|pla, Viog,{a | pla,)

; {F33)
P = TPy 7
(F34)
e a informagdo mutua ¢ [Apéndice D, Refs. F3-F5]:
I=H(p)-H(p|a) (F35)

onde o segundo termo do lado direito da Eq. (F35) ¢ dado por;

H(p a): “ZP(PO)P(JDO | ai)iogz [P(po | ai)]+p(pl )P(p1 | a:‘)logz [P(pl | a;‘)]x (F36)
~mo 2 ple a log: ploy la )], 2 plpylaog.[plp, 1a,)]= (F37)
_HOZ@;‘ Loﬁlai )log2 (a: 1po|af>“"" 7512(“1 ]pliai>log2 (ai IP@,%@) = (F38)

Hp @)= s ()~ (0) =S H(p) .

Portanto, a quantidade de informacdo classica que podemos extrair de uma fonte de estados
quénticos, fazendo uso de uma medida, € dada pelas Eqs. (F33)-(F35) e (F39). Entretanto, a
maxima quantidade de informago que podemos extrair de uma fonte de estado quénticos
através de uma medida 6tima ¢ limitada pelo teorema de Kholevo [Refs. F3-F7]:

I sS(Zpipz}—ZPiS(Pi)

(F40)

onde a igualdade ocorre quando todo os p's comutam entre si. S € a entropia quéntica de
Von Neumann dada por [Refs. F3-F7]:



S(p): WTr(pIng p)z ”Zﬂﬁ' log, 4,

(F41)

onde A; sdo os autovalores de p. Se p € um estado puro entfo (o) = 0. Portanto, se o
transmissor envia apenas estados puros, através de um canal ideal, para o receptor e este,
por sua vez, usa uma medi¢io nos estados para determinar identidade dos mesmos, a
quantidade de informacio obtida pelo receptor ndo pode ser maior que a entropia da fonte:

(
I< SLZ p.p; ] (F42)

Se os estados pertencem a um espago de Hilbert de dimens@o &, de forma que tenhamos 7 =
1...N, entdo, pela Eq. (F41) vemos que o maximo valor da entropia ocomre quando 4, =N e
¢iguala S, =log, N . Semelhantemente, também existe um limite inferior de informagao

acessivel dado pelo teorema de Jozsa-Robb-Wooters. Segundo este limite temos que [Ref.
F8 1]

I> Q[‘; p;-p,-)— ZpiQ(pi-) F43)

onde Ofp) ¢ a sub-entropia da matriz densidade dada, em fungio dos autovalores de p, por
[Ref. F8]:

H /’{’i
Q(p): _Z(H ,2, - ;{ - }i [ng /11' (F44)
i I

i=l | imj

Se dois ou mais autovalores sdo iguais entfo o limite quando eles se tornam iguais deve ser
tomado na Eq. (F44). Portanto, de forma simples, temos que: Se usarmos uma medida para
identificar os estados de uma fonte de estados quénticos, os teoremas de Kholevo e Jozsa-
Robb-Wooters afirmam, respectivamente, que nio hé medida capaz de extrair uma
quantidade de informagdo nem maior que a dada pela Eq. (F40) nem menor que a dada pela
Eq. (F43).

Até este momento temos falado apenas da informagdo classica de sistemas quénticos.
Entretanto, os estados quénticos possuem também a sua propria informagio quintica, sendo
a quantidade basica desta informacgio chamada de qubit. Um qubit corresponde a um
sistema quéntico de dois estados (puros) ou seja, um sistema que pertenga a um espago de
Hilbert de dimensdo 2. Usando o teorema de Kholevo mostra-se que a méxima quantidade
de informacio classica que pode ser extraida de um qubif € um bit pois, como o qubif ¢ um
sistema bidimensional temos, I__< 8, _{p)= log, 2 = 1bit.

Uma questdo interessante € que gubifts ndo podem, em geral, ser clonados ou
copiados. Isto é, se alguém dispe de um estado, este alguém ndo pode criar outro igual e
permanecer com O que ja tinha. Este fato estd diretamente ligado a distingdo dos estados
quanticos uma vez que, para copiar um estado precisa-se inicialmente identifica-lo através
de uma medida para s6 depois produzir outro igual. A Fig. F1 ilustra a situagdo.



=3|¥)
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Fig. F1 - Esquema de clonagem de qubit.

Na Fig. F1, o estado incidente ¢ medido e a informago sobre o resultado da medigio ¢
usada no sistema B para produzir o segundo qubit. Para mostrar que a clonagem ndo ¢
possivel usaremos os argumentos da Referéncia F9. Suponhamos dois sistemas 4 e B onde
queremos fazer uma copia de um estado de 4 em B. A Eq. (F45) ¢ a representacio
matematica do processo.

X,0, ) =%, %, ) (F45)

onde [x,) € o estado a ser copiado, |0) é a representagio de um estado nulo de B e |x;) é a

representagdo de |x,) em 5. Entfio, se o processo de clonagem ¢ possivel de ser realizado,
para dois estados distintos temos [Ref. F9]:

]xa,0b>—>

X, %, ) (F46)
1¥..0,) ~> |y, 5,) (F47)

Seja, agora, o estado superposi¢do dos dois anteriores |z,) = [xs) + [V.). A clonagem deste
estado daria [Ref. F9]:

|2,,0, ) =x,,0,)+

YalO) = %03 )+ |y v, ) = |2..2,) (F48)
Entretanto, como sabemos que evolugBes de estados quénticos devem ser regidas por

operadores unitarios devemos ter [Ref. F9]:

iza’zb>mlxa’xb>+lxa’yb>+ ya!xb>+|ya’yb> @49)
Portanto, como as Eqgs. (F48) e (F49) sio diferentes temos que, se dois estados distintos
podem ser copiados fielmente, uma superposi¢do destes dois estados ndo pode, ha menos
que os estados sejam todos ortogonais entre si. Diferentemente da copia existe um
processo, chamado de transposi¢io, que nfo leva uma copia do estado para o novo espago:

|

%00, ) —>10,.%; ) (F50)
Na Eq. (F50) vemos que ap6s a transposicio o estado original é destruido. A transposigdo é
possivel de ser realizada em sistemas entrelagado, sendo verificada no processo de
teleportagdo, que sera resumidamente explicado mais a frente.
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Por fim, até o presente momento temos considerado que os estados quéinticos
produzidos e enviados pelo transmissor chegam intactos ao receptor. Em sistemas reais isto
nio ocorre, ao ser transmitido por um canal ruidoso (canal que permite a interagdo do
estado qudntico com o ambiente) o estado quintico enviado sofre perturbagdes e evolucdes
para diferentes estados. Controlar e/ou corrigir estas perturbagdes ¢ uma tarefa bastante
complicada e que em parte foi considerada no Capitulo 2. A qualidade da transmissio dos
estados quénticos pode ser medida pela fidelidade média do estado recebido em relagdo ao
estado transmitido. Quanto mais proxima de 1 for a fidelidade, melhor sera o canal para a
transmissdo. Se, por exemplo, o transmissor usa os estados puros |g) e |£) , 0s quals ocorrem
com probabilidades 7; e m, e estes estados, apos interagirem com o canal, evoluem para os
estado mistos o, € oy, respectivamente, entfo a fidelidade média, com uso da Eq. (F32), ¢
dada por:

F =rn,{g|p,|€)+m(&|p,|€) (FSD)

F5. Estados Quanticos Entrelacados

Como j4 discutido no Apéndice A, pode-se produzir estados quénticos entrelagados
ou correlacionados. Estes estados sfio bastante enigmaticos e apresentam uma rica fonte de
pesquisa em teoria da informagio quéntica. Dizemos que os sistemas a e b, por exemplo
dois fotons, sio correlacionados se a medida de pelo ao menos um observavel do sistema
a(b) projeta o sistema b(a@) em um novo estado. Se o estado conjunto dos sistemas

individuais é representado por uma matriz densidade p, e os estados sdo realmente
entrelacados, entdo necessariamente temos que [Refs. F5, F6, F10-F12]:

P#*Pp =P, BP0, (F52)

Nos estados entrelacados uma medida em uma das partes nfo pode prover informagao
completa sobre o conjunto, ou seja, existe informacfo na correlagdo entre os sistemas. A
medida realizada em uma das partes é completamente caracterizada pela matriz densidade
parcial do sistema em questd3o. Assim, se medirmos o observével O nos sistemas
individuais, temos [Refs. F4-F6, F10-F12]:

(0} =1(p.0)=0e1,)p] F53)
(0>b=TfC0b0) r{, @6)e] (F54)

onde N fb sdo os operadores identidade dos espagos aos quais p, € g pertencem,
respectivamente. As matrizes densidades parciais sdo dadas por [Refs. F4-F6, F10-F12}:

P :Trb([’) (F55)

pb :Tra(p)

(F36)
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onde o sub-indice no operador trago indica que os graus quinticos de liberdade do sistema
indicado devem ser descartados. A Eq. (F52) motiva a observagio das rela¢Bes entre as
entropias individuais e a entropia do sistema entrelagado. A primeira relagio é a
desigualdade de Araki e Lieb [Refs. F11, F12]:

IS, ~S,|<8<8,+5,

(F57)

onde
S, =-Tr(p,log, p,) (F58)
Sb 2—_Tr(lob IOgZ pb) (Fsg)

sdo as entropias dos sistemas individuais a e b, respectivamente. Assim, se o estado
conjunto € um estado puro, § =0, entfo, pela Eq. (F57), S, = S:. Como existe informacao
na correlagio defini-se um indice de correlagdo como sendo [Refs. F11, F12]:

I[,=5,+8,-S20 (F60)

O valor maximo de /, acontece quando S = 0, ou seja, para que a correlagio seja maxima o
estado conjunto deve ser um estado puro. Assim, pelo acima exposto, o valor maximo do

indice correlagdio ¢ I = 2§, =28, . Por outro lado, quando os estados individuais sdo
descorrelacionados temos /™ =0. Agora, se 4 e B sio observaveis dos sistemas

individuais a e b, respectivamente, entdo a informacio matua H(4:B) obtida a partir de uma
medida conjunta de 4 em a e B em b deve satisfazer a [Refs. F11, F12]:

H(4:B)<S(p,) i=ab (F61)

Ou seja, a informagdo muatua € uma medida do grau de correlacio entre os observaveis 4 e
B. Portanto, a correlagdo entre os observaveis em diferentes sistemas é limitado pela
entropia de cada sistema. A entropia de uma particula depende do seu entrelagamento com
a outra particula. Portanto uma medida do entrelagamento de um estado puro é dada por
[Refs. ¥5, F11, F12]:

E=S8(p)=5(p,) (F62)
F3.1. Medida POVM

Na Seg¢do A6 do Apéndice A foram descritos dois tipos de medidas quanticas, POM e
POVM ou PVM. A medida POM ¢ baseada num conjunto completo de operadores

projecéo, fIz., i =1,2,3...n sobre n sub-espacos ortogonais do espaco de Hilbert do sistema

quintico. Cada operador representa um dos possivels resultados da medida. A
probabilidade de cada possivel resultado é dada por:
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pi= Tf‘coﬁf) (F63)

A medida POVM ¢ mais geral, ela coloca o sistema a ser medido em contato com um
sistema auxiliar, preparado em algum estado padrdo. Os dois sistemas sdo entdo permitidos
evoluir unitariamente tal que se tornem correlacionados ou entrelagados. Por fim, faz-se
uma medida reproduzivel no sistema auxiliar. O esquema ¢é mostrado na Fig. F2 [Refs. F3-
F5}:

ps vt ~ Lo psa

U

Pa = P.

Fig. F2 - Esquema da medida POVM.

Na Fig. F2, p, e p, sfo os estados do sistema a ser medido e do sistema auxiliar,

respectivamente, enquanto que, On € 0. S80 as saidas entrelacadas. Uma medida
reprodutivel do sistema auxiliar ¢ descrita via um conjunto de operadores projegio

ortogonais {f ®f[i} atuando no espago de Hilbert do sistema auxiliar. A probabilidade do
i-ésimo resultado ser obtido numa medida € dada por [Refs. F3-F5]:

P zTY€U@S®PaW+Kf®ﬁf)} (F64)
pois

Tr(ﬁipa): Tr[(ﬁ®f1j)p] (F65)

(1, p, )= (i1, ©1)p) (F66)

com p=U(p, ® pa)l)‘. O namero de resultados possiveis € limitado pela dimensdo do
espago de Hilbert do sistema auxiliar. Sejam agora { iSk)}:_l e { 1A}.>}1 bases para os
- i

espacos do sistema a ser medido e do sistema auxiliar, com dimensdes n e m,
respectivamente. Ent3o, usando a propriedade ciclica do trago temos [Ref. F3]:

=338, 4, (o, ® p Y0 (F@T1,)0] |8, 4,)

= F67)

ou ainda
P, = ,-Z;<S“ e, L‘Z (4, @ p, )0 ([ &1L, )04, )}1 S,)= F68)
p, =T Ep,) F69)
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onde os operadores EAE s40 os mesmos usados na Segdo 6 do Apéndice A e, pela Eq. (F68),
s&o dados por [Ref. F3]:

E=rmli®p olen )] ¥70)

Seja, por exemplo, o estado |6) = ¢]0°) +£90°) medido na base {{0°),j90°)} e |@) o estado
inicial do aparelho de medida. Entdo, no processo de medida temos:

6) @) > T — a0 )@, )+ B90" ) p,) F71)

Se, por exemplo, o estado do aparetho ap6s a medida € |g) entfio o estado medido é 10°).
Isto ocorre com probabilidade |of®, enquanto que a outra situagio, aparelho em |¢;) e estado
medido em |90°) ocorre com probabilidade |4, Uma conseqiiéncia direta do acima exposto
¢ que, dado dois estado ndo ortogonais, se existe uma medida que realizada nos referidos
estados n&o os perturba, ent3o esta medida nio pode obter qualquer informacio sobre em
qual dos dois estados o sistema estd. A prova ¢ simples [Ref. F4], sejam os estados néo

ortogonais | e |, logo (i # 0. Seja também |@) o estado inicial do aparelho. Uma
medida que ndo perturba os estados faria:

|a)e) =T —a)le,) F72)
E@W’)"*U“}iﬂ)f%) (F73)

onde [/ ¢ o operador que caracteriza a medida. Como este operador ¢ unitario o produto
interno do estados antes e apds a medida se conservam:

(| B)ele)=(0.a|5.0)=(p..a|B.0,)= (| B)p.

?s) F74)

Como, () # 0 e {¢l@) =1 temos de (F74) que (p,]@z=1. Entretanto, como os estados do
aparelho s@o normalizados temos necessariamente que |@,) = |@y), ou seja, o estado final
apds a medida € o mesmo independente do estado que foi medido, portanto nenhuma
informacio é obtida. .

O esquema da Fig. F2 € usado como modelo de medida mas um modelo igual
também ¢ usado num sistema de criptografia quéntica com a presenga de Eva [Ref F4],
uma vez que ela realiza uma medida nos fotons enviados por Alice.

Py | (A] 1 Ps
£ PE

Fig. ¥3 - Esquema de criptografia quintica com Eva.

==

pr:::;>
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p4 € pp s3o as matrizes densidade de Alice e Bob, respectivamente. p e pr sfo os estado

inicial e final de Eva, bem como U/ » € 0 operador unitario da medida de Eva. Do ja exposto
nesta secdo temos [Ref. F4]:

Py = Tre|U (0, ® p)U; ] (F75)
Pr = TFE [ﬁE(pA ® p)ﬁg] (F76)

A distdncia entre p e pr ¢ uma medida da informagdo ganha por Eva, bem como a distancia
entre pu € pr € uma medida da quantidade de distirbio que Eva, através de U, causou.

Portanto, se Eva tenta ganhar informacio ela necessariamente causa distiirbios na
comunicacio entre Alice e Bob.

F5.2. Medida Nao-Local

Seja um sistema de dois fotons entrelagados, um ¢ enviado para Alice e o outro para
Bob. Quando, por exemplo, Alice faz uma medida individual em seu foton, esta é uma
medida local. Se, por outro lado, uma medida ¢é realizada nos dois fotons pelo mesmo
individuo, entdo a medida ¢ dita nio local. Outra forma de medida nfo local é a baseada na
Fig. F4. Alice e Bob fazem, independentemente, uma medida em seus fotons. Depois,
através de um canal classico, Alice e Bob informam um ao outro o resultado de suas

medigdes [Ref. F5].
A | < EPR > B
@> Canal Classico @

Fig. F4 - Medida no local = medida local + comunicagio

Estando Alice e Bob de posse do resultado das duas medigbes, eles podem determinar o
estado do sistema conjunto. Por exemplo, a fonte EPR ¢ suposta produzir, com igual
probabilidade, os estados:

E‘F‘F“\%q‘f )jo0")~[s0° o)) F77)
)=o) o) o

Se Alice € Bob fazem uma medida, na base {|0°),]90°}}, em seus fotons, eles obterfo como
resultado os estados [0°) e |90°) com 50% de probabilidade de ocorréncia. Se eles nfio se
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comunicam a medida realizada em nada ajuda a determinar em qual estado entrelacado os
fotons foram enviados. Por outro lado, se eles se comunicam informando um ao outro o
resultado de suas medidas entdo, se os resultados das medidas forem opostos o estado
conjunto ¢ o da Eq. (F77) enquanto que, se os resultados das medidas sfo iguais, entio o
estado conjunto € da Eq. (F78). Portanto, uma medida local seguida de uma comunicacdo
classica determinam o estado nio local.

F5.3. Teleportacao

Um dos resultados mais impressionantes da teoria quintica da informacio ¢ a
teleportagdo [Refs. F5, F13]. Ela consiste da transmissio de um qubit de Alice para Bob
sem que 0 mesmo seja realmente transmitido. Inicialmente Alice e Bob dividem um par
EPR e Alice tem um qubit que deseja enviar para Bob. Alice faz entio uma medicdo
combinada [Ref. F13], no espago de Hilbert quadrimensional, de seu foton e seu qubit. Esta

medi¢do vai determinar em qual dos seguintes estados o conjunto foton-qubit estd [Refs.
FS, F13]:
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Estes 4 estados sdo entdo codificados em 2 bits classicos (00, 01, 10, 11) e enviados a Bob.

De acordo com a informagio que recebeu de Alice, Bob aplica em seu foton um dos
seguintes operadores [Refs. F5, F131:
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sendo o primeiro correspondente a Eq. (F79) e assim por diante. O qubif que Bob agora
detém € o qubif original que Alice queria envié-lo, com perfeita fidelidade. E importante
notar que a teleporta¢do néo viola nenhum principio fisico. A teleportagio s6 ocorre depois
que a informac¢@o classica enviada por Alice chega a Bob, por isso ela se d4 a uma
velocidade menor que a luz. Além disso, no é copia ou clonagem pois o gubif de Alice ¢
destruido quando ela 0 mede. A Fig. 5 mostra o esquema em blocos da teleportagio de um
foton.
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Fig. 5 - Esquema de Teleportagao

Suponhamos, por exemplo, que Alice e Bob dividam inicialmente o par EPR:

o))
e que Alice quer teletransportar para Bob o qubir:
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_Alice faz entdo uma medida conjunta em seu foton e no qubif e podera obter como

resultado de sua medida, com 25% de chance, cada um dos seguintes resultados:
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Supornhamos entfio que Alice obteve como resultado de sua medida conjunta a Eq. (F86).
Com j4 visto, Alice avisard a Bob que ele deve usar em seu féton o operador oi. Assim

temos duas situagdes possiveis:

1) O foton de Alice estd no estado |0°), [1 0]%, e portanto Bob estara no estado {90°), [0 1

Logo, ap6s Bob aplicar o operador o7 em seu foton este iré para o estado:
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2) O féton de Alice esta no estado [90°), [0 117, e portanto Bob estara no estado [0°), [1 07"
Logo, apos Bob aplicar o operador o; em seu foton este ira para o estado:

m.=(a ol

As egs. (F86), (F90) e (F91) nos mostram que o foton de Bob vai para 0 mesmo estado que
o qubit que estava em Alice,
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