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Resumo

Neste trabalho, estudamos a classe dos cédigos propelineares e a subclasse dos
cédigos propelineares invariantes por translagéo. Tratamos estes cédigos como subgrupos
do produto semi-direto de Z por S, e do ponto de vista geométrico como cédigos
sobre grupos de lsometrias de um dado alfabeto. Nesta direcao, apresentamos
resultados que relacionam estas classes de cddigos com a classe dos cédigos G-
lineares e consequentemente com a classe dos cédigos geometricamente uniformes.
Apresentamos os cddigos propelineares m-drios. Mostramos que nao é possivel obter
cédigos propelineares m-drios invariantes por translacao sobre Z,, para m > 3. Em
outras palavras ndo existem subgrupos do produto-semidireto de Z,, por S,, cuja agao

sobre Z7. seja preservada pela distincia de Hamming,
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Abstract

In this dissertation we consider the class of propelinear codes as well as the subclass
of translation invariant propelinear codes. From the algebraic point of view these classes
of codes are shown to be subgroups of the semidirect product of Z}, by S, whereas
from the geometric point of view they are shown to be codes over isometry groups of
a given alphabet. In this direction, we show how these classes of codes are related to
the G-linear codes, and consequently to the class of geometrically uniform codes. We
also present the m-ary propelinear codes. We show that it is not possible to obtain
translation invariant m-ary propelinear codes over Z,,, m > 3. Equivalently, there are
no subgruops of the semidirect product of Z} by S,, whose action on Z7, is preserved

by the Hamming distance.



Lista de Simbolos

e G x G : Produto cartesiano.
e (G, ) : Grupo.

™1 : Elemento mverso

|G| : Ordem do grupo G.

¢ H < G : H subgrupo do grupo G.

Sx : Grupo smétrico sobre o conjunto X.

]

S, : Grupo smétrico de gru n.

g = H : Classe lateral 4 esquerda de H em G.
e [H:G|: Indice de H em G.

o (A} : O menor subgrupo de G que contém A.
o (A) = {a} : Subgrupo ciclico gerado por a.

e I, : Grupo diedral.

¢ Q0D : Grupo guasidiedral.
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H <1 G : H subgrupo normal de G.

Q% : Grupo dos quatérnios.

H G : Grupo quociente.

Aut (G) : Grupo dos automorfismos do grupo G.
(R,+-) : Anel.

(Zom, B, @) : Anel dos inteiros médulo m.

(M, +, ) Médulo sobre R

Zr : Zym-médulo livre,

Orbe (z) : Orbita de z em G.

Stabg (z) : Estabilizador de z em G.

G = NxH : G é produto semi-direto de N por H.
d s+ Métrica sobre o conjunto M

dp; » Métrica zero-um.

Isom (M) : Grupo das isometrias.

I'(8) : Grupo das simetrials de um conjunto S.
R™ : Espaco vetorial real de dimenséo n.

{(x,y) : Produto interno de x por y.

lx!| : Norma de um vetor x € R™.

B : Espaco Fuclidiano n-dimensional.

dp : Distancia Fuclidiana.



T (E™) : Translacoes de B,

O (E™) = O {n,R) : Matrizes ortogonais n x n.

Isom, (") : Grupo das isometrias de E" que fixa a origem.
dg : Disténcia de Hamming.

C : Cédigo sobre um alfabeto A.

dg (C) : Distdncia minima de Hamming.

F, = GF (g) : Corpo de Galois.

wty (x) : Peso de Hamming de um vetor = € F}.

G (S) : Grupo gerador de S.

m-PSK: Conjunto de m sinais do tipo chaveamento por deslocamento de fase.
¢, : Isomorfismo de Zy em Fy.

dg : Isomorfismo de Qg em C = (a, b).
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Histérico

Em 1989 Rif4 et al. [30], definiram cédigos propelineares e apresentaram algumas
de suas propriedades. A idéla geral, consiste em definir um mapeamento sobrejetivo do
espago de Hamming (Z%, dy) num grafo A(X, A), onde X é um conjunto de vértices
e A um conjunto de arestas de modo que cada aresta seja um subconjunto de X com
cardinalidade dois. A imagem inversa de cada vértice do grafo é um cédigo. Em outras
palavras, isso & chamado de recobrimento de um conjunto de pontos pelo espago de
Hamming. Ainda em [30], mostra-se que através desse procedimento obtem-se uma
nova classe de cédigos, a classe dos ¢ddigos propelineares.

Em 1994, Hammons et al.[19], introduziram os cédigos Zy-lineares . A Z4-linearidade
fol uma descoberta significativa para o desenvolvimento da teoria da codificacso, pois
possibilita tratar familias bem conhecidas de cédigos bindrios nao-lineares, como cédigos
lineares sobre Zy. Dessa forma, a complexidade do processo de decodificacao dos eédigos
nao-lineares é bastante reduzida.

Em 1997, Rifd e Pujol [31] voltaram =a falar sobre a classe dos cddigos
propelineares, desta vez com mais detalhes, mostrando algumas propriedades algébricas

e combinatériais. Apresentaram a subclasse dos cédigos propelineares cujas palavras-



cédigos sao Invariantes sob a métrica induzida pelo espago métrico (Z3,dy). Esses
cddigos foram chamados de cédigos propelineares invariantes por translacio. Temos
como exemplo importante destes cddigos, os cddigos Zs-lineares.

O conceito de cédigos geometricamente uniformes, ou seja, cédigos gerados por
codigos de grupo sobre um grupo de isometrias I', foram introduzidos por Forney em
[12]. Esses cédigos generalizam os conjuntos de sinais tipo Slepian ( cédigo de Slepian
) descritos em [40], onde o grupo de isometriais é dado pelo grupo das tranformacdes
ortogonais. Em [23] Loeliger estabeleceu as condicdes para que um conjunto de sinais §
esteja casado e efetivamente casado a um grupo G. Também mostrou que o casamento
efetivo de um grupo G a um conjunto S resulta da acao transitiva de G sobre S. Em
particular, a agao transitiva de G sobre S é equivalente ao casamento de G a S, ou seja,
isto corresponde a definigdo de cddigos geometricamente uniformes. A uniformidade
geoméirica também generaliza outras classes importante de cédigos, conhecidos como
cédigos do tipo Ungerboeck, ver por exemplo [43] e {13]. Entretanto, um dos fatos
relevantes € que os cédigos Zy-lineares também sao geometricamente uniformes.

Em [17], foi apresentada a G-linearidade como uma extensio da Z4-linearidade, onde
G & um grupo finito qualquer. Essa técnica consiste em determinar um subgrupo do
grupo de simetrias do espago de sinais em questfo, digamos um espaco métrico (M,d ),
tal que sua agao sobre o conjunto M seja fortemente transitiva. Em outras palavras, a
busca incessante da uniformidade geométrica.

Por outro lado, é até retdrico falar sobre a beleza da construcao dos cdédigos G-
lineares, entretanto a obtencdo efetiva destes cSdigos contimua um problema a ser
resolvido. Procuramos abrandar um pouco mais essa questiao, buscando relacdes
algébricas entre os cddigos propelineares, propelineares invariantes por translacio e os
cédigos G-lineares. Para isso, exploramos sistematicamente o produto semi-direto de

grupos, o qual é uma excelente ferrarenta algébrica utilizada na construcao de cédigos.



1.2 Descricao do Trabalho

No Capitulo 2, fazemos uma reviséo sobre alguns tdpicos da teoria de grupos e
da teoria da codificagao, os quais julgamos necessdrios para o desenvolvimento deste
trabalho.

No Capitulo 3, primeiro tratamos da propelinearidade, onde procuramos acrescentar
alguns esclarecimentos 4 visao original. Definimos cddigos Zg-lineares e G-lineares.
Apresentamos algumas propriedades que relacionam essas classes de cédigos, ou seja,
estabelecemos resultados que fazem parte da contribuigao deste trabalho, tais como
a classificacao dos cédigos G-lineares bindrios como propelineares, classificacac de
uma subclasse dos cédigos propelineares invariantes por translacio bindrios como
cédigos G-lineares bindrios. Além disso, visto que estes cédigos estao muito bem
determinados como subgrupos de Zgl XZ?X@EB, onde X denota o produto direto,
temos consequentemente, uma técnica de construcao de cédigos G-lineares bindrios.
Finalmente, através do subgrupo estabilizador, apresentamos um critério que permite
afirmar se um cédigo € G-linear bindrio.

No Capfitulo 4, consideramos os espagos de Hamming (Z),,dg). Apresentamos os
c6digos propelineares m-drios, ou seja, vimos que é possivel fazer o produte semi-direto
Zr por S,. Logo, podemos falar em subgrupos de Z7 xS, produto semi-direto de
Z% por S,. BEm seguida, derivamos alguns resultados provenientes do caso bindrio.
Observamos ainda, que geralmente o produto semi-direto é definido pela acao do grupo
sobre um conjunto, dessa forma é possivel induzir neste conjunto propriedades algébricas
herdadas do grupo e relacionéd-las com a métrica do conjunto. Desta maneira, vemos que
a invaridncia da métrica depende desta acdo. Isto posto, podemos especular sobre o que
significa cédigos propelineares m-drios serem invariantes por translagao. Mostramos que
dentro deste contexto de propelinearidade nao existem subgrupos de Z7 %S, cuja acao
sobre Zr é deixe invariante a distdncia de Hamming, Mais precisamente, nao existe
codigos propelineares m-4rios invariantes por translacao.

No Capitulo 5, apresentamos as conclusoes e contribui¢tes deste trabalho, bem como



algumas sugestoes para novos trabalhos.



Capitulo 2

Revisao dos Conceitos sobre Grupos

e Cédigos

Neste capitulo apresentaremos defini¢des e resultados bdsicos da teoria dos grupos e
dos cédigos, necessérios para o desenvolvimenteo deste trabalho.

Nas Secoes 2.1, 2.2 e 2.3 apresentaremos uma simples introducao, relativa aos
seguintes tépicos: grupos e maddulos, agoes de grupos e produtos de grupos, e grupos
de isometrias (simetrias). Na Secdo 2.4, faremos uma breve revisao sobre a teoria de
cédigos, bem como de alguns resultados apresentados em {12] e [23]. Os resultados

relativos as segOes anteriores, podem ser encontrados nas referéncias bibliogréficas [8],

18], [3], [36], [33] e [45]

2.1 Grupos

Uma operagao bindria num conjunto nao vazio G é uma funcio p: G x G — G
que a cada par ordenado (a,b) de elementos de G associa um elemento i (a,b) de G,

chamado o produto de a e b, o qual indicamos por a x b ou por justaposicdo ab.

Definicao 2.1.1 Um grupo consisie de um conjunto ndo vazio G munido de uma

operagdo bindria (*), que satisfaz as sequintes propriedades:



(G1.) Associativa: (axb)xc=ax(bxc),Va,bce G;
(G2.) Elemento neutro ( ou identidade ): Existee € G tal que e xa = axe, YVa € G;

{G3.) Existéncia de inverso: Para todo a € G, existe d € G tal queaxd'=ad'* a = e.

Em um grupo temos um tnico elemento identidade e um dmnico inverso a, o qual

indicamos por a™l.

Diremos que um grupo (G ) é comutativo ou abeliano, se a
operacdo * & comutativa, ou seja, a x b = b % o para todo a e b em G. Um grupo
(G,#} é finito se o mimero de elementos de G é finito. Também chamamos o nimero

de elementos de um grupo (G,*), de cardinalidade do grupo ou erdem do grupo e

indicamos isto por |Gl

Definigao 2.1.2 Sejam (G,*) um grupo e H um subconjunto ndo vazio de G. Diremos

gque H é um subgrupo de G, se as sequintes condigbes sio satisfeitas:
(i) Yo,y € H, entao zx y € H;
(i) Yz € H, entéo 2! € H,

Em outras palavras, H é um grupo com a operacio herdada de G. Usaremos a

notagio H < G, para indicar que H é um subgrupo de G.

Exemplo 2.1.1 Seja X um conjunio ndo vazio, uma permutacdo de X é uma bijecdo
de X em X. O conjunto das permutacées de X, indicado por Sy , é um grupo com
a operagdo de composigdo de funcbes. Chamamos Sy de grupo simétrico sobre o
congunto X. Quando X = {1,2,...,n}, chamamos Sy de grupo simétrico de grau n

e o indicamos por S,. Note que IS, = nl.
Definigao 2.1.3 Sejam (G ) um grupo, H< G eg € G. O conjunto
gxH={g+h |heH}

¢ chamado de classe lateral ( & esquerda ) de H em G . Analogamente definimos uma

classe lateral & direita de H em G.



Observacao 2.1.1 Seja H um subgrupo do grupo G. Entéo:

1. Todo elemento de G pertence a alguma classe lateral de H em G;
2. Duas classes laterais distintas ndo possuem elementos em comum;
3. Duas classes laterais gquaisquer possuem a mesma cardinalidade:

4. Dois elementos z,y € G estdo na mesma classe lateral de H em G se, e somente

se, zxy € H;
5. O grupo (G *) € particionado numa unido disjunta de classes laterais de H em G.

Quando H é um subgrupo do grupo G, indicamos o conjunto das classes laterais de
H em G, por G, H. O niimero de classe laterais de H em G & chamado indice de H

em G, que indicamos por [G: H|, que pelo item 3.¢ bem definido.
Teorema 2.1.1 (Lagrange) Se G é um grupo e H um subgrupo de G, entdo
|G| = H| [G:H].
Definicao 2.1.4 Se A € um subconjunto ndo vazio de um grupo G e
F={H:-H<G e ACH]},
o subgrupo gerado por A, que indicamos por {A), é dado por

(4= [H.

HeF

Em outras palavras, {A) é o menor subgrupo de G que contém A. Em particular, para

A = {a} diremos que (A) = (a) € o subgrupo ciclico gerado por a.

Definigao 2.1.5 Seja um grupo (G,*). Se ezistir um g € G tal que G = (g), diremos

gue G € um grupo ciclico e que g é um gerador de G .

UNICAMP
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Exemplo 2.1.2 Sejam m > 2 wm inteire ¢ Z,, = {0,1,2,...,m — 1}. Consideremos
(Zn, @), onde & € a operacio bindria definida do seguinte modo: dados T,y € Zym, TSY
é iqual ao resto da divisdo de x -y por m, onde + € o operagdo usual de adi¢do. Esta
operacio & € chamada de adigdo mddulo m. O conjunto Z., com essa operagdo € um

grupo ciclico.

Exemplo 2.1.3 (Grupos Diedrais) Considerernos n > 3 um inleiro positive. O

grupo
D.={(rs|rm=3c=e sr=r""s)

7

onde |D,| = 2n, € chamado de grupo diedral de ordem 2n. Esse grupo é isomorfo ao
grupo das simetrias no plano de um poligono regular com n-lados. Estas simetriais (ou
isomnetrias) sdo: as n rotagbes em torno do centro através de Z—iﬂ radianos, 0 <k <n-—1
e as n reflexdes (n par temos § reflexées nas diagonais e reflexbes através das retas que
passam pelos pontos médios dos lados opostos; paran fmpar temos as n reflexdes através

da reta que passa por cada vértice e pelo ponto médio do seu lado oposto).
Exemplo 2.1.4 (Quasidiedral) O grupo
Obg = (z,y | 2° = y* = e, 2y = ya®) ,
€ chamado grupo quasidiedral (ou semi-diedral) de ordem 16.
Proposicao 2.1.1 Seja H um subgrupo de G.. As sequintes afirmagdes sio equivalentes:
1. g+ H = H =g, para todo g € G;
2. g«H+g ' =H, para todo g € G;
3 g«Hx+xg ' CH, para todo g € G.

Definicao 2.1.6 Sejo H um subgrupo de G. Diremos que H é um subgrupo normal
de G, e indicamos por H < G, se pelo menos uma das condices da Proposicao 2.1.1 é

satisfeita.



Exemplo 2.1.5 (Quatérnio) O grupo
Qs = (a,b la? = e, b® = a?, bab™! = b”1>

dos quatérnios, € um grupo ndo abeliano de ordem 8, cujos subgrupos sdo todos

NOrmais.

Proposicao 2.1.2 Se H < G, entdo o conjunto das classes laterais G, H com a

operacio induzida de G é um grupo, chamado de grupo quociente.
Definicao 2.1.7 Sejam (G,*) e (H,©) grupos e f : G — H uma funcdo. Diremos
que [ é um homomorfismo se

flaxb)=f(a)o f(b) ,Va,beG.

Se, além disso, [ € uma bijecdo, diremos que f € um isomorfismo e escrevemos G = H.

Um isomorfismo de G em G é chamado de automorfismo de G.

Observagao 2.1.2 O conjunto dos automorfismos de um grupo G, com a operacéo de

composicdo de fungées forma um grupo, o qual indicamos por Aut (G).

Definicao 2.1.8 Considere um conjunto munido com duas operagbes bindrias, (R, +,-).
Diremos que R € um anel comutativo com unidade se as sequintes propriedade sdo

satisfeitas:
1. (R,+) € um grupo abeliano;
2. (z-y)-z=z-(y-2), Vo,y,2 € R;
Sz {y+z)=z-y+z-zelz+y)-z2=z-2+y-z, Vo,y,2 € R;
4. 1z ==z, Vo & R {1 ¢ o elemento identidade de R);

5. rx-y=y-z,Vr,y € R.



Defini¢ao 2.1.9 Seja R um anel com unidade. Diremos que R é um anel comutativo

com unidade se (z-y) = (y- z) para todo =,y € R.

Exemplo 2.1.6 (Z,,,®,®) o anel dos inteiros mdédulo m, onde a operacdo S é a soma

mddulo m e @ € o produto médulo m, definido de modo semelhante & soma médulo m.

Definicao 2.1.10 Seja K. um anel comutativo com unidade. Diremos que K é um

corpo se para todo elemento ndo nulor € K exister™ € K tal quer-r™ 1 =¢r"1.pr = 1.

Seja M um conjunto nao vazio € K um anel com unidade. Diremos que (M, +,) é
um mddulo sobre R (ou um R-médulo), se (M, +) é um grupo abeliano e se existir
uma fungado p @ B X M — M definida por u(r,m) = rm, chamada multiplicacao

por escalar, satisfazendo as condi¢bes: para quaisquer r,ry,73 € Rem,my,my € M |
M1. 7 {my +my) = rmy + rmy;

M2. (ry +ra)m = rom + ram;

M3. (rire)m =73 (ram);

M4. Im=m.

Exemplo 2.1.7 Todo anel R é um R-mddulo. Em particular, o anel Zy, é um Zop,-

mddulo.
Exemplo 2.1.8 Todo grupo abeliano é um Z-mddulo, onde Z. é o anel dos inteiros.

Um R-mdédulo é uma generalizacdo de um espaco vetorial, onde os escalares
pertencem a um anel, em vez de pertencerem a um corpo. Em outras palavras, se R é um
corpo o R-mdédulo é um espago vetorial sobre R. A idéia de um conjunto de geradores
para um R-médulo também é uma generalizacao natural de um conjunto de geradores
para um espaco vetorial. Assim, diremos que um R-mdédulo M é finitamente gerado

se ele pode ser gerado por um conjunto finito $ = {uy, My, ..., u,} T M, ou seja, todo
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elemento m € A pode ser escrito na forma m = Y ru;, onder; € R ei=1,2,...,n
.Nesse caso, escrevemos (S) = M para indicar que M é finitamente gerado

Uma base para um R-médulo M é um conjunto S = {uy,uy,...,u,} C M tal que
(S) = M e a representagao m = » r;u; é Unica para cada m € M Um mdédulo que

possui uma base, é chamado de mdédulo livre.

Exemplo 2.1.9 O anel Zn, é um Z-mddulo que néo possui uma base. Com efeito,

para todo T & Ly temos que mx = 0, quer dizer B = {z} ¢é lincarmente dependente.

Portanto, Zuy, nao é um Z-médulo livre.
Exemplo 2.1.10 Sejam m, n inteiros positivos e
Ly = {{z1,29,. .. ,20) 2 € Lt =1,2,... .0},
Entao o anel Z7, é um Zp,-médulo livre e
B={e =(10,...,0),e5=(0,1,0,...,0),... ,e, = (0,0,... 1)}

é uma base de Z,,. Geralmente, chamamos essa base de base candnica.

2.2 Acoes e Produtos de Grupos

Definigao 2.2.1 Sejam (G, *) um grupo e X um conjunto ndo vazio. Uma acéo de
G sobre o conjunto X € wma funcio ¢ : G x X — X satisfazendo as sequintes

propriedades:

1 ¥{a, (b, x)) =1 {a*xb,z), para todosa,bc G ex € X;

2 (e ,z) =z, para todo z € X.

Para simplificar a notacao, escrevemos 1 {a,z) = a-z e a * b = gb. Chamamos essa
agao, de agao & esquerda de G ermn X. De modo andlogo, definimos acao & direita de G

em X. Com essa notagao podemos escrever a - {b-z) = (ab) -z , e - z == .
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Exemplo 2.2.1 Sejam G = (Z,+} ¢ X = R. Entdo a funcdo - : G x X — X dada
pora-T = x+a € uma agio de G em X. Também a fun¢éo - : G x X ~—- X dada por

a-z=(—1)% é uma acdo de G em X.

Proposicao 2.2.1 Seja G um grupe que alua sobre um conjunto X. Para cade g € G
a fungdo og 1 X~ X definida por o, (z) = gz é uma permutagio de X. Além disso,
a fungdo @ : G — Sy definida por @ (g) = 0, € um homomorfismo com a propriedade

de que @ (g) (z}) =g - z.

Desse modo, segue-se que existe uma correspondéncia biunivoca entre acoes de um
grupo sobre um conjunto X e os homomorfismos de G em Sy. Quer dizer, temos
essencialmente a mesma nogao expressa em diferentes terminologias. Em particular,

quando |X| = n denotaremos Sx por S,,.

Definigao 2.2.2 Seja G um grupo atuando sobre um conjunto X e x € X. Chamamos

de érbita de x em G, ao subconjunto de X, indicado por
Obglz)={g-z:9€ GL

Dados z,y € X, diremos que z estd relacionado com y, quando: i = g-z para algum
g € G, isto define uma relacdo de equivaléncia em X, cujas classes de equivaléncia sio

as drbitas. Assim, as drbitas de X formam uma particao de X, isto &,
1. X = J,.x Orb ¢ {2);
2. Sez,y € X, entdo Orb ¢ () N Orb g (y) = BouOrb g (z) = Orb ¢ (¥).

Definicao 2.2.3 Seja G € wm grupo atuando sobre um conjunto X e z € X.

Chamaremos de estabilizador de x em G ao subgrupo de G, indicado por
Stab g{z)={ge€ G :g9 -z =2z}
Teorema 2.2.1 Se G € um grupo atuando sobre um conjunto X, entdo
|Orb g (2)] =[G :Stab ¢ (z)] .
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Definicao 2.2.4 A agdo de um grupo G sobre um conjunto X ¢é transitiva, se para
todos x,y € X existir g € G tal quey = g -z, ou seja, Orbg (z) = X, Vo € X. Diremos
que a agdo de G sobre X € fortemente transitiva, se para todos x,y € X ezistir um

intco g € G tal que y =g -z ( nesse caso |G| = |X]| ).

Agora faremos uma revisao do produto semi-direto de grupos. Esta técnica nos

peritite construir um grupo G a partir dos grupos N ¢ H, de modo que G contenha

subgrupos isomorfos a N e H tais que |G| = |N| |H]|.
Definig¢ao 2.2.5 Se N e H sdo subgrupos de um grupo G tais que
NaG NNnH={e} e G=NH

entdo diremos que Gé o produto semi-direto de N por H, que indicamos por

G =NxH.

Exemplo 2.2.2 O grupo D, = Z,xZy. De fato:
1. Zpn={r) 9Dy, , Zy = (s
2. (ryn(s) = {e}
8 Dp=(r){s).

Proposigao 2.2.2 Seja G o produto semi-direto de N por H. Para cada h € H a
aplicagdo @, : N — N definida por ¢, (n) = hnh™' é um automorfismo de N. A
aplicagdo ¢ : H — Aut (IN) definida por ¢ (h) = ¢, é um homomorfismo.

Nesse caso, visto que N < G, podemos falar na acédo de H sobre N por conjugacao,
ou seja, h-n = hnh™!. Além disso, Aut (N) & um subgrupo de Sy, logo essa acéo pode

ser vista como ¢ homomorfismo ¢ : H —— Aut (N).

Proposigao 2.2.3 Consideremos dois grupos quaisquer N, H e ¢ : H ~— Aut (N ) um

homomorfismo tal que @ (h) = p,. Seja o conjunto
G={(n,h):neN heH}
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de pares ordenados. Entdo, G é um grupo com a operagio

(nlrhl) (n2; hz) = (nl(,oh] (’I’Lg) ,h1h2) .

Os conjuntos No={(n,en) : n&€ N,eg e H} e Hy={(en,h) :ew € N, h € H}, sdo
subgrupos de G tais que No 2 N, Hpy ® H ¢ G ¢ o produto semi-direto de Ng por Hy.

Exemplo 2.2.3 Construgdo do produto semi-direto ZixZy = Dy,  Consideremos o
homomorfismo ¢ : Ly — Aut(Z3) definido por ¢ (0) = Idgy € Aut(Z3) e (1) €
Aut {Z3) dado por:

}(00) = 00
(1)
e (1) (10

w {1} (11

@ (1
©
= 01

(00)
(01) = 10
(10)
(11) = 11.

Note que a = (10,1) e b= (00,1) satisfaz a* = * = (00,0) e ba = a®b = (01,0). Assim,

identificando v com a € s com b, temos que ZEXNZy = Dy,

2.3 Isometrias

Uma métrica sobre um conjunto M é uma funcio dy; : M x M ~ R, tal que o
ntimero real dy (x,y) chamado de distancia de z a y, satisfaca as seguintes condicoes

para qualsquer x,y,z € M:
dy. dy(z,2) =0;
dy. Se z # y, entao dy (z,y) > 0;
ds. dy{z.v) = dy (y,2);
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Definicao 2.3.1 Um espago métrico € uwm par (M, dy), onde M € um conjunto e dy ¢

um métrica sobre M.

Exemplo 2.3.1 O par (R, d) € um espago métrico, onde R é o conjunto dos ndmeros

reais € d : R x R — R dada por d (z,y) = |z — y| € uma métrica.

Exemplo 2.3.2 O par (M, do1) € um espago métrico, onde M é um conjunto qualguer

e dor : M x M — R definida por

1 sex+#y

0 sex=u1y,

dy: =

para todos z,y €M € um métrica sobre M. Essa métrica é chamada de métrica zero-um

{ou distancia de Hamming dg).

Definicao 2.3.2 Sejam (M,dy) e (N,dx) espacos métricos. Uma isometria ¢ uma

bijecdo ¢ : M — N fal que

dy (z,y) = dx {¢{x) ¢ {y)),

para todos x,y € M.

Exemplo 2.3.3 O conjunto das isometrias de um espago méirico (Mdy), que
indicamos por Isom (M), forma um grupo com o operacdo de composigdo. Mais

precisamente, Isom (M) < Sy

Definicao 2.3.3 Seja S wm subconjunto do espago métrico M. As isometrias ¢ que
deizam S invariante, isto é ¢ (S) = S, formam wm grupo que é chamado grupo das

simetrias de S, indicado por I' (8).

Teorema 2.3.1 [17] O grupo de simetrias I’ (Z%} do espago de Hamming n-dimensional
(Z5,dg) € dado por T (Z5) = ZE % S,.

UNICAMP
BIBLIOTECA CENTRA]
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Vamos indicar por R™ o espago vetorial real de dimensao n. Um ponto em R" é uma
n-upla (zy, z2, ..., Zn) de nimeros reals. Para falar de geometria, precisamos equipar esse
espago com as nogoes de comprimento e dngulo. Podemos fazer isso de modo eficiente

usando a nocao de produto interno entre dois vetores x,y € R™

Se x,y € R", definimos o produto interno como sendo o nimero real

Agora, podemos definir o comprimento (ou norma) de um vetor x € R” por

[ = V36 x) = y/af + a4+ a2,

o angulo entre dois vetores nao nulos X e X por

e a distdncia entre T e y por

dz (x,y) =[xyl -

Definicao 2.3.4 O espaco R* munido desse produto interno é usualmente chamado de

espaco Euclidiano n-dimensional, que indicamos por E*.

Observagao 2.3.1 Observamos que as isometrias o € Isom (B") sdo fungdes que
preservam distdncia, visto que o € necessariamente bijetiva. O grupo {Isom ("), o)

¢ chamado grupo Fuclidiano.
Seja v um vetor em E” e
TE)={t. . " —E':{,(x)=x+v VxcE"}

o conjunto das translagoes de E*. O conjunto T (E"} é um subgrupo de Isom (E").
O conjunto O(E") = O{n,R) das matrizes n X n ortogonais reais, ou seja, das
transformacoes lineares de E" que preservam produto interno, também é um subgrupo

de Isom {(E"), chamado de grupo ortogonal.
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Proposicao 2.3.1 [18 O grupo Isomg (E") = {¢ € Isom(E") | ¢{0) = 0}, das

isometrias de E* que fiza a origem é isomorfo a O (E™).

Teorema 2.3.2 [18] Toda isometria ¢ € Isom (B") pode ser escrita de modo tinico como

o=t ,oc¢, ondet, € T{E") e¢ € O (E").
Observagao 2.3.2 Seja
G={(v,¢}): 0 O(E") e veE'}
Entdo G munido com a speragdo bindria
(v.9) (v,¢) = {v+é(v), 40 9)

é um grupo isomorfo a Isom (E™), com elemento identidade (0,id) e elemento inverso

(v,0) ' = (—¢7 (v),¢7"). Além disso,
N ={(v,id) : v € E*}
¢ um subgrupo normal de G e
H = {{0,¢): ¢ < OFE")}

¢ um subgrupo de . Portanto, pela Proposicio 2.2.3, G = NxH, onde ¢ :
H — Aut(N) ¢ a inclusio natural. Como N & T{(E"} e H = O (E"}, temos que
Isom (E") = T (E*) O (E") & R*x O (E"). Portanto, temos uma classe importante de
exemplos de grupos de simetrias que podem ser classificados através de produtos semi-

direfos.

2.4 Cdbdigos

Consideremos um espaco métrico (A,dy) e I € Z um subconjunto de indices.

Chamamos de espaco de sequéncias A’ sobre o alfabeto A, ao conjunto de todas
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as sequénclas a = (;),., tal que cada a; € A. Quando I = {{ : 1 < i < n}, indicamos
Al por A™. A cardinalidade do alfabeto .4, serd indicada por |A].

Um cédigo C sobre o alfabeto A é qualquer subconjunto nio vazio de Af. Um
cédigo de bloco C de comprimento n sobre o alfabeto 4 é qualquer subconjunto nao
vazio de A™. Chamamos cada n-upla a = (a;)..; de palavra-cédigo. A dimensao de
um cédigo C € o nimero & = log , |C|. Um cddigo de bloco C de comprimento n e
dimens3o k é chamado de um [n, k]-cédigo e sua taxa é definida por r = £ simbolos
por bloco. Quando k for inteiro diremos que a palavra-cédigo contém k digitos de
informacao. Se I = {i : 1 < i < n}, diremos que a palavra cédigo contém (n — k)
digitos de redundincia.

A distancia de Hamming entre x = (x1, 2, ... ,2,),¥ = (1, Y2, .- - ,Un) € A" &

definida por

dy (x,5) =Y doy (m:,:) -
du=1

Em outras palavras, o nimero de componentes em que X e y diferem. A disténcia

minima de Hamming de um cédigo C tal que |C| > 2, & definida por
dy (C) = min{dy (x,y) | x,y €C,x #y}.

Um cédige de bloco C de comprimento n, dimensdo k e distdncia minima d = dy (C),
é chamado de um [n, k, d]-cédigo. Note que 1 < dy (C) < n.

Sabemos que o inferessante é obter cddigos sobre espagos métricos que possuam
estruturas algébricas bem definidas tais como: grupos, anéis ou corpos. A seguir,
daremos algumas definigoes relacionadas com essas estruturas.

Quando o alfabeto A é um grupo finito, dizemos que o cédigo de bloco C de
comprimento n € um cédigo de grupo sobre o grupo A se C for um subgrupo de
Al Quando A é um anel comutativo com unidade, um cédigo C de comprimento
sobre A é linear, se C for um submdédulo do A-mdédulo livre A™. Sendo o alfabeto A o

corpo de Galois Fy = GF {¢) com ¢ = p° uma poténcia do nimero primo p, um cddigo
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C sobre F, é linear se C for subespago do espago vetorial de F . O peso de Hamming

de um vetor x € [}, indicado por wty (x}, € o ndmero de componentes nao nulas de x.

2.4.1 Conjuntos Geometricamente Uniformes

O motivo do nosso interesse em cddigos sobre grupos de isometrias do espaco
euclidiano E", vem do estudo de conjuntos de sinais geometricamente uniformes,
apresentados por Forney em [12] e de modo semelhante por Loeliger em [23]. Estes
resultados podem ser aplicados a qualquer espaco de dimenséo finita ou infinita tais que

tenham grupos de isometriais bem definidos.

Definicao 2.4.1 [12] Um conjunto de sinais & C E" é geometricamente uniforme (ou
S ¢ um cédigo geometricamente uniforme ), se a acdo de seu grupo de simetrias I {S)

sobre & € transitiva.

A ordem de I' (S} pode ser maior que a cardinalidade do conjunto S, ou seja, o
grupo I'{S) é maior do que o necessério para gerar S. Assim, o interessante serd obter
uam subgrupo G (8} de I' (S) de ordem minima, porém com a mesma cardinalidade de
S, tal que sua agdo sobre S seja fortemente transitiva. O grupo G (&), normalmente
é¢ chamado de grupo gerador de §. Quando & for geometricamente uniforme e
possuir umm grupo gerador G{(S), ou seja, Orbgs) (so) = S para todo so € S, entao
o mapeamento 7 : G(S) — S definido por n(g) = ¢ (sg} é bijetivo e preserva a
estrutura do grupo G (S} em &, Em outras palavras, para todo ¢1,09 € G (S}, segue
que 7 (0102) = (6102) (s0) = 1 (n {02)). Veremos na préxima subsegao, que isto significa

casamento de um grupo a um conjunto de sinais.

Exemplo 2.4.1 O espago de Hamming Zs é um conjunto de sinais geometricamente
uniforme. Seu grupo de simetrias € dado por T'(Z3) = ZixZy = Dy, o grupo dus
simetrias do quadrado. Em T (Z3) ezistem dois grupos de ordem quatro {e,r,r* r3} & Zy

e {e,r? rs,r?s} = I tais que suas agdes em Z3 sdo fortemente transitivas.
{e,r, 7" r*} =27y e {e,r’ rs,r°s} 2 7.
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Exemplo 2.4.2 O conjunto de sinais m-PSK é geometricamente uniforme. Seu grupo

de simetrias € o grupo diedral
B = <T‘)$ [r"=s"=¢, sr:rm”ls>
e um grupo gerador € o grupo das rotagées {r) = Ly,.

Exemplo 2.4.3 Um conjunto de sinais pode ndo ter wm grupo gerador. Em Slepian
(41], foi representado matricialmente o Ss, para construir wm conjunto de sinais
geometricamnente uniforme 8 comn 10 pontos em R®, cujo grupo de simetrias nao contém

subgrupos cuja agGo sobre S seju fortemente transitiva.

Teorema 2.4.1 [1% O produto cartesiano de conjunios de sinais geometricamente

uniformes é um conjunto de sinais geometricamente uniforme.

2.4.2 Conjuntos de Sinais Casados a Grupos

Em [23], foi definido o conceito de conjunto de sinais casados a grupos. A idéia bésica
¢ a de introduzir alguma linearidade no conjunto de sinais, linearidade esta induzida por
um rotulamento isométrico, obtido de um grupo de rétulos isomorfo ao grupo gerador

minimo. Usando a terminologia de Loeliger, temos os seguintes resultados:

Definicac 2.4.2 [25] Um conjunto de sinais finito S C B" estd casado a um grupo G,

se existir um mapeamento u: G —S  sobrejetor tal que pare todo g, h € G

de (p(g), p(h) =dp (u (g7 h) . pnle)) ,

onde o elemento identidade de G € indicado por e € ple) = s,. O mapeamento p
¢ chamado de mapeamento casado. (Quando p for injetivo, dizemos que g é um
rotulamento casado. Se G € isomorfo a um grupo gerador G (S) C Isom (S), entdo

i é um rotulamento isométrico.



Exemplo 2.4.4 O conjunto de sinais m-PSK é um subconjunto de B" que estd casado

ao grupo (Lm, @). Para isso, basta considerar

i Ly — B p (k) = (TCOS (wﬁ) ,Tsen (*-mﬂ)) =re'm .
m m

Portanto,
dp (@), u(0)) = |[e%]|]lr —re™5
i2{b—a)mr
= [ |

= dp(p{b—a),pu(b)).

Como p € bijetiva, temos um rotulamento casado.

Teorema 2.4.2 Se o congunto & C E™ € um conjunto de sinais casado a um grupo G

e f € Isom (E™), entdo f{S) também estd casado a G.

Consideremos um mapeamento casado g : G —& e n um intero positivo. Quando
falamos em mapeamento estendido { ou numa extensao do mapeamento ), estamos nos

referindo ao mapeamento p" : G"—S8 ™ o qual é definido componente a componente,

ou seja, p" (g1,92, - Gn) = (1 (g1) 1 (92) . - 12 (gn) -

Teorema 2.4.3 Sejam p: G —S um mapeamento casado e C um cédigo linear sobre

G (um cddigo de grupo sobre G). Entdo, p"* : C —pu™ (C) € um mapeamento casado.

Isto siginifica que podemos construir conjuntos de sinais geometricamente uniformes
{ cédigos geometricamente uniformes ) ™ (C). Isto pode ficar mais interessante quando

o grupo G for isomorfo, por exemplo, a Z,,.

Lema 2.4.1 Seja p : G —S um mapeamento casado. Se p(e) = s, e H=p"?(5.).
Entaic H<G ¢

plg)=ply) = gH=gH,
ou seja, g € g'estdo na mesma classe lateral a4 esquerda de H em G.
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Definigao 2.4.3 Um mapeamento casado p: G — 8 fal que H=p"1(s,) ¢

() gHg™" = {e}

ge s

é chamado de mapeamento efetivamente casado. Também dizemos que S estd

efetivamente casado a G.

Teorema 2.4.4 Se © é um grupo transitive de isometrias de um conjunto de sinais S
(@ < T'(S8)), entio S € casado a © e para todo s € S o mapeamento p, : © —— &
definido por p {(f) = f(s) € um mapeamento casado. Reciprocamente, se o conjunto

de sinais S estd casado a um grupo Gz, entdo existe wm homomorfismo de G sobre um

subgrupo transitivo de I' (S).

Corolario 2.4.1 Se um congunto de sinais S estd efetivamente casado a um grupo G,

entdo G € 1somorfo a um subgrupo transitivo de I (S).
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Capitulo 3

Cdédigos Propelineares e G-Lineares

O objetivo deste capitulo é apresentar os cédigos propelineares e G-lineares, bem
como algumas propriedades que relacionam esses dois conceltos.

Na Secao 3.1 apresentaremos os principals resultados sobre cédigos propelineares e
cédigos propelineares invariantes por translagdo, introduzidos em Rifa [31], refazemos
algumas demonstracoes para uma melhor compreensao desses resultados. Na Segao 3.2,
definiremos cédigos G-lineares e, conforme nosso propdsito, enfatizaremos algurnas de
suas propriedades. Na Secao 3.3, apresentaremos uma definicio equivalente para codigos
propelineares. Faremos alguns comentarios que visam melhorar a compreensao de alguns
resultados estabelecidos em [31]. Investigaremos estes cédigos de forma a relaciond-
los com os cédigos G-lineares, pelo fato destes formarem uma subclasse da classe dos
cédigos geometricamente uniformes. Tendo estes argumentos como motivacao, veremos
que todo cédigo G-linear é propelinear. Na Segao 3.4, estabeleceremos novos resultados
que caracterizam os cédigos G-lineares a partir dos cédigos propelineares invariantes por
translagao, como também servem de ferramenta na construcao destes cédigos. Com isso,
daremos um critério que nos permite identificar guando um cédigo é ou nao G-linear.

Finalmente, na Secdo 3.5 construiremos algumas tabelas destes codigos.

23



3.1 Cddigos Propelineares

Definicao 3.1.1 [31] Seja G wm subconjunto de Z3 tal que 0 € C. Diremos que C €

um codigo propelinear bindrio de comprimento n se existir um subconjunto
O={r, €8, :veC}
tal que as seguintes condigoes sdo satisfettas
1. Para todove C, vdm,(s) e C <= sc
2 Paratodomy, my €Il , myomy =7y €, onde w =u &y (v).
Exemplo 3.1.1 Seja C CZ2 um cédigo bindrio, dado por

C ={u = 0000, v = 1100,r = 0110, s = 0101}

= {ry=1d,7, = (12)(34) , 7, = (23) (14) , s = (13) (24)}

subgrupo de S4. Entdo C € um cddigo propelinear bindric de comprimento 4. Dessa

forma, vemos que a propelinearidade induz uma estrutura linear a uma ndo linear.

Proposicao 3.1.1 [31] Seja (CII) um eddigo propelinear bindrio de comprimento n.

Entao:
1. ((CI),*) é um grupo, ondeusxv=udw, (v}, Vu,v € G,
2. {I1,0) é um subgrupe do grupo das isometrias de Zi;
3. C ¢ linear se, € somente se, 11 é um subgrupo de Aut (C);
4. A operagio x define uma acdo de C sobre Z .

Prova.



1. (a) Associatividade: Para todon,v,w € C e my, 7y, Ty € II temos

(urxv)xw = (U7, (V))*xw
= u@ (V) Tugra(v)(W)
— wET) ® (T 0w (W)
= uPry(vendw))
= ux(venr,(w))
= ux(viw).

(b) Elemento Identidade (0): Vv € Cexiste 0 € C , tal que

0xv=0m(v)=0pv=v

vx0=ven, (0)=val= v

{(¢) Elemento Inverso (s}: Vv € Cexistes € Ctal que vas = sxv =0 .

Tomando s = 77! (—v), segue que
vamy (t(~v)) =ve (—VV) =0eC 7' (-v)€C,
ou seja,
vrm -V} =vxs=0.
A permutagao associada a palavra cédigo vxs = 0 &
Tvag = Ty O g = Tg = Tg O My = Mg = Tapvy-
Além disso, temos que
skxv = s@m (V)

— sem(-m(s)

= 58 (= (ms0my)(s))

= s@(-mo(s))

= s&(—s)=0.
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Portanto, ((C,II) ,*) € um grupo.

2. Basta mostrar que (II,0) é um subgrupo de S, . De fato:
(a) Eclaromo €11, pois0 € Ce

To © To = Togme(0) = Togo = To-
Logo, g =1d € S,,.
(b) Para todos 7,7, € II temos que,

T © Ty = Tugmry (v) ¢ IL

(c} Para todo 7y € II, temos que existe 7' € S,, , tal que

a0y = it omy = id = T,

por a. e b. segue que 7" € 11 .

3. Suponha que C C Z3 seja linear. Entdo para todov € C, temrse v C =Co
que implica em v & 7, {C} =C, ou ainda, 7, (C) = C & (—v) = C. Portanto, II &
um subgrupo de Aut (C). Reciprocamente, se II é um subgrupo de Aut (C), entéo

para cada v € C existe s € C tal que 7, (s) = v. Logo,
uPny,(s) =uxs e C,
isto é, C € linear.

4. Basta notar que a funcao - : CxZ] — ZI definida por v - x = v x X para todo

v e Cex € Z} é uma acao de C sobre Zj.

Definicao 3.1.2 Seja C um cddigo bindrio. Diremos que C € um cédigo invariante

por disténcia, se a distribuicdo de peso de Hamming de suas classes laterais sao iguais.
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Definigao 3.1.3 [31] Sejo C um cddigo propelinear. Diremos que C é um cddigo
propelinear invariante por translac@o se para todos u,v € C e x € Z} temos

que

dyg (0, v) = dy{uxx,vxx)

i

dg (U@, (x),v &y (x)).

Proposigao 3.1.2 [31] Seja (C,II) um cidigo propelinear bindrio de comprimento n.
Entao:

1. 8e C € um cédigo que corrige e-erros (e > 1), entdo todos os vetores de peso menor

ou igual a e estdo em classes laterais diferentes;

2. C é um cédigo invariante por distdncia, mas ndo € necessariamente invariante por

transla¢ao;

3. Para todosx,y € Zy ev € C, tem-se dy (X, y) =dg (vxX,v*xy).

Prova.

1. Suponha que existam X,y € Zj tais que wig (x) < e, wig(y) <eex € Cx
y ou, equivalentemente, wiy (X} <e, wiyg(y)<eex=vxy=vS 1, (y),
para algum v € C. Como (CII) € um cddigo propelinear, ou sejo ((C,I1), %)
€ um grupo, existe (w,ny) € ((CI), %) tal que

(W, ) * (V. 71y ) = (W* V, Tyuy) = (0,id),
ou anda,
(W+ 7w (v}, Ty 0 Ty} = (0,id)

dessa equaglo Seque que Ty (V) = —W = W € Ty, o Ty = 1d. Como

Tw (X) = Ty (Ve 7, (Y))
= Ty (V) & (ﬁw ° ﬁv) (y)

=S W@y’
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temos que w =y @ Ty (x) € C, pois w € C. Por hipdtese,
wty (W) = wig (y ® 71w (X)) > 26+ 1.
Por outro lado,
wig (W) < wig (y) +wty (7w (X)) = wig {y) + wig (x) = 2e,

o que é uma contradicdo.

2. Para caday € Cxx temos que existe ve Clal quey = vix =vd Ty (X),

ou seja,
Capy=Cavan (x).
Pelo item anterior, podemos afirmar que Ty (V) = W € Ty 0 Ty = Tp = id.
Mas
Tw{CBy) = 1 (Cevaen, (x)
= 7w (C) &7y (V) & (7w 0 7) (%)
= T (C)ewex
= {(wxC)@Px
= Cax

implica gue

wtyg (CBy) wty (e (C B y))
= wig (CPHx).
Portanto, (C&x) e (CPy) tem a mesma distribuicio de pesos. Para
concluirmos que C ndo ¢é necessariamente tnvariante por translagdo,
PTECISANOS apenas observar as equacoes:
dp (uxx,vxx) = dyg(udm,(x),ve (X))
= wig(véudwy (X) Py (X))
< wiy (veu) +wiy (1, (X) &1y (X))

= dy(u,v)+dg(r, (xX) & 7, (x),0).

28



3. De fato: Para todo x,y € Z} ev € C, tem-se

dg (vxx,vxy) = dg{vénr,(x), vy (¥))
= wty (1y {y © X))
= wiy (y &x)

= dH (X:Y) .
|

Lema 3.1.1 [31] Segja (CII) um cédigo propelinear. Entdo C € invariante por

translacdo se, e somente se,
wty (v) =dy (X,v*x) ,VXEZ} ¢ Vv eC.

Prova.Por conveniéncia, denotamos o elemento inverso de v € C por s = v~

Suponha que C seja um cédigo propelinear invariante por translacao. Entao

wtg (v) = dy(0,v)
= dg (0*x,vxx)

= dy(X,Vv*X),
para todo x € Z7. Reciprocamente, para quaisquer u,v € C temos que

dg (u; V) =

dg (u ' xu,utxv)
= dy (O, -1 *V)

= dyg(uxx,v*Xx).
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Coroldrio 3.1.1 Se G = (C]II} é um cédigo propelinear invariante por translagdo,

entdo Stab g (x) = {{0,id)}.

Corolario 3.1.2 [31] Se C é um cddigo propelinear invariante por translagcdo de

comprimento n, entdo |C| = 2F para k < n.

Prova.Considerando g € {C, %} = G, sabemos que existe sempre um mapeamento

bijetivo
F:0rbeg (x) — G/ Stabg (x)
definido por F (gx) = gStabg (x}, para todo x € Z3, e como

G| = [Stabg (x)| [G: Stabg (x)]
= [Stab g (x)| |Orb g (x)|
= |Orbg (x)].

Isto acarreta que todas as classes laterais tem a mesma cardinalidade. Logo, |G| divide
|Z5] e, assim, |C| = 2F, para algum k < n. "

Pela Proposicao 3.1.1 um cddigo propelinear é um grupo. Indicaremos com o par
(G (C),¢¢) o grupo associado a C juntamente comn um isomorfismo ¢g de G {C) em

C. Nesse caso, diremos também que o cédigo propelinear C é do tipo (G (C), ¢¢) .

Exemplo 3.1.2 [31] Seja C CZY um cddigo linear bindrio. Fntdo C € propelinear,
basta tomar II = {7, =1id, Vv € C}. Segue diretamente da Definicdo 3.1.1 que C €

invariante por translagdo. Todos os codigos lineares sao do tipo (Z%,id) .

Exemplo 3.1.3 [31] Os cddigos Zs-lineares, apresentados em [19], séo cddigos lineares

sobre Zy. Considerando Z2Z e Il = Sy podemos definir a seguinte estrutura propelinear

Po= (@) )

= {{00,7pp = id), (01,710 = (12)}, (11,700}, (10, m12) }
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Como F? = ((01,73)) € ciclico de ordem 4, temos um isomorfismo ¢y : Zy —
F? definido por ¢5(1) = (01,712). Além disso, tanto o mapeamento Gray quanto
o mapeamento Gray estendido componente a componente, sdo casos parliculares do
mapeamento ¢, e do mapeamento ¢, estendido componente a componele, ou seja,
¢r  Zh — F™. Portanto, todo cddigo Zs-linear pode ser visto como um cddigo

propelinear invariante por translagdo em F*™, do tipo (23, ¢7)

Exemplo 3.1.4 [81] Sejam a = (u,7y) = (1010, m010) € b = (v, 7y) = (1001, T1001},
onde 7ig10 = (12) (34), m1001 = (13) (24) e Id = (0,id). O cddigo propelinear gerado por

a e b, denotado por C = (a,b), tem os seguintes elementos:

Id = (0,4d) b= (v, 7y

a=(u,m,) axb= UV, Ty}

= (u? Id) | a®xb=(u’xv,7,)

JTa) | ¥ x b= (W x v, Tu)

Tabela 3.1: Qs-cdigos UNICAM?
BIBLIOTECA CENTRAI
SECAQ CIRCULANTF

Satisfazendo as seguintes relacoes:
at=1d,a> =b e axbxa="0.

Pelo Lema 3.1.1 € pelas relagcdes anteriores, podemos afirmar que este cddigo € propelinear
invariante por translagdo isomorfo ao grupo dos quatérnios Qg = (i, ), isto €, C ={a,b)

é do tipo (Qs, ¢g), onde
¢8 : Qg — C=(€I,b>

¢ o isomorfismo definido por ¢g (i) = a e ¢g(j) = b. Logo, os cddigos propelineares do
tipo (Q%, #5) sdo codigos propelineares invariantes por translagio. Também chamaremos

estes codigos de Qg-codigos.

Exemplo 3.1.5 [31] Sejam a = {u, 7y} = (1010, 7m1930) € b = (v, 7y) = {1100, Ty100).
onde T = (12) (34), 71100 = (13)(24). O cddigo propelinear C = {a,b) é um cddigo
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propelinear abeliano com oito elementos, definido pelas relagées

at=1d,a®> =bt? e axb=bxa.
Porém C ndo € invariante por translagdo, visto que

wty (axb) = wiy (0110) = 2,
engquarnto

dg {0100, a » 5+ 0100} = 0.
Esse codigo € do tipo (Zg x Zy, @), onde
@ Ly ¥ Ly — C,

definido por ¢ {0,1) = a e v (1,1} = b é wm isomorfismo. Note que C ndo ¢é do tipo
(Z2 X Zé: (Q’daqf’ti)) .

Dos Exemplos 3.1.4 e 3.1.5, podemos observar gue um mesmo conjunto pode ter
mals de uma estrutura propelinear. Por isso, precisamos dar um melhor refinamento a
esta estrutura. Veremos a seguir que os cédigos propelineares bindrios invariantes por

translacao de comprimento n foram classificados como subgrupos de
ZH < T« Qf
do tlpO (kl, kg, kg) onde k;l E 2]62 + 4k3 = 7.

Definigao 3.1.4 [31] Seja C C Z% um cédigo bindrio de comprimento n. Diremos que
C ¢é um codigo do tipo (ki1, ks, ks) se C € um cédigo propelinear invariante por translagdo

do tipo

(Zh x Zk x QF, (id, 6y, bg))

tal que ky + 2kg + 4ks = n ¢ (id, ¢,, ¢g) sdo os mapeamentos definidos respectivamente

nos FEzxemplos 3.1.2, 3.1.3 € 3.1.4.
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Nos préximos resultados, estamos supondo que (CII) seja um cédigo propelinear

invariante por translagao. Além disso, para qualquer
ki
V= (/\3:/\2; s :}‘ﬂ.) = ZA:'.B?: € Zg*
i=1
definimos o suporte de v por:
Supp(v)={i:1<i<mn, A #0}
Nesse caso, wty (v) = |Supp (v)].

Lema 3.1.2 [81] Se v € C, entdo 7, = id ou m, (V) # v. Quando 7, (v) # v, para
cadai,j € I, ={1,2,... ,n} tal que 7, (e;) = e; # e; temos:

i € Supp (v) se, e somente se, j ¢ Supp(v).
Prova.Como C é invariante por translacao temos que
wty (v) =dy (x,v*x) ,¥v e C,x € Zj,
Suponha que 7Ty 3 id , entdo existem vetores coordenados e; # e; tais que

W g (V) = dH (ei, V ok ei) (31)
= wig(ve ny (e:) S e;)

= th(v@ej@ei).

Se i € Supp(v), entdo A; =1, isto &, A; &1 = 0. Por 3.1, temos que Aj@l=1 ou

seja, A; = 0, logo 7 € Supp (v). A reciproca basta trocar e; por e; . ]

Proposicao 3.1.3 [31] Seve C, entdon2 =id e lI1= {r, € S,,: v € C} ¢ um grupo

abeliano.
Prova.Como C ¢ invariante por translacio temos que

wty (v) = dy(z,v*x) (3.2

= wtg (v, (x)$x),VveCvxelZ
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Se m, = id, entao por 3.2 é verdadeira. Caso contrério, existe x € Zj tal que
my (x) # x. Logo, existe um vetor de peso 1, digamos e;, tal que my(e;) # e,
mais precisamente 7y (e;) = e; # e;. Sem perda de generalidade podemos supor que
7y (€;) = e, com e, # e;, pois caso e; seja igual a e; terfamos 7, = id. Pelo Lema

3.1.2, podemos escrever
i,k € Supp(v) e j & Supp(v) ou ¢,k ¢ Supp(v) e j € Supp(v).
Agora vamos supor que ey, 3 e;. Entao

wty ((e; ®e;) Bvx(e; Bey)) = wty (e; e, &vany(e; Bey))
= wig(e; Bv Seg)

< ’th(V).
pois
e ovee = (A, A0, A Ae-1,0, Ak, - An)

Isto contradiz o fato de C ser invariante por translagao. Portanto, 7% = id. Como todos

os elementos de Il sao idempotentes temos que II é um grupo abeliano. n

Observacao 3.1.1 Pela Proposicdo 3.1.3 temos que para cada v € C, ny = id ou 7wty €

um produto de transposicies, ou seja,

Ty = H ;. onde w; =id ou w; = (if) = 7;.
1€ Supp{v)

Corolario 3.1.3 [31] Sev € C, entio v* = 0,
Prova.

vt = ver,(vieni(vierd(v)

= viavi=0.
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Proposigao 3.1.4 [31] Sejami,j ki€ I, ={1,2,... ,n}. Seu,ve C em,(e;) =ey,
Ty le;) =ex comj#Fk j#£iek#j, entdo

1. wylen) =7y (e;) =e, coml#il#jel#tk;

2. Seja II' a restrigdo de I ao congunto de coordenadas {i,7,k,1}. Entdo 7, =

(i)-?) (k?l)} ﬂ-i" = (2'7 k) (-j? l) € 71—‘;1*’\4" = Tr';“'kﬁ = (7’3 l) (jﬂ k)'

Prova.

paral# j. l#1el # k.
2. Sejam [ ={i,7,k, 1} C I e

I =1};, = {7, : we C},

a restricio do conjunto das permutacdes de II a [;. Entéo pela Proposigéo 3.1.3
temos que T, = id ou 7, & o produto de transposi¢des. Pela hip&tese e o item 1.

temos que

¢ € Supp (u) < j € Supp (u) . k € Supp {u) & I ¢ Supp (u)
i € Supp (v} ¢ k & Supp (v) J € Supp (v) « 1 ¢ Supp (v).

Entao pela Observagao 3.1.1, temos que
Ty =T 07, = (i) (k) e 7y, =m0y = (k) (jI)

T = Ty 0y = 7, 07 = Ty, = (i) (7).
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Lema 3.1.3 [31] Sejam a.b,c € C trés palavras cddigo tais que 0s subcddigos C1 = {a, b)
e Cy = (b, c) sejam Qg-cddigos distintos. Entdo o subcddigo Cz = (ax b, c) ndo pode ser

um Qg-codigo.
Prova.Como C; = {(a,b) e Cy = (b, ¢) sao Qg-cddigos temos que

at=0a =0t eaxbxa=5b

Br=0a2=b ebrexb=1c

Portanto,

bxa= axbxaxa= axb®
axb= axaxbrxa =0 xa
cxb=bxc’

bxc=c®%b.

Suponha que C; = {a* b, ¢) seja um Qg-céddigo. Entio

(axb)xcx(axb) = ax{bxc)x(axb)
= ax(c**b)* (axb)
= (axc®)xbx(axb)
= (cxa)xb*(axb)
= cx{axb)x(axb)
= cx(axb)’

= C*C2

= fe
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Teorema 3.1.1 [31]Se C é um cddigo propelinear invariante por translagdo de

comprimento n, entdo C € do tipo (ky, ke, ks) .

Prova.Provaremos que C pode ser visto como um subgrupo de Z5 x Z% x QF, onde
k1 + 2ks + 4k3 = n. Para isto, vamos particionar o conjunto I, = J; U Jy U J3 tal que

| J1| = k1, |Jo| = 2ks, |J3| = 4k3. Assim, temos trés casos ha serem considerados:

12 Caso Seja J1 = {i € I, : my(e;) = e;,Yu € C}. Entdo my = id e C & linear do tipo
(£1,0,0) .

22 Caso Seja Jo = {{i,j} : 1,7 € J1 ei # j}. Entdo, para cada u € C temos que

7y (€;) = e; oumy (&) =e; eny, (e;) =e;

(a) Se my(e;) = e;, entao pela Proposigao 3.1.3 temos que 7y (€;) = 72 (e;) = &;

e pelo Lema 3.1.2

¢ € Supp (u) < j ¢ Supp (u).

Assim, tomando a restrigao de my, ao conjunto Jy, e pela Observagao 3.1.1

podemos escrever

Ta = H 7;, onde m; =id ou w, = (i) = 7;.

i€ Supp(u)

ou seja,

a = (u,7y) = (10,710 = (if))
ou

a = (u,7y) = (01, m0; = {57)}.

Em qualquer caso, obtemos um cédige Zy-linear conforme visto no Exemplo

3.1.3, ou seja, um cédigo do tipo (0, k2, Q).




(b} Agora, se v € C tal que 7y {e;) = &; e 7y, (&;) = e;, entédo
i,7 € Supp(v) ou 1,7 ¢ Supp (v).
Pois caso contrério,
i,7 € Supp (v~u) ou i,j ¢ Supp(vxu).
E pelo Lema 3.1.1, temos a contradigao:

wtg (veu) = dy (e, (veu)xe)

= wtyg ((v+u)*xe, Se;)

l
g

by (VAU ® Ty (€;) D ey

t

i
g
2

V& 15 (“' O’Tfu) (ez)@ez))

t

I
g

el
<
*

udy(e;) ©ei))

Il
S

ty(vxude; De;))

(
(
(
(
(
< wity (vxu).

Entéo a restrigio de 7, ao conjunto de indices Jy é novamente o mesmo codigo

Zg4-linear definido em a. e portanto do tipo (0, k,,0) .

3% Caso Seja J3 = I, — (11 UL) # 0. Entao existe 7 € Jy e u,v € C tal que 7y (e;) = &;
emy(e) =e,comjFkj#iek#i Selléa restricio de Il ao conjunto
de coordenadas {#, j,k,l} C J;, entdo pela Proposicao 3.1.4, podemos afirmar que
wl = {2, §) (k, 1), 7, = (3, k) (7,1) e W = Thouu = (¢,1} (7, k) . Desta forma, temos
quatro possibilidades para a coordenada i :

ay. 1 € Supp (u) e i € Supp {v), nesse caso j & Supp (u) e k¥ & Supp (v);

ag. © & Supp (u) e ¢ € Supp (v), nesse caso j € Supp (u) e k ¢ Supp (v);

as. © € Supp (u) e ¢ € Supp (v), nesse caso j € Supp (u) e k € Supp (v);
) (

aq. 7 ¢ Supp (u) e ¢ ¢ Supp (v), nesse caso j ¢ Supp (u) e k € Supp (v);
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Note que
wtg (u+v) = dg{u,v)
= dy{uxe;,vie)
= wig(uxe; Dvxe)
= wig(u@m,(e;) Bvem,(e))

e th(u@v@ej@ek).

Dessas equagoes, obtemos respectivamente, duas possibilidades para cada um dos

quatro casos anteriores:

v) ek € Supp(u) ou j € Supp(v) ek ¢ Supp (u

.
P

( (u)

bs.  j ¢ Supp(v) ek ¢ Supp (1) ou j € Supp(v) e k € Supp (u)
Jj € Supp(v) e k € Supp (u);

( (u)

( )

( )
bs. j ¢ Supp(v) e k ¢ Supp (u) ou
(v) ek € Supp (u) ou j € Supp(v) e k ¢ Supp (u).
Combinando adequadamente essas situagoes, cada a,. com seu respectivo b,.,

r=1,2,3 4, podemos ter:

1. Para r =1, temos que

(ufﬂ—;) = (3‘01077r!1010 =My = (ZJ) (kl))

(v,7y) = (1001, 7ygye = mims = (ik) (51))
(928}
(u,my} = (1001, 7yggy = mimy = (i) (k1))
(v,my) = (1100, gy = mi7s = (ik) (51)) -
Em ambos os casos, obtermos dois cddigos propelineares invariante por translacao
isomorfos a g, conforme o Exemplo 3.1.4 De modo andlogo, determinamos seis

cédigos propelineares invariantes por translagio isomorfos a Qg, cujos geradores

s&0 os respectivos (u, 7)) e (v, 7}, ):

39



ii. Para r = 2 temos que

(w,7,) = (0101,%)),{v, ) = (1001, )

(u,7,) = (0110,%)), (v, 7.} = (1100, 7).
fi. Para r = 3 temos que

(u,m,) = (1001,7,),(v,#,) = (0011, =)

i

(n,7,) = (1010,7),(v,7,) = (0110,,) .

iv. Para r = 4 temos que
(u,m,) = (0110,7,},(v,,) = (0011, 7))
(u,7,) = (0101,%),(v,n,) = (0110, 7).

Finalmente, para qualquer w € C tal que 7y (e;) = em, ou seja, 7y = (¥m), para

m £ i, m # j,m s k, temos duas possibilidades a considerar:

e Sem =/, entao pela Proposicdo 3.1.4 7, = {(il) (jk) e pela construcéo anterior
podemos assegurar que W = UV ou W = v u. Portanto, w pertence a um

Qs-cddigo gerado por w e v.

e Se m # [, entdo podemos construir os Qg-cédigos (u,v), (v, w) e {uxv, w)

o que contradiz o Lema 3.1.3. Portanto, u, v e w néo podem pertencer a um

mesmo cédigo propelinear invariante por translacio.
|

Observacao 3.1.2 Os cddigos propelineares invariantes por translacio sdo subgrupos

de
Z 78 % Q,
0s quais sdo tmagens isomorfas de certos grupos abstratos pelos mapeamentos {id, ¢4, dg) .
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Exemplo 3.1.6 Consideremos o «c¢ddigo propelinear bindrio C= {a,bc) de

comprimento n =7, gerado por

a = (1001010, 101010 = (45) (67)),
b = (0101001, woi0100 = (48) (57)),

c = (1111111171'1311111:%'(1).

Fsse é um cddigo propelinear inwariante por translagdo do fipo (3,0,1), ou seja, um

subgrupo de (Z3 x Qs, (id, ¢3)), cujas palavras cddigo sdo dadas por

(0000000, id) (0100110, (46) (57))
(0001111, id) (0101001, (46) (57))
(1110000, id) (1010110, (46) (57))
(1111111, 4d) (1011001, (46) (57))
(0110101, {45) (67)) | (0010011, (47) (56))
(0111010, (45) (67)) | (0011100, (47) (56))
(1000101, (45) (67)) | (1100011, (47) (56))
(1001010, (45) (67)) | (1101100, (47) (56)).

Observamos ginda que C = {a,b,c) € isomorfo a Zy x Qs.

Exemplo 3.1.7 Considere o cédigo propelinear bindro C ={a b ¢) de comprimento 7,

gerado por

a == (100101037’519{;1010 = (45) (67)) N
b = (01@1901,?’?’01{)1931 = (45) (67)) s

c = (11111;1,71'1111111:2‘61).

Entdo, C € um cddigo propelinear invariante por translagdo do tipo (3,2,0), ou seja, um

subgrupo de (Z3 x Z2,(id, ¢,)). Nesse caso, C é formado pelas sequintes palavras codigo
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(0000000, id) | (0100110, (45) (67))
(0001111,4d) | (0101001, (45) (67))
(0010011, 3d) | (0110101, (45) (67))
(0011100, id) | (0111010, (45) (67))
(1100011, 4d) | (1000101, {45) (67))
(1101100, id) | (1001010, (45) (67))
(1110000, id) | (1010110, (45) (67))
(1111111,3d) | (1011001, (45) (67)).

Com isso, vemos que C = {a,b,c) € isomorfo a 72 x Zs.

Exemplo 3.1.8 Consideremos o cddigo propelinear

comprimento n =T, gerado por

bindrio

a = (1101010, oo = (23) (45) (67)),

b = (0011001, mpo11001 = (23) (46) (57)),

c = (1111111,71111131 =Zd)

C={a,b,c)

de

Esse é um cédigo propelinear invariante por translagdo do tipo (1,1,1), ou seja,

um subgrupo de (Z3 x Zj x Qi (id, ¢y, ds)). Além disso, podemos ver ainda que ele €

42



UNICAME
BLIOTECA CENTRAL

Bl
formado pelas segquintes palavras cddigo SE{;A@ CiRQ{}L&NfP‘
{0000000, id) (0010101, {23) (45) (67))
(0001113, 2d) (0011010,{23) {(45) (67))
(0110000, id) (0100101, {23) (45) (67))
(0111111, id) (0101010, (23) (45) (67))
(1000000, id) (1010101, {23) (45) (67))
(1001111, id) (1011010,{23) (45) (67))
(1110000, id) (1100110,(23) (45) (67))
(1111111, 4d) (1101001, (23) (45) (67))
(0000011, (47) (56)) | (0010110, (23) (48) (57))
(0001100, (47) (56)}) | (0011001, (23) (46) (57))
(0110011, (47) (56)) | (0100110, (23) (46) (57))
(0111100, (47) (56)) | (0101001, (23) (46) (57))
(1000011, (47) (56)} | (1010110, (23) (48) (57))
(1001100, (47) (56)) | (1011001, (23) (46) (57))
(1110011, (47) (56)) | (1100110, (23) (46) (57))
(1111100, (47) (56)) | (1101001, (23) (46) (37)).

Observagao 3.1.3
confira [28].

Esse codigo € isomorfo a [Zy x (Zy X Z4) .Zs], para essa notacdo

3.2 C(Cdbdigos G-Lineares

A Zy-linearidade, apresentada em [19], contribuiu de forma significativa para a Teoria

da Codificacao, haja visto a grande quantidade de trabalhos publicados nesta direcao.

Uma das principais propriedades da Zy-linearidade é a obtencao de cédigos nao-lineares

bindrios a partir de cédigos lineares sobre Z,4 obtidos através do mapeamento Gray, o qual

& uma isometria entre os espagos métricos (Zy,dr) e ( Z3,dy ). Em [19], também foram

respondidas as seguintes questoes: Quando um cédigo bindrio é Zs-linear? Quando a

43



imagem bindria sob o mapeamento Gray de um cédigo linear sobre Z; ¢ um cédigo
linear?

Observando um pouco melhor estas colocagoes, vemos a principio que o conjunto de
sinais Z% é geometricamente uniforme, ou seja, o grupo Z, ests efetivamente casado a
Z3, segundo Loeliger [23]. Tendo como ponto de partida essas consideracées, em [17]
foram introduzidas as primeiras propriedades da G-linearidade onde G & um grupo
qualguer, como uma extensao das propriedades da Z,-linearidade. Com a finalidade de
generalizar esta extensao, basta considerarmos o cédigo C sobre um alfabeto qualquer
A com (A*,d ) sendo um espago métrico. Na realidade, o que se busca na G-linearidade
é uma certa uniformidade geométrica do seu alfabeto, ou seja, determinar um subgrupo
G(A") do grupo de simetrias [(A*) que seja isomorfo ao grupo abstrato G e sua acao
sobre A® seja fortemente fransitiva. Isto define umn rotulamento isométrico 1 dos pontos
de A* pelos elementos de G induzido pelo isomorfismo entre G e G{A"). Portanto,
cédigos G-lineares em A" correspondem a subgrupos de G™ mapeados por ¥, estendido
componente a componente.

O mapeamento Gray & usualmente indicado por ¢ : Zy — Z3 e definido por
$(0)=1(0,0), (1) = (0.1}, ¢(2) = (1,1) e ¢(3) = (1,0).

Naturalmente este mapeamento pode ser estendido componente a componente, ou seja,
bpy : Ly — Z2", e tem a vantagem de que quando uma palavra cédigo sobre Z, é
transmitida através de um canal Gaussiano com ruido branco aditivo, os erros mais
provéveis de ocorrerem sao os causados pela decodificacdo errénea de um tnico bit de
informacao.

Um cédigo bindrio C de comprimento 2n (C CZ2") é chamado Z;-linear se a menos

de uma permutagao de coordenadas, C = ¢ (C) para algum subgrupo C de Z7.

Teorema 3.2.1 [19) Um cddigo bindrio C de comprimento 2n é chamado Zy-linear se,

e somente se, apds uma permutacdo de coordenadas

(ut+o(u)) (v+o(v)) e C, para todo u,v € C,
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onde - € a multiplicagdo de vetores componente a componente € o é a fungdo troca,
ou seja, a permutacdo {1,n+1){2,n+ 2} (3,n+3) .- (n, 2n) sobre o vetor de dimensio

2n, X = (21,%2,. .. ,Bn, Tna1,-.. ,Zan) tal que 0 (X) = (Tpy1,- .. , Ton, T1, Zg, . . - L)

Definigao 3.2.1 Sejam G um grupo, dg wuma métrica sobre G e C um cddigo de
comprimento n sobre um alfabeto qualquer A com (A*,dy4) sendo um espaco métrico.
Diremos que C € G-linear, se a menos de uma permutacdo de coordenadas, C = w(é)

para algum subgrupo CdeGr e P G" — AP ¢ uma isometria para algum k > 2.
Proposicao 3.2.1 [17) Todo cddigo G-linear é geometricamente uniforme.
Exemplo 3.2.1 Consideremos o grupo de simetrias de Z§, isto €, T' (Z’;) = ZExS:.

1. Quando k = 2, temos que I'(Z}) = ZZxS, = Dy. Como G(Z)) = Z4 é um
subgrupo de Dy cuja agdo é fortemente transitiva sobre Z3, obtemos os cédigos

Zy-lineares ;

2. Quando k = 3, temos que ' (Z3) = Z3xS,. Como G (Z3) = Zy x Zy 6 um subgrupo
de I" (Z3) cuja acio sobre Z3 é fortemente transitiva sobre Z3, obtemos os cédigos

Zo x Zs-lineares.

3.3 Relacao entre os Cdédigos Propelineares e G-

Lineares

Nesta se¢ao, por conveniéncia, vamos considerar uma definicio de cédigo propelinear
equivalente a Definicdo 3.1.1. Apresentaremos algumas contribuicoes que relacionam a
classe dos cddigos propelineares e propelineares invariantes por translacio com a classe
dos cédigos G-lineares. Geralmente, esses cédigos podem ser pensados como cédigos
sobre grupos de isometrias, mais precisamente cédigos provenientes da aciio do grupo de
simetrias de um dado alfabeto. Nosso interesse nestes cddigos é motivado pelo estudo

de conjuntos de sinais geomericamente uniformes (GU), dados em [12].
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Definigao 3.3.1 Sejam (Z7 ,dy) o espago de Hamming n-dimensional ¢ S, o grupo
simétrico de grau n. Diremos que um subconjunto C C Z5, com 0 € C é um cddigo
propelinear de comprimento n, se existir uma funcdo w : C — 8,, definida por

7w {(v) = 1y, tal que o grifico
Q(m)={{v,ny) : ¥veC}
seja um subgrupo de Zg XS,

Desta forma, observamos que quando um cddigo C é propelinear existe uma
identificacdo natural de C com o subgrupo (0 (7),x) de ZIxS,. Esta identificagao
produz uma acao fortemente transitiva de (0 (7),*} sobre C, definida pela funcio

f:Q(n) x C - C tal que
flv,my),z)=(v,my) xz=v+ 7, (x) = Vi,

Neste momento, nosso objetivo é dar consisténcia & construgao de cédigos G-lineares

binérios. Por isso, particularizaremos a Definicao 3.2.1.

Definigao 3.3.2 Sejam G um grupo, dg uma métrica sobre G e C um cddigo bindrio
de comprimento n em (Z3 .dg). Diremos que C é G-linear, se a menos de uma
permutacdo de coordenadas, C = w(é) para algum subgrupo CdeG" e b G — ZEm

para k > 2 € uma isometria.

Teorema 3.3.1 [2] Um cddigo bindrio C é propelinear se, e somente se, existir um

subgrupo N de Z5 xS, cuja acdo sobre C é fortemente transitiva.

Prova.Suponha que C C Z7 seja um cddigo propelinear. Por defini¢ao termos que
(Q (7}, %) & um subgrupo de Z3 xS,,. A identificagio natural de (Q (1) ,*) com C, induz

uma agao fortemente transitiva de (Q (7}, ) sobre C. A reciproca é evidente. n
Coroldrio 3.3.1 |2 Todo cédigo G-linear bindrio é um cddige propelinear bindrio.

Prova.Basta ver que G & G (Z3) é um subgrupo de I' (Z3) = Z5«S,,. n
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Exemplo 3.3.1 Considerew: Zj — S,, tal que (Q (), ) seja um subgrupo de Z2xS,,

quer dizer, o cddigo propelinear dado por

v o Ty
00 | id
11 | id
01| (12)
10 | (12)

Note que (£2(7),*) € um subgrupo de ZixS, = T'(Z3) = Dy, gerado por (v,my,) =
((01) ,(12)), ou seja, (Q(xw),*) = {01,(12})) = Z,. Como a a¢do de Z, sobre Z2 ¢

fortemente transitiva, oblemos os cddigos Zy-lineares.

Exemplo 3.83.2 Considere m : Z3 — 8;, tal que (Q(7),*) seja um subgrupo de

ZExS; = T (Z3), quer dizer, o cddigo propelinear dado por:

v Ty
000 | id
011 | id
100 | id
111 | id
001 | (23)
010 | (23)
101 | (23)
110 | (23)

Observe que o subgrupo(S2{m) , =} = ((100,4d), (110, (23))}, € isomorfo ao produto direto
Zy X Ly. Além disso, a agdo de (2 (), ) é fortemente transitiva sobre Z3. Portanto,

desse cidigo propelinear obtemos cddigos Loy x Zy-lineares.

Exemplo 3.3.3 Considere 7 : Z5 — S, tal que (Q(7),*) seja um subgrupo de
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Z3xS; =T (Z3), quer dizer, o cddigo propelinear dado por:

A4 T
000 | id
011 | id
101 | +d
110 | id
001 | (23)
010 | (23)
100 | (23)
111 | {23)

Note que (2(7),*) = {(110,id), {100, (23))} = Dy. Vemos que a agdo de (2 (7),*)
¢ fortemente transitiva sobre Z3. Portanto, desse cédigo propelinear obtemos cddigos

Dy -lineares.

Exemplo 3.3.4 A reciproca do Coroldrio 3.3.1 ndo € verdadeira. Com efeito, considere
7 : Za — Sy, tal que (Q(7), %) seja o subgrupo de ZaxS, = T (Z3), quer dizer, o cédigo

propelinear dado por

v My
0000 | id
1111 | id
0101 | (12) (34)
1010 | (12) (34)
0110 | (13) (24)
1001 | (13) (24)
0011 | (14) (23)
1100 | (14) (23)

Neste caso, vemos que (2 () , %) & Qg e como ndo existe uma agdo fortemente transitiva

de Qg sobre Zy, ndo podemos obter cédigos Qs-lineares.
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Exemplo 3.3.5 Considere o subgrupo de T'(Z3) dado por

v Ty | V Ty

0000 | id | 0010 | (24)
0001 | 4d | 0011 | (24)
0100 | id | 0110 | (24)
0101 | id | 0111 | (24)
1010 | 4d | 1000 | {24)
1011 | id | 1001 | (24)
1110 | id | 1100 | (24)
1111 | 4d | 1101 | (24)

Esse cddigo propelinear é isomorfo a Dy X Zy ¢ sua acdo sobre Zi & fortemente transitiva.

Portanto, desse cddigo podemos obter cddigos Dy x Zy-lineares.

Exemplo 3.3.6 Considere o subgrupo de T (Z3) dado por

v Ty v Ty

0000 | id 0011 | (13) (24)
0110 | id 0101 | (13) (24)
1001 | id 1010 | (13) (24)
1111 | id 1100 | (13) (24)
0011 | {12) (34) | 0000 | (14) (23)
0101 | (12)(34) | 0110 | (14) (23)
1010 | (12)(34) | 1001 | (14) (23)
1100 | (12) (34) | 1111 | (14) (23)

Esse codigo propelinear é isomorfo a Dy X Zy | mas sua acdo sobre Zi ndo € fortemente

transitiva, pois
Orb p,xz, (0000) = {0000,0110,1001,1111,0011,0101, 1010, 1100} # Z;.

Logo, ndo podemos obter cidigos Dy x Zy -lineares.
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Exemplo 3.3.7 Considere o subgrupo de T'(Z3) dado por

v Ty |V Ty
0000 | +d 0000 | (
0011 | id 0011 | (
1100 | id 1100 | (
1111 | #d 1111 | (
0001 § (34) | 0001 | (12

(

(

(

0010 | (34) | 0010
1101 | (34) | 1101
1110 | (34) | 1110

Esse codigo propelinear é isomorfo a Z& x Zy , mas sua acdo sobre Zi ndo € fortemente

transitiva, pois
Orb 73z, (0000) = {0000,0011,1100, 1111, 0001, 0010, 1101, 1110} # Z4.
Logo, nio podemos obter cddigos Za x Zy-lineares.

Exemplo 3.3.8 Em [32), foi demonstrado que a estrutura linear ¢ a tunica estrutura
propelinear gue possuem os cidigos bindrios de Golay Gas e de Golay estendido (Goy
com pardmetros (23,12,7) e (24,12.8), respectivamente. Pelo Coroldrio 3.3.1, podemos

afirmar que 0§ cddigos Gaz € Goy ndo sdo G-lineares.

3.4 Relacao entre os Cédigos Propelineares

Invariantes por Translacao e G-Lineares

Ja vimos que os cddigos propelineares e G-lineares bindrios fazem parte da mesma
decomposigac do grupo de simetrias I'(Z}). Os cédigos propelineares invariantes
por translagao sac cédigos propelineares cuja agiio sobre Z} preserva a distdncia de

Hamming. Como a agéo de um grupo sobre um conjunto & uma ligeira generalizacio
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do grupo de simetrias desse conjunto, isto nos leva a procura de cddigos propelineares
invariantes por translacao em conjunto de sinais que sejam geometricamente uniformes.
Explorando estas nocoes trataremos de dar uma caracterizagdo mals abrangente dos

cédigos G-lineares.

Proposigao 3.4.1 Seja C CZY um cddigo propelinear de comprimento n. Se C  for

invariante por translagdo, entdo o estabilizador Stabg (x) = {(0 ,id)}, para todo x € Z7.
Prova.Pela identificagao natural de C com (£ (7} , %) temos que
Stab g (x) = {(v,7y) € (Q(7) %) : (v,7my) (X) = v*x = X}.
Como C é invariante por translagao,
vix=x=0=dy{x,vxx)=wg(v),
isto implica que v = 0,Vx € Z, ou seja, (v, 7, ) = {0, ). ]

Exemplo 3.4.1 Os cddigos dos Ezemplos 3.1.2 e 3.1.3 sdo cddigos propelineares

invariantes por translacdo. Logo, Stab ¢ {x) = {(0 id)}.

Exemplo 3.4.2 A reciproca da Proposicio 3.4.1 ndo € verdadeira, pois basta constderar

o cédigo propelinear

v T
000 | id
001 | id
100 | id
101 | id
010 | (13)
011 | (13)
110 | (13)
111 | (13)

Para todo x € Z3 temos que Stab (x) = {(0,id)}. Esse cidigo ndo é invariante por

translagdo, visto que wty (010) = 1, engquanto dgy (011,010x011) =3.
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Exemplo 3.4.3 Consideremos 0s seguintes cédigos de comprimento n = 4:

v Ty v Ty
0000 | id 0000 | id
1111 | id 0011 | id
0110 | (12) (34) | | 1100 | id
1001 | (12)(34) | | 1111 | id
0011 | (13)(24) | | 0101 | (12)(34)
1100 | (13)(24) | | 0110 | (12) (34)
0101 | (14)(23) | | 1001 | (12) (34)
1010 | (14) (23) | | 1010 | (12) (34)

FEstes sao cddigos propelineares invariantes por translacdo isomorfos a Qs € a Zy X Za,

respectivamente. Portanto, seus estabilizadores sdo dados por
Stab g, (x) = Stab z,+z, (x) = {{(0 id)}.

Exemplo 3.4.4 Sejam os cédigos de comprimento n = 4:

v Ty v Ty
0000 | id 0000 | id
1111 | id 0100 | id
0011 | (12)(34) | | 1000 | id
1100 | (12)(34) | | 1100 | id
0110 | (13)(24) | | 0010 | (12)
1001 | (13) (24) | | 0110 | (12)
0101 | (14) (23) | | 1010 | {12)
1010 | (14)(23) | | 1110 | (12)

O primeiro codigo propelinear € isomorfo a Zy X Z4, com

Stab 2, z, (0111) = {(0 id) , (1100, (12) (34))} % {(0 ;id)} .
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Escolhendo v = 0011 e x = 0111, vemos que esse cddigo ndo é invariante por translacdo.
O segqundo cédigo propelinear & isomorfo a Dy e tern Stab g, 7, (x) = {(0 ,id)}, para todo
x e Z3. Tomando (v,7) = (1110, (12)) e x = 0110, vemos que o mesmo também ndo

¢ invariante por translagdo, pois wiy (V) # dy (X, v*X) .

Exemplo 3.4.5 Considere o cédigo de comprimento n =5

v Ty v Ty

00000 | 4d 00110 | (24) (35)
01111 | id 01001 | (24) (35)
10000 | id 10110 | (24) (35)
11111 | id 11001 | (24) (35)
00101 | (23) (45) | 10011 | (25) (34)
01010 | (23) (45) | 01100 | (25) (34)
10101 | (23) (45) | 10011 | (25) (34)
11010 | (23) (45) | 11100 | (25) (34)

Este é um cddigo propelinear tnvariante por franslacdo isomorfo a Zy x Qg do tipo

(1,0,1). Logo, Stab z,.q, (x) = {(0,id)}, para todo x € Z5 .

Teorema 3.4.1 Seja C um cddigo propelinear invariante por translagio de

comprimento n, com |C| = 2", paran > 2, entdo C € um cddigo G-linear.

Prova.Como C & propelinear invariante por translagio, isto implica que podemos
identificar C com um subgrupo G = ({2 (r), %) de Z3xS,,. Dessa identificacio obtemos
uma agao fortemente transitiva de G sobre C . Pela Proposigao 3.4.1, podemos afirmar

que |G| = |C| = 2" n

Coroldrio 3.4.1 Nao existe cédigos propelineares ciclicos invariantes por translacio de

comprimento n, cuja ordem seja 2" paran > 2.

Prova.Suponha que exista cddigos Zon-lineares. Isto equivale a dizer que Zon &

isomorfo a um subgrupo ciclico G = ((v, 7)) de I'(Z3) tal que (v, 71y) € T'(Z3) e cuja
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agao é foriemente transitiva sobre Z. Tendo que
(v,m) = vem (Ve ey e e (v),id) = (v',id)

e como cada vetor de v* & um deslocamento ciclico das coordenadas de v, temos que
(v,m)" = (0,id) ou (v,7y)" = (1,id). Se (v,7v)" = (0,id) , entdo |G| = n = 2%,
logo nao existe inteiro n que verifique esta igualdade. Se (v,7,)" = (1,4d), isto significa
que (v,7y)"" = (0,id), entdo |G| = 21 = 27, neste caso temos n = 1 ou n = 2, como

possiveis valores de n. n

Teorema 3.4.2 Sejam G um grupo, dg uma méitrica sobre G ¢ C um cddigo bindrio de
comprimento n em (Zy,dg). O cddigo C é G-linear se, e somente se, Stabg (x) = 1d,

para todo x € Zs.

Prova.Seja C um cédigo G-linear, isto é equivalente a dizer que G é isomorfo a um
subgrupo de I' (Z3), tal que Orb g (z) = Z} e |G| = |Z}|, para todo x € Z}, n > 2.

Equivalentemente, de
G| = [Stab g (x)| |Orb e (x}],
obtemos que |Stab g (x)] = 1, ou seja, Stabe (x) = Id . |

Exemplo 3.4.6 Considerew : Z5 — S,,, tal que (Q () , %) seja um subgrupo de Zi xSy,

quer dizer um cddigo propelinear, dado por

1. Paran =4



Temos que (Q () ,*) & Z& x Zy, ou seja, um codigo Z2 x Zy-linear o qual é

v Ty | ¥V Ty
0000 | id | 0100 | (12)
0001 | id | 0101 | (12)
0010 | id | 0110 | (12)
0011 | 4d | 0111 | (12)
1100 | id | 1000 | (12)
1101 | id | 1001 | (12)
1110 | id | 1010 | (12)
1111 | d | 1011 | (12)

propelinear invariante por translacdo.

2 Paran=4

v Ty v Ty

0000 | id 0001 | (13)
1111 | id 1110 | (13)
0111 | (24) 0011 | (13)(24)
1000 | (24) 1100 | (13) (24)
0110 | (12)(34) { 0100 | (1423)
1001 | (12)(34) | 1011 | (1423)
0010 | (1234) | 0101 | (14) (23)
1101 | (1234) | 1010 | (14) (23)

Neste caso temos um cédigo QDg-knear, ou seja, (2 () ,*) € isomorfo ao grupo
quasidiedral de ordem 16, Tomande x = 0001 e (v,w,) = (1110, (13)), vemos
que esse codigo propelinear ndo € invariante por translacdo, pois wig (v) #

dyg (x, v*x) .
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3 Paran=25

v Ty | V Ty |V Ty |V Ty

00000 | id | 11000 | ¢d | 01000 | (12) | 10000 | (12)
00001 | 4d | 11001 | 4d | 01001 | (12) | 10001 | (12)
00010 | id | 11010 | 4d | 01010 | (12) | 10010 | (12)
00011 | 4d | 11011 |4d | 01011 | (12) | 10011 | (12)
00100 | id | 11100 | 4d | 01100 | (12) | 10100 | (12)
00101 | éd | 11101 |4d | 01101 | (12) | 10101 | (12)
00110 | id | 11110 |4d | 01110 | (12) | 10110 | (12)
00111 | id | 11111 |4d | 01111 | (12) | 10111 | (12)

Temos um codigo propelinear invariante por translagdo, onde (Q (7)), *) = Z3 x Zy

e, portanto, Z3 x Zy-linear.

4. Paramn =5

v Tiv | V v v Ty v Ty

00000 | id | 00001 | (34) | 01000 | {12) | 01001 | (12) (34)
00011 | 4d | 00010 | (34) | 01011 | (12) | 01010 | (12)(34)
00100 | id | 00101 | (34) | 01100 | {12) | 01101 | (12)(34)
00111 | id | 00110 | (34) | 01111 | (12) | 01110 | (12) (34)
11000 | 4d | 11001 | (34) | 10000 | (12) | 10001 | (12) (34)
11011 | 4d | 11010 | (34) | 10011 | (12) | 10010 | (12) (34)
11100 | 4d | 11101 | (34) | 10100 | (12) | 10101 | (12) (34)
11111 | id | 11110 | (34) | 10111 | (12) | 10110 | (12) (34)

Obtemos um cédigo Zo X Z3-linear. FEsse cédigo propelinear ndo é invariante

(01110, (12) (34)) e x

por translagdo, pois para (v,m,) 01010 femos que

wty (v) # dy (X, v*x) .



Observagao 3.4.1 O Teorema 3.4.1 é wum resultado importante na classificacdo
de cddigos (G-lineares, em wvirtude da ampla classificacGo dos cddigos propelineares

invartantes por translagdo como subgrupos de
k3 ko k3
Ly X Zy* x Qg°.

Vemos também gque podemos obier este teorema através de uma combinagdo da

Proposicdo 3.4.1 e do Teorema 3.4.2.

3.5 Tabelas de Cdédigos

Dividiremos esta secao em trés subse¢Oes, nas quais apresentaremos tabelas de
cédigos propelineares invariantes por translacao, de cédigos G-lineares e de cédigos
propelineares Invariantes por translagdo do tipo (ki,ks,ks), para alguns valores
especificos de n. Estas tabelas sio decorrentes dos procedimentos estabelecidos
anteriormente. Representaremos tais cddigos como subgrupos de ZExS; gerado por
um ou mais elementos, e identificaremos cada um destes cédigos como sendo um grupo

de rétulos R.

3.5.1 Tabelas de Cdédigos Propelineares Invariantes por

Translacgao
Grupo de rétulos: R | Subgrupos de ZZxS,
Id = {(00,id)} ((00,4d))
Zs {{(11,id)) = {(01,4d)) = {(10,d))
Zag % Lo {{01,4d) , (10,id))
Z (01, (12))

Tabela 3.2: Tabela de cédigos em Z% xS,



Grupo de rétulos: R

Subgrupos de Z3xS;

Id = {(000,id)} (000, id))

Z, (111, 4d}) = {(001,id)) = ((010,id)) = ((100,id})
Z, (011, id)) = (101, id)) = {(110,id))

Zo X Zo (011, 4d) , (110,3d)) = ((001,3d) , (011, 4d))
Zo % Zo ((001,4d) , (101, id)) = {(010,id) , (110, d))
Zo % T ((001,d) , (111,id)) = {(010), (111, 3d))
T % T (011, d) , (111, id))

Z4 {(001, (23))) = ((001, (13)))

Zy (010, (12))) = {(101, (23)))

Zs (011, (13))) = {(011, (12)))

Zo X Ty X Zy ((001,4d) , (010,4d) , (100, id))

Zo % Za (001, 4d) , (100, (12)))

Zo % L (010, 4d) , (100, (13)))

Ty % Ly (100, 4d) , (110, (23)))

Tabela 3.3: Tabela de cédigos em Z3xS;
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Grupo de rétulos: R

Subgrupos de Z3xS,

1d == {(0000,id)} ({0000, 3d))

Zs (1111, 4d)) = {(0001,4d)) = {(0010,id)} = ((0100, id))
Zs (1000, id)) = {(0111,4d)) = {(1011,id)} = ((1101,4d))
Zs (1110, 7d)) = {(0011,4d)) = {(0101,4d)) = ((0110,id)}
Zy {(1001,3d)) = ((1010,4d)) = {(1100,4d))

Ty X L (0011, 4d) , (1111, 4d)) = ((0101,d) , (1111, 4d))

T % Lo {(0110,id) , (1111 id)) = {(0001,id) , (1111, 4d))

Zoy % Ly ((0010,7d) , (1111, 4d)) == {(0100,id) , (1111, 4d})

T, % Ly ((0111,4d) , (1111,id)) = {(0011,4d) , (0110, id))

Ty X Lo (0011, 4d) , (1010, id)} = {(0101,4d) , (1100, id))

Ty X Zo ((0110,4d) , (1100, id)) = {(0001,id) , (0011, 7d))

Ly % T ((0001,4d) , (0101, id)) = {(0001,d) , (1100, id)}

Zo X T ({0010, 4d) , (0110, id)} = {(0010,4d) , (1010, id))

o % T ({0100, d) , (1100, id))

Za (1101, (34))) = ({1011, (24))) = ({1011, (23)))

Z4 (0111, (14})) = ({1101, (13))) = ({1011, (12)))

Zg X Ly {(0011,4d}, (1110,id)) = {(0101,4d), (1110, 4d))

Zo % T ((0110,id) , (1101,5d)) = {(0111,4d) , (1110, 4d))

Zs % Lo (0111, id) , (1101,id)) = {(0111,id) , (1100, id))

Zy {(0001, (24))) = ({0100, (23))) = {(0001, (14)))

Zs ((0010, (13))} = ({0100, (12))) = {(0101, (12) (34)))

Z4 ((0110, (12) (34))) = ({0011, (13) (24)))

Tabela 3.4: Tabela de cédigos em ZixS,
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Grupo de rétulos: R | Subgrupos de ZixS,
Zs (0110, (1,3) (2,4))) = (0011, (1,4) (2, 3)))
Z, (0101, (1,4) (2,3)
Zo % Zo (0001, id) , (0111, 4d)) = {(0001,4d) , (1011, id))
Zip X Zog {((0001,4d), (1101, 4d)) == {(0010,4d) , (0111, id))
Zy X Zs (0010, 4d) , (1011, id)) = {(0010,4d) , (1110, id))
Zo % Zs (0011, 4d) , (0111,4d)) = ((0011,4d) , (1011, d))
Ty % Zs (0100, 5d) , (1101, 4d)) = ((0100,4d) , (1110, id))
Zo x Zs ((0101,4d), {1101,:d)) = ((0110,4d}, (1110, 4d))
Zy ((0101, (34))) = {(1001, (34))) = ({0011, (24)))
Z, (1001, (24))) = (0011, (23))) = ((1010, (23)))
Zy ({0011, (14))) = ((0101, (14))) = {(0011, (13)))
Zy (0110, (13))) = ((0101, (12))} = ({0110, (12)))
Ly % Ty X Lo (0011, id) , (1010, 3d) , (1111, id))
0s (1010, (12) (34)) . (1001, (13) (24)))
Qs (1001, (12) (34)) , (1010, (14) (23)))
Ly x Ly (1001, (12) (34)} , (1010, (12) (34)))
Zig X Ly ({1001, (13) (24)), (1100, (13) (24)))
Zy x Ty (1010, (14) (23)) , (1100, (14) (23))}
To X T X Zs ((0001,d) , (0101,4d) , (0111, id))
T % Ty % Ty (0001, 7d) , (1001, id) , (1011, d))
o % Lo x Ty ((0001,id) , (1001, 7d) , (1101, id))
Zo X T % T (0010, 4d) , (1000, id) , (1110, id))

Tabela 3.5: Continuacao da Tabela 3.4

UNICAMP

BIBLIOTECA CENTRAI
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Grupo de rétulos: R

Subgrupos de ZIxS,

Ty % Ty % Ty ((0001,id) , (1011, id) , (1101, 4d))

T X Loy % T ((0010,3d) , (1001, id) , (1110, id))

T X Lo % Ly (0011, 4d) , {1001, id) , (1110, id))

T X Ly X Lo ((0011,id) , (1011,d) , (1110, id))

o % T (0110, (34)) , (1010, (34))) = (0101, (12)), (1010, (12)))
Ty % Ty (0110, (24)), (1100, (24))) = ({0011, {13)}, (1100, (13)))
T % L (0101, (23)), (1100, (23))) = (0011, (14)), (1100, (14)))
Ty x Ly X L {(0001,id) , (1101, 3d) , (1111, 4d))

Ty % Ty X Lo ((0001,4d) , (1011, id) , (1111, d))

Ty x Ty X Ly ((0001,id) , (1001, id) , (1111, 4d))

Ly % Ty % Ly (0010, 4d) , (1011, 3d) , (1111, id))

Ty % T X Ly (0010, 4d) , (1010, 7d) , (1111, 7d))

Ly % Ty X Ly ((0011,3d) , (1011, id) , (1111, 4d))

Zy % Zs {(0010, (34)) , (1110, (34))) = ((0100, {12)}, (1011, (12)))
Ty % Zy (0100, (24)) , (1110, (24))) = ({0010, (13)}, (1101, (13)))
Zo % Ly {(0100, (23)) , (1101, (23))) = {(0001, (14)), (1110, (14)))
Ty % Ly ((0111,3d) , (1100, (23))} = ((1011,4d) , (1100, (13))}

T % Ly (1101, 4d) , (1010, (12))) = {(0111,4d) , (1100, (24)))

Ty % Ty (1011, 4d) , (1100, (14))) = {(1110,4d), (1001, (12)))

Ty X Ly (0111, 4d), (1101, (34))) = ((1011,4d) , (1101, (34)))

T % Ly (1101, id) , (1010, (14))} = ({1110, 4d) , (1001, (13)))

T x Za (1101, d) , (1011, (24))} = {(1110,id) , (1011, (23)))

Tabela 3.6: Continuagao da Tabela 3.5
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Grupo de rétulos: R

Subgrupos de ZixS;

Ty % Z4 (0111, 4d) , (1001, (34))) = {(1011,4d) , (1000, (13)))
Ty % Zy {(1101,4d), (1000, (12))) = {(0111,4d), (0100, (24)))
Zo % Zy ((1011,id) , (1000, (14))) = {(1110,4d) , (1000, (12))}
Lo X Zog {(0111,4d) , (0101, (34))) = ({1011, 4d) , (1001, (34)))
Zy X Zg {(1101,4d) , (1100, {14))) = {{1110,4d), {1000, (13))}
Ly % Za ((1101,4d) , (1001, {24))) = {{1110,4d) , (1010, (23)))
Z; {(0001,d) , (0110,4d) , (1100, 4d) , (1111, d))

T X Ty (0111, (12)}, (1010, (12) (34)))

Ty % Ly ({0111, (13)), (1100, (13) (24)))

Ty X Zy (0111, (14)), (1100, (1,4) (23)))

72 X Zy {(1111,d}, (0110, (12)), (1011, (12)))

72 x Ty ((1111,4d) , (0110, (13)}, (1101, (13)))

Z3 % Ly {(1111,4d) , (0101, (23)}, (1101, (23)))

72 x Zy ((1111,4d), (0101, (14)), (1110, (14)))

72 % Zy {(1111,id) , (0110, (24)) , (1110, (24)))

72 % Zy {(1111,4d) , (0110, (34)), (1110, (34)))

Tabela 3.7: Continuacao da Tabela 3.6
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3.6 Tabelas de Cédigos G-Lineares

Grupo de rétulos: R | Subgrupos de Z2xS;

ZgXZg

((01,4d) , (11, 7d))

Ly

{(01,(12)))

Tabela 3.8: Tabela de cédigos em ZZxS,

Grupo de rétulos: R | Subgrupos de Z3xS;

Ty % Ly X Ly ((001,4d) , (010, 4d) , (100, id)}
Lo X Ly ((001,4d) , (100, (12)))

Ly % ZLy {(010,4d) , (100, (13));

Ty X Ty {(100,4d) , (110, (23)))

Dy ((110,4d) , (100, (23}))

Dy ((101,4d) , (100, (12)))

Dy ((011,4d}, (100, (13}))

Tabela 3.9: Tabela de cédigos em ZsxS;

Grupo de rétulos: R

Subgrupos de ZixS,

74 (0001, id) , (0110, 4d) , (1100, id) , (1111, id))

H, ((0011,4d) , (0100, (12) (34)) , (1110, (12) (34)))
Hy ((0011,4d) , (0100, (13) (24)) , (1110, (13) (24)))
Hs ((0011,id) , (0010, (14) (23)), (1110, (14) (23))}

Tabela 3.10: Tabela de cédigos em Zix S,

3.7 Tabelas de Cdédigos Propelineares Invariantes

por Translacao por Tipo:
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(0111, (12)) , (1010, (12) (34)))
(0111, (13)), (1100, (13) (24)))
(0111, (14)), (1100, (14) (23)))

(0011, 4d) , (0001, (12)), (1010, (12) (34)))
(0101, 4d) , (0001, (13)) , (1100, (13) (24))}
{0110, 4d) , (0010, (14)), (110, (14) (23)))
(0001, id) , (0110, (34)) , (1010, (34)))
(0001, 4d) , (0110, (24)),, (1100, (24)))
(0001, id) , (0011, (14)), {1100, (14)))
(0010, 4d) , (0101, (23)), (1100, (23))}
(0010, 4d) , (0011, (13)), (1100, (13)))
((0011,4d) , (0101 (12)), (1101, (,2)))

((0001,4d) , (0101, (12) (34)), (1011, (12) (34)))
((0001,4d) , (0011, (13) (24)), (1101, (13) (24)))
(0001, 4d) , (0100, (14) (23)) , (1101, (14) (23)))
(0010, 4d) , (0101, (14) (23)) , (1110, (14) (23)))
(0010, 4d) , (0100, (13) (24)}, (1110, (13) (24)))

(0011, 4d) , (0101, (1,2) (3,4)) , (1110, (1,2) (3,4)))

Grupo de rétulos: R | Subgrupos de ZixS,

Z4>< Z4
Z4><Z4

Z4>< Z4

Dy % Zig
Dy X Zey
Dy x Zg
Dy X Zg

By X Zo
By X Zo
Dy X Zg
Dy x Zoy
Dy X Zs

Hy

Hs

He

He

Hs

Ho

Tabela 3.11: Continuagac da Tabela 3.10
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Grupo de rétulos: R

Subgrupos de ZixS,

(Zy % T) T ((0011,id) , (1110, (34)), {1000, (12) (34)))
(Zy x Z4) . Zs) {(0011,4d) , (1010, (34)), (1101, (12) (34)}}
(Zz X Zs) .Zs)] ((0101,4d) , (1110, (24)), (1000, (13) (24)))
(Za X Zs) .Zo) ((0101,d) , (1100, (24)), (1011, (13) (24)))
(Za % Zs) )} ((0110,4d) , (1101, (23)), (1000, (14} (23)))
(Za % Zy) . Zo) {(0110,4d) , (1100, (23)}, (1011, (14) (23)))
Z2 x Zy {(1111,id), (0110, (12)}, (1011, (12)))

72 % 74 ((1111,4d) , (0110, (13)}, (1101, (13))}
Zix Zy {(1111,4d),(0101,(23)}, (1101, (23)))

Z2 % Ly {(1111,4d), (0101, (14)), (1110, (14)})

72 % Zy ((1111,4d) , (0110, (24)), (1110, (24))}

72 X Zy {(1111,4d),(0110,(34)), (1110, (34)))

Dy % Zo ((0101,4d) , (0001, (34)) , (1110, (34)))

Dy X Zg {(0101,4d) , (0001, (23)), (1110, (23)))

Dy % Zy ((0110,4d) , (0001, (24)), (1101, (24)))

Dy X Zy {(0101,4d) , (0001, {12)), (1110, (12))}

Dy X Zy ((0101,4d) , (0001, (13)), (1110, (13)))

Dy % Zy {{0101,4d) , (0001, (1,4)), (1110, (1,4)))
Ji {(0011,id) , (1101,(1324)), (1011, (1423)))
T {(0011,4d) , (1000, (1324)) , (1110, (1423)))
Tz ((0101,id) , (1001, (13) (24)), (1101, (1432)))
Ja ((0101,4d) , (1001, (13) (24)), (1110, (1432)))

Tabela 3.12: Continuacao da Tabela 3.11
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{(0110,id) , (1011, (1342)) , (1100, (14) (23)))
(0110, id) , (1000, (1342)) , (1100, (14) {23)))
((0011,4d) , (1010, (12)), (1110, (12) (34)))
(0011, 4d) , (1110, (12)), (1011, (12) (34)))
{(0101,id) , (1001, (13)}, (1110, (13) (24)))
{(0101,4d) , (1011, (13)}, (1101, (13) (24)))
(0110, 4d) , (1010, (14)}, (1101, (14) (23)))
(0110, id) , (1011, (14)), (1110, (14) (23)))
({0110, id) , (1010, (14)), (1101, (14) (23}))

(0001, 7d) , (1011, (34)}, (1111, (34)))
{(0001,id) , (1011, (23)}, (1111, (23)))
((0001,id) , (1011, (24)) , (1111, (24))}
((0001,4d) , (0111, (34)) , (1111, (34)))
{(0001,4d) , (0110, (13)) , (1111, (13)))
(0001, id) , (0110, (14)) , (1111, {14)))
((0001,4d) , (0110, (24)) , (1111, (24)))
((0001,4d) , (0110, (12)) , (1111, (12)))
(0001, 4d) , (0010, (14)) , (1111, (14)))
(0010, 4d) , (0101, (23)) , (1111, (23)))
{(0010,4d) , (0101, (12)) , (1111, (12)))
(0010, 4d) , (0011, (13)) , (1111, (13)))
(1010, id) , (0100, (23)) , (1111, (23)))

Grupo de rétulos: R | Subgrupos de Z{xS,

S

Ko

Ks

Ka

Ks

Ke

Kr

Ks

Ko

Dy X Zo
Dy X Zy
Dy x Zy
Dy x Zs
By X Zs
Dy X Zo
Dy x Zy
Dy % Zs
Dy X Zs
Dy % Zs
Dy % Zsg
Dy % Zy
Ds % Zs

Tabela 3.13: Continnacado da Tabela 3.12
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((1010,14d), (0100, (1,2)),(1111,(1,2}))

(1010, 4d) , (0101, (1,3)), (1111, (1,3)))

(0010, #d) , (0100, (2,4)), (1111, (2, 4)))

{(0010, i) , (0100, (1,2)), (1111, (1,2)))

({0101, 4d) , (0100, (1,4)), (1111, (1,4))}

{(0111,4d) , (0001, (3,4)) , (1100, (3,4)))
(0011, 4d) , (0010, (1,3)), (1111, (1,3)))

((0011,4d),(0010,({1,4)), (1111, (1,4)))

(0101, 4d) , (0100, (3,4)), (1111, (3,4)))
(0011, 4d) , (0100, (2,3)), (1111,(2,3)))

{(0011,id) , (0100, (2,4)), (1111, (2,4)))

((1111,4d) , (1101, (1324)) , (1010, (14) (23)))
(1111, 4d) , (1000, (1324)) , (1100, (14) (23)))
(1111, 4d) , (1011, (1324)) , (1100, (14) (23}))
(1111, 4d) , (1110, (1324)} , (1010, (14) (23)))

(0001, (23)), (1001, (13) (24)) , (1100, (14) (23))}

((0001, (23)) , (1100, (13) (24)) , (1010, (14) (23)))
({0111, (23)), (1001, (13) (24)) , (1100, (14) (23)})

({0111, (23)),(1100, (13) (24)), (1010, (14) {23)))
(0010, (24)), (1001, (13) (24)) , (1100, (14) (23)))

({0010, (24)), (1100, (13) (24)) , (1010, (14} (23)))
(0111, (24)), (1001, (13) (24)}, (1100, (14} {(23}}))

(0111, (24)), (1100, (13) (24)} , (1010, (14) (23)))

Grupo de rétulos: R | Subgrupos de Zjx8,

oy x Zg

E)4>< Zg

]D;;X Z2

ID;;X Zz

EI)4>< Zz

@4XZQ
@4)(%2

D4X Zg

D4XZQ

@4)( ZQ

ED‘L X Zg
QDg

QDs

QDy

QD

Qs

Qby

QD

Qs

QDyg

QDs

QD

QDs

Tabela 3.14: Continuagdo da Tabela 3.13
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Comprimento | Tipo (ki, k2, k3) | Subgrupo de
n=4 (4,0,0) z4
(2,1,0) 72 X Zy
(0,0,1) Qs

Tabela 3.15: Tabela de cédigos para ki + 2ke + 4k = 4

Comprimento | Tipo (k;, ks, ks) | Subgrupo de
n=>5 {(5,0,0) zs
(3,1,0) 73 x Zy
(1,2,0) Zy x 72
(1,0,1) Zo % Qs

Tabela 3.16: Tabela de cédigos para ki + 2ky + 4ks =5

Comprimento

Subgrupo de

O

Z;

Zg XZ4

75 % 73

Z%XQS

ZQXZ4X@3

Tabela 3.17: Tabela de cédigos para by + 2ky +4ks =7
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Comprimento | Tipo (k1, ks, k;3) | Subgrupo de
n=8 (8,0,0) Vi
(6,1,0) Z3 x Ly
(4,2,0) Zi x 72
(4,0,1) Zs x Qg
(2,3,0) 72 x 73
(2,1,1) Z2 X Zg % Qg
(0,4,0) Z3
(0,2,1) Z§ % Qs
(0,0,2) Q3

Tabela 3.18: Tabela de cddigos para ky + 2ky + 4k; = 8

Comprimento | Tipo (k1 ke, k;) | Subgrupo de

n=11 (11,0,0) z}
(9,1,0) 78 x Zy
(7,2,0) 70 x 72
(7,0,1) Zj x Qs
(5,3,0) 75 < 73
(5,1,1) Zy X Zy % Qs
(3,4,0) Z5 x L
(3,2,1) 73 % 72 x Qs
(3,0,2) Z5 x Qf
(1,5,0) Zo X I
(1,3,1) Zo x Z3 % Qg
(1,1,2) Zy X Zg x Qf

Tabela 3.19: Tabela de cédigos para ky + 2ky + 4ks = 11
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Capitulo 4

Cdédigos Propelineares m-drios

A propelinearidade demonstrou ser uma técnica eficiente quando utilizada na
construgao de novos cédigos sobre grupos, em face a sua forte ligacdo com a teoria
da decomposicao de certos grupos abstratos e de modo geral, com a teoria da extensio
de grupos. Acreditamos que essa idéia, venha abrir novos horizontes dentro da teoria da
codificacao.

Vimos que os cédigos propelineares bindrios contém os cédigos lineares e os
cédigos Zs-lineares. Conforme [31] alguns cédigos nao-lineares importantes como por
exemplo os cédigos de Preparata estendido, Preparata e Delsart-Goethals, também
sdo propelineares. Uma das propriedades mais relevantes da propelinearidade é a de
transformar cddigos nao-lineares em lineares.

Na Secdo 4.1 apresentaremos os ¢ddigos propelineares m-4rios, sob a ética de uma
generalizacao do caso bindrio. Nada mais natural de que considerar o alfabeto do cédigo
bésico como sendo Zm,, o anel dos inteiros mddulo m. Sabemos que Z? munido da
métrica de Hamming dy & um espago métrico e que um cédigo C sobre o espaco
métrico (Z,,dy) é simplesmente um subconjunto nao vazio de Z%,. Como (Z2,, +) é um
grupo abeliano, a distdncia de Hamming é invariante por translacao, isto é, dy (z,y) =
dg (z -+ 2,y + z) paratodo z,y e z em Z7,. Geralmente, o que interessa de fato é quando

podemos identificar esse cédigo com um grupo e estudar a invaridncia da métrica sob
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a agao do cddigo sobre o espago métrico {(Z7,dy). Essa fol uma das principais idéias
usadas na classificagao dos cédigos propelineares invariantes por translagio bindrios. Na
Secao 4.2 utilizaremos essa idéla para definir cédigos propelineres m-drios invariantes
por translacao e apresentaremos algumas de suas principals propriedades. Mostraremos
que nao existem codigos propelineares rn-drios invariantes por translagao para qualquer
inteiro positivo m > 3. Na Seco 4.3, apresentaremos tabelas de cédigos m-drios para

2<m<6.

4.1 Cobdigos Propelineares m-arios

Definicao 4.1.1 Seja C um subconjunto de Z7, tal que 0 € C. Diremos que C € um

codigo propelinear m-drio de comprimento n se existir um subconjunto
H={n, €8, :veC}
tal que as seguintes condigdes sdo satisfeitas
1. Paratodov e C, v@m,(s) € C <= s < G
2. Para todomy, my €Il , myomy, =7, €Il , ondew=u S 7y (v).

Essa definicao é uma extensao natural do caso bindrio, s6 que desta forma a estrutura
algébrica na qual se encontra inserida nao aparece. Por isso, precisamos estabelecer

algumas propriedades que nos permita inseri-la dentro de um contexto algébrico.

Consideremos a funcao
fi8ax T — I,
definida por f (7,x} = 7 {x) de modo que
T(X) = 7 (21, T2, .., 20) = (Te(1), Ta@)s- -+ Tim)) »

define uma acao 3 direita de S, sobre o Zp-mddulo Z, que é a de permutar as

coordenadas de qualquer x = (1, %s,... ,Z,)} € Z7,.
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Propriedades Algébricas:

1¢ Para cada ¢ € S, e g = (91,92, ..-,9n) € Z7, a aplicacao ¢, : Z5 — Zr definida

por

by (8) =7 (8) = (go-1(1)s Go-1(2): - - - » Gor-1(m))

& um automorfismo.do Z,,-médulo Z7,

De fato: Dados g,h € Z7, |

¢, (&) = ¢ (B)= (o101 95-12) -« 1 Go2(m))} = {Po-101), Bo-3(2)s- - - s Po=1(n) )
= o) = he-10), Gomr2) = P12y, Goim) = o)
= g1=h, ga=ha, .., gp=hy
= g=h.

Para qualquer y € Z7, existe x € Z7 tal que ¢, (x) =y, basta tomar
X == (%(z};%(z}; e ;ycr(n)) .
Apgora, temos que

0, (8) D0, (W) = (go-2101), Gom1(2ys- - +Go-1(n)} D (ho-101y, Bo-1(2), - - -+ Promi(m))

= (9o-10) ® ho-11): Go-1(2) © hom32ys -+, Gom1(m) ® omim))
= ((91 @ hi)yrry, (928 h2),1m),--0 5 (Gn @ h’n)a“l{n))
= 3 (@@ h), (2@ ha),..., (GnP han))

= ¢, (g2 hj :

Portanto, ¢, € Aut(Z).
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2¢ Para cada o € S, eg = (g1,92, ..., 9n) € ZI,, segue-se que

G (—8) = &5 (=91~ G2, ,~Gn)

= (=810, ~Go-1(2)s- -+ » —9o-1(m))
= - (90"“1{1}7.9:7*1(2)3“' =Qg—1(n))

= —¢: (91,92, - ,9n)

= —¢,(g).

Além disso, para todo o € Z,, temos que ¢, (@) = 7 () = a, ou seja, ¢, = id é
a permutacgao identidade. De qualquer modo, podemos estender essa propriedade:
¢, (ag) = ao (g).
32 A aplicagéo ¢ : S, — Aut (Z7) definida por ¢ (o) = ¢,, para qualquer o € S, é
um homomorfismo injetivo.
De fato: A injetividade de ¢ segue da 2% propriedade. Para cada o,m € S, e
x = (x1,Z9,... ,T,) € Z7,, temos que
(¢5 0 &n) (X) = @, (Tem102), Ta-12)s- -+ > T ()

= (:ETF"I(U"(D}J Lr-Ho=1(2)s -~ 11;7-"1(5“1(%)})

- (‘Ecm)"l(nﬁ Floom)=ts - :‘C(eow)“(n))

= Pgom) (%1, T2, ., Tn)

qﬁ(cmw) (X) :

Observamos que o homomorfismo ¢ é determinado por ¢, e, além disso
— — — : _ 41
qﬁc’ © qt)o"‘} - ¢o’00"‘1 - qf}id - IdAut{Z%); ol alﬂda., ¢O"—} - ‘Pcr .

Das propriedades anteriores podemos definir o produto semi-direto de Z7, por S,
determinado por ¢, que denotamos por Z %8, como sendo o conjunto dos pares

ordenados
Zpy xSy ={{x,m}):x€Z, e mES8,}
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munido da operacgao:

xmx(y,7)=xe¢(m(y),mor)=(x&d (y),meT).
Desta maneira, podemos afirmar que (Z? %S, %) & um grupo. Com efeito :

i. Associatividade: Dados (x,0),(y, ) e (2,7) € Z} xS, temos que

[ xo)x(y,m)*(z,7) = xB¢,(y),007)x(2,7)
(X & &5 (¥) & Poon (2), (G 0T) 07)
= (x®¢ (y)®({¢s08;)(2),00(m07))
(x® ¢, (y ® ¢, (2)),00(m0))
(x,0)x [y ® ¢, (2),m07]

(

x,0) = [(y,7) > (z,7)];
. Elemento Identidade: Para todo (x,0) € ZI' 1S, existe (0,id) tal que

(0,id)x(x,0) ={08 ¢, (X),id o) = {0Fx,ido o) = (X,0)

(x,0)%(0,id) = (x& ¢, (0),00id) = (x&0,00id) = (X,0);
iii. Elemento Inverso: Para todo (x,0) € Z, xS, existe (¢, -1 (—x) ,071) tal que

(x,0)x (¢y: (—%),071) = (X8, (¢p-1 (—X%),0007"))
(x& (8, © ¢p2) (%), 00077)
(X@ ¢a‘oo"1 _—X) O O-Ml)

(x @ ¢y (—%) ,id) = (x & (—2) ,id)
= (0,id)

(62 (=) .07) x (1,0) = (991 (=) €6, (x) .07 0 0)
= Py (—XEX),id) = (¢,-: (0),id)
= (0,id).
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Estas consideragoes nos levam a pensar em uma defini¢ao um pouco malis consistente,
que venha generalizar a propelinearidade bindria, como também algumas de suas

propriedades. Formularemos essas idéias de modo mais preciso.

Definicao 4.1.2 Sejam (Z7 ,dg) o espago de Hamming n-dimensional € 8, o grupo
simétrico de grav n. Diremos gque um subconjunto C C Z7  com 0 € C é um cddigo
propelinear m-drio de comprimento n, se existir uma fungdo m: C — 8, definida por

7 (v) =7y , tal que o gréfico
Q(m)={(v,ny) :¥Yv & C}
seja um subgrupo de Zn %S,

Desta definicao, segue que o cédigo propelinear m-drio C C Z7, é identificado com o

subgrupo (2 (7}, *) de (Z} »8,,,*), de modo que
uxv=udm,(v),vu,veC
Por isso, nos referimos a C e § (7), indistintamente.
Proposicac 4.1.1 Seja C um cddigo propelinear m-drio de comprimento n. Entdo:
1. 1= {7y | v € C}, o} éum subgrupo do grupo das isometrias de Z7,;
2. C é linear se, e somente se, I1 é um subgrupo de Aut (C);

4. A operacdo x define uma acdo de C sobre Z, .
1. Prova.Aniloga a da Proposicio 3.1.1. |
Proposicao 4.1.2 Seja C um cddigo propelinear m-dric de comprimento n. Enido:

1. Se C é um cddigo que corrige e-erros (e > 1}, entdo todos os vetores de peso menor

ou igual a e estdo em classes laterais diferentes;
2. Para todo z,y € Z7, e todo v € C, tem-se dy (z,y) =dg {(vxz,v*y).
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Prova.Ansloga a da Proposicao 3.1.2. »
Como estamos identificando um cédige propelinear m-drio como um subgrupo do
produto semi-direto, Z7, XS, faz sentido falarmos em cédigos propelineares ciclicos, ou

seja, faz sentido a seguinte definicao.

Definicao 4.1.3 Seja (v, 7, ) € Z7, x8,,. Chamaremos o subgrupo C de Z' xS,,, gerado

por (v, 7y) € denotado por C = {(v, 7)), de cddigo propelinear ciclico gerado por (v, wy).

Exemplo 4.1.1 As Tabelas 4.1 ¢ 4.2, apresentadas na Secdo 4.3, sdo exemplos de
codigos propelineares m-drios ciclicos € gerado por dois elementos para m = 2,3.4.5

e6.

4.2 Cddigos Propelineares m-drios Invariantes por
Translacao

A Proposicao 4.1.2, nos assegura que agio de C sobre Z" é sempre preservada pela
distincia de Hamming que faz de ZI, o espago métrico (Z",dy). Porém, isto nio é
suficiente para garantir que o cédigo seja invariante por translacio. Para obtermos
a invarifncia por translacao do cédigo, precisamos assegurar que a Proposicao 4.1.2

também seja vdlida no grupo C. Mals precisamente:

Definicao 4.2.1 Seja C um cddigo propelinear m-drio. Diremos que C é um cddigo

propelinear invariante por translagdo se para todo u,v € C e x € Z" temos que
dg{u,v) =dg{uxz,vxz).
Das consideracdes anteriores, temos :

Lema 4.2.1 Seja C um cddigo propelinear m-drio. C € invariante por translacdo se, e

somente se,

wtg (V) =dy (z,vxz) Vz e Z' e veC.



Prova.Anéloga a do Lema 3.1.1. [
Agora, vamos reunir um pouco mais de condi¢oes para investigar a existéncia ou nao,
de cédigos propelineares m-drios. Por isso, faremos uma andlise das tabelas 4.1 e 4.2,

do ponto de vista do Lema 4.2.1:

1. Da tabela 4.1, vemos que para m = 2, temos o cédigo do Exemplo 3.1.3, o qual é
invariante por translacao. Os demais cddigos, ndo séo invariantes por translagao,

pois 0 Lema 4.2.1 nao se verifica para os seguintes pares (v, z}):

{a) param =3, (v,z) = (01,12} e (02,10);

(b) param =4, (v,z) , (02,12} e (03,13);

z
{c) param =35, (v,z)

(01,12)
= (01,13)
= (01,43), (02,43), (03,43) e (04, 34) ;
= (01,54)

(d) param =6, (v,z) = (01,54), (02,54), (03,54) e (04,54) e (05,45).

2. A Tabela 4.2, nos mostra que para m = 2, temos o c¢édigo do Exemplo 3.1.4, o qual
é invariante por translacao. Os demais c6digos ndo séo invariantes por translagao.

Com efeito, basta considerar os seguintes pares {v,z):

(a} param == 3,
(v,z) = (1010,0102) , {1020, 2102) , (2010, 2102) € (2020, 2102) ;
(b) param =4,
(v,z) = (1010, 2103) , (1020, 2103) , (1030, 2130) , {2020, 2130) (2030, 2132}
e (3030, 1200);
(¢c) param =5,
(v,z) = (1010, 2340) , (2020, 2340) , (3030, 2340)
e (4040,2341) ;
(d) para m = 6,
(v,z) = (1010,0423) , (2020, 0423) , (3030, 0422) , (4040, 4252)
e {5050,4252).

b}
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Lema 4.2.2 Sejo C CZ}, um cddigo propelinear invariante por translago m > 2. Se

v € C emy 5 id, entde my (V) 5 V.

Prova.Suponha que 7y, (v) = v, isto implica que existem vetores coordenados e; # e;

tal que 7y (e;) # e;, ou seja, 1,7 ¢ Supp (v). Logo,

wty (v) = dy{e;,vxe;)
= dy{e;,vEny(e))
= wiy (v nyle) —e;)
= wig (v e; ®(—e))

= wig{v)+2,
o que contradiz o fato de C ser invariante por translacao. n

Observagao 4.2.1 O Lema 3.1.2, wvale para gqualguer cédigo propelinear m-drio
invariante por translacio C CZY, com m > 2. Para isso, basta tomar Me; em lugar

de e;

Teorema 4.2.1 Sejam m,n inteiros maiores do que 1. Nao existem codigos
propelineares m-drios invariantes por translaglo para m > 2, exceto para C CZ,, linear

e tal que 7y = id para todo v € C.

Prova.Se C CZ é linear e tal que 7, = id para todo v € C, entao C é trivialmente

invariante por translaczo. Agora, basta mostrar que existe x € Z, tal que
wty (v) #dy (X, v*X) =wty (v& 1y (X) — X)
para algum v € C. Consideremos os seguintes casos:

1. Pelo Lema 4.2.2 e 4.2.1,segue que para 7, # id temos 7, (V} ¥ Vv e que existe um

vetor de pesc 1, digamos e; tal que
7y (€;) = e; # e;, ouseja ,i€ Supp(v) e j & Supp (v).
Portanto,wty (v) =dg (X, v+ X} = wtyg (v& 7y (X) — x) < wtg (v) + 2.
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2. Para m > 3, basta considerar 7y (V) # v, pelo item 1., temos que

i € Supp (v) e j & Supp(v).
Escolhendo x = Ae; com A # 0 e A 5 ), temos que

witg (Vvar, (X) —x) = wity (very (Ae;) — Ae;)

= ’UJtH(Ah)\?J"' )\z_)‘ ,A+)‘J, 3’)\?1.)-

Pela nossa escolha, 0 # A; & (—A) € Supp (v) e apesar de A; = 0, pois j € Supp (V)
temos 0 5= A & A; € Supp (v) . Poranto,

wtyg (v 7y (X) — X) = wig(v) + 1,

o que contradiz o fato de C ser invariante por translagao.

Comentério:

Pelo Teorema 4.2.1, podemos afirmar que nao existern cddigos propelineares
invariantes por translacao m-arios para um inteiro m > 3, ou seja, nao existem subgrupos
de Z x5, cuja acao sobre Z; preserva a distdncia de Hamming. Por outro lado, sabemos
que existem subgrupos de Z7 xS, tals que sua ac¢ao sobre Z7, é fortemente transitiva.
Por exemplo, param = 3 en = 3 temos o grupo de rétulos (Zg : Z3) que é uma extensao

que se decompoe de Zg por Zs.

4.3 Tabelas de Cédigos m-drios
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Grupo de rétulos: R
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Tabela 4.1: Tabela de cédigos ciclicos em anxsg
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Grupo de rétulos: R

Qs

Zg X 83

G1 (|G1| = 108}

Go (|Ga] = 108}
ZG X Sg
Qs

(1G] = 256)
G1 {(|Ga| = 256)

Gs

Gs (IGs] = 32)

Go (|Gs| = 64)

Go (1Gs| = 100)
Gio (|Gl

100)

Gu (1G11] = 100)

ZsXSg

Zg x Qg + Sy

ZgX@g“@‘Sg

((1010, (12) (34)), (1001, (13) (,4)))

(1010, (12) (34)) , (1001, (13) (24)))
((1020, (12) (34)) , (1002, (13) (24)))

({2010,(12) (34)), (2001, {13) (24)))

(2020, (12) (34)) , (2002, (13) (24))}

((1010, (12) (34)), (1001, (13) (24)))

((1020,(12) (34)), (1002, (13) (24)))

(1030, (12) (34)) , (1003, (13) (24))}

((2020, (12) (34)), (2002, (13) (24)))
(2030, (12) (34)) , (2003, (13} (24))}

(3030, (12) (34)) , (3003, (13) (24))) | Gr (|G+| = 32)

((1010, (12) (34)), (1001, (13} (24)})) | Gz (|Gs| = 100}

(2020, (12) (34)) , (2002, (13) (24)))
((3030, (12) (34)) , (3003, (13) (24)))

((4040, (12) (34)) , (4004, (13) (24)))

(1010, (12) (34)) , (1001, (13) (24))) | Zs x S3
((2020, (12) (34)) , (2002, (13) (24)))

(3030, (12) (34)) , (3003, (13) (24))) | Qs

(4040, (12) (34)) , (4004, (13) (24)))

(5050, (12) (34)) , (500, (13) (24)))

m | Subgrupo de Z2 xS,

2
3

4

5

6

Tabela 4.2: Tabela de cédigos em Z2 %8,
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Capitulo 5

Conclusoes

Neste trabalho exploramos a riqueza existente na teoria dos grupos, na proposta
de construcao de alguns tipos de cdédigos. Dentro desse contexto, utilizamos de forma
efetiva os grupos de isometrias de um conjunto de sinais e o produto semi-direto de
grupos. Aplicamos esses conceitos na construcao de cédigos propelineares, propelineares
invariantes por translacao e G-lineares.

Inspirado na Zs-linearidade e consequentemente na (-linearidade, fomos levados a
pensar em uma possivel generalizagao da propelinearidade. Ou seja, existem cddigos
propelineares cujo alfabeto nao seja bindrio? E cddigos propelineares invariantes por
translacao? Esses cddigos pertencem a alguma classe de cédigos j4 existentes? Ao tentar
responder essas questoes, acabamos encontrando alguns resultados que relacionam essas
classes de cddigos.

Nos Capitulos 1 e 2, apresentamos um histdrico deste trabalho, bem como os
requisitos bésicos para o seu desenvolvimento e sua compreensao.

No Capitulo 3, revisamos os principals resultados sobre cédigos propelineares
e cédigos propelineares invariantes por translacdo bindrios, como também algumas
propriedades dos cédigos G-lineares bindrios, as quails evidenciam sua uniformidade
geométrica. Obtivemos resultados que relacionaram essas classes de c6digos.

No Capftulo 4, tratamos dos cddigos propelineares e dos cddigos propelineares
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invariantes por translacao m-drios.

5.1 Contribuicoes

As contruibuicoes deste trabalho, foram apresentadas nos Capitulos 3 e 4.
Entretanto, podemos resumi-las como segue:

No Capitulo 3, apresentamos uma condicdo necessédria e suficiente para obter cadigos
propelineares bindrios. Como consequéncia, podemos afirmar que a classe dos codigos
G-lineares bindrios € uma subclasse dos cédigos propelineares. Relacionamos cddigos
propelineares invariantes por translagdo com o subgrupo estabilizador de ' {Z}), formado
pelo elemento identidade de I'(Z}). Mostramos também, que a classe dos cddigos
propelineares invariantes por translagdo de comprimento n > 2, cuja cardinalidade &
2", estd contida na classe dos cédigos G-lineares bindrios. Uma consequéncia desse
resultado, € de gue nao se deve procurar cédigos propelineares ciclicos invariantes por
translacao de comprimento n > 2, cuja ordem seja 2". Novamente, através do subgrupo
estabilizador estabelecemos uma condigao necesséria e suficiente para que um cddigo
seja G-linear. Finalmente, utilizando alguns programas computacionais implementados
no sistema GAP, apresentamos algumas tabelas de cédigos propelineares invariantes
por translagdo e de cédigos G-lineares.

No Capitulo 4, estendemos o conceito de cédigo propelinear bindrio para m-ario,
de modo que o alfabeto do cddigo base € o anel dos inteiros médulo m, indicado por
(Zin, ®, ®). Mostramos que nao existe cédigos propelineares mvariantes por translagao
em Z7 para m > 2. Isto significa que para relacionar cédigos G-lineares com cdédigos
propelineares, precisamos ampliar um pouco mais o conceito de propelinearidade, pelo

menos em termos do produto semi-direto de dois grupos.
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5.2 Swugestoes para Novos Trabalhos

Nesta secao procuramos destacar alguns tépicos de pesquisa como decorréncia do
desenvolvimento da proposta original. Estes tépicos apresentam desafios tanto sob o
ponto de vista tedrico como de aplicagdo. Sao eles:

o £ possivel estender a idéia da propelinearidade quando o grupo S, em Z5 xS, for
substituido por um grupo G # S,,. Seria possivel obter a invaridncia por translacao
para algum G # 8,7

e E possivel estender a propelinearidade a outros tipos de produtos de grupos? Por
exemplo, o produto amalgamado e o produto subdireto.

e Sabemos que os cédigos de grupo sao subgrupos do produto direto de um certo
grupo H. Para H = ZF xS, seria interessante estudar cédigos de grupo sobre
H™ = (ZF,»xS;)".

e O produto de Schreier é uma técnica de construcao de grupos a partir de grupos
conhecidos, ou seja, é exatamente um problema de extensao de grupos. Esta técnica
generaliza os produtos direto e semi-direto. Seria possivel encontrarmos um classe
de cédigos propelineares nesse produto? E de cédigos propelineares invariantes por
translacao?

e Estudar a existénela ou nao de cédigos propelineares invariantes por translacao
sobre o espaco métrico {Z}, dr}, onde dr é a métrica de Lee. Caso se confirme a
existéncia de tals cddigos, como poderiamos relaciond-los com os cédigos G-lineares,
onde G é um subgrupo do grupo de simetrias de Z7, dado por T'(Z2)? Conforme [7],

para m # 2 e m ¥ 4, temos que

T(ZM) = 27 x; (27 %S,) |
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