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Resumo

CARRION, Ronaldo, Sintese de Concentrador Aciistico através de uma Formulacdo Axi-
simétrica do Método dos Elementos de Contorno, Campinas, Faculdade de Engenharia Elétrica e

de Computacdo, Universidade Estadual de Campinas, 2000, 143 p. Dissertacio de Mestrado

Este trabalho apresenta uma formulacio por Elementos de Contorno para a andlise da
resposta dindmica de corpos eldsticos axi-siméfricos que simulam o comportamento de
concentradores acisticos. Esta formulagdo requer a integracio de algumas funcgdes, chamadas de
soluges fundamentais ou nucleos. Por se tratar de um problema com simetria axial, as solucdes
fundamentais 3D foram transformadas em solucfes fundamentais axi-simétricas através da
mudanga de coordenadas retangulares para cilindricas e posterior integracio sobre o eixo
azimutal, o que diminui o problema de uma dimensdo. A integragio numérica de alguns nucleos
dindrnicos apresenta singularidade e isto ¢ contornado através da subtracio dos correspondentes
ntcleos estdticos, artificio este, chamado de regularizacio da integral singular. A implementacio
por Elementos de Contorno ¢ validada pela determinagdo da resposta de um cilindro cujos dados
modais sao conhecidos, isto é, as freqii€éncias naturais e os modos de vibracfio. A metodologia €
também aplicada para analisar a resposta de um concentrador actstico empregado em terapia

médica.

Palavras Chave

Método dos Elementos de Contorno, Corpos Axi-simétricos, Concentradores Acisticos
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Abstract

CARRION, Ronaldo Sintese de Concenirador Acistico através de uma Formulacdo Axi-
simétrica do Mérodo dos Elementos de Contorno, Campinas, Faculdade de Engenharia Elétrica e

de Computacio, Universidade Estadual de Campinas, 2000, 143 p. Dissertacdo de Mestrado

A Boundary Element formulation to analyze the dynamic response of elastic
axisymmetric bodies is presented to simulate the behaviour of an acoustic concentrator. The
formulation requires some functions to be integrate, called fundamental solutions or kernels.
Since the problem has axial simmetry, the 3D kernels were transformed into axisymmetric ones
by a coordinate change and an integration over the azimuthal direction, what makes the problem
one less dimension. The singularity presented in some dynamic kernels is regularized subtracting
the corresponding static kernels. The BE implementation is validated by determining the response
of a cylinder with known modal data, ie. eigenfrequencies and eigenmodes. The methodology is

also applied (o unalyze the response of an acoustic concentrator.

Key Words

Boundary Elements Method, Axisymmetric Bodies. Acoustic Concentrator
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INTRODUCAO

Equipamentos de ultra-som de poténcia vém progressivamente se tornando auxiliares
poderosos nos processos industriais, ao lado das tecnologias tradicionais, em aplicagdes tais
como: usinagem de precisio, soldagem, limpeza, emulsificacdo, ruptura celular e esterilizacio,
entre outras.

Em medicina, diversas aplicacOes surgiram nas tltimas décadas e os equipamentos
médicos utilizando tecnologia ultra-sdnica de poténeia vieram imcorporar definitivamente o
arsenal terapéutico ja existente, principalmente nas especialidades cirdrgicas € em fisioterapia.

As vantagens das ferramentas baseadas em vibracdes ultra-sdnicas em relacdo as
tecnologias tradicionais repousam essencialmente na auséncia de pecas moéveis, na grande
densidade de energia envolvida e sobretudo num aproveitamento diferenciado desta energia, em
fun¢ao das impedéncias actisticas dos diferentes tecidos ou meios envolvidos no processo. Pode-
se citar o desenvolvimento de equipamentos de terapia, tais como o bisturi ultra-sénico para
cirurgia oncoldgica, a faco-emulsificagiio de cataratas, os instrumentos de cirurgia ortopédica, a
fragmentacdo de calculoses urindrias e vesicais, a detartaragem dentdria, a hipertermia em
fisioterapia, etc.

A geragdo de ondas ou impulsdes actsticas faz necessariamente uso de transdutores, cujo
rendimento energético continua sendo objeto de otimizacdo, com o intuito de melhorar a
conversdo eletro-aclistica e 0 acoplamento com o meio biolégico.

Os transdutores ulira-sonicos de poténcia sdo geralmente constituidos de partes ativas e
passivas. As partes ativas, onde se dd a conversio eletro-mecanica da energia, podem utilizar o
principio da magnetostricdo ou (com muito maior freqiiéncia) ceramicas piezoelétricas, que

sofrem modificacbes geométricas quando submetidas a um campo elétrico. As partes passivas



constituem-se de massas geralmente metilicas, dispostas 4 frente e atrds do transdutor, com a
finalidade de muodificar as condi¢des de acoplamento actistico com o meio externo, aumentar a
amplitude vibratdria na face frontal e, se necessério, aplicar um pré-tensionamento mecanico as

cerdmicas piezoelétricas (FiguraI.1).

massa traseira

(parte passiva)
4

|

|

ceramica concentrador

(parte ativa) (parte passiva)

Figura I.1 - Transdutor ultra-sénico

Pela facilidade na constru¢io, normalmente é adotada uma geometria axi-simétrica no
conjunto. A se¢o transversal e as caracterfsticas da cada um dos materiais componentes do
transdutor determinam a sua eficiéncia. Uma reducio da secio transversal da parte frontal do
transdutor estd associada a um aumento da amplitude vibratéria nesta face, o que € desejavel para
se produzir ai um campo actistico mais intenso e com energia concentrada. Esta parte frontal é
entdo chamada concentrador,

Uma preocupagio sempre presente no projeto dos transdutores € maximizar sua eficiéncia
acstica, definida como a relagdo entre a energia actstica ttil na extremidade do concentrador e a
energia elétrica consumida. Esta preocupagio é particularmente critica para transdutores que

operam com poténcias da ordem de centenas de watts, onde mesmo perdas de poucos pontos



percentuais podem significar sérios problemas para a estabilidade térmica e a durabilidade do
conjunto.

Para a andlise das perdas em um sistema mecinico é necessdrio considerar os dois
mecanismos responsavels pela retirada de energia do sistema: quando um corpo vibra existe uma
perda causada por atritos internos nos materiais envolvidos na condugio da energia. Este tipo de
perda € conhecido como amortecimento interno ou amortecimento material. Em meios ilimitados,
porém, também € possivel que energia seja retirada das proximidades de sua fonte por ondas que
se propagam através deste meio e que ndo sio refletidas. Este mecanismo ¢ chamado de
amortecimento geomeétrico.

Uma primeira anélise do transdutor, na qual € assumido contato perfeito entre a cerimica
e o concentrador, indica gue os dois mecanismos de amortecimento estio presentes no sistema.
De um lado a cerdmica ¢ o concentrador ao serem submetidos a vibracGes dissipam energia por
atrito interno, dando origem as perdas internas; por outro lado o concentrador {e em dltima
instancia também a cerdmica) quando vibram geram um campo aciistico que dissipa energia na
forma de ondas radiadas.

Este campo acustico € gerado em decorréncia de deslocamentos normais a toda a
superficie do transdutor, e ndo sé na face frontal do concentrador, Isso significa que apenas o
campo gerado na extremidade do concentrador é considerado util, sendo o restante da energia
acustica considerada perda por radiac¢do, chamada perda actstica.

Um procedimento de aprimoramento da eficiéncia dos transdutores de ultra-som passa
pela avaliacdo quantitativa das perdas internas ¢ das perdas acisticas. Do ponto de vista das
perdas actisticas seria importante obter uma geometria dos transdator que causasse o minimo de

radiagdo acustica fora da regifio de utiliza¢do da energia ultra-sonica.

MOTIVACAO

Este trabalho pretende modelar o comportamento dinimico estacionario da parte passiva
frontal dos transdutores de ultra-som com o objetivo de criar uma ferramenta de simulacio que
possa auxiliar na determinago dos campos aclisticos, Gtil e ndo-utilizavel, gerados por um

concentrador de geometria determinada. O procedimento de modelagemn deve ser tal que permita,



dentro de limites estabelecidos, uma variacio arbitraria da geometria do concentrador. Uma
modelagem que seja suficientemente maledvel para descrever uma variacdo geométrica do
transdutor pode ser utilizada, em uma etapa posterior, para a determinagdo das parcelas ttil e ndo-
il do campo actstico gerado pelo transdutor.

A partir do campo de deslocamentos do concentrador é possivel simular o campo acistico
total gerado utilizando-se ferramentas numéricas tais como, por exemplo, o Método dos
Elementos de Contorno [Anzou 1996]. De posse do campo actstico total € possivel quantificar a
sua parcela til, passivel de ser aplicada em sistemnas de ultra-som. Vanando-se a geometria
obtém-se outros campos de deslocamentos na superficie do concentrador e conseqiientemente
outro campo aclstico total pode ser determinado. Assim, embora a modelagem do
comportarmento dindmico do concentrador nio venha contribuir diretamente na determinacdo das

perdas acusticas, ela € um passo necessdrio para a andlise de perdas aciisticas do transdutor,

METODOLOGIA PROPOSTA

Em uma primeira abordagem, o concentrador pode ser modelado como um meio elastico
ou viscoeldstico. linear, homogéneo ¢ isotrépico. A questdo da modelagem do concentrador passa
entdo a ser a solucdo de um Problema de Valor de Contorno da (Visco)Elastodinimica
Tridimensional. O requisito de soluciio de um problema de valor de contorno de elastodindmica
com geometria arbitrariamente varidvel exclui a possibilidade de solucBes analiticas. Deve-se
entao procurar uma ferramenta numérica adequada para aproximar a solugdo do problema em
questdo.

No dmbito da soluciio aproximada de problemas de valor de contorno lineares, dois
meétodos numéricos concorrentes estdo disponiveis. O primeiro deles, e o mais utilizado entre os
engesheiros ¢ o Método dos Elementos Finitos (MEF) [Zienkiewicz/Morgan 1983]. Uma
alternativa que nos dltimos anos vem sendo progressivamente utilizada na solugdo de diversos
tipos de problemus lineares € o chamado Método dos Elementos de Contorno (MEC). A diferenca
mais significativa entre os dois métodos € que enquanto o MEF exige a discretizacdo de todo o

dominio sendo modelado. o MEC somente requer a discretizagdo da superficie do respectivo



dominio [Brebbia/Dominguez 1989, Kane 1994]. A conseqiiéncia mais imediata é que no MEC a
dimensdo do problema a ser tratado € reduzido de uma ordem. Assim, problemas tridimensionais
somente necessitam a discretizago de uma superficie, enquanto problemas bidimensionais
requerem a discretizacéo de uma linha. Problemas unidimensionais sdo reduzidos a dois pontos
nos extremos do dominio {Hartmann 1986]. Uma implicacio importante desta reducio de uma
ordem da dimens&o do problema sendo tratado pelo MEC € que o sistema algébrico resultante da
discretizagdo € bem menor que a contrapartida produzida pelo MEF. Outro aspecto importante do
MEC € que ele ¢ capaz de modelar naturalmente o amortecimento geométrico associado 3
propagacao de ondas em meios ilimitados [Dominguez 1993, Anzou 1996], sem ter que recorrer a
elementos ou técnicas especiais como no caso do MEF [Bettess 1992, Zavala 1999]. Uma
discussdo mais detalhada sobre as vantagens e desvantagens relativas do MEC quando comparado
a0 MEF pode ser encontrada em [Mesquita/Pontes/Sousa 1994 a,b].

No presente trabalho optou-se por modelar o comportamento elastodinimico estacionario
do concentrador através do MEC, por duas razdes principais:

1} o concentrador possui uma geometria axi-simétrica, conseqiienternente uma
modelagem via MEF significa discretizar uma superficie (a superficie geradora do sélido de
revolugdo) enquanto o tratamento via MEC se reduz & discretizagdo de uma linha (a linha
geradora da superficie de revolugdo). Desta forma o sistema algébrico resultante da aplicagdo do
MEC ¢ significativamente menor do que aquele que seria obtido pelo MEF. Tendo em vista que
em uma etapa posterior seja possivel a implementacio de um processo de otimizacdo da
geometria do transdutor (visando minimizar as perdas acisticas) e que isto implica em um
processo iterativo onde as equagbes algébricas do sistema sio montadas ruitas vezes, a
existéncia de um sistema algébrico menor pode levar a um processo de otimizacao
computacionalmente mais eficiente.

2) a geragdo do campo acustico total em um dominjo aberto (ilimitado) a partir do campo
de deslocamentos na superficie do concentrador € realizada de forma mais eficiente através do
MEC [Anzou 1996]. Por sua vez o acoplamento entre o campo de deslocamento na superficie do
concenirador e 0 campo acistico externo é realizado também de forma mais eficiente se ambos os
campos forem sintetizados através da Metodologia de Elementos de Contorno [Sousa 1992,

Mesquita/Pontes/Sousa 1994 a,b]. A alternativa de se acoplar o campo de deslocamentos do



transdutor, obtido via MEF, com o campo acistico exterior, descrito pelo MEC € vidvel, mas
implica em acoplar sistemas algébricos com caracterfsticas distintas e resulta ern sisternas finais
de dimensdes maiores [Sousa 1992].

O fato de existiremn poucos trabalhos sobre a implementacdo do MEC na elastodinimica
axi-simétrica estaciondria e o interesse em investigar com mais detalhes o desempenho numérico

desta implementagdo, constituem motivacio suplementar para a escolha do MEC como

ferramenta de modelagem do concentrador em questo.

ESTADO DA ARTE

No que diz respeito a aplicacdo do MEC em problemas axi-simétricos, em 1977 Cruse,
Snow e Wilson utilizaram o método da equacio integral de contorno para a solugdo de um
problema estdtico de andlise de tensdes num corpo axi-simétrico sujeito a carregamento também
axi-simétrico, fazendo a transformacio das integrais dos nicleos de deslocamento e forcas de
superficie tridimensionais em coordenadas cartesianas para coordenadas cilindricas, o que
possibilitou ainda uma transformaggo destas titimas em integrais elipticas do primeiro e segundo
tipos, com resultados compardveis aos valores analiticos e numéricos {MEF). Em 1982,
Yoshikawa e Tanaka propuseram uma formulacdo para o problema potencial axi-simétrico no
qual usaram a solucio fundamental tridimensional. A integracio dos niicleos de potencial na
geometria axi-simétrica foi feita através de um procedimento matematico envolvendo integracdes
analitica e numérica (Quadratura Gaussiana). Através do conceito de potencial uniforme resultar
em fluxo zero, foi possivel também calcular os termos singulares dos nidcleos de fluxo do
potencial.

Ja em 1985, Gomez-Lera, Alarcon e Dominguez apresentaram alguns resultados obtidos
num problema de intera¢do solo-estrutura usando a solucio fundamental tridimensional dindmica
como fungdo ponderadora enquanto mantinham a representacdo da geometria axi-simétrica em
coordenadas cilindricas. Para resolver o problema das singularidades, foi usada a estratégia de
regularizacdo da integral singular (subtrair o ndcleo estitico do dindmico) e somado um célculo
analitico. Um ano mais tarde, Rizzo e Shippy mostraram um procedimento de formulagdo e

solucao numeérica elastostatica envolvendo corpos ¢ carregamentos axi-simétricos através do uso



das integrais elipticas do primeiro e segundo tipos. Também acrescentaram condicdes de
contorno  nao-axi-siméiricas, resolvendo este problema por meio da andlise de Fourier
expandindo estas condi¢des de contorno em Série de Fourier.

Emperador e Dominguez, em 1989, utilizaram o MEC novamente num estudo de
interacdo solo-estrutura para obter as func¢des de rigidez dinimica de fundacdes cilindricas e
hemisféricas engastadas em semi-espacos uniformes e estratificados e, no mesmo ano, Wang e
Banerjee retomaram o tema do estudo de sélidos axi-simétricos sujeitos a carregamento estatico
nao-axi-simétrico resolvidos pela expansio das varidveis em Série de Fourier, acrescentando
detalhes como a subestruturacfo para facilitar a andlise de problemas de multi-dominio.

Em 1990, Wang e Banerjee publicam dois trabalhos relacionados ao tema. No primetro,
complementando um estudo anterior feito por eles proprios sobre vibracdes livres de sélidos de
revolucdo utilizando o MEC (com o uso das integrais elipticas) juntamente com outro método de
integracdo particular, fizeram a apdlise de vibracdes livres nio axi-simétricas de sélidos axi-
simétricos; no segundo, propuseram uma combinagio da formulacio tridimensional
elastodindmica com geometria e carregamento axi-simétricos juntamente com a expansio da
Série de Fourier para condigdes de contorno ndo axi-simétrica resultando numa analise
elastodindmica axi-simétrica geral para o MEC.

Em 1992, Becker publica um livro sobre o MEC aplicado em problemas estéticos, em que
um dos capitulos ¢ dedicado exclusivamente a problemas potenciais e elastostaticos axi-
simétricos, trazendo também um programa fonte (BEACON) bastante diddtico e esclarecedor,
capaz de resolver problemas elastostéticos bidimensionais e axi-simétricos.

No ano seguinte, 1993, Dominguez também publica um livro sobre a aplicacdo do MEC
em dindmica, que traz em um de seus capitulos o estudo do problema harménico tridimensional
com um programa fonte (CONDTHEH) em que mostra como é feita a regularizacio da integral

singular.

Vale notar que estas duas dltimas referéncias foram de absoluta relevancia na elaboracio

do programa que faz parte dos resultados deste trabalho.



ESTRUTURA DO TRABALHO

Este trabalho esta dividido da seguinte maneira.

Capitulo 1: Breve revisio da teoria de Mecanica dos Sélidos englobando os conceitos de
estados de tensa@o e deformacao de um ponto juntamente com as equagles que relacionam os dois
estados além das equagbes bdsicas da Elasticidade Linear, com o objetivo de lancar as bases
tedricas que serdo necessarias ao longo de todo o trabalho;

Capitulo 2: O MEC e a Elastostética Linear. O proposito deste capitulo € a formulagio do
MEC para problemas elastostiticos, tendo em vista que o problema dindmico axi-simétrico &
resolvido neste trabalho usando uma estratégia matemstica em que € necessdria a prévia resoluciio
do primeiro;

Capitule 3: A Elastostitica Axi-simétrica. Aqui sdo mostradas todas as particularizacdes
necessdrias para a resolugéo de um problema elastostitico axi-simétrico incluindo a execucdo de
um programa computacional, os resultados obtidos e discussdo;

Capitulo 4. O MEC ¢ a Elastodinimica Linear. Este capitulo visa a formulagio do MEC
para problemas elastodindmicos, ¢ como no capitulo anterior, com as particularizacdes para
problemas axi-simétricos além da execugdo de um programa computacional, os resultados
obtidos e discussio;

Capitulo 5: Aplicagdes. Usando o programa computacional resultante deste trabalho, este
capitulo busca analisar o desempenho, sob condigdes especificadas no seu decorrer, de algumas
geometrias que podem simular o modo de operacio de um concentrador ultra-s6nico;

Capitulo 6: Discussio, Conclusdes e Perspectivas.



CAPITULO 1

Conceitos de Mecinica dos Sélidos e Elasticidade Linear

O propdsito deste capitulo é fazer uma breve revisio da Teoria da Elasticidade Linear
englobando basicamente os conceitos de tensdo e deformacio, bem como as relacdes existentes
entre elas através das equagdes constitutivas [Fung 1977, Popov 1978], apresentando em seguida

as equacOes basicas da Elastodindmica Linear [Eringen/Suhubi 1975].
1.1 - ANALISE DE TENSAQ

1.1.1 — A IDEIA DE TENSAO

Considerando um sisterna na mecinica da particula, devemos especificar exatamente a
maneira pela qual uma ¢ influenciada pelas demais. De maneira similar, na mecanica do
continuo, temos que considerar a interacdo entre uma por¢do e outra de um mesmo corpo.
Entretanto, uma vez gue o continuo é uma abstracdo matemdtica, pois mesmo o menor volume
contém um grande nimero de particulas, é necessdria uma outra maneira para descrever esta
interac@o que ndo seja sob o conceito de particula. E a partir daf que se cria o conceito de tensio.

Considere um material continuo B ocupando uma regizo espacial V' (Figura 1.1) e uma

superficie S fechada dentro de B. Queremos expressar a interaciio entre a porgdo externa ¢ interna
als.



Figura 1.1 - Principio da tensio.

Esta mteracdo pode ser dividida em dois tipos: o primeiro devido as forcas de acdo 2
distancia, como a gravitacional ou eletromagnética, que podem ser expressas como forga por
unidade de volume e que sdo chamadas de forgas de corpo; e o segundo tipo de interacdio é
devido & agdo de forgas através da superficie de contorno S, chamadas de forgas de superficie.
Para expressar esta altima, vamos considerar um pequeno elemento de 4rea AS na superficie S e,
de um ponto em AS, um vetor unitdrio # normal a AS com sua direcdo voltada para o lado externo
de S. Com isto podemos distinguir os dois lados de AS de acordo com a direcdo de n, de maneira
que o lado para o qual este vetor normal aponta serd considerado o lado positivo. A parte do
material que €std neste lado exerce uma forga AF na outra porgdo, a qual estd situada no lado
negativo em relacao a normal, ressaltando-se que esta forca AF depende da localizacio e
tamanho da 4rea e da orientacéo do vetor normal. Fazendo com que AS tenda a zero, a relagdo
AF/AS tende para o limite dF/dS, e o momento resultante agindo na superficie AS em relacio a

gualquer ponto dentro desta drea sera zero. Desta forma, este vetor, no limite, serd escrito como:

= dF
il 1.1
ds 4.1y

10



”n
onde o sobrescrito a € introduzido para denotar a direcdo normal i superficie AS. O vetor ¢ ¢

chamado de vetor forca de superficie ou vetor tensio e representa a forga por unidade de drea

agindo na superficie.
1.1.2 - NOTACAO PARA AS COMPONENTES DA TENSAO

Considere um caso especial no qual a superficie AS; (k= 1, 2 ou 3), é paralela a um dos
planos do sistema de coordenadas retangulares. A normal a AS; estd na direcdo positiva do eixo

k k k %
x¢. O vetor tensd@o agindo em AS; € denotado por £, com trés componentes /1, /> € f3 orientadas

k
nas dire¢des dos e1X0s xj, X2 € x3 , respectivamente. O indice i de 7, denota a componente da
forca, e o simbolo & indica a normal & superficie na qual a forca estd agindo. Neste caso especial,

introduzimos um novo conjunto de simbolos para as componentes da tensio (ver Figura 1.2).

33
// i
4 Gy
e e
< J3y S
“ 023
¥
T13 i
P ¥
R rd .
// G2 7
xﬁ U‘}
e » X9

Figura 1.2 — Notac#o para as componentes da tensio.
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& ! x
L =0y, [2=0,, 13 =04 (1.2)

Rearranjando as componentes das forcas de superficie agindo nas superficies AS, numa

matriz, obtemos:

i 2 Oy Oy (1.3)

As componentes G,,, 0,, ¢ 0,, sdo chamadas de tensdes normais, € as componentes

restantes 0y, , Oy, etc., sa0 chamadas de tensdes de cisalhamento.

Pode-se mostrar que as componentes o, das tensdes obtidas a partir de trés planos

mutuamente perpendiculares, formam um tensor do 2° grau.

1.1.3 - FORMULA DE CAUCHY

Vamos agora estabelecer uma relacao entre as componentes do tensor de tensdes, que sdo
também as componentes dos vetores de tensio atuando em trés planos mutuamente
perpendiculares, com as componentes do vetor tensdo atuando em um plano de direcdo arbitraria,
caracterizado pela normal n.

Consideremos um tetraedro infinitesimal formado por trés superficies paralelas aos planos

coordenados e uma outra superficie normal ao vetor unitario # (Figura 1.3). A drea da superficie

normal ao vetor # € dS.

As dreas das outras trés superficies sio:

dS; =dScos(n, x;) =n, dS = drea da superficie paralela ao plano x.x |
dS; = dS cos(n, x2) = n» dS = drea da superficie paralela ao plano x3x, ,

dSz = dS cos(n, x3) = n3 dS = drea da superficie paralela ao plano x;x,

£

i2



e o volume do tetraedro é:

dv=— hdS (1.4)

onde / € a altura do vértice P oposto a dS.

R ds,
S
- A
ds: S L n
BN Oy / n
\\J P /
-
g i
& - . / \ - "
21 o = [ rn
X S 3
B :
- P - -
T 7
i Ta ~
G Tiz B oa
o N s 4
/ 1 ds
- (o3

Figura 1.3 — Forgas de superficie num tetraedro.

As forgas na direcdo positiva de x;, agindo nas trés superficies coordenadas, podem ser

escritas como:
(_Gfi”*"el)dsl (_021+32)d52 (_531+€3)d83

onde o, 0,, O3 sao as tensGes no vértice P oposto a dS . O sinal negativo vemn do fato das

normais as trés superficies terem sentidos opostos em relaciio a0s eixos coordenados, e 0s °s S40
inseridos porque as forcas de superficie agem num ponto levemente diferente de P . Se

admitirmos que o campo de tensdes € continuo, entio ¢, ¢; e e5 sA0 quantidades infinitesimais.

13



n
Por outro lado, a forca agindo no tridingulo normal a # tem uma componente (tﬁ—eJdS na

direcdo positiva de x; e as forgas de corpo tém uma componente na diregdo de x; igual a

n
(5, +e)dv. Aqui £ e b, referem-se ao ponto P, e e e e’ sfio novamente infinitesimais. A primeira

equacio de equilibrio esttico (somatério das forcas atuando na direcio x;) é entdo:
" i 1
(““611 -E-e;)niciS+(—02, +ez)”zdS+(_‘731 +e3}n3dS+[t1+eJdS+(b, +e )ghdS =0

Dividindo os termos por dS e tomando no limite % — 0 nOtamos entao que e, e, 3, e e ¢’

tendem a zero com /A, € assim temos

£

=01 +0,n, +o,n, (1.5a)

que € a primeira componente da Férmula de Cauchy, onde as outras componentes seguem o

mesmo raciocinio, e s3o:

n

{2 = Gy + Oy, + 01, (1.5b)

n

13 =031 + 030, + 041, (1.5¢)

A Formula de Cauchy pode ser escrita em notaciio indicial como:

Ly =o.un, (1.6)

€ Nos mostra que as nove componentes do tensor de tensdes o, definem as forgas de superficie

através de qualquer elemento cuja superficie seja caracterizada por uma normal n. Desta forma o
estado de tensdo de um corpo é completamente caracterizado por este conjunto de quantidades

G{I'
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1.1.4 - EQUACOES DE EQUILIBRIO

Considere um paralelepipedo infinitesimal em equilibrio, com suas superficies paralelas

aos planos coordenados. As tensdes agindo nas virias superficies sdo mostradas na Figura 1.4. A
for¢a o, dx, dx, age no lado esquerdo e a forca {o—” +(aa%9x ]dx,]dxzdx3 age no lado direito.
1

As forcas de corpo s@o b, dx, dx, dx,.

O+ fdz)dxs
E

L~

i e
P TuHdG fBx)dr;
Ot (00 /) . T

e 4

H 7 ¢ © GO fox)dx,
T3 » !
o o1-(d oy, /dxy)dx,
o A T o
Oz d
& ) - —‘Gz‘« o O'Eifﬁgm_w foxy dx,
*2 e o dxs
i D - 1 -
dxy O C
-

Figura 1.4 — Componentes da tens&o em equilibrio num paralelogramo infinitesimal.

Todas as componentes da tensao sdo funcdes da posicio. Assim a componente ¢, é
fungdo de x;, x, e x,. Num ponto levemente deslocado para a direita de (x, ,X,,%, ), chamado de
(x,+dg.x,,x,) o valor da tensio o), € o(x +dx.x,,x,). Mas se o, ¢ uma fungao

diferencidvel, entdo de acordo com o Teorema de Taylor podemos escrever:

d0,,
ox,

Gli(xl +dxf,x2,x3)mO’,}(x,,xz,x3)+dx1 (xzfxvxs)'i‘---

onde os outros termos da anterior sdo suficientemente pequenos quando comparados com o termo
em dy, .
15



Considerando as for¢as na direco %, € lembrando que o corpo estd em equilibrio, as seis

componentes das forcas de superficie e uma da forga de corpo devem satisfazer a relagio:

[Jn *%i—dxl ]dxzdxa —0,,dx,dx, '*‘{‘721 + ?;25 dx, def%dxl = 0y dx,dx, +
!

2

[531 +%%de3 desdxi = oy dx,dx, + bdx,dx,dx, = p ty d,dx,dx,
Xy

onde i € a componente da aceleracio na direcdo x, e p € a densidade de massa (massa por
unidade de volume).

Dividindo por dx,dx,dx, e fazendo o limite dx, — 0 (i = 1, 2, 3), obtemos:

%‘2' + aa‘;ﬂ + %i“ +b = pi, (1.7a)

2 3

Considerando também o equilibrio de forcas nas direcbes x, e Xy,

obtemos
respectivamente:
do,, do,, do,, .
S5t h = pii, 1.7b
dx, ox, odx, p (170)
do,  do,, do,, N
249 4 90 g 1.7c
ox, dx, dx, = (1.7¢)
Podemos escrever o conjunto de Equagbes (1.7), em notacdo indicial, como:
do ;.
ax“ +b,=p i, (1.8)

k3

i6




O equilibrio rotacional (equilibrio de momentos) de um elemento também deve ser
estabelecido. Vejamos por exemplo os momentos das forcas agindo nas faces do elemento sobre
a linha AE, que € paralela ao eixo x; (ver Figura 1.4). As tensGes que agem nas faces ABCD e
EFGH contribuem com momento resultante nulo. O mesmo ocorre com as tensdes normais que

agem nas outras quatro faces. Entretanto, o momento em relagiio a AE da forca devido 4 tensdo

G ,; agindo na face BCGF, cuja drea € dx; dx; , é o, 3(M2 d)@)(:b:i . Este deve ser balanceado pelo

momento da forga devido & tensdo o,, agindo na face CDHG, que é o, (dx, dxz)dx3 na direcio

oposta. Assim:
O3 =0y

Considerando também o equilibrio de momentos sobre linhas paralelas 20s eixos x; e X1,

obtemos respectivamente:

O, =0y c 0y =05

Esta consideragao nos conduz a uma importante conclusdio que é a simetria do tensor de tensdes,

ou seja;
G,;=0, (1.9)

Podemos observar que as equagdes acima (a equago de equilibrio e a simetria do tensor
de tensdes) decorrem somente das exigéncias do equilfbrio e sfio vélidas para qualquer meio

continuo.
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1.2 - ANALISE DE DEFORMACAO

1.2.1 - CONCEITO DE DEFORMACAO

Um corpo s6lido se deforma quando sujejto a mudangas de temperatura ou a umna carga
externa. Por exemplo, quando um corpo esta submetido a uma forca crescente P, como mostrado
na Figura 1.5, ocorre mudanga no comprimento do elemento entre dois pontos, como 4 e B .
Observa-se maior deformagdo com uma mesma carga € consequentemente uma distincia maior
entre esses dois pontos. Dessa forma, € de maior utilidade a referéncia ao alon gamento observado

por unidade de comprimento, isto €, a taxa de deformacéo.

P
/I BN
el S

A

. B
TN
R
iy

Figura 1.5 ~ Representacio de um COTpQ sujelto & tracio,

Se Iy é o comprimento original e / é o observado apés a deformagdo, e sendo Al o
alongamento, entdo pode-se escrever 4/ = [ - [, . Assim, o alongamento por unidade de

comprimento £ é

v dl Al
g_jc?e_m (1.10)

o

Esse alongamento por unidade de comprimento é chamado de deformacio linear e é uma
quantidade adimensional. Além deste tipo deformagdo, um corpo também pode sofrer

deformac@o angular como mostrado na Figura 1.6.
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UNICAMP

BIBLIOTECA CENTRAL
// SECAO CIRCULANTF

Figura 1.6 — Deformagado angular de um elemento.

Tais deformagbes causam uma mudanca nos dngulos retos iniciais entre as linhas

imaginarias do corpo, e essa alteragio angular define a deformacdo de cisalhamento ou

deformacéo angular.

1.2.2 - DEFINICAO MATEMATICA DE DEFORMACAO

Como as deformagBes geralmente variam de ponto para ponto, as definicdes de

deformacdo devem ser varidveis continuas. Considere uma deformacdo linear ocorrendo numa

diregio, como mostra a Figura 1.7 (a). Os pontos 4 ¢ B movem-se para 4’ e B’ respectivamente.

(a)

A

» Xp Uy
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Xz, Uy

A

i
Lyt {Buz /aXQ) dx,
!

dx;

[

5]

! ¥

Hy dx; L«';*(al{l /a)ﬁ) d.X]
0 >
RS
(b)
Xa, Un
A uy +(Juy 9x) d,
E
i
. au, /aJCz
\
dx?. R - ‘auz /'axl
. :
iy
' 1
D - - C
Hy
) X, Uy
(c)

Figura 1.7 — Elementos carregados nas posicdes inicial e final



Durante a deformacio, o ponto 4 sofre um deslocamento u;. O deslocamento do ponto B é

up + Au) porque, além de u; , comum a todo elemento 4x, , ocorre a distensio iy no elemento.

Assim, a defini¢do da taxa de deformacgo linear é

£ = lim 3 - 94 . (1.11)
Ar—)OAxI dx}

Se um corpo sofre deformagdes em direges ortogonais, como & mostrado na Figura 1.7
(b) para o caso bidimensional, as deformagdes decorrentes devem ser diferenciadas por meio de
indices, sendo pela mesma razdo necessario mudar as derivadas ordindrias para parciais. Dessa
forma, se em um ponto do corpo, u), u, e us forem as trés componentes de deslocamento

ocorrendo nas diregdes ¥, X2 € x3 respectivamente, as definicdes basicas de deformagédo linear

ficam
du, ou, ou.,
E = &y = —, £y =t 1.12
L ox, T dx, T ox, 12
Observe que podem ser usados indices duplos, analogamente aqueles de tenséo.
Assim;

& =g &) =&y € By (1.13)

onde um dos indices designa a direcdo do deslocamento, e o outro a direcdo da variagdo do

deslocamento. O sinal positivo aplica-se a alongamentos, enquanio que encurtamentos sio

deformac@es lineares negativas.

Em acréscimo a deformacéo linear, um elemento também pode sofrer uma deformacio

angular (transversal), como € mostrado no plano x;-x; da Figura 1.7 (c). Isso inclina os lados do

~ : U T
elemento deformado em relacdo aos eixos x; ¢ x,. Observe-se que ou, oy TEPresenta a variagdo
|

do deslocamento # na dire¢ao x; e representa também a deformacdo angular da face horizontal
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paralela ao eixo x;. Analogamente, o lado vertical gira de um ingulo Bzy e, em decorréncia

ox,

disto, o angulo inicialmente reto CDE reduz-se de (a% )-&(a% ] Assim, para pequenas
I 2

mudangas de angulo, a definicao de deformacio an gular associada com as direcdes x,; x, sdo

_ dy du,

};]2_—8_ }/21: (1.1421)
Xy

Para se chegar a essa equacfo, admite-se que tangentes de pequenos dngulos sejam iguais

aos dngulos em si.

As definigdes de deformages angulares para as demais direcbes sdo andlogas aquelas da

Hquacdo (1.14 a).

3 ou,
%3=a—:-'~ “:i (1.14b)
3 1
du, o,
ILE x'a_i:” Vi = azn (1.14c)

O conjunto de Equacdes (1.13) e (1.14) define nove componentes da deformacio. Pode-se

mostrar que estas também sao componentes de um tensor de 2° grau, mas uma vez que ¥, # ¥,

este tensor ndo € simétrico. Na seqliéncia serd comentada uma convencdo capaz de tornar

simétrico o tensor de deformacées.
Observando a Figura 1.8, notamos que nos trés casos mostrados a deformacdo angular do

elemento ¢ sempre a mesma ¢ igual & soma ¥, + 72y = . O que diferencia as figuras ndo é a

deformagdo angular mas sim uma rotacéo de corpo rigido.

Podemos usar o fato das deformacdes em 1.8 (a), (b) e (c) serem iguais para definirmos

uma outra medida da deformacao angular:
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Ep =&y = ) (1.15a)
+ .

&, =€y Uz +7) (1.15b)
2

&, =&, = Gt ;yz‘) (1.15¢)

As definicdes para as deformagdes lineares (1.12) € angulares (1.15) podem ser escritas de

forma tnica através da expressio indicial:
o L9 o (1.16
T2, T Ao

. - . . — - - < M
ou ainda usando a convencio de diferenciacio na notacio indicial 8/ =u, , (emos:

ox

J

€y =-;—(M,,, +u,_,-) (1.16b)

As Equagbes (1.16) definem o chamado tensor de pequenas deformacdes de Cauchy e sua

representagio matricial € da forma:

gl ] 81 3 gl 3
£, =&, &y En (1.17)
gﬂ {;‘32 833

Devemos observar que as diagonais de tensor contém deformacdes lineares
(alongamentos ¢ encurtamentos) e que os lermos ndo diagonais representam deformacdes

angulares. Este tensor define completamente as pequenas deformacdes que um corpo pode sofrer.
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Sua defini¢do & baseada somente na descricio da cinemitica possivel do movimento do continuo,

considerando-se pequenos deslocamentos e deformagdes.

(a) ) (©

Figura 1.8 — Deformacées angulares.

1.3 — EQUACOES CONSTITUTIVAS

Como foi visto, o tensor de tensdes e suas relagbes advinham da interacdo dos corpos
através de superficies e das imposi¢des do equilibrio. O tensor de deformacdes foi definido a
partir da cinematica de pequenas deformacdes e deslocamentos. Assim estas grandezas ce ¢
foram definidas independentemente uma da outra.

Mas € um fato observavel que deformacdes em um corpo induzem tensdes no mesmo e,
reciprocamente, esforcos aplicados em um corpo induzem deformagdes.

A ligagio entre estas grandezas ¢ feita pelas propriedades do corpo (continuo). As
expressOes matemdticas destas relagBes entre tensdes e deformagdes sdo conhecidas como
equacoes constitutivas.

Uma forma particular de equacio constitutiva é aquela dos materiais que se comportam
linearmente. A relagio entre as seis componentes do tensor de tensées e de deformacdes para

materiais lineares € conhecida como Lei de Hooke generalizada, que segue:
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&, = A0 + 4,0, + 4,0, + 4,0, + A505 + A4,403,
€y = Ay 0) + A0y, + 4,05, + 4,0, + A0y + A0y,
€33 = A3 0 + A3y0y + 430, + 4,0, + A350 53 + A0,
Epp = A0y + A0y, + A0y, + Au0,, + Ay + Ay 0,
€3 = A5\0y, + AsyOpy + 430y + 4,0, + A0y + A0y,

&y = A0y, + A0y + A0 + A5 0y + A0y + AT (1.18)

onde 0s 4; $30 constantes que caracterizam as propriedades do material (continuo) considerado.

Para materiais elasticos, lineares, homogéneos ¢ isotrépicos, a Equacio (1.18) € bastante

simplificada e pode ser escrita como

_%_,On Oy
|

E E
6 =0, On_,On
- E E E

=G0
e

.
£, =
-2G

o,
£, =—— i.19
3i 2G ( )

A relaco tensfo-deformacdo pode ser escrita na forma matricial como:
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(e,] | %E _/E _/E 0 0 0 o

£y M%E %f _/E 0 0 0 Ty

£ L B ‘%E B /E %f 0 0 0 Oy; (1.20)
£, o 0o o Y. o o0 o, '
Ex 0 0 0 0 %G 0 |IOx

w0 0 0 0 o /%Q‘%

Nessas equagdes a constante £ é chamada médulo de elasticidade ou médulo de Young, a
constante de proporcionalidade G é chamada médulo de elasticidade transversal ou moédulo de
rigidez e a constante v é chamada coeficiente de Poisson. Para um material isotrdpico, existe uma

relac@o entre essas trés constantes que é:

E
G= 1.21
2(1+v) (1-2)
Com o auxilio de (1.21), a Equacio (1.20) pode ser descrita em notacio indicial:
(1+v) v
&= %% 5% (1.22)
onde &, € o operador Delta de Kronecker com a seguinte propriedade:
8, =1 parai=j
0, =0 parai=#j
Se quisermos escrever a tensdo em funcio da deformacio teremos:
E v E
O, ==&, +0, e £ 1.23
CoEv) T T v (i—2v) T (1.23)
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Para facilitar a manipulacio matemadtica das equagdes constitutivas, define-se duas

constantes chamadas constantes de Lame dadas por:

_E 1= vV E
) ¢ -2

¢ a BEquag@o (1.23) pode ser reescrita da seguinte forma:
O, =2UE, +0, e, (1.24)
1.4 - ELASTICIDADE LINEAR

De posse dos tensores de tensdo e deformacdo e das equacOes constitutivas, & possivel

definir as equacOes da Elasticidade linear, isotrépica e homogénea.

A Elasticidade linear € governada por trés equacdes de equilibrio (1.8),

80"51. ~
S th =P, (1.8)

i

por seis equagdes relacionando deslocamentos e deformacdes (1.16)

1
Z =§(uf.,,- +u_,.,) (1.16)
€ por seis equacdes constitutivas {1.24)
O, =2H1E +0, e, (1.24)

Temos entdo quinze equagdes envolvendo quinze grandezas sendo trés deslocamentos #,

b

seis deformagBes €, ¢ seis tensdes o,
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A tarefa da elasticidade linear é resolver estas equacdes para um dominio fornecido e para

as condi¢Bes de contorno e iniciais prescritas.
E comum reescrever estas quinze equacdes na forma de trés equagdes de equilibrio
acopladas, tendo como varidvel o deslocamento, bastando para isto combinar as Equacdes (1.8),

(1.16) e (1.24), obtendo-se a chamada Equacio de Navier para problemas eldsticos dindmicos,

que em notacdo indicial fica:
a A+ plu,  +b=pi (1.25)

Particularmente para o regime estaciondrio, assumindo-se uma variacdo temporal

harmdnica u(x,t) = u(x)exp(ia) 1), pode-se reescrever a equagfio de Navier:

tu  +A+phu, b =-0’pu, (1.26)

E possivel mostrar que as relacdes

2oy e '2"+2‘uGC2

P P

representam, respectivamente Cs a velocidade de propagacio da onda de cisalhamento e Cp a
velocidade de propagacdo da onda de pressio em um meio continuo eldstico [Graff 1975,
Dominguez 1993]. Com esta definicio das velocidades de propagacio das ondas, a equacéo de

Navier pode ser reescrita como:

Cs™u, , +{Cp* ~Cs*)u, , +b, =-a'u (1.27)

I 1

A solugdo aproximada deste conjunto de trés equagdes diferenciais parciais acopladas
para dominios axi-simétricos pelo chamado Método dos Elementos de Contorno € o objetivo final

deste trabalho.
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Os proximos capitulos irdo mostrar como transformar estas equacdes diferenciais em um

conjunto de equagdes integrais bem como a técnica usada para aproximar sua solucio.

1.5 - VISCOELASTICIDADE

Como vimos nos itens anteriores, nas andlises de tensfo e deformacio, trés tipos de
equacles sao necessdrias: equagdes de equilibrio, equagdes cinemdticas e equacBes constitutivas
do material. Os dois primeiros tipos sao iguais tanto para problemas eldsticos como viscoeldsticos

e a principal caracteristica que diferencia a analise eldstica de viscoeldstica estd nas equacdes

constitutivas do material [Findley/Lai/Onaran 1989].
1.5.1 = PRINCIPIO DA CORRESPONDENCIA

E possivel obter a solugo viscoeldstica de um problema de analise de tenso no dominio
da freqii€ncia (@) a partir da solucio elastica, trocando-se 0s mddulos ou parimetros constitutivos

elasticos por sua contra partida viscoeldstica da seguinte maneira:

Definindo 77 como fator de amortecimento, as constantes viscoelésticas tornam-se [Pontes

Jr. 1992]:
E=E[1+in.(0)]

G*xG[l ”{”inc(w)]
Geralmente assume-se que o coeficiente de Poisson (v) € real, o que implicaem 77, = 7.

Nas implementagdes feitas neste trabalho foram utilizados os modulos complexos; nos calculos,

entretanto, utilizou-se 77 = 0.



UNICAMP
BIBLIOTECA CENTRAL

SECAO CIRCULANTF
CAPITULO 2

Formulacio do Método dos Elementos de Contorno para Elastostiatica

2.1 — METODO DOS RESIDUOS PONDERADOS

As equacdes diferenciais que regem os problemas da Fisica Matemitica somente possuem
solugdes analiticas fechadas em casos onde tanto a geometria do dominio quanto as condicdes de
contorno e iniciais sdo extremamente simples. Problemas com dominios arbitrdrios e condicdes

de contorno bastante gerais apenas podem ser resolvidos de maneira aproximada, como por

exemplo, através de técnicas numéricas.

O Método dos Residuos Ponderados (MRP) € uma técnica de aproximagio da soluciio de

equacdes diferenciais que serve de base tanto para solucdes analiticas aproximadas como para

técnicas numéricas [Zienkiewicz/Morgan 1983].

Na presente secao serdo apresentadas alguma consideracdes iniciais sobre o MRP.

Admita-se a seguinte equacio diferencial linear:
d’y
o (2.1)

Seja h(x) uma solugdo aproximada de (2.1) onde:

h(x) =a h(x)+eh(x)+...+0 h (x) (2.2)
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Nesta solugdo, h(x) sio chamadas de fun¢des aproximadoras e no presente trabalho

assume-se que elas satisfacam as condicdes de contorno da Equaco (2.1). As funcdes
aproximadoras sdo fornecidas, ¢ consequentemente conhecidas, enquanto os coeficientes de

ponderacdo o, s30 as incognitas da solugdo aproximada. A idéia central do método & encontrar os
o, de forma a aproximar a solucio de (2. 1) em urn sentido a ser definido.,

Considerando»se que h(x) é uma solugdo aproximada de (2.1), sua substituicio nesta

equacio resulta em um residuo R(x), em geral nio nulo.

d%h(x)
dx2

A +B=R(x)#0 (2.3)

A 1déia do MRP € tentar minimizar o residuo R(x). Uma maneira bastante genérica de se

obter esta minimizac8o € exigir que a integral do residuo no dominio £2 da equacao diferencial,

ponderada por alguma funcdo w(x), seja nula.
J R wix) de2=0 (2.4)

Conforme a escolha da fungfio ponderadora, a Expressdo (2.4) dd origem ao método da
colocac@o, método da aproximagio por sub-dominios ou método de (alerkin, sendo este dltimo
uma forma muito freqiiente de se formular 0 MEF. As equacOes integrais de contorno, passo

necessario para a obtencdo do MEC, também podem ser formuladas a partir desta técnica de

aproximag¢ao, como sera demonstrado adiante.

22- DE EQUACOES DIFERENCIAIS NO DOMINIO A EQUACOES INTEGRAIS DE
CONTORNO

Nesta se¢do as equagdes diferenciais que regem a elastostitica linear, e definidas sobre o
dominio do problema em questdo, serdo transformadas em equacdes integrais equivalentes,

definidas sobre o contorno deste mesmo dominio.
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Antes porém seria Util lembrar o Teorema da Divergéncia do Célculo Vetorial onde é
possivel expressar uma integral de superficie através de uma integral de volume ou vice-versa
[Kreyszig 1988].

Seja ¥ uma regido fechada do espago cujo contorno é delimitado por uma superficie S.

Sendo F uma fung@o vetorial continua e as primeiras derivadas parciais também contfnuas, entao;
[ divFdV =] Fends
. B

que também pode ser escrito das duas maneiras que seguem:

E(:“Uf'/ :J En dS
¥ 8x¢. N

ou

[ E. dr=[FEnads

onde n € o vetor normal externo a superficie S.

Partindo-se agora da equacio de equilibrio da elastostatica (0,,+b=0) e tomando as

* ~ .
componentes de um campo de deslocamentos u, como funcio ponderadora, pode-se aplicar a

idéia do MRP, resultando em:
J:Q (CTH_J ~+~bi)ufd.(2 =0 (2.5)
Separando 2 equacdo acima em dois termos:

|0, wa2+]| bude=0 (2.6)
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Vamos trabalhar com o primeiro termo da Equagdo (2.6), lembrando que:

* * * E] *
e'f!,i'uf + Gi’f uf..:' = G-U‘;U', = (afiu! ), - G!fui.,!

(O-i;'uf* ) J =0

Este primeiro termo pode ser dividido em outros dois de tal forma que, aplicando-se o

Teorema da Divergéncia e a Férmula de Cauchy (Equacio 1.6) obtemos:

1° termo: J (O'yuf) dn mj c.unds =’f o.niudsS :J u t.dS
2 ) s Wi LA Rl
2° termo: J‘Qa..ux de

RN

Mas observando que:

e lembrando a defini¢ao do tensor de deformacdes de Cauchy (Equacio 1.16b) temos:

£ l * * 1 & #* *
Ok, ;= ’:‘2’(0;,-u;__,- tou,, ) =g —2'(?4,-‘} Ty, ) =0,€;

Assim a Equacéo (2.6) pode ser escrita como:

Jjgu;tjdg—J.QO'UE;d.Q+L?bju7dQ ={ 2.7)

ou

- J-g O}E;dg + J.Q b,L{;dQ = —L Z,[:f,dS (2.8)
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Manipulando o primeiro termo do lado esquerdo da Equacio (2.8) e lembrando

equacOes constitutivas (1.22}) e (1.24) vistas no Capitulo 1, que sédo:

1 A

£ =—0,—0, —————0 =40, &, +
Y ou T u Ba2u) H ot O, =A%, &t 2Ue,

podemos escrever:

N .[Q 0,€,; de = _J:Q (2’5# Ey T 2#85,- )[2_#— O, 6!': makk Jdg =

{[(w,; e, )(io‘; H N {(/w,fg,d( )(- 5, mcy; H
+ {(2#5,-, ) [5%0‘ ﬂ + {(2;1,8!, )[— 5 mo; m dQ=

W

=wj m&w&.ae ——;—L—z—gﬂgy—s o, -+~8O‘*———~«—~/1——-580'* de
o 2# i kk 2;1(3}:,%-2‘&) ki ik i (3‘&*_2#) i~ kk

=

Analisando separadamente cada termo a ser integrado da expressdo acima, temos:

1°termo: — 5. C
M

2° termo: _— BT e gl = — 2% g

3° termo: £0C.

as
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A
4° termo: A

Somando os quatro termos, obtemos:

O,E A 3 A +£.0. =
“low 2uGrrap) dean | BT
. ABA+2u)-34% ~2u2
“Gkkgkk[ 21 (3,14-2‘[1) 705 =
2, 32k
=0,&, 34+ 2~ 38 - +¢&,0,=0+¢,0,=¢,0,
22 (3A+2u) . e
Portanto;
—_f o,6d0 = —j g,0,d82

Desta forma, a Equacéo (2.8) pode ser escrita como:
~ | oje,d0+ [ burde=- [ urds

2 / £ S
Considerando-se ainda que:

wj‘ga;gyd.Q mm«f o A0

iy

e lembrando mais uma vez que:

(O-U?zl!) (7” IH, 'f*CTUM[ i ey O'*u (O' U )

gLy i

5 £ O, = £ O, m e .
(2+2u) ™ " T T BA ) T B ) o O

(2.9)

(2.10)

-G u

HTE
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podemos voltarem (2.10) e escrever:

- J-Q ou, A2 = '“L_, (G;,.u,. )‘l de2 + JQ o, ud2

Usando o Tecrema da Divergéncia no primeiro termo do lado direito da equacio acima;
wj ou ,d_Qz—J 0fun,dS+j‘ o udQ
fo) (RN N o [

Analisando cada termo do lado direito separadamente, vem:

1° termo; - J’\‘ o,undS = —J\‘ tuds

2° termo: R , 1A = "L_, bude (lembrando que o,  +5 =0)
Finalmente voitando em (2.9), temos:
- L ! dS — L} bud+ J:O bu A2 = —L u1dS
que pode ser escrita como:

L tu dS + L bu d2 = L f;udS + J:Q b udQ 2.1

O resultado obtudo na Equagdo (2.11) é conhecido como Teorema da Reciprocidade oun
Teorema de Beit, que estabelece que o trabalho realizado por um conjunto de forcas (de

superficie ¢, ou de corpo 4, ) de um estado elastostatico sobre os deslocamentos de um segundo

estado u; , ¢ igual ao trabalho realizado pelo conjunto de forcas * ou b, do segundo, sobre os

deslocamentos do primeiro u,. Observe-se que esta é uma expressao escalar.
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O que temos até este ponto € a transformag@o de uma equagfio diferencial (1.8) numa
equacdo integral equivalente (2.11) vélida em todo o dominio e n3o somente no CONLOIno como o
método sugere. A maneira de se obter uma equagao integral de contorno € através da escolha de
uma fung@o ponderadora u, com algumas particularidades. O emprego desta funcio ponderadora
transforma as integrais de dominio da expressdo integral em integrais de contorno, como segue.

Uma fun¢do ponderadora particularmente 1til para ser aplicada na Equagio (2.5) € aquela
que resulta do chamado Problema de Kelvin [Kane 1994]. Este problema é caracterizado pela
aplicacao de uma forga de corpo (volume) na forma de um Delta de Dirac de intensidade unitéria
em um ponto ¢ de um dominio eldstico completo (ilimitado) em uma direcdo e, dos eixos

coordenados:
b/ (x.&)=Alx=&)e,

Neste problema, ¢ é chamado de ponto de colocagdo (ou ponto fonte) e x € o ponto de
campo. Na Figura (2.1a) estdo indicados uma excitacho A(x-&) aplicada em & na direcdo 7 = 1.

Em um ponto de campo qualquer x o problema terd trés componentes de deslocamento u;,, 1, e

5

1, .

Mas a mesma excitagdo b, (x,¢) =A(x—&)e, também ird gerar no ponto x um tensor de
tensdes O, , cujas componentes estdo mostradas na Figura (2.1b).

Em uma superficie passando pelo ponto x de orientacio arbitréria e caracterizada pelas

componentes », de sua normal atuam forcas de superficie (vetor tensao) caracterizadas pelas

componentes f,, =0, 1, como pode ser visto na Figura (2.1¢).
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Figura 2.1 a — Deslocamentos no ponto x resultantes de uma forca unitdria A aplicada no ponto &

5
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Figura 2.1 b — Tensor de tensbes 0;; no ponto x resultante de uma forga unitdria A aplicada no

ponto ¢ na diregio e, .
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2

Figura 2.1 ¢ — Vetor de tensdes ¢, atuando no ponto x, na superficie de orientacfio k, resultante

de uma forca unitéria A aplicada no ponto & na direcdo e, .

A I * . .
E importante reconhecer que se as forcas unitérias b, forem aplicadas concornitantemente

nas trés diregbes e, entdo o campo de deslocamentos resultante seri a superposicdo das

componentes de cada excitacéo,

* * *
Uy =iy, +1',£2§ +L£3i

que ainda poderia ser escrito de forma compacta com o indicador de direcdo e, (de valor unitirio)

COomo:

Uy =u, €,
i =uye
Uy = U g
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ou ainda;

Analogamente, as forcas de superficie atuando em uma superficie de orientagéio n, sio

dadas por:

Estes tensores u, e £, so conhecidos como tensores de Stokes [Eringen/Suhubi 1975] e

representam  a  chamada Solugdo Fundamental do problema elastostitico linear

[Brebbia/Dominguez 1989] sendo as suas expressdes para o caso 3D:

. _ 1 1 3 d r(é,x)d r(&,x)
u (&, x)= o (1—V)L(§,x)}{(3 av)$, + Sx  ax } (2.12)
e ;(i’x)}{“‘z") 343752 af;(f’”}
s - (2.13)
3 1-2v Qr(f,x)n W_&r(f,x)n |
sz (1-v) rz(sf,x)_ Jd x, i d x, j_é

onde r(£ x)=x—C& éadistancia entre o ponto de campo x e o ponto de colocagio e

ar (f,x)
dn

=Vren que € o produto escalar entre o gradiente do raio e a normal.

Voltando agora na Equagdo (2.11), e trocando nela i por j apenas para usar as relagdes

acima como elas se apresentam, podemos escrevé-la como:
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[t e dS()+ [ buledn x)= [eu,dS(x)+ [ bu de(x)

ou

J-z‘ u e dS J bue d2 Jtye,ude J' Alx—-¢&) e u,d2(x)
Analisando somente a tiltima integral do lado direito, podemos escrever:

[, A(=&)eu,(x)dal)

Aplicando a propriedade do delta de Kronecker = o6 =e,

resulta:

J'QA(x~§)§ﬂe,u/(x)dQ(x)mLA(x—~cf)§ u, ( Je,d2(x)

-[Q (x g)guu;( )e,dg(x)::f

2

Alx=¢&)u,(x)e,d2(x)

Aplicando uma propriedade do delta de Dirac = J:A(x —c)glx)dx = glc)

obtém-se:
[, A= &), x) e, d2(x) =, (€)e,
Assim, a Equacdo (2.14) pode ser reescrita como:

J-rudS J‘tu”dS JbudQ)

ou

(2.14)
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uf(§) = L{[-fM; mr:u.f}dS(x)—i- J-Q bju;d.Q(x) (2.15)

Esta Expressdo (2.15) € conhecida como Identidade de Somigliana. Ela € uma equagio
integral que fornece o valor das componentes de deslocamento em funcdo de integrais de

contorno das grandezas u, e t, e de uma integral de volume envolvendo forcas de corpo b i
Notar que em (2.15) u, e 7, néo sdo geralmente conhecidas em todo o contorno, o passo que b,
0 €. A aplicagdo da ldentidade de Somigliana para se obter u. em qualguer ponto do dominio

requer a obtengd@o prévia das grandezas u, e ¢ ;, Mo contorno do dominio. Nas préximas secdes

mostrar-se 4 uma metodologia para a obtengio das grandezas no contorno.

RESOLVENDO O PROBLEMA NO CONTORNO (FORMULACAO SINGULAR)

Como ja mencionado, a Equacio Integral (2.15) permite a determinagdo do deslocamento

u, em um ponte & do dominio, uma vez conhecidas , € {, no contorno. Veremos que a

estratégia para a obtengdo de u, e 7, em S passa pela colocacdo do ponto & no préprio contorno
S.

Assim, ao colocarmos & sobre S e fazermos o ponto de campo x, que € a varidvel de
integragdo, percorrer S, vamos encontrar a situagio em que x coincide com £ e a varidvel

r{&,x)=x—& tende a zero. Uma andlise das expressbes para u, ¢ 1, , Equagdes (2.12) e (2.13),
indica que elas possuem um comportamento % e %z . respectivamente. Logo, quando »— 0 os

ndcleos u, e ¢, apresentam comportamento singular.

O artificio usado para resolver este problema consiste em aumentar o contorno S de um
hemisfério com centro no ponto de colocagio e um pequeno raio £ que serd posteriormente

tomado no limite, como mostra a Figura (2.2).
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Figura 2.2 - Superficie de contorno acrescida de um hemisfério de integracdo S,

Reescrevendo a Equacdo (2.15) para o contorno expandido mostrado na Figura (2.2) e

fazendo o limite £—» 0 , temos:

-8,

Lzbju;dg(x ]

u (&)= E‘E%[U‘ L U dS(x)+ J’\ “:‘,de(x))"(_[\-,,gf

fudS(x)+ [ f;?%dS(x)}*‘ (2.16)

Este procedimento de expandir o contorno em torno de um ponto singular e apés fazer o

limite é conhecido como integrar uma funcdo no sentido do Valor Principal de Cauchy {Kane
1994].

Vamos analisar agora estas integrais uma a uma [Brebbia 1978].

Discutindo inicialmente a integral envolvendo a solu¢do fundamental em deslocamento:
J;- Mﬁ-f;dS(x) = IEILTO{_L_& 4, t.de(x))“f" l;_rg('[gé u,!t_,-dS(x)}

A primeira integral do lado direito torna-se simplesmente uma integral em todo o

contorno S quando £ — 0, ou seja:

43



£—Q

lim[L_SE u;t_,dS(x)J: Lu;:tde(x)

Ja a segunda integral pode ser escrita novamente como:
lim I u 1 dS(x) |=¢, lim J- u,dS(x)
£—0i V5, b 4 gm0

Lembrando que a solucdo fundamental é da ordem de %, a integral de superficie acima

resultaem £, e daf concluimos que esta tende a zero guando £ — 0, ou seja:

193(]\ u;.dS(x)):

Em outras palavras, a integral envolvendo a solugfio fundamental em deslocamento nio é

afetada pela singularidade em &

Analisando agora a integral envolvendo a solucio fundamental em forgas de superficie,

usaremos as defini¢cdes geométricas da Figura (2.3).

£-30 £-0

.[ﬂ_[;Mde(x):lim[Lert:ude( ]+l1m“ t,u AS(x )}

A prameira integral do lado direito torna-se simplesmente uma integral em todo o

contorno § quando £ — 0, ou seja:

LIL%U £u,dS(x J jrudS x)
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/ = B
ri =rcospsend . A e~ rsen8 7 X3
A B . -
/ / ¢ \\\ /
v - N !
A e
£ '

. e
X / ¥y =rsenfseng

Figura 2.3 ~ Defini¢cdes geométricas

A segunda integral pode ser escrita como:

( or dr or (ar or |
imi—| < el 3 =2v) 0, 43— —— —(1-2v) —p ~ ' ds
i;_r)rol .[5,1 u{an (( V) al dx, ox, } ( V)iax i ox, " H 873(1*11)?”2} )

Reforcando o fato de que £= # e analisando a Figura (2.3), podemos escrever que:

o o _dr dr or or

—n —_ = =
ox, ' dx, = dx dx, ox,0x,

e percebendo que —a—i =1
on
LA
dx, r

onde £, € a componente de € na diregdo / ; podemos escrever que:
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}im{-— L { u, [{1-2v)8, + 3¢, )] __i_} dS(x)}

G 82(l—v)r’

Usando as relagdes geométricas da Figura (2.3), € possivel escrever para i=1:

: gdod
lg{ﬂﬂ{_ L {u (1-2v)+3uee +3u,ce, + 3u383£3}%m)£}

A integral agora ndo depende de r e pode ser expressa em termos de ge 6.

_prrn 1, (1 2v)+3u, sen’ B cos” @ + 3u, sen’ Bcos dsen @ + 3u, sen @ cos @ cos
0 Jo ! h J )

senf d& dgﬂ}
8n(1-v)

Resolvendo a integral anterior [Brebbia 1978], encontramos, para um contorno suave:

i
—————Sﬂ(l_V)[(i~2v)2ﬂ+2x]uz(§)=—8(1_1/)

O mesmo pode ser demonstrado quando fazemos /=2 e i=3 e este resultado pode entdo

ser escrito comao:

lim(L r;u,.dS(x)J: —lu,- &)= —=38,u, &)

&£—0

Desta forma a integral envolvendo a solugio fundamental em forca de superficie se torna:

[it,d5(x) = [ £}, aS(x) =6, (€)

!
2
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Apo6s feitas estas consideracdes em que & pertence ao contorno, podemos finalmente

escrever a Equacdo (2.15) como:

5!}”_1 (é:)w %a/ui (5) = .L { tju; - t;“; }dS(x) + J:Q bfu:;dg(x)

ou

1 . : :
S8, (6)+ Jitu, ()= [y, ds(x)+ [ bu,da(x) 2.17)

De maneira mais genérica a equacio integral de contorno (2.17) pode ser escrita como:

c,u, &)+ L tu,dS(x)= Lu;r‘ldS(x)-i— .[Q u,b,dQ(x) (2.18)

onde a constante ¢, depende da localizacdo do ponto £e pode ser representado como:

0 & éexterno ao contorno S
c, =40, ¢ €interno ao contorno S
125, & estdsobreocontorno S

A equacdo integral (2.18) € uma representacio exata da solu¢gdo u, do problema
elastostatico. Aqui ainda persiste o fato que nem todos os valores de u, e [, em S sdo

conhecidos. Na préxima etapa vamos mostrar uma téchica para aproximar a solucdo desta

equacdo integral.

SOLUCAO NUMERICA DAS EQUACOES INTEGRAIS DE CONTORNO

Nos problemas préticos da elastostatica linear, os deslocamentos sdo conhecidos em uma

parte do contorno S, e as forgas de superficie em outra parte S, , de tal forma que S; + 5> = S. Por
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isso, ndo ¢ possivel resolver a Equagdo (2.18) na forma como ela se apresenta. A maneira de
solucionar este ?roblema ¢ discretizando o contorno, ou ainda, dividindo-o em elementos. Vamos
considerar agora como a Equac@o (2.18) pode ser discretizada para montar o sisterna de equacgdes
a partir do qual todos os valores de deslocamentos e forgas de superficie no contorno podem ser
encontrados. Para melhor compreensio isto serd feito através de um exemplo.

Assumiremos por simplicidade que o corpo € bidimensional e seu contorno € dividido em
3 segmentos ou elementos como mostrado na Figura (2.4). Também para simplificar,
admitiremos ausentes as forcas de corpo. As fungdes deslocamento e forca de superficie sdo
supostas constantes ao longo de cada um dos elementos e o ponto central, chamado de no, é
tomado como representante de todo o elemento. Devido a esta dltima hipdtese, dizemos que o
contorno foi dividido em elementos constantes.

Escrevendo a forma discretizada da Equacio (2.18) para todo ponto nodal, um sistema de
equagdes algébricas lineares deve ser resolvido para se calcular todos os valores desconhecidos,

e, consequentemente, uma solugéo aproximada para o problema de valor de contorno € obtida.

iy, I “\. 1,

Ui b w4
. 2 @ -
< né3
elemento 3 - elemento 2

ng !
elemento |
§ w2, I

Uy, fi

Figura 2.4 — Exemplo de um corpo bidimensional discretizado em elementos constantes.

As condicdes do contorno deste problema hipotético sdo:
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(1) .
") =4, conhecido em S,

w = e ul

(2] —{2) .
u](?) =u; e uéz) = Mo COnheCIdO em S2
u®, 45 incégnita em S;

¢, Y incégnita em S

1, 1% incégnita em S»

=(3) =(3) .
P =1"e £ =4; conhecido em S;

onde o indice superior indica o nimero do elemento e o inferior o grau de liberdade.

Vamos aplicar a Equacio (2.18) discretizada para trés elementos sendo que o ponto de
colocagdo &£ onde a solugdo fundamental esta sendo aplicada pode variar também de 1 a 3, e seus
efeitos avaliados nos outros nés. Um comentdrio pertinente a ser feito neste instante € que esta

discretizagéo até este ponto independe de quaisquer condicdes de contorno.

Desta forma, podemos escrever:

Para o ponto de colocagdo £

- —3:1 Eax) ol ;,x)_{ui(]}(x)} X+ {rn(’:l x) t;kz(élfx):Hui(z}(x)} X

“t_t;(ébx) [SZ(Q,X)_ MS}(-’C) dSi() L f'?i(gwx) tzz(glﬂx) u§2)(x) dS:)( )+
—t:](fl’x) fiﬁz(%:wx)m ul{S}(x) dS( )._

Tl e X)d{uf)(x)} T

) ) {fu(l)(x)}dS(xHJ {”‘*‘(‘f"") “:1(5]’X)H”w(x)}ds (x)+
& _u;(él!x) u;z(é:x)_ [g}(x) Z 52 H;(fux) u;‘z(é’x) téz}(x) 2

+ _url(élﬂx) u;;(é,x)_{tlm(x) X
S En) )| )

(2.19a)
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(2.19¢)

2}(5 = 52)
wE =¢&)

‘
i
1

para o ponto de colocacio £,
u

) o

Como u/ et/ sdo constantes, eles podem ser tirados das integrais. Chamando

o
L3
(@)
p—
[
N
A+ + £
+ > >
w NaX 5 e
S— ﬁ}. S .nl,mz
ol
mm, D 3 —_
T 9 4 A » -
Roox = = oom Pl
= = KU e e a o
) ) e o o T e
5 = Ee) R
i——— — Mt s~
_\ll:.HHIIaJ = 4 s = s
- - M e
T EORY: LIS Y
Sp Ap SIS s IS
~ Iy = = . o Iy = =3
e —
=R 't =R (N
o3 " o "y
G SR Sk i
® oo & ~ x T owo/M
wIm L e - fh__ rEEEEEnL
..Km, s n\_:,. o
L It + . + I + —
iy . \,..vM,. o —— \MMJ e »
N B2 = =
g ¥ 8 3 W ¥ 9 8 8
e TR o T o e e e m R
- = = - o Py = = = * 1.
= Za MNHI .Wvu..m,_ RSl ﬁ\f.l o % r.u\ul o < mm\u} ﬁm}_ TR e S
- e et a— o D et A
.IJIL_ _[<|\_ =7 =l = _r1f}<11:E\w _,,,...IJ\..\...iM Py \ﬂk \If\.mm.}
e m e A n R 8 + mRmE R R
~ o~ s} o~ 4 (19 P — ' - - " N o o, g
e o Mp Mp G Mg = e o o M M Mp Mo
Ap Bp A2 AL =0T LT [ Wi oaf B fﬁ\v;ﬁ% R
S R R R N N = N
) i el &)
(= ) e T e N
T E R R R mR o . mE RR mr W
- - " pa & pae e o] ] 3 o~ e sy 1;.“«. rﬁ.ﬂ;ﬂ
uf aF nf o NP2 2B M W o MBS B D e T
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N X} 1(E %) , _ i |ml.x) u, (&, x)
Hen- 50 ETle oen-r[ig) Fr

(2.20)

(2.21a)

(2.21b)

(2.21c)

Vamos chamar ainda
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alt

H (§f,x) para i# j
Hﬁ(?:’x): A
H

erls, i

Desta forma, podemos escrever o conjunto de Equacdes (2.21) como:

uzt(]}( | 2{2)( | o (2.22a)
- GH(élﬁx){ti_()l)(i)}+612(§l ){ ](7)(z)}+GH(§| x){i](z)(i)}
o] e e L e
AU 2 (2.22b)
2 L (x i 2 tz{—}(x) 73 ra( )(x)
S PR
| w ()], w6 e o Ju(x
e ) ).
D) ul(x) ul ! (x 2220

ou na forma matricial de maneira mais simplificada;
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u,(” ,}Ei)
B 12 13 ”gl) ¥ 12 1 igl)
HY H” H @) G G° G o)
] 22 2 h 2 22 2 r
HY H® H? {”‘(2)}>x G* g7 g¥ {im} (2.23)
HY HR® Oy ”é} GM G2 g t;}
Uy i
b o
que pode ser representado como
[H{u}=[G]{1} (2.24)

Aplicando as condigdes de contorno do exemplo representadas no inicio por u e 7, vem:

E?; a0

{1

M2 11 12 13 fgl)
G G- G- :

12 I3
H., H’n Hﬂ Mi';gz) 5 ) [(2}
HY #* BY D = 6Y g2 g ) (2.25)
Haa sz Hss H2 G3a Gsz Gﬂ I8

Rearranjando o sistema de modo a deixar todas as incégnitas num mesmo vetor do lado
esquerdo, podemos escrever:

. [(—
tf}) uf}
i G2 H r,_ﬂ” 1 12 13 ;{2])
_GZE . GZ2 HZS ;(7}} S HE] _ H22 623 ) Eég} (226}
-GV -G g Iy ~ K T og¥ Uz
{uf”} )
L &
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ou amnda
[4]{x}=15] (2.27)

onde o vetor {x}], e isto é importante ressaltar, possui incOgnitas tanto em deslocamentos

como em forcas de superficie.

Com a resolugdo da Equacgio (2.27), todos os valores do contorno sao conhecidos, e uma

vez feito isto, € possivel calcular qualquer valor interno de u e ¢ novamente a partir da Equacio

(2.18).

DESENVOLVIMENTO DAS INTEGRAIS

Al

O cdlculo dos coeficientes das matrizes H (£.,x) e G'(£,x) requer a resolucdo de
integrais do tipo Lf (£,x)dS(x) e Lu*(f,x) dS(x) como mostrado na Equacdo (2.20). Quando o

ponto de colocagio ¢ ndo estd sobre o elemento de integragiio que contém o ponto de campo x,
estas integrais s&o resolvidas numericamente usando a Quadratura Gaussiana Padrio

[Stroud/Secrest 1966] cuja férmula é dada em termos das coordenadas normalizadas 77 como

mostra a Equacao (2.28).

[/ ) an =Y wt(n.) (2.28)

onde N € o nimero de pontos de integracdo, 7 € a coordenada do & ésimo ponto de integragio e
wy € o fator ponderador (peso) associado.

Aplicando entdo a defini¢do (2.28) nos niicleos de desiocamento ¢ forca de superficie da
Equacao (2.20), temos:

N

[ €xast)= " lem)xml Tl dn = Y (n,) I )] (2.292)

= 23
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5 =41 N

[ €xast)= " r ). xtm) Al an = Ye () Jlrn, ) w, (2.29b)

7.
m=-1

onde J[r(77,)] representa o Jacobiano da transformacdo de coordenadas globais (&,x) para a

coordenada local 7.

Al
Devemos ainda calcular os coeficientes das matrizes H {£,x) e G* (¢.,x) quando o

ponto de colocagio & estd sobre o elemento de integragdo que contém o ponto de campo x. Isto
significa dizer que a varidvel 7(£,x)=x~¢ utilizada nos niicleos de deslocamento e forca de
superficie das Equagdes (2.12) e (2.13) tende a zero e, conforme ja4 comentado anteriormente

neste mesmo capitulo, o fato de r(é,x):x—f tender a zero acarreta em um comportamenio
singular de ordem % e %2 nos ndcleos de deslocamento e forga de superficie respectivamente.

Para resolver este problema, lanca-se mio de artificios especificos para cada tipo de analise

(estitica ou dindmica), sendo seus detalhes esclarecidos nos préximos capitulos.
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CAPITULO 3

Elastostatica Axi-simétrica

Geometrias axi-simétricas, ou corpos de revolugdo, sdo formados pela rotacio de 360° de
um plano sobre um ¢ixo dado (chamado eixo de simetria rotacional). Em coordenadas cilindricas,
0 eixo z € ¢ eixo de simetria, enquanto r e € sdo as diregdes radial e angular respectivamente (ver
Figura 3.1).

Ha varios problemas em mecanica dos sélidos que apresentam este tipo de geometria e
muito freqiientemente esta mesma particularidade também ocorre nas condigdes de carregamento.
Este € o caso considerado neste trabalho, ou seja, a existéncia da simetria axial tanto na geometria
quanto no carregamento.

Tais problemas podem ser completamente representados analisando-se qualquer plano que
passa pelo eixo de simetria rotacional, isto €, o plano rz. Desta maneira, as dimensdes do
problema s&o reduzidas de trés para duas: radial e axial. Os valores das grandezas a0 longo de 8
sdo constantes. O desenvolvimento do MEC axi-simétrico € feito a partir da solugfio fundamental

tridimensional e posterior integragdo sobre € [Becker 1992, Cruse/Snow/Wilson 1977,

Rizzo/Shippy 1986, Wang/Banerjee 1989].
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3.1 - FORMULACAQO ELASTOSTATICA AXI-SIMETRICA.

Inicialmente vamos definir o sistema de coordenadas axi-simétricas. H4 trés direcdes
(chamadas cilindricas): radial (r), axial (z) e angular (). Para que possamos diminuir uma
dimensio, a solugdo fundamental tridimensional é transformada de coordenadas cartesianas (x,,
X7, x3) para cilindrica (7, § z) e ent@o integrada analiticamente em relagio a &, para que tenhamos
nucleos e fungdes com componentes apenas radial e axial,

A Figura (3.1) representa um problema com um dominio axi-simétrico arbitrdrio, sendo o
ponto fonte & de coordenadas (R(¢),0(£),Z(£)) e o ponto de campo x de coordenadas
(r{x).6(x),2z(x)). As letras maitsculas indicam as coordenadas fixas, enquanto as miniisculas,

coordenadas varidveis.

‘Z
¢ - B \\-
el ’/V Superficie I~
Ly
'y, - I
ey
RS z(x)
“ AT
SR
o
! T —
% '
/!
//

Figura 3.1 - Representacio de um dominio axi-simétrico.

A equagio integral de contorno tridimensional para problemas elastostiticos (2.18) pode
ser transformada em uma equagdo integral de contorno axi-simétrica através da transformacio de
coordenadas jd mencionadas (ver Figura 3.2), acarretando uma mudanga na integral de superficie

dS para uma integral de linha d/ usando a seguinte relacgo:
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dSrx)

dix)
T e
b
™. 7
F(x) ~o

Figura 3.2 — Transformag&o de coordenadas cartesianas em cilindricas para representacao de uma

dS(x)=r{x)d

superficie.

&(x)dI(x)

(3.1)

Os vetores deslocamento e for¢a de superficie em e x podem ser calculados nas direcdes

radial e axial como segue:

1, (&) = u, (§)cos §(E) ;

L(€)y=t,($)cosB(E):

u, (x)=u_{x)cos@(x);

tH(x)=1,(x)cosf(x);

U (E)=u, (E)sen (&) ;

1,(§)=1,()send(£);

U, (x) =u, {x)senf(x);

L{x) =1, (x)send(x);

u3(§)2u:(§)

L&) =1.(£)

u(x)=u_{x)

f(x) =1.(x)

(3.2)
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Admitindo 6/ =0, temos:

u () =u(£); 1,(§)=0; 4y (&) =u_({)
L&) =1.(); 1,(§)=0; H(E)=1.8)
u; (x) =u,(x)cosB(x); Uy (¥} = u, (x)senf(x); Uy (x)=u_(x)
f(x)=r1,{x)cos8(x); L(x)=1 (x)sené(x); t(x) =1_(x)

(3.3)

Vimos no Capitulo 2 que a equacéo integral de contorno tridimensional escrita em

coordenadas cartesianas (Equagfo 2.18) pode ser representada como:

¢y 0 0 Ju(d) 4,($,x) tl*z(fex) 15, x) u, (x)
0 e 0 )wlE)|+[|0Ex 5Ex LED]nx dsk)=
0 0 oyfud LX) pEx) E x| ux)

) wyEx) (€ a(x)?
:J‘;”;l(é—vx) “;2(5vx) M;(f,x) 1,(x) dS(JC)
1, (§.x) un(€.x) ui(Ex) | h(x) |

Mas a mesma equacao escrita em coordenadas cilindricas se torna:

3.4
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UNICAMP
¢ 0 07[u©) BIBLIOTECA CENTRAL
N I SECAQ CIRCULANTF

0 0 o u)

i 0 &%) 1,8 x) 5 x) [u,(x)cosB(x)
T mED BEx) 5w |uesendo) || r(x)do(x) ar(x) =
15, (&, x) f;f_,(f,x) I;(f,x) u.(x)

@ uplEx) o 1. 60eos8(x)
= [ ][ up@x) un(€x) |1 (x)send(x) |f r(x) d6(x) dI(x)

Uy (§.x) up(€,x) uy(€.x) 1.(x)
(3.5)
ou amda
¢, 0 0fu
0 ¢, O 0 |+
0 0 cyfju(d)
7 wf;’l(é,x)cosfi'(x) (& x)senB(x) 1 (E,x) [u.(x)
+[ [T 6 De0s0() £,(Ex)senb(x) 1,(8,x%) || u,(x) | r(x)d6(x)dI () =
(& 0)cos8(x)  15,(E.x)sen8(x) 15 (E,x) |, (x)
7 s (£ x)cosB(x) (£, x)senO(x)  u(E.x) [£.(x)
=Jrj0" uy (&, x)c0s0(x)  up(E,x)senB(x) 1 (E,x) | £ (x) | r{x)dO(x)d T (x)
1y (£, x)cosB(x)  uy,(§, x)senB(x)  uy(€.x) | 1.(x)
(3.6)

Percebendo que as componentes u,(x) e ¢, (x} aparecem nas duas primeiras linhas de seus

respectivos vetores, ainda podemos escrever :
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e, 0 0 u (&
0 ¢, O 0 |+
0 0 & fudd)

i 1€, x)cosB(x) + 1, (&, x)sen@(x) 13(&,x)
+ Jr foﬂ (€. %)cosB(x) + 15, (£, x)senB(x)  £5,(&,x) [
| G x)cosO(x) + 1, (€, x)sen B(x)  15,(&, %)

~zfn‘:(fax)c:osﬁ(x)-f~i‘«fiﬂz({»:95)5‘3“‘9(") 36 )
;L—J:r 4 (€, X)c0s6(x) + 13, (£, x) sen B(x) 4 (61%) ,:
‘u;(«f,x)cosB(x)+u;z(§,x)se“9(x) (. )

u,(x)

u_(x)

7,(x)

t:(x)} (x) d8(x) dI(x)

} r(x)d6O(x) dr(x) =

(3.7)

Devido ao fato de numa geometria axi-simétrica o problema no plano 7z ser desacoplado

do problema em 6, ou seja, o seu tratamento & bi-dimensional como ja citado, podemos

representar completamente um problema axi-simétrico reescrevendo a Equacio (3.7) como:

e, 0 ju(d)
5 oLl

2 _I; (&.x)cosB(x)+1,, (é,x)sen O(x) t.(E.x) [ u(x)
Ik

1(€,x)cosB(x) + 14, (£, x)sen B(x) 1 (E,%)

“”J J.z;‘- 14y, (§.x)cosO(x) + u;, (£, x)sen H(x) u (&) | £.(x)
T Jrd r.(x)

|15, (€, %) c0sO(x) + s, (&, x) sen B(x) U (E.%)

Chamando

(G = | I (&%) cos8(x) +15,(&,x)sen 8(x)] d6(x)
2770
A ‘z‘lgjf (&.x) d6(x)

i(Ex)= —}—-rr [t; (£,x)c0os8(x) +1,(&, x )sen Q(x)] dé(x)
- 27 +0

u_(x)

:l r(x) dé{x)dI(x)

} #{x)do(x) dr(x) =

(3.8)

(3.9a)

(3.9b)

(3.9¢)
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. boper s
f_-_-(cf,x)=57;fe £5;(&,x) d6(x) (3.9d)

u, (E,x) = _21;]0% [u” (&,x)cosB(x) + ufg(f,x)senﬁ(x)} dé{x) (3.10a)
- 1 pz .

un (€)== uii(€.0) alx) (3.10b)

u. (£,x) = —;;J:ﬂ [u:1 (&, x)cosB(x) +us, (£, x)sen B(x)} dé(x) (3.10c)

u (€)== [ Ul (E.%) d6(x) (3.10d)
oz ’ 2.7? o 33 ? -

Podemos reescrever a Equacio (3.8), nas coordenadas r e z como segue:

[

(3.11)

NUCLEOS ELASTOSTATICOS AXI-SIMETRICOS.

Os nicleos de deslocamentos da formulacio tridimensional, citados anteriormente como
tensores de Stokes que representam a chamada Solugdo Fundamental do problema, podem ser

expressos como na Equacgéo (2.12) que segue:

uj(6x)=——t [r( : ][(3— )8, +2 ;(i’x) 3;(5,;) (3.12)



Estes ntcleos tridimensionais foram transformados de coordenadas cartesianas (x1, X2, X3)
para cilindricas (7, § z), como mostrado no conjunto de Equacdes (3.10). Substituindo-se agora a

Equacdo (2.12) em (3.10), obtemos o conjunto de Equagdes (3.12), cujas demonstracoes

encontram-se no Apéndice A.

zzAj% (3-4v)(1-2cos’) . (R;—f;)z(l*260820!)—41%&00540!
" |l Cli-mPsen’a)? C*(1—m* sen’ )

(3.12a)

W (Rgmr +2r, cos” a)(Z —21)
C’ l—m sen” (x)/

da (3.12b)

zZAJ:/z (8, —r, ~2k, COS_O{)(%-Z“‘) dor (3.12¢)
CS(}—mzsenza)A

a9

VA 3-4v (thzr)n
u. =24
B f: C I—m sen® 0:)/+ 1 m® sen” a)/

dex (3.12d)

E conveniente comentar que os nicleos de deslocamentos apresentados acima nio sdo
integrais em relagdo a @) como nos sugere o conjunto de Equacdes (3.10). Isto ocorre porque
houve uma outra transformagdo de coordenadas (a orientacdo angular & do ponto de campo x do
sistema de coordenadas cilindricas foi substituida por &(x)=m—2a). Este artificio facilitara o
tratamento numeérico destas integrais como serd visto mais adiante.

Embora todas as passagens envolvendo as transformacdes do conjunto de Equacdes (3.10)
no conjunto de EquagBes (3.12) estejam no Apéndice A, € interessante deixar explicito nesta

parte do texto algumas varidveis introduzidas nesta tiltima transformagio, que sio:
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1

= e 3.13a)
167° 1 (1~v) (313

C= [(R(é’} +r(x)) +(Z(&) - Z(x))z]% (3.13b)

2R r(0))
m =
C

(3.13¢)

Analisando as varidveis acima e o conjunto de Equacdes (3.12), notamos que os ntcleos
de deslocamento ainda apresentam singularidade e ndo podem ser integrados pelo Método da
Quadratura Gaussiana Padrfo; por isto langa-se mado de um artificio que é a transformagéo das

integrais destes nicleos em integrais elipticas do primeiro e segundo tipos, representadas por

K (m%) e £ (m%) respectivamente, como mostra o Apéndice B.

Com isto, as integrais que contém o pardmetro (l - m’sen Za) podem ser transformadas nas

integrais elipticas acima citadas. Desta forma, os nicleos de deslocamento s3o expressos como

seguem, e as dermnonstracdes destas transformacdes encontram-se no Apéndice C.

(3.14a)

(3.14b)

64



D

u (Ex) = AZE)-2) {_ K n. %)+ REF —r(x) + (2(8)- z(x)Y £l 77)}

(3.14¢)

o) =2 - 34 AL g )

D

(3.14d)

com 4, C e m j4 definidos anteriormente em (3.13) e

Os niicleos de forgas de superficie podem também ser calculados a partir dos niicleos
tridimensionais. Entretanto, devido & complexidade destes dltimos, é necessario uma considerivel
manipulacdo algébrica antes que eles possam ser expressos na forma de integrais elipticas. Urna
aproximagdo mais facil se consegue usando a relacio deformaciio-deslocamento ¢ a Lej de Hooke

para expressa-los diretamente em termos dos nicleos de deslocamentos Ja calculados. Com isto,

estes niicleos axi-simétricos podem ser calculados como segue:

[rr (57 x) = 2{u [tinr + [2’1: } (3 153.)
t.&x)=2ulrn +1n.] (3.15b)
t (&) =2ultn, +1n.] (3.15¢)
(&%) =2ultn, +ign ] (3.15d)
O Apéndice D mostra estes niicleos especificando as varidveis O R

LI
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IMPLEMENTACAQ NUMERICA.

As integrais elipticas podem ser expressas como séries de termos com singularidade
logaritmica (ver Apéndice C), o que toma possivel sua integracdo por Quadratura Gaussiana
[Stroud/Secrest 1966], cuja férmula é dada em termos das coordenadas normalizadas 77 como

mostra a Equacao (3.16).

: J.::)'f(q) In (inn = ﬁ W, f(ng!) (3.16)

onde N € o nimero de pontos de integracio, # « © Wgi SA0 as coordenadas gaussianas logaritmica e
os fatores ponderadores (pesos) associados, respectivamente.

Desta maneira, 0 mesmo esquema de integracdo pode ser usado para os nicleos de
deslocamento e forgas de superficie, exceto para os termos da diagonal da matriz /H], que em
problemas bi ou tridimensionais podem ser calculados pela consideracio do movimento do corpo
rigido (deslocamento constante para todos os nds em qualquer dire¢iio). Podemos fazer esta
consideragdo pois as matrizes da equacio integral de contorno devem ser aplicadas 4 qualquer
problema fisico com uma tinica solugdo desde que esta solugdo independa de sua geometria. Aqui
arbitraremos deslocamentos unitarios ( {#} = {1} ).

Como conseqli€ncia do movimento do corpo rigido, as forcas de superficie sio zero em
qualquer ponto ( {¢} = {0} ) e os termos da diagonal podem ser calculados pela soma de todos os

termos ndo diagonais. Isto pode ser expresso, a partir da Equacio (2.24), da seguinte forma:
Se {u} = {1} = {1} = {0}. Assim [H }1}=[G}o}= {0}

que para um elemento pode ser representado como:

H, H, u G, G, | |0 3 0 17
H31 Hﬁ? My - Gzl ng 0 - 0 (3.17)
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Ja que o vetor {u} contém os deslocamentos dos nés dos elementos (diferentes de zero
pois houve movimento do corpo rigido), podemos concluir, a partir da Equacdo (3.17) que a soma
de todos os coeficientes de qualquer linha da matriz [H] deve ser igual a zero.

Expressando o que foi escrito anteriormente mais explicitamente, temos para a Equagio
(3.17)

H,, *1+H,2*I=0:~>H“+Hu =0=H, =-H

iz

Hy 1+ H,*1=0=H, +H,y =0= H, =—H

21

Assim os termos da diagonal de /H] podem ser determinados como segue:

p
[H#] ==Y [H], comi=123..p (3.18)

J=
N

onde p € o nimero total de pontos nodais.

Porém, na formulacdo axi-simétrica, ndo é possivel considerar o movimento do COTpO
rigido na dire¢ao radial, pois qualquer movimento nesta dire¢do resultard em forcas de superficie
diferentes de zero. Assim, a melhor maneira de lidar com este problema € usar o movimento do
corpo rigido somente na direcio axial e uma outra condicdo na dire¢do radial.

A representacio de Equagdo (3.17) em coordenadas cilindricas fica:

o w e Sl

Usando o conceito do movimento do corpo rigido nas sub-matrizes de [HJ (arbitrando
aqui também deslocamento unitdrio #. = 1), os coeficientes da direcdo z, H ~ € H_, podem ser

€SCritos como segue:
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H. 0 [H,
HF :—Z H- comi=123..p (3.20)
ool 1) i=l fd

i
i
onde p € o nimero total de pontos nodais.
Os anicos coeficientes que ainda ndo foram calculados sGoos H e H ., da diagonal, que

podemn ser expressos em termos dos outros coeficientes como temos abaixo:

P P R APl | W R Pl

i# if

comi=1,23,..p (3.21)

onde p € o nimero total de pontos nodais.

Fixando as forgas de superficie nas direcdes r e z e calculando os valores correspondentes
dos deslocamentos, o lado direito da Equag#o (3.21) pode ser determinado. Qualquer conjunto de
condi¢des de forgas de superficie pode ser usado desde que seja aplicado em qualquer geometria.

Vamos escolher o seguinte conjunto de condicdes de tensdes.
O, =0 =1 o,.=0 (3.22)

Estas condigbes de tensdes sdo equivalentes as tensdes planas nos problemas bi-
dimensionais. Usando a relaglio tensdo - forca de superficie ¢ a Lei de Hooke, a seguinte

correspondéncia entre forgas de superficie e deslocamentos pode ser determinada.

", :(E—ﬂi}r; u :(l%}i}z (3.23)
E E

68



Substituindo estas forgas de superficie ¢ deslocamentos na Equagdo (3.21), os termos
diagonais da matriz [H] na direcio radial, H » € H, podem ser explicitamente calculados como

segue:

parai=123,..p (3.24)

onde 7 e z sdo as coordenadas do né.

Convém comentar que se o ponto fonte & estiver no eixo z, u, se torna zero e isto torna
impossivel o cdlculo dos termos da diagonal na Equacgdo (3.24). Entretanto, neste caso nio hd
necessidade de fazer este cilculo porque o deslocamento radial no eixo z deve ser zero para

qualquer problema axi-simétrico; portanto, ndo ¢ necessario incluir estas equacdes particulares no

sistema de equacdes global.

3.2 - EXEMPLOS EI ASTOSTATICOS AXI-SIMETRICOS.

Os exemplos citados neste item t&m como base de comparagdo o programa BEACON
existente em [Becker 1992] além do célculo analitico ja existente. Como o objetivo, por hora, é
apenas a montagem do programa sem uma otimizacio, serfio feitos comentarios apenas sobre o
nimero de elementos usados na discretizacio do contorno com o proposito de mostrar que o
resultado converge para o esperado 3 medida que a malha € refinada. O nimero de pontos de
Gauss utilizado na integra¢@o dos niicleos também é citado mas mantido fixo.

Outro comentdrio relevante a ser feito é que o programa que estd sendo validado neste
capitulo usa elementos constantes, o que significa dizer que as varidveis calculadas em cada
elernento tém seu valor aproximado por uma constante (fun¢do de interpolagdo de grau zero). J4 o
BEACON usa elementos quadrdticos, o que, por sua vez, significa dizer que as varidveis
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calculadas em cada elemento tém seu valor aproximado por uma funcio quadrética {funcdo de
interpolagdo de grau dois).

A motivagao deste trabalho era resolver um problema dindmico estacionario axi-simétrico
¢ a opgdo pela discretizagiio do contorno em elementos constantes foi devido ao fato de ser mais
simples o seu tratamento analitico e numérico. Porém, como ji foi mencionado anieriormente,
percebeu-se que a resolugdo do problema estitico era um dos passos para que se resolvesse o
problema dindmico. Para usar este artificio, ambos os problemas devem ter o mesmo tipo de

clemento para que o sistema algébrico gerado seja consistente. Isto explica a escolha dos

elementos constantes neste programa.
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3.2.1 - BARRA FIXA-LIVRE.

Este exemplo trata de uma barra fixa-livre com 4rea da se¢do transversal circular,
cuja aproximacgao € feita através de um cilindro onde a relagdo entre altura e didmetro da base é

10:1, com um carregamento axial de tracao uniformemente distribuido na extremidade livre.

Esquematicamente podemos representar como:

i

Figura 3.3 - Esquema utilizado na simulagso de uma barra fixa-livre sujeita a um carregamento

axial de tragéo.

O deslocamento na extremidade livre da barra pode ser calculado analiticamente pela

formula abaixo [Shames, 1989]:

_FL

AE

*

CoTL: AL = alongamento da barra

F = forga que produz a distensio da barra
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L = comprimento da barra
A = area da sec@o transversal da barra

£ = médulo de elasticidade linear do material

O ponto escolhido para se medir o deslocamento tem coordenadas (0,05; 10,0} e a Tabela
3.1 abaixo faz uma comparagdo entre o cdlculo analitico, BEACON e o programa feito para este
trabalho, o qual doravante serd chamado de AXIEST (axi-simétrico estatico). Para este dltimo, o
cdlculo ¢ feito para malhas com 8, 16, ¢ 32 elementos constantes ¢ 4 pontos de Gauss. Os

resultados obtidos sdo normalizados tomando como base o valor do cdlculo analitico,

ANALITICO BEACON AXIEST AXIEST AXIEST
30 elementos 8 elementos 16 elementos 32 elementos
quadriticos constantes constantes constantes
1,0000 40,9974 0,5333 0,9523 1,0002
Erro relativo 0,24% 46,65% 4.77% 0,02%

Tabela 3.1 ~ Comparacio, entre duas fontes ¢ AXTEST. dos deslocamentos, em z, no ponto de

coordenada ((,05; 10,0) situado na extremidade livre da barra fixa-livre,

72



3.2.2 - COLUNA CONICA FIXA-LIVRE.

Este exemplo trata de uma coluna cénica fixa na base e livre na outra extremidade, com
um carregamento axial de compresséo uniformemente distribuido nesta Gitima. O raio da se¢io
transversal vai diminuindo ao longo da altura a uma razdo de 1:10, ou seja, para uma variacio
positiva de dez unidades de comprimento no eixo z , 0 raio diminui uma unidade.

Esquematicamente podemos representar como:

I
ta

Figura 3.4 - Esquema utilizado na simulacio de uma coluna conica sujeita a um carregamento

axial de compressio.

O deslocamento na extremidade livre pode ser calculado analiticamente, a partir da

equacio da barra [Popov, 1978], como:

AL:i FL :
T rRE
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com: AL = alongamento da barra
F = forga que produz a distensdo da barra
L = comprimento da barra
r = ralo menor
R = raio maior

E = modulo de elasticidade linear do materijal

Aqui, o ponto escolhido para se medir o deslocamento tem coordenadas (0,5; 50,0), sendo
que a Tabela 3.2 abaixo compara os valores dos deslocamentos neste ponto. A comparagao
também € feita entre o cdlculo analftico, BEACON e AXIEST, sendo que no tltimo as malhas tém
16, 32, e 64 elementos constantes e 4 pontos de Gauss. Os resultados obtidos sdo normalizados

tomando como base o valor do célculo analitico.

ANALITICO BEACON AXIEST AXIEST AXIEST
24 elementos 16 elementos 32 elementos 64 elementos
Quadraticos constantes consiantes constantes
1,000 1,0153 0,7206 0,9525 1,0036
Erro relativo 1,53% 27.94% 4.75% 0.36%

Tabela 3.2 — Comparacio, entre duas fontes e AXJEST, dos deslocamentos, em z, no ponto de

coordenada (0,5; 50.0) situado na extremidade livre da coluna cnica.

Como os resultados obtidos pelas simulaces feitas com AXIEST estdo de acordo com os
valores do cdlculo analftico e BEACON, tanto no exemplo da barra como da coluna cdnica,
vamos passar para o estudo do problema dindmico axi-simétrico, pois como j4 foi mencionado,
para a solucdo numérica do problema dinfmico pelo MEC, € preciso anteriormente simular o

problema estatico.
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UNICAMP
CAPITULO 4 BIBLIOTECA CENTRAL

SECAO CIRCULANTF

Elastodindmica Axi-simétrica Estacionaria

A formulag@o do MEC para a elastodindmica tem o mesmo tratamento Ja verificado no

Capitulo 2, para a elastostética, mudando apenas a equacio de equilibrio do corpo (Equacdo (1.8)

gue segue abaixo):

o-!;.;' +b.’ :p Li:

E conveniente ressaltar que para o regime estaciondrio, assumindo-se uma variagio
temporal harménica #(x,r)=u(x)exp(ia t) a equagio acima passa a ser independente do tempo e

pode ser escrita como:

i +b =—w’pu,
onde a barra sebre 0s simbolos representam que as grandezas sio complexas.
4.1 - EQUACOES INTEGRAIS DE CONTORNO.

Baseados na idéia do MRP e usando o resultado obtido na equacado (2.24), podemos

escrever a equagdo integral de contorno para a Elastodindmica no dominio da freqliéncia como

sendo:
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- =k — —

%;i (.0)= L{ £ —t,;uj] dS(x)

(4.1)

A dificuldade em resolver a equacfio (4.1) estd na técnica de integracdo dos niicleos

tridimensionais elastodindmicos cujas expressdes sdo:

. dr ar
(&x,0) = 8 -7 2T 4,
u”(g %) dzp Cs? [Vf v x, dx J (4.2)
~Ljfdw 1 & 9r
2 dr or dr dr dy dr dr Jdr
- : -2 -2 4.3
r(é,x)z{n" dx, dx dx, 0 nJ drdx dx, dn T “3)
@) g 1 Yar
Cs” dr dr 27 Jox
com
, wtwr{g.xy
Cs” Cs \e o
S,X,CU): b— 3 5ie + - +
4 TP Es) @), )
(4.4}
—iwr(f.x)
ety o Cp \e Ver
Cp* &' E x)iw r(f,x)) &, x)
i r{fx)
¢ xo)=]| - 3Cs” + 3Cs +1\e ;Aﬁ
e @) i0rEx) | rEx)
(4.5)

3Cp°

—rerr{é.x)

3Cp e e

? M_ P r(§,x)+1J r(&.x)
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Quando o ponto de colocaciio £ ndo estd sobre o elemento de integracdo que contém o
ponto de campo X, estas integrais sfo resolvidas numericamente usando-se a Quadratura
Gaussiana Padrdo (ver Equagio 2.28). Entretanto, quando o ponto de colocagio & estd sobre o

elemento de integragdo que contém o ponto de campo x, como ja vimos no Capitulo 2, a varidvel

#(&,x)=x~¢ tende a zero e isto acarreta em um comportamento singular de ordem % e yz
. F

nos nidcleos de deslocamento e forga de superficie, respectivamente. Por isso uma outra
metodologia de integracido deve ser utilizada.

Considerando o fato de que no problema dinimico hi deslocamento relativo entre dois
pontos quaisquer, ndo € possivel aplicar o conceito de movimento de corpo rigido pois, como foi
visto no Capitulo 3, esta consideragdo implica em deslocamento constante para todos os nés em
qualquer direcdo (deslocamento relativo entre dois pontos quaisquer igual a zero). Isto nos traz a
necessidade de encontrar outro método de integracdo destes niicleos.

Para isto usaremos os seguintes indices:

3D = problema tridimensional (coordenadas cartesianas);
AXI = problema axi-simétrico (coordenadas cilindricas);
EST = problema estéitico;

DIN = problema dindmico.

A equagao (4.1) pode ser representada agora para o problema dinfmico tridimensional

COmo.

— — —

Uyan.pmy Ty —Hiaonnm U }dS(x) (4.6)

";:;J(éﬂw): _L{

Vamos ver a estratégia usada para integrar os niicleos quando estes apresentam o tipo de

singularidade mencionada [Dominguez 1993].

Inicialmente vamos somar e subtrair o problema estatico tridimensional ao problema

dinmico:
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I ik -
Eu.:’ (5:0)) = JJHanom L dS(x)+

s —

+ B U35 65T ;J‘ dS(x) — L UGG EST) ;_,' dS(x) +

. 3 (4.7
‘"”J;fu'(zu_;)m) U, dS(x)+
~+L ;;(3!).1‘;‘.\‘1') ;4-_; dS(x)m J;E:;{an‘f;:m _L:, dS(x)
que, quando transformado num problema axi-simétrico, pode ser escrito como:
i;.;(é’,a)) = [ ;Z(BD.DIN) m;:,(su./;.w-) t,d6 ar(x)+
2 rdo
20 —* -
+ Uyapasn £ A dr(x)—i-
JFJ‘Z ’ g (48)
¥id — —_ —
“LJ; [ Eiesin nmy “tg{az).f;.\'r)} u; dé df'(x)+
+J‘r".02)r;;(3j)‘1537'; nl:j de df(x)
ou ainda:
1 — . 2 — — -
—Z—H;(g,a)) = J.r JOE[ U308y — l{;j(?vl),j;'.\”.ﬂ‘}:l t;dé8 dr(x)+
+ ;:(AXI.!;'ST) E_, df(x)-i*
d (4.9)

I —k — —
—L_L [ fiam.pm “f!f(BDJ;‘.\‘]")] u; dé dr(x)w?-

‘f’“L.I sanrssty u; dM{x)

As integrais das diferencas dos ndcleos dindmico e estitico (primeira e terceira da

Equacdo (4.9)) ndo apresentam singularidade quando executadas da maneira expressa acima
porque elas sdo da mesma ordem nos dois problemas (% para o deslocamento e %2 para a
forga de superficie). Isto € chamado de regularizacdo da integral singular [Kane 1994], e com isto

tais integrais podem ser resolvidas pela férmula padrio de Quadratura Gaussiana. J4 as integrais
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dos niicleos estaticos axi-simétricos (segunda e quarta da Equacdo (4.9)) foram anteriormente
resolvidas no Capitulo 3. Com isto, € possivel fazer as quatro integrais de (4.9).
Uma vez encontrada uma maneira de realizar as integracdes dos nicleos tridimensionais

axi-simétricos, vamaos passar aos exemplos para validar o programa.

4.2 - EXEMPLOS ELASTODINAMICOS AXI-SIMETRICOS.

Devido a inexisténcia de um programa computacional elastodinimico axi-simétrico na
literatura pesquisada, os exemplos envolvidos neste item tm como base de comparagdo apenas
as solugbes analiticas. A validagfio do programa montado para este trabalho, que sera citado a
partir deste ponto como AXIDIN (axi-simétrico dindmico), se dard a partir do cdlculo das

freqii€éncias naturais ¢ dos modos de vibragio das estruturas exemplificadas. Também serdo feitas

algumas animacoes destes modos.
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4.2.1 - BARRA FIXA-LIVRE.

Este exemplo difere daquele feito no item 3.2.1 apenas no carregamento que agora é
periddico e harménico. Desta maneira temos uma barra fixa-livre com drea da se¢ao transversal
circular, cuja aproximacao ¢ feita através de um cilindro no qual a relacfo entre altura e didmetro

¢ 10:1, com um carregamento axial de tragdo periddico uniformemente distribuido na

extremidade livre, como mostra a Figura 4.1 .

. {O!O) -7

Figura 4.1 - Esquema utilizado na simulac@io de uma barra fixa-livre sujeita a um carregamento

axial de tragdo periédico harménico.

Abaixo segue a formula para o cdlculo analitico das freqiiéncias naturais () que serd
feito com precisio de %GO [Richart Ji/ Hall i/ Woods 19707:
RV,

W, = comn=1,3,5,. (4.10)
2L
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onde:

E = mddulo de elasticidade linear do material
p = densidade de massa do material

L = comprimento da barra

Para este exemplo: £ =26 [N/m?]
p=10 [kg/m3]
L=120 fm]

Assim, aplicando a Equacdo (4.10), temos:

w, =021 [rad/s]
@, = 0,63 [rad/s]

., = 1,006 [rad/s]

3

Para iniciar a analise, vamos construir a Funcio de Resposta em Freqiiéncia (FRF) desta
estrutura para uma malha com um ntmero fixo de elementos. Fixemos em 32 elementos
constantes, pois esta malha apresentou um bom resultado para o problema estético (ver Tabela
3.1).

De posse desta malha, queremos estudar o comportamento do deslocamento do ponto de
coordenada (0,1; 12,0) que estd na superficie da extremidade livre da barra, fazendo variar a
freqiiéncia numa faixa que vai de 0,01 a 1,11. Esta faixa foi escolhida porque sabemos, através do
célculo analitico, que ai se encontram as trés primeira freqgiiéncias naturais desta estrutura.

Vamos chamar o nmero de passos em que € feita a varredura ao longo do eixo da

freqiéncia de nf. Analisemos o que acontece com o valor das freqgiiéncias naturais calculadas
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numericamente por AXIDIN em relagio aos valores analiticos 2 medida que variamos o valor de

nf.

A regra utilizada para o cilculo de #f'é:

n=1,23,..

Com isto o ndmero de pontos avaliados no intervalo é 2" +1. Isto nos garante que dentre

os ponto avaliados para um determinado valor de # esto todos agueles considerados para o valor

n-1.

A seguir estao as FRF’s usando (4.11) com#n = 5, 6, 7 e 8 e uma tabela comparativa entre

as trés primeiras freqii€ncias naturais calculadas numérica e analiticamente. Os resultados estio

normalizados tendo como base os valores analiticos.

W @y s
ANALITICO 1,00 3,00 5.00
AXIDIN 1.03 2.99 4.96
n=>5
Erro relative 3% 1% 4%
AXIDIN 1,03 2,99 4.96
n= 6
Erro relativo 3% 1% 4%
AXIDIN 0.99 299 5,00
n=7
Erro relativo 1% 1% _
AXIDIN 1.0 3.01 5.00
n=3%
Erro relative 1% %

natural de uma barra fixa-livre.

Tabela 4.1 - Influéncia da discretizacdo do intervalo de freqiiéncia no célcule da freqiiéncia
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Grificos 4.1 - Funcéo de Resposta em Fregiiéncia do deslocamento em z da extremidade

carregada para as quatro discretizacdes do intervalo de freqiiéncia mostrados na Tabela 4.1.

Pela andlise da Tabela 4.1 percebemos que existe uma convergéncia dos valores
numéricos para o analitico e devido a pouca variacdo no erro com o acréscimo de n = 7 para n =
8, vamos utilizar o primeiro valor.

Em seguida, vamos analisar a conseqiiéncia da variacio do niimero de elementos da malha
para o célculo das freqliéncias naturais, mantendo fixo (e igual a 7) o valor de »n na Equagiio

(4.11).
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@) s s
ANALITICO 1.00 3.00 5.00
AXIDIN 16 .99 2.99 5.00
elementos
constantes
Erro relativo 1% 1% _
AXIDIN 32 .99 2.99 5.00
elementos
constantes
Erro relativo 1% 1% _
AXIDIN 64 0.99 2.99 5.00
elementos
constantes
Erro relativo 1% 1% _

Tabela 4.2 — Influéncia da discretizacdo da matha no cslculo da freqiiéncia natural da barra fixa-

livre.

Notamos que a medida que o nimero de elementos da malha aumenta, os resultados
numéricos ndo variam. Isto ocorre porque as discretizagdes feitas tornam as malhas flexiveis 0
suficiente para serem sensiveis aos modos de vibra¢do analisados (os trés primeiros). Com isto,
para dar andamento a este exemplo, vamos utilizar a malha com 32 elementos pois neste ponto hi
uma estabiliza¢do no erro relativo para os valores das freqliéncias naturais calculadas
numericamente.

Nas proximas paginas seguem os graficos obtidos por AXIDIN dos trés primeiros modos
de vibragdo longitudinal do eixo axial expresso transversalmente., bem como suas respectivas
animagdes feitas em 16 quadros por ciclo, cuja ordem de acompanhamento é da esquerda para a

direita e de cima para baixo.
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Graficos 4.2 — Modos de vibracio de uma barra fixa-livre.
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Figura 4.2 — Quadros representando o primeiro modo de vibrar da barra fixa-livre num ciclo.




Figura 4.3 — Quadros representando o segundo modo de vibrar da barra fixa-livre num ciclo.




Figura 4.4 — Quadros representando o terceiro modo de vibrar da barra fixa-livre num ciclo.




4.2.2 - BARRA FIXA-FIXA.

Vamos considerar neste exemplo as mesmas condigdes de geometria e propriedades do
material assumidas para a barra fixa-livie. Porém, devido ao engastamento ser nas duas

extremidades, o carregamento ¢ distribuido ao longo da barra mas ainda na direcdo axial como

mostra a Figura 4.2 .

(0.0)

Figura 4.5 - Esquema utilizado na simulagdo de uma barra fixa-fixa sujeita a um carregamento

axial periédico harménico.,

Abaixo segue a férmula para o calculo analitico das fregiiéncias naturais que serd feito

com precisao de %00 [Richart Jr/ Hall Jr/ Woods 1970]:

@, = com n=1, 2, 3,... (4.12)

Lembrando que v ? :£
Je,

onde:
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£ = moédulo de elasticidade linear do material
p = densidade de massa do material

L = comprimento da barra

Para este exemplo: E=2,6 [N/m2]
p=10 [kg/m?]
L=120 [m]

Assim, aplicando a Equacio (4.12), temos:

w, = 0,42 [rad/s]
w, = 0,84 frad/s]
w, = 1,27 [rad/s]

O mesmo tratamento anteriormente feito para a barra fixa-livre sera empregado neste
exemplo, porém € necessario mudar o ponto de andlise do deslocamento j4 que as extrernidades
estdo fixas. Aqui este ponto terd coordenadas (0,6; 10,5) que estd na superficie lateral da barra.

Para a andlise, vamos construir a FRF desta estrutura para uma malha com um ndmero
fixo de elementos. Como no exemplo anterior, serd fixado em 32 elementos constantes uma vez
que € a mesma geometria.

Inicialmente vamos observar as FRF's em funcio da discretizagdo do intervalo de
freqli€ncia analisado, que aqui serd de 0,01 a 1,41, pois sabemos através do calculo analitico que
as trés primeiras freqii€ncias naturais estfo neste intervalo.

Usando a Equag@o (4.11) com n = 5, 6, 7 ¢ 8 podemos construir as FRF’s e uma tabela
comparativa entre as trés primeiras freqiiéncias naturais calculadas numérica e analiticamente,

como segue. Os resultados estdo normalizados tendo como base os valores analiticos.
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@, w, )
ANALITICO 1.00 2.00 3.00
AXIDIN 0.96 2.00 3.04
n=3
Erro relativo 4% - 4%,
AXIDIN 1.01 2.00 2.99
n=6
Erro relativo 1% N 1%
AXIDIN 1.01 2.00 2.99
n=7
Erro relativo 1% _ 1%
AXIDIN 1.01 2.00 3.01
n= §
Erro relativo 1% _ 1%

Tabela 4.3 — Influéncia da discretizag@o do intervalo de freqtiéncia no cilculo da freqiiéncia

natural da barra fixa-fixa.
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Griéfico 4.3 — Fungao de Resposta em Fregiiéncia do deslocamento em = do ponto de coordenadas

(0,6; 10,5) para as quatro discretizacdes do intervalo de fregiiéncia mostrados na Tabela 4.3.

Pela andlise da Tabela 4.3 percebemos que existe uma convergéncia dos valores
numericos para ¢ analitico € como a variagdo no erro estabilizou-se com o acréscimo de # = 6
para n = 7 , vamos utilizar o primeiro valor.

Em seguida, vamos analisar a conseqiiéncia da variagcdo do nimero de elementos da malha
para o calculo das freqiiéncias naturais, mantendo fixo (e igual a 6) o valor de » na Equacio

(4.11).
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, @, @,
ANALITICO 1.00 2.00 3.00
AXIDIN 16 1.01 2.00 2.99
efementos
constantes
Erro relativo | % _ 1%
AXIDIN 32 1.01 2.00 2.99
elementos
constantes
Erro relativo 1% _ 1%
AXIDIN 64 1.01 2.00 3.01
clementos
consiantes
Erro relativo 1% - 1%

Tabela 4.4 — Influéncia da discretizagdo da malha no célculo da freqiiéncia natural da barra fixa-

fixa.

Notamos que a medida que o ndmero de elementos da malha aumenta, os resultados
numéricos ndo variam. Isto ocorre porque as discretizagdes feitas tornam as malhas flexiveis o
suficiente para serem sensivels aos modos de vibragfo analisados (os trés primeiros). Com isto,
para dar andamento a este exemplo, vamos utilizar a maltha com 32 elementos pois neste ponto ha
uma estabilizacdo no erro relativo para os valores das freqiiéncias naturais calculadas
numericamente.

Nas proximas paginas seguem os graficos obtidos por AXIDIN dos trés primeiros modos
de vibragdo longitudinal do eixo axial expresso transversalmente, bem como suas respectivas
animacdes feitas em 16 quadros por ciclo, cuja ordem de acompanhamento € da esquerda para a

direita e de cima para baixo.
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Grificos 4.4 — Modos de vibrag@io de uma barra fixa-fixa.
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Figura 4.6 — Quadros representando o primeiro modo de vibrar da barra fixa-fixa num ciclo.
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Figura 4.7 - Quadros representando o segundo modo de vibrar da barra fixa-fixa aum ciclo.




Figura 4.8 - Quadros representando o terceiro modo de vibrar da barra fixa-fixa num ciclo.




Como comentdrio final aos graficos obtidos, convém salientar que aqueles que trazem as
FRF’s tém significado numérico, ou seja, os valores neles contidos coincidem com uma sitnacdo
real de operag@o do concentrador, ao passo que os outros, dos modos de vibracdo e animacdes,
foram multiplicados por um fator de escala conveniente para apresentar os valores vistos, tendo
apenas significado conceitual.

Ji que estes exemplos analisados apresentaram resultados coerentes, numérica e
conceitualmente, com os conhecidos analiticamente, encerramos este capitulo concluindo que o

primeiro passo pretendido foi realizado: a montagem de um programa (visco)elastodinmico

estacionario axi-simétrico.
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CAPITULO 5

Aplicacoes

Sem perder de vista a idéia inicial que € a otimizagdo do concentrador ultra-sénico, este
capitulo procura tratar de um problema que se aproxima de uma situacdo prdtica, tentando
analisar algumas geometrias, e entre elas aquela que pode possuir um melhor rendimento.

Para tanto, vamos tomar cinco barras com drea da seciio transversal circular e varidvel
com as extremidades livres (barras sem vinculo algum), submetidas a um carregamento periddico
harmonico unitario (#; =1) de compressdo na extremidade maior (ver Figura 5.1) e medir o
deslocamento na outra extremidade no ponto de coordenada (0,5; 12,0). Em todos os cinco
exemplos a serem analisados, as barras possuem rajo maior Ry =75, raio menor Ry = 6,0 e

comprimento L = 12.0. O diferencial entre elas é a razdo com que o raio vai diminuindo ao longo

do comprimento.

A equacao usada para fazer variar o perfil desta estrutura &:
r(2)= o)1= (/LY [+ L)z L 5.1)

onde r ¢ z s&0 as coordenadas radial e axial respectivamente e ¢ é um ndmero real qualquer. Para
0s nossos exemplos usaremos & = 0,50, 0,75, 1,00, 1,25 ¢ 1,50 sendo que cada perfil sers citado

em fung¢do deste valor de o com os seguintes nomes: bar0_50, bar0_75, barl1_00, barl 25 e
barl_50.

A Figura 5.1 especifica esta nomenclatura relacionando-a a cada perfil.
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bar(_50 bar(_75 barl_00 barl_25 barl_50

Figura 5.1 — Representacdo geométrica das barras com suas respectivas identificacoes.

Nosso problema inicial € encontrar as freqiiéncias naturais de cada uma das geometrias
através do programa AXIDIN. Por se tratar de um capitulo de aplicacOes, vamos nos preocupar em
encontrar somente o primeiro modo de vibrar de cada uma, pois assim é o funcionamento dos
concentradores ultra-sdnicos abordados neste trabatho.

Como nos exemplos 4.2.1 € 4.2.2, vamos construir as FRF’s para cada uma das estruturas,
mantendo fixo o nimero de elementos da malha e variando o passo no intervalo de freqtiéncia
analisado. Fixemos o nimero de elementos em 32 e o intervalo de freqii€ncia variando de 0,01 a
0.61. Esta escolha foi feita em virtude dos resultados obtidos no Capitulo 4.

Devido ao fato das geometrias serem bastante proximas, vamos fazer os calculos das

an A - - P I
1s ¢ .
freqliéncias naturais com uma precisio de /1 000

Segue agora uma tabela comparativa entre as fregiiéncias naturais e também as FRF’s para

cada uma das estruturas, com valores de n = 5, 6, 7, 8. e 9 de acordo com a Equacio (4.11).
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n=3 n=6 n=7 n=38 n=9
bar0_50 0,422 0,422 0,418 0.419 0,419
bar0Q_75 0,422 0,422 0,422 0.422 0,422
bar1_00 0.422 0,422 0,427 0,426 0,426
barl_25 0,422 0,432 0.427 0,429 0,429
barl_50 0,422 0,432 0,432 0,432 0,432

Tabela 5.1 — Influéncia da discretizaggo do intervalo de freqiiéncia no céleulo das freqiiéncias

naturais das cinco estruturas.
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Gréfico 3.1 — Fungao de Resposta em Freqiiéncia do deslocamento em z do ponto (0,5; 12,0) para

quatro discretizacdes de fregiiéncia da estrutura barQ_05.
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Grafico 5.2 — Fungéo de Resposta em Freqiiéncia do deslocamento em z do ponto (0,5; 12,0) para

quatro discretizagdes de freqtiéncia da estrutura bar(}_75.
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Grafico 5.3 — Fung#o de Resposta em Fregiiéncia do deslocamento em z do ponto (0,5; 12,0) para

quatro discretizacdes de freqiiéncia da estrutura barl_00.
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Grifico 5.4 — Funcdo de Resposta em Fregiiéncia do deslocamento em z do ponto (0,5; 12,0) para

quatro discretizagdes de freqiiéncia da estrutura barl_25.
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Grafico 5.5 — Fungao de Resposta em Fregiiéncia do deslocamento em z do ponto (0,5; 12,0) para

quatro chiscretizacdes de fregiiéncia da estrutura barl_50.

Analisando a Tabela 5.1, notamos que ndo hd mais variagdes nas freqiiéncias naturais
quando mudamos » de 8 para 9. Devido a isto, vamos utilizar uma discretizaciio do intervalo de
freqiiéncia com # = 8§ ¢ assim dar andamento as nossas andlises. Convém comentar que os
Graficos 5.1 a 5.5 s6 apresentam FRF’s até # = 8 por ndo haver mudanca nas FRF’s para n = 9.

Em seguida, vamos analisar a influéncia da variacio do ndmero de elementos da

discretizagao da malha no calculo das freqiiéncias naturais, mantendo fixo (e igual a 8) o valor de

n na Equagdo (4.11).
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bar0_50 bar0_75 barl_00 barl_25 Barl_50
16 elementos 0,422 0,425 0,430 0,432 0,434
constantes
32 elementos 0.419 0,422 0,426 (0,429 0,432
constantes
64 elementos 0,419 0,422 0,426 0,429 0,431
constantes

Tabela 5.2 — Influéncia da discretizaciio da malha no célculo das freqiiéncias naturais das cinco

estruturas.

Como ocorreu nos exemplos do Capitulo 4, notamos que os resultados numéricos quando
variaram foi numa propor¢do muito pequena que pode ser desprezada se considerarmos o custo
computacional que isto acarreta. Podemos dizer aqui também que as discretizagdes feitas tornam
as malhas flexiveis o suficiente para serem sensiveis ao modo de vibragdo analisado (o primeiro).
Com isto, para dar andamento a este estudo, vamos utilizar a matha com 32 elementos pois neste
ponto ha uma estabilizaco no valor das freqiiéncias naturais calculadas numericamente.,

Encontrados o nimero de elementos para discretizagdo das malhas e as freqiiéncias
naturais das estruturas, vamos agora tentar encontrar qual das geometrias pode possuir um melhor
rendimento.

Existe agui um problema prético, pois sendo estas estruturas livres-livres, elas estdo
“soltas” nos espaco. Como elas vio operar sempre no primeiro modo proprio, temos que localizar
0 n6 (ponto de deslocamento nulo) para fixarmos af a estrutura.

Partindo da mesma situagio utilizada na determinaco das freqiiéncias naturais, vamos
tomar cada estrutura e submeté-las a um carregamento periédico harménico de Compressac na
extremidade maior, sendo este com freqiiéncia igual 2 primeira freqiiéncia natural de cada
estrutura. Com isto temos cada barra operando no primeiro modo proprio (1° ressonéncia) e assim

poderemos localizar o né acima citado.
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Localizado o n6 para cada estrutura, colocamos ali um vinculo e excitamos novamente as
estruturas nas mesmas condicOes anteriores, € temos assim uma simulagio do modo de operagiio
de um concentrador ultra-sénico.

O que temos até entdo sdo as cinco estruturas da Figura 5.1 com um carregamento de
compressio periédico harmdnico na extremidade maior, fixas nos respectivos nos (previamente
conhecidos) e queremos conhecer qual delas pode possuir um melhor rendimento.

Devido ao fato de que nestas simulacdes ndo estamos considerando as perdas por atrito
interno no  material (material viscoeldstico), ndo podemos submeter a estrutura a um
carregamento harmonico periddico com freqiiéncia igual 4 primeira freqiiéncia natural de cada
estrutura, pois 1sto poderia gerar resultados numericamente errados. Na ressondncia os
deslocamentos tenderiam ao infinito.

Para esta andlise, vamos utilizar um carregamento com freqiiéncia 0,01 a menos que a

primeira freqii€ncia natural obtida numericamente (@xcitacao = Ohagrar ~ 0,01).
Vamos definir agora uma grandeza que chamaremos eficiéncia actistica como:
— eficiéncia aciistica: integral do deslocamento lateral na dire¢do da normal / integral
do deslocamento na extremidade menor (sajda) na direcdo da normal. Esta relaciio
releva o fato de que o deslocamento lateral esta associado ao campo actistico nio-

atil ao passo que o deslocamento na extremidade tende a gerar o campo util.

A Figura 5.2 mostra como ¢ calculado o deslocamento normal para um elemento.
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Figura 5.2 ~ Representagio do deslocamento normal num elemento da malha.

Fazendo esta andlise para cada uma das estruturas, temos;

bar0_50 =  eficiéncia acustica = 1,701

bar()_750 = eficiéncia acustica = 2,949

barl1_00=  eficiéncia acistica = 2,697

barl_25=  eficiéncia acistica = 1,670

barl 50 =  eficiéncia acistica = 1,688

Analisando os valores obtidos dos indicadores de eficiéncia acdstica de cada uma das
cinco estruturas € considerando somente os fatos explanados neste trabalho, serfamos levados a
concluir que a geometria denominada bar_0.75 apresentaria um melhor desempenho global,
porém cabe ainda ressaltar que existem outros fatores que devem ser considerados para uma

analise mais precisa como por exemplo o amortecimento do material.
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CAPITULO 6

Discussio, Conclusdes e Perspectivas

O que se pretendeu neste trabalho foi modelar o comportamento dinamico da parte
passiva de um transdutor utilizado em equipamentos ultra-sdnicos de poténcia, através de uma
estrutura com simetria axial.

Com o conhecimento das dreas citadas, o passo seguinte foi a compreensdo da formulagao
de um metodo numeérico, aqui o Método dos Elementos de Contorno (MEC), para que o problema
pudesse ser resolvido para qualquer geometria independente do cdlculo analitico, o qual, para
algumas situacOes, € de dificil resolucio.

Escolhido o método numérico, partiu-se entiio para a implementacio computacional. No
entanto, para as equacOes usadas, nfo foi possivel uma aplicacio direta do referido método
devido & existéncia de integrais singulares fortes e hipersingulares, e uma estratégia matematica
se fez necessaria para contomnar o problema. Por conseqiiéncia desta estratégia, este trabalho tem
nao somente um estudo de uma estrutura sujeita a um carregamento periédico harménico, como
também uma consideraco sobre uma estrutura sujeita a um carregamento estatico.

A respeito da andlise do problema estéitico axi-simétrico, pode-se dizer que o programa
desenvolvido neste trabalho obteve resultados com margem de erro pequena quando comparado &
solugdo numérica obtida pelo programa formal existente na literatura pesquisada (BEACON), e o
que se pode perceber € que a medida que a geometria foi se tornando mais complexa, indo de um

cilindro para uma coluna cbnica, foi necessario um nimero maior de elementos para que os
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resultados convergissem para os esperados. Ainda com relaciio a0 mesmo problema, como foi
visto, o programa BEACON usa elementos quadréticos e, conforme esperado, convergiu mais
rapidamente (menor nimero de elementos) para o resultado analitico.

Conclui-se, a evidéncia do que foi exposto, que ji existern resultados com maior exatidio
€ menor tempo computacional que os obtidos neste trabalho, mas aqui ele é apenas um meio para
a abordagem de outro problema que ¢ o dindmico. Para finalizar os comentérios sobre o programa
estatico axi-simétrico € pertinente dizer que foi necessdrio que ele possuisse elementos
constantes, pois sO assim seria 1itil no programa dindmico axi-simétrico que inicialmente, por ser
mais simples, usou também o mesmo tipo de elementos.

Com relagdo ao tema especifico desta tese, notou-se que € no desenvolvimento
matemadtico envolvendo as integracdes em que se baseia 0 MEC onde certamente se concentram
as maiores dificuldades, pois todos os artificios usados foram para contornar este tipo de
problema.

A forma de anélise dos resultados se baseou em duas etapas: a primeira foi quantitativa,
consequentemente pode ser mensurada, e comparou numericamente as freqiiéncias naturais das
estruturas exemplificadas, atingindo resultados coerentes com o calculo analitico. Este ponto foi
fundamental para que se passasse para a segunda etapa, esta qualitativa, em que analisou-se as
formas das estruturas nas ressondncias, que também foram compativeis com as conhecidas
analiticamente. Embora figurem neste trabalho apenas os trés primeiros modos de vibragdo de
cada exemplo, 0s superiores também foram testados com bons resultados mas com discretiza¢des
maiores das malhas.

Considerando o fato de que os exemplos utilizados pelo programa até este ponto tiveram
resultados pertinentes, fol interessante tentar comparar o comportamento de algumas geometrias
para que, sob alguns aspectos, pudéssemos concluir qual delas possui o melhor desempenho, mas
esta concluséo € bastante particular para este trabalho.

Sem perder de vista que a idéia inicial era a montagem de um programa que analisasse
uma estrutura (visco)eldstica axi-simétrica sujeita a um carregamento periddico harménico, pode-
se dizer que o objetivo foi alcancado mas, como perspectiva para o aprimoramento do que j4 foi
feito, enumera-se a execu¢@o de um programa para outras geometrias com elementos lineares ¢

quadraticos usando a filosofia de programacio orientada a objeto tendo por ambiente a linguagem
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C++ e, principalmente, uma andlise do rendimento energético do concentrador acoplando-o ao
campo aclstico gerado. Num proximo passo, propde-se testes com outras estratégias para

contornar os problemas matemdticos e também comparacdes com outros métodos.
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APENDICE A

Niucleos elastostiticos axisimétricos de deslocamento expressos em coordenadas
cilindricas referenciados no Capitulo 3.

Neste apéndice, estes niicleos sdo expressos fazendo-se a substituicio dos mniicleos

tridimensionais, mostrando-se os passos envolvidos.

u, (&.x)= ~1—rﬁ [u,, (£, x)cos B(x) + u, (&, x)sen 8(x)] dO(x)
27 0
1 2 1
w, (Ex) = [ { J[
2m { 167 (1) [, X, + (00 - X, OF + (v, - @2
] — X&)
(3—4V)+ (x](x) i i 9 .
_ (- X,EF + 0 - X, + (mm- 1. @) |0
] | |
+ i
167 (=) [ 00 -, F + (10 - X, + (1,00~ L@ [
] (3,00 = X&) (5,0~ X, (&) }
3 — 1senf(x) |+dB
|50 =X, T + (60— @) + (- G@F | |48
Fazendo a transformacio B(xy=m-2c

e lembrando que

X, (&)=R(&)cosB(E) = R(&); X,&) = R(E)sen6(E) =0; X&) =Z(&)

x,(x) =r(x)cosf(x); X, {x)=r{x)senf(x); X, (%) = x,(x)

{emos:
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um(f,x)w[ -2 }

A
i

+

21 6mu {1-v)

3—4v

(r(x)cos{r — 20t)— R(f))2

:(r(x)cos(ir —2a)-R(&E) + (r(x)sen(z —20)) + (z(x) - Z(f))z}%‘ i

(r(x) cos(z — 20r) = R(&E)r(x)sen(r — 2c2))

:(r(x)cos(ﬁ' - 20} - R(zf))2 + (r(x)sen(ff - 24:35))2 + (z(x) - Z(f)ﬂ% ]

Considerando agora as identidades

cos(7 ~ 20t =sen” ot —cos® e

sen(z — 20¢)=2senarcos podemos escrever:

u,(§.x)= [m}

(3-4v){sen’a - cos’e)

: } }COS(]I ~ 200)+
i (r(x)cos(m — 2ar) - R(EY +(r(x) sen(z - 2a)) + (z(x) - Z(é‘))z]/2

cos(z — 20r) +

sen{7r — fo)}do:

er{_ [(r(x) (sen® o — cos? a)- R(f))z +{r(x)2senacosarf +(z(x) - Z(é))z}% -

o

(r{x) (sen2 o —cos’ o) R(f)f(sen2 & —cos’ 05)

)
o en? a—cos* @) &) + (ro2sencrcosaf + (-0 - 2 @/

(r(x) (sen® &= cos? a)- R(E)) (r(x)2sen acosa) (2senacosar)
(

| [(r(x) (sen2 o —cos’ a./)—~ R(é‘))2 +{r(x)2sen afcosar)2 +(z(x) - 2(5))2?

lembrando que sen’ @ +cos’ =1 temos:

do
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N =]

(3-4v (1 2cos’ )

i :(r(x) (sen2 o —cos’ar)— RO +

(
(r(x) (1= 2c05* @) R&)P (1~ 2c0s2 )

+{r(x)2senacosar) +(z(x) - ZEr[ ]

L :(f‘(x) (sen” & — cos? a)- RS + (r(x)2senacoser)’ +z0=-Z&F [

B

(r(x) (l —2cos’ 0:)— R(f)) (Af;f(Jc)sen2 acos’ O:)
+ = do
[(r(x) (sen2 o — cos” o:)— R(gt))2 +(r(x)2senacosar) + (z(x)— Z'(f))z}/2

(3-4v) (1-2cos*cr)

(r(x) - 2r(x)cos’ o — R(f))

B

:(r(x) (sen2 o —cos’ a)~ R‘(f))2 +(#(x)2sen Ofcosa)2 + (z(x) — Z(éz))z_

2

(r(x) ~2r(x)cos” o — R(f_)) (1 - 2cos’ 0:)+ 4r(x)cos’ o —4r(x)cos* &

_{(r(x) sen’ oz~ cos? a)- R(&)J +(r(x)2sen acosa) + (z(x) - Z(f)){

2

agrupando agora os dois tltimos termos do integrando, resulta

u,‘,ﬂ(f,ﬂ{@f“(f:ﬂ

-

(3—4v) (1-2cos’a)

_{(r(x) (senza—cosza)— R(f))2 +(r(x)2senaxcosa) +(z(x) - A

(r(x) - 2r(x)cos’ o ~ R(é)) (r(x) +2r(x)cos” o — R(f))

_[(r(x) (sen2 o - cos’ a)— R(cf))2 +(r(x)2sen acosa) +(z(x)— 2(5))2% |

= i +
_(r(x) (sen2 o —cos’ a)— R(f)p)2 +(r(x)2senarcosar) +(z(x) - Z(éf))zF }

e

- }da

de
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u, (& x)= {%ML__E

167" (1= v)

i{ (3-4v){1-2cos?a)
1 {x) sen’ o — cos’ a) R(g’})2 (r(x)7sena’coso: +{z(x) - Z(f)a}/z

+

+

! (REE) = r(0) {1 - 2c05 @)~ 4R(E) F(x) cos* d
: o
i_[( (x) (sen o~ Cos” c:c} R(f))'+(r(x)288nczcosa) +{z(x) - Z(é"} 3

manipulando o termo

(r(x) (sen > -cos® or)- R(cf))2 +{r(x)2senacosa) +(z(x) - Z(&)F

concluimos que ele € igual a

(RE) +r(0)) +(Z(&) - z(x)) ~4r(x)R(EYsen”
Fazendo

]
167 (1-v)

C= [(R(cf) + () +{Z(&) - z{x)ﬂ%

_ 2R rw)”
C
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temos por enguanto:

u (& x)=
= QAL% ”i B-4v) (1 - 200520‘)} +{(R(§) ~r(x)) (1 - 2coszo:)—4R(§) #(x) cos“aﬂ da

C (1—mzsen2a}y2 Cﬁ(l—mzsenza)%
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u (Ex) = [ (&, x) dO )]

1 o !
u (&,x)= EL {_W}

|
le@-x@p+ (%,(x) = X, (&) +(x,(x) - X«é))zﬂ

b0, 0x) = X, () () - X,8) 460
(5 )= X (O + (6,00~ X,(E)F +(x(x) - X, (&)

Fazendo a transformacio B(x)=n -2

e lembrando que

X,(§) = R(§)cosB(5) = R(E); X, (&) =R(E)senb(&) =0; X&) =2
x,(x) =r{x)cos@(x); X, (x)=r(x)senf(x); X3 (x) = x,{x)
temos:

U, (6.x)= [27:1 67;112(1 - "’J

I

J% {h(r(x)cos(ﬁ._za) RE) +(r(xysen(m —2a)f + (2(x) - VAlS ))}V}
)

| (reocos(r 200 RENet - 216) Jho
{r(x)cos(m — 2¢)— R(E)Y +{r(x)sen(r ~20)f + (z(x) - Z (& )
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Considerando agora as identidades
cos(z ~ 20t) = sen® or —cos* & e

sen{rm — 205) =2senacosy podemos escrever:

um(g,x)m{m} |

4 1
% [(r(x) (s.f:n2 o —cos’ a)— R(ﬁ))2 + (r(x)Zsen OJCOS{?U)2 +(z(x) - Z(ﬁf))g}/z

(F(x) (sen cos’a)-R ) (z(x)~ Z,)

2 2 2 d
[(r(x) (sen” o~ cos’er) - R(E)) +(r(x)2senacosaf + (z(x) ~ Z(EY }} “

lembrando que sen’ @ +cos’@ =1 temos:

u_(&.x)= [T&TI(IQT)J

f%{ (r(0) (1 - 2c05? a)_R(é’))(z(X)—Z(f)) dor
% {(r(x) (sen? o —cos® ar) = RE)) + (r(x)2senarcosar)’ + (z(x) = Z(&) }%

manipulando o termo

(r(x) (sen2 a~cos’ a)— R(f))2 +{r(x)2sencxcosar)’ + (z(x)- 2(&)

concluimos que ele € igual a

(RE +7r(x)) +(Z(E) - 2(x)) —4r(0)R(E)sen’ &
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Fazendo

1
Tertu(l-v)

C=[R&)+ r0) +(2&) -z}

ARG )
C

temos por enguanto:

3

l!,_:(f,x)= QAJ;%{(R@:)—F(X)+ZF(X}COSZ a)(Z(g:) —z(x))l der
C3(1~mzsen2a)é ]
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1 r2r
., (&.x)= "*?:”7;_[0 [245, (£, x)cos 8(x) + uy, (€, x)senB(x)] d6(x)

2 |1 1 |
! {16@“ U“f’)}{[(xi(x) —X,F +( }

xz(x)—Xz(é))z +(x3(x)—X3(§))2]%

(3, (0) = X, (E))x, (0) = X, () cosO(x) +
(0= X (O + (5,0 - X,O)) +(x,(x) - X, (&)

’ [16@ 1(1 mv)}[[( } }

X (%) = X (E)) + (0, (x) = X,(E)F + (e, (x0) ~ Xa(é))zl%

(e, (0 = X,©) (r, () = X, (6)
[(x}(x)—X] (f))z“’5“(xz(x)_Xg(é:))?’+(x3(x)m)(3(§))2 senf(x) dg(x)

Fazendo a transformacao O(x)=m-20

e lembrando que

X, (£)=R(&)cosb(S)=R(&): X (&)= R(&)send($) =0, X, (Ey=2()

x,(x)=r(x}cosB(x); X,(x)=r(x)senf(x); x;(x) = x,(x)

temos:
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u,,(&.x) = {zﬂ.} 67;2(1 - VJ

.
% | Llrto)costr ~22)- REF + ((wsente - 20)f + (o) 2@ T

(zx)= Z(6) (r(e)eostz ~20)- ) ﬂmw s
L (r(x)cos(ﬂ' —2a)- R(E) + (r(x)sen(ir —20)) + (z(x)- Z(éf)):2

1
|:_ [(r(x)cos(it -—'205) = R(&)] +(r(x)sen(r —200) +{z(x)- Z(f))z}yz }

(=)~ Z(ENr(x)sen(z - 201) mm
(rx)cos(r —20)~ RE +(r(x)sen ~ 22)f + ()~ Z )Y

Considerando agora as identidades
2 2
cos(m —2c) =sen’ a—cos’ &r e

sen{7 ~ 2} = 2sen & cos o podemos escrever:

A

J% (z(x)~ Z(&)) (r(x) (senga’—cosza)—— R(f))(senza—cosza) .
K [(r(x} (sen2 o ~cos” 0:)— R(f))z +{r(x)2sen acosa) + (z(x)— Z(f))z}}/2

(z(x) = Z(&)) {r(x)2sen acosa) (2senacosa)
* - da
[(r(x} (serf o~ coszcx)— R{f))" +(r(x)2senacosax) +{z(x) - Z(f))lry2

lembrando que sen” e +cos’ =1 temos:
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u (£.x) = [mJ

J-% { _ (z(x) - Z(&)) (r(x) = 2r(x)cos’ ¢ — R(é’)) (1 — 2(:0520:) | _
7 i _(r(x) (sen? e — cos? o)- RE) +(r(x)2sen acosa) +(z(x) - Z(f))zr/z |

ol (z(x) - Z(&) (4r(x)) (cos2 o —cos® a) ] da
i _(r(x} (sen2 o —cos’ a)—m R(§))2 +{r(x)2senacosa) +(z(x) - Z(f))a}% ]

u, (& x)= [T%%?]“(E—T)}

J% (z(x)=ZE) r(x) - REE) + 2R(E) cos* )

_%{[(r(x) (sen® & — cos” a)- RE)) +(r(x)2senacosa) + (20) - 2(5))2]%}

do

manipulando o termo

(r(x) (sen” or - cos” )~ R(E)) + (rix)2sen cosa)’ +(z(x) - Z(&))
concluimos que ele € igual a

(R +r(0)f +(Z(§) = 2(0) = 4r(x)R(&)sen’ o

Fazendo

I
C1ertu(1-v)

C=|R@&)+re) +(z@&) -z}
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_2R&) r©))*
C

m

temos por enquanto:

Y da

u (&,%)= EAJ;%{(R(@ —r{x) - 2R(E)cos? af)EZ(é) — z(x))
C*{1~m? sen® 0!)/3
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u:: (5’ x) = _2%5 Jjﬂ- ['Li33 (é:’ )C) dQ(JC)]

u (gx):wl_jzﬂ{ ! J{ |
) 2z ({167 (1-v) (100 - 2,07 + (5,00 - X, + (00 - X,

Gmav)s (- X, }}dgm

L (xj (x) - X, (5))2 + (xz(x)_ Xz(‘g))z + (xs(x) _X3(§))2

Fazendo a transformagao Bx)=n-2c

e lembrando que

X (&)= Ri{{)cos (L) = R(&); X,&)=R(E)ysenb(E)=0; X (&)= Z(&)
x,(x) = r(x)cos8{x); x,(x) = r(x)sené(x); x5 (%) = x;(x)
temos;

2
U (§,x) = [zmﬁfw (1- VJ

4 i
J% {_ [(r(x) cos(z ~2a)= R + (r(x)sen(z - 2a0)) + (z(x) - Z(é))z}%}

| (z00) - Z(&))
3—-4y )+
m( g (rix)cos(m = 200) = RE)) +(r(xysen(r - 20)f +(2(x) - Z(E)Y H "

Considerando agora as identidades
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cos(r —2¢r) = sen” o —cos® «x e

sen(r — 2c¢) = 2sencos podemos escrever:

) 1
4e(e%) = [mzz%u ( —v)}

J//{( ! |

g_[(r(x) [sen’cr~cos* @) - R(E)T +(r(x)2senacosa) + (z(x) ~ 2(5))2}%
((3 _ay)+ (z-zE&) H i

(r(x) (sen2 a —cos’ a)— R(f})2 +(r(x)2senacosar) +(z(x) - Z(&)f

J‘% { (3-4v) -
2 Wt
7 [(r(x) (sen’ - cos® o)~ R +(r(x)2senacosa) + (z(x)— Z'(qf))z_12 |
_J (@0 ~Z©)f
! [ 2 2 2 2 B da
L (F(x) (sen? e~ cos a)-— R(f)) +(r(x)2senacosa) + (z(x) - ZOF

manipuiando o termo

(r(x) (sen2 o —cos’ 0{)— R(é))2 +{r(x)2senacosa) +(z(x)~ Z(&) )

concluimos que ele € igual a
(R +r(0)) +(Z(©) ~z(x0)) —4r(x) R(&)sen’ &
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Fazendo

1
A=—"
167w (1—v)

C= [(R(f) +r(x)) +(Z(&) - z(x))* ]%

. 2(R<<§>£<x>')%

temos por enquanto:

e T ZAJ;% 3":41/ 7\ + (2(5)—2(36))2 3
C (I—~m' sen"af}/2 C?’(l—mz Sel]?a)/?_

dor
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APENDICE B

Integrais elipticas do primeiro e segundo tipos refenciadas no Capitulo 3. Estas integrais

elipticas que aparecem nos nicleos axisimétricos sao escritas nas formas:

Klm74)= 1 der (B.1)

Vi—m?sen’ &
E(m,%):J:AJI—mzsenzada (B2)

onde m € chamado médulo, K (m% ) e £ (m%) $ao as integrais elipticas completas do

primeiro e segundo tipos respectivamente.

As integrais elipticas podem ser escritas em formas de séries como seguem abaixo:

K (m,%):in4+§ a, (I—mz)i +In{1 ! 5 ){—;——%i b, ( ——m?’)[} (B.3)

E(m%):}+§; ¢, (zwmz)’ﬂn[} ! 7]{}: d —mz)’} (B.4)

onde n € o numero de coeficientes «,.b,,c, ¢ d, usados nas aproximacdes. Para o

propdsito deste estudo, serd usado # = 5 onde a média de erro é estimada em 10° % [Becker

1992].

Os coeficientes a,,b,,c, e d, necessarios para estas equacdes foram calculados como:
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a) = 0.096578619622
ay =0.031559431627
a5 = 0023761224857
a, =0.025962888452
as = 0.0066398011146

by =0.12499929597
b, =0.070148757782
by = 0.044983875539
by =0.018751660276
bs = 0.0018472341632

¢; = 044315287472
¢, =0.057566998484
¢y =0.031761145524
¢, = 0.030662347457
¢s = 0.0076529606032

d; =0.24999920273

d, =0.093564907830
d; =0.054260524448
dy =0.021836021169
ds = 0.0021247918284

Algumas integrais relevantes na formulacio axisimétrica envolvendo cos o podem ser

transformadas em integrais elipticas como seguem:
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[ dr= L b - & (7] ®)

L% 1 % dor=— E(m,xz) (B6)

(1—m2 sen” ¢

Sy S AR =

e ] ST B A B

m
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APENDICE C

Nicleos elastostiticos axisimétricos de deslocamento expressos em funcdo das integrais

elipticas referenciados no Capitulo 3.

Este apéndice contém as passagens para sair da representacdo dos niicleos como estio no

apéndice A e representd-los em fungéo das integrais elfpticas.

)= EAJ-O%H(?J —~ 4v)(1 —2cos” a)} + [(R(é:)«— r(x)f (I —2cos’ cx)—4R(§) #(x)cos* a}} dor

C (l—rr.czsenzaf)y2 ci-m* senza)%

) G-av)[ I " oA cos’a
! J)_M{ C [r (1—m’sen? af}/ ’ ZL (1 m* sen’ 0‘)/ }

(RE)~r(x))'| 7% I dor—2 A cos’ o q }
’ c {J‘O (1 - m*sen® a}/ . JJ (1- mzsenga)% I

4R(E) #(x) f% cos* }

0
1 m? sen” 0:)/

(6224 0 i) 2 (6 ) -m) 24
AR L E(m,%)—-;- [ (n24)- 2 brng)]
AN g o) 74
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u, (&,x)= = {{3 —dv+ 25-4v) (=) —~ Z(R” — FQ)E + SR(ﬁ)r(zc) - mz)}K (m,ﬁz)+

ME?- m* C*m? C*m*

{_ 2G-4),, (R >~r<f)))2 L 2RE) =) 4R(E) ) (zwmz)}g (m’ﬁz)}

m’ - (I
apds algumas manipulagbes matemdticas, conclufmos que:

_ (RE)=rlo))” +(2(8)~=Ax))

C

e fazendo D = (R(&)~ r(x))* +(Z(&) - z{x))? temos que:

134



o ()22 {[3_@ L 28-)[(RE)-r()) - (2(6)- € x)F]_ (R(E)- ()
" C

- 2R 1, RE D)
(R (2@ ] () o),
BT R }K(’"’/z}
[_e—w)c A () AT
2R(EY r(x) D 2R(E) F(x
REY +r(x) +(z } £/ }
2R(cf)
0 60)= e B v+ RO + o + @)=+ (200)- e )+
-Gmar) e R RO i) ) (a(e)- o)y 5 (ms%)}
L
A T/ |+
0,630 =y oy B4 < R e+ (20) () e (20)- () e ns
(o) ZE AN REY +rl + 2(0)- 6 }}E(m EE)}
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() RE)=r(x)+ 2r(x)cos? @) ((€) - =(x))
ur:(é:’X)—zAJ: { C3(§~»mzsen20:)%

}da

e fazendo D = (R(S)-r(x))* +(2(£)~ =(x))’

temos que:
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E)cos? a)(Z

A= 24[" {

o (1 m® sen’ a)y

w} "

"Zi(f)K(mﬁ%)J{

e fazendo D = {R(&)—r(x))

T+ (ZE)- =2y

RE)-r) , 20)1

-
1-m- m-

L[ 2BE) rlx)—2rfx)

C* —4R(E)rlx)

]

temos que:
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u;:(cf,x):zAf/z{ oy (2= }da

C(l»~~m2 senza')% C’“(]—m2 senza)%

u--@,x):z,q{%‘*v A e o i

(1-m?sen’ar)

3 (2@ | mﬁ}
S et TR + zer=sy)

e fazendo D = (R(E)—r(x))* +(Z(£)- z(x))? temos que:

u_(E.x)= 2A{3”C4" K (4 L2 (m,%)}

CD

u ,x)m%i{(-?’“‘w)]{ (m,32)+.(z_.@__5,2£§)£ E (m%)}

7 da}
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APENDICE D

Nicleos elastostiticos axisimétricos de forgas de superficie referenciados no Capitulo 3.

Aqui estes nicleos também s&o escritos em fungfo das integrais elipticas.

1 x)=2ultn, +1,n ]
t(Ex)=2ultn, +1,n.]
t(Ex) =24 tn, +1,0_]
t.(Ex)=2ult,n, +1,n_]

onde:

A 3 BF (Z(f) — z’(x))2
= S e — N T

4
R(E) r(x)*

+%[R(§)2F+(2(5)_z(x>)w] ZBF(Z«:) z(x)} £l ¥ )

{ [R@ S+(ZE&) = z(x)fV +r(x) ]

L AZE©-z) o
we A2 [D( S2@-:w) | K )
A(Z(f}—Z(x)) —)) - a2y B oy Q:E -
25 oD [3(2@ 2(x))" = B2y = 3)- == (2(8) - 2() E [m.7)
to=t,
A
t, = R@)CD{_D(MV) | —{Z(&) - z(x)} ( 77)

A PN o) SFREY
R@CD[—(Z@—A W+ H (1-2)-—=2 (20~ - ())} £ {m.74)
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L AzZ&-=z) b | 2 2
ty = D [ )’ +“55(Z(§)-z(x)) }K (m,%)+

AZ(&) - 2(0) B___8B
( i‘D {4(1~+~v)—r(x)2 oo —(Z(&)- Z(x))} ( %)

A
fe = r(x)CD[ D{1- 2v)——(Z(§) z(x)J ( Jy)
A(Z:((i)};;(x)){wb’)(z(f)—Z(X))z+F(1—2 )—%(2({) Z(x)] ( 77)

- (2(23 Z(X))[C (&)~ z(xﬂ K (.74 )+

2_4(2(5)_3(3{)) (2(5) z2(x)) :! ( Ty)

D l:(l —2v)+ oC

As constantes 4, B, C, D, F, H M, N, Se V sdo definidas como seguem:

1
T16riu (1-v)

B=R(E) +r(x) +(Z(E) - z(x))

C=|R@&) +r0) +(2(&) - Z(x))z}%

D=(RE) ~r(x)) +{Z(&) —z(0))

F=R(E? —r(x)* +{Z(&) — z(x))*
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H=r(x)" = R(E +(Z(E) - z(x))?

M =2R(E) +r(x)* +2{Z(&) - z(x))

N=2R(E) +3(Z(&) - z(x))}
S=2R(E) =3r(x) +4(Z(&) ~ ()

V=3r(x)" +2(Z(E) - z(x)
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