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Resumo

Esta tese apresenta um novo algoritmo para o refinamento eficiente de malhas de
elementos triangulares. Este tipo de malhas podem ser utiizadas por diversos métodos
numeéricos tais como o meétodo dos elementos finitos nodais e de aresta, o método dos
momentos, etc... Este novo algorifmo € baseado em uma combinagio entre as técnicas de
refinamento através da bissecgBo ¢ a técnica de Delaunay. Apresenta-se também a extensio
desta técnica para o refinamento de malhas tridimensionais superficiais e volumétricas.
Diversas simulagdes de problemas eletromagnéticos foram conduzidas, as quais confirmam
a eficacia de nosso algoritmo na geracéo de malhas com elementos totalmente conformes e

compativeis.

Abstract

A new algorithm for the efficient refinement of triangular element meshes is
presented in this thesis. This kind of meshes are useful for several numerical methods like
nodal and edge finite elements, method of moments, etc.. This new algorithm is based on a
combination of bissection and the Delaunay refinement techniques. An extension of this
technique to the refinement of volumetric and superficial tridimensional meshes is also
presented. Several simulations of electromagnetic problems were performed, which
confirm the effectiveness of the present algorithm in the generation of meshes with fully

conformal and compatible elements.
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Capitulo 1

Introducao

A simulaciio computacional ¢ uma ferramenta poderosa para o estudo e projeto de
equipamentos € seus componentes pois permite ao projetista conhecimento a respeito das
caracteristicas do objeto de estudo sem a necessidade de gasto de material e de tempo
comuns & construcdo de um prototipo, tendo ainda a possibilidade de se obter certos
parametros dificeis de serem medidos em outras condi¢bes. Cada vez mais a prévia
modelagem, usando técnicas numeéricas apropriadas para a simulagio em computadores, é
mais efetiva que a repetida construgio de protétipos e seus testes em laboratorio, embora a
construgio de um protétipo final seja um clemento necessirio para a confirmagdo da

exatiddo das simulagdes numéricas e da viabilidade de producao da estrutura.

Da mesma forma que estas simulagdes sio utilizadas na mecanica, acrodindmica ¢

dinamica de fluidos, seu uso na engenharia elétrica é feito com o objetivo de auxiliar no



desenvolvimento de uma grande gama de projetos, desde a pesquisa de maquinas elétricas

ate fibras Oticas e componentes de ética integrada.

A modelagem numérica de estruturas eletromagnéticas envolve, tipicamente, a
solugio das Equagdes de Maxwell nas formas integral ou diferencial em um espago finito.
Exceto para os casos mais simples, isto significa a quebra do dominio em subdominios
menores que serdo descritos por um conjunto de equagdes ou incgnitas mais stmples. Para
se chegar a solucdo do problema como um todo, estas equagdes sdo resolvidas juntas,
providenciando a solugio final desejada. O nimero e complexidade das equacdes a serem
resolvidas dependem do tipo de discretizagfo utilizada e da complexidade do problema, isto
€, se 0 objeto ndo ¢ homogéneo, ou se possui nfo-linearidades. Tipicamente, quanto mais
complexo o problema e/ou o método escolhido para sua resolugdo, maior sera o esforco

computacional necessario para resolvé-lo.

O melhor metodo a ser utilizado na simulagiio do comportamento de um sistema
fisico & uma fungio das caracteristicas do conjunto de equagdes que governam o modelo ¢
dos recursos computacionais disponiveis (incluindo ‘software’, ‘hardware’, efc...)
[Rieder86].

1.1 - Simulacdo Computacional

O uso da modelagem computacional para avaliar os parametros de determinado
componente pode proporcionar um grau de exatidio variavel, dependendo de alguns
fatores. Pnnmeiramente ¢ preciso descrever convenientemente o problema. Um modelo com
pouca exatiddo em algum ponto pode gerar uma soluggo que corresponda a outro problema
diferente daquele que queremos estudar. Depois devemos escolher o método de resolucio
que melhor se adapte ao problema. Alguns métodos fazem simplifica¢des do problema, de

forma que ele seja mais facilmente resolvido pelo computador, o que pode incorrer em



limitagdes na solugdo final. Finalmente, devemos analisar as facilidades computacionais
disponiveis. Quanto maior o poder computacional disponivel maior serd a exatiddo da
solucdio, embora com a crescente evolugio dos computadores pessoais, ¢ possivel utiliza-
los para se resolver uma grande quantidade de problemas sem uma grande demanda de

tempo [Dean96].

Um dos principais interesses atualmente é n#o mais elaborar programas que
simplesmente efetuem o calculo numérico de maneira isolada, mas desenvolver sistemas
completos que possibilitem a utilizagio simples e racional do método escolhido por

qualquer engenheiro proj etista. Tais sistemas s3o compostos basicamente de trés blocos:

a) Pré-processamento: Nesta etapa, devemos fornecer a estrutura a ser analisada,

bem como as caracteristicas do material de que sdo compostas.

b) Processamento: E o calculo numérico propriamente dito, utilizando-se os dados

gerados na primeira etapa do processo.

¢) Pos-processamento: Nesta etapa apresentamos os resultados da forma o mais
eficiente possivel, de forma a facilitar a sua analise de forma correta pelo

projetista.

A etapa b do processo certamente € a parte mais importante de todo o processo pois
nela é feita o modelamento fisico - numérico do problema. No entanto, a inexisténcia das
ctapas de pré e pos-processamento dificultam o trabalho do usuério pois, por exemplo, a
elaboraciio manual de uma malha a ser analisada através do Método de Elementos Fimitos,
na etapa de processamento, € uma tarefa extremamente complexa e sujeita a erros

[Bastos92].



1.2 - Métodos de Anilise Eletromagnética

Entre os métodos existentes para se fazer o processamento podemos citar trés que
sio bastante utilizados: Método dos Elementos Finitos Nodais, Método dos Elementos
Finitos de Aresta e Método dos Momentos, No Capitulo 5 procuraremos apresentar uma
breve introdugdo a cada um deles. Entretanto, o0 Método de Elementos Finitos &
reconhecido atualmente como a melhor técnica numérica [Jin93, Koshiba92], € por isso nos

referenciaremos principalmente a ele neste trabalho.

Um fator comum entre eles, € que em todos eles sdo feitas pequenas subdivisdes do
dominio original, que podem ter tamanho variavel dentro do dominjo. Ao conjunto total de
sub-regides nos damos o nome de malha de elementos finitos, conforme exemplos das
'Figuras 1.1. Estas malhas podem, por exemplo, ser compostas de elementos friangulares ou
retangulares, conforme Figuras 1.1(a) e 1.1(b). Detalhando os componentes da malha
apresentada na Figura 1.1(a), cada tridngulo corresponde a um elemento e o ponto de

encontro de duas arestas deste tridangulo ¢ denominado né, ou ponto nodal.

Arestiemom—

L

F.lemeum/

(2) (b)

Figura 1.1 - Tipos de malhas de elementos finitos. (a) Malha com elementos triangulares e

(b) malha com elementos retangulares.

As malthas triangulares s3io as mais comuns devido & sua melhor adaptagio a
dominios de forma complexa, enquanto que as malhas retangulares sio mais utilizadas em

simulagbes através do método de diferengas finitas.



A geragio de malhas geometricamente versateis ¢ computacionalmente eficientes €
responsavel pela otimizagio dos recursos computacionais no uso do Método dos Elementos
Finitos. Considerando que o ambiente computacional, em constante evolugio, tem um
papel crucial nas técnicas de geragdo de malhas, néo resta davidas que o estudo das mesmas

é um assunto moderno e dindmico.

Recentemente, novos conceitos em computagio grifica impulsionaram o
surgimento de novas estratégias na geragio de malhas de elementos finitos. Entretanto na
area que é de nosso interesse, eletromagnetismo de altas freqiiéncias, pouco tem sido feito,
o que torna necessarios estudos nessa diregdo adaptando técnicas recentemente
desenvolvidas em outras areas e propondo novas estratégias originadas a partir de nossos

problemas [Yagel95].

A adaptividade destas malhas também ¢é outro fator de extremo interesse, pois nos
permite concentrar mais elementos em regides de maior interesse, deixando as outras
regides com a quantidade minima suficiente para o correto funcionamento do programa de
resolugdo numérica. Com isto, um numero menor de incognitas ¢ necessario para descrever

o problema, implicando em um menor tempo de processamento.

Até o momento tratamos apenas do caso bidimensional, mas a mesma analise pode
ser feita para o caso tridimensional, apenas substituindo-se os elementos triangulares por

tetraedros € os elementos retangulares por hexaedros.

1.3 - Objetivo da Tese

O ponto central desta tese ¢ desenvolver algoritmos para geragio de malhas
adaptativas de elementos finitos, para uso em estudos de propagacdo de ondas

eletromagnéticas em dominios bidimensionais e tridimensionais. Tais algoritmos devem ser



robustos e altamente eficientes, tanto nos critérios de qualidade geométrica e suavidade da

malha quanto no tempo de computagio. Estes programas devem ainda ter a capacidade de

se adaptarem a estruturas complexas.

O algoritmo em questio ¢ baseado em dois algoritmos bastante conhecidos: a
técnica de particdo em 2 tridngulos, ou bissecgdo, pela aresta mais longa, e a técnica da
particdo em 3 tridngulos, ou baricéntrica. O programa preserva as qualidades de ambas as

técnicas e contorna suas deficiéncias.

Infelizmente, durante o processo de validagio do algoritmo desenvolvido para
contornar um defeito da técnica de bissecgio, encontramos um algoritmo semelhante, que
foi desenvolvido por Rivara [Rivara97a,b], aproximadamente na mesma época que 0 nosso
e levando em conta as mesmas premissas, o que levou a resultados semelhantes. O que ndo
¢ de todo mau, pois indica que o caminho tracado por nés era acertado. Maiores detalhes
desta semelhanca entre ambas as técnicas sio descritos na Secdo 2.3.2. Felizmente, algumas
modificacdes em nosso algoritmo se revelaram superiores aos outros, produzindo bons

resultados.

No Capitulo 2 nés falaremos a respeito das mathas bidimensionais, as caracteristicas
que as malhas de elementos finitos triangulares devem ter para produzir bons resultados,
tecnicas de refinamento adaptativo (formas de particdo, transformagdes geométricas,
criterios de erro, etc.) e, por 1iltimo, apresentaremos o algoritmo de refinamento por nos

desenvolvido que apresenta vantagens em relagfio aos outros algoritmos estudados.

No Capitulo 3 veremos a parte de refinamento tridimensional superficial, ainda
usando elementos triangulares, e no Capitulo 4 a parte de refinamento tridimensional
volumétrico, usando tetraedros. Em ambos os casos, os algoritmos foram desenvolvidos a
partir do algontmo desenvolvido para o caso bidimensional. Falaremos, ainda, sobre as

transformacdes que se tornam necessarias nos dois casos.



No Capitulo 5 apresentaremos alguns comentérios sobre os métodos utilizados nos
calculos (elementos finitos, elementos de contorno, momentos) usando as malhas

bidimensionais e tridimensionais.

No Capitulo 6 mostraremos os resultados obtidos para os trés tipos de refinamento
(2D, 3D superficial e 3D volumétrico), avaliando tanto o aspecto geométrico das malhas,
quanto a precisio das simulagdes numéricas conduzidas utilizando malhas obtidas com o
auxilio de nosso programa. Finalmente no Capitulo 7 chegamos as conclusdes finais ¢
sugestdes para trabalhos futuros. Nos Apéndices A e B veremos, ainda, detalhes sobre a

estrutura de dados utilizada, formato dos arquivos de entrada e sobre a interface grafica

desenvolvida.



Capitulo 2

Malhas Bidimensionais e Refinamento

O Método dos Elementos Finitos (MEF) comegou a ser desenvolvido na década de
1950 com o objetivo de solucionar problemas ligados & Engenharia Mecénica, mas logo era
proposta a sua utilizago no estudo de campos eletromagnéticos [Bastos92], principaimente
nos problemas associados ao regime de baixas fregiiéncias, enquanto que os casos relativos
a altas freqiiéncias passaram a ter um maior enfoque a partir da década de 80. Esta técnica
numérica parte do principio de que o dominio pode ser decomposto em pequenas regides, e
uma formulagio adequada é aplicada a cada regifio ou elemento (ver Capitulo 5). Assim, o
conjunto de solugdes relativo a estes elementos fornece a solugio global do problema. E
evidente que quanto menores forem estes elementos, mais a solugdo discretizada se
aproxima da solug@o ideal. Naturalmente, em muitos problemas o gran de discretizag@o
necessario para obter um certo nivel de acuracidade varia sobre o dominio do problema. E

aqui que aparece uma das grandes virtudes do Método dos Elementos Finitos: a



possibilidade de podermos usar malhas com densidade varidvel. Além disto o método

propicia o refinamento da malha através de algoritmos adaptativos [Fernandez93].

A técnica de refinamento adaptativo de malhas de elementos finitos consiste em
primeiramente obter-se uma malba inicial com poucos elementos e que descreva
adequadamente a estrutura a ser analisada. Esta malha inicial pode ser gerada manualmente
ou atraves de uma grande variedade de métodos automaticos, entre os quais podemos
destacar o meétodo da colocagio de nés, decomposicio recursiva, frente progressiva
(‘advancing front’), baseado em grades, etc... . Como o objetivo desta tese & o estudo de
algoritmos de refinamento adaptativo de malhas de elementos finitos, ndo trataremos deles,
remetendo o leitor interessado as nossas referéncias [Borouchaki97, Fuchs97, Ho-Le’8,
Lee99, Shephard88].

A partir da malha inicial define-se uma fungsio apropriada para o dominio que €,
entdo, monitorada elemento a elemento. Aqueles elementos que ndo satisfazem certa
condigdo limite, definida pelo usudrio, sio entio subdivididos utilizando-se alguma das
técnicas descritas na Secfio 2.3. O procedimento é feito recursivamente até que se atinja o
numero de elementos desejado, ou até que todos os elementos satisfacam a um critério de
parada, que pode variar conforme a técnica utilizada (Secdio 2.2). A caracteristica mais

marcante do refinamento ¢ que novos nés sio adicionados 3 malha e nenhum é removido.

As fun¢des de monitoramento descritas no paragrafo anterior podem ser de dois
tipos: a priori € a posteriori. Na primeira utilizamos func¢des de densidade pré-definidas,
pelo usudrio para gerenciar o refinamento [Fernandez93, Figueroa96]. Assim, partindo de
uma malha inicial com poucos elementos, ¢ feito o refinamento da malha inicial de forma
controlada pelas fungdes de densidade pré-definidas, até se atingir o niimero de elementos

desejado.
No outro caso, usamos estimativas de erro [Fuenmayor96, 1da94, Itoh96]. O método

consiste, basicamente, no uso de uma certa malha inicial para fazermos o calculo desejado.

Apbs este passo inicial, calculamos o erro (local ou global) da solugio encontrada com esta
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malha e utilizamos estes dados para monitorar o refinamento de uma nova malha, a partir
da malha inicial, se isto se fizer necessario. O processo ¢ feito recursivamente até que se

obtenha o grau de exatidio necessario.

A desvantagem do primeiro caso € que a exatidio do resultado obtido depende
fortemente da pratica do préprio usuério e do seu conhecimento intrinseco do problema,
necessarios para se escolher as fungSes apropriadas a fim de modelar o problema de forma
conveniente. Quanto ao segundo caso, ndo & necessaria a experiéncia prévia do projetista
para selecionar as areas do dominio a serem refinadas, porém existe a necessidade de uma
malha de elementos finitos mais densamente refinada para ser usada como controle de erro.

Na Secio 2.2 exporemos ambas as técnicas com maior detalhamento.

Um fator importante no refinamento adaptativo certamente ¢ o tempo de
computagio; porém, outros fatores também sio igualmente importantes para que a matha
tenha certas propriedades que tornem os resultados obtidos mais exatos ¢ dignos de
confianca. A verificacdo destas propriedades se torna mais dificil a medida que
aumentamos o grau de complexidade da estrutura. Mostraremos algumas destas

propriedades na Segdo 2 Seguir.

2.1 — Propriedades Desejadas em Malhas de Elementos Finitos

Infelizmente o refinamento adaptativo ¢ um problema mais dificil do que pode
parecer & primeira vista. A necessidade de se obter uma discretizac@io coerente, gerando

uma malha computacionalmente eficaz, impde certos fatores de qualidade & malha, que

precisam ser satisfeitos.

Um destes fatores ¢ a conformidade da malha. Uma dada malha é dita conforme

quando nfo Ocotrem ¢asos em que um ponto interno ao dominio divide uma aresta de um



dado elemento, mas nio divide o elemento adjacente a esta aresta. Portanto, para que a
maltha seja compativel, € preciso que cada aresta possua no minimo 1 ¢ no maximo 2
elementos assoclados a ela, € que cada elemento seja definido por apenas 3 arestas, no caso
de trifingulos. Um exemplo de malha nfio conforme é mostrado na F igura 2.1, onde vemos
que as arestas AC e CB so apenas parte da aresta 4B. Nela vemos que a aresta 4B esta

associada a 3 elementos, € que o elemento £L./ pode ser descrito por 4 arestas.

ElLl

EL2 c

EL3

B

Figura 2.1 — Exemplo de malha com elementos niio conformes.

Existem técnicas derivadas do método de elementos finitos (ue permitem esta ndo
conformidade da malha, porém estes elementos niio sio muito utilizados, pois eles podem
por em tisco a convergéncia da solugdo numérica do problema. Embora tais métodos niio-
conformes possam gerar malhas de forma mais ficil e com uma aparéncia mais regular, o

problema do erro numérico persiste ¢ desencoraja o uso de tais técnicas[Hitschfield95).

Outro fator de qualidade que a malha deve ter, é a qualidade individual de seus

elementos, . Esta qualidade pode ser medida por uma Equacéo muito simples, dada por

a=af32 2.1)

>

faz}

onde 4 ¢ a area do elemento, ¢ d; ¢ o comprimento de cada aresta deste elemento. O valor

de qualidade maximo ¢ igual a 1,0, no caso de um tridngulo eqiilatero, ¢ decai para valores
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proximos a Zero para os casos de triangulos degenerados, ou seja, tridngulos em que 20

menos um dos angulos internos estd proximo de zero. Na Figura 2.2 vemos dois exemplos

de elementos degenerados.

/

Figura 2.2 — Exemplos de elementos degenerados.

Estes elementos degenerados devem ser evitados, pois a ocorréncia de angulos
muito agudos ou muito obtusos além de degradar a qualidade geométrica da malha,
contribuem para diminuir a qualidade numérica da soluciio obtida através da simulagdo.
Isto pode ser verificado se lembrarmos que os erros de aproximacao na variavel de estado

u, Ey, e na derivada primeira de u, £;, em um elemento finito de primeira ordem (ver se¢ao

5.2) sao dados pelas equagdes

u 8u du
EO = COLZMQX(axz ,8xay ,ayz]
L &u du azu)
E = —— .
' sen® Max(axz > oxdy oy’

nas quais L € 0 comprimento da maior aresta, @€ o maior angulo ¢ Cp e C; sio constantes.

Através destas equagdes ¢ possivel ver que quanto maior o angulo ou o comprimento das

arestas, maior serdo os erros (Oden72).

Diversos autores impdem wm limite de 30 graus para o dngulo interno minimo,
embora a condicio ideal ocorra com angulos iguais' a 60 graus [Shewchuk97, Rivara97].
Existem outros meios para se medir a ocorréncia de tridngulos degenerados, por exemplo a
razdo entre a major ¢ a menor aresta de um elemento, mas estes métodos conduzem aos

mesmos resultados que obtemos com a medida da qualidade dos tridngulos.



Outra caracteristica desejada da malha € que a transigio entre elementos pequenos e
grandes ocorra de forma suave, caso contrério ocorre a formacio de ‘frentes’ de elementos
na malha, isto €, os elementos tendem a se agrupar em conjuntos de tridngulos com aspecto
geométrico semelhante, com uma transigio abrupta entre eles. Na Figura 2.3 vemos um

exemplo de transi¢do abrupta. Esta transi¢dio abrupta pode levar a erros na solugiio

numeérica do problema.

Figura 2.3 - Transigio abrupta entre elementos pequenos e grandes,

Todos estes fatores devem ser levados em consideragio para se obter uma malha
compativel que nao provoque erros numéricos na simulacfio. Técnicas de refinamento
adaptativo foram desenvolvidas a fim de que estes fatores fossem respeitados e, ainda

assim, produzissem malhas com bom aspecto geométrico.

2.2 — Funcoes de Densidade e Estimativas de Erro

Como dissemos no inicio deste Capitulo, para se fazer o refinamento adaptativo de
qualquer malha € necessario que se definam funcdes apropriadas que monitorem este
refinamento. Destacamos dois métodos que produzem resultados satisfatérios: as Funcdes

de Densidade e as Estimativas de Erro.

A primeira delas € o uso de funcdes de densidade pré-definidas pelo usuario. Estas
fungBes podem ser de qualquer tipo que o usuario escolher, embora o uso de gaussianas, na

forma da Equacdo 2.2, seja uma boa escolha.
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f(x,y)= Amp- e{[—DT) [ i ) ) (2.2)

Nesta Equacdo Amp ¢ a amplitude da gaussiana, Xo, Yo sfo as coordenadas do centro desta
gaussiana e Dx e Dy sdo as distncias em relagio ao centro nas quais a amplitude da
gaussiana cai pela metade. Assim, se estivermos trabalhando com elementos de primeira

ordem (ver Se¢do 5.2), o peso, ou densidade, individual w; de cada elemento sera dado por:

A
w, = 'é“(f; +f,+ 1) (2.3)

onde 4 & a area do tridngulo e f; é o valor da fungio de densidade no né 7. A densidade total
W da malha em questdo é calculada através da integral da funcdo de densidade escolhida

sobre o dominio do problema, ou seja

W= w, =2, [F(xy)dxdy

i=1 (2.4)

]
—

&

onde M & o nimero total corrente de elementos. Inicialmente, M corresponde ao namero de
elementos da malha primaria, mas 2 medida que a malha ¢ refinada, este numero aumenta e,

conseqiientemente, a densidade total se altera.

Como critério de parada, podemos especificar o nimero total de elementos
desejado. Assim, se desejamos obter um numero final de N elementos, todos com pesos
individuais iguais ou menores que a condigdo limite J, entdo, de acordo com a EquagZo 2.4,
a densidade total sera W=N. Utilizando isto, podemos dizer que o refinamento deve ser

feito até que a Equagdo 2.5 scja satisfeita para todos os i elementos [Fernandez93].

’ N (2.5)



Este metodo funciona muito bem, porém é necessério um certo conhecimento previo
do problema para escolher as fungSes de densidade que melhor se adaptem ao problema,
além de posicionar corretamente essas fungdes, de forma que o dominio do problema

realmente seja refinado onde ¢ mais necessério. Na Figura 2.4 mostramos o fluxograma da

técnica de refinamento utilizando as funcées de densidade.

Calculo do peso Global /A7
i

P
Calculo do peso individual W
de cada elemento

Refinamento dos Elementos
com w; > WaF

Nr. Elementos >= &V

Figura 2.4 — Fluxograma de um programa que utiliza as fungdes de densidade para

monitorar ¢ refinamento.

Outra forma de se monitorar o refinamento da malha é o uso de estimativas de erro.
Utilizamos as estimativas de erro a fim de controlarmos o grau de acerto de nossa

simulagio em relagio a um célculo exato. Supondo que temos um problema de valores de

contorno linear da forma

Lu=f em © (2.6)

onde L ¢ um operador, u € a escalar desconhecida, é uma funcio dada e Q é o dominio do

problema. A solugio € computada usando-se os dois conjuntos de solucdes obtidos: @y €
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®, ou seja, a solugdo exata e a solugdo que desejamos avaliar. A solug3o 6tima ¢ obtida
quando a norma da solugdo @ do sistema converge para a norma da solugdo ®cx [Ida%4].

Podemos dizer entio que a norma do erro de um elemento qualquer € dado por:

S
el = ( [ee, dQ) @.7

onde ¢; = (Dex - @) O erro global na norma da energia ¢ dado pela soma de todos os erros

individuais da malha, ou seja:

Je? = 3 (1elF), 8)

=t
aonde M é a quantidade corrente de elementos na malha.

Portanto, & medida que a malha ¢ refinada o seu erro global relativo se altera, da
mesma forma que ocorria no método anterior. A percentagem de erro global relativo, em

relagdo a solugdo exata @,,, ¢ dada por

n={lel/|..J} -100% 2.9)

Como, na pratica, em muitos problemas a solugdo exata ¢ impossivel, ou
impraticavel de se obter, utiliza-se geralmente uma solugdo de maior exatiddo no lugar da
solugio exata Pex [Zhu9l]. Habitualmente, esta solugfio ¢ obtida a partir de uma malha com
um numero de elementos maior, ou com elementos de maior ordem, do que a malha que
desejamos avaliar. Esta malha ndo precisa necessariamente estar refinada de forma mais
densa em torno das regides criticas, bastando gerar uma malha com um refinamento

uniforme, porém com um bom numero de elementos. Nestes casos, o nosso erro global

relativo fica da forma



]

= 2 22-0/0
(lBIF +1elf)” @.12)

O erro admissivel, em um dado elemento, é calculado utilizando-se o erro global

relativo € o numero de elementos

2 21 H4
lef, = 130 {"q}" ;]}ell } (2.10)

M

onde |@]° = Zlffbﬂf

Ha
Da mesma forma que no método anterior, devemos definir um critério para o

refinamento de cada elemento, e para istc podemos usar a taxa de variacio entre o erro

admissivel, ”eﬂa, e o erro local, Hei]t._

& =lel. /e, (2.11)

Assim, se £; > 1, o elemento i deve ser refinado para obtermos um novo valor que
esteja dentro do limite estabelecido. Este fator serve para identificarmos as regides do
dominio do problema onde o refinamento é mais critico e necessario, enquanto que o erro
global relativo, 7, age como um critério para a suspensio do refinamento. Muitas vezes,
apos uma série de iteracSes, o erro admissivel atinge valores extremamente pequenos em
relagio ao erro admissivel da primeira iteragfio, e podemos considerar estes erros como

despreziveis e suspender o refinamento.

Este metodo ndo necessita de um conhecimento prévio a respeito do problema, seu
tnico defeito consiste na necessidade de elaboracdo de uma solugdo mais acurada para
usarmos como comparacdo. Assim, um programa que utilize este método para o

refinamento adaptativo, terd um fluxograma da forma mostrada na F igura 2.5. Nessa figura,

18




o fator X% representa o critério adotado para a suspensio do refinamento da malha, e Ea

corresponde ao erro admissivel, calculado com a ajuda da Equagcio 2.10.

N
{ Inicio )

Dados iniciais:
Malha, indices e
C. contomo

Caleulo da maiha,
campos e Pot.
exatos.

Calculo da Pot e |
Campoes

Calcudlo dos erros Refinarmento dos
locais e globais lem. ¢f ernro > Ea.

A

<Er;o < X%7

~_

N

Figura 2.5 — Fluxograma de um programa que utiliza o método das estimativas de erro para

monitorar o refinamento.

2.3 — Técnicas de Refinamento Adaptativo

Existem duas técnicas basicas para se fazer a divisdo, ou parti¢éo, de um elemento
triangular. A primeira divide, ou quebra, o elemento original em trés novos elementos, €

podemos chama-la de técnica baricéntrica, pois adiciona o novo nd no centro do tridngulo



[Fernandez93]. A segunda consiste na divisdo do tridnguio em dois ou quatro novos
elementos, atraves da bissecgdo da(s) aresta(s) do elemento [ijaraSQ]; Algumas
modificagBes foram introduzidas neste ultimo método, com o intuito de deixar o algoritmo
mais robusto [Nambiar93, Rivara97a,b]. A seguir, veremos com detalhes cada uma destas
técnicas, e ao final apresentaremos uma nova técnica, que conjuga as vantagens de cada

uma delas.

2.3.1 — Técnica de Refinamento Baricéntrica

Esta técnica de refinamento comega pela criaciio de uma lista dos elementos a serem
subdivididos. Esta lista pode ser obtida utilizando-se as funces de densidade ou as
estimativas de erro, vistas na Seclio 2.2. Assim, se dado tridnguio estiver acima da
densidade limite ele ¢ adicionado a lista para posterior subdivisio, que pode ser feita de
duas formas distintas. Quando se tratar de elementos que nfo possuam a maior aresta em
uma fronteira (interna ou externa), a particio & feita através da inser¢io de um novo no no
baricentro do tridngulo, usando-se as fungdes de densidade priori, citadas na Secio 2.2, e
conectando os nos ja existentes a este novo né, gerando trés novos tridngulos. Quando o
elemento a ser dividido possuir a maior aresta em uma fronteira, o novo né & inserido na
aresta que pertence a fronteira, também utilizando-se das fungdes de densidade. Na Figura
2.6 vemos ambas as divisdes descritas acima, onde o elemento original esta em linha cheia
e a subdivisio esta em tracejado. Nos casos em que o elemento maior estd posicionado em
uma interface interna, € necessario que se divida o elemento que compartitha esta aresta

com ele, para evitar problemas de conformidade, como vimos na Secdo 2.1.

Como o processo de refinamento adaptativo ¢ recursivo, nenhum elemento &
dividido mais que uma vez a cada passo, para nio deteriorar a qualidade da malha.
Entretanto, ¢ feita uma checagem nos elementos pertencentes s fronteiras para verificar se
néo ocorrem elementos de formato andmalo, isto €, que possuem angulos muito agudos na

fronteira. Caso ocorram incidéncias destes elementos, é feita a sua subdivis3o através da
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insercio de wm né na maior aresta, Mesmo que este elemento esteja abaixo da condigdo

limite imposta inicialmente.

(a) ()
Figura 2.6 — Subdivisdo de elementos. (a) Baricéntrica e (b) em uma fronteira externa.

Nos casos em que temos fronteiras curvas, internas ou externas, o programa devera
efetuar a divisiio de forma tal que o novo ponto £ fique eqiiidistante dos nés da maior aresta
e, ainda assim, verifique a Equacdo da curva, de acordo com os dados fomecidos ao
programa. Em um exemplo simples, conforme Figura 2.7, se estivéssemos trabalhando com
coordenadas polares, o ponto médio de um segmento de circulo seria calculado achando-se
o angulo @ correspondente a0 angulo formado entre as arestas /2 e 13, e uma vez que o raio
+ do circulo & constante, basta acharmos o angulo meédio O, = &/2. Assim, quando
trabathamos com o sistema de coordenadas cartesianas, basta uma simples transformag@o
para o sistema polar, e de novo para o sistema cartesiano, para calcularmos a posicdo do
novo né. Existem diversos outros métodos para se fazer esta divisfo, tanto para casos
simples quanto para casos mais complexos, tais como elipses ou equagdes polinomiais.
Nestes casos, a troca de diagonais nfio ¢ aplicada as arestas pertencentes a(s) interface(s)

pois isto poderia causar a destruigdo da mesma.

3 4

Figura 2.7 — Bissec¢do da aresta 23 (linha tracejada), quando tratamos de interfaces curvas.



Ap6s terminada a lista e efetuadas todas as divisdes, é utilizado o critério de troca de
diagonais de Delaunay, também chamado de teste da circunferéncia, para melhorar o
aspecto da malha. O procedimento para se fazer esta troca é bastante simples e pode ser
acompanhado com a ajuda da Figura 2.8. Apés acharmos o circulo circunscrito a um
triangulo ABC, ¢€ feita uma verificagio com o tridngulo que compartitha a sua maior aresta,
no caso © lado BC. Se o né oposto ao né A estiver situado dentro do circulo circunscrito,
entdo a troca ¢ recomendada. Ja foi provado que esta troca maximiza o dngulo minimo
entre os seis angulos formados pelos dois tridngulos [Lee95]. Quando a aresta a ser trocada
estiver em uma fronteira interna, a troca ndo é feita, pois destruiria esta interface. Ao inves
disto, pode ser feita uma nova subdivis@io, na forma descrita anteriormente. Este teste &

aplicado a todos os elementos da malha.

Finalmente, verificamos se ja atingimos o niimero desejado de elementos, caso

contrario retomamos todo o processo, com a criacio de uma nova lista.

Figura 2.8 — Exemplo de troca de diagonais.

Este algoritmo produz malhas totalmente conformes e com elementos de bom
aspecto geomeétrico. Devido 4 troca de diagonais, quaisquer elementos da malha inicial que
tenham um aspecto ‘pobre’ podem ser melhorados apds sucessivas divisdes. Entretanto,
uma das principais falhas deste algoritmo, ¢ a producio de ‘frentes’ de elementos na malha,
na forma descrita na Sec8o 2.1. Para se sanar este problema ¢ possivel fazer uma reducido
na distorgio dos elementos, também conhecido como suavizacio ou otimizac3o, que
consiste na mudanca de posigio dos ndés. O método Laplaciano é o método mais utilizado,

embora novas aproximacgdes tenham sido testadas com bons resultados [Canann93,
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Freitag95], ¢ consiste na determinaciio da nova posigio do no através da meédia das

coordenadas dos nds conectados a ele.

P =(1m)% P; =12, (2.13)

onde P~ & a nova coordenada do n6 sendo considerado, e P; siio as posicdes dos # nos
conectados a P . Na Figura 2.9 vemos um exemplo da utilizacgo do algoritmo. Na parte (a)
vemos um no P e suas conexdes com 0s seus nés vizinhos, enquanto que na Figura 2.9(b),
vemos o ponto P* nas coordenadas resultantes da média laplaciana das coordenadas dos

nos vizinhos.

Y B
Fe P, Pe P,
. 1 p*
P Py P P,
Py P,
(@) (b)

Figura 2.9 — Suavizac@o, ou relaxacéo, da posi¢io dond P.

Com a ajuda desta técnica € possivel eliminar as frentes de elementos indesejaveis,
além de melhorar ainda mais o aspecto dos tridngulos; mas, infelizmente, isto tem um alto

custo computacional, o que torna o algoritmo consideravelmente mais lento a medida que

aumentamos o numero total de elementos.

2.3.2 — Técnicas de Refinamento pela Bisseccio de Elementos

Esta técnica, inicialmente desenvolvida por Rivara [Rivara89), parte de uma lista de
elementos a serem subdivididos, obtida de forma semelhante ao algoritmo mostrado na
Secao 2.3.1. A diferenca esta na forma que ¢ feita a divisdo dos elementos. Enquanto na
Secdo 2.3.1 a divisdo de um elemento, através de sua aresta de maior comprimento, era

aplicada somente em Casos especiais, especialmente quando o elemento era adjacente a



uma fronteira, neste método esta divisao é aplicada a todos elementos, estejam eles em uma

fronteira ou nio.

O processo de subdiviséo consiste em identificar a maior aresta do elemento 2 ser
particionado, ¢ adicionar wm novo né no ponto médio desta aresta, no que é chamada
bissecgdo generalizada. Quando a divisfio é feita através de qualquer lado, ¢ chamada de
bissecgdo simnples [Rivara97a). Apos serem feitas todas as divisGes, inicia-se um processo
para se identificar as situagSes de nio conformidade dos elementos. O processo todo

consiste de uma série de passos:

(a) Partindo de uma malha inicial, Figura 2.10(a), subdividimos todos os elementos
da lista através da bissecgiio generalizada.

(b) A partir da malha subdividida, Figura 2.10(b), identificamos todos os pontos nido
conformes, no caso P e Q.

(c) E feita uma bissecgdo simples do iridngulo nio conforme unindo-se o né
incompativel com o tnico vértice disponivel. No nosso exemplo, dividimos o
triangulo ACQ, conectando-se P e O, e eliminando a nio conformidade,

conforme Figura 2.10(c).

B B

B
C c | ¢ 4
D b D
(@) (b) (c)

Figura 2.10 - Bissecc#o através do algoritmo apresentado por Rivara, em [Rivara89].
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Ap6s todas as divisSes, € feita nova checagem para verificar se existem elementos
acima do critério de parada. Caso existam, ¢ feita nova lista e o processo todo ¢ reiniciado,

até que o critério de parada seja satisfeito por todos os elementos da malha.

Uma variante desta técnica foi proposta [Rivara89], na qual durante o processo de
divisgio, ao invés de se subdividir o elemento original em 2, a divisdo gera 4 elementos,
através da bissecgdo dos trés lados do tridngulo, conforme vemos na Figura 2.11. O restante

do processo continua o mesimo para este caso.

Figura 2.11 — Divisio de um elemento em 4 elementos.

Neste método niio aparecem as ‘frentes’ de elementos e o aspecto da malha é bom,
com elementos bem formados, ocorrendo uma transi¢io suave entre os elementos maiores ¢
os menores. As desvantagens deste processo consistem em: (a) o processo de COITIgIT 08
elementos nio conformes consome muito tempo computacional, principalmente a medida
que o namero de elementos aumenta, € (b) a qualidade da malha final estd fortemente
vinculada a qualidade da malha inicial; assim, se a matha inicial tiver algum elemento ruim,

este defeito nio sera corrigido como ocorria com a técnica baricéntrica.

Uma variagio bastante robusta deste algoritmo foi, entdo, proposta para gvitar o
demorado processo de correcdo das nio conformidades [Nambiar93]. Neste método, o
clemento ¢ dividido através da inserciio de um né em sua maior aresta € 0 elemento que
compartilha esta aresta também ¢ dividido através da conexdio deste novo né com o vertice
oposto a maior aresta. Isto ¢ feito automaticamente para evitar o surgimento de elementos

n&o conformes.



Nesta técnica, a lista de elementos a serem subdivididos deve ser ordenada por
ordem decrescente do tamanho da maior aresta do elemento, comegando-se o processo a
partir do elemento com a maior aresta, ou seja, a partir do primeiro item da lista. Assim, os
elementos maiores sdo quebrados primeiro, o que evita o surgimento de elementos com um
aspecto geomeétrico ruim e a deteriora¢fio da malha. Se a aresta a ser dividida através da
bisseccdo generalizada estiver em uma fronteira externa, nio temos nenhum problema,
porém se ela pertencer a dois elementos, alguns cuidados devem ser tomados. Se a aresta
em questdo for a maior para ambos os elementos, entdio a divisio ¢ feita simultaneamente
nos dois elementos. Se esta condiglo ndo se verificar, o elemento com a aresta maior é
adicionado ao inicio da lista, ¢ o processo de divisio é reiniciado, até que alguma
subdivisgo seja efetuada. Na Figura 2.12 vemos uma exemplificagio deste processo.
Supondo que o elemento com maior aresta a ser dividido seja o elemento A, apds a
verificagdo vemos que o eclemento B possui uma aresta maior que aquela que ambos
compartilham e, assim, este elemento ¢ colocado no final da lista para refinamento.
Examinando os elementos B ¢ C, vemos que ambos tem sua maior aresta em comum, sendo
feita, entdo, a divisio, que criard 4 novos elementos, entre eles o elemento D que divide sua
maior aresta com elemento 4, inicialmente cotado para a divisdo, € que é o proximo

elemento da lista de subdivisiio.

Neste método, os elementos resultantes da divisio sfo testados para verificar se
estdo acima da condigdo limite, caso em que serfio adicionados 2 lista, sendo, entdo,
necessaria uma nova ordenacio da lista. Este processo ¢ feito repetidamente até que nfio

reste nenhum elemernito na lista.

Figura 2.12 — Exemplificagdo do processo de bissecciio pelo maior lado.
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Como dissemos, este processo evita o custoso processo de busca por
incompatibilidades, o que acelera bastante o processo, porém introduz a necessidade da
manutencio de uma lista ordenada dos elementos, e que deve ser reordenada toda vez que
um novo elemento & introduzido, o que se revela um problema, pois & medida que o numero
de elementos presentes na lista aumenta, o tempo de computacio aumenta
proporcionalmente. Outra desvantagem importante & que esta aproximagio nao resolve o

problema da vinculagdo da qualidade final da malha em relagdo & malha inicial.

A divisio através da maior aresta de um elemento possui algumas propriedades,

demonstradas em estudos anteriores [Rivara97a,b], a saber:

e O algoritmo de divisdo através da maior aresta sempre termina em um numero finito de

passos, com a construgdo de uma triangulagdo conforme.

e Supondo que a ¢ o menor angulo interno da triangulacio inicial, o uso iterativo do

algoritmo ira produzir elementos cujos 4ngulos internos serio sempre iguais ou maiores

ao/2.

¢ Para qualquer triangulo ¢, a aplicagdo iterativa global do algoritmo, isto &, a divisio de
todos os elementos da iteragio anterior, cobre, de uma forma monotonicamente

crescente, a area inicial de 7 com tridngulos quase-eqiiilateros.

As duas ultimas propriedades asseguram a construgio de uma malha de boa

qualidade, sem transi¢des abruptas.

Recentemente, durante o processo de validacdo da nossa técnica (a ser apresentada
na Secdio 2.3.3), foi apresentado um algoritmo que contorna as necessidades de uma lista
ordenada no algoritmo desenvolvido por Nambiar, € que era o mais robusto até o momento.
Este novo algoritmo foi apresentado em 1997 por Rivara, nas referéncias [Rivara97a,b], e
comeo foi apontado na Introduco, Sec3o 1.3, ¢ como veremos na Secdo a seguir, este

algoritmo possui semelhancas marcantes com aquele por nds apresentado na mesma época



[Figueroa97], sendo, portanto, o resultado de desenvolvimento paralelo baseado nas
mesmas premissas, ¢ chegando a resultados semelhantes. O algoritmo de Rivara introduz o
conceito de uma lista de elementos local, € nfio mais global como anteriormente. Este
processo € denominado LEPP — Longest Edge Path Propagation, ou em uma traducio
livre, Caminho de Propagacio da Maior Aresta. Ele consiste, basicamente, em tracar a
seqgiiéncia de elementos vizinhos que possuem ao menos uma aresta de maior comprimento
do que a maior aresta pertencente ao tridngulo precedente. Através das definigdes dadas por

Rivara [Rivara97a], e algumas Figuras a seguir, tentaremos tornar mais claro este processo.

Defini¢do 1: Para qualquer tridngulo #y, de qualquer triangulacio conforme 7, o
LEPP de 1y sera a lista ordenada de todos triangulos ty, ¢y, . . . .2, t,, tal que t; é o vizinho

de #,.; pela maior aresta de #.;, para i = 1,2, . . . ,n. N6s chamaremos isto como LEPP(zy).

Proposicdo 1: Para qualquer tridngulo #, de qualquer triangulac@o conforme, as
seguintes propriedades sdo verdadeiras: a) para qualquer tridngulo ¢, o LEPP(¢) sera sempre
finito; b} Os elementos 7y, 1, . . . ,#,.; estio em ordem crescente de maior aresta (paran>1);
c) Para o triingulo #, do LEPP de qualquer tridngulo z,, podemos afirmar que ou (1) a maior
aresta de £, esta em uma fronteira externa, e é superior 4 maior aresta de #,.;, ou (2) ¢, € f,.;

compartilham a maior aresta entre si.

Definigdo 2: Dois trigngulos adjacentes (¢ 7*) serio chamados de um par de
tridngulos terminais quando estes elementos compartilham a mesma maior aresta. Quando a
maior aresta de um elemento ¢ estiver em uma fronteira externa, chamamos este tridngulo

de tridngulo terminal de fronteira.

Para ilustrar estas idéias vemos, na Figura 2.13(a), a triangulac®o original, e o LEPP
de 1y, que corresponde 4 lista ordenada de tringulos {1, 1;, £5, #5}. Os elementos #; e £, s30
um par de tridngulos terminais. Através da seqiiéncia de figuras podemos acompanhar o
funcionamento do algoritmo, até que o elemento #, seja subdividido e se obtenha a malha

final, Figura 2.13(g). Na malha final numeramos os nés criados a cada passo, em ordem

crescente.
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Esta técnica permite a criagio de elementos conformes e de bom aspecto
geométrico, porém a qualidade final da malha ainda permanece fortemente condicionada a
qualidade inicial da malha, pois novos nos sio constantemente adicionados & malha, mas
seu aspecto original permanece inalterado. Assim, se tivermos uma triangulacdio inicial

ruim, a malha resultante permanecera ruim.

by
& v v Iy
o3 t; e
ty &
&

(a) (b) (©) (d)
<, &7 <X/
2 Vr Vi
() (0 (@)

Figura 2.13 — Refinamento através da bisseccao+LEPP. (a) Malha inicial, (b)-(f) passos do

processo e (g) malha final.

Uma variacio desta técnica utiliza a insergéo de pontos de Delaunay em conjunto
com o LEPP, para melhorar as malhas existentes. A autora ressalta que ndo se trata
exatamente de um refinamento, pois o uso deste procedimento néo ird necessariamente
produzir um tridngulo menor que 0 original, mas acarretara uma melhoria na qualidade da

malha em relacfio a qualidade inicial, conforme [Rivara97b].



De forma semelhante ao algoritmo anterior, este método usa o conceito de LEPP
para chegar & maior aresta e ,em seguida, fazer uma insergdo de ponto de Delaunay nesta
maior aresta. Esta inser¢io consiste basicamente em dois passos: a) Divide-se a maior
aresta através do seu ponto médio, e b) efetua-se uma retriangulacio entre todos os
elementos que foram afetados pela inser¢dio do novo né para que satisfacam ao teste da

circunferéncia (Secdo 2.3.1). Este procedimento ¢ feito até que se chegue ao tridngulo ¢,

Na Figura 2.14, vemos um exemplo desta técnica, usando a mesma malha utilizada
no exemplo anterior. Na Figura 2.14(a) vemos a malha inicial, aonde temos que LEPP(%;) =

{to, 11, t;, t3}. As Figuras 2.14(b) até 2.14(d) ilustram o processo até se atingir o elemento ¢,
que ¢ destruido na malha final, Figura 2.14(d).

(c) (d

Figura 2.14 — Exemplo de refinamento com o segundo Algoritmo de Rivara,

Este algoritmo ¢ o mais eficiente dentre os estudados até o momento.

Eniretanto, ele necessita de uma triangulag3o inicial que passe no teste da circunferéncia,
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pois devido a methora local dos elementos, eventuais triangulos ruins que ndo sejam
afetados pelo algoritmo permanecerdo com um aspecto ruim. Rivara tambem aponta que o

tempo de execugfo deste algoritmo ¢ linear, devido ao fato de que o custo de tempo para a

insercdo de um novo no ¢ constante [Rivara96].

2.3.3 — Técnica Proposta

A técnica que propomos consiste em uma conjungio dos algoritmos apresentados
acima, preservando as suas qualidades e descartando as suas deficiéncias. A seguir,
descrevemos a linha de raciocinio que nos levou a desenvolver um algoritmo semelhante

aquele apresentado por Rivara, conforme discutido na Segéo anterior.

2.3.3.1 — Desenvolvimento do Algoritmo

Como o objetivo deste trabatho era desenvolver um algoritmo para a geragdo
eficiente de mathas de elementos finitos que fossem totalmente compativeis e conformes,
estudou-se quais vantagens- cada técnica traria para nés. Como, na €poca, nao havia
publicagOes a respeito dos algoritmos de Rivara baseados no LEPP, estudamos as técnicas
baricéntrica, descrita por Fernandez [Fernandez93], e da bissecgdo com uma lista ordenada,

descrita por Nambiar [Nambiar93], e buscamos as deficiéncias ¢ vantagens de cada técnica.

Ambas técnicas geram malhas conformes e totaimente compativeis, € apos uma
analise cuidadosa, chegamos aos fatores de interesse de cada técnica, conforme detalhamos
a seguir:

Técnica Baricéntrica:

Vantagens:

e Rapidez na geragio da malha.



¢ Melhoria do aspecto da malha, devido ao uso das trocas de diagonais de Delaunay.

Desvantagens:

¢ Surgimento de transigdes abruptas entre elementos menores e maiores.

e Necessidade de um processo demorado de suavizagio para a corregiio destas transi¢des.
Técnica de Bisseccdo com lista ordenada:

Vantagens:
e Malhas de bom aspecto geométrico, sem transicSes abruptas.

» A aplicac@o sucessiva deste algoritmo tende a gerar triangulacGes quase-eqiiilateras.

Desvantagens:
* A qualidade da malha final esta vinculada 4 qualidade da malha inicial.
e A necessidade da manutencio da lista ordenada de elementos para divisdo,

que consome muito tempo, principalmente para grandes quantidades de elementos.

Analisando a técnica de bissecgiio com ordenacfio dos elementos, notamos que a
mesma produzia malhas sem transi¢des abruptas. A nossa escolha inicial foi estudar uma
forma de aperfeigoar esta técnica. Como gostariamos que a qualidade de nossa malha final
fosse independente da qualidade da malha inicial, um dos problemas da técnica introduzida
por Nambiar, 0 nosso objetivo era maximizar o angulo minimo, e isto era possivel através
da aplicagdio da troca de diagonais de Delaunay, como mostrado na Segfio 2.3.1. Assim,

chegou-se a um algoritmo no qual, apés a bissecgdo do elemento, era aplicado o teste da

circunferéncia a cada elemento resultante desta divisio.

Com isto chegou-se a um algoritmo que produzia triangulagdes bastante satisfatorias
em termos de qualidade e aspecto geométrico, porém que ainda nio satisfazia a necessidade
de um algoritmo rapido, pois ainda era baseado no algoritmo de Nambiar, o qual faz uso de

uma lista ordenada, pelo tamanho da maior aresta, de elementos para subdivisio. Entiio, o

27



préximo passo seria descobrir ou desenvolver uma técnica que contornasse a necessidade

da lista ordenada.

Através de uma pesquisa na literatura, chegamos a uma técnica denominada visita
por adjacéncia [Borouchaki96]. Nesta técnica, os elementos vizinhos a um determinado
elemento eram visitados, até se chegar a um elemento base que serviria para a insergao de
um novo né em seu interior. Assim, utilizando este principio, chegamos a uma nova

aproximagdo para chegar a um elemento que seria a base para a bissecgéo.

Nesta aproximagio, identificamos qual a maior aresta do elemento em analise e
verificamos se o elemento vizinho, que compartitha esta aresta, nao tem uma aresta maior,
caso em que o mesmo critério é aplicado a este elemento. Isto é feito até se chegar ao
clemento com a maior aresta a partir do elemento inicial, quando entdo se faz a bisseccdo
deste elemento. A vantagem desta técnica em relagio & lista ordenada, é que ndo ha a
necessidade de uma ordenaggo global dos elementos, j& que através desta nova técnica s6 €
preciso uma ordenag@o local, que ja é feita pelo proprio algoritmo. Na Figura 2.15 vemos
um exemplo de visita por adjacéncia, que ajuda a tornar mais claro o processo. O elemento
1 foi originalmente marcado para subdivisdo, mas apos verificar que o elemento vizinho (2)
a ele possuia uma aresta maior que o elemento 1, passou-se, entdio, para o elemento 2. O
processo s¢ repete até que se chega ao elemento 4, no qual a sua maior aresta € a mesma
que a do elemento 5, restando apenas passar para a subdivisdo do elemento, através da

bissecgdo na forma descrita na Segdo 2.3.2.

Figura 2.15 - Exemplo de visita por adjacéneia, para se achar o elemento com a maior

aresta em determinada regiao.



Como vimos anteriormente, este processo foi desenvolvido de forma paralela por
Rivara e apresentado pela mesma nas referéncias [Rivara97a,b], aonde ¢ chamado de
Caminho de Propagagio da Maior Aresta ou LEPP, Long Edge Path Propagation, e
aparentemente foi baseado em  premissas equivalentes aquelas utilizadas para o
desenvolvimento de nosso algoritmo. Devido & publicagio de seus resultados ser bem
aceita pela comunidade cientifica, utilizaremos aqui a terminalogia utilizada por ela em

seus trabalhos.

Porem nosso algoritmo ainda falhava em um ponto: Nio maximizava totalmente o
&ngulo minimo da malha nos locais aonde o processo de troca de diagonais nio atingia,
como, por exemplo, regides proximas a interfaces. Para contornar esta deficiéncia,
acrescentou-se um Ultimo passo ao processo, que também se diferencia do algoritmo de
Rivara, no qual as posigdes dos nos da matha sio suavizados uma tnica vez, de acordo com
a Bquag8o 2.13. Este procedimento melhora a qualidade e aumenta o angulo minimo da
malha, sem comprometer a velocidade do algoritmo, uma vez que o processo de otimizagio
¢ feito somente uma vez, e nao recursivamente até se atingir uma estabilizaggo, que pode
levar mais de 10 iteragdes, como ocorre no algoritmo de refinamento baricéntrico, Seciio
23.1.

2.3.3.2 - Implementacio final do algoritmo

Nesta Secdo apresentamos o algoritmo em sua forma final. Na Figura 2.16
apresentamos um fluxograma do mesmo, e, a seguir, detalharemos cada passo de seu

funcionamento.

1 — Primeiramente, aplicamos o teste da circunferéncia na malha inicial, para corrigir
eventuais triangulagdes ruins que possam existir.

2 — Apbs isto, criamos uma lista de elementos a serem subdivididos, isto &, agueles
elementos que estdo acima de certa condigdo limite, que pode ser uma condicio a prioriou

a posteriori, conforme vimos na Secio 2.2.



3 _ Inicia-se o lago principal através da escolha do primeiro elemento da lista para
subdivis3o.

4 — B feito o teste da maior aresta, para definir se o elemento em questio € um tridngulo
terminal, ou se seu vizinho possui uma aresta maior. Caso o elemento seja realmente um
triangulo terminal, passamos para o passo 5, caso contrario colocamos o elemento vizinho
na primeira posi¢ao da lista para refinamento, e retornamos ao passo 2. Se este elemento ja
estiver na lista inicial, devemos proceder a uma atualizacdo da mesma, para que o elemento
em questdo no seja considerado duas vezes.

5 _ Antes de fazermos a subdivisdo, € necessario verificar se a aresta a ser dividida estd em
uma fronteira externa, ou se ela é compartilhada por dois elementos. Neste iltimo caso,
verificamos se o outro tridngulo também esta listado para subdivisio e excluimos ambos (o
elemento original e seu vizinho, que serdo divididos juntos no processo) da lista de
elementos.

6 — Fazemos a subdivisio do elemento através da insercdo de um novo né no ponto meédio
da maior aresta, criando dois novos elementos para tridngulos terminais de fronteira ou
quatro, quando tratar-se de um par de tridngulos terminais.

7 — E aplicado o teste da circunferéncia aos elementos resultantes da subdivisdo.

§ _ Verificamos se estes elementos estio acima da condigéo limite especificada no passo 2,

caso em que adicionamos estes elementos a lista de elementos para subdivisdo.

9 . Caso nio tenhamos atingido o final da lista, retornamos ao passo 3, senfo passamos ao

passo seguinte.

10 — Apos chegarmos ao final da lista, aplicamos a troca de diagonais de Delaunay a todos

clementos da malha a fim de corrigir eventuais distorgdes ¢ melhorar o aspecto da malha.

11 - Caso tenhamos atingido o critério de parada escolhido (a priori ou a posteriori)

terminamos O programa, sendo retornamos ao passo 2. Isto € feito até que a condicio de

parada seja satisfeita, ou até que néo exista nenhum elemento acima do critério limite.

12 — Apés terminado todo o processo de refinamento, é feita uma otimizag3o da matha,

através da suavizaciio da posicio dos nds, uma tnica vez.
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Figura 2.16 - Fluxograma do algoritmo de refinamento.

Uma das diferencas em relagio ao trabalho de Rivara, é a possibilidade de se
acelerar o processo de busca do tridngulo terminal do LEPP, através de um correto uso da
nossa estrutura de dados. Comeo pode ser visto em detalhes no Apéndice A, nossos dados
estao organizados em pontos e elementos vizinhos, sendo que os dois primeiros pontos
representam a maior aresta, que pertence também ao primeiro elemento vizinho da nossa

estrutura de dados. Assim, ao invés de se passar de elemento a elemento como no processo
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de visita por adjacéncia descrito acima, é possivel acessar diretamente a informagio do
elemento sucessivo ao elemento vizinho no LEPP. Ainda ¢ necessario 0 acesso ao elemento
vizinho, mas isto se d4 de forma mais rapida do que ocorre na visita por adjacéncia simples.
Através da Figura 2.17 tentaremos deixar mais claro o processo. Da mesma forma que
anteriormente, o elemento 1 foi marcado para diviso, e verificou-se que o elemento 2
possui uma aresta ainda maior. Afravés da nossa estrutura de dados, achamos qual o
elemento que compartitha esta aresta com o elemento 2 e chegamos ao elemento 3.
Observe-se que foi eliminado um passo do lago 3—>4—4b. O processo ¢ repetido
novamente, e chegamos ao elemento 5, que forma um par de tridngulos terminais com 0
elemento 4. Como vemos, foram necessérias 2 operagbes para se atingir o par de tridngulos

terminais, € ndo 3, como no caso anterior.

Figura 2.17 - Exemplo de visita por adjacéncia acelerada.

No fluxograma mostrado na Figura 2.16, e na explicagio do mesmo, utilizamos o
processo de visita por adjacéncia simples. Caso utilizemos o processo de visita por
adjacéncia acelerada, uma pequena modificagio deve ser feita no passo 4. Ao inves de
colocarmos o vizinho do elemento original no topo da lista, colocaremos o elemento que

compartilha a maior aresta com este elemento vizinho.

Como vimos com detalhes, esta técnica possui vantagens em relagdo as suas
antecessoras, em alguns pontos: é mais rapida e produz elementos melhores que a técnica
da bissecgio apresentada por Nambiar [Nambiar93], e elimina as “frentes’ de elementos,
sem a necessidade do uso recursivo de algoritmos de suavizagio, utilizados no algoritmo de

Fernandez [Fermandez93]. Possui, ainda, algumas vaniagens em relagio aos algoritmos

desenvolvidos por Rivara, que utilizam o LEPP.



Para validar nosso algoritmo, uma séric de testes foi efetuada, inclusive
comparando-se as malhas obtidas pelo nosso programa com aquelas obtidas utilizando-se

os diferentes algoritmos aqui apresentados. Tais testes sdo apresentados na Segdo 6.2,

Resultados do Refinamento Bidimensional.
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Capitulo 3

Malhas Tridimensionais Superficiais

No Capitulo anterior, apresentamos o0s diversos aspectos envolvidos no refinamento
adaptativo de malhas de elementos finitos triangulares (técnicas de particio, métodos de
controle do refinamento, etc.). Neste Capitulo, apresentaremos o refinamento superficial
tridimensional e seus diferentes aspectos. Como veremos adiante, boa parte do meétodo
utilizado no Capitulo 2 pode ser utilizado aqui, porém algumas modificacOes serdo
necessarias, principalmente quanto a localizagio dos nos resultantes da subdivisio de
triangulos ¢ quanto & troca de diagonais de Delaunay. Apresentaremos, ainda, uma

adaptagiio do algoritmo apresentado no Capitulo anterior para o refinamento superficial

tridimensional.

O uso de malhas tridimensionais superficiais tem sido bastante extenso,
compreendendo desde a animagdo por computador até a andlise de estruturas mais

complexas, principalmente na area de Engenharia Mecanica [Peraire88, Hinton91, Bajajo6,



Blacker96, Canann97, Thompson99]. Por outro lado, sua utilizagio em problemas
eletromagnéticos tem sido relativamente recente [Jin93, Itoh96, Renhart96, Morcillo98].
Um dos motivos para o estudo da geracio de malhas tridimensionais superficiais, € que esta
malha pode ser utilizada como um primeiro passo para a geragio de malhas tridimensionais

volumétricas, através de técnicas como ‘Advancing Front’ [Tristano98, Thompson99].

3.1 — Representacio das Superficies

A constru¢do de malhas de elementos finitos em superficies tridimensionais é um
dos mais importantes aspectos da simulagio de estruturas em trés dimensdes. As malhas 3D
superficiais devem atender aos mesmos requisitos de conformidade, compatibilidade,
qualidade e suavidade exigidos das malhas bidimensionais, e, além disso, ainda devem se

adaptar as caracteristicas especificas de cada superficie, incluindo linhas de intersegéio,

curvaturas e estruturas complexas.

-

(a) ® (c) (d
Figura 3.1 - Decomposicio de um modelo 3D em seus componentes geométricos.

Geralmente, o dominio a ser discretizado, que também pode ser chamado de
dominio computacional, pode ser representado como um conjunto de superficies que,
quando devidamente conectadas entre si, descrevem o objeto tridimensional com exatidzo,
Isto € conhecido como representagio por fronteira, ou ‘B-rep’(do inglés Boundary

representation), ¢ ¢ utilizada pela maioria dos programas comerciais e de pesquisa.
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Em uma representacio de contorno, o dominio computacional pode ser considerado
como um poliedro generalizado que € a unido de um conjunto de superficies, ligadas
através de linhas, por sua vez conectadas através de vértices [Peraire88], conforme vemos
nas Figuras 3.1. Na Figura 3.1(a) mostramos o dominio tridimensional e na Figura 3.1(b)
mostramos as superficies que o compdem. Na Figura 3.1(c) apresentamos as linhas que

formam as superficies e finalmente na Figura 3.1(d) apresentamos os vértices que

compdem as linhas.

Assim, dados geométricos a respeito da forma das superficies e linhas devem ser
adicionados & estrutura de dados utilizada anteriormente para o caso 2D, ver Apéndice A.
Também devem ser armazenadas informacdes a respeito da conectividade das superficies
entre si [Souza93]. Isto ¢ necessario para evitar divisbes ndo-conformes de tridngulos, que
poderiam ocorrer durante o refinamento de dois tridngulos que compartilham a mesma

aresta, mas que estdo em superficies diferentes, conforme Figura 3.2.

<7 =
|

(a) (b)

Figura 3.2 — Refinamento (a) conforme e (b) ndo-conforme, em superficies

tridimensionais.

Nos exemplos utilizados acima, vemos apenas estruturas planas e linhas retas, o que
facilita o trabalho de refinamento de cada superficies, e serve de base para o refinamento de
superficies mais complexas. Na maioria dos casos, temos de trabalhar com superficies e
linhas curvas. Nestes casos uma aproximac@o, usualmente utilizada, é a representag@o
destas superficies e linhas através de coordenadas paramétricas [Hinton91, Thompson99].

Esta representagdo paramétrica € facilmente obtida e proporciona uma descricio acurada



das mesmas em termos das coordenadas parametrizadas, além de facilitar a discretizagio da

superficie.

3.2 — Modelamento das Superficies

As superficies podem ser representadas em termos da informagio fornecida pelos
contornos da superficie e por fungdes auxiliares das coordenadas parameétricas (u,v), que
variam entre 0 e I, ao longo dos contornos relevantes das superficies [Hinton91,

Tristano98]. A posigéo do vetor r, em relagio a um ponto na superficie, ¢ dada por

3 3
r(u,v)zZZaijufvj G.1)

i=0 j=0

aonde a; ¢ um coeficiente que contém uma combinacio linear da posicio e vetores
(tangente e normal) dos vértices das superficies, e #' e ¥/ sdo as coordenadas paramétricas
associadas a cada eixo coordenado. Na Figura 3.3, vemos um exemplo do mapeamento de

um retangulo 3D em um espago paramétrico 2D, no qual apontamos o vetor r.

B"—u

Espaco fisico Espaco paramétrico

Figura 3.3 - Mapeamento de um retangulo tridimensional no espago paramétrico

bidimensional e vice-versa,

A



Uma vez que os pardmetros da matha no plano paramétrico tenham sido
determinados, o refinamento da malha é conduzido. Sabendo as posigdes dos pontos nodais
no plano paramétrico, as posigdes correspondentes dos pontos nodais na superficie 3D
podem ser determinados usando a equagdo mostrada acima. A conectividade dos elementos
entre si permanece idéntica em ambos espagos, devido a correspondéncia entre ambos os

planos.

Quando tratamos de superficies curvas simétricas, tais como esferas, cilindros,
parabolas, elipses, etc., algumas simplificagdes podem ser feitas em coordenadas angulares.
Analisemos os casos de duas superficies bastante simples: uma esfera ¢ um cilindro. As
coordenadas cartesianas de cada uma das formas acima devem satisfazer as seguintes
equagies:

Esfera: ¥ +7 %2 =4% (3.22)
x 2 2
-
Cilindro: \& b (3.2b)

onde a Equagio (3.2b) corresponde a um cilindro com eixo coincidente ao eixo z do sistema
de coordenadas cartesiano. Caso tenhamos ¢ igual a b, entdio teremos um cilindro circular
de raio igual a @, € a Equagéo (3.2b) fica igual a £+ =d

De posse destes dados, isto &, dos fatores de cada equag@o, ¢ perfeitamente possivel
definir estas superficies no espago. A transformagao destas equagdes no espago real, para as
equagbes no espago paramétrico, € feita de um modo tal que sua descrigio cartesiana
através de trés coordenadas (x,,z) scja feita, agora, através de duas coordenadas angulares
(u,v). Apos

u = arctan(x/y)
Esfera= {v _ arccos(z / m) (3.3a)

u = arctan(x/y)

Cilindro Circuiar={ (3.3b)
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Assim, apés transformarmos todos os dados de nossa malha inicial em coordenadas
cartesianas para coordenadas angulares, podemos dar inicio 2o refinamento da mesma. Isto
pode ser feito através de uma das técnicas ou algoritmos discutidos na Segdo 2.3. Quando
obtivermos a malha desejada, o proximo passo serd fazermos a inversio da transformagio e
conseguirmos o mapeamento dos nés da malha na superficie pretendida. Esta inversio &
feita facilmente através das equagdes a seguir:

x = a-sen(u)-cos(v)
Esfera =4 y = a-sen(u)-sen(v)

z=a-cos(u) (3.4a)
X =a-cos(u)
Cilindro Circular =< y = a -sen(u) (3.4b)
z=z

Nesta seqii€ncia de transformagdes, ¢ necessario tomar cuidado para que cada ponto
esteja corretamente mapeado no seu quadrante especifico, para evitar a perda de
informag¢do que pode facilmente ocorrer.

O mesmo procedimento utilizado acima, para superficies curvas regulares, pode ser
utilizado para superficies de revolugdo, tais como cilindros e cones circulares. Para isS0,
consideramos que a linha de base, o eixo ao redor do qual ¢ feita a revolugdio, estd em um
angulo igual a zero. Isso significa que, por exemplo, o raio sera constante ao fongo de
determinado eixo para o caso de um cilindro circular, € que serd uma fungdo do tipo y = ax
para o caso cOnico. Assim, a variagio do raio ao longo de determinado eixo ¢ definida
através de fungdes polinomiais, que ficam mais complexas 4 medida que as nossas

superficies de revolugio também se tornam mais elaboradas.



3.3 — Troca de Diagonais em Malhas Superficiais

E possivel utilizarmos do critério da circunferéncia de Delaunay para melhorar o
aspecto de nossa malha tridimensional superficial, porém existem alguns empecilhos em
sua aplica¢do. O primeiro, ¢ a dificuldade em se mapear corretamente o centro do circulo
circunscrito a um tridngulo em uma superficie curva. Também se torna dificil verificar se
determinado ponto de outro tridngulo estid, ou nfo, dentro de tal circulo circunscrito
diretamente no espacgo cartesiano [Chew93]. Por exemplo, na Figura 3.4, a troca de
diagonais n#o € recomendada pois devido a grande curvatura da superficie, com a troca de
diagonais, a aresta que separa os elementos n#o estara mais sobre a superficie, apesar do

formato dos triangulos aparentemente ter melhorado.

Figura 3.4 — Exemplo de troca de diagonais imprépria.

Uma das aproximacdes sugeridas consiste em se fazer a troca de diagonais no
espaco paramétrico, mas, para isso, é necessario se fazer um ajuste na equacio dos circulos,
pois devido a distor¢do que ocorre no espago parametrizado, nem sempre um circulo
circunscrito a um tridngulo no espago real corresponde a um circulo no espago paramétrico.
Em [Chen97], € proposta a aproximagcdo deste circulo através de uma elipse, que é entdo
utilizada para se fazer a checagem se ¢ necessaria a troca de diagonais. Entretanto, isto s6
se torna util quando lidamos com superficies muito curvas. Em superficies de menor
curvatura, ¢ possivel fazer-se uma aproximagdo mais rapida através da simples projegdo
dos tridngulos em um plano bidimensional e pela utilizagdo do critério de troca das
diagonais de Delaunay da forma usual. Através da Figura 3.5 vemos um exemplo deste

procedimento, no qual os tridngulos da superficie S sio projetados em um plano, no qual é



feito o teste da circunferéncia e a troca de diagonais de Delaunay. A seguir, 0s novos
tridangulos sdo mapeados de volta a superficie curva S. Isto s6 é possivel devido a pequena

curvatura da superficie S, o que implica em uma baixa distor¢io nas transformacdes.

A medida de qualidade geral da malha e dos elementos isolados, ¢ feita de maneira
semelhante a apresentada na Secdo 2.1, sendo necessarias apenas pequenas mudangas para

levar em conta a caracteristica tridimensional.

Figura 3.5 — Troca de diagonais através da projecdo.

3.4 — Implementacio do Algoritmo de Refinamento

Como discutimos nas Se¢des anteriores, para que possamos utilizar o nosso

algoritmo bidimensional, visto na Sec@io 2.3.3, sfo necessarias algumas modificagdes. A



primeira delas diz respeito & estrutura de dados. Foram necessarios o acréscimo de dois
novos dados: o primeiro é a atualizagdo das coordenadas, pois antes necessitavamos apenas
das coordenadas x e y, e, agora, precisariamos de uma nova coordenada, z; o segundo dado
diz respeito a defini¢io de que tipo de superficies estamos trabalhando (plano, esfera, etc.),

e que elementos pertencem a cada uma. Para maiores detalhes, ver Apéndice A.

Outra mudanca necessaria estava na forma de calculo do novo ponto a ser criado na
aresta de maior tamanho. Utilizando a transformacio de coordenadas, descrita na Segdo 3.2,
foi possivel chegar a uma rotina que faz a subdivisdo de uma forma segura, tal que cada
novo ponto gerado pertence a superficie em refinamento, sem a criagio de elementos ndo

conformes e incompatibilidades. Podemos definir esta rotina por uma série de passos:

1 — Transformagio de coordenadas cartesianas em coordenadas angulares: Utilizando os
dados das superficies, calculamos as coordenadas paramétricas dos vértices da maior aresta.
2 — Subdivisdo: Utilizando os dados do espaco paramétrico calculamos as coordenadas do
novo nd situado no ponto médio dos vértices.

3 — Transformacio das coordenadas paramétricas em coordenadas cartesianas: Resgatamos
os dados dos vértices e calculamos as coordenadas cartesianas do novo ponto criado no

passo 2, através de seus dados.

A mudanga final diz respeito ao critério de troca de diagonais de Delaunay: o teste
da circunferéncia. Como vimos anteriormente, Secdo 3.3, a determinagio do centro do
circulo circunscrito a um dado elemento nio € uma matéria trivial e, por 1sso, optou-se por
utilizar a proje¢do dos tridngulos no plano xy. Optou-se por esta projecéo para aproveitar o
algoritmo ja disponivel para o caso bidimensional. Para se fazer esta projecdo, sdo
necessarias algumas transformagdes geométricas facilmente obtidas [Foley96]. O processo
todo é feito da seguinte forma: inicialmente verificamos se o dngulo entre os dois tridngulos
permite que se faga esta projecdo com minimo de erro possivel. Se o angulo entre eles for

suficientemente pequeno, entdo passamos as transformagdes necessarias.

Sabendo que trés pontos no espago definem um plano, podemos dizer que cada

triangulo ir4 definir um plano. Achando o vetor unitario normal a cada plano e calculando a



soma entre as normais, acharemos um vetor v, que é ortogonal & maior aresta. Agora basta
acharmos o &ngulo entre o vetor v, € 0 €ixo z, e rotacionarmos o conjunto todo de forma
que o vetor v, ¢ o eixo z fiquem paralelos. Como a nossa condicio inicial para o inicio do
processo era de que os angulos entre os dois elementos era suficientemente pequeno para
ndo incorrer em distorgSes, basta supor que todos os nds estdio situados no plano xy e
aplicamos o teste da circunferéncia de Delaunay aos tridingulos da mesma maneira que
utilizamos no caso bidimensional. Para dar maior clareza, na Figura 3.6 mostramos os
componentes desta explicagfo. Na Figura 3.6(a) temos os elementos aos quais queremos
aplicar o teste de diagonais, projetados no plano xy, enquanto que na Figura 3.6(b) vemos
os mesmos elementos agora projetados no plano xz. Nesta figura vemos, também, as
normais a cada um dos elementos € o vetor v,. Na figura seguinte, Figura 3.6(c), vemos
novamente o vetor v,, 0 €ixo z, € o angulo © entre eles. Este é o angulo que deve ser
rotacionado para que os elementos E; e E, possam ser projetados com 0 menor erro

possivel, e o critério da circunferéncia de Delaunay possa ser aplicado.

Apesar destas transformagdes parecerem extremamente complicadas e demoradas,
na pratica elas sdo quase automaticas e nio consomem muito tempo de computagio, e
como todas estas transformacdes (exceto a troca de diagonais) ocorrem de forma local, nio

€ necessario fazermos a transformacio inversa.

ALZ
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Figura 3.6 — Exemplo do processo necessario para troca de diagonais



Em superficies simples (quadrados, por exemplo) a maioria destes tridgngulos sdo
coplanares, implicando que ambos os vetores normais serdo iguais. Com isso, n3o teremos

a necessidade de calcularmos o vetor v,, poupando um pouco de trabalho.

Também foi necessario eliminar-se a suavizagéo final do algoritmo de refinamento
superficial tridimensional. Como existem casos em que esta otimizagfo poderia destruir a
superficie que queremos modelar, como por exemplo em superficies curvas, decidiu-se
suprimir esta ultima tarefa no nosso algoritmo. Estao em estudo técnicas para adicionar esta

funcionalidade ao nosso algoritmo.

Ap6s feitas todas as modificages, chegamos ao algoritmo final, que é muito
semelhante aquele apresentado na Segdo 2.3.3.2. As modificagdes se encontram em trés
pontos: leitura de dados, divisdo interna e externa e troca de diagonais. Alguns testes foram
feitos, utilizando nosso algoritmo de refinamento, € os resultados s3o apresentados na

Secdo 6.3.



Capitulo 4

Malhas Tridimensionais Volumétricas

Nos Capitulos anteriores desenvolvemos um algoritmo para o refinamento
bidimensional de mathas de elementos finitos triangulares e fizemos sua adaptagio para o
uso em superficies tridimensionais, além de estudar as diversas caracteristicas de cada caso,
suas facilidades e dificuldades. A seguir, estudaremos as malhas tridimensionais

volumétricas, ou malhas tetraédricas.

E erroneo tentar tracar um paralelo entre as técnicas de refinamento bidimensional e
as técnicas envolvendo trés dimensdes. Um exame preciso do problema nos leva a algumas
questdes que sdo especificas do problema tridimensional, sem que haja correspondéncia em
duas dimensdes. Assim, uma regra facilmente aplicivel a tridngulos pode ndo ser
verificavel em tetraedros [George99]. Para ilustrar isto, citaremos dois exemplos que
podem afetar vérios aspectos do refinamento de uma malha 3D:

1. Um tridngulo com todos lados iguais é necessariamente um tridngulo equilatero,

enquanto que um tetraedro com a mesma propriedade pode possuir uma forma



geométrica pobre e ter seu volume tdo pequeno quanto desejarmos (ver definicdo de
lascas nesta se¢@o, por exemplo).

2. A éarea de um triangulo tende a zero somente se o comprimento de uma das arestas
também tender a zero. Para os tetraedros isto nfio é verdade pois o volume de um
tetraedro pode tender a zero enquanto suas arestas permanecem grandes (ver tetraedros

do tipo ‘lasca’ na segéo 4.1).

Portanto, algumas mudangas serfo imprescindiveis, tanto na forma da divisio como
na estrutura de dados. Veremos que é possivel utilizarmos as técnicas estudadas nos
Capitulos antecedentes, devidamente adaptadas, para construirmos um algoritmo que faca o

refinamento destas malhas tetraédricas.

A gerac@o e refinamento de uma malha de elementos finitos podem absorver muito
tempo de anélise, e isto se torna consideravelmente pior quando tratamos de elementos
tetraédricos. As dificuldades principais estdo principalmente relacionadas com a dificuldade
em se descrever a geometria do problema de forma clara, € em visualizar a estrutura
tridimensional, e a malha correspondente, em uma tela de computador bidimensional. Por
isso, alguns pesquisadores preferem utilizar hexaedros em suas malhas, uma vez que
elementos cibicos sdo muito mais faceis de trabalhar do que elementos tetraédricos
[Golias94]. Entretanto, como o tetraedro ¢ uma forma volumétrica simples, seu uso permite
uma melhor descri¢do do dominio computacional do problema, nio importando a
complexidade do mesmo, o que o torna atrativo. Além disso, as fungdes polinomiais de

expansdo sdo facilmente definidas para estes elementos.

Como estudamos anteriormente, nosso algoritmo se baseia no refinamento
adaptativo de uma dada malha inicial. Esta malha pode ser obtida através de diversos
métodos, desde a sua criagio totalmente manual até processos que geram a malha a partir
dos dados a respeito do contorno da estrutura [Gonzalez96]. Estes métodos de geragdo ndo
se constituem no objetivo da tese, € portanto nfo serdo tratados aqui. Nos ateremos somente

ao estudo dos métodos de refinamento para mathas volumétricas.



4.1 — Refinamento Tridimensional

Da mesma forma que no refinamento bidimensional, a qualidade de um elemento
tridimensional é muito importante, embora agora a qualidade méaxima seja mais dificil de se

obter. A formula para se obter a qualidade de um tetraedro € dada por

.
=3 —
Q=37 4.1)

isto é, a qualidade O de um elemento ¢ igual a trés vezes a razéo entre o raio da esfera
inscrita » e o raio da esfera circunscrita R. Uma féormula computacionalmente mais eficiente

(em torno de 20 vezes), € que produz 0s mesmos resultados, € dada por

12 v
O=—7=7
V2 L, 4.2)

na qual ¥ é o volume do tetraedro € Ly € 0 comprimento de sua maior aresta [Golias94].
Um tetraedro com todos os lados e dngulos iguais entre si terd uma qualidade méxima, que

serd igual a 1, enquanto que os elementos degenerados, ver figura 4.1, possuirdo valores de

qualidade préximos de zero.

(2) (b) ©

Figura 4.1 — Exemplos de elementos degenerados. (a) Cunhas, (b) cume e (c) lascas.



Estes elementos degenerados devem ser evitados, tanto na constru¢do da malha
quanto no seu refinamento. Os elementos degenerados do tipo ‘lasca’ sfo particularmente
indesejaveis. Uma descrigio mais exata destes elementos os define como o arranjo de 4
vértices, igualmente espacados, ao redor do equador de uma esfera, aonde um dos vértices
esta levemente perturbado em relagfio a latitude central, como vemos na Figura 4.2
[Shewchuk97]. Devido & sua aparente igualdade entre angulos internos e arestas, se
fizermos uma analogia com o caso bidimensional seremos induzidos a pensar que o
elemento € bem formado, o que n3o ¢ verdade, pois se aplicarmos o teste de qualidade,
Equacdo 4.2, o volume do tetraedro serd pequeno, implicando em um baixo indice de

qualidade.

Figura 4.2 — Um tetraedro degenerado do tipo lasca.

O surgimento destes elementos degenerados pode ser minimizado através de
tecnicas de transformagdo topoldgica, aplicadas durante o refinamento e durante a fase de

estabilizagdo da malha, técnicas estas que serdio descritas mais adiante, na Secdo 4.2.

Como vimos anteriormente, o nosso algoritmo se baseia na inser¢do de novos nds
em uma malha inicial pré-existente. Enquanto no caso bidimensional existiam apenas duas
formas de insercdo (na aresta e no baricentro), em elementos tetraédricos existem trés
formas de se fazer a inser¢o de um novo né no elemento: no interior do tetraedro, na sua
face e na sua aresta, dividindo este elemento em quatro, trés e dois tetraedros
respectivamente, conforme vemos nas Figuras 4.3. Na Figura 4.3(a) temos a inser¢do do nd
no interior do tetraedro, gerando 4 elementos: ABDE, ACDE, ABCE ¢ BCDE. Na Figura
4.3(b) vemos a insergdo do ponto nodal na face 4BD, gerando 3 elementos: ABCE, ACDE e
BCDE, e, finalmente, na Figura 4.3(c) vemos a inser¢do do né E na aresta AD, gerando 2

LA



clementos: ABCE e BCDE. Naturalmente, nos casos em que a aresta ou face ¢

compartilhada por outro(s) elementos, este(s) tambem deve(m) ser subdividido(s).

(a) (®)

Figura 4.3 — Formas de inserir um novo né £ no tetraedro formado pelos nés ABCD. As
linhas pretas representam as arestas do tetraedro original ¢ as linhas vermelhas as arestas

resultantes da subdivisdo.

A melhor forma de refinamento apontada na literatura ¢ através da insergo de um
novo ponto nodal na maior aresta, pois os elementos resultantes sdo de melhor qualidade e
a degeneragdo dos tetraedros ¢ menor[Golias94]. Como ja dissemos, todos os elementos
que tenham a aresta a ser dividida em comum devem ser subdivididos também, mantendo

N

assim a conformidade da malha, conforme Figura 4.4.

Figura 4.4 — Subdivisdo de 4 tetraedros em 8 tetraedros, através da inser¢dio de um novo no

G na aresta AF.
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Da mesma forma que em nosso algoritmo bidimensional, esta insercdo ¢ feita na
aresta de maior comprimento do tetraedro. Podemos utilizar os conceitos a respeito do
refinamento de superficies, descritos no Capitulo 3, para fazermos a inser¢do de nds em
arestas situadas em superficies curvas, tanto internas quanto externas. Nestes casos
devemos tomar cuidado com o surgimento de elementos andémalos que podem

comprometer a qualidade da malha e do nosso resultado numérico.

Da mesma maneira que ocorria no refinamento bidimensional, é necessario ter
bastante cuidado para que ndo ocorram casos de elementos nio conformes em nossa malha
volumétrica. Na Figura 4.5 temos dois exemplos de nfo conformidades que podem ocorrer,

caso aconte¢a uma falha na construc¢io ou execucio do programa.

7

Figura 4.5 — Elementos tridimensionais nfio conformes.

4.2 — Transformacdes Topologicas

Na técnica bidimensional, para se saber se determinado elemento tinha um formato
aceitavel ou se era possivel a troca de diagonais de Delaunay, era feito o teste do circulo
vazio. Da mesma forma, ¢ possivel fazermos o teste em trés dimensdes, porém desta vez
utilizando-se uma esfera, que € definida pelos quatro nés do tetraedro. E necesséria, ainda,
uma atualizagdo da técnica de troca de diagonais de Delaunay, pois a mesma tende a ndo se

sustentar em trés dimensdes, exceto em alguns casos especificos.



O principal problema que pode ocorrer na troca de diagonais envolvendo tetraedros
¢ a alteragdo do contorno externo do poliedro formado pelos vértices, e do volume contido
por eles. Isto acontece principalmente quando temos um poliedro concavo. Um exemplo
disto é mostrado na Figura 4.6, aonde a troca da diagonal BE pela diagonal AD, ou vice-
versa, causa uma mudanga dréstica no contorno do poliedro. Como podemos ver, as faces
ABE e BDE estdo situadas em uma fronteira e a troca de diagonais entre os elementos
ABCE, BCDE ¢ ACDE, ABCD causa uma destrui¢do do poliedro ABCDE original. A
transformacdo inversa também néo ¢ recomendada. Um parametro confiavel para sabermos
se uma transformacio pode ser feita, € o calculo do volume total do conjunto de tetraedros
originais e do conjunto formado ap6s a mudanga. Se houver qualquer alteragio no volume,
isto significa que ocorreu uma alterag@o na forma do poliedro, €, portanto, a transformagéo

ndo é possivel.

Figura 4.6 — Exemplos de trocas de diagonais impréprias em tetraedros.

Algumas transformacgbes topoldgicas tém sido estudadas, entre elas podemos
destacar a troca de diagonais externa e interna, a transformacio de 2 elementos em 3, ou
também chamada de transformagdo 2—3, e sua transformac@o inversa 3—2. Entretanto,

estes métodos s6 podem ser utilizados se o conjunto de tetraedros a ser alterado formar um

poliedro concavo.

A troca de diagonais externas €, basicamente, uma extensio do caso 2D de troca de
diagonais, e é aplicada quando a aresta a ser trocada estd na superficie da estrutura. Para
fazermos a troca basta considerarmos as faces que estdio sobre a superficie e aplicar o teste

da circunferéncia sobre eles. Tal procedimento é exemplificado na Figura 4.7. Na figura



inicial, a esquerda, temos os tetraedros ABCD E ABDE. Apos a troca, 2 direita, ficamos
com os elementos ABCE e ACDE. Este procedimento sé é utilizado quando as faces
formadas pelos pontos B, C, D e E estiverem localizadas na superficie da estrutura. Da
mesma forma que no refinamento tridimensional superficial, é preciso cuidado para que

esta troca de diagonais ndo provoque uma destrui¢iio do contorno da estrutura.

D D
Figura 4.7 - Troca de diagonais externa.

A troca de diagonais interna s6 € possivel nos casos em que temos quatro elementos
que compartilham a mesma aresta e estdio situados ao redor dela, de uma forma tal que ela
esteja no centro do poliedro. Um exemplo bem simples pode ser visto na Figura 4.8(a).
Nesta figura, todos os elementos estdo dispostos ao redor da aresta AF. Ap6s verificarmos
que a troca de diagonais melhora a qualidade dos tetraedros e mantem o volume do
poliedro inalterado, podemos efetuar a troca da antiga diagonal AF pela nova aresta CE (ou
BD, qual for a aresta mais apropriada), obtendo a nova tetraedraliza¢do mostrada na Figura

4.8(b). Isto também costuma ser chamado de transformagio 4-»4.

No caso da transformacgo de dois tetraedros em trés, ou 2—3, o processo comeca
com a identificago de dois elementos que possuem uma face comum entre si e que ndo
satisfazem a propriedade da esfera. A geracio de trés elementos & feita através da
eliminagdo desta face compartilhada pelos dois tetraedros e pela insercio de uma nova
aresta que serd compartilhada pelos trés elementos. Deve-se tomar cuidado para que o

poliedro formado pelos 2 elementos seja concavo e para que esta aresta passe pelo interior



deste poliedro. Esta atengfo ¢ necessaria para se prevenir a formagao de elementos do tipo
‘lasca’. Na Figura 4.9 apresentamos um exemplo desta transformacdo. Nela a face BCD,
Figura 4.9(a), € eliminada para a introducfo da aresta AE, que ¢ compartilhada pelos trés

elementos, Figura 4.9(b). Podemos ver que a aresta AE passa pelo interior do plano BCD.

Figura 4.8 — Troca de diagonais interna em um conjunto de 4 tetraedros.

Este procedimento pode ser utilizado de forma reversa, quando, a partir de trés
elementos, geramos dois. Neste caso, o processo consiste em identificar os trés elementos
que compartilham determinada aresta, remové-la e introduzir uma face separando os dois
novos elementos. Tomando como base a Figura 4.9(b), a aresta AE serd eliminada e
introduziremos a face BCD, Figura 4.9(a). Da mesma forma que na transformagZo anterior,

deve-se tomar cuidado para que a aresta AE passe pelo interior da face BCD.

Outros tipos de transformagBes sdo descritos na literatura [Kettunen95], como, por
exemplo, a transformagio 5—6, na qual temos cinco elementos formando um poliedro
concavo ¢ que compartilham uma aresta, Figura 4.10(a). Neste exemplo, todos os
elementos estio ao redor da aresta AG, e os vértices restantes formam o plano BCDEF.
Neste caso, existem cinco maneiras de se formarem as novas conexdes, que s&o

apresentadas diretamente sobre o plano BCDEF na Figura 4.10(b), sendo necessario apenas



escolhermos aquela configuracdo que garanta a melhor qualidade para o conjunto de
elementos assim formados. Usando processos similares, & possivel fazermos outras
modificages: 6—8, 7—>10 e 8—>12, embora em testes praticos algumas destas

modificagdes demandem muito tempo de computacio e a qualidade obtida nio é muito

melhor que a tida anteriormente [Kettunen95].

(@) (b)

Figura 4.9 — Transformac@o topolégica na qual fazemos a transformac@o de dois elementos

em trés e vice versa.

Estas transformag¢bes também podem ser obtidas através do uso conveniente das
técnicas de transformagio 2—3 e 3—2. Tomando uma transformacio 4—4 como exemplo,
vemos que s30 necessarios 2 passos: primeiramente aplica-se a transformagio 2—3 a um
par de elementos, por exemplo, na Figura 4.8, transformamos os tetraedros ABEF e ABCF
nos tetraedros ABCE, BCEF e ACEF através da exclusfo da face ABF e da inclusio da
aresta CE. A seguir, aplicamos uma transformagdo 3—>2 no par restante de elementos,
ACDF e ADEF, ¢ também ao tetraedro ACEF, obtendo o par de elementos ACDE e CDEF,
chegando assim ao mesmo resultado anterior. Observe-se que, neste processo, foi criado
um elemento transitério ACEF que possui volume igual a zero (criado na primeira

transformagfio e eliminado na segunda), o que pode se tornar indesejavel.



Figura 4.10 — Poliedro formado por cinco elementos ao redor da aresta 4G e as cinco

configuracdes possiveis para transformago.

Trabalhos mais recentes descrevem um operador de troca generalizado, que consiste
na re-tetracdralizacdo completa do poliedro formado pelos tetraedros que compartilham
uma dada aresta, até achar a melhor configuragio possivel. Este processo € dispendioso em
matéria de tempo de processamento, mas os resultados sio muito eficientes para os

propositos de otimizagio de malhas [George99].

QOutra forma de otimizar a qualidade geral da malha € fazendo a relaxag@o, ou
suavizacio, da malha através do reposicionamento dos nds, conforme vimos na Segdo
2.3.1. O método Laplaciano é o método mais utilizado, e consiste na determinagio da nova
posicio do né através da média das coordenadas dos nds conectados a ele. Por

conveniéncia, repetiremos aqui a férmula para o célculo da nova posi¢éo do no.

P*=(1/n)5; P; i=12,..n (2.13)

onde P" é a nova coordenada do né sendo considerado, € P; sdo as posi¢bes dos n nos
conectados a P". Na Figura 4.11 vemos uma ilustragio do processo de suavizagdo da
posicio dos nos usando elementos tetraédricos. A literatura nos indica que a utilizagdo
desta técnica, em casos tridimensionais volumétricos, requer mais atengdo que no caso
bidimensional, pois é necessario conferir se a movimentagdo do né realmente aumenta a

qualidade dos elementos, ¢ se a nova posigéo do né continua dentro do poliedro formado



pelos elementos, o que pode ndio ocorrer quando tratamos de poliedros nio-convexos
[Golias94].

Figura 4.11 - Relaxacio da posicio dos nés em trés dimensdes.

Outra diferenca em relago ao caso bidimensional ¢ que agora temos quatro tipos de
nos, de acordo com a sua posi¢do na malha tetraédrica. Eles sio classificados em: nos
internos, que ficam no interior do dominio do problema; nés de superficie, que caem nas
interfaces internas ou externas do dominio; nés de aresta, que ficam nas jungdes entre duas
superficies, e, finalmente, nés de canto, que sio aqueles que estio na juncdo entre trés ou
mais superficies. Na Figura 4.12, vemos um exemplo desta classificagio. Para evitar a

destruicdio das superficies durante o processo de relaxacio, movemos apenas 0s nos

mternos da estrutura.
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Figura 4.12 - Classificagdo dos nés de acordo com sua posi¢io na malha: 0 — internos, 1 —

superficiais, 2 — de aresta e 3 — de canto.



4.3 — Implementacio do Algoritmo

Com algumas mudangas, foi possivel adaptar o nosso algoritmo de refinamento
tridimensional superficial para o refinamento de estruturas tridimensionais volumétricas.
Estas mudangas ocorreram principalmente na estrutura de dados, na rotina de divisdo dos
elementos e no processo de melhoria da qualidade da malha, com a implementagdo de

algoritmos de trocas de diagonais externa e de relaxamento da malha.

A mudanga na estrutura de dados reflete o fato de que @ medida que aumentamos a
complexidade de nossas estruturas, necessitamos de mais informagdes para a correta
descri¢do das mesmas, condi¢@o essencial para que o refinamento ocorra sem problemas.
Como vimos, no caso bidimensional é preciso armazenar dados a respeito dos elementos,
ou seja, os nos que formam o triangulo, as coordenadas cartesianas dos nos e os elementos
vizinhos a cada triangulo. J& na estrutura tridimensional superficial sdo necessarios todos

estes dados, € ainda informagdes a respeito das superficies que compdem a estrutura em

questio.

Para o caso tridimensional volumétrico, a quantidade de dados manipulados cresce
ainda mais, pois € necessario mantermos registros de todas as arestas pertencentes a um
elemento, de quais elementos tem determinada aresta em comum e, também, dados a
respeito da posi¢do dos nés na malha, para efeito de otimizagdo. Tais registros aumentam a
quantidade de meméria ocupada do computador, mas sdo extremamente uteis, pois
diminuem o tempo de procura de determinadas rotinas, diminuindo assim o tempo de
computacfio. Maiores detalhes a respeito da estrutura de dados utilizada podem ser

encontrados no Apéndice A.

De maneira anloga ao caso bidimensional e tridimensional superficial, o algoritmo
se inicia com a criacdo de uma lista contendo todos os elementos que precisam ser
subdivididos. Iniciando com primeiro elemento da lista, faz-se a subdivisdo de todos os

tetraedros pertencentes a ela e dos elementos resultantes da subdivisdo que estejam acima



da condi¢do limite, até que a lista esteja vazia. Apds chegarmos ao final da lista de
subdivisdo, fazemos a estabilizagio prévia da malha, que consiste na aplicagdo das
transformagdes topoldgicas e de relaxagio dos nés certo nimero de vezes. Se o critério de
parada ainda néo foi atingido, retomamos todo o processo. Apés o final do refinamento,
aplicamos uma estabilizagdo final da malha com a repetida aplicacdo das transformagdes
topolégicas e de relaxacio dos nds até que n3o ocorram mais mudangas significativas na
malha [Golias94]. Na Figura 4.13, vemos um fluxograma do algoritmo, com suas fases

distintas. As etapas de refinamento e estabilizagio sio comentadas mais detalhadamente a

seguir.
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Figura 4.13 - Fluxograma da implementag3o do programa de refinamento 3D volumétrico.

A rotina de subdivisdo ¢ o ponto principal do algoritmo, e é baseada no método

utilizado nos algoritmos de refinamento superficial 2D e 3D. Novamente, neste caso nos



valeremos da terminologia introduzida por Rivara para fazermos algumas defini¢Ges
[Rivara97b]. De maneira aniloga ao LEPP, é necessario se achar o tetraedro com maior
aresta em determinada regido. Assim, partindo de um determinado tetraedro ¢,
encontramos a sua aresta de maior comprimento 4, e, entdo, fazemos uma varredura em
todos os elementos que compartilham esta aresta para determinar se algum deles possui
uma aresta maior que Ay. Se a aresta de ¢, for a maior, entdo podemos fazer a divisdo deste
elemento € dos elementos que a compartitham, através da inser¢do de um ndé no ponto
médio da aresta 4y, conforme Vimos na Segdo 4.1. Caso o elemento #; ndo possua a maior
aresta do conjunto, que pertence a um dado elemento #;, entdo colocamos o elemento #; no
topo da lista para subdivisdo e fazemos uma nova checagem com os elementos que
compartilham a aresta 4; entre si. O processo ¢ repetido até se chegar a um determinado
elemento ¢, que possua uma aresta 4, que € a maior aresta nesta regido. Os elementos que

compartilham esta aresta entre si sio denominados de conjunto de tetraedros terminais.

Ao fazermos a subdivisio de cada grupo de elementos, € necessario retirar da
relacio de elementos para particdo aqueles elementos pertencentes a lista € que foram
divididos juntamente com ¢,. Fazemos isto a fim de evitar a divisdo desnecesséria de um
elemento mais de uma vez, o que pode implicar em elementos de aspecto pobre. Apds a
subdivisdio, aplicamos as transformacdes topoldgicas a todos elementos subdivididos e
resultantes, e finalmente checamos se estdo acima da condi¢fio limite, caso em que os

adicionamos a lista para nova subdivisio. O fluxograma do processo de refinamento ¢

apresentado na Figura 4.14.

Gragas a estrutura de dados utilizada por nds, a procura pelos elementos que
possuam a maior aresta € feita de maneira rapida e eficiente. Com o objetivo de se reduzir o
tempo de computagio no processo de busca, uma limitagéo foi imposta: quando a diferenca
entre a maior aresta e a aresta atualmente sendo testada for pequena, digamos 1%, entdo
nenhuma troca é feita, assumindo-se que a aresta atual é a maior do conjunto. Isto implica

em um pequeno erro, que € corrigido através da aplicagdo das transformagdes topoldgicas

aos elementos da malha.
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Figura 4.14 — Fluxograma da subrotina de refinamento.

O processo todo ¢ repetido até se chegar ao critério de parada escolhido, que pode
ser qualquer um daqueles citados na Segdo 2.2. Entfio, como foi dito acima, fazemos uma

estabilizacdo final da malha.

O processo de estabilizagdo consiste na aplicacio das transformagdes topoldgicas,
descritas na Se¢do 4.3, seguido da suavizagio da posicio dos nés da malha. Isto é repetido
certo mimero de vezes, ou até que nenhuma modificagdo importante seja feita, isto €, até
que a malha se estabilize. Este processo € considerado a chave para a producdo de malhas
de boa qualidade, pois primeiramente as transformagdes topologicas tornam a malha
concordante com as propriedades de Delaunay, e depois a relaxacio reposiciona os nos €
embora a qualidade geral da malha seja melhorada, a malha é perturbada e em alguns casos
ela ndo atende mais as condigdes de Delaunay. Isto leva a repeti¢do do processo, até que se
obtenha a convergéncia, que ocorre quando acontecem poucas transformacdes e os nds se

movem disténcias pequenas. Geralmente esta estabiliza¢io ocorre apos repetirmos entre 5 e

Yo 4



10 vezes o processo. Na Figura 4.15, apresentamos um fluxograma do processo de

Transformagdes topologicas

4

Relaxagdo dos nos

X

Cnuverg:\ N

relaxacio.

Figura 4.15 — Fluxograma do processo de Relaxacio.

Alguns exemplos de malhas obtidas com nosso algoritmo podem ser vistos na Segéo

6.4. Também foi feito um teste pratico utilizando uma malha obtida com nosso programa.
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Capitulo 5

Métodos Numeéricos

Este Capitulo traz informagdes a respeito de alguns métodos utilizados na analise
eletromagnética. Existem diferentes técnicas de modelagem numérica, cada uma com
muitas variantes para o estudo de casos especificos. Entre elas podemos citar o método dos
elementos finitos, o método das diferencas finitas, etc. Nesta tese nds nos concentraremos
em trés técnicas diferentes que foram utilizadas para a obtenciio dos resultados numéricos

que serao mostrados no Capitulo 6: O Método dos Elementos Finitos, o Método dos

Elementos de Aresta e o Método dos Momentos.

Primeiramente, falaremos a respeito do Método de Elementos Finitos Nodais, que,
certamente, € o mais conhecido e utilizado atualmente nas simulagdes eletromagnéticas.
Também mostraremos um caso especifico desta técnica, adaptado para a simulagdo de guias

de onda ndo-lineares. Os préximos métodos que estudaremos siio o Método dos Momentos,



adaptado para a simulagio do espalhamento de uma onda eletromagnética, e o Método dos

Elementos de Aresta.

Nosso objetivo € apresentar de forma abreviada a formulagdo matematica, sem uma
demonstragdo detalhada, que pode ser amplamente encontrada na literatura [Bastos92,
Jin93, Koshiba92, Silvester96, Wang91]. Nos ateremos somente as demonstragdes basicas
para um melhor entendimento do problema fisico a ser resolvido, das necessidades do

meétodo utilizado e de sua implementac@o.

5.1 — As Equacgdes de Maxwell e a Equacio de Onda

O modelamento de estruturas para anélise eletromagnética envolve, tipicamente, a
solugio das Equagbes de Maxwell, sobre um dominio finito [Lee86]. As equagdes de

Maxwell, em sua forma diferencial, para um meio isotrépico livre de cargas e correntes sio

dadas por:
17 |
VxE=—-py——- 5.1b
x b (5.1b)
V-B=0 (5.1¢c)
K
VxH=g— 5.1d
x & (5.1d)

com H e E sendo as intensidades de campo magnético e elétrico, respectivamente [Jin93], e

os termos & ¢ p sendo a permissividade elétrica e a permeabilidade magnética do meio.



Aplicando-se a condi¢do de guiamento fraco, o acoplamento entre 0os componentes
dos campos podem ser ignorados, produzindo as equagdes de Helmholtz, ou equagdes de

movimento de onda, abaixo:

2
S°E V2H=ugan

VE=pue
a’ e ar? (5.2)

Sendo equagdes vetoriais, elas equivalem a seis equagdes escalares, uma para cada
componente. Existem diversas solugdes para estas equagdes, correspondendo a diferentes
tipos de ondas eletromagnéticas — planas, esféricas, etc. . Consideremos aqui dois casos
bastante simples de ondas planas monocromaticas que se deslocam na diregio longitudinal

z, que podem ser descritas pelas equagdes:

E(x,y,z)=E(x, y)e/ @ (5.32)
H(x, y,z) = H(x, y)e’ “ %" (5.3b)

onde @ ¢ a freqiiéncia, B¢ o indice efetivo do meio, &, € a constante de propagagéo da onda
no vacuo e j ¢ o nimero imagindrio correspondente a J-1. ApoOs tratarmos cada um dos
diversos componentes vetoriais, fazendo algumas substitui¢des, e usando o fato de que @ =
k, ¢ (c sendo a velocidade da luz no vacuo) chegamos as equagdes escalares finais que sdo

denominadas solugdes, ou modos, transversal elétrica (TE) e transversal magnética (TM):

FE FE
TE: “S+=—5+(n* - B )k,E=0
Z 4 (5.4a)
FH &FH
TM 5+ +(n* - Bk ,H =0
& = & (5.4b)

onde n é o indice de refragio do material, e é dado por n° = (g1)/(&) ). Estas equagdes sdo

chamadas de transversais pois utilizamos as componentes transversais dos campos em

T



consideragdo, elétrico ou magnético, e que estio totalmente contidos no plano transversal a

diregdo de propagagdo.

5.2 — Método dos Elementos Finitos

O principio do método de elementos finitos consiste na subtituigio de um dominio
continuo por um conjunto de subdominios discreto, nos quais a nossa fungio incdgnita é
representada por uma interpolagio de fungdes com coeficientes desconhecidos. Desta
forma, nosso problema de valores de contorno original, que tinha um ntmero infinito de
graus de liberdade, ¢ transformado em um sistema com um nimero finito de incognitas
[Jin93, Rahman91]. Com a aplicagfio de um procedimento variacional de Ritz ou Galerkin,
montamos um sistema de equagOes algébricas que, ap6s resolvidas, nos fornece a solugdo
para o problema de valores de contorno. Resumidamente, podemos decompor a resolugéo
de um problema de valores de contorno em 4 etapas:

1 — Discretizag¢do do dominio.

2 — Selegdo das fungdes de interpolagio.

3 — Formulagéo do sistema de equagdes.

4 — Solugdo do sistema de equagdes.

O primeiro passo ja foi discutido amplamente nos Capitulos 2, 3 € 4. A seguir,
mostraremos uma apresentagdo bastante sucinta do método de elementos finitos
unidimensional. Embora seja uma apresentagdo simples, ela serve para demonstrar o
funcionamento dos principais conceitos envolvidos, e pode ser estendida para duas e trés
dimensdes, para elementos triangulares, retangulares, tetraédricos, etc. Uma descrigdo mais
profunda pode facilmente ser encontrada na literatura, conforme referéncias [Bastos92,
Jin93, Koshiba92, Silvester96].
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As funcdes de interpolagdo podem assumir varias formas. A mais utilizada é a
fun¢io de primeira ordem aonde consideramos que o campo elétrico E€ varia linearmente

no interior do e-ésimo elemento, seguindo a equagio

E‘(x)=a®+b°x (5.5)
aonde a€ e b€ sdo as constantes a serem determinadas. Existem fungbes de interpolagio
mais complexas, aonde o campo pode variar de forma quadratica, ou mesmo cibica.
Tecnicamente, os elementos finitos mais sofisticados podem produzir melhores resultados,
mas a correta aplicagdo dos elementos lineares produz excelentes resultados e viabiliza a
elaboragdo de sistemas de cilculo eficazes sem que seja necessario um processo de

desenvolvimento excessivamente penoso.

Unidimensionalmente, a nossa malha terd a forma de uma reta composta de varios

segmentos, que sdo os elementos, conforme Figura 5.1. Cada elemento sera formado por

dois nds e um segmento de reta que os conecta.

Elemento

] }
| | {
No 1 2 3 4 | Np2 Nl N

Figura 5.1 — Dominio unidimensional de comprimento L dividido em N elementos, € com

Np pontos nodais.

Analisando um elemento e qualquer isoladamente, cujos pontos nodais P; e P2 sdo
localmente numerados como nés 1 e 2, veremos que as equagdes para o campo elétrico

serao

El =a’+b°x] (5.6a)

E} =a®+b°x; (5.6b)

onde E ;€ e E € sio os valores do campo elétrico nos pontos 1 e 2, respectivamente.



Resolvendo este pequeno sistema para encontrarmos o valor das constantes o€ e b€,

e substituindo nas Equag@es 5.6, nds obtemos

Ef(x)= i Ni(x)E;
/= (5.7)

na qual N;€ denotam as fungSes de base, ou de interpolagéo, lineares dadas por

€ e
X, —X X=X

N =

N{ =

e e e e
Xy — X5 Xy T X

(5.8)

Estas fungdes assumem a forma de um delta de Kronecker, isto €, podemos escreve-

las como N;é(x;%) = &jj, com &j; = 1 parai = j, e 8 = 0 para i =, conforme vemos nas
N’ iy ij p ij p

Figuras 5.2.
‘o -
\\ Ne " //
\\{\ J%// 1
1 \\ -
~ yd
\;’ '/'
1 2 1 2

Figura 5.2 — Fungdes de interpolacio linear unidimensional.

O proximo passo ¢ a formulagdo do sistema de equagdes que pode ser feito através
de dois metodos: Ritz ou Galerkin. Para poupar o leitor de uma demonstraggo complicada,
que pode facilmente ser encontrada na literatura, falaremos apenas que a aplicagdo das
formulagBes de Ritz ou Galerkin nos leva a um sistema de equages para os campos

incégnitos E; (i = 1,2,...,N).

O passo final € a resolugdo do sistema de equagdes obtido. Neste caso, nés obtemos
um sistema de equagdes que produz uma matriz do tipo tridiagonal, isto &, os tinicos

elementos nao iguais a zero sdo aqueles pertencentes a diagonal principal e as diagonais



imediatamente superior e inferior, isto é, os elementos da matriz M cujos indices
correspondam a m;, m;;.; € my;; (que € igual a m;. ;). Estes sistemas sdo facilmente
resolvidos através de diversas técnicas tais como eliminagio Gaussiana e Iteragio de Sub-
espago [Itoh96, Silvester96].

5.2.1 — Aplicacdes do Método de Elementos Finitos

Usando o método dos elementos finitos aplicado 4 formulagéo fraca de Galerkin, a

Equagio 5.4(a) ¢ transformada em um problema de autovalores do tipo

Au = ABu 5.9

onde 4 € B sdo matrizes esparsas € B € simétrica. O autovalor A, nesse caso, € igual a [)’2 e

os elementos de cada matriz s3o dados por:

(A); = *g(Vwi -V, +kin’e, -9, kixdy (5.10a)

(B); = kgg)(pi -@;dxdy (5.10b)

nos quais @; € @ sio as fungdes de base e Q é o dominio truncado contendo a segéo reta do

guia. Considerou-se condigdes de contorno de Dirichlet (TE) e Newmann (TM) nulas.

Para o problema ndo-linear, a aproximagfo é semelhante, porém agora o indice de
refragdo do material ndo linear sera uma funggo da poténcia do campo no guia [Hayatag8,
Li92]. Assim, fazendo-se as substitui¢Ges necessarias na Equagio 5.4(a), chegamos a

FE &E
?a—c-z~+ 37 +(n*(x,y)+ f(aE*) - FKZE =0 (5.11)
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na qual a funcdo f{ aEZ) descreve a n3o-linearidade do guia. O coeficiente & ¢ dado por

2 P ’ . ~ . ~ . . A s
@ =n;ngC& , onde n3 € o indice de refragiio do material nio-linear para baixas poténcias,
ng € o coeficiente ndo-linear de Kerr do meio, ¢ ¢ a velocidade da luz no vicuo e géa
constante de permissividade elétrica no vacuo. Para os calculos mostrados na Secdo 6.2.3.2,

supomos que o material ndo-linear tinha uma saturagio de forma gaussiana, caracterizada

por:

OZEZ
flaE?)=2n,an,,,|1- exp(‘ m)
n3 sat (5‘1 1)

com Anggs sendo o maximo aumento nio-linear. Para o caso da condi¢dio de guiamento

fraco, isto nos d4 um comportamento semelhante ao comportamento ndo-linear de Kerr.

Supondo que o campo ¢ dado por E(x, y) = A¢(x, y) , onde ¢ € o campo normalizado que

satisfaz a equagdo _[ jc})z (x,y)dxdy =1, entdo a poténcia modal é dada por:

—~ 000

2%, 4? (5.12)
e a fungdo ¢ satisfaz

>y &
5;?+ @V? + (7 (5, )+ f(ad’¢*) - kg =0

(5.13)

Utilizando a técnica proposta por Li e outros [Li92], o que fazemos € partindo de um
dado valor para f3, calculamos uma primeira aproximagio para os valores de 4 e ¢,
utilizando o método dos elementos finitos. Como primeira aproximac@o dos campos, 4¢ e
¢, utilizamos a solugdo do problema para o caso linear, no qual supomos que a fungdo de
ndo-linearidade € igual a zero. Usando estes valores como uma forma de realimentagio do
esquema iterativo, chegamos 4 Equac@o 5.14, na qual o autovalor é a magnitude de campo

Am+1.



& & adl g’
Esta equacfo ¢ resolvida iterativamente utilizando um programa de calculo através
de elementos finitos, até que a solucfo atinja a convergéncia e estabilize numericamente.
Ao final de cada passo, o campo ¢ € normalizado. Assim, uma vez obtido o valor para a

magnitude do campo elétrico dentro da aproximagio desejada, basta calcular a poténcia

modal através da Equagdo 5.12.

5.3 — Método dos Elementos Finitos de Aresta

Esta nova aproximagdo, também chamada de Método dos Elementos Vetoriais,
comecou a ser utilizada a partir da década de 80 para resolver alguns problemas que o
método dos elementos finitos nodais ndo conseguia. Alguns exemplos claros da limitag3o
do método nodal tradicional s@io a contaminac@io das solu¢bes por modos espirios sem
correlagdo fisica, as singularidades de campo associadas as arestas e cantos, em meios
condutores ou dielétricos, de um dominio e as condi¢des de contorno internas em um meio
n3io homogéneo. Felizmente, com o uso deste método tais problemas foram superados, € o

uso da técnica tem aumentado consideravelmente. A unica desvantagem do método € o

aumento do mimero de incdgnitas para uma dada malha.

Nesta secdo, faremos uma breve introdu¢do ao método, utilizando elementos

triangulares bidimensionais. A extensdo para o caso tridimensional pode ser encontrada na

literatura referenciada [Jin93, Golias94b, Lee95].

Como vimos, o0 Método dos Elementos de Aresta também ¢ chamado de Método dos

Elementos Vetoriais, pois associa funcGes de base vetoriais as arestas, e n3o aos nds, como



era feito no metodo dos elementos finitos tradicional. Assim, no tridingulo mostrado na

Figura 5.3, cada aresta possuira uma fungo de base independente.

Aresta 3

Aresta 1

Figura 5.3 — Elemento triangular de aresta.

Se estivéssemos utilizando elementos retangulares, seria facil assinalar os campos
tangenciais Ex ¢ Ey a cada uma das arestas, devido ao préprio formato do elemento, pois
cada um dos lados do retangulo seria paralelo a um dos eixos coordenados x e y. No caso de
elementos triangulares, tal ja nio é possivel, pois a0 menos uma das arestas nio serd
paralela aos eixos x e y, sendo necessario derivar cada um dos componentes de acordo com

suas propriedades.

Necessitaremos da definicdo das fungSes de interpolaciio linear do elemento

triangular bidimensional da Figura 5.3, dadas por

L5(x,3) = = (as + bix +.c0)

24° , (5.15)

onde 4 € a area do elemento e, e os coeficientes a, b e c, para cada n6 do elemento, sio

dados por
e _ e_e e..e e _ e e e _ e e
ay =X, ¥; — X3, b =y5 -y, € = X3 — X,
e _ Le_ e e, e e __ e e e __ e e
Ay = X3 V) — X1 ), bz')’z‘yx Co =Xy =X,

e _. ,e.e e e e _ e e e _ e
a; =X Y, =X, 0 by =yf —y; C3 =X, =X



Consideremos agora a funcdo vetorial dada por

Il

W, = LVIL, - [3VIE (5.16)

é possivel demonstrar que V-7 =0, e V x W, =2V x VL) .

Supondo que e, ¢ um vetor unitério cuja diregdo aponta do ponto nodal 1 para o né
2, e sabendo que L ;¢ ¢ uma fun¢fo linear que varia de 1 no n6 1 até zero no né 2, e que L€

também ¢é uma funcfo linear e varia de 1 no ponto nodal 2 até zero em 1, nds temos que

e, VL =‘1/ ] e € VL, =1/ £, onde ¢7 é o comprimento da aresta conectando os

pontos 1 e 2. A partir disto € possivel mostrar que

L+L, 1

el .W;Z = e e
&4 (5.17)

Esta expressdo significa que W72 possui uma componente tangencial constante ao
longo da aresta (1,2). Mais ainda, como L ;€ desaparece ao longo da aresta (2,3), e L)€
desaparece ao longo da aresta (1,3), W2 nfo tera qualquer componente tangencial nestas
duas arestas. Deste modo, W2 possui todos os requisitos necessarios para ser uma base
vetorial para o campo associado a aresta (1,2). Se nés definimos esta aresta como sendo a
aresta 1, a aresta (2,3) como aresta 2 e a aresta (1,3) como aresta 3, nds ficamos com um

conjunto de fungdes vetoriais de base, dadas por
N; =W b6 = (VI - VL )£ (5.182)

NS =Wueo =(LVIE - V)2, (5.18b)

N =W b5 = LV - [2VIE) 2 (5.18¢)



onde ¢ ¢ incluido para normalizar cada fungfio N/ e térna-la adimensional. Escrevendo
estas equagdes de uma forma mais compacta, entio o campo elétrico vetorial dentro do
elemento ficara

3
E*=) NfE?
it (5.19)

com o campo na /-¢sima aresta sendo denotado por E/.

Na Figura 5.4, nés mostramos os vetores destas fung@es sobrepostas a um elemento
triangular tipico. Da forma esperada, estas fungdes vetoriais de base possuem componentes
tangenciais somente nas arestas associadas. Estas componentes sdo continuas entre os
elementos, a0 passo que admite-se que a componente normal pode variar abruptamente de
um elemento para outro, de forma similar aos campos eletromagnéticos existentes nas

interfaces entre dois meios diferentes, por exemplo.

(@) (b) (c)

Figura 5.4 — Fungdes de base vetoriais associadas as arestas de um elemento triangular: (a)
N£, (b) NS e (¢) N5° [Bomholt94],

De forma semelhante ao empregado no método dos elementos finitos, a aplicagio
dos métodos de Ritz ou Galerkin, nos proporcionara um conjunto de equagdes que, apos

resolvidas, nos proporcionardo a resposta ao problema em estudo.
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5.3 — Método dos Momentos

Para estudarmos a validade das malhas tridimensionais superficiais, utilizamos um

programa que calcula o espalhamento de ondas eletromagnéticas por um corpo condutor

tridimensional, que pode ser de formato arbitrario.

Para isto € utilizado o Método dos Momentos [Harrigton68, Wang91]. A resolugiio
baseia-se na divisio da superficie em pequenas regides, preferencialmente triangulares
devido a maior adaptabilidade a superficies arbitrarias, pois tratam-se das menores
superficies bidimensionais, € portanto mais faceis de se adaptarem a superficies quaisquer.
A corrente superficial em cada regido € calculada usando uma das Equagdes Integrais de
Superficie, que podem ser divididas em duas classes: ‘Electric Field Integral Equation’,
EFIE (Equagdo Integral de Campo Elétrico), Equagdo 5.20a, e ‘Magnetic Field Integral
Equation’, MFIE (Equagdo Integral de Campo Magnético), Equagio 5.20b. Ambas sdo
aplicadas ao estudo de campos em estruturas tridimensionais de formato arbitrario. A
diferenca entre ambas € que a equag@o magnética é aplicada apenas em estruturas fechadas

e suaves, enquanto que a equag@o elétrica também pode ser aplicada a estruturas abertas.

AxE(r)=7x L{J-C’)/ﬂsg‘*‘ '._1_(V'S'JS)V' g}ds‘
Jwe (5.20a)

Js =23xH'(x)+2iix [J; x V' gds (5.20b)

Nestas equagdes, # € um vetor unitario normal & superficie S da estrutura, E' ¢ H'

sdo os campos elétrico e magnetico da onda incidente, € a sua freqiiéncia angular, Jg é a

corrente superficial no objeto e g € a funcfo escalar de Green, dada por:

= jklr-r'|
g(r,x)= ;
4%{1""‘1’ | (521)



No nosso caso, estudaremos a incidéncia de uma onda eletromagnética plana em
uma esfera condutora. Como a esfera ¢ uma superficie simples, suave e fechada,
utilizaremos a Equagdo Integral de Campo Magnético, pois a mesma produz bons

resultados e a modelagem necessaria é mais simples.

Comecaremos com a aproximag#o da corrente superficial J; como sendo a soma das

correntes de cada uma das sub-regides, ou seja:

Is()=2.3,(0) 522

onde J n(l') =1 ,1, P; (r) +1 f P: (1' ) e I € a corrente no elemento e

~i

4, parareAS,

Pi(r) =
,,(l‘) {O outro lugar para i =1,2; n=1 2 .., N.

o termo ASy € o n-ésimo tridngulo no qual a corrente deve ser determinada. Os vetores

. Looni . . . ~ .
unitarios ortonormais ¥, sdo escolhidos arbitrariamente e estdo situados no mesmo plano

de ASy.

Na Figura 5.5 vemos uma pequena ilustragio do nosso problema. Na figura

mostramos apenas 2 elementos triangulares para melhor visualizacio. Podemos ver ainda a

onda eletromagnética incidente e o vetor 7 normal 4 superficie.



Figura 5.5 — Figura ilustrando a superficie S, e alguns componentes do problema.

Ap6s uma série de calculos, que podem ser acompanhados na referéncia [Wang91],

chegamos ao conjunto final de equagdes a serem resolvidas:

N 2
DD IZE =V i=12 m=12,...,N
= (5.23)
onde
vi=i 24, xH(r,)
n 1+ jkR, i ) )
24, = 020 = R s [ w1 R 1 )

>

Nestas equagdes, Ry, € a distancia entre os triangulos m ¢ n, R,, é o seu versor

unitario € J," € o delta de Kronecker, sendo igual a 1 quando m = » e zero em outro caso.

Para avaliarmos Vy,%, supomos que se H' for uma onda plana com uma diregdo de
propagac¢do em coordenadas esféricas (8,, ¢,) € uma constante de propagacio vetorial k,

como vemos na Figura 5.6, nés podemos definir

w0 (10 gl sam

B~ (E:0+ Eig)e ™ (5.24b)

k =kk = -—k(sen 6, cos ¢, % + sen 6, sen ¢, J + cos 602) (5.24¢)



As coordenadas 6, e ¢, especificam os 4ngulos a partir dos quais a onda plana

~

incidente chega na esferae @, ¢ e k sdo os vetores unitirios correspondentes do sistema

esférico. O vetor — k£ corresponde ao vetor unitario 7.

Figura 5.6 — Onda plana incidente e seus componentes.

Al . ..

Se escolhermos corretamente os vetores de base #,, os elementos da matriz ZymnY

serdo independentes da excitagdo. Assim, precisaremos calcular seus valores apenas uma
vez, e para cada nova excitagdo s6 € necessario calcularmos a matriz Vy,! e aproveitar os

resultados ja obtidos, que se manterdo inalterados.

Com estes dados € possivel calcularmos as segdes retas de espalhamento bi-estatico
de ondas elétricas ou magnéticas, dadas pelas equagBes 5.24, que sio definidas pelas

seguintes equagdes:

(6..4.)

,,(6,.6,36,.4,) = lim 47R* 2 :
pq R IE;(9,,¢,)
2

=hm47rR2| 199,

(5.25)

Aonde R ¢ a distancia entre a fonte e o alvo; (8,0, e (6,,0,) especificam as direcGes de
propagagdo da onda incidente e da onda espalhada respectivamente. Os valores de p e q

variam conforme a polarizagéo da onda incidente. Por exemplo, para o caso de polarizagio

linear, se tivermos oy, significa que utilizaremos o componente 6 do campo incidente € o



componente ¢ da onda espalhada no calculo da equagdo 5.25. Geralmente os pardmetros de

maior interesse sao ogg € Oy



Capitulo 6

Resultados

Neste Capitulo mostraremos os resultados obtidos utilizando-se as técnicas

propostas para os trés tipos de refinamento: bidimensional, tridimensional superficial e

tridimensional volumeétrico.

Para o caso bidimensional, primeiro faremos compara¢des entre o nosso método e
alguns dos principais métodos estudados no Capitulo 2 através do refinamento de uma
mesma malha inicial para cada caso e analisando os resultados com respeito a qualidade da
malha final, tempo de refinamento, etc. Veremos, ainda, alguns exemplos de malhas que
podem ser obtidas com o auxilio do nosso programa e, por iltimo, analisaremos dois casos

numéricos, para podermos verificar se a malha construida com nosso algoritmo conduz a

uma resposta numericamente valida.

Nos refinamentos tridimensionais também mostraremos as malhas obtidas como
exemplos do funcionamento de nossos algoritmos e analisaremos suas caracteristicas.

Também apresentaremos um caso numerico para cada tipo de refinamento 3D, superficial e

volumétrico.



Comegaremos com uma descricio dos recursos utilizados, e programas

desenvolvidos durante a execugio deste trabalho.

6.1 — Recursos Utilizados

Todos os programas utilizados neste trabalho foram escritos em linguagem
Fortran77 [Hehl86] ou Fortran90 [Redwine95]. Optamos pela utilizacdo desta linguagem
pois a maioria dos codigos existentes no Departamento ja a utilizava. Caso escolhéssemos
outra linguagem mais moderna (C++, por exemplo) seria necessario um extenso trabalho de
translacdio de uma para outra, caso quiséssemos adaptar certas rotinas as nossas
necessidades. Inicialmente, utilizou-se o compilador da Universidade de Salford,
FIN77/386, versdo 1.67 para a compilagio dos programas e geracio dos arquivos

executaveis, passando-se depois a usar o compilador Digital Visual Fortran 5.0 [Digital97].

Para a obten¢io da maioria dos resultados, foram utilizados computadores tipo PC
Pentium Celeron 333 MHz e 32 Mb de meméria RAM, operando com sistema operacional
Windows 95. Os resultados para o teste numérico da malha tridimensional superficial

foram obtidos em estag3es de trabalho Sun/Sparcsystem do Departamento.

Os programas utilizados para a obten¢@io dos resultados, além dos algoritmos de

refinamento, foram:

- Um programa que associa as condi¢des de contorno e indices de refracio a malha
bidimensional de elementos finitos. Este programa ainda gera uma figura tipo postscript

da malha.

Autor: Prof. Hugo E. H. Figueroa

- Um programa de calculo através do Método dos Elementos Finitos Nodais

bidimensional, ou ‘Solver’, que utiliza os métodos descritos e equacdes descritos nas



Secdes 5.1 e 5.2, para a resolugdo do nosso problema. As matrizes resultantes sdo
calculadas através do método de ‘Sub-Space Iteration’.
Autor: Prof. Hugo E. H. Figueroa

- Um programa de calculo através do Método dos Momentos, para a resolucdo de
problemas de espalhamento em estruturas tridimensionais superficiais.

Autor: Marcelo 1. Davango.

- Um programa de célculo através do Método dos Elementos Finitos de Aresta, para a
resolucfio do problema numérico tridimensional volumétrico.

Autor: Anténio M. F. Frasson.

6.2 — Resultados do Refinamento Bidimensional

Nesta Seco apresentaremos alguns resultados para o refinamento bidimensional e
comentaremos 0s mesmos. Primeiramente faremos um estudo comparativo entre algumas
técnicas apresentadas no Capitulo 2 para o refinamento bidimensional, incluindo o método

proposto por nds na Se¢do 2.3.3.

Como segunda demonstragiio da funcionalidade de nosso algoritmo, mostraremos
algumas malhas obtidas com o auxilio de nosso algoritmo. Cada malha destas possui

caracteristicas especificas e sdo analisadas para estudar o comportamento do algoritmo de

refinamento em relacdo a estas caracteristicas.

Finalmente, mostramos na pratica o uso de malhas adaptativas no célculo através do

método dos elementos finitos nodais, com a analise modal de dois casos distintos.



6.2.1 — Estudo Comparativo

Como dito anteriormente, nesta segfio faremos uma comparacgdo entre os resultados
obtidos com mnosso algoritmo e aqueles obtidos com implementacSes baseadas nas
descri¢des dos algoritmos mostrados no Capitulo 2. Recapitulando, os métodos sfo:
Baricéntrico, Bissecgo pela maior aresta de Nambiar e Bissecgdo com troca de diagonais
de Rivara. O outro método apresentado por ela, que utiliza 0 método LEPP sem a troca de
diagonais, produz resultados extremamente semelhantes aos obtidos com a técnica de
Bissec¢@o com lista ordenada, tendo como diferenca apenas o tempo de processamento, que
foi melhorado com a implantacfio da técnica LEPP no lugar da lista ordenada. Apds isto

destacaremos as diferencas entre cada resultado e aquele obtido por nos.

Para manter o estudo confidvel, foram utilizadas as mesmas condi¢cdes em todos os
casos. A malha inicial usada em todos os refinamentos possui 6 elementos e 7 nos,
conforme Figura 6.1. Propositadamente, escolhemos esta malha com poucos nds € com
alguns elementos com aspecto ruim com a finalidade de analisar a capacidade do algoritmo
em gerar rapidamente uma malha de boa qualidade a partir de uma malha rudimentar,
corrigindo eventuais elementos ruins da malha original. A qualidade dos piores elementos,
as cunhas, € de 0,9, enquanto que a qualidade méaxima é de 0,90. Estes valores foram

obtidos utilizando a Equagdo 2.1. Os angulos maximo e minimo sio de 90,0 e 6,34 graus,

respectivamente.

a b

Figura 6.1 — Malha utilizada no estudo comparado de refinamento.



A malha representa um guia de onda tipo canal. Devido & simetria do mesmo, o
refinamento pode ser feito em um quarto da estrutura. Como neste caso estamos estudando
a qualidade da malha e rapidez do programa, as dimensdes da estrutura nio sdo relevantes,
bastando indicar que a largura total da estrutura, a + b, é dez vezes maior que a largura do

canal interno, a.

Para monitorar o refinamento da malha, utilizamos fungdes de densidade pré-
definidas uma vez que ndo seria utilizada a resolugio através de elementos finitos para
utilizarmos o controle de erro para guiar o refinamento. Nos exemplos mostrados no estudo
comparado, utilizamos uma fung@o gaussiana centrada no canal interno. O numero final de
elementos, estabelecido como limite para o término do refinamento, foi ao redor de 3000
elementos. Isto foi estabelecido para podermos analisar o comportamento dos algoritmos

quando necessitamos uma grande quantidade de elementos.

Em cada caso, mostraremos a malha obtida e um detalhe da regifio central da mesma
para a analise visual da qualidade da malha. Também mostraremos graficos da distribuigéo
da qualidade dos elementos e dos angulos internos dos elementos em funcdo das
quantidades normalizadas de elementos e &ngulos internos, respectivamente. O primeiro
permite analisar a qualidade geral da malha final obtida enquanto que o segundo gréfico
nos permite analisar a distribui¢do dos &ngulos internos da malha e, consequentemente, a

qualidade da mesma.
6.2.1.1 — Refinamento Baricéntrico

Usando a malha inicial e os dados descritos acima, geramos a malha mostrada na
Figura 6.2(a), com uma implementagdo do algoritmo de refinamento baricéntrico
apresentado na Secdo 2.3.1. Nesta malha, apds terminado o processo de refinamento, foi
aplicada uma suavizagio recursiva, até que nenhuma mudanga significativa na posi¢ao dos
nés ocorresse (em torno de 10%). A malha obtida possui 3012 elementos € 1551 n6s. Na

Figura 6.2(b), mostramos um detalhe da regido do canal, que estd densamente refinada. Sua



qualidade varia de 0,57 até 0,999, e seus angulos minimo e méximo sio 23,62 e 122,55

graus, respectivamente.

(a) (b)

Figura 6.2 — Refinamento utilizando a técnica baricéntrica.(a) Malha resultante e (b)

detalhe da regido do canal.

No grafico da Figura 6.3(a), mostramos a qualidade dos elementos versus o niimero
normalizado de elementos. A partir dele podemos concluir que aproximadamente 90% dos
elementos possui uma qualidade acima de 0,9, e ao redor de 98% dos elementos acima de

0,8, indicando, portanto, uma malha de excelente qualidade.

Na Figura 6.3(b), vemos a distribui¢io dos &ngulos internos da malha apresentada
na Figura 6.2. Como ja haviamos visto anteriormente no grafico da Figura 6.3(a), esta
malha possui uma boa qualidade geométrica, pois como podemos concluir
aproximadamente 65% dos angulos internos estfio préximos a 60 graus, o que denota a

existéncia de vérios tridngulos eqiiilateros.

Como vimos anteriormente, o angulo minimo da malha inicial era de 6,34 graus,

enquanto que o angulo minimo da malha final foi de 23,62. Isto comprova a afirmacdo feita



na Seciio 2.3.1 de que o uso da troca de diagonais aumenta o angulo minimo de um

conjunto de elementos.
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Figura 6.3 — Graficos das distribui¢des de (a) qualidade e (b) angulos internos em fungéo

das quantidades normalizadas para a malha apresentada na Figura 6.2.

As desvantagens desta malha s3o, obviamente, a necessidade do uso da técnica de
relaxaciio, que aumenta o tempo de processamento em até 50%, e o surgimento de frentes
de elementos finitos, que foram atenuadas com o uso da técnica de relaxagdo. Também
podemos concluir que, devido a alta variagio no tamanho dos elementos, na forma 1:3, o
refinamento pode ocorrer mais fortemente em regides indesejaveis, além de produzirem

uma certa irregularidade na malha final.

6.2.1.2 — Refinamento pela Bisseccio da Maior Aresta - Nambiar

Utilizando-se uma implementaciio da técnica de refinamento pela bissecgio da
maior aresta, na aproximagio descrita por [Nambiar93], chegamos a malha final mostrada
na Figura 6.4(a). Nesta malha obtivemos 3039 elementos e 1545 nds. Na Figura 6.4(b),
vemos o detalhe da regiio de maior refinamento. A qualidade da malha obtida varia de

0,127 até 0,959, enquanto que os dngulos internos variam de 6,34 a 167,32 graus.



E possivel notar visualmente, neste caso, que devido ao uso de uma malha inicial
relativamente ruim, a malha final possui varios elementos de aspecto pobre, o que denota a
forte vinculagdo entre a qualidade da malha resultante e a qualidade dos elementos da
malha inicial, como haviamos dito na Seg#o 2.3.2. Como podemos ver na malha final, e no
detalhe, aqueles elementos quasi-eqiiilateros da malha inicial geraram elementos de bom

formato geométrico, enquanto que a incidéncia dos elementos mal formados ocorreu aonde

os elementos tipo ‘cunha’ estavam.

(a) (b)

Figura 6.4 — Refinamento utilizando a técnica de bissec¢do com lista ordenada. (a) Malha

final e (b) detalhe do canal interno.

Na Figura 6.5(2) mostramos a distribui¢iio de qualidade da malha versus o nimero
normalizado de elementos. Neste caso, o refinamento produziu aproximadamente 75% de
elementos acima da qualidade 0,8. Mesmo com a ocorréncia de elementos com qualidade
inferior a 0,3, aproximadamente 6%, podemos considerar que esta malha ird produzir bons

resultados, devido a alta incidéncia de elementos com bom formato geométrico.

Embora visualmente a malha aparente certas caracteristicas semelhantes 3as
chamadas ‘frentes de elementos’, uma analise cuidadosa nos mostra que a variag@o nfo é

tdo abrupta, sendo da forma 1:2.



Na Figura 6.5(b) vemos a distribui¢dio dos angulos internos em relagéio ao mimero
normalizado de angulos internos. Como podemos ver, a grande maioria dos angulos
internos est4 concentrada entre 30 e 100 graus, o que mostra a existéncia de poucos
elementos eqiiilateros (com todos &ngulos internos iguais a 60 graus), mas com uma grande
quantidade de tridngulos retangulos e/ou semi-eqiiilateros com angulos internos variando ao

redor dos picos em 45 e 100 graus .
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Figura 6.5 — Distribuigdo da (a) qualidade e (b) dos angulos internos da malha final,

mostrada na Figura 6.4.

O angulo minimo da malha final foi igual ao angulo minimo da malha inicial, o que
vai de encontro a previsdo feita na Segfo 2.3.3.1, aonde dissemos que o dngulo minimo

final seria igual ou superior 2 metade do 4ngulo minimo inicial.

Como dissemos, esta técnica produz elementos conformes e de bom aspecto
geométrico, mas a qualidade final esta fortemente ligada a qualidade inicial da malha. Além
disso, a necessidade de uma lista ordenada de elementos torna este algoritmo extremamente

demorado, como veremos no final do estudo comparado, o que ¢ extremamente indesej avel.



6.2.1.3 — Refinamento pela Bisseccio da Maior Aresta — Rivara

Nesta se¢do, mostraremos as malhas obtidas a partir da malha inicial mostrada na
Figura 6.1 com o auxilio da implementagsio do algoritmo apresentado por Rivara, que

utiliza 0 método LEPP em conjunto com a retriangulagfio Delaunay.
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Figura 6.6 — Refinamento utilizando a técnica de Bissecgio+LEPP com troca de diagonais.

(2) Malha final e (b) detalhe da regifio central.

Ap6s o refinamento, obtivemos a malha mostrada na Figura 6.6(a), com 2968
elementos ¢ 1531 pontos. No detalhe da Figura 6.6(b) vemos a regido central. A malha
resultante tem um angulo minimo de 6,34 graus e um 4ngulo maximo de 167,31 graus. A
qualidade da malha final varia de 0,127 a 0,999. Obviamente os elementos com os piores
valores de qualidade sdo os tridngulos que possuem angulos extremamente abertos e/ou
fechados, situados no canto inferior direito e no canto superior esquerdo. Estes elementos
ndo foram afetados pela troca de diagonais por estarem muito distantes da regido de

refinamento e situados em uma fronteira externa.

Na Figura 6.7(a) vemos o grafico da qualidade da malha resultante apresentada na
Figura 6.6. Como podemos concluir, 94% dos elementos da malha possuem qualidade

superior a 0,8 e somente 0,3% dos elementos estio abaixo do fator de qualidade 0,4. Como

ne



estes elementos ruins estdo longe da regifio central, onde os campos eletromagnéticos se

concentram, estes elementos pobres ndo afetarfo o resultado de uma simulag@io numérica.
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Figura 6.7 — Distribui¢io da (a) qualidade e (b) dos angulos internos da malha final,
mostrada na Figura 6.6.

Analisando o grafico da distribui¢io de angulos internos, Figura 6.7(b), vemos que,
com o uso da troca de diagonais, a quantidade de angulos iguais a 60 graus aumentou em
relagdo aos resultados obtidos com a técnica de bissecgfio com lista ordenada, embora a
distribuicio geral ndo seja tio boa quanto aquela obtida com a técnica baricéntrica,
apresentada na Figura 6.3(b). Esta melhora ¢ atribuida a retriangulagdo Delaunay, que
acaba elevando o angulo minimo dos elementos envolvidos, embora, neste caso especifico,
isto acabou ndo ocorrendo. Isto ocorreu devido ao fato de que os elementos com angulos
iguais ao angulo minimo inicial estio situados em uma posicdo distante da regido de
refinamento e em uma fronteira externa. Da mesma forma que ocorreu no caso da bissec¢do
mais lista ordenada (Sec¢do anterior), os 4ngulos internos se concentram entre 35 e 90 graus,

o que denota a presenga de muitos tridngulos semi-eqiiilateros e/ou retangulos.

Como dissemos na Se¢do 2.3.2, este algoritmo € rapido e produz elementos
conformes e de bom formato geométrico, gerando malhas conformes de boa qualidade. O

uso da técnica LEPP contorna parcialmente a vinculagdo da qualidade final da malha em



relagdo & qualidade inicial, restando apenas alguns poucos elementos em situagdes

especiais, conforme foi mostrado.

6.2.1.4 — Refinamento pela Técnica Proposta.

Nesta se¢do apresentamos os resultados para o refinamento da malha inicial padrio
ja apresentada, utilizando o algoritmo por nés proposto na Segdo 2.3.3. A malha final
obtida ¢ mostrada na Figura 6.8(a), enquanto que o detalhe da regido do canal esta na
Figura 6.8(b). A malha final possui 3001 elementos e 1545 nds. O angulo interno minimo é

de 19,1 graus e o maximo € de 128,9 graus, enquanto que a qualidade varia de 0,471 até
0,999.

MARKNKN

(a) (b)

Figura 6.8 — Refinamento utilizando a técnica proposta. (a) Malha final e (b) detalhe.

Na Figura 6.9(a) vemos o grafico da qualidade da malha final. Analisando-o mais
detidamente, notaremos que aproximadamente 97% dos elementos possuem qualidade
acima de 0,8, sendo que o tridngulo de pior qualidade tem um valor acima de 0,4,

mostrando que esta malha possui uma qualidade excelente. Isto também pode ser visto se



analisarmos o grafico da Figura 6.9(b), onde tragamos a distribui¢do dos &ngulos internos
na malha. O grafico nos mostra que aproximadamente 53% dos &ngulos da malha estdo

entre 50 e 70 graus, denotando boa quantidade de tridqngulo eqiiilateros.
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Figiura 6.9 — DistribuigZo (a) da Qualidade e (b) dos &ngulos internos da malha final.

Como foi observado, o refinamento através do método proposto conjuga varias
técnicas (bissecgdo dos elementos, LEPP, troca de diagonais e relaxagdo), e o resultado €
uma malha de boa qualidade, conforme podemos notar. O uso da técnica da bissec¢do dos
elementos proporciona uma transi¢éo suave e conforme entre os elementos, enquanto que o
uso da busca localizada eliminou a necessidade da lista ordenada e diminui o tempo de
processamento. O uso da troca de diagonais e da relaxagdo dos ndés aumenta a qualidade
total da malha e eleva o Angulo minimo da malha, melhorando a qualidade dos elementos e

praticamente eliminando os tridngulos de aspecto geometrico pobre.

6.2.1.5 — Comparacdes entre os resultados

Nesta Secdo faremos comparagdes entre os resultados dos refinamentos com outros
algoritmos e com o algoritmo proposto por nés. Compararemos a qualidade das malhas,
surgimento de frentes de elementos finitos, quantidade de &4ngulos muito abaixo ou muito

acima de 60 graus (considerado o caso ideal) e também o tempo de computagio.



Compararemos, primeiramente, os tempos de computa¢io, mostrados no grafico da
Figura 6.10(a). Os resultados das medicSes de tempo estdo numerados de acordo com sua
apresentagdo neste estudo, assim o tempo numero 1 corresponde ao tempo de refinamento
do algoritmo baricéntrico, 2 a técnica de refinamento através da bissecgéio de Nambiar, 3 ao
segundo método apresentado por Rivara (Bisseccio com troca de diagonais) € 4 refere-se a
técnica de refinamento por nds proposta. Pelo primeiro grafico podemos notar que o tempo
de execugdo do algoritmo de bissecgdo de Nambiar possui um tempo de computagdo muito
acima dos outros, devido ao uso da lista ordenada, e possui um comportamento semelhante

a uma fun¢do de segundo grau com relacfio ao niimero de elementos.

160 10

0 S0 1000 1500 2000 250 3000 3500
Nurrero de Elemrentos

(@ (b)

Figura 6.10 — Comparac¢io entre os tempos de execugdo das técnicas apresentadas:
1 — Técnica baricéntrica, 2 — Algoritmo de bissec¢io + lista ordenada, 3 — Algoritmo de

bissec¢do + LEPP +troca de diagonais e 4 — Técnica proposta.

No grafico 6.10(b), mostramos um detalhe da comparagdo entre os tempos,
mostrando apenas aqueles de menor tempo de execucio (isto &, as técnicas 1, 3 e 4).
Podemos ver que o comportamento deles ¢ praticamente linear, o que j4 era esperado pois a
inser¢io de novos nés acontece de forma constante [Rivara96]. E possivel notar que todas
as técnicas possuem tempos de execugiio bastante similares entre si, com pequenas

flutuagSes que ocorreram provavelmente devido a pequenos problemas de 'hardware'.



Comparando nosso algoritmo com o algoritmo baricéntrico, vemos que os tempos
de processamento da técnica baricéntrica e da técnica proposta sdo similares. A técnica
baricéntrica gera tridngulos com qualidade e 4ngulos internos um pouco melhores que
aqueles obtidos pelo nosso algoritmo. Entretanto nosso algoritmo se sobressai no aspecto
final da malha, sem a ocorréncia de frentes de elementos e com o refinamento ocorrendo
apenas nas regides de interesse, sem o surgimento de irregularidades. Convém ressaltar
aqui que a relaxagio dos nds na técnica baricéntrica foi feita até que a mudanga na posigao
dos noés seja 100 vezes menor que a mudanga inicial. Se quisermos atingir valores
melhores, consequentemente o tempo de execucdo também aumentard. Nosso algoritmo

produz portanto resultados, no pior dos casos, semelhantes aqueles obtidos com uso da

técnica baricéntrica.

A comparagio de nosso algoritmo com o algoritmo de refinamento através da
bissecgo da maior aresta de Nambiar nos mostra que nossa aproximacdo possui diversas
vantagens em relacdo a ele, tanto em relag@o 4 qualidade de elementos e angulos internos,
quanto ao tempo de execugdo. Como podemos verificar nas malhas para cada caso, Figuras
6.4 ¢ 6.8, 0 uso de nosso algoritmo evita a vinculagio da malha final em relagdio 4 malha

inicial, melhorando inclusive o valor do dngulo interno minimo.

Finalmente, confrontando a nossa proposta com a técnica de bissec¢io mais troca de
diagonais, mostrada por Rivara, vemos que ambas produzem bons resultados em tempos
equivalentes, mas nosso algoritmo se sobressai na qualidade dos elementos e angulos
internos, pois devido ao uso da relaxagdo final, os casos aonde a utilizagdio da troca de
diagonais ndo solucionava (elementos-cunha mostrados na Figura 6.6(a)), sdo suavizados

com uso de nossa técnica, aumentando a qualidade dos elementos e elevando o angulo

minimo da malha.



6.2.2 — Exempios de Refinamento

Nesta Sec&o, apresentamos dois exemplos de malhas obtidas com o auxilio de nosso
algoritmo. Em todos os casos, partimos de uma malha com poucos elementos, até
chegarmos a uma malha com uma quantidade razoavel de elementos. Em todos os casos,
mostraremos a malha inicial, a malha resultante e a qualidade final da malha. Cada caso foi
estudado por possuir certas peculariedades que nos ajudam a avaliar a robustez de nosso
algoritmo. Novamente nestes casos ndo foi conduzida a analise modal de cada exemplo, o
que sera feito na Se¢do 6.2.3. As dimensdes reais de cada exemplo foram omitidas pois

estamos interessados apenas na anélise da funcionalidade do algoritmo e das caracteristicas

geométricas das malhas resultantes.

6.2.2.1 — Refinamento de um guia tipo microfita

No primeiro exemplo, mostramos o refinamento de um guia tipo microfita. Este
exemplo € interessante, pois mostra a capacidade de nosso algoritmo em tratar de malhas
com cavidades internas e grande variago no tamanho das arestas. Este guia é composto de
uma fina regido condutora central colocada sobre um substrato dielétrico. O material da
camada superior € o ar. Devido a fina regio condutora central, ocorre uma grande variagio
no aspecto dos elementos. As dimensdes tipicas de um guia deste tipo s3o: largura a, altura

a/2, altura do dielétrico a/4 e largura da regiio condutora b [Jin93], conforme vemos na

Figura 6.11.
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Figura 6.11 — Estrutura de um guia de ondas tipo microfita blindada.



Na Figura 6.12, vemos a malha inicial utilizada para o refinamento. Esta malha
possui apenas 16 elementos e 16 n6s. Como dissemos, devido a fina regido central, esta
malha possui alguns elementos que apresentam um variagdo muito grande em suas
dimensdes, implicando em uma qualidade muito ruim. Tais elementos sdo mostrados nas
regides centro-laterais da Figura 6.12. A malha inicial possui um angulo minimo de 2,29

graus e um angulo maximo de 92,33 graus, enquanto que a sua qualidade varia de 0,069 ate

T
U<

(2)

(®)

Figura 6.12 — (a) Malha inicial para o guia tipo microfita e (b) um detalhe de uma das

regides centro-laterais que contém os elementos de pior aspecto.

A fungdo de densidade utilizada produziu um refinamento mais acentuado ao redor
e nos cantos da tira central. Na Figura 6.13 vemos o resultado final do refinamento. Nesta
malha obtemos um total de 2534 elementos e 1353 pontos nodais. O &ngulo minimo €
maximo foram de 10,86 e 111,86, respectivamente. A qualidade minima obtida foi de 0,30

e a maxima foi de 0,99. Isto demonstra que nosso algoritmo foi capaz de contornar a



existéncia daqueles elementos ruins mostrados na malha inicial, e melhorar a qualidade e o

angulo minimo da malha final.

(b)

Figura 6.13 — (a) Malha resultante do refinamento do guia tipo microfita, Figura 6.11 e (b)

detalhe da regido centro-lateral, mostrada na figura 6.12(b), apés o refinamento.

Nas Figuras 6.14(a) e (b) vemos os grificos da distribuicdo de qualidade e dos
angulos internos. E possivel deduzir que 96% dos elementos possuem qualidade superior a
0,8, e apenas 0,0007% dos elementos estdo abaixo de 0,4. Isto demostra a boa qualidade da
malha obtida, apesar da malha possuir uma pequena quantidade de elementos com angulo
proximos a 60 graus. Isto se deve ao fato, ja mostrado em exemplos anteriores, da
existéncia de tridngulos retangulo e/ou semi-eqiiilateros na malha. Pela Figura 6.14(b) ¢
possivel notar ainda a baixa quantidade de angulos inferiores a 30 graus e superiores a 100,

o que demonstra a quase inexisténcia de tridngulos obtusos.



Este exemplo mostra a capacidade de nosso algoritmo em lidar com elementos ruins
em malhas com cavidades internas. Como vimos, o método produz malhas compativeis e

concordantes, eliminando os elementos de aspecto ruim da malha inicial € melhorando a

qualidade final da malha.
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Figura 6.14 — Grificos das distribuigdes (a) da qualidade em relagdo ao mniimero
normalizado de elementos e (b) dos angulos internos em relagio a quantidade normalizada

de angulos internos.
6.2.2.2 — Refinamento de um Acoplador éptico

Neste exemplo, mostraremos o refinamento de um acoplador baseado em fibras
6pticas fundidas. Este exemplo ¢ interessante pelo fato da malha possuir interfaces internas
curvas que devem ser mantidas. Assim, quando tivermos um ponto que deva ser inserido
nestas interfaces, este ponto devera ficar eqiiidistante dos dois pontos da aresta selecionada
para subdivisio e ainda verificar a equagdo da curva, que ¢ definida pelo usuario, conforme
Seciio 2.3.3.1. O acoplador dptico é composto de dois micleos de raio 7 e indice de refragdo
n; situados a uma distancia d um do outro, envoltos por um substrato circular de indice n;
(menor que ;) € raio R. Este substrato estd circundado por uma camada de ar, conforme

Figura 6.15.



ar

Figura 6.15 — Estrutura de um acoplador a fibra optica.

Devido as pequenas dimensdes dos ntcleos em relagdo ao substrato da fibra, este
problema também apresenta grandes variacdes no tamanho dos elementos. Na F igura 6.16
vemos a malha inicial, que possui 84 elementos e 47 pontos. Seu angulo minimo € de 11,72
graus € o maximo ¢é de 128,10. A qualidade da malha inicial varia de 0,337 a 0,963. Os

elementos com pior aspecto geométrico estdo, claramente, ao redor dos nticleos centrais.

Figura 6.16 — Malha inicial utilizada para o acoplador optico.

Neste caso, as fungdes de densidade foram escolhidas de forma a refinar mais a0
redor das interfaces e na regido central. Estas funcdes de densidade sio formadas por
diversas gaussianas, definidas de acordo os dados fornecidos pelo usuério, e sio explicados

detalhadamente no Apéndice A.2. Na Figura 6.17 mostramos a malha final, contendo 3248



elementos e 1639 pontos. Esta malha possui angulos internos minimo e maximo de 25,70 e

111,78 respectivamente. Sua qualidade varia de 0,672 a 0,999.
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Figura 6.17 — Malha final para o refinamento adaptativo de um acoplador 6ptico.

Na Figura 6.18 vemos um detalhe da regifio central aonde € possivel ver claramente
que o método adapta os pontos para que estes verifiquem a equagdo da curva que € definida
pelo usudrio. Também ¢ possivel notar a eliminagdo dos elementos ruins que antes existiam

nesta regido.



\ /

Figura 6.18 — Detalhe da regido central da Figura 6.17

Na Figura 6.19, vemos também as distribuigdes de qualidade e dos angulos internos
em relagéo as quantidades normalizadas de elementos e angulos internos, respectivamente.
Por eles ¢ possivel deduzir que a malha obtida possui grande quantidade de elementos de
bom aspecto geomeétrico, pois 91% dos elementos possuem qualidade igual ou superior a

0,8, sem a ocorréncia de elementos com qualidade inferior a 0,4.
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Figura 6.19 — Graficos das distribui¢des (a) da qualidade em relacdo ao ntmero

normalizado de elementos e (b) dos angulos internos em relacio a quantidade normalizada

de angulos internos.



A distribuicio de angulos internos também nos mostra a grande incidéncia de

tringulos eqiiilateros, semi-eqtiilateros e/ou retangulos.

Neste exemplo estudamos o comportamento do algoritmo na presenca de interfaces
curvas. Os resultados obtidos mostram a elevagio da qualidade final da malha, além da

maximizac¢io do angulo minimo inicial.

6.2.3 — Resultados Numéricos

Apbs varios resultados, em que apresentamos apenas a malha e suas caracteristicas
geométricas de qualidade, distribuiciio de angulos internos e adaptatividade, veremos agora
o estudo de dois casos nos quais faremos o refinamento adaptativo através de estimativas de
erro, conforme foi apresentado na Seg¢dio 2.2. Veremos como se comporta a malha em
situacdes de andlise modal através de elementos finitos, e compararemos os resultados
obtidos com aqueles apresentados na literatura, para uma correta avaliagio do nosso

programa.
6.2.3.1 — Analise de um Guia de Onda tipo Costela (‘Rib’)

Para confirmar a eficicia das malhas triangulares produzidas com o auxilio do nosso
método, na analise modal de guias de onda, primeiramente consideraremos o caso de um
guia de onda optico tipo costela (‘rib’). O formato da estrutura ¢ as dimensGes (em
micrémetros) utilizadas nos célculos sdo mostradas na Figura 6.20. Os indices de refragao
do nucleo #; e do substrato n, sdo de 3.44 e 3.34, respectivamente. O comprimento de onda

utilizado foi de 1,55 pm e o modo calculado corresponde ao modo TE fundamental.

A Equagio 5.4 foi usada para o célculo através de elementos finitos, conforme
mostramos na Secdo 5.2.1, na qual nosso autovalor é /£, e para isso utilizamos elementos

lineares na sua resolucdo, sendo portanto esperado um erro final na ordem da quarta casa

decimal.
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Figura 6.20 - Guia de onda tipo costela e suas dimensdes, em micrémetros.

Utilizamos o método das estimativas de erro, Secio 2.2, para monitorar o
refinamento da estrutura. O critério de parada estabelecido para terminar o refinamento foi
de que o erro global relativo, Equacdio 2.12, deveria ficar abaixo de 0,1% e o erro
admissivel final, Equagdo 2.10, deveria ser menor que 1% do valor do erro admissivel
inicial. Como critério de compara¢do utilizamos uma solugio obtida através da malha
mostrada na Figura 6.21(b), gerada a partir da malha inicial da Figura 6.21(a). Como
podemos ver, esta malha que ira determinar os locais onde o refinamento é mais importante
foi obtida através do refinamento monitorado por uma fungfio gaussiana com origem no

centro da regido de guiamento.

(@) (b)

Figura 6.21 — (a) Malha inicial (116 elementos e 71 nés) e (b) malha da solug@o mais exata

(4322 elementos € 2192 nos).



Apés 7 iteragdes, partindo da malha inicial da Figura 6.21(a), chegamos a malha
final mostrada na Figura 6.22(a). E possivel notar que os elementos se concentram em
maior nimero na regidio central do guia, conforme era esperado, pois esta € a regido onde o
campo elétrico se concentra. Na Figura 6.22(b) vemos um detalhe desta regido. O valor

final obtido para o erro global relativo foi de 0,04%, enquanto que o erro admissivel final

ficou 0,15% do erro admissivel inicial.
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Figura 6.22 - (a) Malha final com 3462 elementos ¢ 1744 nos. (b) Detalhe da regifo
central. Nas Figuras 6.22(c) e (d) mostramos detalhes da regido lateral central da malha
inicial, Figura 6.21(a), ¢ da malha final, Figura 6.22(a), respectivamente.
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Com relagdo a qualidade final da malha, podemos concluir, a partir do grafico da
Figura 6.23(a), que 93% dos elementos possuem qualidade acima de 0,8. Apesar disso,
devido a pequena regido mostrada no detalhe na Figura 6.22(c) estar entre duas interfaces,
ndo € possivel aplicar a troca de diagonais de forma satisfatdria, e por isso os elementos
nesta regido mantém seu aspecto ruim na malha final (ver detalhe na Figura 6.22(d)), e o
angulo minimo permanece quase inalterado, mudando de 5,71 graus na malha inicial para
4,57 graus na malha final. Apesar disso, estes elementos niio afetam a qualidade do
resultado, uma vez que estdo muito distantes da regifio dnde 0 campo elétrico é mais
intenso. Outro fator que atesta a boa qualidade da malha e do resultado numérico, € a
grande quantidade de angulos internos préximos ao ideal (60 graus), como vemos no

grafico da Figura 6.23(b).
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Figura 6.23 — (a) Qualidade e (b) Distribui¢fio de angulos internos da malha mostrada na

Figura 6.22(a).

Apb6s 5 iteragBes, com uma malha de aproximadamente 1000 elementos, os critérios
de parada j4 estavam satisfeitos; porém, desejdvamos estudar também a convergéncia do
valor do indice efetivo obtido com nosso esquema ao valor obtido na literatura [Tsuji98]
em fungdo do niimero de nés. Este estudo ¢ util para verificarmos a convergéncia e exatidio

de nosso algoritmo. Os resultados podem ser vistos na Figura 6.24.
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Figura 6.24 — Grafico da convergéncia do indice efetivo.

Apb6s analisarmos o grafico da Figura 6.24, vemos que a nossa solugdo converge

tinja

a0 a

para a melhor solucgo obtida por Tsuji, dada pela linha tracejada reta, embora ela n;

o melhor valor de indice efetivo dado pela referéncia. Esta pequena diferenga (ao redor de

0,1%) pode ser explicada se lembrarmos que utilizamos elementos finitos nodais de

primeira ordem (lineares) na resolugdo do problema, enquanto que a solu¢do obtida por

Tsuji utilizava elementos finitos de segunda ordem na sua resolug@o.
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Figura 6.25 — Campo elétrico tridimensional e curvas de contorno.



Nas Figuras 6.25, vemos o campo tridimensional obtido com nossa malha € um
tragado das curvas de contorno do campo elétrico sobre o guia de onda costela (‘rib®). Se
compararmos as Figuras 6.22(b) e 6.25(b), veremos que as regides de maior refinamento

correspondem exatamente as regides de maior concentragio de campo elétrico.

Como podemos concluir, o algoritmo funcionou de forma satisfatéria, dentro dos

limites de erro esperados, proporcionando a geragio adaptativa de uma malha de boa

qualidade.
6.2.3.2 — Analise de um Guia de Onda ‘Strip’ Nio-Linear

Nesta Segdo analisaremos um guia de onda n#o-linear composto de um canal, de
material linear com indice de refragdo igual a n;, de largura a e altura b, depositado sobre

um substrato ndo-linear, de indice 3, e cercado por uma cobertura composta de material

linear de indice #n;, conforme Figura 6.26.
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Figura 6.26 — Estrutura do guia de onda nfo-linear.

A equagio para o calculo através de elementos finitos foi discutida na Secdo 5.2.1, e
na resolugdo nds utilizamos elementos finitos nodais lineares, com a condigiio de
guiamento fraca. Como vimos, o indice de refracdo do substrato terd um fator nio-linear,

que, por conveniéncia, iremos repetir aqui:

ak’
f(aEz) =2n,An_,|1-~ exp(-— W]
s (5.11)
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com « sendo dado por &= n3ngCs, , onde n3 é o indice de refragdo do substrato, ng € o
coeficiente nio-linear de Kerr do meio, ¢ é a velocidade da luz no vacuo e & ¢ a
permissividade elétrica, com Ang, sendo o méximo aumento ndo-linear. O efeito esperado
da ndo-lineariedade é o aumento do indice do substrato 4 medida que aumenta a poténcia

no guia de onda, produzindo uma migrag&o do campo elétrico para o substrato.

Para podermos comparar nosso resultado com outros obtidos anteriormente,
repetimos os valores numéricos da simulacdo feita por Li [Li92]. A largura a do canal foi
fixada em 2,0 um, € a altura em 1,2 pm. Os valores dos indices de refragdo sdo: n; = 1.57,
n, = 1.55 e n3 = 1.55. O comprimento de onda utilizado foi de 0,515 pm. Os valores
utilizados no célculo do componente ndo-linear do indice de refragéo do substrato foram:

nK = 10'9 mz/w € Ansat = 0,1.

/
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Figura 6.27 — (a) Malha inicial e (b) malha de controle.

Neste exemplo também utilizaremos o método das estimativas de erro para
monitorar o refinamento. Os critérios de parada estabelecidos foram o erro global relativo e
o erro admissivel final. Para o primeiro, esperamos valores menores que 0,5%, enquanto

que os valores para o erro admissivel final devem ser em torno de 1% do valor inicial.



Como o campo elétrico ird se mover do niicleo para o substrato durante a simulagio, a

nossa malha também deve acompanhar este movimento.

A malha utilizada para o célculo da solugio de maior aproximacdo e que sera
utilizada como solugdo exata para compararmos com nossos calculos é mostrada na Figura
6.27(b), e possui 4550 elementos € 2316 nés. Ela foi gerada a partir de uma malha com 256

elementos e 149 nés, mostrada na Figura 6.27(a).

Sabendo que o campo elétrico inicial estd mais confinado ao nucleo, tendo um
comportamento quase linear devido a baixa variacio do indice do substrato, € de se esperar
que a malha para o inicio dos célculos também esteja mais densa nesta regifio. Podemos
verificar que isto se comprova na Figura 6.28(a), que mostra a malha obtida para o calculo
do campo inicial, com 1112 elementos € 577 nés. Esta malha foi obtida apos 4 iteragGes, e
o erro relativo global obtido foi de 0,2 %, com um erro admissivel final equivalente a 1,7%

do valor inicial. Na Figura 6.28(b) vemos um detalhe da regifo central.

/

(2) (b)

Figura 6.28 — Malha utilizada para (a) o calculo do campo inicial e (b) detalhe da regido

central.
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Ao final de nosso célculo, a alta variagdo no indice de refragiio do substrato ira
deslocar o campo elétrico na sua diregdio. Portanto, a nossa matha final devera acompanhar
este deslocamento, se concentrando nas regides de maior densidade de campo. Isto € obtido
monitorando-se os erros individuais de cada elemento e refinando aqueles acima do erro
admissivel, conforme vimos na Se¢3io 2.2. Novamente podemos verificar isto na Figura
6.29(a), onde o refinamento esta concentrado em uma regido do substrato logo abaixo do
nticleo. Esta malha foi obtida apds 4 iteragBes, possuindo 958 elementos e 500 nds. Os
valores para a percentagem do erro relativo global e erro admissivel final (em relagao ao
erro inicial) foram de 0,14 % e 0,85 % respectivamente. Na Figura 6.29(b), vemos um
detalhe da regifio de maior refinamento. A malha de controle e a malha inicial foram as

mesmas utilizadas para o calculo do campo inicial, Figuras 6.27.
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Figura 6.29 — Malha utilizada para (a) o célculo do campo final ¢ (b) detalhe da regido

central.

Com relacdo & qualidade das malhas obtidas, no grafico da Figura 6.30(a) vemos a

distribuiggo da qualidade da malha final utilizada no calculo do campo inicial, mostrada na



Figura 6.28, enquanto que na Figura 6.30(b) mostramos a qualidade da malha final,

apresentada na Figura 6.29.
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Figura 6.30 — Graficos da distribuigdo de qualidade em relagiio ao nimero normalizado de

elementos das malhas mostradas nas Figuras 6.28 e 6.29, respectivamente.

Podemos ver que, embora o aspecto da malha seja diferente entre ambas, a sua
distribui¢do de qualidade é muito semelhante. Em ambos os casos, em torno de 93% dos
elementos possuem qualidade superior a 0,8. Da mesma forma, o angulo minimo também

se manteve praticamente igual nos dois casos, ficando em torno de 25 graus.
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Figura 6.31 — Graficos da variagdo do indice efetivo em funcdo da poténcia. (a) Resultado

obtido por nés e (b) por Li.
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Ap6s os célculos, tragamos o grafico da poténcia versus indice efetivo, mostrados
na Figura 6.30(a), para analisarmos a variagio do indice efetivo & medida que elevamos a
poténcia. Comparando os nossos resultados, com aqueles apresentados por Li, na Figura
6.31(b), vemos que, além da forma da curva ser a mesma, o ponto de inflexdo A, por
exemplo, esta localizado na mesma posigo nos dois graficos. Se compararmos os graficos

mais detalhadamente, veremos que a aproximacfo entre ambos ¢ bastante grande, sendo

exata.

Os pontos 4 e B mostram os pontos onde foram calculados os campos inicial e final,
respectivamente. Nas Figuras 6.32 mostramos as distribui¢des de campo elétrico inmicial,

Figura 6.32(a), e de campo elétrico final, Figura 6.32(b). Nelas ¢ possivel ver que o campo

inicial esta distribuido de uma forma menos concentrada que o campo final.
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Figura 6.32 — Distribui¢des de campo obtidas utilizando as malhas mostradas nas Figuras

6.28 e 6.29, respectivamente.

Nos esquemas mostrados na Figura 6.33 vemos as curvas de contorno de campo,
aonde fica bem evidente o efeito produzido pelo aumento do indice de refragdo do substrato
ndo-linear. Na Figura 6.33(a) vemos as curvas de contorno referentes ao campo inicial,
mostrado na Figura 6.32(a) e obtidas com a malha mostrada na Figura 6.28. Podemos ver,

claramente, que o campo esta concentrado no centro do guia, que se comporta de maneira



analoga a um guia tipo ‘rib’ linear. Na Figura 6.33(b), vemos as curvas equipotenciais do
campo elétrico final mostrado na Figura 6.32(b) ¢ obtidas com a malha mostrada na Figura
6.29. Neste ponto € possivel ver, claramente, a influéncia do aumento no valor do indice de
refragdo do substrato, decorrente do aumento na poténcia, causando uma migragdo do
campo em dire¢do 2o substrato ndo-linear. Esta migracdo ocorre sem a ocorréncia de

descontinuidades, devido ao fato da estrutura ser fracamente guiada.
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Figura 6.33 — Curvas equipotenciais para os campos (a) inicial e (b) final.

Como resultado final, podemos dizer que apés compararmos estes resultados com
aqueles ja apresentados 4 comunidade cientifica, vemos que nosso algoritmo produz bons

resultados, tanto no refinamento da malha quanto na resoluciio numérica do problema.

6.3 — Resultados do Refinamento Tridimensional Superficial

Nesta Se¢do apresentaremos alguns resultados obtidos utilizando uma adaptacgio do
algoritmo de refinamento bidimensional ao refinamento de superficies tridimensionais.
Nesta Se¢do, primeiramente mostraremos alguns exemplos de malhas que podemos obter
com o auxilio de nossa técnica, analisando-as com respeito 4 qualidade geométrica dos

triaqngulos, € o tempo de computagio.
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A seguir, exporemos o resultado de uma simulagdo numérica obtida com o auxilio
de um programa de calculo através do Método dos Momentos desenvolvido pelo aluno

Marcelo I. Davanco, no Departamento de Microondas e Optica da FEEC/UNICAMP.

6.3.1 — Exemplos de Refinamento

Nesta Seciio mostraremos alguns exemplos do refinamento que podemos obter com
o auxilio do nosso programa. Estudaremos os resultados para os refinamentos de uma
estrutura quadrada simples, uma calota esférica e um cilindro circular. Nestes casos as
dimenses das estruturas nfo tém importincia pois queremos analisar a qualidade

geométrica das malhas e dos tridngulos obtidos.

Como primeiro exemplo, mostraremos o refinamento de uma estrutura quadrada
simples. Na Figura 6.34(a) vemos a malha inicial com 6 elementos e 7 nds. O angulo
interno minimo é de 45 graus, enquanto que o dngulo interno méaximo € de 90 graus. Como

todos os elementos desta malha sio iguais, a qualidade maxima e minima também € a

mesma, sendo de 0,866.

e N == 7

>

(a) (b)

Figura 6.34 — Refinamento superficial de uma estrutura quadrada. (a) Malha inicial e (b)
malha final.



Na Figura 6.34(b) temos a malha final obtida com um refinamento centrado na face
frontal. O numero de elementos final foi de 3128 enquanto que o numero total de nds

chegoua 1611.

Como todos os elementos iniciais so tridngulos retangulos, a constante subdivisio
dos mesmos ira gerar novos tridngulos retdngulos de uma forma similar 3 encontrada na
geometria fractal, conforme previsto na literatura [Rivara96]. Como no ¢ feita a relaxagiio
dos nds, os elementos resultantes finais tem o mesmo aspecto dos elementos iniciais, que
sdo todos iguais. Com isso a qualidade final também serd a mesma dos triangulos iniciais,
que ¢ de 0,866. Podemos verificar isso na distribuico de qualidade em fun¢fio do niimero
normalizado de elementos, Figura 6.35(a). Se analisarmos a distribuicdio de angulos
internos, Figura 6.35(b), também veremos que 2/3 deles sio de 45 graus e 1/3 de 90 graus,

mostrando a geragdo de tridngulos retingulos semelhantes aos originais.
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Figura 6.35 — Distribuigdo (a) da qualidade e (b) dos angulos internos da malha mostrada
na Figura 6.34(b).

No proximo exemplo, mostraremos o refinamento de uma calota esférica, ou meia
esfera. Na Figura 6.36(a) vemos a malha inicial com 4 elementos e 5 nés. Estes elementos
iniciais sdo todos tridngulos eqiiilateros, portanto a sua qualidade serd igual a 1,0, e os

angulos internos serdo iguais a 60 graus. Na Figura 6.36(b) temos uma vista lateral da
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malha final, que contém 5062 elementos e 2545 nos. Na Figura 6.36(c) temos uma vista
superior da mesma malha. As fun¢des de densidade foram escolhidas de forma a monitorar

um refinamento maior na parte superior da calota.
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Figura 6.36 — Refinamento de uma calota esférica. (a) Malha inicial, (b) Visfo lateral da

malha final e (c) Vis&o superior da malha final.

Analisando a malha final com respeito a qualidade da mesma, concluimos que a
qualidade minima obtida foi de 0,672 e a maxima foi de 0,982, com 60 % dos elementos
com qualidade superior a 0,8, conforme Figura 6.37(a). Como vimos na Sec&o 3.4, a troca
de diagonais em superficies tridimensionais pode acarretar algum erro, mas analisando a
malha final vemos que este erro € pequeno e ndo ira comprometer o resultado final de

simula¢des numeéricas.

Quanto a distribui¢@o de angulos internos, vemos que existe uma grande quantidade
de elementos com angulos ao redor de 45 graus, com picos menores ao redor de 65, 95 e

105 graus. O angulo minimo foi de 28,1 graus e dngulo maximo foi de 113,2 graus.
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O ultimo exemplo nos mostra o refinamento de um cilindro de raio constante.
foram de 0,82 e 0,94, respectivamente. Na Figura 6.38(b) vemos a malha final com

Devido a simetria do mesmo, utilizamos apenas metade da estrutura no refinamento. Na
Figura 6.38(a) vemos a malha inicial com 8 elementos e 8 nés. O angulo minimo obtido foi
fun¢des de densidade foram escolhidas de forma a produzir um refinamento maior na parte

de 42,56 graus € 0 maximo chegou a 94,86 graus, enquanto que a qualidade

3248 elementos € 1665 nos. O angulo
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Figura 6.38 — Refinamento de um cilindro, (a) Malha inicial e (b) Malha final.



Analisando quanto a qualidade, € possivel vermos que esta malha € de qualidade
muito boa, pois todos os elementos possuem qualidade superior a 0,8, conforme Figura
6.39(a). De acordo com a Figura 6.39(b), vemos dois picos, ao redor de 45 ¢ 90 graus, o
que nos sugere um grande numero de tridngulos retdngulos. O uso da troca de diagonais,
neste caso, aumentou um pouco o valor do angulo minimo, e diminuiu o valor do angulo
maximo, aumentando também o valor minimo da qualidade, embora a qualidade maxima

tenha diminuido.
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Figura 6.39 — Distribui¢do (a) da qualidade e (b) dos &ngulos internos para a malha
mostrada na Figura 6.38(b). ‘

Analisando os resultados dos exemplos estudados nesta Se¢do, vemos que 0 nosso
algoritmo de refinamento ¢é capaz de produzir malhas de boa qualidade a partir de malhas
iniciais de aspecto bastante simples. O algoritmo também € capaz de adaptar a malha a

superficies de formato pré-definido, tais como esferas, cilindros, etc.

Os tempos de refinamento para a obtenc¢io destas malhas ¢ semelhante ao obtido no

refinamento de malhas bidimensionais.



6.3.2 — Estudo Numérico.

Nesta Secdo estudaremos o espalhamento de uma onda eletromagnética por uma

esfera condutora de raio unitario. Este estudo tem por finalidade verificar se a malha

conseguida com a ajuda de nosso algoritmo produz resultados numeéricos satisfatorios.

Para os calculos, produzimos uma esfera com 386 nos e 768 elementos, com um

refinamento uniforme sobre toda a superficie da esfera, que pode ser vista na Figura 6.40.

Os angulos internos dos elementos da malha final variaram de um minimo de 30,18 graus a

um maximo de 100,22 graus, enquanto que a qualidade final dos elementos ficou entre 0,68

€ 0,92.
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Figura 6.40 — Malha final para o célculo ntimerico.

Nas Figuras 6.41 vemos os graficos de distribuigso de qualidade e angulos internos

da malha final. Podemos notar que a qualidade e os angulos internos da malha final seguem

o padrao de boa qualidade obtido anteriormente nos exemplos.
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Figura 6.41 — Distribuic8o (a) da qualidade e (b) dos angulos internos da malha mostrada
na Figura 6.40.

Utilizando o método dos momentos, apresentado na Sec¢do 5.3, resolvemos a
BEquagdo 5.23. Com o auxilio desta equagdio foi possivel calcularmos a se¢fio reta de
espalhamento bi-estatico cge, dada pelas equagdes 5.25. Neste exemplo, utilizaremos uma
esfera de raio unitario e a constante de propagacgio da onda, £, sera igual a 2,30. Esta onda
eletromagnética estd incidindo da dire¢dio z. Estes valores foram escolhidos a fim de

reproduzir os dados apresentados por Wang [Wang91].

Nas Figuras 6.42 ¢ 6.43 é possivel vermos a malha esférica e a distribui¢iio
superficial normalizada de corrente. Na Figura 6.42 temos a visdo lateral da esfera,
correspondendo ao plano xz. Como vemos, a distribuiciio de corrente ¢ maior no topo da

esfera, aonde incide a onda, e diminui gradativamente até o fundo da esfera.

Nas Figuras 6.43(a) temos uma visdo do topo da esfera ¢ na Figura 6.43(b)

mostramos o fundo da mesma.



Figura 6.43 — Distribui¢#o superficial normalizada de corrente na esfera: (a) Vista Superior
e (b) Vista inferior.

Na Figura 6.44 vemos os graficos da segfio reta de espalhamento bi-estatico para

uma onda E incidente. Na Figura 6.44(a) apresentamos o resultado obtido com o auxilio da

nossa malha, enquanto que na Figura 6.44(b) vemos o grafico do resultado obtido por
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Wang. Fazendo a comparagio ¢ possivel dizer que a semelhanga entre ambos ¢ muito
grande. O mesmo podemos dizer se compararmos os nossos resultados para o espalhamento
bi-estatico de onda H incidente, Figura 6.44(c), e os resultados obtidos por Wang, Figura
6.44(d).
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Figura 6.44 — Comparagio entre os resultados para o calculo da se¢do reta do
espalhamento bi-estatico de uma onda incidente E, Figuras (a) e (b), e H, Figuras (c) e (d).
Os dados correspondentes as Figuras (a) e (c) foram obtidos por nds, enquanto que os dados

das Figura (b) e (d), foram obtidos por Wang [Wang91].



6.4 — Resultados do Refinamento Tridimensional Volumétrico

Finalmente, apresentaremos agora os resultados para o refinamento tridimensional
de estruturas volumétricas, aonde passaremos a utilizar tetracdros. Conforme dissemos no

Capitulo 6, algumas mudangas foram necessarias para a implementagio deste algoritmo.

De forma semelhante ao que fizemos na apresentacio dos resultados dos
refinamentos bidimensional e tridimensional superficial, primeiramente apresentaremos
alguns exemplos de malhas obtidas com o auxilio de nosso programa, analisando-as com

respeito as suas qualidades geométricas, e, em seguida, faremos uma simulagdo numérica .

6.4.1 — Exemplos de Refinamento

Nesta Secdo, apresentamos alguns exemplos de refinamento que obtivemos com o
auxilio de nosso algoritmo. Estes exemplos foram feitos para estudarmos as qualidades

geométricas do refinamento. Infelizmente a visualizagio da malha fica prejudicada devido

as suas caracteristicas tridimensionais.

Os casos estudados foram o refinamento de um tetraedro e de um cubo. Estudamos

ambos os casos pois ambos podem ser usados como primitivas na construc@io de estruturas

mais complexas.

No primeiro caso, partimos de uma malha inicial com apenas 4 elementos e 5 nos,
mostrada na Figura 6.45(a). O angulo minimo e maximo foram de 33,67 e 110,59 graus,
respectivamente, enquanto que a qualidade variou de 0,48 a 0,52. Apds o refinamento,
chegamos a malha final, mostrada na Figura 6.45(b), que contém 795 elementos e 216 nos.
As linhas mais grossas definem a superficie externa da estrutura. O refinamento foi
monitorado por fun¢des de densidade de formato gaussiano pré-definido, de forma a

preencher a estrutura com mais tetraedros na regifio direita da estrutura.
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Figura 6.45 — Refinamento de uma estrutura tetraédrica. (a) Malha inicial e (b) malha final.

Quanto as distribui¢cdes de qualidade e angulo interno da malha da Figura 6.45(b),
os graficos correspondentes sdo mostrados na Figura 6.46. Como podemos ver a qualidade
da maioria dos tetraedros nZo fica proxima a qualidade equivalente a triangulos eqiiilateros,
como acontecia no refinamento de tridingulos. Aqui a qualidade de grande parte dos
elementos permanece préxima dos valores de qualidade dos tetraedros iniciais, com
variacbes para melhor e para pior. O maximo atingido foi de 0,936 enquanto que a

qualidade minima foi de 0,202.
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Figura 6.46 — Distribui¢Ses (a) da qualidade da malha em relagio ao nimero de elementos

e (b) do Angulo interno em relagdo a quantidade normalizada de angulos internos.



Quanto a distribui¢io de angulos internos, vemos que ela se mantém semelhante a
alguns casos obtidos para os refinamentos bidimensionais ¢ superficiais. O 4ngulo minimo
obtido foi de 17,47 graus, portanto de acordo com a Sec¢do 2.3.2, onde dissemos que o
angulo minimo final seria maior ou igual a metade do 4ngulo minimo inicial (33,67 graus),
enquanto que o maximo chegou a 128,44 graus. A partir da Figura 6.46(b), podemos

deduzir que os angulos agudos (menores que 30 graus) chegam a 6% do total.

No segundo exemplo estudamos o refinamento de um cubo. Na Figura 6.47(a)
vemos a malha inicial com 12 elementos e 9 nds. O refinamento foi monitorado por fungdes
de formato gaussiano de forma a produzir um malhamento maior na parte posterior da
estrutura, o que infelizmente é dificil de se verificar visualmente. A qualidade maxima e
minima dos elementos iniciais s3o de 0,342 e 0,359, respectivamente. O angulo minimo foi

de 35,26 graus, enquanto que o maximo chegou a 109,47 graus.

(2)

Figura 6.47 — (2) Malha inicial e (b) malha final para o estudo do refinamento de um cubo.

A distribui¢do de qualidade da malha final é mostrada na Figura 6.48(a), aonde o
minimo ¢ 0,248 € o maximo € 0,689, estando o pico ao redor de 0,4. Apesar de termos
elementos com qualidades inferiores & qualidade minima inicial (21 %), a quantidade de

elementos com qualidade superior & qualidade méaxima inicial é maior (53 %).
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Figura 6.48 — DistribuicZo (a) da qualidade e (b) dos 4ngulos internos da malha final.

Com relacdo a distribuicdo de angulos internos, na Figura 6.48(b) vemos que
existem dois picos distintos ao redor de 45 e 90 graus. O 4ngulo maximo obtido foi de 127
graus, enquanto que o dngulo minimo foi de 21,3 graus, novamente de acordo com o que

foi dito na Sec¢do 2.3.2. A quantidade de angulos inferiores a 30 graus corresponde a 3,2 %

do total.

Quanto ao tempo de processamento, infelizmente, devido ao aumento de dados a
serem armazenados e manipulados, o tempo de computagio também aumentou bastante,

como podemos ver no gréfico do tempo de processamento, Figura 6.49.
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Figura 6.49 — Tempo de processamento versus Quantidade de elementos.



Como vimos nestes exemplos, as malhas obtidas com o auxilio de nosso algoritmo
ndo possuem uma qualidade tdo boa quanto aquelas obtidas para os refinamentos
bidimensionais ¢ tridimensionais superficiais, com um tempo de execucdo superior a
ambas. Entretanto, conseguimos evitar a formaciio de tetraedros do tipo ‘lasca’ que
conforme vimos na Secio 4.1, sio extremamente indesejaveis. Com a implementagio
futura de técnicas de transformaggio 2—3, 352, 44, etc ... , discutidas na Secdo 4.2, a

qualidade da malha tende a melhorar.

6.4.2 — Exemplo Numérico

Nesta Secéo, analisaremos o desempenho de uma malha de elementos tetraédricos
produzida com o auxilio de nosso algoritmo em um estudo numérico. Neste estudo

computaremos as freqiiéncias de ressonéncia de uma cavidade retangular fechada.

Este problema possui uma solugdo analitica [Collin66], que nos diz que as

freqiiéncias de ressonancia para uma cavidade retangular fechada e oca sio dadas pela

o=el ')+

com o sendo a freqiiéncia angular de ressonéncia, ¢ € a velocidade da luz no vacuo, d xb x

equacido

(6.1)

a sdo as dimensoes da cavidade e TEjn, € o modo que se deseja calcular. A estrutura da
cavidade retangular ¢ mostrada na Figura 6.50. As dimensbes utilizadas foram: d = Im, b=
0,49mea=023m.

—

&

Figura 6.50 — Cavidade retangular e dimensdes.
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Na Figura 6.51 mostramos a malha inicial, com 12 elementos e 9 nds, ¢ a malha
final, com 2589 elementos, 622 nods e 3480 arestas. O refinamento foi monitorado de forma
a produzir uma malha uniforme. O &ngulo minimo inicial foi de 15,56 graus e o maximo

chegou a 148,8 graus. A qualidade inicial variou entre 0,222 e 0,688.

(2) (b)

Figura 6.51 — Refinamento de uma cavidade retangular tridimensional. (a) Malha Inicial e

(b) Malha Final.

Com relagdo a qualidade e distribui¢do de angulos internos da malha final,
analisando os graficos das Figuras 6.52, vemos que a qualidade se mantém ao redor de um
pico na regido de 0,4. Os elementos com qualidades inferiores & minima inicial
correspondem a, aproximadamente, 5,5% do total, enquanto que os elementos com
qualidade geométrica superior a qualidade méaxima inicial somam em torno de 3,5% do
total. A qualidade méxima final foi de 0,801, enquanto que a qualidade minima final

chegou a 0,136.

O grafico dos angulos internos nos mostra que eles estdo distribuidos de forma
quase-simétrica em torno de um pico na regido de 45 graus, com uma formagdo bastante
acentuada de angulos com 60 graus. A percentagem de angulos agudos chega a 13% do
total. O angulo minimo final obtido foi de 13,45 graus enquanto que o maximo ficou em

146,6 graus.
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Figura 6.52 — Distribuigdo (a) da qualidade e (b) dos 4ngulos internos na malha final.

Pela analise da malha inicial, vemos que a mesma possui alguns angulos internos
muito agudos, além de uma grande variagio entre a maior e a menor aresta. Como nosso
algoritmo, no atual estagio, s6 faz a suavizagfo das coordenadas dos elementos internos e a

troca de diagonais em elementos que ficam na superficie externa, ndo foi possivel corrigir

estas imperfei¢des iniciais.
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Figura 6.53 — Convergéncia dos resultados em relagdo ao resultado analitico, em ntimeros

normalizados.
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No grafico da Figura 6.53, mostramos a freqiiéncia de ressonancia normalizada
(freqiiéncia calculada dividida pela freqiiéncia analitica) em fungdo do numero de
elementos para trés modos: TEg9, TE110 € TEj;;. A linha reta foi adicionada apenas para

facilitar a analise da convergéncia dos resultados.

Na Tabela 6.1, mostramos os valores tedricos e calculados para diversos modos TE.
Ambos valores das freqiiéncias tedrica e calculada sdo dados em radianos por segundo

(rad/s) e devem ser multiplicados por 108,

Modos TEmn o (tedrico) o (calculado) | Erro (%)
100 9,4247 9,5533 1,36
010 23,5619 23,6365 0,31
001 31,4159 31,2859 0,41
110 25,3769 25,3974 0,08
101 32,7991 32,7765 0,06
011 39,2699 39,2537 0,04
111 40,3850 40,3742 0,02

Tabela 6.1 — Resultados tedricos e dos célculos das freqiiéncias de ressonancia para

diversos modos TE, e a percentagem de erro entre elas.

Através deste grafico podemos acompanhar o progresso dos resultados a medida
que aumentamos o numero de elementos da malha, e vemos que o programa de calculo
possui um comportamento oscilante que tende a diminuir 2 medida que aumentamos o
ntimero de incognitas. Podemos notar que, em alguns casos, a convergéncia € bastante
rapida, bastando poucos elementos para que o programa produza resultados satisfatorios. A
convergéncia para os modos estudados foi atingida com um total de 2589 elementos e 622

néds, sendo que o erro maximo nos calculos foi de 1,36%.



Com este exemplo, conseguimos ver que embora a qualidade da malha final nio
seja a maxima esperada, os resultados numéricos obtidos indicam uma baixa taxa de erro,

ndo comprometendo a confiabilidade do resultado numérico.
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Capitulo 7

Conclusoes

Esta tese apresentou um novo algoritmo para o refinamento de malhas de elementos

triangulares bidimensionais, e sua adaptacdo para estruturas tridimensionais superficiais e

volumeétricas.

7.1 — Técnicas de Refinamento

Esta tese apresentou primeiramente um algoritmo de refinamento bidimensional que
combina duas técnicas de refinamento bastante conhecidas: Divisdo baricéntrica e Divisdo

através da bissec¢do da maior aresta.

Como mostramos na Se¢@o 2.3.3, esta nova técnica é superior as outras estudadas,
pois mantém as vantagens delas, descartando suas desvantagens. Os resultados obtidos nos
mostram que as malhas obtidas com este algoritmo sfo de boa qualidade geométrica e sdo,

na pior hipotese, semelhantes ao melhor resultado obtido pelas outras técnicas estudadas. O



tempo de processamento também se aproxima bastante da técnica mais veloz estudada. O
algoritmo também se mostrou capaz de produzir bons resultados quando tratamos de
estruturas com grandes variagdes no tamanho dos seus elementos, mantendo as suas
fronteiras internas. As simulagSes numéricas conduzidas utilizando malhas de elementos
finitos produziram resultados extremamente satisfatorios, mostrando que as mesmas nio

possuem apenas boa qualidade geométrica, mas também computacional.

Tambem adaptamos esta nova técnica, com algumas restrigdes, ao refinamento
tridimensional de superficies, com resultados extremamente satisfatérios, tanto em relagio
a qualidade geométrica da malha, quanto em relacio a qualidade dos resultados de
simulagdes numericas conduzidas com as malhas obtidas pelo nosso método. O tempo de

processamento destas malhas também ¢é bastante reduzido, préximo a0 obtido no caso

bidimensional.

A adaptagdo desta técnica ao refinamento de estruturas tridimensionais volumétricas
infelizmente ndo produziu uma qualidade geométrica tiio boa quanto a obtida nos casos
anteriores. A implementaggio de técnicas de transformacio topolégica podem corrigir esta
falha. Um dos pontos positivos desta implementacio é a auséncia de elementos tipo lasca,

altamente indesejaveis. As simulagdes numéricas, feitas com malhas tetraédricas, mostram

que elas conduzem a resultados com erros menores que 2%.

7.2 — Sugestdes para Trabalhos Futuros

Um dos pontos aonde o algoritmo bidimensional falha ocorre quando temos
elementos de aspecto ruim entre duas fronteiras internas, como mostrado na Figura 6.20.

Tecnicas para a corregio destes elementos devem ser estudadas, para garantir uma malha

totalmente funcional.
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O uso da suavizagdo das posi¢des dos nds superficiais em estruturas tridimensionais
ndo planas (esferas, etc...) também deve ser mais desenvolvido, para evitar uma possivel

destruigiio destas superficies em refinamento.

A implementacdo das técnicas de transformacio topoldgica em nosso algoritmo ira
aumentar a qualidade geométrica dos mesmos; entretanto ainda é necessario um estudo
mais profundo destas técnicas com o propésito de otimiza-las. Também € necessério um
estudo detalhado da técnica de refinamento 3D volumétrica para poder otimizar o seu

tempo de processamento, que ainda pode ser reduzido.

Outro fator interessante de se acrescentar ao nosso algoritmo, ¢ o uso do

processamento paralelo, para diminuir o tempo de processamento do mesmo.



Apéndice A

Estruturas de Dados e Arquivos de

Entrada

Neste apéndice, iremos descrever a estrutura de dados utilizada para manusear as

informacOes necessarias para o funcionamento dos programas de refinamento.

A.1 — Estruturas de Dados

Podemos dividir as estruturas de dados para refinamento em duas classes principais:
As estruturas baseadas no armazenamento de arestas e as estruturas baseadas no
armazenamento de tridngulos. No nosso caso utilizamos o armazenamento baseado na
descric¢do dos tridngulos, pois conforme apontado em [Shewchuk96,97], esta representacio
acelera os processos de troca de diagonais, bisseccdo de elementos, entre outros. Esta
aceleragdo ¢ fundamentada no fato de que quando necessitamos fazer uma mudanca

estrutural em uma dada triangulac@io, a quantidade de tempo necessaria para se ler e



escrever os dados de uma estrutura baseada em tridngulos é menor que o tempo gasto para a
mesma tarefa em uma estrutura de arestas. Além disso o acesso a conectividade de um

tridngulo € facilmente obtida através dos dados de um triangulo.

A.1.1 - Estruturas de Dados para o Refinamento Bidimensional

A estrutura utilizada para representar um determinado elemento consiste em um
vetor composto de 7 itens, que apesar de compacta é bastante funcional, abrangendo todos
os dados necessarios. Os 3 primeiros contém os pontos que formam o tridngulo. Os 3 itens
seguintes se referem aos seus elementos vizinhos imediatos. O item final é utilizado para
monitorar o refinamento nos casos em que ocorrem interfaces internas. Na figura A.1

vemos a representacdo de um elemento (E), os nés que o formam (p1.p2, p3) € seus vizinhos
imediatos (V;, V2, V3).

pontos  vizinhos Front.

’ -
5 5
(& ANEARARBEE
1 %
2

Figura A.1 - Representago do Elemento £ em nossa estrutura de dados.

Apesar de bastante simples, esta representacdo possui alguns detalhes que devem
ser respeitados, a fim assegurar a conformidade da malha e a correta execugdo do
programa. Os pontos estdo organizados de forma tal que a aresta formada por pip; € a
maior aresta do tridngulo, enquanto que os elementos vizinhos estio organizados de
maneira que o elemento que compartilha a aresta p;p, com o elemento £ esteja na posicio
V1. Seguindo este raciocinio, o elemento que compartilha a aresta Pzp3 estara na posicdo ¥,

e o elemento que compartilha a aresta p;p; estara na posi¢do V3. Como podemos ver, os



dados estio organizados em uma direcdo anti-horaria. Assim, se desejarmos colocar o
ponto p; na primeira posigdo do vetor, devemos alterar a estrutura toda ficando entdo com a
seguinte configuracdo: (p; ps p1)(V2 V3 Vi) . Logicamente, estas convengdes devem ser
respeitadas também pelos elementos vizinhos. Por exemplo, o elemento V; na figura A.1

seria formada por: (p;2 p; p)(E Vi V}) , aonde py, V3, V) sdo os pontos e elementos vizinhos

correspondentes.

Outro detalhe da estrutura € o controle das fronteiras internas. Devido ao uso da
troca de diagonais de Delaunay, é necessario definirmos quais fronteiras queremos
preservar. Quando um determinado né pertence a uma fronteira, adicionamos um sinal
negativo ao mesmo nos vetores aos quais pertencem. Quando tivermos dois elementos com
sinais negativos no vetor de um elemento, entdo a aresta correspondente nio deve ser
alterada, exceto para os casos de bissec¢do, quando, entdo, o novo né também pertenceré a
fronteira. Em um exemplo bastante simples, supondo que a aresta p3zp; , na figura A.1, esta
em uma fronteira, entdo a configuracio do elemento E sera: (-p; p2 -p3)(V: V2 V3), enquanto
que a configuragdo do elemento V; sera dada por (pz—p; px)( E Vx V). O tltimo dado do
vetor pode assumir um numero inteiro que ira definir se esta fronteira interna pertence a
uma reta, a um circulo, etc., sendo designado um numero para cada caso. Logicamente, o
programa deve estar capacitado para reconhecer as fronteiras curvas e os dados
correspondentes devem ser fornecidos pelo usuério no arquivo de entrada. Na figura A.1, o

0 indica que se trata de uma fronteira reta.

E claro que devemos manter também dados a respeito das coordenadas dos nds, que
sio armazenadas em dois vetores diferentes, um para as coordenadas x e outro para as

coordenadas y.

A.1.2 — Estruturas de Dados para o Refinamento 3D Superficial

No refinamento superficial de estruturas tridimensionais, utilizamos os mesmos

dados basicos discutidos na secdo anterior. Porém, agora, necessitamos acrescentar ao



menos mais dois dados para que possamos definir a qual superficie pertence este elemento
e de que tipo ¢ esta superficie. O primeiro dado é necessario uma vez que uma determinada
estrutura pode ser formada por diversas superficies, cada uma com caracteristicas diferentes
uma da outra, que s3o definidas pelo segundo marcador. A conexio entre as superficies
pode ser monitorada através da teoria de grafos, por exemplo [Souza93]. As interfaces entre
uma superficie e outra podem ser definidas pelo marcador final do vetor apresentado na
sec¢do anterior. Este marcador também pode ser utilizado para definir fronteiras internas que

desejamos preservar sobre uma superficie especifica, utilizando o mesmo processo descrito

na secio anterior.

Obviamente, ¢ necessério acrescentar mais um vetor a0s nossos vetores de posicdo x

€ y, para descrever as coordenadas z dos nés

A.1.3 — Estruturas de Dados para o Refinamento 3D Volumétrico

As estruturas de dados para o refinamento tridimensional volumétrico sio um pouco
diferentes das utilizadas nas se¢des anteriores. Como agora tratamos de malhas
extremamente dificeis de se visualizar, e até mesmo de se imaginar, € natural que o grau de

complexidade também aumente, € a estrutura de dados deve refletir estas mudangas.

Nas segdes anteriores a estrutura de dados bésica padrio definia um elemento por
seus pontos € elementos vizinhos. Agora definiremos um elemento pelos seus pontos e
pelas arestas que o compde, e incluiu-se um vetor para cada aresta, que relaciona os pontos
que a compde e os elementos aos quais pertence. Esta mudanca foi escolhida para agilizar o
processo de refinamento e das transformacdes topoldgicas, como veremos mais adiante. O
nosso vetor, que representa cada elemento, serd entio formado por 11 itens: os 4 itens
iniciais sdo os ndés que formam o tetraedro. Os 6 seguintes definem as arestas formadas
pelos 4 pontos. Estas arestas sdo ordenadas em ordem decrescente de comprimento, a fim
de facilitar a procura do elemento com a maior aresta. Como agora nio ¢é possivel

definirmos uma simetria no elemento, da forma como faziamos nos conjuntos de dados das
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se¢des anteriores, devido & prépria natureza tridimensional do mesmo, nfio é necessaria
uma ordenagZo dos pontos. O 1ltimo item refere-se a que volume pertence o elemento. E

utilizado quando estamos fazendo o refinamento de estruturas com fronteiras internas.

As estruturas de dados que utilizam os elementos vizinhos a um dado elemento para
definir a conectividade dos tetraedros, precisam de algoritmos de busca para definir quais
elementos tem uma determinada aresta em comum. Com nossa estrutura, isto é feito
automaticamente, bastando verificar quais os elementos aos quais ela pertence no vetor
correspondente. Isto ¢ muito valioso no processo de busca da maior aresta para o
refinamento, pois uma vez determinada a maior aresta do elemento a ser dividido, basta
consultar os elementos que possuem esta aresta em comum e verificar se eles possuem

alguma aresta de didmetro maior.

Na figura A.2 mostramos um exemplo simples desta classificag@o. Nela mostramos
dois elementos, aonde o plano formado pelos nds p;p,p;ps estd em uma fronteira externa,
que dividem entre si as arestas 4;, A; e Az Nesta figura mostramos, também, as

representacoes do elemento E; e da aresta 4.

nds Arestas

I |

|
E M V,}? l% IPSIAJ IAZIA5‘A4IJ46],J‘18|

nés  Elem
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Figura A.2 — Representacio do elemento £, e da Aresta 4.

Como notamos neste exemplo, este conjunto de dados também nos auxilia na hora
de fazermos uma troca de diagonais na superficie de uma estrutura, pois basta procurarmos
as arestas que tenham apenas dois elementos em sua estrutura. O mesmo principio pode

facilmente ser estendido para algumas transformagdes topoldgicas, como por exemplo, uma



aresta que perten¢a a 3 elementos ¢ uma candidata 3 transformacgdo 3—2, citada na secdo

4.2, necessitando somente da verificacio de que esta transformagio € aplicavel.

Como implementamos um processo de relaxagdo dos nés internos, devemos
adicionar também um vetor que associe ao né sua condi¢do dentro da malha, isto ¢, que nos
diga se este n6 estd em uma superficie, em uma juncio entre duas superficies ou em um
vértice da estrutura, isto €, uma juncio entre trés ou mais superficies, conforme seciio 4.2.

Isto € necessario para a prevencio de problemas no processo de relaxagdo da malha.

A.2 — Arquivos Iniciais

A seguir mostramos os arquivos iniciais necessarios para cada tipo de refinamento:

2D, 3D superficial e 3D volumétrico.

Para o refinamento 2D so utilizados 3 arquivos:
- Um arquivo de controle que contém a maioria dos parAmetros da malha.

- Um arquivo que contém dados a respeito das gaussianas utilizadas para monitorar o

refinamento.

- Um arquivo que contém os dados da malha inicial.
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A seguir mostraremos um exemplo de cada tipo de arquivo e em seguida explicaremos

cada item do mesmo.

Arquivo de Controle

** H M . I **
*% jnim ** laut ** i2step(0/1)** n ** mx **

1 1 1 1000 4900
** nt ** nmes ** inhm**

0 1 0

*** archives: gaussians, elements data and points coordinates
gauss.dat ;circle.dat
* % nx * Kk ny * % delta % %

4 4 1.D-6
** xb (boundary coordinates: microns) **
-5.000 -1.000 1.000 5.000
** xd (divisions) **

4 2 4
** yb (boundary coordinates: microns) **
-5.000 -1.000 1.000 5.000
*% yd (divisions) **

4 2 4
** Boxes

1

-1.000 -1.000 1.000 1.000

§8&&EEEEEEEEEEGEEGEEEEEEEEEEEGEEEEEEEEEEEEEEEESE

Elementos do arquivo de controle

Ini: Pode assumir 3 op¢des que definem como vai ser a nossa malha inicial.
1 — Malha automatica. O préprio programa gera uma malha estruturada retangular,
seguindo os dados fornecidos pelo usuario. Ver em dados para malha automatica.
2 —Malha externa. E fornecida uma malha inicial pelo usuério.
4 — Malha pré-gravada. O programa 1&€ uma malha ja produzida pelo prdprio
programa. Ver i2step.

Taut: Quando igual a 1 ativa o refinamento.

Dstep: Quando igual a 1 ativa o salvamento de uma malha para leitura posterior.

N: Numero de elementos desejado.

Mx: Numero méaximo de elementos.

Nt: Ativa a medida do tempo de refinamento.

Nmes: Ativa as medidas de qualidade, 4ngulo interno, etc... da malha.




Inhm: Opgdes que definem como o refinamento sera monitorado:
0 — Monitorag&o através de Gaussianas.
1 — Monitoragéio através de um arquivo contendo os valores de campo obtidos
através de um calculo anterior.
2 — Monitorag3o através de estimativas de erro.
Archives: lista os arquivos que contém as defini¢des das gaussianas, usado quando inhm =
0 e o arquivo que contém a malha inicial externa, usado quando ini = 2. No arquivo acima

vemos dois exemplos de arquivos: *gauss.dat’ e ‘circle.dat’. Ver Arquivo de Gaussianas e

Arquivo da Malha Inicial.
Dados para malha automatica

Nx: Numero de fronteiras no eixo x.

Ny: Nimero de fronteiras no eixo y.

Delta: Define um fator de truncamento.

Xb: Define as posi¢des de cada uma das nx fronteiras.

Xd: Define o numero de divisbes que ha entre 2 fronteiras consecutivas.

Yb: Define as posi¢des de cada uma das ny fronteiras.

Yd: Define o niimero de divisGes que h4 entre 2 fronteiras consecutivas.

Boxes: Define as fronteiras internas de uma malha automatica. No nosso caso temos 2
fronteiras internas. As coordenadas das fronteiras sdo definidas da seguinte forma:

Nr. da caixa  Coord. Xinicial ~ Coord. Yinicial — Coord. X final Coord. Y final

No arquivo exemplo acima, o malhador ira gerar uma malha automatica quadrada
de dimensdo 10,0 x 10,0, com uma regifio quadrada de 2,0 x 2,0 em seu interior, € ira
refind-la, sendo monitorada pelas gaussianas do arquivo ‘Gauss.dat’, até atingir 1000

elementos. Apds isto ele salvard a malha para que possa ser re-utilizada, e salvara dados a

respeito da qualidade da malha.
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Arquivo de Gaussianas

FUNCOES DE DENSIDADE (GAUSSIANAS)

+* al * & Xl * K yl * K le * e dly * %
10.00 0.00 0.00 0.06 0.006
* * a2 +* Kk X2 * % y2 * dZX * % d2y * k
0.00 1.00 1.0 3.90 3.90

- % a3 “* * X3 * % y3 * % d3X * % d3y * Kk

0.00 0.00 0.60 1.00 1.00
+* a4 * k X4 * % y4 4 Kk d4X * % d4y * *

0.00 21.00 21.00 20.00 20.00
* % 35 * K XS * * y5 * % dSX * * d5y * %k

0.00 8.00 8.00 2.00 2.00
* % 8.6 d K X6 * 4 y6 * ko d6X * % d6y * *

0.00 60.00 60.00 40.00 40.00
e a7 * * X7 * * y7 * % d7X %k d7y * *

0.00 100.00 0.00 40.00 40.00
o as * ke %8 *%  yg * Kk d8sx ** dgy **

0.00 100.00 100.00 1.00 1.00
* ok circle {(core) * ok
**x gl * * bbl *x XCO ** aal ok ddl il

3.00 3.00 10.00 0.00 0.50
* K ellipse **
* Kk a2 * % bz s Fe aa2 * % dd2 % K

2.00 3.00 0.00 0.05

Elementos do Arquivo de Gaussianas

O programa pode definir até 8 gaussianas diferentes e, como cada gaussiana possui o
mesmo formato, definiremos apenas uma delas:

Al: Amplitude da gaussiana.

X1, Y1: Coordenadas do centro da gaussiana.

DIx, DIy: Distancia do centro para a qual a amplitude da gaussiana caird pela metade
(Raio de decaimento).

Circle e Ellipse: Fornecem os dados de circulos e elipses, para os casos de fronteiras
internas. Também monitoram o refinamento em torno destes circulos e elipses.

AI: Raio do circulo.

BBI: Raio auxiliar do circulo (no € mais utilizado).

Xco: Afastamento do centro do circulo no eixo x em relagdo ao centro (0.0, 0.0).

AAI: Amplitude das Gaussianas em torno do circulo.

DD1I: Raio de decaimento.

A2: Define o tamanho do eixo da elipse em x.




B2: Define o tamanho do eixo da elipse em y.
AA2 e DD2: O mesmo que 441 e DD].

Este arquivo exemplo ird gerar uma gaussiana de amplitude 10,0 centrada em
(0,0.0,0), com raio de decaimento 0,6 microns. Se 0 nosso programa utilizar fronteiras
circulares ou elipticas, as primeiras terfo raio igual a 3,0 micrometros e estario a 10,0
micrémetros da origem, enquanto que a fronteira eliptica terd um raio em x de 2,0 pm e um

raio em y de 3,0 um.

Arquivo da Malha Inicial

* % ELTOP =**
*¥*  nel ** np *Folist (1) x+
3 5 1
* eltop *x
1 -1 4 5 2 0 0 2
2 -1 =2 4 0 3 1 2
3 -2 3 4 0] 0 2 2
* K % y * A
1 0.0 3.0
2 2.0 0.0
3 10.0 0.0
4 10.0 10.0
5 0.0 10.0

Elementos do Arquivo da Malha Inicial

Nel: numero de elementos da malha
Np: namero de nés da malha
List: nimero de listagens. Sera sempre igual a 1.

Eltop: Dados arespeito dos elementos. Segue a estrutura discutida no Apéndice A.1.1

X, ¥: Cordenadas dos nds.

Os arquivos de entrada para o caso tridimensional superficial seguem o mesmo
padro, com a diferenca de que incluimos a coordenada do centro e o raio de decaimento da
gaussiana em relac@o a z. As defini¢bes para esfera permanecem as mesmas utilizadas para

o circulo, onde introduzimos um novo termo (o raio em z) para definirmos um elipséide, €
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acrescentamos campos para a definicdo de cilindros e cones. No arquivo de controle, a

geragio automadtica da malha est4 desativada.

No caso do refinamento volumétrico, o arquivo de controle é do mesmo tipo
mostrado, com a desativag@o da malha automatica. As gaussianas sao da mesma forma que
no caso tridimensional superficial. A Unica mudanga ocorre no arquivo da malha inicial,
aonde na defini¢@o dos elementos, s6 precisamos definir os nds que compdem o elemento, €
o material a que pertencem. Na definicdo das coordenadas dos nés € acrescentado um
ultimo item que indica a situa¢do do né na malha (0 = no interno, 1 = né superficial, 2 =né

de aresta e 3 = no de canto).



Apéndice B

Interface Grafica

O uso dos recursos computacionais no auxilio & visualizagio ¢ montagem das
malhas tem crescido muito nos wiltimos anos, principalmente devido & melhora da qualidade
e capacidade de ‘software’ € ‘hardware’ [Preis95, Santo95, Vieira96, Souza96]. A Interface
Grafica desenvolvida durante esta tese consiste em um programa que auxilia na
visualizagdo, em tempo real, da malha a ser utilizada nas simulagdes através de elementos
finitos. Como vimos anteriormente, é de fundamental importincia para o calculo dos
campos eletromagnéticos que a malha inicial esteja bem construida, caso contrario o
surgimento de incompatibilidades € quase certo. Como, em muitos casos, a geragio da
malha sem o auxilio visual do computador ¢ um trabalho penoso e complicado, o objetivo
desta interface é auxiliar na elaboracdio e visualizagdo da malha, o que acarreta uma

melhora na qualidade dos projetos.

O uso de técnicas especificas de programacdo e visualizaglo permite que o
programa atual, partindo de uma malha inicial, monitore as diversas variaveis que
controlam o refinamento da malha, sem a necessidade de se sair do programa para alterar os
arquivos de controle ou de gaussianas, como era feito até entio[Rogers90, Foley97]. Assim,
pode-se construir a malha desejada e visualiza-la em tempo real através de um s programa,

o que no era possivel antes.
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A interface foi planejada para ser simples e pratica, de forma a poder ser utilizada
com o minimo de treinamento possivel. Portanto, optou-se por um sistema de janelas
padréio para fazer a interface com o usudrio, uma vez que este sistema ja ¢ amplamente
conhecido [Newman95]. Utilizou-se, para a criagdo do programa, o software Digital Visual
Fortran 5.0, que dispSe de recursos que possibilitam a criagdo de sistemas de janelas,
graficos, interatividade com o ‘mouse’, etc., de uma forma rapida, eficiente e segura, além
de ser possivel a utilizagdo dos codigos ja existentes em linguagem Fortran, sem a

necessidade de atualizages e/ou tradugdo de uma linguagem para outra [Ribar93].

Na Figura B.1, vemos uma imagem inicial da nossa interface grafica, na qual
podemos ver seus diversos componentes e um exemplo de refinamento produzido com a

ajuda desta interface.

N

NINONINS \/\/ \/ \/\
ENENONININTNTNTINTN
AVAVAVAVAVAVAVAVAVA

Figura B.1 - Interface grafica e exemplo de malha.

Podemos ver que a interface grafica consiste em uma barra de menus, uma barra de
status ¢ uma area de desenho que ¢ utilizada para mostrar os dados que o programa repassa
ao usuario durante o refinamento, e também para visualizar a malha obtida ao final do

refinamento. Na barra de menus temos os menus; File, Edit, Window, Mesh e Help. A
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seguir, damos um detalhamento maior a respeito de cada um do menus e didlogos que

compdem o programa.

Figura B.2 — Menu File e seus componentes.

O menu File, que vemos na Figura B.2, permite acesso a arquivos de formato pré-
definido, através do submenu Load, que aciona um didlogo para abertura de arquivos no
formato padrio mostado no Apéndice A, bem como a possibilidade de salvar os dados
gerados, através do submenu Save, € também armazenar uma imagem em formato BMP da

tela que estiver ativa no momento (Save Bmp). Também existem os recursos de impresso

(Print) e a saida do programa, EXxit.

iny Finishert. Srarn ¥

Figura B.3 — Menu Edit e seus componentes.

O menu Edit, que vemos na Figura B.3, permite a selegio, copia e colagem da
janela atual do programa, através dos submenus Select All, Copy e Paste. Este recurso pode
ser usado quando se deseja exportar uma certa imagem da janela sem utilizar-se o recurso
Save Bmp. Permite ainda a edi¢o das preferéncias (Preferences) para utilizagio do nosso
programa. Este menu abre uma caixa de didlogo com os diversos fatores usados para
controlar a nossa malha, apresentados no Apéndice A. Esta caixa de dialogo ¢ mostrada na

Figura B.4.
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5000 5.000 5000 5000

Figura B.4 - Didlogo de edigfo de preferéncias.

A nossa caixa de edi¢fio de preferéncias contém os seguintes dados que podem ser
editados:

Malha Inicial — Automatica: a malha inicial ¢ gerada dentro do programa através de um
algoritmo que utiliza os dados existentes em Controles da Malha Automatica.

Manual: a malha inicial estd em um arquivo, de formato pré-definido, que ¢ lido pelo
programa. O nome deste arquivo estd na caixa Arquivo — Dados Eltop, que pode ser
atualizada.

Refinamento - Caixa tipo Combo, no qual selecionamos se queremos fazer o Refinamento
ou nfo.

Elementos — Neste modulo, podemos definir o niimero final desejado de elementos ¢ a
quantidade maxima de elementos que o programa ira gerar.

Controle 2-Step — Usado quando queremos ler e/ou escrever dados ja calculados.

Medidas — Usado quando queremos fazer medidas de qualidade/ou tempo de calculo.
Funcio de Densidade — Permite selecionarmos qual a fungfio de densidade sera usada nos

célculos: Gaussianas, que podem ser acessadas através do médulo Arquivo — Gaussianas,
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Energia, proveniente de céalculos anteriores e Erro Estimado, que utiliza o resultado obtido
com a estimativa de erro.

Arquivo — Gaussianas — Permite editarmos em qual arquivo estdo as gaussianas que
controlam o refinamento e modificar os valores destas gaussianas através do botdo Edit, o
que abre o didlogo mostrado na Figura B.5.

Arquivo — Dados Eltop - Permite editarmos em qual arquivo estd a malha manual inicial.
Controles da Malha Automética — Contém os elementos necessarios para se gerar uma
malha quadrada simples, que foram definidos no Apéndice A:

Interfaces X, Y — Numero de interfaces que a malha tera.

Coordenadas das Interfaces X, Y — Coordenadas das interfaces em relagdo a seus eixos.
Divisdes X, Y — Numero de subdivisSes entre duas interface.

Niimero de Boxes ¢ Coordenadas — Permite que especifiquemos regides dentro da malha

que atuarfio como interfaces que nfo podem ser alteradas pelo programa através da troca de

diagonais, por exemplo.

758 150
2000 200

G0 200

0 080 400

000 400
0000 100 1.

300 1000 000 050

Figura B.5 — Dialogo para edicfio das gaussianas.
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Esta caixa ainda permite que salvemos estes dados com outros nomes (Save As),

caso isto seja preciso, além de contar com uma pequena ajuda para o usurio inexperiente,
através do botdo Help.

Conforme dito anteriormente, é possivel alterar o formato das Gaussianas de dentro
do programa. Atraves deste didlogo, Figura B.5, podemos fazer isto alterando amplitude
(Amp.), Posigdo central (X, ) e raio de decaimento (DX, DY) nas fungdes gaussianas.
Quando lidamos com interfaces internas curvas ou elipticas, a mudanga ¢ feita através dos
raios (Rx, Ry), afastamanto no eixo x (Xco), Amplitude (4mp.) e raio de decaimento (D).

Figura B.6 — Menu Window e seus componentes.

O menu Window, visto na Figura B.6, permite alteragBes na apresentagdo das
janelas fazendo com elas preencham totalmente a 4rea da janela principal (Size to Fir),

aparegam lado a lado (7ile) ou em cascata (Cascade). Possui ainda uma relagio de todas

janelas abertas até 0 momento.

Figura B.7 — Menu Mes# e seus componentes.

O menu Mesh, visto na Figura B.7, permite iniciar o processo de refinamento

(Calculate) ¢ fazer a apresentagiio (Display) da malha. Possui ainda recursos de Zoom o
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que ¢ muito util durante a visualizagdo, pois permite vermos regides pequenas da malha
aonde podem estar ocorrendo concentragdes de elementos. A selecfio da regido a ser
aproximada ¢ feita através do ‘mouse’, clicando-se em um ponto inicial, arrastando-se o
mouse até a posigdo final e clicando-se novamente, o que define uma regido retangular que

ser4 ampliada para preencher a drea de trabalho.

Figura B.8 — Menu Help e seus componentes.

Finalmente, através do menu Help obtemos informagdes sobre a barra de menus ¢

suas fungdes e um pequeno didlogo contendo informagdes sobre versdo do programa, etc.

Para a visualizagio de estruturas tridimensionais superficiais, a estrutura ¢
apresentagiio do programa séo basicamente as mesmas. A unica mudanca significante € a
introdug@io de um novo item no menu Mesh denominado Rotate, mostrado na Figura B.9,
que nos possibilita acesso a um controle de rotagdo tridimensional da estrutura mostrada na

tela.

Figura B.9 — Didlogo de rotagio da estrutura.
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Para o programa de refinamento tridimensional volumétrico, incluimos ainda um
novo item (View Element) que nos permite visualizar um determinado elemento, em
vermelho na Figura B.10, e seus elementos vizinhos, em azul. Ele nos permite ainda
rotacionar o elemento em torno do eixo z até acharmos a posigdo na qual o elemento é

melhor apresentado.

diow | lemet

Figura B.10 — Dialogo para visualizagio de um determinado elemento, ¢ um exemplo da

apresentagdo do elemento.
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