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Resumo

Neste trabalho apresentamos um procedimento para a determinacao de aplicagdes ca-
sadas isométricas entre os espacos métricos de Lee e de Hamming. Este procedimento
faz uso dos conceitos de particionamento de conjuntos e representacdo modular. A par-
tir destas aplicacoes isométricas, apresentamos uma proposta de construgao de cédigos
Z.w-pseudolineares através dos cddigos ciclicos provenientes da extensdo de Galois de

dimensao r sobre anéis locais.

Abstract

In this research we present a technique to determine matched isometric applications
between Lee and Hamming metric spaces. This procedure is based on the concepts of
set partitioning and modular representation. Once these applications are known, we
show the construction of Zi-pseudolinear codes using cyclic codes which lie in a Galois

extension of dimension r over local rings.
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Capitulo 1
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1.1 Historico

A Z,-linearidade proposta por Hammons et al. em [19] foi um marco na teoria da codi-
ficagdo, transformando completamente o estudo dos cédigos ciclicos. Podemos definir a
Z4-linearidade como uma técnica eficiente de construgdo de cédigos bindrios ndo-lineares
com uma particularidade: estes cddigos bindrios ndo lineares sao tratados como imagens
binarias de cédigos lineares ciclicos estendidos sobre Z;. Esta caracteristica faz com que
a complexidade dos processos de decodificacio dos codigos ndo lineares seja significati-
vamente reduzida.

Outra caracteristica importante dos cddigos Zs-lineares é o fato de serem c¢odigos
geometricamente uniformes, ou seja, sAo gerados por cédigos de grupo sobre um grupo
de simetrias. O conceito de uniformidade geométrica foi introduzido por Forney em [13]
e passou a ser uma constante dentre as caracteristicas buscadas na construcao de “bons”
cédigos.

Portanto, podemos dizer que a Zg-linearidade em muito contribuiu para a insercao
dos cédigos nao lineares no contexto da transmissio da informacio, bem como no estudo
das caracteristicas lineares inerentes a tais c¢ddigos. Assim, passou a ser possivel unir as

principais vantagens de duas classes de cddigos: a estrutura algébrica bem definida dos



1. Introdugao

codigos lineares e a possibilidade de encontrarmos cédigos ndo lineares com distdncias de
Hamming minimas superiores a dos correspondentes cédigos lineares.

Com relagio a insercéo dos cddigos ndo lineares no processo de transmissio da in-
formagdo, Gerdnimo et al. em [18] mostraram a nao existéncia de cidigos Zqr-lineares
(k > 2), independentemente da métrica utilizada em Z,x, pois o grupo de simetrias de
Z5 ndo possui um subgrupo de ordem 2¢ cuja aciio seja fortemente transitiva sobre Z%.
Isto €, ndo é possivel encontrar uma aplica¢do bijetora my : Zyx — ZE, tal que os espacos
métricos de Lee (Zyx,d) e de Hamming (Z, dy) sejam isométricos.

Assim, passou-se a buscar aplicagGes que satisfizessem esses critérios e nessa direcéo,
em [26], Palazzo et al. mostraram que se a aplicagio for injetora, é possivel obter o
casamento e a isometria entre 0s espagos métricos considerados. Surge entdo uma nova
classe de codigos: os cédigos Zae-pseudolineares.

E neste contexto que se insere o presente trabalho.

1.2 Apresentacao do Problema

Diante da impossibilidade de se determinar c¢6digos Zos-lineares (k > 2), voltamos nossa
atencao para os codigos Zos-pseudolineares.

A pergunta que se faz agora é a seguinte: para quais aplicacdes injetoras as pro-
priedades de casamento e isometria entre os espagos métricos de Lee e de Hamming sio
satisfeitas?

A principal motivacao por tras desta pergunta ¢ a de estabelecer novas classes de
codigos binarios néo lineares que sejam melhores, em termos de distancia de Hamming
minima, do que os correspondentes cédigos lineares.

Carlet em [11] propés uma generalizagio do mapeamento Gray através de fungdes
Booleanas para construgdo de cddigos bindrios ndo lineares a partir de cédigos sobre Zox.
Contudo, seu trabalho mostra que, para k > 3, o procedimento adotado passa a nio

pte . - P - ' ~ gkml . P
ser valido, ou seja, nao € possivel encontrar uma aplicacdo my, : Zox — Z2 isométrica
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1.3. Descricao do Trabalho

para k£ > 3 através de uma generalizagdo do mapeamento Gray. Nosso objetivo, o qual
é atingido, ¢ mostrar ser possivel encontrar tais aplicacbes para qualquer valor de k,
porém através de outro método, utilizando os conceitos de particionamento de conjuntos
e representacdo modular. Embora nossos resultados possam ser estendidos para qualquer
valor de k, trabalhamos com valores de & no intervalo 2 < k < 6 para efeito de célculos
computacionais.

Determinadas as aplicagOes casadas isométricas, desejamos entdo construir codigos
Zae-pseudolineares atravées dos cédigos ciclicos BCH provenientes da extensao de Galois

de dimensio r sobre Z,:, em busca de novas classes de cédigos bindrios néo lineares.

1.3 Descricao do Trabalho

Esta dissertacao encontra-se dividida em cinco capitulos. Os préximos quatro capitulos

se encontram organizados da seguinte forma:

Capitulo 2: Fazemos uma breve revisdo dos principais conceitos relacionados a dlgebra

e codigos, nos quais se fundamenta o restante do trabalho;

Capitulo 3: Apresentamos um procedimento sistematico para determinagdo das apli-
cacbes casadas isométricas entre os espacos de Lee (Zor,dp) e de Hamming
(Z%kvl, dH) , explicitando-as para 2 < k < 6. Descrevemos também os conceitos de
representacao modular e particionamento de conjuntos utilizados na determinacio

dessas aplicagoes;

Capitulo 4: Baseados nas aplicacdes isométricas determinadas no Capitulo 3, apresen-
tamos uma proposta para a construcao de cédigos Zor-pseudolineares através dos
cédigos ciclicos provenientes da extensio de Galois de dimensio r sobre anéis de

inteiros modulo g = 2F;

Capitulo 5: Apresentamos as conclusdes e contribui¢tes do trabalho, além de sugerir

topicos para pesquisas futuras.



Capitulo 2

Algebra e Cédigos

2.1 Introducao

Neste capitulo, apresentamos alguns dos principais conceitos de dlgebra e cddigos que,
embora elementares, sio fundamentais para a compreensao do restante do presente tra-

balho. Estes conceitos podem ser encontrados em [14].

A Segdo 2.2 apresenta as principais defini¢des e propriedades das estruturas de grupo,
anel e corpo, assim como alguns dos exemplos mais ilustrativos destas. Estas estruturas
sao funadamentais na teoria de cddigos corretores de erro, pois facilitam os processos de
codificacio, decodificagac e andlise de desempenho destes. Na Seciio 2.3, definimos os
espagos métricos de Hamming e de Lee, sobre os quais se desenvolve o restante do traba-
lho. E também introduzido o importante conceito de isometria. J4 na Secao 2.4, revemos
os conceitos relacionados a cddigos de bloco e suas principais caracteristicas. Fazemos
também uma breve introdugao aos conjuntos de sinais casados a grupos, propostos por
Loeliger em [23], e aos codigos geometricamente uniformes, descritos por Forney em [13].
Este conceitos sao importantes para o entendimento do Capitulo 3. Finalmente, na Sec¢do

2.5 apresentamos as conclusoes.



2, Afgebra e Cddigos

2.2 Estruturas Algébricas

2.2.1 Grupos

Definigdo 2.2.1 Uma operagdo bindria * sobre um conjunto S é uma regra que

associa a cada par ordenado (a,b) de elementos de S algum elemento de S.

Essa necessidade de que o elemento esteja também em S é conhecida como condicéo
de fechamento. Assim, exigimos que S seja fechado sob uma operacio bindria em S.

Note que apenas um tnico elemento é associado a cada par ordenado de S.

Exemplo 2.2.1 4 adi¢do usual + € uma operacio bindria sobre o conjunto R. A mulii-
plicagdo - € uma ouira operagdo bindria sobre R. Qbserve que poderiamos ter substituido
R por qualquer outro conjunto dentre C, Z, R* ou Z7. Por outro lado, o adicdo ndo
€ uma operagdo bindria sobre o conjunto R* de numeros reais diferentes de zero porque

2+ (—2) ndo estd no conjunto R*; ou seja, R* ndo ¢ fechado sob +.

Observe ainda que exigimos que uma operagdo bindria sobre um conjunto S seja

definida para todo par ordenado {a, b) de elementos de S.

Definicao 2.2.2 Uma operagio bindria num conjunte S é comutativa se axb=b=a

para todo a,b € 5.

Definicao 2.2.3 Uma operagdo bindria num conjunte S ¢é associativa se

(axb)*x¢c=a=*(bxc) para todo a,b,c € 5.

Definigao 2.2.4 Um grupo (G, *) € um conjunto ndo vazio G com wma operacéo bindria

w sobre GG, tal que os sequintes axiomas sdo satisfeitos:
1. A operacao bindria = é associativa;

2. Hd um elemento e em G tal que exx = xxe =z para todo x € G. (Esse elemento

e € 0 elemento identidade para = sobre G);

6



2.2. Estruturas Algébricas

8. Para cada a em G, existe um elemento a™' em G com a propriedade que
e lsxa = axa’ = e (0 elemento a! ¢ 0 elemento inverso de a com

relagdo & operacdo #).
Teorema 2.2.1 O elemento identidade de um grupo G € dnico.
Teorema 2.2.2 O inverso de cada elernento pertencente a um grupo G € unico.

Definicao 2.2.5 Um grupo G € abeliano (ou comutativo) se sua operagio bindria *

for comutativa.

Observacao 2.2.1 Faz-se pertinente uma observacdo com relagdo & notacdo utilizada:
ao longo do trabalho, utilizaremos o simbolo G ao invés de (G, *) para denotar um grupo
por razdes de conveniéncia. Contude, deve-se ter em mente que, para termos de fato um

grupo, uma operagdo bindria em G deve ser definida apropriadamente.

Seguem exemplos de conjuntos com operacdes bindrias que formam grupos e de outros

que nao formam grupos.

Exemplo 2.2.2 O conjunto Z7 sob a operagio + ndo é um grupo. Néo hd elemento

identidade para + em Z7.

Exemplo 2.2.3 O conjunto Z sob a operacio + é um grupo. Todas condicées da defi-

nicdo de um grupo sdo satisfeitas. Este grupo € abeliano.

Uma classe de grupos bastante usada em cddigos corretores de erro sio os grupos Zn,

ou seja, os inteiros sob adi¢do mdédulo n.

Definicao 2.2.6 Seja n um inteiro positive e sejam b e k inteiros quaisquer. O resto r
guando h + k € dividido por n segundo o algoritmo da diviséo de Euclides é ¢ soma de

h e k médulo n. Assum, temos que Z,, = {0,1,2,---,n— 1}

Analogamente, podemos definir produto de s e ¢t médulo n como sendo o resto da

divisio de (s -f) por n.



2. Algebra e Cddigos

Teorema 2.2.3 O conjunto Z, € um grupo sob a operagcio adicdo mddulo n.

Defini¢do 2.2.7 Se G é um grupo finito, entdo a ordem de G, |G|, é o nimero de

elementos de .

Definicao 2.2.8 Se um subconjunto H de um grupo G € fechado sob a operacio bindria
sobre G'e se H € um grupo sob esta operacdo bindria, entdo H ¢ um subgrupo de G.

Escrevemos H < (.
Exemplo 2.2.4 (Z,+) < (R, +), porém (Q7, +) ndo ¢ subgrupo de (R, +).

Exemplo 2.2.5 Todo grupo G tem como subgrupos o préprio G e {e}, onde ¢ € o ele-

mento identidade em &.

Definicao 2.2.9 Se G € um grupo, entdo o subgrupo consistindo do prdprio G é o sub-
grupo improprio de G. Todos os demais subgrupos sdo subgrupos préprios. O

subgrupo {e} € o subgrupo trivial de G. Todos os outros subgrupos sdo ndo-triviais.
Exemplo 2.2.6 (QF,-) ¢ um subgrupo préprio de (R¥, )

Definicao 2.2.10 Um subgrupo H de um grupo G € dito normal se uma das condicées

equivalentes abaizo € vdlida:
1. gH = Hg para todo g € G,
2 g 'Hg=H paratodo g € G;
3. g7'Hg < H para todo g € G

4. g'hg€ H paratodoge G ehe H.

Exemplo 2.2.7 Todos os subgrupos de grupos abelianos sdo normais.



2.2. Estruturas Algébricas

Teorema 2.2.4 Seja G wm grupo e seja a € G. Entao
H={ad"|nelZ}

€ umn subgrupo de G e € o menor subgrupo de G que contém a, ou seja, qualguer outro

subgrupo que contém a contém também H .

Definicao 2.2.11 O grupo H do Teorema 2.2.4 € o subgrupo ciclico de G gerado

por a, € 0 denotamoes por {a).

Definicao 2.2.12 Um elemento a de um grupo G gera G ¢ é um gerador de G se

{a) = G. Um grupo G € ciclico se hd algum elemento a em G que gera G.
Exemplo 2.2.8 O grupo Z sob adi¢do € um grupo ciclico cujos geradores sGo 1 e —1.

Definigao 2.2.13 Uma relagdo ~ sobre um conjunio S que satisfaz as sequintes pro-

priedades pare todo a,b,c € S,
I ga~a
2. Sea~b, entdo b~ a;
3. Sea~bebr~c entioa~c,

€ uma relacdo de egquivaléneia sobre S. Cade célule @ da particdo dada por uma

relagdo de equivaléncia é uma classe de equivaléncia.

Exemplo 2.2.9 Zg € ciclico ¢ 1,3,5 e 7 sdo seus geradores, ou seja,
(D=3 =03)=(T) =1L
Definicao 2.2.14 Sejo H um subgrupo de um grupo G. O subconjunto de G

eH = {ah | he H}

9



2. Algebra e Cédigos

¢ a classe lateral ¢ esquerda de H contendo a. Analogamente,
Ha={ha|he H}

é a classe lateral a direita de H contendo a.

Teorema 2.2.5 (Teorema de Lagrange) Seja H um subgrupo de um grupo finito G.

Entdo a ordem de H € um divisor da ordem de G, ou seja,

\H | - (nidmero de classes laterais de G com relagde a H) = |G].

Coroldrio 2.2.1 Todo grupo cuja ordem € um nidmero primo é ciclico.

Teorema 2.2.6 A ordem de qualquer elemento de um grupo finito divide a ordem do

grupo.

Teorema 2.2.7 Seja H um subgrupo de um grupo G. Entdo a multiplicacdo de clusses

laterais o esquerda € definida como

(aH) (bH) = (ab) H,

se, e somente se, H € normal em G.

Definigao 2.2.15 Seja H um subgrupo normal de G. Entdo, o conjunto das classes late-
rais de H formam wum grupe, denotado por G/H, sob a operacio bindria

(aH){bH) = (ab) H. O grupo G/H € chamado grupo quociente de G mddulo H.

Exemplo 2.2.10 Como Z € um grupo abeliano, nZ € wm subgrupo normal. Logo, temos

o grupo quociente Z/nZ = Z,,.

Definicao 2.2.16 A ordem n de um elemento a pertencente a um grupo G € o menor

inteiro positivo tal que a” = e, onde e € a identidade do grupo.

10



2.2. Estruturas Algébricas

Definig¢ao 2.2.17 Uma permutacao de um conjunto S ¢€ uma funcdo bijetora de S

em S. Em outras palavras, uma permutacdo de S € uma fung¢do um a um de S sobre S.

Definigdo 2.2.18 Sejo S o conjunto finito {1,2,---,n}. O grupo de todas as permu-

tagdes de S € o grupo simétrico sobre n letras, e € denotado por S,.

Exemplo 2.2.11 Considere o conjunto {1,2,3,4}. Um elemento de S; € dado por:

1 2 3 4
4 3 1 2

Exemplo 2.2.12 O grupo diedral D, € o grupe de simetrias de um n-dgono.

Definicdo 2.2.19 O subgrupo de S, gque consiste das permutacdes pares de n elementos

é chamado grupo alternante A,,.

Definicdo 2.2.20 Considere dois grupos quaisquer G e G' e a fungdo {ov mapeamento)

¢ G- G'. Dizemos que ¢ € um homomorfismo de G em G’ se

¢ (ab) = ¢ (a} o (b)
para todo a, b € G. (Note que o produto ab ocorre em G, enquanto gue o produto ¢ {a) ¢ (b)

ocorre em G').

Definicao 2.2.21 Um isomorfismo de G em G' é um homomorfismo onde a funcdo

¢ G — G é byetora. Dizemos que G e G’ sdo isomorfos e escrevemos G = G'.

Chamamos de automeorfismo um isomorfismo de G em G e escrevemos Aut (G).

2.2.2 Anéis

Definicao 2.2.22 Um anel (R, +,-) € um conjunto R juntamente com duas operagbes
bindrias + e - definidas sobre R, as quais chamamos de adicdo e multiplicacdo, tal que

0s sequintes ariomas sao satisfeitos:
11
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2. Algebra e Cddigos

1. {R,+}) € um grupo abeliano;
2. A operagao de multiplicacio € associativa;

3. Para todo a,b,c € R, € vilida a lei distributiva ¢ esquerda, a{b+ c) = (ab} + (ac),
e 4 direita, (a +b)ec = (ac) + (be).

Exemplo 2.2.13 Sao exemplos de anéis: (Z,+,-), (Q,+,-}, (R, +,"), (T, +,) € o con-
Junto dos polinomios da forma ag + a1z + ax® + ... + a,2" na varidvel z e coeficientes

inteiros, com as operagées de adicdo e multiplicagdo de polinémios.
Exemplo 2.2.14 Z, € um anel sob as operagbes de adicdo e multiplicacdo mddulo n.

Observagao 2.2.2 Novamente aqui fazemos wna observacdo com relagdo o notacdo uti-
lizada, como feito anteriormente para grupos: ao utilizarmos o simbolo R para represen-
tar um anel, consideramos que estdo implicitus as definicdes das operagdes de adicdo e

multiplicacdo sobre o mesmo.

Definigao 2.2.23 Dizemos que @ € um subanel de um anel R se Q C R e Q também

forma um anel sob as operacdes + e -, herdadas de R.

Defini¢ao 2.2.24 Sejam R ¢ R anéis. Uma funcdo (mapeamento) ¢ : R — R ¢é um

homomorfismo se as condigées abaizo sdo satisfeitas, para a,b € R:
1. ¢(a+b) =¢(a) + ¢ (b);
2. ¢(ab) = ¢ (a) @ (b).

Definicao 2.2.25 Um isomorfismo de R em R’ é um homomorfismo ¢ : R — R’

bijetor. Dizemos entdo que R e R' sd@o isomorfos.

Definicao 2.2.26 Um anel no qual a multiplicacdo é comutativa é chamado anel co-
mutativo. Um anel R com identidade multiplicativa igual a 1, tal que l -2 =z-1 =1z
para todo T € R € um anel com wunidade. A identidade multiplicativa num anel é

denominade unidade.

12
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Teorema 2.2.8 Se R € um enel com unidade, entdo esta unidade 1 é a dnica identidade

maultiplicativa do anel.

Definicio 2.2.27 Um subanel Q de wrn anel R é um ideal & direita (ou & esquerda)

em R se Qb C @Q (bQ C Q) para todo b € R. Se ) é simultanearnente um ideal & direita

e & esquerda em R, dizemos que Q € um ideal em R.

Seja R um anel, @ um ideal em R e x um elemento em R. Assim, ¢ define uma

relacdo de equivaléncia em R, dada por:

g~z -2 Q.

Estas classes de equivaléncias sdo os conjuntos:

T=z+Q={z+q|geQ}

e sio chamadas classes laterais aditivas de () em R. Todo elemento em R estd con-
tido em exatamente uma classe lateral #. Denotamos o conjunto de todas essas classes

laterais por R/(2. A partir das operagdes de adi¢do e multiplicacdo em R, definimos duas

operacoes em R/ da seguinte forma:

T+7=(+Q+w+Q)=z+y=(@+y) +@&

Ty=@+Q)-y+Q) =T y=z-y+0C

Estas operacdes sdo, respectivamente, a adicio e a multiplicacfio em R/Q. E possivel
mostrar que R/ é um anel sob as operagdes acima, chamado anel quociente de R

mdédulo @ e denotado por Rg.

13
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Exemplo 2.2.15 O conjunto Z,, n > 2, pode ser visto como um anel guociente de T
mddulo nZ, ou seja, Z/nZ, pois nZ € um ideal em Z. Assim, 0,1,---,n—1 denotam as

classes laterais:

O0=nZ, 1=1+ nZ,

o, o nm—l=n-—1+nZ

que tém estrutura de anel sob adicdo e multiplicacdo de classes laterais e que particionam

Z.

Definicao 2.2.28 Se a e b sdo elementos ndo nulos de um anel R tais que ab = 0 ou

ba = 0, entdo a e b sdo divisores de zero.
Exemplo 2.2.16 Em Zs os elementos 2 e 4 sdo divisores de zero.

Definicao 2.2.29 Sejo R wm onel com unidade. Um elemento a em R é uma uni-

dade inversivel [“unit” em inglés) em R se eziste um elemento a=' € R tal que

a-a”'=a"t-a=1. Ouseja, a € inversivel se posssui inverso maultiplicativo em R.

Exemplo 2.2.17 Os dnicos elementos inversiveis em 7 sGo 1 e —1.

Definicao 2.2.30 Anel de divis@o é um anel com unidade no qual todo elemento néo

nulo € itnversivel.

Definicao 2.2.31 Seja R uwm anel. Um R-mddulo consiste de um grupo abeliano G
e uma operagdo de multiplica¢do de cada elemento de G por todo elemento de R pela

esquerda, tais que para todo a, B € G er, s € R, as sequintes condicoes sdo satisfeitas:
1. (ra) € G;
2. r{a+ B)=ra+r3;
3. (r-+s)o=ruo+ sa;
4. (rs)a =1 (sa).

14
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2.2.3 Corpos

Definicao 2.2.32 Um corpo F € um anel de divisdo comutativo.

Portanto, dizemos que F é um corpo sob as operagoes bindrias + e - se, e somente
se, F' constitui um grupo abeliano sob estas operacdes e, para a operacao -, é valida a lei
distributiva. Assim, podemos dizer que um corpo apresenta no minimo dois elementos:
as identidades das operagdes + e -. O nitmero de elementos num corpo é a ordem do

mesmo e um corpo onde este nimero é finito é chamado corpo finito.

Exemplo 2.2.18 Sido exemplos de corpos: o conjunto dos numeros racionais e dos
nimeres reais sob adicdo e multiplicacdo usuais e o conjunto Z, = {0,1,2,---,p— 1}

pare p primo sob adigdo e multiplicacdo madulo p.

Exemplo 2.2.19 O conjunio dos nimeros inteiros ndo forma um corpo sob as operagdes

de adigdo e multiplicagdo usuais.

Definicao 2.2.33 Um subcorpo é umn subconjunto de um corpo que tem estrutura de

corpo sob as operagdes herdadas do mesmo.

Estamos interessados principalmente em corpos finitos, pois estes sao usados na maio-
ria das construcoes dos cddigos conhecidos. Estes corpos sdo também conhecidos como
corpos algébricos de Galois ou corpos de Galois e sdo denotados por GF (g) ou F,
onde ¢ > 2 é o nimero de elementos do corpo.

Descrevemos a seguir uma série de propriedades sobre F iitels para se construir corpos
contendo F, como um subcorpo e que servem de fundamentagio para a teoria da Secdo

4.3.

Definicao 2.2.34 Um polinémio de grau n — 1 sobre um corpo F, ¢ escrito como:

P(2) = Pue1d™ N+ Pra® Ry py,

onde x é uma varidvel e 0s coeficientes p;, 0 <i<n—1,1 € Z, sic elementos de .
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Defini¢do 2.2.35 Um polinémio ménico € aquele cujo coeficiente lider (coeficiente

da varidvel de maior expoente) pn._1 € igual a 1, a identidade multiplicativa de F,.

Sabemos que o conjunto de todos os polindmios sobre GF (g) forma um anel sob

as operagGes usuais de soma e multiplicacdo de polindmios. Este anel é denotado por

GF (q) [z] ou F,[z].

Definigio 2.2.36 Um elemento 3 € F, ¢ uma raiz ou zero do polinémio p(z) € F, [z]

sep(B) = 0.

Teorema 2.2.9 Se G € um subgrupo multiplicative do grupo {F*,-) de elementos ndo

nulos de urn corpo F', entio G é ciclico.

Corolario 2.2.2 O grupe multiplicativo de todos elementos néo nulos de um corpo finito

sob a operagdo multiplicagdo deste corpo é ciclico.

Corolario 2.2.3 Uma extensio (corpo de extensio) E de grau r de um corpo finito F,

€ o conjunto dos polinémios sobre F,, mddulo um polinémio irredutivel de grau r.

Teorema 2.2.10 Considere uma extensdo finita de grau v sobre o corpo F,. Entdo esta

ertensao tem g7 elementos.
Teorema 2.2.11 Todos o0s corpos de ordem p* sdo isomorfos.

Assim, para dois corpos de ordem p*, F} e Fy, existe uma bijeciao entre Fy e Fy que

preserva as operagoes de adicdo e multiplicacio.

Definigdo 2.2.37 Drizemos que um polinémio p (z) sobre F, é primo se ele for ménico

e iwrredutivel sobre F,.

Teorema 2.2.12 O anel de polindmios mddulo um polindémio p (x) sobre F, é um corpo

se, e somente se, pl{x) € um polinémio primo.
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Definicao 2.2.38 Um gerador do grupo multiplicativo de F, é denominado um elemen-

to primitivo de Fy.
Coroldrio 2.2.4 Todo corpo finito F' contém um elemento primitivo.

Uma consequéncia imediata do Coroladrio 2.2.4 é a de que todo corpo de Galois contém
um elemento 3, tal que todo elemento pertencente ao grupo multiplicativo do corpo finito

pode ser expresso como uma poténcia de 3.
Os proximos teoremas se referem a existéncia e unicidade dos chamados polinémios

minimais.

Definigdo 2.2.39 Seja GF (¢') um corpo finito e GF () um subcorpe de GF (¢'). Seja
3e GF{¢). O polinémio primo p(z) de menor grau sobre GF (g}, tal que p{3) =0, €

chamado polinémio minimal de 3 sobre GF (q).

Teorema 2.2.13 Considere os corpos GF (¢') e GF (q) como definidos acima. Cada
elemente 3 de GF (q') tem um dnico polindmic minimal sobre GF (g). Mais do que 1sso,
se 3 tem plz) como seu polindmio minimal e um polindrio g (z) tem 8 como um zero,

entdo p (z) divide g(x).

2.3 Espacos Métricos

Definigao 2.3.1 [16] Sejam M um conjunto nio vazio de ordemned : M x M — R

wma funcéo que satisfaz as seguintes condicdes:
1 diz,z)=0;
2. r#y=d{z,y) > 0;
9. d(z,y) = d(y,2);

4. d(z,2) < d(z,y) +dly,2),
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para quassquer .Y,z € M. Dizemos entdo que d ¢ uma métrica e o par (M,d) é um

espa¢o méetrico.

Neste trabalho estamos interessados principalmente no conjunto dos nimeros inteiros
mddulo ¢ (g primo ou poténcia de primo)}, ou Z,. Portanto, de agora em diante passamos
a considerar o conjunto M como Z,, lembrando porém que a teoria aqui apresentada é

valida para qualquer conjunto ndo vazio M.

Definicao 2.3.2 Chamamos de espaco métrico de Hamming ao par (Zg,dy), onde

dy € uma métrica definida sobre o conjunto Z,, dada por:

dy (z,y) = wg (z © y), z, Y € Ly, (2.1)

onde © denota a subtragdo mddulo g e o peso de Hamming, wy, € dado por:

0, se z=10

1, se 2#0

wg{T) =

obedecendo as quatro condigdes da definigdo de espaco métrico. A métrica dy € conhecida

como distancia de Hamming.

Um espago métrico bastante conveniente para uso em codificacio e modulacdo sobre

o conjunto Z, € o espago de Lee. Assim, temos a seguinte definicio:

Definicao 2.3.3 O espago méirico de Lee é denotado por (Z,,dy), onde dy é uma

métrica, denominada disténcia de Lee e definida sobre o conjunto Z,, dada por:
de{z,y) =wy(z©y), 3,y€L, (2.2)

onde & denota a subtragdo modulo q e o peso de Lee, wy, € dado por:

T, s T =
wi(z) = ii
L

BHES boby

J .
qg—T, s > J
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E fdcil perceber que o espaco de Lee assim definido satisfaz as quatro condicées da

definicdo de espaco métrico.

Lema 2.3.1 [16] O peso de Lee, wy, satisfaz as seguintes propriedades:

L wp(z) =0 =0, Vz € Zg;
2. wr (&z) = wg (z), Yo € Ly
S wr{z®y) < wp(z)+wr(y), Vi, y € Zy.

As métricas de Lee e de Hamming podem ser facilmente estendidas para n dimensoes
utilizando-se a métrica da soma. Considere o conjunto Zj, produto direto do conjunto

Z,. Podemos entao escrever:

d(za.y_)__mzd’(xt:yi)* V}_Cm(xlz'yxn)a}::(yla,yn)ezga (23)

gz

onde d representa tanto a distancia de Hamming quanto a de Lee.

2.3.1 Isometrias
Definicao 2.3.4 [16] Sejam (M, d)) e (M, dy) espagos métricos. Uma aeplicagdo
u: M, = Ms é denominade uma tmersdo tsométrica quando

do (’U,($),’U,(y)) =d; (x)y)v VCC,’QE f"41-

Desta igualdade seque que u € injetora. Se u for sobrejetora, dizemos que u € uma

isometria de M, em M,.

Portanto, podemos dizer que uma isometria € uma transformacac de um espago

métrico que preserva as distancias.
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Definicao 2.3.5 [16] Seja N um congunto, (M, d) um espaco métrico e u: N — M uma

aplicacao injetiva. Definimos entdo a aplicacdo
dy N XN R
onde

du (z,y) = d {u(z),u(y)), Vz,yeN.

A fungdo d,, € uma métrica no conjunto N denominada métrica induzida pela funcdo

u. Esta € a inico métrica em N que torna a funcdo v uma imersdo isométrica.

Proposigao 2.3.1 [16] Sejam u: My — M, wma imersdo isométrica do espaco métrico

(My,dy) no espago métrico (Mo, ds) e (Mg, ds) um outro espagco métrico. Temos entdo:
e u ¢ injetora;
e Seu é uma isometria, entdo u”t : My — My € também uma isometrio;

o Sev: My — My € uma isometria de (My, ds) em (Ms, ds), entdo vou : My — Ms

& uma tsometria.

Ista proposi¢do mostra que o conjunto das isometrias u : M — M de um espaco
métrico (M, d}, sob a operacdo de composicio de funcdes, forma um grupo denominado

grupo de simetrias de M, denotado por I' (M). Assim, considere a seguinte definic3o:
Defini¢do 2.3.6 Simetria é uma isometria u que, quando aplicada ao grupo de sime-
trias I de uma figura, mantém este grupo invariante, ou seja,

w(l)=T.

Isometrias no Espac¢o Euclidiano n-dimensional

No espaco Euclidiano de dimensdo n, representado por R®, a métrica utilizada é a

distancia Euclidiana, cuja forma quadratica é dada por:
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2.3. Espacos Métricos

&y =llx -y, xyeR,

onde 0 quadrado da norma, |x|%, é o produto interno (x,x) = x'x

Podemos entao definir o que vern a ser uma isometria neste espago da seguinte forma:

Definicao 2.3.7 [13] Uma isometria u no espago Buclidiano n-dimensional € uma trans-
formacao

uw: R* — R",

que preserva as distancias Euclidianas,

2 2 n
lu(@-uv@l” = llz—ul’, syeR,
onde u (z) e u(y) sdo as imagens de T e y sob a transformagdo u.

Os principais exemplos de classes de isometrias no espago Euclidiano sdo as trans-
lacdes e as transformagdes ortogonais (rotagao pura, rotacdo imprépria e reflexdo pura),
mostradas em [13]. Podemos dizer que, a menos de translagio, toda isometria de R ¢é

determinada por uma matriz ortogonal, ou seja, toda isometria é da forma:
u(x) =x, + Ax,

onde x, € B" e AAT = [, I matriz identidade.

Isometrias no Espa¢o de Hamming n-dimensional

No espaco de Hamming n-dimensional, utilizamos a métrica zero-um, ou métrica de
Hamming dy, definida em (2.3). Esta distancia é simplesmente o nimero em que as

coordenadas das n-uplas diferem. .
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2. Algebra e Cddigos

Um importante resultado sobre o grupo de simetrias deste espaco, demonstrado em

[16], é apresentado abaixo. Antes, porém, considere a seguinte definicdo:

Definicdao 2.3.8 [16] Sejam (G, *1) e (G, %) grupos e ¢ : G2 — Aut (G1) um homo-
morfismo. O produto semi-direto de G, e G, com relacdo a 0, denotado por
Gy %, G2, € o0 grupo formado pelos pares (a;,ay), tais que a1 € Gy, as € Gy e cuja

operacdo é definida por:
(@1,82) Xy (b, b2) = (a1 %1 ¢ (az) (1) , a5 %2 ba) .

Teorema 2.3.1 O grupo de simetrias do espagco de Hamming n-dimensional (Z%,dg),
I'(Z%), € dado por
I (Z3) =73 x, S,

onde X, denota o produto semi-direto e S, € o grupo das permutagées de n elementos.

Isometrias no Espaco de Lee n-dimensional

Analogamente ao espago de Hamming n-dimensional, no espaco de Lee de dimensio n a
métrica utilizada é a distincia de Lee definida em (2.3).

Uma importante classe de isometrias no espago de Lee é formada pelas translacdes e
reflexdes em Zy, definidas em [16]. No caso unidimensional, temos a seguinte definicio

para o grupo de simetrias do espago métrico de Lee:

Definicdo 2.3.9 [16] Para q¢ > 2, o grupo de simetrias de (Zg,dr) ¢ isomorfo &
Zg Xy Ly = 1y, onde B, € o grupo diedral com 2q elementos formado pelas simetrias

de um poligono regular de g lados.

2.4 Codigos

Definigdo 2.4.1 Um cdédigo C sobre um conjunto A é qualquer subconjunto ndo vazio

do espago de sequéncias A, onde A € chamado alfabeto do cédigo e I € o conjunto de
]
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indices das sequéncias ¢ = {¢; | i € I'}. Chamamos de palavra-cddigo os elementos,

ou sitmbolos , no alfabeto A que compdem o cédigo C.

Neste trabalho estamos interessados em alfabetos finitos. Quando isto acontece e,
além disto, o conjunto de indices é finito (por exemplo de tamanho n), dizemos que o
cédigo € um cdédigo de bloco de comprimento n, ou seja, suas palavras-cddigo possuem

comprimento n. Assim, temos a seguinte definicio:

Definicdo 2.4.2 Um cdodigo de bloco C de comprimentio n sobre um alfabeto A é

gualquer subconjunto do conjunto A" das sequéncias c = {¢; | 1 <1 < n}.

Um cédigo de bloco é caracterizado por trés pardmetros principais: seu comprimento,

sua dimensao e sua distdncia minima. A seguir temos a defini¢ao destes dois Gltimos.

Definigdo 2.4.3 A dimensdao de um cddigo C € dada por
k= log 4 IC],

onde |-| € a cardinalidade do conjunto.

Definicao 2.4.4 A distdncia minima de um cddigo de bloco C ¢é definida como:

Arin (C) = min d{z,y).

x,yel, Ty

A distdncia d utilizada na caracterizagdo do cédigo depende da métrica utilizada
no alfabeto em questdo. Nos préximos capitulos, estaremos utilizando as métricas de
Hamming e de Lee, definidas em (2.1) e (2.2), respectivamente.

Assim, representamos um cédigo de bloco pela terna ordenada (n, k, dmin). Quando

a métrica utilizada é a de Hamming, é valido o seguinte teoremas:

Teorema 2.4.1 FPara qualquer cddigo de bloco (n, k, dyi,), vale a sequinte desigualdade:

d<n—k+1.
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Um outro parametro muito importante na caracterizacio de um cédigo de bloco,
indicador de desempenho deste, é a chamada taxa do cédigo, definida pela razio entre
a dimensdo do cédigo e seu comprimento, ou seja,

k
o= —.
Cddigos de bloco podem ser usados como cédigos corretores de erros. A capacidade

de correcao de erros de um cédigo (n, k, d), denominada ¢, estd relacionada & distancia

minima deste cédigo da seguinte forma:

Gmin < 26+ 1.

Logo, quanto maior a distdncia minima do cédigo, maior é a capacidade deste de

COITIZIT erros.

A majoria dos cédigos conhecidos até hoje pertencem 2 classe dos codigos lineares.
Um cédigo (n, k,d) é dito linear se, e somente se, todas as suas palavras-cédigo formam
um subespaco vetorial de dimensdo % do espaco vetorial FZ, o conjunto das n-uplas do

corpo Fy. Portanto, podemos representar este cédigo matricialmente como

g1 Giz - Gn
G = gz1 Gaz - o ‘
| k1 Gk2 " Gkn |

conhecida como matriz geradora do cédigo (n, k, d), cujas linhas formam uma base do
codigo linear C. Portanto, combinages lineares das linhas de G sio palavras-cédigo de

C. Dessa forma, o processo de codificacdo pode ser escrito como:

v = uG,



2.4. Codigos

onde u é a palavra a ser codificada ou informacio e v é a palavra-codigo correspondente.
Para toda palavra-cdédigo v vale a relacao

vH” =0,
onde a matriz (n — k) xn, denotada por H, é chamada matriz verificagido de paridade
e qualquer vetor ortogonal a suas linhas pertence ao espaco vetorial das linhas da matriz

geradora G associada e vice-versa. O cddigo gerado pela matriz H é chamado cédigo

dual do cédigo C.

2.4.1 Conjuntos de Sinais Casados a Grupos

O conceito de um conjunto de sinais casados a grupos foi definido por Loeliger em [23] e
surgiu como uma forma de se associar uma palavra-cédigo a um sinal a ser transmitido.

A seguir, apresentamaos os principals conceitos relacionados a esta teoria.

Definicao 2.4.5 [23] Seja (M,d) um espaco métrico. Dizemos que um conjunto de
sinais finito § em M estd casado a wrnn grupo G se existe uma uma funcdo sobrejetora

w: G — 8, tal gque,

d{p(g),p(@)y=d(u(g 7 *g¢),ule), Vg4 €aq,

onde e € o elemento neutro de G. A funcdo u € denominade mapeamento casado. Se

@ € uma injetora, entio p~' € chamada rotulamento casado.

Observe que neste caso temos em S uma estrutura de grupo na qual as operagbes sio

isometrias.

Definicdo 2.4.6 [23/ Um mapeamento casado p: G — S, tal que H € um subgrupo de
G (ou seja, H = p ' (e), onde e € o elemento neutro em G), e néo contém subgrupos
normais ndo triviais de G, é chamado de mapeamento efetivamente casado. Nesse

caso, dizemos que S estd efetivamente casado a G.
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2. Algebra e Cddigos

2.4.2 Cdbdigos Geometricamente Uniformes

Forney em [13], a0 estender os conceitos de cédigos de Slepian e de cédigos reticulado,
introduziu o conceito de uma importante classe de c6digos: os cédigos geometricamente

uniformes, definidos abaixo.

Definigao 2.4.7 [13] Um conjunto de sinais S definidos sobre um espago métrico (M, d)
¢ um codigo geometricamente uniforme se, dados s, e s, em 8, existe uma isometria

Us, s, que transforma s; em sy mantendo S invariante, ou seja,

Usy 52 (Sl) = 83,

Usy,s2 (S) =3S.

Em outras palavras, § ¢ geometricamente uniforme se a acio do grupo de simetrias

I'(S) de & é transitiva.

Definicdo 2.4.8 [13] O grupo gerador U (S) de S ¢ um subgrupo do grupo de simetrias
I'(8), onde, pare qualquer sy € 8, temos:

S={u(s), uvelU(S)}

e a fungao

definida como

€ injetora.

Para um codigo § geometricamente uniforme, podemos definir, para cada ponto
s € §, uma regido formada por todos os pontos pertencentes ao espaco métrico onde

estd definido o c6digo que se encontram, no minimo, td0 préximos a s quanto qualquer
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outro ponto s" &€ &. Em outras palavras, essas regides sio as regides de decisio do cddigo.

Formalmente, temos a seguinte defini¢do:

Definigdo 2.4.9 [15] Seja S um conjunte de sinais geometricamente uniforme em um
espago métrico (M,d). A regiado de Voronoi associada a um ponto s € 8, denotada

por V{S8), € o conjunto

Vs (s) = {3: eEM | d(z,s) < mind(a:,s’)}.
5'es

A uniformidade geométrica ¢ uma forma mais forte de simetria, apresentando proprie-
dades como: a distancia entre quaisquer duas palavras-codigo de & é a mesma, todas as
regides de Voronoi sao congruentes, todas palavras-cédigo possuem mesma probabilidade
de erro e o grupo gerador U (8) é isomorfo a um grupo de permutactes transitivo sobre
as palavras do cddigo. Todas essas caracteristicas sao buscadas na construcio de novas
classes de codigos, pois facilitam o processo de decodificacio dos mesmos, no sentido de
gue nao € necessario conhecer a regiao de decisao de cada palavra-cédigo; basta conhe-
cer a regiao de Voronoi associada a uma das palavras do cédigo e determinar as demais
regides a partir de translagdes da regiao conhecida.

Com relagdo aos cédigos ja existentes utilizados em comunicagbes digitais, a maioria

é geometricamente uniforme, como por exemplo as constelacdes de sinais M-PSK.

2.5 Conclusao

Neste capitulo, procuramos apresentar de maneira sucinta os principais conceitos a serem
utilizados ao longo deste trabalho.

Descrevemos as principais estruturas algébricas: grupos, anéis e corpos. E sempre
desejavel que um cddigo apresente uma estrutura algébrica bem definida.

Os parametros que caracterizam os coOdigos de bloco foram definidos, bem como os

principais espacos metricos sobre os quais estdo fundamentados estes cédigos, os espacos
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2. Algebra e Cédigos

de Hamming e Lee. Veremos, no Capitulo 3 que é possivel haver um casamento isométrico
entre estes espacos métricos.
Por fim, os conceitos de casamento e de uniformidade geométrica utilizados nos

proximos capitulos foram brevemente descritos.
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Capitulo 3

Aplicacoes Casadas Isométricas

3.1 Introducao

Carlet em [11] propds uma generalizagdo do mapeamento Gray para construcio de cédigos
bindrios nao lineares a partir de c6digos sobre Zqx. Contudo, seu trabalho mostra que,
para k > 3, o procedimento adotado n&o resulta num cédigo cujos rétulos (palavras-
codigo) apresentem somente pesos de Hamming pares, o que é desejavel pois facilita o
processo de decodificagdo. Em outro trabalho, Gerénimo et al., [18] mostraram a nao
existéncia de cdigos Zoe-lineares para k& > 3 (para k = 2 temos a Zg-linearidade), pois
ndo é possivel conseguir uma aplicacgo iy : Zox — Z& bijetora, tal que os espacos
métricos de Lee (Zg:,dy) e de Hamming (Z5, dy) sejam isométricos. Nesta direciio, em
[26] foi mostrada a possibilidade de que se a aplicagio my for injetora, entio é possivel
obter o casamento € a isometria entre 0s espa¢os métricos (Zqx, dy) e (Z%knl,dff). A esta
classe de cddigos foi dado o nome de céddigos Zor-pseudolineares, explicitados no Capitulo
4,

Neste capitulo, apresentamos um procedimento sistemético para a determinacio das
aplicacOes isométricas entre os espagos de Lee e de Hamming. Estas aplicacdes apresen-
tam a propriedade de que os rétulos possuem peso de Lee ¢ de Hamming miltiplos de

4, e que 0s mesmos constituem um conjunto geometricamente uniforme, simplificando

29



3. Aplicacbes Casadas Isométricas

consideravelmente o processo de decodificagio (Segio 2.4.2).

Para determinarmos essas aplicacOes isométricas fazemos uso dos conceitos de unifor-
midade geométrica, particionamento de conjuntos e representacio modular. O conceito
de particionamento de conjuntos, descrito na Secdo 3.2, diz respeito ao recobrimento de
regides 28 x 2% através de subregides associadas aos elementos do alfabeto do codigo. J4a
na Segdo 3.3, apresentamos o importante conceito de representacdo modular (referimos
o leitor para [21]), que nos permitird conhecer, a partir do vetor espectro de pesos de um
codigo binario linear, sua matriz geradora associada. Por sua vez, esta matriz geradora
é a matriz que define a aplicacao isométrica em questao. Na Secio 3.4, estabelecemos as
aplicagbes casadas isométricas entre os simbolos de Zy, Zg, Zg, Ziss € Zgq, © 08 simbolos

de Z%, Z3, Z§, Z3® e Z3*. Por fim apresentamos as conclusdes na Secao 3.5.

3.2 Recobrimento de Regides Z,: x Z,

Dada uma célula bésica de ordem 2*, onde por célula bésica de ordem ¢ denotamos o
arranjo de pontos {formando células menores) de ¢ linhas e ¢ colunas num reticulado
Zg = L4 % Zg4, a pergunta que se faz é a seguinte: qual a melhor distribuicio desses
pontos que recobrem a célula bdsica, sob a restricdo de que estes pontos mantenham
a maior distdncia minima entre si? Analogamente, podemos enunciar o problema da
seguinte forma: quais os possiveis formatos S; destas células menores que recobrem a
célula basica, onde para uma célula demarcada em S; a distincia entre essas células na
justaposicdo dos formatos S;’s é a malor possivel?

Nesta sec¢do, o conceito de particionamento de conjuntos proposto por Ungerboeck
em [29] é aplicado ao particionamento do nimero inteiro 2¥. Esta particio nos fornece
todos os possiveis formatos com 2% células. A técnica de particionamento de conjuntos
sera utilizada neste caso para determinar a localizacio dos digitos do alfabeto do cddigo
e também as possiveis regides de Voronoi em um arranjo 2¢ x 2%, células com a maior

distdncia de Lee possivel. De posse da localiza¢do desses digitos do alfabeto do cédigo,
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3.2. Recobrimentc de Regiées Zipx X Zigk

podemos calcular seu vetor espectro de pesos W e entao determinar, através da represen-
tacdo modular, a matriz geradora do c6digo que traduz a aplicacao isométrica procurada.
E importante ressaltar porém ser possivel, a partir de uma certa particio, nao conseguir
encontrar uma matriz geradora para o cédigo. Isto estd relacionado com as condigoes de
existéncia desta matriz geradora, abordadas na Se¢do 3.3.

Em [1], de Almeida apresenta uma generalizagdo do particionamento de conjuntos
através da representagao de nimeros inteiros por formas quadraticas bindrias, ou seja,
através de equacoes de Diofanto com duas varidveis. Chamamos de equacio de Diofanto a
equacdo polinomial com coeficlentes inteiros cujas soluc¢des sdo também niimeros inteiros.
Estamos particularmente interessados nas equagtes de Diofanto associadas ao reticulado

bidimensional regular Zg, isto é, equacoes da forma:

z? + 9 =g, (3.1)

onde g é a ordem do anel em questdo. Dentre as possiveis solucoes desta equacao,
tomamos aquela que resulta na particdo Otima, ou seja, onde a distancia de Lee minima
entre os elementos de uma mesma célula é maxima. Estas células sdo as regides de
Voronoi que recobrem a regiao 2% x 2* considerada.

As solugdes da Equagdo (3.1) sdo garantidas pelos seguintes teoremas:

Teorema 3.2.1 (Genus) A equacio z° + y* = q pode ser resolvida para = e y inteiros

e com q primo se e somente se, ¢ = lmod(4) ou g = 2.

Teorema 3.2.2 (Composigdo) Seje A (z,y) = 22 + y* = ¢. Entdo,
Az, y) Al@y) = Aad’ ~yy oy +2'y) .

Assim, dado o nimero ¢ de elementos do anel considerado, fatoramos ¢ tal que seus
fatores primos obedecam ao Teorema 3.2.1 e aplicamos a Equacao (3.1) para cada um
desses fatores, utilizando o Teorema 3.2.2 na determinacao de todas as solucdes possiveis

de (3.1).
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3. Aplicacbes Casadas Isométricas

Ainda em [1], encontram-se tabeladas as solucdes da Equacio (3.1) para ¢ < 100.
Estas solugdes vao ajudar a determinar as matrizes de transformacdo T, cujas linhas sio
vetores linearmente independentes e cujo determinante é igual a g. Além disso, é desejével
que pelo menos uma das linhas de T seja uma das solugdes da equagio de Diofanto
definida em (3.1). Contudo, isto nem sempre é possivel, uma vez que a geracio de um
conjunto ciclico via transformacio T pode estar fora do espaco das solucdes de Diofanto.
Nossos casos de interesse sdo aqueles para os quais ¢ = p*, p = 2 e 2 < k < 6. Logo,
g = 0mod (4). Dessaforma, devemos fazer uma busca exaustiva por estas transformacdes.

Como exemplo, considere o reticulado Z4 x Zy. A equacdo de Diofanto associada é

dada por:

4y =4

Neste caso, por inspecao, ¢ ficil perceber que o conjunto solugdo é: {(£2,0), (0, £2)}.
Porém, se usarmos as solugbes (2,0) e (0,2) como vetores linha da matriz T, entdo o
correspondente codigo ndo serd ciclico: {00,02,20,22}. A fim de obtermos um cédigo
ciclico, um dos vetores linha deverd ser o par {2,1) (ou (1,2)), com o outro vetor linha
sendo uma das solugdes da equagao de Diofanto, tal que o determinante de T tenha valor

4. Assim, uma das possiveis matrizes de transformacao é mostrada abaixo:

20
1 2

T=

Esta trasformacdo nos fornece o cédigo de grupo ciclico cujas palavras-cédigo,

{00,12, 20, 32}, estéo representadas como pares ordenados na Figura 3-1.

Na Figura 3-1, note que os pesos de Lee sio dados pelo menor niimero de quadrados
necessarios para se atingir uma palavra-cédigo a partir da palavra-cédigo 00. Assim, o

vetor espectro de pesos ¢ dado por W = (3,2, 3).

E facil notar que, para o codigo representado na Figura 3-1, o critério de distancia é
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Figura 3-1: Arranjo Zs x Z4 com seus respectivos pares ordenados

satisfeito, ou seja, as palavras deste cddigo apresentam-se separadas pela maior distancia
minima possivel, que neste caso é d; = 2.

Na Secdo 3.4 apresentaremos as transformagdes para os demais reticulados, Z2, e
3 <k < 6, bemn como as aplicacoes isométricas derivadas destas transformagoes.

Além da determinacao das aplicagOes casadas isométricas my : Zox — Z%k"l que
nos levam aos codigos Zor-pseudolineares, vérios outros problemas podem ser resolvidos
através da técnica de particionamento de conjuntos, tais como: armazenagem de dados
em meios 6pticos ou magnéticos de forma a minimizar os erros que ocorrem em Sur-
tos, modulacgdes digitais tipo M-QAM, alocagio de frequéncia em telefonia mdével, ete,

considerados em [3], {8], [10], [1], [4] e [2].

3.3 Representacac Modular

A importancia do conceito de representacéo modular estd relacionada ao seguinte proble-
ma: dada a matriz geradora de um cddigo de bloco bindrio (n, k), entdo o vetor espectro
de pesos de Hamming, W, das palavras-cédigo ¢ facilmente determinado; contudo, dado
um vetor espectro de pesos de Hamming, o que se deseja é determinar a existéncia de
uma matriz geradora G associada a este espectro de pesos. Nesta diregdo é que iremos

apresentar um procedimento para resolver este problema.
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3. Aplicagées Casadas Isométricas

Seja G a matriz geradora de um cédigo de bloco {n, k). Entac G pode ser interpretada
como tendo k linhasen (n = 2F 1) diferentes tipos de colunas, onde por tipo queremos
dizer a representagao bindria de um inteiro. Geralmente, rearranjos das colunas implicam
em cddigos equivalentes; como estes n&o sdo importantes no sentido de ndo acrescentarem
novos resultados, podemos descrever um cédigo por um conjunto de colunas de cada tipo.
Isto é denominado representagao modular.

Seja M uma matriz k x 2¥ — 1, ou seja, uma matriz com todas as possiveis combinacoes
de k& elementos bindrios, a menos da coluna toda nula por razoes ébvias, representando
k numeros inteiros em ordem crescente. Suponha que a j-ésima coluna, 1 < j <28 -1,
corresponda a coluna de tipo 7. Assim, a representac¢do modular de M é dada pelo vetor N
de comprimento 2% —1, consistindo de um elemento de cada tipo, isto é, N = (1,1,---,1).

Por exemplo, seja £ = 3. Logo, M ¢ a matriz mostrada abaixo:

0001111
M=10 110011
1 0101 01

e seu correspondente vetor representacao modular é dado por:
N=(1,1,1,1,1,1,1).
De modo geral, a matriz geradora G de um cddigo bindrio pode ser descrita como um

vetor de m componentes, onde cada componente é um inteiro positivo n;, representando

o numero de colunas do tipo i, isto é,
N = (n‘lan‘Z: . ,nm)’

tal que



3.3. Representacdo Modular

O vetor N é chamado vetor representacio modular.

Considere a matriz K dada por:

K = MTG.

Entéo, K tem como linhas todas as possiveis combinacdes lineares das linhas de G e,

portanto, apresenta todas as palavras-cddigo como linhas.

Seja agora a matriz simétrica C definida através do seguinte produto bindrio:

C=M"M. (3.2)

Teorema 3.3.1 [25]0 vetor espectro de pesos de Hamming, W, das 2* — 1 palavras-
cédigo ndo nulas de um cdédigo de grupo bindrio pode ser definido como as componentes do
vetor resultante da multiplicagdo, como matrizes de nimeros reais, do vetor representacdo

modular N pela matriz C, isto é,

W = NC,

ou, analogamente,

W = CTNT = CN7,

Note que se a matriz C for vista como uma matriz de niimeros reais, a mesma ¢é nio

singular. Sua inversa pode ser determinada como sendo

(3-3)

onde J é a matriz com todos os elementos iguais a 1.

Uma outra forma de se calcular a inversa da matriz C, é fazer a troca dos elementos

0 de C por —1 e dividir cada elemento da matriz resultante por 2571,
A matriz C,, isto é, C é uma matriz quadrada de ordem n, pode ser facilmente

expandida para ordens superiores. Considere a matriz C;, dada por:
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3. AplicagCes Casadas Isométricas

1 6 1
Cs=1]10 11 (3.4)
1 1 0

Observe que esta matriz pode ser vista como:

A 0 A
Ca=1|0 1 1
A 1 A

onde A € a matriz unitdria de ordem 1 e A representa a operacio logica de negacao
aplicada a cada elemento da matriz A, ou seja, A = 0 neste caso.

Assim, para construirmos a matriz Gy, fazemos A == C;, como mostrado em (3.5).

(101010 1]
0110011
1100110
C:=l000111 1 (3.5)
1011010
0111100
110100 1|

Portanto, para obtermos a matriz simétrica C,, onde n é fmpar, basta fazermos
A = Cin/2; ¢ mantermos o padrdo dos elementos que formam uma “cruz’ no centro da
matriz, ou seja:

Cnj2,nj2 = 1;
Cojo; =0, 1<j<n/2-1;
Crjog = 1, n/2+1<j<n
Cinsz =0, 1<i<n/2-1;
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3.3. Representacdo Modular

Ciln/fgﬁl, n/2—2—1§j§n,

onde ¢; ; é o elemento da linha ¢ e coluna j da matriz C.

Como estamos interessados em estabelecer as aplicagdes isométricas entre os simbolos
de Zox e Z%k_l, para 2 < k < 6, devemos conhecer as matrizes Cs, Cy, Cys, Ca e
Ce3. Portanto, a comnstrugdo mostrada acima é bastante 1itil, pois poupa cdlculos desne-
cessdrios, permitindo que, a partir da matriz C;, conhecamos todas as demais matrizes

Cp, n=2F—1.

Logo, sabendo calcular as matrizes C,, e dado o vetor espectro de pesos, W, podemos
encontrar o vetor representacao modular /V e, a partir deste, determinar a matriz geradora

do cddigo, G. Assim, considere a equacao abaixo:

N =WwC™! (3.6)

Do Teorema 3.3.1, temos que um dado conjunto de pesos é factivel, ou seja, cor-
responde a um codigo de bloco bindrio (n,k), se 0 mesmo puder ser arranjado em um
vetor W tal que o correspondente vetor NV, obtido pela Equagao (3.6), seja formado ex-
clusivamente por nimeros inteiros ndo negativos. Quando isto ndo é possivel, ou seja,
quando N apresenta elementos nio inteiros e/ou negativos, permutamos o vetor espectro
de pesos e recalculamos o vetor representacio modular. Observe que, para um vetor N
de comprimento n, pode ser necessdrio realizar, no pior caso, n! permutagdes até que
encontremos uma solugdo factivel ou cheguemos & conclusao de que esta solucio ndo
existe para o vetor W dado, tornando a busca por uma solugio para a Equacio (3.6)
computacionalmente invidvel para valores grandes de n. Este é um problema de otimi-
zacao combinatorial e algoritmos eficientes para sua solugao devem ser investigados. No

nosso caso, a implementacao baseou-se na busca exaustiva.

Em contrapartida, hd casos em que existe mais de uma solugio para a Equagio (3.6),
ou seja, permutacoes do vetor W implicam em vetores N cujos elementos sdo niimeros
inteiros ndo negativos. Contudo, estas diferentes representacdes modulares descrevem
UNICAMP
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3. Aplicacoes Casadas Isométricas

codigos equivalentes (matrizes geradoras equivalentes), os quais ndo trazem novos resul-
tados com relagao s aplicacdes procuradas, [21]. Assim, a abordagem adotada foi a de
buscar apenas uma solugao factivel, desconsiderando outras possiveis solucdes equivalen-
tes.

Podemos dizer que a Equacio (3.6) é o ponto central deste trabalho e, através de
suas solugoes, podemos chegar as contribuigbes mais importantes do mesmo, descritas no
Capitulo 5. Na Secfio 3.4, apresentamos as aplicacdes isométricas derivadas das matrizes

geradoras construidas através do conceito de representacido modular.

3.4 Aplicagoes Casadas Isométricas: Andlise de Ca-

SOS

Nas Secdes 3.2 e 3.3 foram introduzidos os importantes conceitos de particionamento de
conjuntos e representacao modular, respectivamente. Estes conceitos sdo agora utilizados
na determinacao de aplica¢bes casadas isométricas entre os simbolos de Zo« e 0s simbolos
de Z%kml. Assim, mostraremos que, embora ndo seja possivel encontrar c6digos Zo-
lineares para k& > 3, [18], existe casamento e isometria entre os espacgos métricos (Zox, dy)
e (Z%’H, dH) , OU seja, c6digos Zqr-pseudolineares para qualquer valor de k.

Na busca por estas aplicacdes, as seguintes caracteristicas sdo desejadas:

* Uma das linhas da matriz de transformacdo T corresponde a uma das solugdes da

equagao de Diofanto;

¢ O deferminante da matriz de transformacio T ¢é igual ao nimero de elementos do

anel considerado;

A transformacao T distribui as células (palavras-cédigo) com a maior distancia

minima entre si;

O cédigo gerado pela matriz de transformacio T é ciclico;
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3.4. Aplica¢bes Casadas Isométricas: Andlise de Casos

s O vetor representacdo modular NV obedece & Equacio (3.6).

Dessa forma, considere os casos a seguir.

3.4.1 O Caso Z4

A Figura 3-1 mostra a representacio das palavras-cédigo como pares ordenados do cédigo
de grupo ciclico sobre o reticulado Zs x Zg, dado por: C = {00, 12, 20, 32}. Este cddigo

foi obtido aplicando-se a transformagio

20
1 2

T =

a um certo ponto inicial. Observe que esta matriz de transformacéo apresenta as ca-
racteristicas desejadas: suas linhas sdo vetores linearmente independentes, uma delas é
solugdo da equacao de Diofanto e a outra impde ciclicidade ao c¢ddigo, mantendo o de-
terminante de T igual a ¢, onde neste caso ¢ = 4. Além disso, a distancia minima entre
estas palavras-codigo é a malor possivel. |

Vimos na Secao 3.2 que a distribuicdo de pesos de Lee é dada pelo vetor W = (3,2, 3).
Portanto, utilizando a matriz C;, temos o vetor representacio modular N = (2,1,1). A
representacao modular nos fornece os tipos de colunas e o nimero de colunas destes
determinados tipos que existem na matriz geradora da aplicacdo procurada. Assim, a

matriz geradora G do cédigo bindrio associado é dada pela matriz (3.7).

0 011
G = (3.7
1101
Isto nos d4 o mapeamento mostrado na Tabela 3.1.
Todavia estamos interessados em obter um mapeamento isométrico entre os espacos

de Lee e de Hamming, isto é, desejamos uma funcdo que reproduza os pesos de Lee dos

elementos de Z4 com os pesos de Hamming das palavras-cédigo bindrias correspondentes.
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3. Aplicagbes Casadas Isométricas

| Codigo 4-ario [ Pesos de Lee | Cédigo binario | Pesos de Hamming [
00 0 (00 00) 0
12 3 (110 1) 3
20 2 (001 1) 2
32 3 {111 0) 3

Tabela 3.1: Aplicagiio m}, : Z2 — Z3

Observe que a palavra-cédigo 20 do cddigo 4-4rio possui peso de Lee igual a 2, logo a
palavra-codigo bindria correspondente terd que apresentar peso de Hamming 2. Isto
implica na representacio 11 para o simbolo 4-ario 2 e 00 para o simbolo 4-4rio 0. Dessa
forma, o sinbolo 3 deve ser represeﬁtado por 10 {(ou 01) e o simbolo 1 por 01 (ou 10).
Note que é possivel obter esta isometria utilizando-se apenas os dois tltimos digitos
(da direita) dos simbolos em Z3, obtendo-se simbolos em Z32. Portanto, temos a seguinte

aplicagao isométrica entre os simbolos de Z; e os simbolos de Z2:

| Simbolos em Z4 | Simbolos em Z? ||
0 (0 0)
1 (0 1)
2 (1.1}
3 (10)

Tabela 3.2: Aplicacao mq : Zy — Z3

Assim, reproduzimos o mapeamento utilizado na Z4-linearidade, e portanto, o codigo

obtido € Zy-linear, cujas caracteristicas facilitam significativamente sua decodificagao,

19].

3.4.2 0O Caso Zg

Para o alfabeto em Zs, a equacdo de Diofanto é dada por:

T +y2:8,

As solugbes inteiras desta equacdo sao {(2,2),(-2,-2),(2,-2),(~2,2)}. Todavia,
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3.4. Aplicacoes Casadas Isométricas: Andlise de Casos

a fim de satisfazer as caracteristicas apresentadas no inicio desta se¢ao e obtermos um
cédigo ciclico com o maior nimero de palavras possivel, considere a seguinte matriz de

transformacio T

T =

Observe que esta matriz de transformacdo nao ¢ a dnica que satisfaz nossos propdsitos:
poderfamos ter escolhido os pares (1,5) e (5,1) para formar a matriz T. A partir de T,

temos o cddigo de grupo ciclico cujas palavras-cédigo estido representadas na Figura 3-2.

0 1 2 3 4 3 6 7

0 | 00

7 75

Figura 3-2: Arranjo Zg X Zg com seus respectivos pares ordenados

Portanto, temos o codigo C = {00, 13, 26, 31,44, 57,62, 75}, cuja distribuicio de pesos
de Lee é W = (4,4,4,8,4,4,4). Note que todas as palavras-cédigo apresentam pesos
de Lee multiplos de 4. Aqui, da mesma forma como feito para o caso Z4, calculamos o
peso de Lee como sendo o menor numero de quadrados necessdrios para se atingir uma
palavra-codigo a partir da palavra 00. O vetor representacido modular deste cédigo € dado

por N = (0,0,0,2,2,2,2). Como os digitos que formam as palavras-cédigo tém peso de
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3. Aplicacées Casadas Isométricas

Lee par e as regites de Voronol correspondentes sio congruentes, podemos escrever o
vetor representacao modular como N = (0,0,0,1,1,1,1). Isto nos fornece a seguinte

matriz geradora:

1111
G=1{0011
01 0 1

Logo, temos a aplicacdo mostrada na Tabela 3.3.

|_Simbolos em Zs | Simbolos em Z1 |
0 (0 00 0)
1 (010 1)
2 (001 1)
3 (0110)
4 (1 111)
5 (101 0)
6 (1 100)
7 (100 1)

Tabela 3.3: Aplicacio my : Zg — Z3

3.4.3 O Caso zm

No caso Zs procedemos da mesma forma que nos casos Zs e Zs. A matriz de transfor-
macdo que distribui as palavras-cédigo de um cédigo ciclico de ¢ = 16 elementos com a

maior distdncia minima entre si ¢ dada pela matriz T mostrada abaixo:

71
T = , (3.8)
17

Note que poderfamos ter escolhido os pares (1,9) e (9,1) como linhas da matriz de
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3.4. Aplicacbes Casadas Isométricas: Andlise de Casos

transformacdo e que a matriz (3.8) é equivalente & matriz

cujo determinante é 16.

Aplicando a matriz (3.8) a um determinado ponto inicial temos o cédigo ciclico mos-

trado na Figura 3-3.

1 17

2 214

3 35

4 412

5 33

6 610

7 71

915

10 166

11 1113

12 124

13 1311

14 142

15 159

Figura 3-3: Arranjo Z;s x Zig com seus respectivos pares ordenados

Pela Figura 3-3, € facil notar que o vetor espectro de pesos de Lee deste cédigo é dado
por W = {8,4,8,8,8,12,8,16,8,12,8,8,8,4,8} = {8,4,8%,12,8,16,8,12,8% 4, 8}. O cor-

respondente vetor representacdo modular pode ser representado por N = (07,1422 0%).
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3. Aplicagdes Casadas Isométricas

a matriz geradora do cédigo bindrio mostrada em (3.9).

(11111 11111111111,

000006 00011111111
G=10000111100000000 (3.9)

001100006000000T11

(01 0100000000010 1

Dessa forma, a aplicac@o entre os simbolos de Zs; e Z1° ¢ dada pela Tabela 3.5,

3.4.5 O Caso Zﬁ4

Neste caso, utilizamos como transformacio a matriz

63 1
1 63

T = , (3.10)

através da qual obtemos um cédigo, cujos vetores distribuicio de pesos e representacdo
modular sdo dados, respectivamente, por: W = (42, 82,122, 162, 20°, 242, 282, 322, 362, 407,
442,482 522, 567, 602,645, 682, 72%, 762, 802, 842, 882,022 962, 1002, 1047, 108% 1122 1167,
120%,124%,128) e N = (2%0,4,0°%8,07,16,01%,32,0%, 32,0%,22,0,4, 0% 8,07,16,0').
Observe que a matriz (3.10) ndo apresenta determinante igual a 64, porém ela é equiva-

lente & matriz

63 -1

cujo determinante é 64.
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3.4. Aplicagdes Casadas Isométricas: Anélise de Casos

A correspondente matriz geradora do cédigo bindrio é mostrada a seguir.

1111lilllllll1113111111}11111111-
000000000GOODO0OOO00TI1121112211111111
0000000011111 1110000000000000000
00001111000000000000000000000000
0011006000000000000000000000600000
0101001100001111000000@011111111_

Assim, temos a aplicagdo mostrada nas Tabelas 3.6 e 3.7.

Chamamos a atengdo do leitor ao fato de que as regides de Voronoi associadas as
palavras dos cddigos ciclicos apresentados estdo relacionadas ao canal através do qual
estes cddigos serdo transmitidos. Considere, por exemplo, o cédigo ciclico 8-drio. No
caso do canal utilizado ser simétrico (sem memoéria), as regides de decisio do cédigo
sio quadrados de lado 2v/2, centrados em cada palavra-cddigo. Na Figura 3-5, a regifo

Zg x Zg é totalmente recoberta pelo quadrado mostrado através de translacdes deste.

0 | 00

3 31

7 75

Figura 3-5: Regides de Voronoi para um canal sem meméria
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3. Aplica¢bes Casadas Isométricas

Por outro lado, quando o canal n&o é simétrico, ou seja, apresenta memdria, podemos

ter como regioes de decisdo as figuras geométricas apresentadas abaixo:

N
\
e

X

0 | 2 3

AN
BN

NNE

i
P
o

RN

NI
SO

SIS -

A\ N

Figura 3-6: Regites de Voronoi para um canal com meméria

N

Como o estudo dos diferentes canais de comunicagio nio faz parte do escopo deste

trabalho, referimos o leitor para [12] e [15].

2.5 Conclusao

Apresentamos neste capitulo um procedimento para a determinacao de aplicagdes casa-
das isométricas entre os espagos de Lee e Hamming. Este procedimento baseia-se nos
conceitos de particionamento de conjuntos e representacio modular e é importante pois
‘estabelece uma forma sistematica de obtermos codigos ciclicos geometricamente unifor-
mes em Zq+ que usufruem da maior parte das propriedades da Z,-linearidade, facilitando,
portanto, sua decodificacio.

Podemos resumir na Tabela 3.9 as aplicagbes casadas isométricas obtidas e, na Tabela

3.8, se encontram as representagoes modulares para os alfabetos estudados.
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3.5. Conclusdo

Dentre as possiveis aplicacdes dos resultados obtidos, citamos: construgdo de cédigos
pseudolineares, armazenamento de dados em meios dpticos ou magnéticos, modulaghes
digitais do tipo A/-QAM e alocacio de frequéncia em telefonia mével, abordadas em [3],

(81, [10], (1], [4] e [2]
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3.5. Conclusao
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3. Aplicac6es Casadas Isométricas
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3.5. Conclusio

{ Alabeto Vetor Peso (W) Vetor Tipo (N) |
Z4 (3,2.3) (2,1,1}
Zs {4,4,4,8,4,4, 4) {0,0,0,2,2,2,2)
Zis (8,4,8%,12,8,16,8,12,8% 4,8) {07,2,2,2,2,4,4,0,0)
Tan (84,167,244 32,24% 167, 8%) (045,2,2,2,2,8,06%,10,2,2,2, 04
(47,87%,12%,16%,20%, 242 282 327 362,407 447,487, (22,0,4,0%,8,07,186,0'5, 32,
Zos 527, 56%,60%, 6456, 687, 722,767, 802, 842,887,927, | 030,32,092, 22 0,4, 03,8, 07, 16,015)
962,1007,1042,1082,112%, 1162, 1202, 1242, 128)

Tabela 3.8: Tabela contendo as representacdes modulares

” Alfabeto Vetor Tipo {N} Aplicagio Isométrica ”
2 11
24 (011) i} 1
1 1 1 1
A (03,14 0 0 1 1
9 1 0 1
111 1 1 1 1 1
7 14 92 o2 0 9 0 ¢ 1 11 1
Zle (031:279) a 0 1 1 0 0 1 1
4 1 0 1 1 1 0 0
I 111 111 1 1111 1 17T 1
0 0c 0900090 1 1 1 11 1 11
Toaz (015, 14,4,0%,5,1%,0%) 0 0 ¢ 01 1 1 1@ 0 00 @ 06 0 0
60 1 1 0 0 G 0 0 G O 06 0 0 1 1
0 1 01 0 0 0C O O0CO0OCEOO0 1 0 1
Toq (12,0,2,0%,4,07,8,0'5, 16, Ver Tabelas 3.6 & 3.7
0%0,16,0%2,12,0,2,0%,4,07, 8, 015)

Tabela 3.9: Tabela das aplicacdes isométricas
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Capitulo 4

Construcao de Cddigos

Zsr-pseudolineares

4.1 Introducao

Neste capitulo, apresentamos uma proposta para a construcio de cédigos
Zqx-pseudolineares através de cédigos ciclicos BCH provenientes de extensdes de Galois
de dimensdo r sobre anéis locais. Este procedimento faz uso das aplicacdes isométricas
entre (Zoe,dp,) e (ng_lgdg), apresentadas no Capitulo 3.

Mostramos, através de exemplos, que é possivel conseguir cédigos ndo lineares com
distdncias de Hamming iguais as dos melhores cédigos lineares bindrios j4 encontrados,
[9]. Portanto, apresentando a mesma capacidade de correcao de erros. Porém, como os
rotulos das aplicagoes isométricas utilizadas apresentam pesos de Lee que sdo miltiplos
de 4 e constituem um conjunto geometricamente uniforme, a complexidade do processo
de decodificagdo ¢ bem menor quando comparada com a complexidade de decodificacio
dos cddigos lineares bindrios conhecidos que nio apresentam estas caracteristicas, 13] e
[19].

Em contrapartida, comprovamos o fato que pdde ser observado no capftulo anterior

de que o comprimento n do cédigo cresce exponencialmente com sua ordem k. Isto acaba
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4, Construgao de Cdodigos Zqr-pseudolineares

por impossibilitar que um cédigo, cuja diferenca n — k é grande, apresente uma boa
distdncia minima, ou seja, uma disténcia igual ou superior a do cédigo linear binério
equivalente.

Primeiramente, na Secdo 4.2, fazemos uma revisio dos fundamentos necessérios para
a construgéo de codigos ciclicos sobre anéis comutativos finitos locais. Na Secéo 4.3,
apresentamos 0s principais conceitos relacionados 4 extensdo de Galois sobre anéis e sua
relacdo com a extensdo de Galois sobre corpos. A seguir, na Secdo 4.4, fazemos uma
breve descricao dos cédigos BCH sobre anéis e, em seguida, consideramos a construgio
de cédigos BCH sobre os anéis Zy, Zsg, Zig, Zag € Zey. Definimos os cédigos alternantes
sobre Z4 e Zg através de uma pequena modificagdo na matriz verificacao de paridade dos
cédigos BCH na Subsegio 4.4.2. Na Secio 4.5, descrevemos o procedimento proposto para
a construgdo dos cddigos Zqs-pseudolineares e apresentamos os codigos obtidos através
dos cédigos ciclicos provenientes da extensdo de Galois de dimensfo r sobre anéis de

inteiros finitos. Finalmente, na Secfo 4.6, apresentamos as conclusdes sobre este capitulo.

4.2 Codigos Ciclicos sobre Anéis de Inteiros Resi-

duais

Apresentamos nesta secao definigoes e teoremas relacionados a cédigos ciclicos sobre anéis
Z, (g > 4 e inteiro). Esta teoria servird de base para o desenvolvimento dos cédigos BCH,

a ser feito na Secao 4.4. Nossa principal referéncia é [20].

Defini¢ao 4.2.1 Seja R um anel. Um mddulo livre é um R-mddulo gerado por um

conjunto de veteres linearmente independentes.

Definigao 4.2.2 Um cddigo linear (n, k) sobre Z, ¢ definido como um mddulo livre

de dimensdo k no espaco de todas as n-uplas de Ly -
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Definicao 4.2.3 Um cddigo linear C com pardmetros (n, k) sobre Zg € ciclico se, para
Y= (Vg v1 Vg ... Un—1) € C, todo deslocamento ciclico vV = {v,_; vy vy v ... Un—2) € C,

comv; € Zg, 0 <2 <n—1.

Os cddigos ciclicos sdo geralmente representados na forma polinomial. Assim, conside-
re a palavra-c6digo v = (vp v; vy ... ¥n—1) de um cédigo ciclico C. Podemos representa-la

pelo polinémio:
v (Z) = v + 1T + v22° + .. 4 vz
O produto entre z e v (z) médulo ™ — 1 é dado por:
v () = Upo1 + Vo + 112 + o+ Uy,
que corresponde a palavra-cédigo:

Q(l) = (Vp-1 Vo Vg ... Up2)

3

a qual é um deslocamento ciclico da palavra:

v = (Vg U1 U oo Upoy).

Zg [7]
@ — 1)
onde {(z" - 1) representa o ideal gerado por 27 — 1. A adicio de duas palavras-cédigo é

Portanto, v'*) () é obtido através do produto z.v (z) no anel quociente R, =

feita em Z, [z].
Note que o conjunto de todas as palavras pertencentes a um cédigo ciclico C formam
um subconjunto do anel K, isto é, o conjunto de todos os polinémios cujo grau é menor

do que n.

Teorema 4.2.1 Um conjunto S de elementos em R, € um cédigo ciclico se, e somente

se, S € um ideal em R,.

(o]
=1



4. Construcao de Cdédigos Zipx-pseudolineares

Zy[z]
(2% — 1)
4.2.1, temos que o ideal C = {0,2,22,2+ 22,1+ 32,3 +2z,3+3z,1+ 1z} de Ry € um

Exemplo 4.2.1 Considere o anel Z4 e o anel quociente Ry = . Pelo Teorema

codigo ciclico.

Zg (7]
{zn — 1)’
primento n. Se existir um polinémio de grau minimo em C, cujo coeficiente dominante é

Proposicao 4.2.1 Seja C um ideal em R, = isto €, um cddigo ciclico de com-
um elemenio tnversivel em Z,, entdo o polinédmio ménico (ou seja, aquele cujo coeficiente
dominante é um) de grau minimo em C é dnico.

3
Zy (7]

{z" = 1)
o menor grav em C. Assim, C = (g (z)), e portanto, o cédigo C consiste de todos os

Teorema 4.2.2 Seja C um ideal emn R, = e g{x) um polinémio médnice com

miltiplos de g (x). Dizemos entio que C ¢ um ideal principal.

Teorema 4.2.3 Seja C um ideal principal em R,. Se o coeficiente dominante do po-
linémio de menor grau em C, g (z}, € um elemento inversivel, entdo g (z) divide (z™ — 1).

Note que se este polinémio for ménico, entdo g (z) divide (z™ ~ 1).

Teorema 4.2.4 Se g(z) € C e g(zx) divide (z™ — 1), entdo g(z) tem grau minimo em

C={g(=))

Os Teoremas 4.2.3 e 4.2.4 fornecem um método de construcio de codigos ciclicos
sobre anéis de inteiros residuais andlogo ao método de construgido de cddigos ciclicos
sobre corpos finitos, ou seja, através da fatoracio do polinémio {z™ — 1) sobre 0 anel de
interesse para entao tomar um fator {ou produto de fatores) como polindmio gerador do
codigo em questao.

O préximo teorema estd relacionado & representacdo matricial dos cédigos ciclicos

sobre anéis que possuem uma matriz geradora.
Teorema 4.2.5 Se g (r) divide (x™ — 1) e 0 grou de g(z) € (n— k), entdo a dimensdo

de C = {g(zx)) €k. Se

g(®) = go + g1z + szz + ...+ xn_k,
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4.3. Extensao de Anéis de GGalois

entdo a matriz geradora do cddigo C € dada por:

go g1 G2 - 1 0 o - 0
0 9 @1 " Yn-k— 1 0 --- 0
G = 0 O 0 - OGnek-2 Yn-k—1 1 e 0
000 0 - g g g e 1)

Proposigdo 4.2.2 Se C € um cédigo ciclico sobre Z, onde ¢ = plflpgz,..pgq, entdo

onde C; é um cddigo ciclico sobre Zp:;i, 1 <i<yg.

4.3 Extensao de Anéis de Galois

A motivacdo para se utilizar o conceito de extensdo de Galois em teoria da codificagio
estd diretamente relacionada com a construgio de cédigos ciclicos sobre anéis locais Z,,
onde g é uma poténcia de um primo, g = p*, k > 2.

A principal diferenca da construgdo de cédigos ciclicos sobre anéis para a construcéo
de cédigos ciclicos sobre corpos estd no fato de que as raizes do polinémio gerador dos
cédigos ciclicos sobre anéis encontram-se na extensdo do anel Z,, ao invés de serem
encontradas na extensdo do corpo F, = GF (p").

Neste sentido, temos a seguinte definicéo:

Definicdo 4.3.1 Um cédigo ciclico sobre Z, com comprimento n = ¢" — 1, onde ¢ = p*

er € o grau da extensdo de Galois, é denominado eddigo ciclico primitivo.

Iremos considerar o caso em que p e n sio relativamente primos, isto é, o maximo

divisor comum é um, denotado por mdc (n,p) = 1, pois assim garantimos que (z" — 1)
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4. Construcdo de Cédigos Zse-pseudolineares

ndo apresenta fatores quadriticos. Da Secdo 4.2, sabemos que um cédigo ciclico de
comprimento n sobre Z, ¢ o ideal principal no anel de polindmios sobre Z, médulo
(™ — 1) e que este ideal é gerado por qualquer polinémio g (z} que divide (z* — 1).
Seja Zg, [z] 0 anel de polinémios na varivel z sobre Z, e p () um polindmio primitivo
de grau r, irredutivel sobre GF (p) e, consequentemente, sobre Z4. Representamos por

GR (p*,7) o quociente Z, [z] pelo ideal gerado por p(z), ou seja,

R=GR (pk,r) =

Assim, o anel R é formado por todas as classes laterais de polinémios em z sobre
Zy,mod p (x), isto é, consiste do conjunto dos polinémios de grau menor ou igual a r — 1
cujas operagoes bindrias de adi¢@o e rnultiplicagao sao tomadas médulo p (z). Além disso,
R é um anel comutativo com identidade denominado extensio de Galois de dimensao
r de Z,. Esta extensao é dnica a menos de isomorfismo [25].

Dizemos que o anel R = GR (p*,r) é um anel local [25], isto é, seus elementos
divisores de zero formam um grupo abeliano aditivo e consisterm dos polindémios de grau
menor ou igual a 7 — 1 cujos coeficientes sdo divisores de zero em Z,. Um polinémio
p(z) € R com pelo menos um coeficiente inversivel em Z, ndo é um divisor de zero
em R e, portanto, pertence a R* {grupo das unidades de R), ou seja, ¢ sempre possivel
encontrar um polinémio ¢ (z) € R, tal que p(z) - q(z) = 1.

Vale lembrar que, da Definicac 4.2.3, temos:

Definigdo 4.3.2 [21/Um polindémio néo nulo p(z) é um divisor de zero em Z,[z] se

existe um polindmio q(z) € Zy[z], g (z) # 0, tal que p(z) - ¢ (z} = 0.

Definicao 4.3.3 [21]Um polinomio p(z) € dito regular se ele ndo é um divisor de zero

no anel Zy [x].

Definicdo 4.3.4 [21]/Um polinémio regular p (z) é chamado local se

tensao local de Z,.
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4.3. Extensao de Anéis de Galois

A irredutibilidade do polindmio p (x) sobre Z, é garantida pelo seguinte teorema:

Teorema 4.3.1 [21] Seja p (z) um polinémio regular em Z,. Se existe uma aplicacéo p,
chamada proje¢do natural, tal que p (p (x)) seja diferente de zero e irredutivel em GF (p)

2

entdo p(z) € irredutivel em Z,.

Como estamos interessados na classe dos cédigos ciclicos, nosso objetivo & fornecer
um procedimento para a construcdo de tais c6digos. O primeiro passo estd relacionado
com a fatoracdo de (z" ~ 1). Como o grupo das unidades de R, R*, é um grupo abeliano
multiplicativo, ele pode ser expresso como um produto de grupos ciclicos. Uma vez
encontrado este grupo multiplicativo, o problema da construcdo de cddigos ciclicos se
reduz & escolha de determinados elementos deste grupo que sejam raizes do polindmio
gerador g (z), que divide (z™ — 1).

Os resultados a seguir fornecem os elementos necessirios para a constru¢ao do sub-

grupo ciclico G do grupo multiplicativo R*, que contém todas as raizes de (z* — 1).

Teorema 4.3.2 [25] Eziste um tnico subgrupo ciclico de R* cuja ordem é relativamente

prima a p. Este subgrupo tem ordem p™ - 1.

Teorema 4.3.3 [28/ Suponha que f € R gere wm subgrupo de ordem n em R*, onde
mde(n,p) = 1. Entdo o polinémio (2™~ 1) pode ser fatorado como
2" —1=(z—filz—f* - (2= f*) se e somente se, R, (f} tem ordem n em F*
(grupo multiplicativo de GF (p")), onde R, (f) € o resto da divisio de f por p (reducéo
de f mddulo p).

Coroldrio 4.3.1 [28/ Um polindmio h (x), que divide (z™ — 1) e tem coeficientes em Z,,

pode ser fatorado sobre G,, como:

hiz)=(x-5) (- 5)-- (z - 59),
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4. Construgdo de Cddigos Lyx-pseudolineares

se, e somente se, Ry (h(z)) pode ser fatorado sobre GF (p") como:
Ry (h(@) = (@ = (R, (8)™) (z = (R (8))°) - (2= (R, (8))7)
onde B € um elemento primitivo de G, ee; € L.

Teorema 4.3.4 [28] Supornha que f = R, (f) gere um subgrupo ciclico de ordem n em
F*. Entdo [ gera um subgrupo ciclico de ordem nd em R*, onde d é um inteiro maior

ou igual a um, e f% gera o subgrupo ciclico G, de R*.

O subgrupo ciclico G, é obtido do Teorema 4.3.4, enquanto que, pelo Coroldrio 4.3.1,
o polindmio minimal M; (z) associado ao elemento 3* sobre R* (onde 3 é um elemento

primitivo em G,), tem como suas raizes todos elementos na sequéncia

5 (62')3? ’ (63')1?2 e (ﬁi)p’“-l_

Portanto, o polinémio minimal M; {(z) pode ser construido de forma muito similar &
construgao do polinémio minimal m; {z) de R, (§') sobre GF (p).

Temos ainda a seguinte propriedade:

Teorema 4.3.5 [20/Seje 3 um elemento primitive em G,, onde n = p" — 1. Entdo o

elemento 6 = A" — 3" possui inverso em R se 0 < [, # [, <n-—1.

4.4 Cobdigos BCH sobre Anéis

Os cédigos BCH formam uma importante classe de cédigos ciclicos devido, principal-
mente, & simplicidade dos processos de codifica¢io e decodificacdo associados, o que os
torna bons candidatos a serem utilizados em aplicagdes praticas. Os cédigos BCH foram
descobertos por R. C. Bose, D. K. Chaudhuri ¢ A. Hocquenghem e representam uma

excelente generalizacao dos cédigos de Hamming, permitindo a miiltipla correcéo de er-
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ros. Formam assim a classe dos melhores cédigos construtivos para canais onde oS erros
afetam os simbolos de forma independente.

Apesar de ser sempre possivel projetar um cédigo BCH que corrija até ¢ erros, para
um ¢ qualquer, devemos interpretar esta afirmacio com uma certa restricio, pois as taxas
desses cédigos sao assintoticamente ruins. Ou seja, quando o comprimento das palavras-
cédigo nao é grande, existem bons cddigos BCH, caso contrario, o desempenho destes
é prejudicado devido as baixas taxas de transmissao. Contudo, a real importincia dos
cédigos BCH vem da facilidade de implementagao do algoritmo de correcdo de erros, al-
goritmo de Berlekamp-Massey modificado [20]. A seguir, fazemos algumas consideracdes
sobre os cédigos BCH e posteriormente passamos 3 construgao de tais cédigos. Referimos

o leitor para [20].

Definigao 4.4.1 Um cddigo ciclico de comprimento n sobre GF (p) € denominado um
cédigo BCH com distancia de projeto d se o seu gerador g (z) for o minimo

ultiplo comum dos polindmios minimais de

.ﬁmﬂ ﬁm+zz ﬁm+2a T ﬁm+dm2’

para algum m inteiro ndo negatwo, onde 3 € uma raiz primitiva (elemento primitivo) de

(z™ ~ 1), em alguma extensdo GF (p") de GF (p).
Assim, analogamente a Definicao 4.3.1, temos:

Defini¢do 4.4.2 Sen = p” — 1, ou seja, se § for um elemento primitwo em Fy, entdo

o cddigo BCH € chamado de primitivo.

Normalmente, consideramos m = 1, o que nos fornece o chamado cédigo BCH no
sentido estrito.
Os cédigos BCH no sentido estrito definidos sobre anéis de inteiros, com distancia de

. . o . .
projeto d e comprimento n, apresentam 3, 5%, 3°.- - -, 5% e seus conjugados como raizes
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de cada um de seus polindmios. Esta propriedade, juntamente com a Definiciio 4.2.3 de

cddigos ciclicos sobre anéis Zg, nos permite especificar a seguinte matriz:

1 ,6) 62 L. 5n-1

L) () )

2 -1
] 1 BQt (ﬁ?i) L. (ﬁQi)n ]
A matriz H em (4.1) é a matriz verificagio de paridade para um cédigo BCH. Note
que os elementos 7, 1 <i < 2t de H pertencem a (G, e portanto, os coeficientes de 3

s&o tomados médulo n. Substituindo os elementos 5 pelos vetores linha de comprimento

r (r-uplas) correspondentes, temos a matriz H sobre Z,,.

Estamos interessados na construgdo de cédigos BCH sobre anéis Z,, para ¢ = p* e
k > 2, a qual é andloga & construcdo de cédigos BCH sobre corpos [28]. A diferenca entre
essas duas construgoes reside no fato de que, na primeira, as raizes do polindmio gerador
do cddigo BCH encontram-se na extensdo do anel Z,, ao invés de serem encontradas
na extensdo do corpo Fy, como visto na Seciio 4.3. Vale lembrar também que iremos

considerar o caso no qual mdc(n,p) = 1.

Podemos especificar um cédigo BCH de comprimento n sobre Z,, onde n = p" ~ 1,
em termos das rafzes de seu polindmio gerador g (z), que pertencem ao subgrupo ciclico
G, (vide Secdoc 4.3). Seja 5 um elemento primitivo de G,,. Se 3%, 5%, ..., 3% sao raizes
de g (z), entao podemos gerar um cdédigo BCH com simbolos de Z, se escolhermos g (z)

COmo!

g () = mme (M., (z), M, (z),- -, M,, (2)),

onde M., (z) é o polindmio minimal de 3%. Além disso,

Té(:c) = RP (g (ZL’)) = mmc (m€1 (l’) y Mgy (‘T) T ':mej (17)) s
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onde m,, (z) € o polinémio minimal de R, (%), gera um cédigo BCH em GF (p).
Portanto, a constru¢do de cédigos BCH ciclicos sobre o anel Z, reduz-se & escolha de

elementos do subgrupo ciclico G, para serem raizes do polinémio gerador ¢ ().

Observacao 4.4.1 O método sistemdtico para o célculo do minimo mdltiplo comum
de um conjunto de polinémios {py (z) ,p2(x), -, pa (x)} € computar o mdzimo divisor
comum, mdc, através do Algoritmo de Euclides e entdo utilizar o sequinte relacdo:

ﬁ p ()

=1

mde{py (z) ,p2 (2}, -, pn (z))

mme(p1(z),pe (2), - - P (x)) =

Os proximos teoremas estabelecem um limitante inferior para a distancia de Hamming

do céddigo BCH construido:

Teorema 4.4.1 Seja g (z) o polindmio gerador de um cédigo ciclico de comprimento n
com simbolos de Z, e sejam também 3%, 3%, ... 3% as raizes de g(z) em G,, onde 3
tem ordem n. Entdo, a distdncia minima do cddigo é maior que o nimero mdzimo de

inteiros consecutivos médulo n no conjunto {e;, es, - - -, ;}.

Teorema 4.4.2 A distdncia de Hamming minima de um cédigo BCH satisfaz a relacio:
d>2t+1,

onde t € a capacidade de corre¢do do cédigo.

Note que os polindmios geradores dos cédigos BCH ciclicos sdo construidos de forma

a respeitar o limitante para a distdncia minima indicado nos Teoremas 4.4.1 e 4.4.2.

4.4.1 Construcao de Cédigos BCH sobre Anéis: Exemplos

Nesta subsecao, apresentamos a construc¢io de cédigos BCH sobre anéis locais Z, de

ordemn=p —1l,ondeg=p" p=2,2<k<6eréo grau da extensio de Galois.
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Mais especificamente, estamos interessados em cédigos BCH sobre anéis locais i, cOM
2 <k < 6. Os codigos BCH aqui apresentados, juntamente com as aplicacbes casadas
isométricas obtidas no Capitulo 3, servirdo de base para a construcio dos cédigos Ze-

pseudolineares na Se¢do 4.5. Sendo assim, considere os exemplos a seguir.

Cédigos BCH sobre Z,

Apresentamos aqui a construcdo de cédigos BCH sobre o anel Zy através de extensdes
de Galois de grau 2, 3ed.
Primeiramente, considere o anel GR (p*,r) = GR(4,2) dado pela extensio de Galois

de grau 2:

Zy[z]

GRUD)I = P

= {a+bz; a,be€ ZLs}.

Considere ainda o corpo GF (p") = GF (4):

Fylz]
(@2 +z+ 1)

e

GF (4) [z] = Fyx] ={ad +bz; o0 e B} ={0,1,z,1+z}. (4.2

Seja a um elemento primitivo em Fj, equivalentemente, o é uma raiz de z2-+z-1 = 0,

ou seja, o = o+ 1. Assim, Fy apresenta os seguintes elementos:

0—{0 0)
1—(1 0)
a— {0 1)
o’ - {1 1)

Tabela 4.1: Elementos de F}

Seja f = (0 1) € GR* (4,2), onde GR" (4, 2) denota o grupo das unidades de GR (4, 2).
Entdo, f = Ry (f) = (0 1) = f gera um subgrupo ciclico de ordem n = (pr-~1)=3
em Fj, onde lembramos que R;(f) é a reducio médulo 2 do elemento f. Assim, pelo
Teorema 4.3.4, temos que f deve gerar um grupo de ordem nd = 3d em GR* (4, 2), onde

d>1€Ze f? gera o subgrupo ciclico G de GR*(4,2).
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As operagdes em GR™(4,2) sdo feitas médulo 22 + z + 1. Logo, z° = —z — 1; porém,
como os coeficientes de GR*(4,2) estao em Zg, temos que 2 = 3z + 3. Assim, conside-

rando f == (0 1} = z, a representacdo dos elementos de GR*(4,2) é como mostrada na
Tabela 4.2.

0—{00)
1—(10)
f—=(0 1)
fF—=(3 3)
fP—=(10)

Tabela 4.2: Elementos de GR* (4,2)

Portanto, nd = 3 implicando que d = 1. Logo, f gera um grupo de ordem 1 em

GR'(4,2) e, consequentemente, f = x = (0 1) gera um grupo de ordem 3 em GR*(4,2).
Logo, § = = é um elemento primitivo em Gj.

Podemos agora construir um cédigo BCH de comprimento n = 3 sobre Z;. Con-
siderando que a distancia de projeto (distancia de Hamming) do cédigo seja d > 3, o
polindmio gerador g(z) do cdédigo tem como raizes 3 e 5°. Este polindémio é dado por
g (z) = mme (M (x), Ma(x)), onde M;{x) é o polinémio minimal de 3, i = 1, 2.

O polinémio minimal de 3 é dado por:
Mi(z)=(z-8)(z-8) =1+z+"
Note que os polindmios minimais de 3 e 3* sdo iguais, isto &,
M, (z) = M ().

Assim, g (z) = 1+ 2 + z° gera o c6digo BCH desejado. Este polindmio gerador estd

relacionado a seguinte matriz geradora:

G:[Ell]. (4.3)
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A matriz verificacdo de paridade correspondente, geradora do cédigo dual associado,

é dada por:
1 2 1 00133
n= | P 5 . (4.4)
1 3 4 103301

Considere agora o anel GR (p*, 7) = GR (4, 3) dado pela extensio de grau 3 abaixo:

GR(4,3)[z) = —2el8]

T {a+bz +cx®; a,b,c € Zy}.
-

Considere ainda o corpo GF (p™) = GF (8):

F:
GF (8)iz] & Fylx] & Tﬁm‘% ={d +¥r+dz* .V ,deR}=

={0,1,z,2*, 1 +z,1+ 2% s+ 2%, 1+ + 2},

Analogamente a extensao de Galois de grau 2, Fy apresenta os seguintes elementos:

0—=(0 0 0)
1—-(100)
a—= (01 0)
o = (0 0 1)
a®* = (11 0)
a* = (01 1)
a® = (11 1)
a® = (1 0 1)

Tabela 4.3: Elementos de Fj

Seja f = (010) € GR*(4,3). Entdo, f = R (f) = (01 0) = f gera wm subgrupo

ciclico de ordem n = (p" — 1) = 7 em F;. Assim, pelo Teorema 4.3.4, f deve gerar um
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grupo de ordem nd = 7d em GR* (4,3), onde d > 1 € Z e f¢ gera o subgrupo ciclico G,
de GR*(4,3).

As operagdes em GR*(4,3) sao feitas médulo z° + 7 + 1. Logo, 2® = 3z + 3, pois os
coeficientes de GR*(4,3) estdo em Z,. Assim, considerando f = (0 1 0) = z, temos a

seguinte representagao dos elementos de GR*(4, 3):

0=(00 0)T/—=(30 2)
1=(10 0) [ ff>(210)
f=(01 0) ] f=(021)
SF={00 1)[f"=(372 2)
ff=(33 0)[ff= (21 3)
f—={(03 3)1fP=(131)
FF=(11 3)1f%5(30 3)
fP=(12 137/ {1T00)

Tabela 4.4: Elementos de GR* (4, 3)

Portanto, nd = 14 implicando que d = 2. Logo, f gera um grupo de ordem 14
em (GR*(4,3) e, consequentemente, f? = z? = (0 1 0) gera um grupo de ordem 7 em

GR*(4,3). Logo, 8 = z? é um elemento primitivo em G-.

Passamos agora a construcio de um cédigo BCH de comprimento n = 7 sobre Z,.
Considerando que a distancia de projeto do cédigo seja d > 3, o polinémio gerador g(z)

do cédigo tem como raizes 3 e 7.

Os polindmios minimais de 3 e 3% sdo dados por:

Mi(z) = My (z) = (z — 8) (z — #*) =3+ 2 + 227 +2°.

O polindémio gerador deste cddigo é dado por g (z) = mmc (M, (z), M; (z}) e gera o
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4. Construcaoc de Cédigos Zqx-pseudolineares

cédigo BCH desejado, correspondendo a seguinte matriz geradora:

3121000
0312100
0031210

(0003121

A matriz verificagao de paridade correspondente, geradora do cédigo dual associado,

é dada por:

1 g 57 5 s 5 8
1 52 8t 8 s B

10000103 3121210322131
100033210131 001121322

Considere ainda o anel GR (p*,r) = GR (4, 4) dado pela extensio de grau 4 abaixo:

Z
R=GR(4,4)[z] = 1] ) = {a+ bx + cz* + dz¥, a,b,c,d € Zs} .

(gt +z+1
O corpo de Galois GF (p") = GF (16) é dado por:

Fg{.’ﬁ]

GF (16) [z] & Figlz] = @ rz+1)

={d +bz+r*+d2* d ¥V, d € Bl =

{ 0,1,z, 2% 2% 1+ 2,1+ 2%, 14+ 2%, 2 + 2%, 2 + 2%, 2% + 22, }

l+z+z?1l+z+2d2+22+25 1+ + 22+ 23

Assim, Fig € formado pelos elementos contidos na Tabela 4.5.

Seja f=(0100) € GR*(4,4). Entflo, f=(0100) = f gera um subgrupo ciclico
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de ordem n = 15 em Fy5. Pelo Teorema 4.3.4, f deve gerar um grupo de ordem nd = 15d
em GR* (4, 4).

As operagdes em GR'(4,4) sdo feitas médulo z* + z + 1. Logo, z* = 3z + 3, pois
os coeficientes de GH™(4,4) estdo em Z,. Assim, considerando f = (0 1 0 0) = z, os

elementos de G R*(4,4) sdo dados na Tabela 4.6.

(0000) f">(3312)[fA>5(2213)
(1L 000)[ff=>(2131)[/"5(1321)
(01 00)]/f*=(3113)f/25(303 2)

f2=(0010)[fP=>(T 01 1)[/=>(2103)

fPe (000 1)[f®>(3001)[/F=(1310)

ffr(3300)[f">(3200)[/F=(013T1)
(0330) f°=(0320)[f7>5(3313)
(0033)1ff=(0032)[/F>5(1031)
(1 103)/ff=(2203) /"= (300 3)
(121 0)//®=(1320)[/%=(1000)
(01 2 1)[fP— (013 2)

Tabela 4.6: Elementos de GR* (4, 4)

Portanto, nd = 30 e, consequentemente, d = 2. Logo, f gera um grupo de ordem 30
em GR*(4,4) e f> =2 = (0 0 1 0) gera um grupo de ordem 15 em GR*(4,4). Logo,
3 = z* é um elemento primitivo em Gy5.

Podemos agora construir um cédigo BCH de comprimento n = 15 sobre Z4. Conside-
rando que a disténcia de projeto do cédigo seja d > 7, o polinémio gerador g(z) do cédigo
tem como raizes B, 037, 3, 8% B° e 3. Este polindmio ¢ dado por

UNICAMP
%i%@??i‘i,{% CENTRAL

AR R L
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4. Construcdo de Cédigos Zor-pseudolineares

g {z) = mme (M {z}, Ma{z), Ms(z), My(z), M5(z), Ms(z)), onde M;{z) é o polindmio mi-

nimal de 3°, i = 1,2,3,4,5,6. Assim, temos:

M (z)=(z—08)(z—-8%) (z - 8%) (z - 8%) =1 + 3z + 22° + 2*

My(z)=(z=8) (-8 (z-8)(z- ) =1+z+2"+ 2%+ 2

My(z)=(z — ) (z-8")=1+z+2*

Note que M, (;{;) = Moy (33) = My (.’.E) e que Mg (:c) = M3 (CC)

O polindémio gerador g (z) ¢ dado por:

g(x) =mme (M, (z), M3 (z), Ms (z)).

Assim, g (x) = 1+ z + 3x% + 32% + 32° + 207 + 2% + 22° + 210 gera o cédigo BCH

desejado. Este polindmio gerador estd relacionado & seguinte matriz geradora:

1 130330212160600 0]
011303302121000
G=|001130330212100
0001 13033021200
00001 1303302121 |

A matriz verificacao de paridade correspondente, geradora do cddigo dual associado,

72



4.4. Cédigos BCH sobre Anéis

¢ dada por:

oy

/8 52 ﬁi& ﬁéi /35 56 5{ 58 59 610 ﬁll ﬁlZ )813 ﬁlé
1 ,62 64 ﬁﬁ ﬁS ﬁlO ,812 ﬁlél 5 53 }65 57 /89 ﬁll ,613
1 63 56 ﬁQ ﬁl? i /33 ﬁﬁ !89 612 1 )83 56 69 512
1 54 68 ﬁl? ﬁ 55 ﬁg /613 62 56 ﬁlO ﬁlél /63 )87 ﬁll
1 65 Bl@ i ,185 ﬁlD 1 ,50 61{) 1 ﬂ5 510 1 55 510
1 56 612 53 ﬁg 1 66 /612 ﬁB 59 1 ﬁﬁ /612 53 69

onde 8 =z>= (00 10).

Cédigos BCH sobre Zg

Consideramos agora a construgao de cédigos BCH sobre o anel Zg através de extensoes de
Galois de grau 2 e 3. O procedimento adotado é analogo ao desenvolvido nos exemplos da
construgio de cédigos BCH sobre o anel Z4. Dessa forma, omitiremos algumas passagens
redundantes, cuja omissao nao prejudica o entendimento do trabalho, a fim de evitar que

a leitura deste se torne repetitiva e tediosa.

Sendo assim, sejam o anel R e o corpo Fy gerados pelas seguintes extensdes de grau

Zs (z]

If2

={a+bz; a,b& Zs}.

Flz]

Gm@m%&mggm;gy

= {d +¥Vz; o,V € i} ={0,1,2,1+z}.
Observe que corpo Fy acima é idéntico ao obtido na Equagio (4.2), j4 que o polinémio
utilizado em ambas extensoes ¢ 0 mesmo. Portanto, para ¢ primitivo em Fy, os elementos

deste corpo sdo aqueles mostrados na Tabela 4.2.

Seja f = {0 1) € GR* (8,2). Entdo, f = {0 1) = f gera um subgrupo ciclico de ordem
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4. Construcao de Cédigos Zox-pseudolineares

n = 3 em Fy. Assim, pelo Teorema 4.3.4, temos que f deve gerar um grupo de ordem
nd =3d em GR™(8,2), onded > 1 &€ Z e f? gera o subgrupo ciclico G de GR*(8,2).
Em GR*(8,2), temos 2? = Tz -+ 7. Assim, para f = (0 1) = z, a representacio dos

‘elementos de GR*(8,2) é como mostrada na Tabela 4.7.

—(00)
1—>(1 )
f—=(0 1)
[P (7 7)
fP= (1 0)

Tabela 4.7: Elementos de GR* (8,2)

Portanto, nd = 3 implicando que d = 1. Logo, f = z = (0 1) gera um grupo de
ordem 1 emn GR'(8,2) e também um grupo de ordem 3 em GR*(8,2). Logo, 8 =z é um
elemento primitivo em Gs.

Para a distancia minima de projeto do c6digo BCH sobre Zg igual a 3, o polinémio
gerador g{x) tem como raizes § e 5%, o que nos fornece g(z) = mme (M;{x}, My(z)).

Assim, temos:
My(z) =My (z) = (z - B)(z — ) =1+ 2 +z%

Logo, g (z) = 1 + = + z* gera o cédigo BCH desejado. Este polinémio gerador estd

relacionado & seguinte matriz geradora:
G = { 111 ] :
A matriz verificacdo de paridade correspondente ¢ dada por:

o 1 5 B2 jro00177
1 52 3 107701
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4.4. Cédigos BCH sobre Anéis

Para a extensao de Galois de grau 3 sobre o anel Zg, temos:

Z
B %GR(&S)[x] o @?ih—xis = {a+bx+cm2; a,b,c@ Zg}
Folz]

He

GF (8) [z] = Filz] = {d +bz+c2% d¥,d e B} =

(P42 +1

={0,L,z,2°, 1+ 2,1 +2* 2+ 1+3+2°}.

O corpo Fy apresenta os elementos contidos na Tabela 4.3.

Seja f = (010) € GR*(8,3). Entdo, f = (010) = f gera um subgrupo ciclico de
ordem 1 = 7 em Fg. Pelo Teorema 4.3.4, f deve gerar um grupo de ordem nd = 7d em
GR* (8,3).

Em GR*(8, 3), temos z° = 3z + 3 (coeficientes em Zg). Assim, para f = (010) = z,

os elementos de GR*(8,3) sdo os representados na Tabela 4.8.

0—=(000)[/fF=>(065)]/=(51 3)
1—-(100) [f"=(336) = (52 1)
F=(0 1 0) /T (253)fT'=(7 4 2)
fP=(00 1)1 f2=(575) f%25(6 5 4)
P={(770) 1= (307)fF=>(425)
P (07T 7)Mo (1 40)] fF> (37 2)
= (11 7)1 /P—=(014) fF>(61T7)
o (1 2 1)1/ (44 1) fP5(171)
ST (T 02) [ f"=(734)f=(70T7)
S (65 0) [ fF=(433)][fF=>{(100)

Tabela 4.8: Elementos de GR* (8, 3)

Portanto, nd = 28 e d = 4. Logo, f gera um grupo de ordem 28 em GR*(8,3) e
ft=2z*={(077) gera um grupo de ordem 7, Gy, em GR*(8,3), cujo elemento primitivo

é 8=t



4. Construgdo de Cédigos Zqr-pseudolineares

Para a distancia minima de projeto do cédigo BCH sobre Zg igual a 3, g(z) tem como

raizes 5 e 3%, o que nos fornece g (z) = mme (M, (z), Ma{z)). Assim, temos:

My (z) = M (z) = (@ — 3) (z — B) = T+ 5z + 622 + z°.

Assim, g (z) = 7+ 5z + 62? + 2% gera o c¢édigo BCH desejado e estd relacionado a

seguinte matriz geradora:

7561000

0756100
G =

0075610

0007561

A matriz verificacio de paridade correspondente ¢ dada por:

s lre e ]
(RGN NN N

10007765 0575441521372
10065044 1372077575521

Cdédigos BCH sobre Zg

Apresentamos agora a construcgdo de um cddigo BCH sobre o anel Z,5 através da extensao
de Galois de grau 2. O procedimento adotado é analogo ao desenvolvido nos exemplos
da construgao de cédigos BCH sobre os anéis Z, e Zs.

Seja o anel R gerado pela seguinte extensdo de grau 2:

Z
R%GR(§6,2) [Q‘S]%ﬁaﬂy:{a—*‘bl‘, a,bezm}.

Seja f = (01) € GR*(16,2). Entdo, f = (01) = f gera um subgrupo ciclico
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4.4. Cédigos BCH sobre Anéis

de ordem n = 3 em £y, corpo apresentado na expressdo (4.2) e que possui os elementos
contidos na Tabela 4.2, sendo o um elemento primitivo deste corpo. Assim, pelo Teorema
4.3.4, temos que f deve gerar um grupo de ordem nd = 3d em GR* (16,2).

Em GR*(16,2), temos 2? = 15z + 15. Assim, para [ = {0 1) = z, a representacio
dos elementos de GR*(16, 2} é mostrada na Tabela 4.9.

0—-(0 0)
1—(10)
f—=(0 1)
F£—= {15 15)
= (1 0)

Tabela 4.9: Elementos de GR* (16, 2)

Portanto, nd = 3 e, assim, d = 1. Logo, f =z = (0 1) gera um grupo de ordem 1 em
GR*(16,2) e também um grupo de ordem 3 em GR*(16,2). Logo, 8 = z é um elemento
primitivo em Gj.

Para a distancia minima de projeto do cédigo BCH sobre Zs igual a 3, o polinémio

gerador g(z) tem como raizes 5 e 5% Assim, temos:
My(z)=My(z)=(z—8) (z— ) =1+ 2z +22

Assim, g (z) = mme (M, (), M2(z)) = 1 + = + 2% gera o cédigo BCH desejado. Este

polindmio gerador corresponde & seguinte matriz geradora:
G= [ 111 ] :

A matriz verificagao de paridade correspondente, geradora do cédigo dual associado,

é dada por:

1 8 5 10 0 1 15 15
H= '5: ?

1 5 8 1015 15 0 1
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Cédigos BCH sobre Zx,

Segue a construcao de um cédigo BCH sobre o anel Zj, através da extensio de Galois de
grau 2. O procedimento adotado é anslogo ao desenvolvido nos exemplos da construcéo
de codigos BCH sobre os anéis Zy, Zg e Z1s.

Seja 0 anel R gerado pela seguinte extensao de grau 2

R=GR(32,2)[s] = —.L2@

B mz{a+b$. a,bEZ;»,ﬂ.

Considere ainda o corpo Fy, dado pela expressio (4.2), e que apresenta os elementos
contidos na Tabela 4.2, sendo o um elemento primitivo deste corpo.

Seja f = (01} € GR*(32,2). Entdo, f = (0 1) = f gera um subgrupo ciclico de
ordem n = 3 em F;. Assim, pelo Teorema 4.3.4, temos que f deve gerar um grupo de
ordem nd = 3d em GR*(32,2).

Em GR*(32,2), temos z° = 31z + 31. Assim, para f = (0 1) = z, a representacio
dos elementos de GR*(32,2) é mostrada na Tabela 4.10.

0—(0 0)
1—-{10)
f—=(0 1)
72— (31 31)
fP= {1 0)

Tabela 4.10: Elementos de GR* (32, 2)

Portanto, nd = 3 e, assim, d = 1. Logo, f = z = (0 1) gera um grupo de ordem 1
em GR*(32, 2) e também um grupo de ordem 3 neste mesmo grupo multiplicativo. Logo,
f =z é um elemento primitivo em G3.

Para a distancia minima de projeto do cddigo BCH sobre Z; igual a 3, o polindmio

gerador g(zx) tem como raizes 3 e 5°. Assim, temos:

Mi(z}) =My {z) = (z— 33) (3:—;82):1%—:6%«1“2.
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Assim, g (x) = mme (M;(z), Ma(z)) = 1+ z + 22 gera o cédigo BCH desejado. Este

polinémio gerador estd relacionado a seguinte matriz geradora:

G:[l 1 1}.

A matriz verificagdo de paridade correspondente, geradora do cédigo dual associado,

é dada por:

H_lﬁﬁ2m10013131

1 3 8 1031 3 0 1

Cddigos BCH sobre Zg,

Desenvolvemos agora a construgdo de cédigos BCH sobre o anel Zg, através da extensio
de Galois de grau 2. O procedimento adotado é andlogo ao desenvolvido nos exemplos
da construgao de cédigos BCH sobre os anéis Zy, Zg, Zag € Z3o.

Seja o anel R gerado pela extensio de grau 2 abaixo:

ZS4 {u’L‘}

R=GR64.9) = iy

= {G‘i‘bi, (1,56254}.

O corpo Fy, desenvolvido na expressio (4.2), apresenta os elementos dados na Tabela
4.2, sendo o um elemento primitivo deste corpo.

Seja f = (0 1) € GR*(64,2). Entdo, f = (0 1) = f gera um subgrupo ciclico de
ordem n = 3 em Fy. Assim, pelo Teorema 4.3.4, temos que f deve gerar um grupo de
ordem nd = 3d em GR* (64, 2).

Em GR*(64,2), temos 2° = 63z + 63. Assim, para f = {0 1) = z, a representacio
dos elementos de GR*(64, 2) é como mostrada na Tabela 4.11.

Portanto, nd = 3 e, assim, d = 1. Logo, f =z = (0 1) gera um grupo de ordem 1 em
GR*(64,2) e também um grupo de ordem 3 em GR*(64,2). Logo, 8 = z é um elemento

primitivo em G'3.
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Tabela 4.11: Elementos de GR* (64, 2)

Para a distancia minima de projeto do cédigo BCH sobre Zg, igual a 3, o polindémio

gerador g{x) tem como raizes 8 e 3°. Assim, temos:

My(2)=M(z) =(z-08)(z— ) =1+z+2z"

Assim, g (x) = mmec (M (z), Ma(z)) = 1 + z + z* gera o cédigo BCH desejado. Este

polinémio gerador corresponde & seguinte matriz geradora:
G = [ 111 ] :

A matriz verificacdo de paridade correspondente, geradora do cdédigo dual associado,

é dada por:

HW1552_10016363

1 7 B 10 63 63 0 1

Observacao 4.4.2 Poderiamos ter escolhido outros polinémios irredutiveis sobre o corpo

Fy para as ertensdes de grau maior ou iguel a 3, porém € fdcil perceber gue isto ndo

resultaria em novos resultados.

4.4.2 Cobdigos Alternantes

Nesta subsecdo, analisamos os cOdigos alternantes, que formam uma classe de cédigos

que podem ser obtidos através dos cédigos BCH. Os conceitos aqui apresentados podem
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4.4. Codigos BCH sobre Anéis

ser encontrados e [21].

Podemos definir a matriz verificacio de paridade de um cédigo alternante através do

chamado vetor localizador da seguinte forma:

Definigdo 4.4.3 Um cddigo alternante C (n,w,n) de comprimento n sobre wm anel R

tem sua matriz verificacdo de paridade definida como:

wy Wz
[25Re3) Wal¥g
wy o Wor2

-1
wiay T waon

r—1

pare algum v > 1 (indicador da capacidade de correcio de erros do ¢ddigo), onde

n=(o1og---

Gr, e w = (w, wg-

an) € o vetor localizador, consistindo de elementos distintos do qrupo

wy) € um vetor que consiste de quaisquer elementos de G,,.

Esta matriz pode ser decomposta como o produto de outras duas matrizes como feito

a seguir:

Observe que se considerarmos o vetor w = {(a; oy ---

R |
(85 Cp,
2 2
25 O
r—1 1
Gy oy,
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4. Construcdo de Cédigos Zqx-pseudolineares

tomando o; = £, 1 <1 < n, temos:

1 gt (ﬁr~1)2 (5r—1)n—1

Considere agora o seguinte teorema:

Teorema 4.4.3 O cddigo alternante C (n, w, n) tem distdncia de Hamming minima dada
poT:

d>r+1.

Portanto, é ficil perceber que r no Teorema 4.4.3 é equivalente a 2¢ utilizado no
Teorema 4.4.2. Fazendo esta substituig@o na matriz (4.6), obtemos a matriz verificagio
de paridade de um cédigo BCH como definida em (4.1). Ou seja, através de uma escolha
apropriada do vetor localizador e do vetor w, a Definicdo 4.4.3 nos fornece a matriz
verificacao de paridade de um cédigo BCH ou de um cédigo alternante.

Descrevemos a seguir as matrizes verificacido de paridade dos cddigos alternantes

utilizados na construgdo de cddigos Z.x-pseudolineares na Secdo 4.5.

Codigos alternantes sobre Z;

Seja um cédigo alternante de comprimento 3. Para distancia de projeto igual a 3, temos
que r = 2. Sendo assim, considere [ elemento primitivo em 3. Logo, n = (1 3 [3’2),

onde 1 = 3% e, daTabela 4.2, 3=z = f = (0 1}. Fazendo w = (1 1 1), temos a seguinte

matriz de verifica¢io de paridade:

11 1 101010
H: =

1 8 B 1001 3 3

Analogamente, podemos construir um cédigo alternante de comprimento 7 e distancia
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4.4. Cédigos BCH sobre Anéis

3 considerando os vetores n = (13 5% 8° 8* 3° %) e w=(1111111), onde 1 = 4
ef=2=f?=(010) € Gy, pela Tabela 4.4, 8 = 22 = f2 = (0 1 0). Logo, temos a

seguinte matriz verificacdo de paridade:

11 1 1 1 1 1
18 52 5 g g s

H=

Fazendo entao as substituicdes dos respectivos valores dos elementos de Gy, temos:

10010061001 00100100100
100001033 121210322131

H=

Para distdncia 4 (r = 3) e comprimento 7, temos a seguinte matriz verificacio de

paridade:
1 1 1 1 1 1 1
H=\|1 8 g 8 5 5 5
IO L

Logo,

1001004100 1T00100100100
H=1100001033 121210322131

o

100033210131 001121322

O cbédigo alternante de comprimento 7 e distdncia 5 (r = 4) apresenta matriz verifi-
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4. Construcao de Codigos Zqn-pseudolineares

cagdo de paridade mostrada abaixo:

11 1 1 1 1 1
1 g g 5 B 5 s

H=
INCAN A R A
16356}62,65,8f34
Portanto,
1 006106061 0 0100100100100
- 10000103 3121210322131
1 0003321 0131001121322
10012113 1033322001210

Finalmente, para um c6digo alternante de comprimento 7 e distdncia 6, temos a

seguinte matriz H:

1 )6' }62 ;83 ﬂ4 5:} /36
H = 1 182 ﬁ4 ,66 6 163 ﬁ&}
1 g g s s s
1 g s P58 s

Logo,
(1 00100100100100100°100]
10000103312121032213]1
H={10003321013100112132?2
100121131033322001210
(10021000 1322033131121 |
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Cédigos alternantes sobre Zg

Seja um c6digo alternante de comprimnento 3 e distancia de projeto igual a 3 (r = 2).
Sendo assim, considere § elemento primitivo em G3. Logo, = (1 8 5°), onde 1 = §°
e, da Tabela 4.7, 3 =z = f = (0 1). Fazendo w = (1 1 1), temos a seguinte matriz de

verificacao de paridade:

1 1 1 101010
1 3 3 1006177

Da mesma forma, podemos construir um cddigo alternante de comprimento 7 e
disténcia 3 considerando os vetores = (1 8 5% 58° 3* 3 8°) e w=(111111 1), onde
1= g7 e pela Tabela 4.8, 8 = 2* = f* = (0 7 7). Logo, temos a seguinte matriz

verificacdo de paridade:

11 1 1 1 1 1
H=

1 g g2 g gt p s
Fazendo entao as substituigdes dos respectivos valores dos elementos de (5, temos:

1001001001001 00100100
106007765053 75441521372

H=

Para distancia de projeto 4 (r = 3) e comprimento 7, temos a matriz verificacio de

paridade dada por:

11 1 1 1 1 1
H=11 8 5 5 g5 8 p°
1 g gt g 85
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4. Constru¢ao de Cddigos Zisx-pseudolineares

Portanto,

1001001 001001001 00100
H=11000776 5 0572544152137 2
1 0606 5044 1372077575521

Por fim, o cddigo alternante de comprimento 7 e distidncia 5 (r = 4) apresenta a

seguinte matriz H:

11 1 1 1t 1 1
1 8 5 8 g s

H=
1 5 gt g 88
O
Logo,
100190010 01001060100100
. 1 600776 5 0575 441521372
1 006 504 4 137 207757553521
1005 753 7 2650321077441

4.5 Codigos Z,.-pseudolineares

Em sua tese de doutorado, [16], J. R. Gerénimo mostra que, para k > 3, n&o conseguimos

obter uma aplicacdo bijetiva m; isométrica entre os espagos de Lee e Hamming, onde:
. k
mk . ng — 22.

Ou seja, nao existem codigos Zox-lineares. Por outro lado, para £ = 2, temos os jd
conhecidos cédigos Zy-lineares, {19]. No Capitulo 3 mostramos que é possivel, através de

aplicacbes injetivas, manter a isometria entre os espacos de Lee (Zgr,dr) e de Hamming
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4.5. Codigos Zor-pseudolineares

(227, dy). Isto é, as aplicagdes
my Tk — L2, k> 3,

nos fornecem os chamados cddigos Zsx-pseudolineares, definidos em [26].

Uma vez estabelecidas as aplicacdes casadas isométricas entre o espaco de Lee (Zgr, dr)
e 0 espaco de Hamming (227", d m} no Capitulo 3, e fazendo uso do conceito de extensiio
de Galois de dimensao r sobre Z:, apresentamos a seguir s codigos Zayr-pseudolineares
gerados através dos cddigos BCH sobre Zgx.

O procedimento adotado na geracdo desses cddigos Zse-pseudolineares é bastante
simples: partimos do c6digo em Zy, cuja matriz geradora foi obtida na Subsecdo 4.4.1,
e entdo substituimos os simbolos em Z,: de cada palavra-cédigo pelos correspondentes
simbolos em %%k—l. A correspondéncia entre estes simbolos nada mais é do que a aplicacio
casada isométrica obtida no Capitulo 3.

Assim, considere o codigo Zj«-pseudolinear proveniente do anel GR (4,2). Sejam os
vetores u e v tals que v = uG, ou seja, v € uma palavra-cédigo e u contém os simbolos de
entrada no codificador. A partir da matriz geradora obtida em (4.3), temos as seguintes

palavras-cédigo em Zyg:

lal v ]
01 (00 0)
1 (111)
21 (2 2 2)
31(3 3 3)

Tabela 4.12: Palavras-cédigo em Z,

Portanto, em Z, temos um cddigo (n, k,dr) = (3,1, 3), cujo espectro de pesos é dado
pela Tabela 4.13.

Substituindo os simbolos em Z; das palavras-cédigo na Tabela 4.12 pelos simbolos
em Z3 dados pela aplicagio isométrica mostrada na Tabela 3.2, temos as palavras-cddigo

em Z2, como mostradas na Tabela 4.14:
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4. Construcao de Cddigos Zqw-pseudolineares

Peso de Lee 013186
Nede palavras [ 1 ]2 ] 1

Tabela 4.13: Espectro de pesos em Zy

Lu v |
0/]( 00 006 00)
1/{01 01 01)
2/(1 1 11 11
3/(1 0 10 10 )

Tabela 4.14: Palavras-codigo em Z3

Logo, temos um cédigo (n, £, d) = (6,2, 3). Seu espectro de pesos é dado pela Tabela

4.15.

Peso de Hamming 1 0| 3 | 6
N°de palavras 1121

Tabela 4.15: Espectro de pesos em Z32

Note que o espectro de pesos de Lee e de Hamming é o mesmo, assim como a taxa de
transmissdo do cédigo e sua distdncia minima. Estas caracteristicas ja eram esperadas,
uma vez que este cédigo também pertence a classe dos codigos Zy-lineares, [16].

O procedimento descrito acima foi aplicado para os demais cédigos BCH considerados

na Secio 4.4. Os resultados obtidos foram organizados na Tabela 4.16, onde:

e n é o comprimento do cddigo sobre Zok;

k é a dimensao do cédigo sobre Zigs;

dy, é a distancia de Lee minima do cédigo;

’ - . s o1 Roen 1 s 1. c .

e 7' é o comprimento do c4digo sobre ZZ  (cédigo bindrio);
» - ~ .3 k—1 P e s

e k' ¢ a dimensdo do cédigo sobre ZZ  (cédigo bindrio);

dg ¢ a distincia de Hamming minima do cédigo;
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4.5. Cédigos Zox-pseudolineares

» dpyv ¢ a melhor distancia alcangada pelos cddigos binarios lineares com parametros

(', k') segundo a tabela de Brouwer e Verhoeff, [9].
e g{z} é o polindmio gerador do c¢édigo ciclico BCH correspondente.

e a notagdo (0,3% 6) utilizada na tabela significa (0,3,3,6), ou seja, o cédigo em
questao apresenta uma palavra de pesc zero, duas palavras de peso trés e uma

palavra de peso seis.

Em seguida temos o espectro de pesos do cédigo Zjs-pseudolinear (note que este
espectro é o mesmo tanto para o cédigo sobre Zy, quanto para o cédigo sobre Z%‘H, pois
a aplicagdo utilizada ¢é isométrica) e, na dltima coluna, dizemos se o cédigo em questdo
é linear ou nao. Na primeira coluna da tabela, apresentamos as extensdes de Galois
utilizadas na construgdo dos cédigos.

Observe que, através do método empregado, foi possivel obter cédigos
Zoyr-pseudolineares cujas distancias de Hamming minimas sao iguais as dos cédigos linea-
res bindrios tabelados em [9] e, portanto, apresentam a mesma capacidade de COTTECA0
de erros. Além disso, as distancias minimas sao preservadas entre os espacos métricos de
Lee e de Hamming.

Os codigos quaterndrios provenientes de GR(4,2), GR(4,3) e GR(4,4) apresentam
a mesma distancia de Lee que os codigos obtidos através de um algoritmo de otimizacio
combinatorial proposto por Said e Palazzo em [27] e utilizado em [17] e [16].

As Tabelas 4.17 e 4.18 a seguir apresentam os cédigos Za«-pseudolineares obtidos
através dos codigos BCH duais (Subsegdo 4.4.1) e dos cddigos alternantes (Subsecio
4.4.2). A notagdo utilizada é a mesma da Tabela 4.16, onde H ¢ a matriz verificacio de
paridade do cédigo.

Todos os cédigos das Tabelas 4.17 e 4.18 s&0 nfo lineares, contudo podemos observar
que eles nao sac bons coédigos no sentido de que suas distdncias minimas sdo conside-
ravelmente inferiores as distdncias dos cddigos lineares bindrios obtidos por Brouwer e

Verhoeff, [9], e, consequentemente, apresentam menor capacidade de correcio de erros. Is-
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4. Construgdo de Codigos Zsx-pseudolineares

to ocorre principalmente quando a relagdo k/n, ou seja, a taxa de transmissao do cédigo
é baixa. Podemos dizer que esta ¢ uma caracteristica dos c6digos Zox-pseudolineares
construidos através das aplica¢des casadas isométricas apresentadas no Capitulo 3, ou
seja, o comprimento do cédigo cresce exponencialmente, enquanto sua dimensio cres-
ce linearmente, implicando em baixas taxas de transmissdo. No caso dos codigos Zok-
pseudolineares, estas baixas taxas de transmissao vém acompanhadas de distancias

minimas também pequenas.

4.6 Conclusao

Neste capitulo foi apresentada wuma proposta para construgio de cddigos
Zor-pseudolineares através de cédigos ciclicos provenientes de extenstes de Galois de
dimensdo r sobre anéis de inteiros mdédulo g = 2%, utilizando as aplicacdes isométricas
desenvolvidas no Capitulo 3. Foi feita uma breve introdugdo aos conceitos de cédigos
ciclicos, extensao de Galois e cédigos BCH sobre anéis comutativos finitos locais. Poste-
riormente, apresentamos os codigos Zqx-pseudolineares obtidos e verificamos que, embo-
ra seja possivel conseguir cddigos cujas distincias minimas sdo equivalentes aquelas dos
melhores cédigos lineares bindrios conhecidos, para baixas taxas de transmissio nao é

possivel conseguir bons cédigos corretores de erros.
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4.6, Conclusio

Extensio o{z) (n,k,dr} (n, k. dgr) dpyv Espectro de pesos Codigo
de Galois
GR(4,2) 14z 4 z? {3,1,3) (6,2,3) 4 (0,3%,86) linear
GR{4,3) 3+ x4+ 2z2 + ¥ (7,4,4) {14,8.4) 4 (0,414 556 9% 716, nao
849 9% 1014 14) linear
1+ x + 322 {0,103¢ 11120 1990 nio
GR(4,4) +3z% +32°% + 227 | (15,5,10) { (30,10,10) 11 14135 15272 16133 linear
’ bzB 4 D% 4 510 1890 19120 2030, 30)
GR{8,2) 1+z4 22 (3,1,8) {12,3,6) 5 (0,8%,12) linear
' (0,814 19224 ndo
GR{8,3) | 7-+5z-+6z 428 {(7.4,8) (28,12,8) 8 121255 14832 141288 linear
1822“,20154,28)
{0,14% 1649, 182 204,
1+ 5z + 7z% + 423 2934 2434 2628 9831 3092 nio
GR(8,4) | -+7z% +32° + 627 | (15,5,14) | (60,15,14) | 21 — 23 | 32157 34186 35660 3980 linear
428 4 628 4 10 40686 49568 44196 441 18
4854 508,524 545 601
GR{16,2} 1z + 22 (3,1,6} {24,4,6) 12 (0,6%,12%9 182, 24) linear
GR{32,2) 1+ +z? (3,1,12) {48,5,12) 24 {6,128 2434 36%,48) linear
(6,6°,12%,182 247,
GR(64,2) 1+z+ 27 (3,1,6) (96,8,6) 48 307,362, 422, 483¢, linear
542 607 667,722,
787 847 0902 96)

Tabela 4.16: Cédigos Z,«-pseudolineares a partir de cédigos BCH

Extensido H (e, k,dp) (n,k,dg} | depv Espectro de pesos
de Galois
GR{4,2) 100133 (6,2,4) (12,4,4) 6 (0,47, 6%, 8%)
103301
GR{4,3} | 100001033121210322131 | (21,2.16) | {42,4,16) | 22 (0,186,182, 198 202 222)
100033210131601121322
GR{8,2) 100177 (6,2,8) (24,6,6) 10 (0,6%,81% 1038 1218, 144 162)
107701
GR(8,3) | 100077650575441521372 | (21,2,32) | (84,6,32) | 41 | (0,32,34%,3616,38% 40% 428 448 48%)
100650441372077575521

Tabela 4.17: Codigos Zye-pseudolineares a partir de cédigos BCH duais
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4. Construcao de Codigos Zow-pseudolineares

Alfabeto H (rn,k,dy) | (n,k,dg) | dpv Espectro
de pesos

By 101010 (6,2,33 (12,4,3} 6 (0,3%,42, 54,

160133 6%,72,8)

Zy 1001001001001 0010010C {21,2,7) (42,4,7} 22 (0,7%,14, 182,
100001033121210322131 192, 20,214, 22%)
100100100100100160100 (0,7%,14,186%,

Zs 1000031033121210322131 (21,3,7) (42,6,7) 20 174,1812 1912 2p%,
100033210131001121322 2112 2010 232 30)
100100100100100100100 (0,72,106%, 114,122,149,

Za 100001633121210322131 (21,4,7) (42,8,7} 18 1316 121 1718 1822,
100033210131001121322 1947 2030 2178 2230,
100121131035322061210 2330 2430 952 278 30)
1061061091001001001.00 (0,7%,8%,9% 104,116, 1215,
1000010331.21210322131 13181487 1592 1667,

g 100033210131001121322 {21,3,7) {42,10,7) 15 1796, 18122 19150 2n123,
10012113103332200121C 21118 9342 9445 9518,
100210001322033131121 262,2712 282 30%,32)

Zsg 101010 (6,2,6) {24,6,6) 10 (0,6%, 814 1020,

100177 1228 145 16)

Zs 100100100100100100106 |  (21,2,14} (83,6,14) 40 {0,145, 28, 34 3614 386
100077650575441521372 4034 427 44 465, 48)
100100100100100100100 {0,14%,28,32% 3449

s 106077650575441521372 (21, 3,14) (84,9,14) 38 — 39 36116 38152 40116
100650441372077575521 4290 4410 4618 482 60)
100100100100100100100 (0,14%, 164,182, 204, 2214,
100077650575441521372 2414 2626 2831 3092,

Za 100650441372077575521 | (21,4, 14) (84,12,14) | 34--37 | 32157 34486 3860 30980
100575372650521077441 400986 40566 44196 4piif

48%% 508 5924 548 60}

Tabela 4.18: Cddigos Zgr-pseudolineares a partir de cédigos alternantes
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Capitulo 5

Conclusoes

Este trabalho teve como principal motivacio a busca por novas classes de codigos nao
lineares cujas distancias minimas, e portanto a capacidade de correcio de erros destes
codigos, fossem superiores s distancias dos melhores cédigos lineares conhecidos até
entao, [9]. Estes c6digos nio lineares deveriam ser ciclicos e geometricamente uniformes,
reproduzindo as principais propriedades encontradas na Z.-linearidade, e portanto, fa-
cilitando o processo de decodificago. Contudo, diante da impossibilidade de se obter
codigos Zge-lineares para k > 3, consideramos aplicagdes injetoras, tais que o casamento
e a isometria entre os espacos métricos de Lee e de Hamming fossem possiveis. Neste

sentido, apresentamos os codigos Zqe-pseudolineares para 2 < k < 6.

5.1 Contribuicoes

As contribui¢bes deste trabalho encontram-se nos Capitulos 3 e 4. No primeiro, mos-

tramos ser possivel, através do uso dos conceitos de particionamento de conjuntos e

representacdo modular, determinar aplicagbes isométricas entre os espacos (Zor,dp) e
gkwl - . .

(Z3 ,dg), cujas palavras apresentam somente pesos pares, mais do que isso, as pala-

vras das aplicagOes apresentadas possuem pesos miltiplos de 4, sendo que para k = 2,

reproduzimos a Zg-linearidade. Esta é uma contribuicio importante, pois Carlet mostra
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5. Conclusdes

em [11] ndo ser possivel, através de uma generalizacio do mapeamento Gray por fungdes
Booleanas, determinar tais aplicacoes.

E importante notar que os resultados do Capitulo 3 nao se limitam & construcao de
cddigos Zox-pseudolineares. Podemos aplicar as transformacgdes encontradas na solugao
de problemas relacionados a armazenamento de dados em meios dpticos ou magnéticos,
modulagoes digitais do tipo M-QAM e alocacdo de frequéncia em telefonia mével, discu-
tidos em [3], [8], [10], [1], [4] e [2].

No Capitulo 4, construimos os codigos Zor-pseudolineares para 2 < k < 6 através de
extensdes de Galois de dimensao 7 sobre anéis locais. Para tanto, consideramos os cddigos
ciclicos BCH, pois estes sdo muito utilizados em situagdes praticas devido a facilidade de
codificacao e decodificagdo. Contudo, comprovamos o fato jd conhecido de que os cédigos
BCH nao apresentam bom desempenho quando o comprimento de suas palavras-cédigo
é grande. Além disso, podemos dizer que, os cddigos ciclicos sio assintoticamente ruins,
pois a relagao entre a distdncia de Lee minima e o comprimento dos cédigos ciclicos tende
a Zero, (%{1 — 0), fazendo com que o c¢édigo binério néo linear equivalente apresente uma
capacidade corretora de erros significativamente inferior a dos melhores cédigos bindrios
correspondentes. Portanto, concluimos que a proposta de construcado de cddigos Zg:-
pseudolineares apresentada é adequada para £ = 2 e & = 3, ou seja, para 0s casos
Zs e Zg conseguimos cédigos nao lineares tdo bons quanto os melhores cédigos lineares
conhecidos. Porém, para k > 4, mostramos que a proposta nao é adequada. Assim, outra
contribuicdo deste trabalho é mostrar ndo ser possivel, através do uso de cédigos ciclicos

no procedimento adotado, encontrar bons cédigos bindrios ndo lineares para & > 4.

5.2 Propostas para Trabalhos Futuros

Como sugestdo para futuras pesquisas, propomos os seguintes tépicos:

¢ Considerando o fato de que a proposta adotada néo se mostrou adequada para

construcéo de cdédigos Zor-pseudolineares para & > 4, é interessante estudar a
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5.2. Propostas para Trabalhos Futuros

possibilidade de se encontrar bons cédigos nesta classe a partir de cédigos lineares

(néo ciclicos);

e Com relagdo ao problema de recobrimento de regides, propomos a extensio do
método utilizado para trés dimensdes, ou seja, considerar o reticulado tridimensio-
nal ng. Para tanto, se faz necessdrio resolver o problema de representacio de um
inteiro na forma quadrética em trés dimensdes. Os cédigos entdo obtidos pode-
riam ser aplicados na correcéio de erros que ocorrem em surtos no armazenamento

holografico, por exemplo;

e Estudar o processo de transmissao dos cédigos Zq:-pseudolineares construidos.
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