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Resumo

Este trabalho aborda o problema de reducio de modelos para sistemas
dinémicos lineares, continuocs e discretos no tempo, tendo como critérios as
normas Hs e H, da matriz de transferéncia associada ao erro de reducio.
Primeiramente, sdo apresentados e discutidos os principais métodos de re-
du¢do de modelos existentes na literatura. A seguir, o problema de reducio
Hz ¢ Hoo de modelos ¢ formulado em termos de desigualdades matriciais
bilineares, assim como o problema de reducdo H, de ordem de controla-
dor {neste caso, a formulacio apresentada difere das demais existentes na
literatura). Sao propostos algoritmos de otimizagao local para a reducéo
Ha e Hoo de modelos continuos e discretos no tempo, com ou sem incerte-
zas, baseados na iterag@o entre dois subproblemas formulados em termos
de desigualdades matriciais lineares. Esses algoritmos nio possuem con-
vergéncia garantida e, como mostrado, sdo dependentes da inicializacio.
Finalmente, sdo propostos algoritmos de otimizacao global para a reducio
Ho e Hoo de modelos e para a redugiio H, da ordem de controladores pa-
ra sistemas continuos no tempo. Estes algoritmos tém convergéncia para
o ¢Otimo global garantida em tempo finito e sdo baseados na técnica de
otimizacdo branch-and-bound, com subproblemas convexos na forma de
desigualdades matriciais lineares.



Abstract

This work addresses the problem of model reduction for continuous and
discrete-time linear dynamic systems, using as criteria the %, and the H.,
norms of the transfer matrix associated to the reduction error. First, so-
me important model reduction methods in the literature are presented and
discussed. Then, the problem of H, and H. model reduction is formulated
in terms of bilinear matrix inequalities, as well as the problem of controiler
order reduction with criterion M, (in this case, the formulation presented
differs from the existing ones in the literature). Local optimization algori-
thms are proposed to solve the problem of H, and H.. model reduction for
continuocus and discrete-time systems, with or without uncertainties, based
on the iteration between two subproblems formulated in terms of linear
matrix inequalities. These algorithms do not have convergence assured
and, as shown, depend on the initialization. Finally, global optimization
algorithms are proposed to solve the problem of H, and .., model reduc-
tion and the H, controller order reduction for continuous-time systems.
These algorithms have convergence assured to the global optimum in fini-
te time, being based on branch-and-bound optimization techniques, with
convex subproblems in terms of linear matrix inequalities.
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Notacao e Definicoes

»

R denota o conjunto dos niimeros reais
R™ é o espago euclideano real

R™*™ ¢é o espaco real das matrizes reais

Cmaz (M) denota o valor singular méximo da matriz M

o;(M) denota o i-ésimo valor singular da matriz M

L£5]0;00) denota o espago {de Hilbert) das funcdes de quadrado integravel a
Lebesgue no intervalo [0; o)

I é a matriz identidade de dimenséo apropriada

0 ¢ a matriz nula de dimensao apropriada

M' denota a matriz transposta de M

M >0 (M > 0) é definida (semidefinida) positiva

M < 0 (M < 0) é definida (semidefinida) negativa

Tr(M) representa o traco da matriz M

sup denota o supremo

V(-) denota o conjunto dos vértices 1, 1 = 1,..., £ de um politopo convexo

SISO do inglés Single Input Single Output (sistema monovaridvel, uma entrada
e uma saida)

MIMO do inglés Multiple Input Multiple Qutput (sistema multivaridvel, miltiplas
entradas e muitiplas saidas)

LMIs do inglés Linear Matriz Inequalities {desigualdades matriciais lineares)

BMIs do inglés Bilinear Matriz Inequalities (desigualdades matriciais bilineares)



2 ' Notacdo e Definigdes

Lista de Definicoes
» RMS apresentado na pagina 11
e S,(w) apresentado na pégina 12
e P definido em (3.16)
¢ { definido em (3.37)
e © apresentado na pdgina 33
e O, apresentado na pdgina 33
e [ apresentado na pagina 25
® (Anom, Brom: Cnom) apresentados na pagina 46

e O apresentado na pdgina 59

SP apresentado na pédgina 59
e [, apresentado na pagina 60
s &; apresentado na pégina 60

s ®;; apresentado na pédgina 60



Capitulo 1

Introducao

O problema de reducdo H; e #., de modelos para sistemas dindmicos lineares é
abordado neste trabalho.

No capitulo 2, ¢ apresentada uma rdpida revisao dos principais métodos de reducio
de modelos existentes na literatura. O capitulo é iniciado com os métodos cldssicos de
reducdo de modelos, depois abordam-se os principais métodos de reducio de modelos
que utilizam LMIs no procedimento de otimizagao e, por tltimo, sdo apresentados
alguns métodos de reducio de modelos incertos.

No capitulo 3, sao formulados, na forma de BMIs, os problemas de reducio A
e Ho de modelos para os casos de sistemas continuos ou discretos, com ou sem in-
certezas. Também é formulado, na forma de BMIs, o problema de reducéo H, da
ordem do controlador para sistemas continuos. Trata-se de uma estrutura de projeto
de controladores reduzidos na qual é otimizado o erro entre a resposta impulsiva do
sistema controlado original e a do sistema controlado reduzido, que difere das demais
existentes na literatura. Para os casos de sistemas com incertezas, os métodos propos-
tos neste trabalho impdem que o modelo reduzido seja deterministico. Os principais
motivos s&o que pode-se utilizar técnicas de projeto de controladores para plantas de-
terministicas [AP99b] e, ainda, a estrutura proposta para reducdo de modelos incertos
pode ser aplicada na formulacio do problema de reduc¢io H, da ordem do controlador,
proporcionando diretamente um controlador reduzido deterministico.

No capitulo 4, sao propostos algoritmos de otimizag@o local para resolver os pro-
blemas de reducao de modelos formulados no capitulo 3. Basicamente, os algoritmos
consistem em fixar uma, das varidveis dos termos bilineares das desigualdades matri-
ciais e otimizar a fun¢io objetivo em funcio das varidveis restantes. O procedimento
de otimizagao fica entdo descrito na forma de LMIs. No passo seguinte, essas varidveis
sao fixadas e as anteriores passam a ser as varidveis de otimizacio.

No capitulo 5, sdo propostos algoritmos de otimizacio global para se resolver os
problemas de reducao Hy e Ho, de modelos continuos [AP99a] e para o problema de
reducdo H, de controladores continuos. Esses algoritmos, baseados na técnica de oti-
mizagdo ndo linear branch and bound, exibem condigbes que asseguram a convergéncia
para o 6timo global em tempo finito. O algoritmo envolve a construcdo de uma drvore

3



4 Capitulo 1. Introducio

de busca sendo que os problemas de otimizagio sfo descritos na forma de LMIs.

No capitulo 6, sdo mostrados alguns exemplos numéricos que ilustram o funcio-
namento dos algoritmos propostos bem como os resultados obtidos. E analisada a
influéncia do procedimentp de inicializagdo dos algoritmos de otimizacdo local nos
resultados finals obtidos. E mostrado também que os algoritmos de otimizacio global
propostos podem apresentar convergéncia lenta em alguns casos.



Capitulo 2

Técnicas de Reducao de Modelos

2.1 Principais Técnicas de Reducao de Modelos

O problema de redu¢do de modelos tem recebido muita atengio durante as tltimas
trés décadas. De fato, um modelo de baixa ordem que aproxima bem uma planta de
alta ordem é muito importante para propésitos de controle. Modelos de baixa ordem
sao mais faceis para analisar ou simular e podem ser eficientemente implementados.
Um exemplo prdtico da importancia da utiliza¢do da reducio de modelos pode ser
visto em [RE99]. Trata-se do projeto de um controle H,/H., para gerar uma regiao
de siléncio em um fone de ouvido. Neste caso, foi implementado um controlador de
ordem reduzida que manteve o desempenho préximo ao obtido no projeto original
e garantiu que as restrigdes impostas fossem respeitadas, com um menor custo de
implementaggo. Um outro exemplo similar pode ser encontrado em [JK98], que trata
do controle de um avido supersénico.

Muitos métodos de redugdo de modelos foram propostos na literatura. Dentre
os métodos classicos, os que mais causaram impacto foram: o método da realizacio
balanceada [Moo81] e o método da norma Hankel [Glo84]. O primeiro consiste em
descrever o modelo do sistema em uma representagao de estados que consegue pon-
derar igualmente a controlabilidade e a observabilidade de cada estado do sistema,
utilizando os gramianos de controlabilidade e de cbservabilidade do sistema. A trans-
formacao linear que leva o sistema a essa representagdo é chamada de transformacio
balanceada. Neste método, o modelo reduzido é obtido desprezando-se os estados
associados aos menores valores singulares. Na secdo 2.2 é apresentado um critério
alternativo de selecao dos estados para a redugdo via realizacio balanceada, que é 1til
na inicializacao dos algoritmos de otimizag¢io local propostos neste trabalho.

A reducao de modelos via norma Hankel baseia-se no fato de que esta norma
permite um mapeamento das entradas passadas em saidas futuras através dos estados
do sistema e assim, quantifica as contribuig¢bes individuais de cada estado do sistema.
Esse método equivale a minimizar a norma H, do erro de reducéo (Glog4].

Uma descri¢do completa e detalhada destes e dos principais métodos clissicos
de redugdo de modelos e de controladores pode ser encontrada em [Hen96]. Esses

)



8 Capitulo 2. Técnicas de Reducao de Modelos

métodos foram utilizados para realizar a redugio do modelo dindmico de um aviao;
foi feita uma analise do funcionamento dos meétodos, dos resultados obtidos e também
realizou-se a redugéo da ordem do controlador empregado [Hen96].

Recentemente, o problema de redu¢ao de modelos foi abordado utilizando-se méto-
dos de otimizacao baseados em LMIs acopladas, usando as normas M, ou H., como
critério de desempenho. Em [Gri95], condices necessarias e suficientes foram deriva-
das para a existéncia de uma solucéo para a reducdo de modelos de sistemas continuos
e discretos no tempo, utilizando-se a norma H,,. Essas condigbes foram expressas em
termos de LMIs acopladas por uma restricéo de posto nio convexa. Um procedimento
iterativo foi proposto para resolver o problema de redugdo Ho de modelos, utilizando
o método das projeces alternadas [Gri935]. A idéia bdsica desta técnica é a seguinte:
dada uma familia de conjuntos convexos, a seqiiéncia de projecoes alternadas nestes
conjuntos convexos converge para um ponto de intersecgdo da familia dos conjuntos,
veja [GS94a] e [GS94b]. Essas projecSes sdo realizadas utilizando-se um operador
ortogonal de projegdo. Contudo, a convergéncia é garantida apenas localmente.

A redugdo Ho, de modelos utilizando LMIs também foi estudada em (KB96]. Foi
mostrado que a restrigdo de posto é equivalente a uma restricdo quadritica, por sua
vez transformada em uma desigualdade matricial. Um algoritmo baseado em LMIs
foi utilizado para resolver o problema, vide [Kav94a] e [Kav94b], sem garantia de
convergeéncia.

Uma abordagem do problema de reducio H., de modelos diferente das anteriores
foi proposta em {Hel94]. O problema n#o foi formulado com uma, restricao de posto
e sim através de BMIs. A norma #, do erro de reducio foi expressa através do
Bounded Real Lemma [BEFB94]. Um algoritmo foi proposto, consistindo em fixar
uma das varidveis dos termos bilineares das desigualdades matriciais e minimizar a
norma o, em funcao das varidveis restantes. No passo seguinte, essas sao fixadas e
as anteriores passam a ser as varidveis de otimizacio. Este algoritmo é comumente
conhecido como algoritmo de otimizacio DK [EB94]. Neste caso, apenas a otimizac¢ao
local é obtida, sem garantia de convergéncia. Os resultados numéricos apresentados
mostram que ¢ método pode obter solucdes melhores do que as obtidas com o método
da norma Hankel [Glo84].

A redugao de modelos com a norma #, utilizando BMIs foi proposta em VD97]. O
algoritmo DK foi utilizado para a otimizacio do problema. Os resultados obtidos sio
superiores aos obtidos com a utilizacdo do método da realizagdo balanceada [Moo81].
Também neste caso ndo existe garantia de convergéncia.

Os processos de modelagem de sistemas dinamicos e projeto de controladores,
usando métodos recentes de controle robusto, fregiientemente proporcionam mode-
los de alta ordem com incertezas. Para este caso, foram propostos na literatura
varios métodos de redugdo de modelos incertos [BDG96], [BD95}, [BB97], [BD93],
[WDBG91], [BDY7], [Kav96], [Wu96]. Dentre eles, um método que estende o conceito
de realizacdo balanceada para sistemas incertos foi proposto em [WDBGI1]. As in-
certezas sao consideradas limitadas em norma. Em [BDG96], a reducio de modelos
com custo-garantido ¢ realizada através da LFT (Linear Fractional Transformation).



2.2. Sele¢ao de Estados na Reducdo de Modelos via Realizacdo Balanceada 7

O problema nao convexo de otimizagio é formulado através de LMIs acopladas por
restricao de posto. Em [Wu96], o problema de reduciio de modelos com parametros
incertos pertencentes a um politopo convexo fol investigado e foram propostas con-
digbes suficientes descritas em termos de LMIs acopladas com uma restricio de posto.
Em todos estes métodos, os modelos reduzidos sdo incertos.

A redugdo de modelos discretos e a reducdo da ordem de controladores discretos
foram amplamente estudadas e alguns dos métodos discutidos acima foram Propos-
tos na literatura para o caso de sistemas discretos no tempo, vide ‘WS90, [HP9O!,
[XGF96], [OLLP97] e [SDN95].

2.2 Selecao de Estados na Reducao de Modelos via
Realizacao Balanceada

Na redugéao de modelos utilizando a realizagio balanceada, basicamente, reorganiza-se
o modelo original com uma transformacio linear de forma que sejam evidenciados os
subsistemas dominante e fraco. A reducdo de modelos consiste em reter os estados
do subsistema dominante no modelo reduzido. A figura 2.1 ilustra este procedimento
[Moo81].

Subsistema dominante

A, B, e C.

L]

L J

Subsisterna fraco

Figura 2.1: Representagéo do sistema original em dois subsistemas: dominante e fraco.



3 Capitulo 2. Técnicas de Redugio de Modelos

A seguir, sera apresentada a reducido de modelos que tem como critério a contri-
buicao de cada estado na norma Hs do sistema original [AS88], baseada na realizacio
balanceada.

Seja o sistema dindmico linear invariante no tempo, estdavel, controldvel e ob-
servavel,

(t) = Az(t) + Bult)
y(t) = Cz(t)

com as matrizes A4 € R**"?, BWG_R"fm e C € RF*" supostamente conhecidas.
A realizacao balanceada (4, B, C') é determinada de modo a satisfazer duas equacses

de Lyapunov:
AT +ZA + BB
AT+TA+CC = 0

I
o

sendo: oo
P f exp(At) BB exp(A't)dt =

+o0 - . _
= / exp(A't)C'C exp(At)dt = (2.1)
23] g --- 0
0 gg - 0
0 0 - o

Um método para o célculo da realizacio balanceada é apresentado em [LHPWS87].
A norma #H, de G(s) ¢ dada por:

IG(s)I2 = / T B exp(A4)C'C exp(At) Blat

ou ainda,
1G()ll} = Tr(B'ZB) = Tr(CC)

Assim, pode-se ordenar os estados do sistema (A, B, C) de forma que sejam retidos
os estados que contribuem mais significativamente na norma #, do sistema original.

Este critério baseado na norma H, também permite a analise do comportamento
do sistema em fungdo da ordem, fornecendo ao projetista um grafico ilustrativo do
desempenho versus ordem do modelo, que auxilia a escolha da ordem do modelo
reduzido (veja [APFHI7] e [Ass91]).
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Note que esse critério difere do proposto em [Moo81]. Segundo [Moo81], o modelo
reduzido ¢ obtido ordenando-se os valores singulares o; (na equagio (2.1)) em ordem
decrescente (0; > 0;4;) ¢ entdo truncando-se os estados com indice maior que T e
tais que o > 0,41. Neste caso, as contribuicbes & resposta impulsiva sio computadas
apenas em termos dos valores singulares o;, desprezando-se a influéncia dos coeficientes
das matrizes B e C. O critério de Moore estabelece a contribui¢ao dos estados em
termos de um limitante da resposta impulsiva, e o outro critério em termos da norma
Ho.

Tanto o critério H, quanto o critério de Moore podem nfo refietir adequadamente
o modelo original para uma determinada particularidade, pois os dois métodos estio
quantificando apenas a contribuicdo de cada estado na resposta impulsiva ou na norma
#2 do sistema original e deixando de lado o erro de redugéo entre o sistema original
e o reduzidoe. Em [APFH98] é mostrado um exemplo em que a selecio de estados
baseada apenas nos valores singulares proporciona uma diferenca considerdvel entre a
resposta impulsiva do modelo original e a resposta impulsiva do modelo reduzido. Isto
ocorreu devido ao fato de ndo se estar considerando o erro de reducéo propriamente
dito.

Os métodos de reduco de modelos via LMIs propostos neste trabalho minimizam
o erro de redugdo entre o sistema original e o reduzido e nio apenas a norma H, de
cada estado ou o valor singular associado.
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Capitulo 3

Formulacao do Problema de
Reducao de Modelos

3.1 Introducao

O problema de redugao de modelos estd fundamentado no critério de desempenho
adotado para quantificar o erro inerente & reducio. Dada a importancia do critério
de desempenho, neste capitulo serdo apresentados os conceitos de norma Hs e Mo
de um sistema dindmico antes de se formular os problemas de reducio de modelos
baseados nestas normas. Serdo apresentados alguns exemplos mostrando que essas
normas quantificam adequadamente o erro inerente & reducio do modelo.

3.2 Reducao H>; de Modelos
3.2.1 A Norma H,

Antes de apresentar a norma Ho, se faz necessirio estudar o conceito de valor eficaz
de um sinal, valor RMS (Root-Mean-Square) . O valor eficaz de um sinal escalar é

dado por [BB91]:
A : 1 T 2 %
Yl rms & (ﬁf&‘j-‘/g y(t) dt)

desde que o limite exista. Esta é uma cldssica no¢do do tamanho de um sinal, muito
utilizada em engenharia e seu significado, 1itil em reducio de modelos, é que esta
norma quantifica o valor médio da 4rea sob um sinal que € igual a y{t)?.

A norma RMS de um vetor de sinais é dado por:

i

a1 T, :
[[9llrms = (gggjfg y(t) y(t)df)

11
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desde que o limite exista. Neste caso, o valor RMS é obtido levando-se em consideragao
a soma das dreas referentes ao quadrado de cada componente do vetor y(t).

Considere um sistema linear invariante no tempo SISO, estritamente préprio, com
sinal de entrada u(s), saida y(s) e funcio de transferéncia H {s). A norma de um
sistema pode ser formulada em termos dos sinais de entrada e saida do sisterna. Uma
medida de uma funcio de transferéncia é o valor RMS da saida quando a entrada é um
processo estocastico particular. Suponha que a entrada tem uma densidade espectral
Sy(w), e que H(s) é estdvel. A densidade espectral da saida é dada por

Sy(w) = Su(w)|H (jw)?

sendo que |H(jw)| denota magnitude de H(jw). Tem-se ainda (veja [BB91] para
maiores detalhes):

1Y llrms 2 (57-; / C: |H(jw)|25u(w)dw) :

Para o caso particular em que o processo estocéstico estacionsrio corresponde a
um ruido branco, tem-se S,{w) = 1, para todo w. A norma H; de um sistema estdvel
¢ definida como a norma RMS do sinal de saida quando a entrada é um ruido branco,
ou seja:

1 2 (5= [~ 1HGwP) (3.)

A norma H,; tem ainda uma outra interpretacio. Pelo teorema de Parseval, de

(3.1), tem-se 1
1l = ([ heear)”

sendo h(t) a resposta ao impulso de H(s). Entdo, pode-se interpretar a norma H,
como a medida da energia do sinal da saida y(t) para uma entrada tipo impulsiva,

u(t) = 4(¢).

A norma #, de um sistema linear invariante no tempo MIMO é dada por

5 2 (- [~ TG (-

que pelo teorema de Parseval,
1= ([ Trntenteyiar)

Para o caso de sistemas discretos no tempo, a norma Hy de um sistema MIMQO é
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dada por

2

18l 2 (5= [ THE@) ) ))

A seguir, serd mostrado um exemplo ilustrando o fato de que a norma H, é um
excelente critério de desempenho para propdsitos de reducio de modelos.

3.2.2 Exemplo

Considere o sistema dindmico descrito pela seguinte funcio de transferéncia [APFHO98g]

3125(10s + 1)

H{s) = 7 + 81.6s5 -+ 3934.45% + 625935 + 6796005 + 205480052 + 30237505 + 282500

Considere dois modelos candidatos a aproximar H{s) dados por

Ho(s) = 0.0006s% — 0.039s + 0.79
T 88 4 13.952+ 47095 + 70.4

0.0004s* — 0.024s + 0.5

H, —
o8) = s e s T T0d

A figura 3.1a mostra os sinais y(t), ¥.(t} e ys(¢) que correspondem as respostas
impulsivas de H(s), Ha(s) e Hy(s). O erro e,(t) = y(t) — y,{t) bem como o erro
ep(t) = y(t) — ys(t) estdo mostrados na figura 3.1b.

Os valores das normas || Eo(s)ll2 = [LH(s) — Ha(s)]]s || Es(s) 12 = | H (s) — Ho(s)]l2
s&0

|E,{(s)|]a =36 x107*

| Ep(s)l] = 47.1 x 1074

Na se¢do 3.2.3 serd mostrado um procedimento para se calcular a norma H, de um
sistema.

Note que este exemplo ilustra o fato de que a norma H, pode ser utilizada como
um excelente indice de desempenho para a escolha do modelo reduzido que melhor

aproxima o modelo original, tomando-se como referéncia a resposta impulsiva do
sistema.

3.2.3 Formulacao da Reducao H, de Modelos Continuos

A norma H; do sistema dindmico estritamente proprio H(s), estével, representado na
forma de espago de estados (A, B, (),

#(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cal)
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Figura 3.1: Respostas impulsivas do modelo original, dos modelos reduzidos (parte
(a}) e dos erros de reducao (parte (b)).

sendo A € RV, B € Y™ e (' € FP*", supostamente conhecidas, pode ser obtida
através do seguinte problema de otimizacdo, descrito na forma de LMIs 'BEFB94]:
1H(s)l= min Tr(CPC
sa AP+ PA 4+ BB' <0 (3.2)
P>0

ou, de maneira equivalente (forma dual):

|H(s)|; = min Tr(B'QB)
s AQ+QA+C'C <o (3.3)
Q>0

A matriz de transferéncia do sistema ¢ dada por H(s) = C(sI ~ A)iB.
O problema 6timo de redugio Hy de modelos pode ser assim formulado: encontre

um sisterna estdvel com ordem r < n e com representagao no espaco de estados (A,
B,. C,)



3.2. Reducgio H; de Modelos 15

ul) | age y(t)
y(®) =y (t)
1 A e

Figura 3.2: Diagrama de blocos do erro de reducio para sistemas estritamente proprios
(norma Ha).

(1) = Aez.(t) + Boult)
v () = Coa(t)

sendo A, € K7, B, € F*™ e C, € FP*", tal que a norma M, do modelo do erro
de redugdo seja minimizada. A figura 3.2 mostra o diagrama de blocos do modelo do
erro de redugdo, cuja realizagio em termos de matriz de transferéncia ¢ dada por

] o= A 0 | B
14
[F!—:g‘:l =10 A, |B, (3.4)
¢ -C. |0

De (3.2) e (3.4), a norma M, do modelo do erro de reducfio pode ser obtida como

® = ||H(s)ll2 = min Tr (C’Pé’)
sa AP+ PA'+BB <0 (3.5)
P>0

Esta formulagao corresponde a um problema de otimizacio descrito por uma desi-
gualdade matricial que ndo é linear nas varidveis de interesse do problema (isto é, A,,
B,, C. e P). Neste caso, ndo é possivel utilizar um algoritmo de otimizacgio convexa
baseado em LMIs para resolver o problema. Assim sendo, se faz necessario manipular
a expressdo (3.5) para que surjam formas mais convenientes s técnicas numéricas
de otimizacgo. Uma ferramenta 1til neste caso é o uso do complemento de Schur
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(BEFBY4]. A idéia bdsica é a seguinte: sendo Qz) = Q(z) ¢ L(z) = L(z)’, a LMI

Qz) S(z)
[ Stay Lé) } >0 (3.6)
é equivalente a
L(z) >0, Qz)—S(z)L(x)"'S(z) >0 (3.7)

sendo Q{.), S(.) e L{.) funcdes afins da varidvel z ¢ ®*.
Assim, a desigualdade matricial (3.6) equivale s expressoes dadas em (3.7).
Adotando-se um limitante superior para a funcio objetivo do problema (3.5), ou
seja: CPC’ < R, ou ainda R — CPP-1pC 2> 0 e aplicando-se o complemento de
Schur no sentido inverso, obtém-se

R CP
{P@’ P }20

De mesma maneira, aplicando-se o complemento de Schur no sentido inverso na
desigualdade matricial (restricao) de (3.5) obtém-se

~AP - PA -B
~ >
s
ou ainda,
AP+PA B
T s

Assim, o problema (3.5} pode ser escrito na formas

®= min Tr(R)
5.a [R CPJ)O

PC p |-
AP+ PA B

L <
AL »
P>0

Substituindo-se (3.4} em (3.8) e particionando-se a matriz P na forma

Py Py
P = 3.9
[ P, Py J (39)
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com Py € Ran} ng £ R e P}_z & Rnxr} tem-se

® =min Tr(R)

R CPy—C.P, CPys—C Py
&.4 PHC” - Plgc; Pll Plg Z 0

| PO — P 12 P
i AP, + PﬂA' Aplz e PlgA;. B

APl + P,A" APy + PpA, B, | <0 (3.10)
! B B! -1

Py P
| Py P } >0

Para uma ordem r fixa para o modelo reduzido, as varidveis do problema sio
A, By, C;, P e R, produzindo os termos bilineares Pip AL, Pa AL, PpCL, PpCl. O
problema de reducao étima de modelos estd descrito na forma de BMIs. Note que o
nimero de varidveis do problema é r? +rm+pr+ (n+7r)(n+r+1)/2+pp+1)/2
que é dependente de n. O nimero de termos nio-lineares (bilineares) ¢ 4, envolvendo
(n+r){r + p) produtos de varidveis. Nos capitulos 4 e 5, serdo descritos algoritmos
de otimizac¢io local e global para este problema.

A formulacdo do problema na forma dual, é dada por:

min  T7{R)
i R B'Qu + BlQ), B'Qix+ Bl
5.0 QubB + Q1.8 G Q12 >0
| Q2B 4+ QB T2 Qa2
[ A + Q1A A'Qu+ Qi
AQ, + Q1A AQn+QnA, —C.L | <0 {3.11)
i C —-C, -1
Qn Qe
>0
Q1 @

3.2.4 Formulacao da Redugao H,; de Modelos Discretos

A norma H, do sistema discreto estritamente préprio H{z), estével, representado na
forma de espaco de estados (A4, B, C},

z(k+1) = Az(k)+ Bu(k)
y(k) = Cuz(k)
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sendo 4 € R*™", B € ™™ e C € RP*" supostamente conhecidas, pode ser obtida
atraves do seguinte problema de otimizacio, descrito na forma de LMIs [PTPOT]:

lH(z)|| =min Tr (CPCh
s.a APA’-FBB'-—PSO
P=>0

A desigualdade de Lyapunov é equivalente a

APP'PA'+ BB - P <0

Aplicando o complemento de Schur, tem-se

P P4
{AP PhBB’} =0

ou ainda,
P pa 0 ,
[AP P J“[B]I[O B >0

Aplicando novamente o complemento de Schur, tem-se

AP P B
0 B I

P PA 0
=0

Assim, o problema de otimiza¢io pode ser descrito na forma de LMIs (mais con-

veniente):

IH(2)|f =min  Tr(R)
[P PC’} o

5.

I CP R
P PA 0
AP P BI|>0 (3.12)
o B I
FP>0

A matriz de transferéncia do sistema discreto é dada por H (z2) =C(z1~ A)~'B.
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O problema de reducéo étima de modelos H, discretos pode ser assim formulado:

encontre um sistema estavel com ordem 7 < n e representacio no espago de estados
(Ara BT".' CT)

z.(k+1) = Auz,(k)+ Buk)
yr(k) = Crz,(k)

sendo A, E K™, B, € F*™ e C, € B, tal que a norma H, do modelo do erro de
reducéo, dado por

<) = A 0 | B
A 1 B
{C’ f)} =10 A B (3.13)
¢ -C.1 0

seja minimizada.
Particionando-se P como em (3.9) e substituindo-se (3.13) em (3.12), tem-se

®=min Tr(R)

Py Py P, C" — Pl
S.4 P{2 PQQ P{zc’ - PQQC; >0
 CPy ~ C.P, CPy— C.Py R

Py Py PnA PpRAL
P{z P22 P{gA’ PQQA;.

~Dwoo
v
o

AP, AP, P, P {(3.14)
AP, APy P, Py
o o B B
| Py Pip
: >0
Pl Pr

Note que o problema estd descrito na forma de BMIs; no capitulo 4 serdo descritos
algoritmos de otimizacio local para resolvé-lo.
A formulacao do problema na forma dual, é dada por:

min  Tr(R)
[ Qi @12 Q1B + Q12 B,
5.a ,12 Qaz '123 4+ QB | >0
| B'Qu+ BQ)y B'Qun+ BlQxn R

Qu G @Qud QrAi. 0

P (oo QpA Qnd, 0

AQu ACQw Qu Qn ¢ [ >0 (3.15)

AQ AQn Q) Q»n -—C
0 0 C -, I
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[Qll Q12
’12 Q22

} -0
3.2.5 Formulacao da Reducdo H, de Modelos Continuos In-
certos

Considere o seguinte sistema estritamente préprio incerto

B(t) = Az(t) + Bu(f)
y(t) = Cz(i)

sendo A € K", B € R*™ e C € RP*", considerados desconhecidos porém, perten-
centes a um conjunto convexo conhecido do tipo politopo.

Em outras palavras, as matrizes (4, B, C) pertencem a um dominio politépico
convexo P dado por

N N

P31

significando que qualquer matriz (A, B, C) pode ser escrita como uma combinacao
convexa dos N extremos dados pelas matrizes (A, B;, Cg),i=1---N. Claramente,
se N = 1 tem-se um sistema precisamente conhecido.

O problema de redugio H, 6tima de modelos continuos incertos deve ser formulado
de forma que seja obtido um limitante superior para a norma Ha que englobe todas as
incertezas pertencentes ao politopo [PTP97): encontre um sistema estavel com ordem
r < n, com representacao em espaco de estados (A,, B,, C,)

Ir(t) = Ayz.(t) + Bault)
() = Gt

sendo A, € ™", B, € ™™ e (. € RPXT deterministicos, tal que o custo garantido
H, do modelo do erro de redugio seja minimizado ¥ (4,B,C) € P. A realizaciio do
erro é dada por

LA PO ’
éj‘j“_ r T (7)
c ~C. |0

Neste caso, é suposto que as matrizes (4, B,, C.) ndo sio incertas, o que difere
dos demais métodos de redugdo de modelos incertos propostos na literatura (vide
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[BB97], [BD93] e [Wu96}). O motivo pelo qual adotou-se esta estrutura é que pode-se
obter um modelo reduzido deterministico para o qual utilizam-se técnicas classicas de
projeto de controladores.

De maneira similar & desenvolvida na secdo 3.2.3, utilizando-se as equacdoes (3.8),
(3.9) e (3.17), o problema de reducdo H, 6tima de modelos continuos incertos é
formulado como

® =min Tr{R)

R CPy—C,P, CPy—C.Py
sS4 PHC”MPHC; Pll P12 _>MO

| PC" — P P, Py,

[ APy + PuA' AP+ PpAl B

ArPly + P,A" AP+ PpA, B, | <0 (3.18)

] B B] -1

[ Py Py

; >0
| Py P
V{A B,C)&P.
Seja V(P} o conjunto dos vértices i = 1,---, N do politopo convexo P.

Defina o conjunto © como

©2{(4,B,,C.,,P,R) | R=R >0, P=P >0; I()>0; ¥(-) <0;

Y(A,B,C) e P}
sendo
R CPy - C.Pl, CPy—C.Pyy
[(C,C,,P,R) & | PC' — PC! Py Py
P{QC” - PQQC;. ;‘:2 P22
e

APy + PuA' AP, + PaAl B
.ATPIQ ~+ P{gA’ A FPoy + PQQA:. B,
B B 1

U(A,B, A, B, P) &

os conjuntos das restri¢des de (3.18).
Defina o conjunto @, com condicbes similares computadas nos vértices, ou seja

©,2{(4.B,.,C.,P,R)|R=R >0, P=P >0, () >0; ¥()<0:;

Y(Ai, B, i) e V(P)}
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Note que © e ©, sfo afinsem 4, B e e, devido a convexidade de P, conclui-se
que estes conjuntos sao equivalentes ou seja, © = ©,. Assim sendo, o problema {3.18)
pode ser resolvido investigando-se apenas os vértices de P, ou seja V(P):

® =min Tr(R)

S.4 PHC; - PlEO:. Pll P}Q
| PC7 = PoC P, Foo

| APy PpAL AP, PRA,  B;

R CiPy - C.Pl, CiPy— C. Py }
>0

APy + PLAY A Pp+PpAl B, | <0 (3.19)
_ B! B 1
Py Py
' >0
Py Py

Note que este problema também estd descrito na forma de BMIs e, portanto, se faz
necessario o uso de técnicas de otimiza¢&o nio-lineares para resolvé-lo. Essas técnicas
estao mostradas no capitulo 4.

A formulagao do problema dual é dada por:

min  Tr(R)
" R BiQ1: + B/Q\; BiQu + BlQs
5.a QubB; + Q128 Q1 Q1 >0
L QEQBZ + Q??BT 12 Q22

[ AQn F+ QuA; AQ + OQpA, Ci

AQ + QA AlQxn +QnAd, —CL | <0 (3.20)
i C; -G, |
Qu Qu
' >0
| Q1

V (4, B, C;) € V(P).

3.2.6 Formulagcdo da Reducido #; de Modelos Discretos In-
certos

Considere o seguinte sistema discreto estritamente proprio incerto

z(k+1) = Az(k)+ Bu(k)
y(k) = Cz(k)
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sendo A € R"", B € ™ e C € RP*", considerados desconhecidos porém, perten-
centes a um conjunto convexo conhecido do tipo politopo.

IEm outras palavras, as matrizes (A, B, () pertencem a um domfnio politépico
convexo P dado por

N N
P& {(A;B:C) | (4. B.C) = Zﬁi(Ai;Bi,Ci) & 20, Zéi = 1} (3.21)

significando que qualquer matriz (A4, B, C) pode ser escrita como uma combinacéo
convexa dos N extremos dados pelas matrizes (4;, B;, C;), i =1---N.
O problema de reducdo H, Stima de modelos discretos incertos pode ser assim

formulado: encontre um sistema estédvel com ordem r < n e representacio no espaco
de estados (4,, B., C,)

z.(k+1) = Az (k)+ Bou(k)
yr(k) = Crz.(k)

sendo A, € B, B, € ™™ e (. € RP*" deterministicos, tal que o custo garantido
H2 do modelo do erro de redugdo seja minimizado V (4, B,C) € P. A realizacio do
erro é dada por

!
ils A 0B
=5 = 0 A, |B (3.22)
C -C.| o0

Neste caso, é suposto que as matrizes (4,, B,, C.) nio sio incertas, pelo mesmo
motivo apresentado na secdo 3.2.5.

De maneira similar 4 desenvolvida na segio 3.2.4, utilizando-se as equacdes (3.12),
(3.9} e (3.22), o problema de redugio H; 6tima de modelos discretos incertos é for-
mulado como

®=min Tr(R)

Py Py Py C'— PrCl
5. P, Py PLC — PpCl 1 >0
| CP, ~C,Pl, CPy~ CoPy R

P P PnA" PpAl 0]
P, Fyy  PLA PyAl 0

AP, AP, P, P, B |>0 (3.23)
AP, APy P, Pw B

0 o B B I

I Pll P12

>0

1
12 oo
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V(A B,C)eP.
Seja V(P) o conjunto dos vértices 7 =1,---, N do politopo convexo P.
Defina o conjunto @ como

©2{(4-B,,C,,PR)|[R=R 20 P=P' >0, () > 0; ¥() > 0.

V(A,B,C) e P}
sendo
Py Py PuC’—Pzsz-
rc,C.,P.R) 2 Fl, Poy P,C" - P Cl
CPy ~ C.P, CP,~ Cr Py R
e

Py Py PyA" PRpAl 0

Pl, Ppm PLA Ppd 0

V(A B, A, B,,PY2 | AP, AP, P, P, B
AP, APy P, Pp B,

o o B B I

os conjuntos das restrigdes de (3.23).
Defina o conjunto ©, com condicdes similares computadas nos vértices, ou seja

©, 2 {(A4 B, C,PLR)|R=R >0; P=P >0, T() > 0; U(-) > 0:

V(A;, B, C) € V(P)}

Note que © e O, sdo afins em A, B e C e, devido & convexidade de P, conclui-se
que estes conjuntos sdo equivalentes ou seja, © = ©,. Assim, o problema (3.23) pode
ser resolvido investigando-se apenas os vértices de P, ou seja V(P):

® =min  Tr(R)

I Py Py PGl — PpC
sa P, Pro PLC!— PuCl | >0
L CiPi ~ CoP{, CiPy ~ C.Py R
Py Py PyAl PpAl 0
Pl, P PLA. Ppd.l 0
APy AP, Py Py B | >0 (3.24)
Arplfz APy P{2 By B,
o o B B I|

Py Py
{P{Q P%J”
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v (Ai,Bi, Cz) € V(?)

O problema esté descrito na forma de BMIs e portanto, se faz necessdrio o uso de
técnicas de otimizagdo ndo-lineares para resolvé-lo. Essas técnicas estio mostradas
nos capitulo 4.

A formulagao do problema dual é dada por:

min  Tr(R)
[ o e QB+ Q2 B,
s.a 12 Q2 Q12Bi +QnB,. | >0
| BiQu + BL.Qy, BiQw2+ BlQx» R

¢n G2 Qudi @A 0
i'12 Q22 ergAi QQQAT- 0

A AQwe Qu @ C | >0 (3.25)
AQ AQ2 2 W ~C]
0 0 ¢, —C. I
[ Qn Qu
' >0
| @ Q2

v (Az-,Bi,Ci) < V(P)

3.3 Reducao H. de Modelos

3.3.1 A Norma H,

Uma verificacdo simples para que um sinal y(¢) seja considerado pequeno, é testar
se o sinal € pequeno para todo ¢ > 0, ou equivalentemente, se o seu maximo valor
absoluto é pequeno [BB91]. Uma norma que quantifica esta medida é a norma L.,
também chamada de norma pico, definida como

llyllco 2 sup |y (t}]
>0

Para o caso de um vetor de sinais com ! componentes, a norma L, é definida por:

| 2 . — .y
yliee & max st} = Sup max i (t)

Este conceito pode ser aplicado a sistemas lineares. Um sistema dindmico é “pe-
queno” caso sua funcio de transferéncia H(s) possua pequenas magnitudes em todas
as freqiiéncias. Uma norma que quantifica esta medida para sistemas SISO é definida
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por:
1Hll & sup |H{jw)|
w>0

e é chamada de norma H,, de H(s).
Para sistemas MIMO, a norma H.. é definida por:

| H|lw & sup Tmaz (H (jw))

A norma H também pode ser interpretada como a norma induzida £y — £,, ou
seja

Hliw=7elyll <~lwlls vV w e L,

veja [BBI1] para maiores detalhes.
O exemplo 3.3.2 mostra a utilidade da norma Hoo para a reducio de modelos.

3.3.2 Exemplo

Considere o sistema dindmico dado no exemplo 3.2.2, bem como os modelos reduzidos.
A figura 3.3a mostra as curvas de magnitude de H(jw), Ho(jw) e Hy(jw) e a figura
3.3b mostra as curvas de magnitude de H(jw) — Ho(jw) e H(jw) — Hy(jw).

A figura 3.3b mostra também o valor maximo de cada curva. Assim, as normas
1H (jw) = Ha(jw)loo € [[H (jw) — Hy(jw)||o0 siio:

12 (jw) = Ho(jw)|leo = 1.5 x 107

1 (jw) = Hy(jw)lloo = 48.7 x 107
Note que, no que diz respeito & andlise em freqiiéncia, a norma H, é uma medida

adequada do erro de redugio.

3.3.3 Formulagao da Reducao #,, de Modelos Continuos

Considere o sistema dindmico préprio H (s), estdvel, representado na forma de espaco
de estados (4, B, C, D):

&(t) = Az(t) + Bult)
y(t) = Cxz(t) + Dult)

sendo A € B***, B € V"™ ( € BPX" o D  poxm supostamente conhecidas. A
matriz de transferéncia do sistema é dada por H(s) = C(sI — A)'B+D.
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0.015 —— ; )
[ Ho(jw)]
2 o001k : ;
é IH(JW)J
= :
£ [ Hy(jw) |
Z o008
0 n
"EOvz 10’1 102
w (rad/s) (a)
5::%0‘3
— AR T -4
o dH (Gw) — Hy(juw) sup = 48.7 x 10 ]
=
23r |
Bel _
<
1 | -
|H(jw) — Hq(jw)| sup = 1.5 x 10™*
9 _ - * ’ - - et A e
1072 107" 16° e e
w (rad/s) (b)

Figura 3.3: Curvas de magnitude do modelo original. dos modelos reduzidos (parte
{a)) e dos erros de redugéo (parte (b)).

A norma H,, do sistema (A, B, C, D) relaciona-se com a existéncia de uma ma-
triz P definida positiva através do chamado Bounded Reol Lemma (veja por exem-

plo [BEFB94)):
Hllw<ve3I P=P >0:

7 -2, Tl
[AP+P.44~»7 C'C PB-+~~2C'D <0 (3.26)

B'P+42D'C v=2D'D — 1

Usando complemento de Schur e definindo p £ 42, a equacio (3.26) ¢é equivalente a:

~A'P~PA -PB C'
~B'P I D

>0
C D ul

Com isto, o célculo da norma #,, do sistema pode ser realizado através do seguinte
problema de otimizagao:

v*= min g

i
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[ —-A'P - PA —-PB (' }
5.4 —B'P I Di>0 (3.27)
C Doul
P>0
ou, na forma dual;
v = min p
—-AQ - QA" -QC' B J
3.a —~CQ I D >0 (3.28)
B D ul
Q>0

O problema de redugio H., étima de modelos continuos pode ser formulado como:

encontre um sistema estavel com ordem r < n, com representagao em espaco de
estados (A,, B,, C;, D,)

E(t) = Apz.(t) + Boult)
yr(t) Crzr(t) + Dyu{t)

il

sendo A, ERT, B, € ™™ C.eRP* e D, € RP™  tal que a norma H,, do modelo
do erro de reducdo seja minimizada. A matriz de transferéncia da realizacdo do erro

é dada por
| = 0
A|B A
& o] |2
C _Cq—
A figura 3.4 mostra o diagrama de blocos do erro de reducio.

A norma #H. do modelo do erro de reducio pode ser formulada utilizando-se (3.27)
e (3.29):

B
B, (3.29)

v = min g

-A'P-PA -PB ('
5.a ~-B'P I D|>0 (3.30)
C Doul

P>0
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W aBeD d
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AT‘?‘BTJCT1DT

3

Figura 3.4: Diagrama de blocos do erro de redugio para sistemas préprios (norma

Heo)-

Substituindo-se (3.29) em (3.30) e particionando-se P como em (3.9), tem-se

v = min
[ —A'Pyy— PuA  —A'Pp— PpA, ~PpB- PpB, '
sa | TP PoA —APp - Ppd, ~PpB-PpB  -Cp | 0
’ —B'Py —~ B.:.P{E -—B’Plg - B;ng 1 D - .D:. -
i c —c, D-D, B
| ﬁz 22 >0 (3.31)

Para uma ordem r fixa para o modelo reduzido, as varidveis do problema sio A,,
B, C., D., p e P, produzindo os termos bilineares Py A,, PpA,, PB,, PnB.. O
problema de reducao étima de modelos estd descrito na forma de BMIs. Note que o
numero de varidveis do problema é r* +rm+pr+pm+1+{(n+r)(n+r+1}/2 que é
dependente de n. Nos capitulos 4 e 5, serdo descritos algoritmos de otimizacio local
e global para este problema.

Note que a redugao H. de modelos também pode ser aplicada em sistemas estri-
tamente proprios, ou seja quando D = 0.

A formulagdo do problema na forma dual é dada por:

2

¥° = min pu

[ —AQn — QA —AQu ~ QA Q1 C + Q. B

i = ArQy — QA" —A.Qun ~ Qnidl —QLC + QxnC! B, >0

’ —CQu +CrQy  —~CQua + CrQos 1 D—-D, | =
_ B B! D -D I
[ Qll Q12
; >0 3.32

@ Qn (3-32)
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3.3.4 Formulagao da Reducio #., de Modelos Discretos

A norma H, do sistema discreto préprio H (2), estével, representado na forma de
espaco de estados (4, B, C, D),

z(k+1) = Az(k)+ Bu(k)
y(k)

I

!
o
=
+
lv
g
=

sendo A € R**", B RV™ C e RF*" ¢ D ¢ RP*™, supostamente conhecidas, pode
ser obtida através do seguinte problema de otimizacgdo, descrito na forma de LMIs
[PTP97]:

v* = min 7

P 0 ¢ AP

0 I D BP

C D u o |20 (3.33)
PA PB 0 P
P>0

A matriz de transferéncia do sistema discreto é dada por & (2) = C(zI-A)y"'B+D.
O problema 6timo de reduciio Ho. de modelos discretos pode ser formulado como:

encontre um sistema estavel com ordem r < n, com representacao em espaco de
estados (4,, B,, C, D,)

(k+1) = Az.(k)+ Boulk)
yr(k) = Crz.(k) + Dyulk)

sendo A, € R, B, e B (€ RP*" ¢ D, € B tal que a norma Hoo do modelo
do erro de redugdo seja minimizada. A realizacdo do erro é dada por

42

E

o ! B
A | B, (3.34)
~C, |D-D,

A
=] o0
C
Particionando-se P, como em (3.9), e substituindo-se (3.34) em (3.33), tem-se

~* = min 7
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P, Py 0 ~C. AP,
s 0 0 I D'-D, B'Py+B.FP,
' c -G, D-D, ul 0
PuA PpA, P B+ PppB, 0 Py
. PLA PpA, P,B+ PuB, 0 P,
AP ]
. Al Py
- B'Piy + BLPsy >0
O —_——
Py
Pa )
Py P -
" >0 .
{ Pl Py } (3.35)

O problema estd descrito na forma de BMIs; no capitulo 4 serfo descritos algorit-
mos de otimizacao local para resolvé-lo.

A formulagao do problema na forma dual, é dada por:
2

~4 = min u
C Qu Qi 0 B AQn
Qflg Q?Q 0 Br -‘4?@’}2
5.0 0 0 I D — Dr CQH - CTQ12
' B B D-D ul 0
Qud" QAL @1l — Qunl! 0 Q11
24 QAL QLC —QnCl 6 12
Ao 1
ArQ22
CQz ~ CrQa S0
0 >
Q12
Q22
G Qu
{Qiz O } >0 (3.36)

3.3.5 Formulacao da Reducao H, de Modelos Continuos In-
certos

Considere o seguinte sistema préprio incerto
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y{¢) = Cz(t) + Du(t)

sendo A E RV, BERY™ CeR*"e D¢ RP*™  considerados desconhecidos porém
pertencentes a um conjunto convexo conhecido do tipo politopo, isto é, as matrizes
(A, B, C, D) pertencem a um dominio politépico convexo I dado por

i=3

N N

significando que qualquer matriz (4, B, C, D) pode ser escrita como uma combinacdo
convexa dos N extremos dados pelas matrizes (4, B;, C;, D), i=1---N.

O problema 6timo de reduciio de modelos H para sistemas incertos deve ser
formulado de forma que seja obtido um limitante superior para a norma H. que
englobe todas as incertezas pertencentes ao politopo [PTP97]: encontre um sistema
estavel com ordem 7 < n, com representacio em espago de estados (4,, B, C,, D,)

z:(t) = Az (t) + Bou(t)
y{t} = Crzr(t) + Dyu(t)

sendo A, € 7", B, e ™™ (C, € P " ¢ D, e ppxm deterministicos, tal que o custo
garantido Ho, do modelo do erro de reducao seja minimizado V (4, B,C,D) e U. A
matriz de transferéncia do erro de reducio é dada por

BT
¢ c —C,

Neste caso, € suposto que as matrizes (4;, B;, C,, D,) néo sdo incertas, o que
difere dos demais métodos de reducio de modelos incertos propostos na literatura
(vide [Kav96]).

De maneira similar & desenvolvida na seco 3.3.3, utilizando-se as equacdes (3.9),
(3.30) e (3.38), o problema 6timo de reducio H., de modelos continuos incertos é
formulado como

2

B, (3.38)

¥ = min u
[ —A'Py— PnA APy — PoA, —PnB - PyB, C’
~APly = PbA —A Py — PpA, —P,,B—PpB, —C! -
* | ~B'Py~B/P,, ~B'Ps—B.Py I D-D | =

i C -, D-D, i

Py PUJ}G

3.
_sz Pz (3:39)
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V(A B C.D)el.
Seja V(U) o conjunto dos vértices i = 1,---, N do politopo convexo U.
Defina o conjunto © como

Gé{(A?‘BMC?‘*DnPaﬂ)I#>O, P:Pl>0, F() 20}

V(4,B,C,D) € U}

sendo
F(A3'87 CTDa‘qT‘:BT:’CTJ DT‘?'P:,U’} é

~A'Py; - PnA —A'Pp— PpA, —~PyB - PuB, o
~AL Py — P[,A —Al Py — PpA, —P,B—PpB, ~C!

—-B'P,, —B.P,, —B'Pj,-B.Py I D - D!
C """Cr D - DT #I

o conjunto das restricdes de (3.39).
Defina o conjunto ©, com condi¢fes similares computadas nos vértices, ou seja

®ﬁé (ArvBracT:DT7P3#)1H>O; Pﬂpl>0 I"‘()z{}

V(Az, B;, C;, Dz) = V(U)}
Note que © e ©, sao afinsem A, B, C ¢ D e, devido & convexidade de I/, conclui-se

que estes conjuntos sao equivalentes ou seja, © = ©,. Assim, o problema (3.39) pode
ser resolvido investigando-se apenas os vértices de U, ou seja V(U):

2

v5 = min u
C APy — PnA; —AlPs~ PpA, ~PuB, — PiuB, Cl
sa ~AL Py — PjyA; —AlPy — PpA, —P,,B;i— PnB, ~C! >0
' —BPiy — BlF|, ~B;Py— B.Py I DD =
L C; ~C, D, - D, ul
Py Py
| Pl P >0 (3-40)

v (A;, B;, Cy, D) € V(U).
Neste caso o problema também estd descrito na forma de BMIs; portanto, se faz

necessario o uso de técnicas de otimizacdo de problemas ndo-lineares para resolvé-lo.
Essas técnicas estao mostradas no capitulo 4.
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A formulagdo do problema dual é dada por:

2

¥ = min oy
=A@~ QA —A;Qp — @124, —QuCl+ QpC! B;
cq — Ay — QAL ~AQy — QoA —QL0+ QpnC! B, >0
' —Cin +CQly  ~CiQo + CQy I D;-D, | &
! B B, Di - D; ul
[ Qu @,
>0 )
' O (3.41)

3.3.6 Formulagido da Reducio #., de Modelos Discretos In-
certos

Considere o seguinte sistema préprio incerto

z(k+1) = Az(k)+ Bu(k)
y(k) = Cz(k)+ Dulk)

sendo A € RV, B € RV, C € RP*" ¢ [ ¢ KP™™  considerados desconhecidos
porém, pertencentes a um conjunto convexo conhecido do tipo politopo, isto ¢, as
matrizes (A, B, C, D) pertencem a um dominio politépico convexo I dado por

N N
Z’{ = {(ASBTOD) I (‘A:BaC;D) = Zé‘z(Ath,CzDz) 5 fi 2 @ » Zfz — 1} (342)

i=1

significando que qualquer matriz (4, B, C, D) pode ser escrita como uma combinacio
convexa dos N extremos dados pelas matrizes (A, B;, C;, D;), i=1---N.

O problema étimo de reducio H.., de modelos discretos incertos deve ser formulado
de forma que seja obtido um limitante superior para a norma H., que englobe todas as
incertezas pertencentes ao politopo [PTP97]: encontre um sistema estivel com ordem

T < m, com representacao em espago de estados (4,, B,, C,, D}
zr(k+1) = Az, (k) + Bou(k)
yr(k) = Crx.(k)+ Dyu(k)

sendo 4, ER™", B, € R™™, C, € BP*" e D, ¢ pp¥™ deterministicos, tal que o custo
garantido H., do modelo do erro de reducio seja minimizado V (A,B,C.D)elU. A
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realizacdo do erro é dada por

A1y o .
Eh |~ | B |
¢ -C,|D-~D,

Neste caso, é suposto que as matrizes (A, B, C, D,) ndo sdo incertas.

De maneira similar & desenvolvida na se¢@o 3.3.4, utilizando-se as equacbes (3.9),
(3.33) e (3.43), o problema 6timo de reducio H. de modelos discretos incertos é
formulado como

v = min u
P, Py 0 -C! AP,
sa 0 0 I D'— D, B'P;+ B.P;
- C ~Cy DD, ul 0
P A PA, PB+ PioB; 0 Py
| Pl,A PpA, PLB+ PyB, 0 P,
AP
. APy,
. ‘ /
B'Pyy + Bl Py >0
0
ISP
P22 N
P}.l Pl?
[ P, Py >0 (3.44)
V(A B,C D) el
Seja V{U) o conjunto dos vértices 1 = 1,---, N do politopo convexo .

Defina o conjunto & como

©2{(4,B,C.., D, Pu) lu>0; P=P >0; T() > 0

V(A,B,C, D) e U}
sendo

f('A‘:B?C:D:AT‘:BTch?DT:P:#)é
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- Py Py 0
P, Py 0
0 0 I
C -C; D - D,
P A PpA. PyB+ PuB,
',A PuA, PLB+ PuB.

c’ APy, AP, |
—C; ALP APy
D~ D;. B'P + B;:.P}Q B'Py 4 B;ng
ul 0 0
0 Pil PI?
0 P, P ]

o conjunto das restrigdes de (3.44).
Defina o conjunto ©, com condicdes similares computadas nos vértices, ou seja

Oy £{(A4r, B:,Cr, D, Pp) > 0; P=P > 0; (-} > 0;

V(AZ: Bi: Ci: Dz) < V(u)}
Note que © e ©, sdo afinsem A, B, Ce D e, devido & convexidade de I{, conclui-se

que estes conjuntos sao equivalentes ou seja, © = ©,. Assim, o problema (3.44) pode
ser resolvido investigando-se apenas os vértices de I/ , ou seja V(U):

2

° = min p
P Pll P}\Z 0 C: A;Pll
P, Py o —C; AP,
0 0 I D,~D! BIPy + B Py
5.4 C;: -C.  D;-D, ul 0
PudA; PpA, PuB;+ PyB, 0 Py
| Pl,A; PpA, PLB,+PpB. 0 P,
APy T
AL Py
B{P;; + BLPyy >0
0 =
Py
Py }
Py Py .
"P{Q Py, J >0 {3.45)

Y (Az‘,Bz', Ci, Dz) & V(Z{)

Neste caso o problema também estd descrito na forma de BMIs e, portanto, se faz
necessario o uso de técnicas de otimizacio nio-lineares para resolvé-lo. Essas técnicas
estao mostradas no capitulo 4.

A formulagao do problema dual ¢ dada por:

v% = min 1
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Qn Q2 0 B; AiQu
Qs Q2 0 B, A
s 0 0 I D; - D, CiQn—Ci@he
' B B, Di— D, ud 0
QuA; QA QnCi - QunC] 0 Qn
L @Al Qnd, Q1C — QxC] 0 "
AiQ12
ArQa
CiGha — Cra >0
0 sy
(12
Q22 ]
EA R o5

Y (A“B@,CZDE) = V(U)

3.4 Reducao H> da Ordem do Controlador

Nesta se¢ao ¢ apresentada uma formulagdo para o problema da reducio da ordem
do controlador distinta das formulagdes existentes na literatura. Esta formulacio
possibilita encontrar um controlador de ordem reduzida que objetiva aproximar o de-
sempenho obtido com o controlador de alta ordem, independente da técnica utilizada
no projeto original. Neste caso, a norma H; é utilizada como medida do desempenho
do procedimento de reducgéo.

O problema 6timo de redugac H; da ordem do controlador pode ser assim formu-

lado: encontre um controlador com ordem r < k, com representacido em espaco de
estados (4,,B,,C;)

() = Az (t)+ Boy(t)
u(t) = Coz.(¢)

sendo A, € ™", B, ¢ ™ e C, € R"*" tal que a norma #H, do modelo do erro entre o
sistema realimentado pelo controlador original de ordem % e o sistema controlado pelo
controlador de ordem reduzida de ordem r seja minimizada. A matriz de transferéncia
da realizacdo do erro é dada por
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A -BC., 0 1] B
LA e S
é f) —— - r ( )
0 0 B.C A 0
L C 0 -C 0 Jo

A equagdo (3.47) representa o modelo do erro de redugdo entre o sistema realimentado
pelo controlador original, dado por

E(t) _ A —BC (t) B
[20] = [sle 5[]+ (8]
{t)
1€ 0] [QZ@J
e o sistema realimentado pelo controlador de ordem reduzida, dado por
2ty | A =BG, £(t) B
[:Z’}(t)] - |5 E H:fr(t)J*[o}“(”
2(t)
e o[ 2]

Por simplicidade, adotou-se a mesma matriz B da planta original para a ponde-
ragdo do sinal de controle da realimentacio e do sinal de referéncis externo.

Os estados do controlador original sdo representados por zx(f). A figura 3.5 mostra
o diagrama de blocos do modelo do erro de reducéo do controlador.

De maneira similar & desenvolvida na se¢io 3.2.3, utilizando-se as equagdes {3.8)
e (3.47} e particionando-se a matriz P na forma

Py Py P
P—": P{g P22 P23

P;S P2,3 P33

(3.48)
y(t) =

ye(t) =

com Pll c R{n—{-k}x(n—%k)} P12 e E.R(n—i-k)xn, ng c Rnxn, P13 c R(n-}-k)xv'? P23 £ RYT g
Py e Rrxr: tem-se

¢ =min Tr(R)
R Cfpn - CP{Q CfP12 - CPQQ Cfplg - C.ng
cq P Cy = Pl Py P Py >0
' PLCh — Py Py Py Py -

P{3C} - Pzrscr PIIS P53 PSS
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u(t) 7 ABC Ly(t)

AkJBkwck

A

X y(t) — v (t)

7 ABC :UT(L‘)

AMBT:CT o

Figura 3.5: Diagrama de blocos do modelo do erro de reducgio da ordem do controla-
dor: os parametros da planta sdo A, B, C, do controlador original sdo A, By, Ci e
do controlador reduzido séo A,., B,, C,.
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APy — BC, Py + pggC’B:, t- ngA;. B <0
BTCP23 + «4;~P33 -+ PQISCfB;- e P33A'; 0 "
0 -1
Pll P12 P].B
PII2 ng Py | >0 (349)
{3 Pfé?: P33

sendo que Aj, By, C; s@o os pardmetros do sistema realimentado pelo controlador
original, dado em (3.48), ou seja,

[ A -BG
Af”[Bkc 4 }

[y
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Cr=[C o]

Note que o problema (3.49) estd descrito na forma de BMIs e uo capitulo 5, serd
proposto um método de otimizagdo global para o problema.



Capitulo 4

Otimizacao Local

4.1 Introdugao

Neste capitulo, algoritmos de otimizag&o local para a solucio do problema de reducéo
de modelos sdo apresentados e discutidos. A idéia basica é fixar algumas varidveis
de otimizagdo, tornando o problema resultante um problema convexo descrito por
LMIs. A solugdo desse problema fornece valores de varidveis que serdo fixadas numa
préxima iteracao, quando as primeiras ficardo livres. Este procedimento de otimizacio
de problemas bilineares ¢ comumente conhecido como algoritimo de otimizacio DK
[EB94].

A vantagem desse procedimento iterativo estd na solu¢do de uma segiiéncia de
problemas convexos na forma de LMIs. As desvantagens sio: dependéncia da inicia-
lizagdo e nao garantia de convergéncia.

4.2 Reducao H, de Modelos

A inicializagao do algoritmo de otimizacio local do problema de reducao Hs de mo-
delos ¢ um fator crucial para obtencdo de resultados eficientes. Neste trabalho, os
algoritmos sdo inicializados com modelos reduzidos obtidos pelo método da realizacio
balanceada [Moo81}, pelo método da norma Hankel [Glo84] e por um método que
computa as contribuicdes em termos da norma H; [APFHO7].

Foram mostradas no Capitulo 2 duas formas de selecionar os estados que serdo
retidos no modelo reduzido obtido via realizagio balanceada. Os algoritmos propostos
a seguir utilizam estes critérios na etapa de inicializagio. Os exemplos numéricos
mostrados no capitulo 6 ilustram que a inicializacdo dos algoritmos utilizando a norma
H. pode proporcionar melhores resultados (veja [AP98a}, [AP98b] e [AP98c]).

41
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4.2.1 Reducao #; de Modelos Continuocs

A idéia principal do primeiro algoritmo é resolver o problema (3.10} dividindo-o em
dois procedimentos de otimizacdo que utilizam apenas LMIs. O problema (3.10) é
repetido aqui por motivos de clareza:

® =min  Ir(R)

R CPy — C.Pl, CPy~C,Py
5.4 PMC’ -— P12C’; P;; P12 2 G

| PLC' — Pyt P, Pr
[ AP, + P A APy, + PpAl B

APl + P, A" APy + FPpdl B, <0 (4.1)
i B B! -1

Pll P12
L sz Py :I >0

Algoritmo 1 (primal)
O algoritmo consiste nos seguintes passos:

Passo 1. Comece com o modelo reduzido (A;, By, C,) obtido da reducdo via Hankel
ou realizacao balanceada.

Passo 2. Faga 4, e C; constantes na equagiio (4.1) e minimize Tr{R) com respeito
a P, ReB,.

Passo 3. Faca Py; ¢ Py constantes na equacio (4.1) e minimize T'r(R) com respeito
a Piia *47‘3 -B:": C’r e K.

Passo 4. Repita os passos 2 e 3 até que algum critério de precisao seja satisfeito.

Cada passo deste algoritmo pode ser resolvido por otimizac¢do convexa (por exem-
plo, utilizando o pacote LMISol [dFG97]); porém, nio h4 garantia de que a solucdo
atinja o minimo global, podendo o algoritmo convergir para um minimo local. Os
exemplos mostrados no capitulo 6 ilustram este fato.

O segundo algoritmo é similar ao primeiro, aplicado no problema dual, dado por
(3.11) e repetido aqui:

min  Tr{R)
[ R B'Gu + B/Q), B'Qy2+ B.Qy
5.a GuB + Q2 B, Q1 Q12 >0
12B + Q0B 12 Q2
[ AQu +QuA AQL+Qnd,
AQh + QA AlQxn+QpA, —C | <0 (4.2)
T —c, I
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Qll Ql?
[Q’m @22] >0

Algoritmo 2 (dual)

O algoritmo consiste nos seguintes passos:

Passo 1. Comece com o modelo reduzido (A,, B,, C,) obtido da reducao via Hankel
ou realiza¢do balanceada.

Passo 2. Faca A, e B, constantes na equagdo (4.2) e minimize Tr(R) com respeito
a @, ReC,.

Passo 3. Faca (12 € Qo constantes na equagdo (4.2) e minimize T'r(R) com respeito
a Qll: Ara Br; Cr e R.

Passo 4. Repita os passos 2 e 3 até que algum critério de precisio seja satisfeito.

Algoritmo 3 (misto)

O terceiro algoritmo ¢ uma mistura dos dois primeiros, com os seguintes passos:

Pzsso 1. Comece com o modelo reduzido (4., B,, C;)y obtido da reducdo via Hankel
ou realizacao balanceada.

Passo 2. Fa¢a i = i + 1, execute o algoritmo 1, com inicializacio (4,, B,, C,)i_; e
coloque o resultado em (A4,, B,, C, ).

Passo 3. Faga ¢ = ¢ + 1, execute o algoritmo 2, com inicializacio (A,, B,, C; )i, €
coloque o resultado em (A4,, B,, C,);.

Passo 4. Repita os passos 2 e 3 até que algum critério de precisio seja satisfeito.

Em [VD97], alguns exemplos sdo apresentados apontando como melhor algoritmo
o de numero 3, em principio por envolver as duas formas de célculo da norma H,.
O capitulo 6 apresenta varios exemplos de redugio de modelos, mostrando que a
inicializagdo dos algoritmos é um fator crucial para a obtencio do modelo reduzido
com menor norma do erro de reducéo, e que, como conclusdo geral, a inicializacio dos
algoritmos com o modelo reduzido obtido através da selecio H, de estados conduz
sistematicamente a melhores resultados nos trés algoritmos.
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4.2.2 Reducao Hs de Modelos Discretos

Similarmente ao caso continuo, a idéia principal do primeiro algoritmo é resolver o
problema (3.14) dividindo-o em dois procedimentos de otimizacio que utilizam apenas
LMlIs. O problema (3.14) ¢ repetido aqui por clareza:

® =min T7(R)

Py Py Py C'— PppCl
5.4 P;Q Pzg Pi'?OI - PQQC;: 2 0
| CPy —C.Pl, CPy—C,Py R
r

Py Py PyA PuAl 0
Pl, Pn PLA Ppdl 0
AP, AP, P, P, B |>0 (4.3)
AP, APy P, P, B,
. 0 o B B I

Py Py
>0
[sz P ]

Algoritmo 1 (primal)

O algoritmo consiste nos seguintes passos:

Passo 1. Comece com o modelo reduzido (A4,, B,, Cy) obtido da reducéo via Hankel
ou realizacao balanceada.

Passo 2. Faga A, e C, constantes na equacéo (4.3) e minimize Tr(R) com respeito
aP. ReB,.

Passo 3. Faga Py e Py, constantes na equacio (4.3) e minimize T7{R) com respeito
a Pll: Ar: Br: Cr e K.

Passo 4. Repita os passos 2 e 3 até que algum critério de precisio seja satisfeito,

Cada passo deste algoritmo pode ser resolvido por otimiza¢do convexa {por exem-
plo, utilizando o pacote LMISol [dFG97]); porém, nio ha garantia de que a solucdo
atinja o minimo global, podendo o algoritmo convergir para um minimo local.

O segundo algoritmo é similar ao primeiro, aplicado no problema dual, dado por
{3.15) e repetido aqui:

min  Tr(R)

Q11 Q12 (11 B + Q1 B,
5.0 12 22 QuB+QnB, | >0
B'Qu + BiQl, B'Qia+ B.Qy R
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Cu Q2 Qui @4, 0
12 Q22 QA QnA, 0
AQn AQun @Qn Qp cC" | >0 (4.4)
AQ AlQe @ Qn —-C)
0 0 C -, I
Qu @
QL Qm] >0

Algoritmo 2 (dual)

O algoritmo consiste nos seguintes passos:

Passo 1. Comece com o modelo reduzido (A,, B, C,) obtido da reducéo via Hankel
ou realizacao balanceada.

Passo 2. Faga A, e B, constantes na equa¢do (4.4) e minimize Tr(R) com respeito
a@. ReC,.

Passo 3. Faga Q13 e Oy, constantes na equacio (4.4) e minimize Tr(R) com respeito
a Qll: *41“: Br: Cr e R

Passo 4. Repita os passos 2 e 3 até que algum critério de precisio seja satisfeito.

Algoritmo 3 (misto)

O terceiro algoritmo é uma mistura dos dois primeiros, com os seguintes passos:

Passo 1. Comece com o modelo reduzido (A,, B,, C,), obtido da reducdo via Hankel
ou realizacao balanceada.

Passo 2. Faga ¢ = ¢ + 1, execute o algoritmo 1, com inicializacdo (4,, B,, C,)i_ €
coloque o resultado em (A,, B,, C);.

Passo 3. Faga i = i + 1, execute o algoritmo 2, com inicializacio {Ar, By, Crlisy e
coloque o resultado em (A,, B,, C,),.

Passo 4. Repita os passos 2 e 3 até que algum critério de precisdo seja satisfeito.

4.2.3 Redugao H; de Modelos Continuos Incertos

Os algoritmos de otimizacao local do problema de reducio H, de modelos continuos
incertos sao similares aos apresentados para o caso de reducdo Hs de modelos deter-
ministicos, com a diferenga crucial que neste caso o modelo reduzido utilizado para
inicializar os algoritmos é obtido com a reducdo via Hankel ou realizacdo balanceada
dos valores nominais do sistema original incerto. Os valores nominais correspondem
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aos valores médios (centrais) das incertezas paramétricas. Devido & convexidade de
P, ndo é necessdrio que a otimizagdo seja realizada em todo dominio poliédrico P mas
apenas no conjunto dos vértices do poliedro, V(P).

Na se¢do 3.2.5 o problema de reduc@io H, de modelos continuos incertos foi for-
mulado como (equacéo (3.19))

® =min 7 (R)

R CiPy —CoP, CiPy~ C.Pa
5.4 . PHCE{ - Plgc:. P_]_1 P;Q Z 0
| PLCl = PyC P Fo
[ AP+ Py AL APo+ PyAL B
ATPIIQ - P{2A1" A, Poy + PQQAIT B, <0 (45)

_ B! B 1

Py P

> 9
| Py P

Y (4; Bi, C;) € V(P).

Neste caso, o conjunto poliédrico convexo P € dado por

N N
PE {(‘4810) I (AvB:C): Zgz(*4thycz) : gz RO Zfz 21}

gy

e V(P) é o conjuntos dos vértices de P.

Se A, e C; (P12 e Ppy) sdo mantidos constantes, as desigualdades matriciais re-
sultantes sdo afins em Py, Py, Py, R e B, ( Pu, R, A, B, e C,). Assim sendo,
o problema (4.5) pode ser resolvido pelo seguinte algoritmo, sendo que (A4
Chom) denota os valores nominais de (4, B, C) € P,

O Bm}m ?

Algoritmo 1 (primal)

O algoritmo consiste nos seguintes passos:

Passo 1. Comece com o modelo reduzido (4,, B, C,) obtido da redugdo do modelo
nominal (Anem, Brom, Crom) via Hankel ou realizacdo balanceada.

Passo 2. Faga A, e C; constantes na equacio (4.5) e minimize Tr(R) com respeito
a P: Re B?‘: para (Ai, Bia Cl) = V(?D)

Passo 3. Faga Fy; e Py constantes na equacio (4.5) e minimize Tr(R) com respeito
a Pil; —41": B?“: Cﬁ" e Ra para (Az Bi; Cl) € V(P)

Passo 4. Repita 0s passos 2 e 3 até que algum critério de precisao seja satisfeito.
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O segundo algoritmo ¢é similar ao primeiro, aplicado no problema dual (3.20), dado
por

min  Tr(R)
i R BiQu + B.Q; BiG + B.Qx
s.a QuB; + Q12 B, i Che >0
Q1o Bi + Q22 B 12 Qa2
CAQu + Q11 A AlQw + Qi C
ALQL + Q124 AlQn+QnA, —Cl | <0 (4.6)
[ Qu Qi
>0
1o Qn

Y (A:, Bi, Ci) € V(P).

Algoritmo 2 (dual)

O algoritmo consiste nos seguintes passos:

Passo 1. Comece com o modelo reduzido (A,, B,, C,) obtido da reducao do modelo
nominal {4nom, Brom, Crnom) via Hankel ou realizacio balanceada.

Passo 2. Faga A, e B, constantes na equagio (4.6) e minimize Tr(R) com respeito
a Q: Re CT‘: para (’A?:} Bi: Cl) € V(p)

Passo 3. Faca Q3 e Q23 constantes na equagdo (4.6) e minimize T7{R)} com respeito
a Giu, Ay, By, C: e R, para {A;, B, C;) € V(P).

Passo 4. Repita os passos 2 e 3 até que algum critério de precisdo seja satisfeito.

Algoritmo 3 (misto)

O terceiro algoritmo é uma mistura dos dois primeiros, com o0s seguintes passos:

Passo 1. Comece com o modelo reduzido (4,, B,, C,); obtido da redugao do modelo
nominal (Anom: Broms Crom) via Hankel ou realizacio balanceada.

Passo 2. Faga i = ¢+ 1, execute o algoritmo 1, com inicializacdo {4, B,, C,);_; e
coloque o resultado em (A,, B,, C,);.

Passo 3. Faga ¢ = ¢ + 1, execute o algoritmo 2, com inicializacdo (4,, B,, C,)i_; e
coloque o resultado em (A, B,, C.};.

Passo 4. Repita os passos 2 e 3 até que algum critério de precisio seja satisfeito.

ﬁié&?@i?
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4.2.4 Redugao H, de Modelos Discretos Incertos

Na secdo 3.2.6 o problema de reducdo H, de modelos discretos incertos foi formulado
como (equagio (3.24))

® =min Tr(R)

Py Py PuCl — PpCl
5.4 P{z ,PQQ P{QO; - PQQC:. Z 0
| CiPy ~ G P, CPy—C. Py R

Py Pia P A PpAl 0
P, Pn PLAl PpdAl 0
APy APy Py P B | >0 (4.7)
AP, APy P, Pn, B
o o B B 1|
Py Py
| Py P

>0

v (Az'a Bi: cz) S V('P)
Neste caso, o conjunto poliédrico convexo P é dado por

N N

e V(P) denota o conjunto dos vértices de P.

Se A, e C; (P12 e Py) sio mantidos constantes, as desigualdades matriciais re-
sultantes sdo afins em Ppy, Py, Py, R e B, ( Pu, R, A, B, e C,). Assim sendo,
o problema (4.7) pode ser resolvido pelo seguinte algoritmo, sendo que (Anom, Brom,
Chom) denota os valores nominais de (4, B, C) ¢ P,

Algoritmo 1 (primal)

O algoritmo consiste nos seguintes passos:

Passo 1. Comece com o modelo reduzido (A4,, B,, C,) obtido da reducio do modelo
nominal {Anom, Brom; Crom) via Hankel ou realizaco balanceada.

Passo 2. Faga A, e C; constantes na equacio (4.7) e minimize Tr(R) com respeito
a P, Re B, para (4;, B;, C;) € V(P).

Passo 3. Faga Fi; e P, constantes na equagio (4.7) e minimize Tr(R) com respeito
a P, Ay By, Cr e R, para (4;, B;, C;) € V(P).

Passo 4. Repita os passos 2 e 3 até que algum critério de precisao seja satisfeito.
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O segundo algoritmo é similar ao primeiro, aplicado no problema dual (3.25), dado
por

min 77 (R)
] Q1 Q12 QuB; + Q12 B,
5. 12 Q22 2B+ QB | 20
BiQu + B.Q\, BiQ:+ Bl.Qxn R
 Qu 1z Qudi Q4 O
12 Q22 QA QnA, O
AQn AQie Gn @ ¢ [ 20 (4.8)
AQ AQ Q) Q2 ~C)
0o o ¢ -C I
[ Qu Q2
>0
12 Qo

vV {A;, B;, Cy) € V(P).

Algoritmo 2 (dual)

O algoritmo consiste nos seguintes passos:

Passo 1. Comece com o modelo reduzido (A, B,, C,) obtido da reducio do modelo
nominal (Anom, Bnrom, Crom) via Hankel ou realizacio balanceada.

Passo 2. Faca A, e B, constantes na equacio (4.8) e minimize Tr(R) com respeito
a Q. ReC,, para (4;, B;, C;) € V(P).

Passo 3. Faga (12 € (Jo2 constantes na equacdo (4.8) e minimize Tr(R) com respeito
a Qli: Ar; BT: GT € R: para (—42'7 Bia C’t) € V(P)

Passo 4. Repita os passos 2 e 3 até que algum critério de precisdo seja satisfeito.

Algoritmo 3 (misto)
O terceiro algoritmo é uma mistura dos dois primeiros, com os seguintes passos:

Passo 1. Comece com o modelo reduzido (A,, B, C,); obtido da reducgo do modelo
nominal (Anom, Brom, Cnom ) via Hankel ou realizacio balanceada.

Passo 2. Faga 7 == ¢ + 1, execute o algoritmo 1, com inicializacio (4,, B, C,)i-, e
coloque o resultado em (A,, B,, C,);.

Passo 3. Faga ¢ = i + 1, execute o algoritmo 2, com inicializa¢io (A,, B,, C,);_1 e
cologue o resultado em (A,, B,, C,)..

Passo 4. Repita os passos 2 e 3 até que algum critério de precisao seja satisfeito.
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4.3 Reducao H., de Modelos

Os algoritmos de otimizagdo local propostos para a otimizagao do problema de reducio
Ho de modelos sao similares aos propostos para o caso de reducdo H, de modelos,
apresentados na se¢ao 4.2.1.

4.3.1 Reducao H. de Modelos Continuos

O problema de redugdo H,, de modelos continuos foi descrito por (3.31), repetido

aqui:

2

v = min pu
[ —A'Py~PyA —A'Py—PyA, —-P,B- Py B, c’
sa | TAPL-PhA ~APn—Pud —PLE-PnB, -C. |,
' —B'Py — BIP, —~B'Py,— B.Py I D'—D 1=
_ c ~C, D-D, ul
Py Py
P, Py >0 (4.9)

De maneira similar aos algoritmos anteriores, o algoritmo consiste de dois proce-
dimentos de otimizacdo que utilizam apenas LMIs.

Algoritmo 1 (primal)

O algoritmo consiste nos seguintes passos:

Passo 1. Comece com o modelo reduzido (A, B,, C,, D,) obtido da reducdo via
Hankel ou realizacéo balanceada.

Passo 2. Faga A, e C, constantes na equacio (4.9) e minimize x4 com respeito a P,
U, B, e D,.

Passo 3. Faca Py e Py constantes na equacio (4.9) e minimize y com respeito a
P}.}: A?‘: B?‘: CT‘7 D’r e .

Passo 4. Repita os passos 2 e 3 até que algum critério de precisdo seja satisfeito.

Este algoritmo néo tem garantia de convergéncia para o minimo global da varidvel
objetivo u, podendo convergir para um minimo local.

O segundo algoritmo € similar ao primeiro, aplicado no problema dual, dado por
(3.32) e repetide aqui:
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v = min u
[ —AQn — QuA’  —AQw — QAL —-QuC + (12C; B
s.a “ArQ’u - ’12/4, -Aerz - QQ?A; ngch “+ Q22C; Br >0
—CQu +CQy ~CQu+CrQg I D-~-D. | =

i B’ B! D — D il

- Qu Qo
; >0 )
12 Qo (4.10)

Algoritmo 2-(dual)

O algoritmo consiste nos seguintes passos:

Passo 1. Comece com o modelo reduzido (A,, B, C;, D,) obtido da reducio via
Hankel ou realizacéo balanceada.

Passo 2. Faca A, e B, constantes na equagio (4.2) e minimize p com respeito a Q,
w, Cp e Dy

Passo 3. Faca Q13 e @ constantes na equacio {4.2) e minimize g com respeito a
Qll? AT? BT} 1 C’r; Dr e !,L.

Passo 4. Repita os passos 2 e 3 até que algum critério de precisao seja satisfeito.

Algoritmo 3 (misto)

O terceiro algoritmo ¢ uma mistura dos dois primeiros, com os seguintes passos:

Passo 1. Comece com o modelo reduzido (4., B,, C,, D,)y obtido da reducio via
Hankel ou realizagdo balanceada.

Passo 2. Faga i =i+ 1, execute o algoritmo 1, com inicializagdo (A, By, Cyr, D, )i_1
e coloque o resultado em (A4,, B,, C,, D).

Passo 3. Faga i =i+ 1, execute o algoritmo 2, com inicializacio (A,, B,, C,, D,);_;
e coloque o resultado em (A4,, B,, C,, D.);.

Passo 4. Repita os passos 2 e 3 até que algum critério de precisao seja satisfeito.

No capitulo 6, alguns exemplos s&o apresentados apontando como melhor algorit-
mo o de nimero 3, em principio por envolver as duas formas de cdlculo da norma
H... E importante ressaltar que o algoritmo 1 foi proposto em {Hel94] e os outros
dois algoritmos 2 e 3 estdo sendo propostos neste trabalho (veja também [AP98a]).
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4.3.2 Reducao H., de Modelos Discretos

O problema de reducdo H,, de modelos discretos foi descrito por (3.35), repetido aqui:

2

v° = min u
P P 0 c’ AP,
P, P 0 -Gy ALP
U I D'- D! BPy+B P,
‘ C - D—-D, wul 0
PnA PpA, PuB+ PyB, 0 Py
| PLA PpA, P[,B + Py,B., 0 P,
APy T
ALP,,
! !
B'P+BPy | _
0 —
Py
P22 _J
P Py
[P{z Py, } >0 (4.11)

De maneira similar aos algoritmos anteriores, o algoritmo consiste de dois proce-
dimentos de otirnizagdo que utilizam apenas LMTs.

Algoritmo 1 (primal)

O algoritmo consiste nos seguintes passos:

Passo 1. Comece com o modelo reduzido (A,, B,, Cr, D:) obtido da reducio via
Hankel ou realizaczo balanceada.

Passo 2. Faga A, e B, constantes na equacio (4.11) e minimize g com respeito a P,
t, Croe D,

Passo 3. Faca P, € Py constantes na equagao (4.11) e minimize 4 com respeito a
Pll! A?": BT‘} C?‘: DT e u.

Passo 4. Repita os passos 2 e 3 até que algum critério de precisao seja satisfeito.

Este algoritmo néo tem garantia de convergéncia para o minimo global da varigvel
objetivo u, podendo convergir para um minimo local.

O segundo algoritmo é similar ao primeiro, aplicado no problema dual, dado por
(3.36) e repetido aqui:

v* = min u
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- Qn @12 0 B AQh
2 Q2 0 B, ArQs
sa 0 0 I D—-D, CQn—C.Q
’ B B D' - D! ul 0
QuA" Qi Qul — @) 0 G
L QA" QnAl QL0 — @l 0 12
AQq2 1
‘47‘@22
CQr — Crlo >0
O . —
P
(a2 ]
Q1 Gz
, >0 412
{ ' Qn (412)

Algoritmo 2 (dual)

O algoritmo consiste nos seguintes passos:

Passo 1. Comece com o modelo reduzido (A4,, B,, C., D,) obtido da reducio via
Hankel ou realizacio balanceada.

Passo 2. Faca A, e C; constantes na equago (4.12) e minimize x com respeito a Q,
t, B.e D,

Passo 3. Faca Q13 e @2, constantes na equagio {4.12) e minimize u com respeito a
Qllt A?‘: B?‘a ’ Cr; D'r € L.

Passo 4. Repita os passos 2 e 3 até que algum critério de precisio seja satisfeito.

Algoritmo 3 (misto)

O terceiro algoritmo é uma mistura dos dois primeiros, com os seguintes passos:

Passo 1. Comece com o modelo reduzido (A4,, B,, C;,, D,)s obtido da reducio via
Hankel ou realizagio balanceada.

Passo 2. Faca: =1+1, execute o algoritmo 1, com inicializacio (A,, B, Cy, D,}i—1
e coloque o resultado em (A,, B, C,, D,);.

Passo 3. Faca i =i+ 1, execute o algoritmo 2, com inicializacio (A,, B,, Cr, D, )i
e coloque o resultado em (A,, B,, C,, D,),.

Passo 4. Repita os passos 2 e 3 até que algum critério de precisio seja satisfeito.
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4.3.3 Reducao H, de Modelos Continuos Incertos

Na se¢éo 3.3.5 o problema de redu¢do H., de modelos continuos incertos foi formulado
como (equagdo (3.40))

2

Y= min oy
[ —AiPy ~- Pud; —A{Pis — PyA, —PyB; — PyB, Ci
sa | TAPL-Podi —A Py PoA. -PLB~PpB, -C. | o
' —B;P,, — BIPj, —BjP;— B.Py i Di-D. | =
i C; —-C, D, - D, ul
Py P
2 Pa } >0 (4.13)

V (A, B, C;, D) e VIU).
Neste caso, o conjunto poliédrico convexo I é dado por

N N
U=z {(A;'B:CD) ' (ADBchD) = Zfi(Ai:Bi:C’i:Di): 51' > 0: Z&Zm I}

=1 b2=31

e V(i) denota o conjunto dos vértices de .

Se A, e B, (P13 e Py) sdo mantidos constantes, as desigualdades matriciais resul-
tantes sao afins em Py, Pia, Py, i, C, e D. (P, p, A, B, C, e D.). Assim sendo,
o problema {4.13) pode ser resolvido pelo seguinte algoritmo, sendo que (A
Chrom: DProm) denota os valores nominais de (4, B, C, DYel.

noILy Bnom:

Algoritmo 1 (primal)

O algoritmo consiste nos seguintes passos:

Passo 1. Comece com o modelo reduzido (4A,, B, C,, D;) obtido da reducio do
modelo nominal (4,,.., Brom. Choms Dnom) via Hankel ou realizacéo balanceada.

Passo 2. Faga A, e B, constantes na equacio (4.13} e minimize u com respeito a P,
u, Cr e Dy, para (A;, B;, Cy, D;) € V(U).

Passo 3. Faca Py e Py constantes na equacdo (4.13) e minimize x com respeito a
Pll; AT: B?‘: C?‘: DT € 4, para (AZJ B’i: O‘i: Di) = V(Z/{)

Passo 4. Repita os passos 2 e 3 até que algum critério de precisio seja satisfeito.

O segundo algoritmo ¢ similar ao primeiro, aplicado no problema dual (3.41), dado
por

¥ = min u
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[ —AiQu — QuAil —AiQ1 — QAL ~Qn 0+ QpC! B;
s.a —A Q@ — Q1A ~AQun — QnAl —QL,C! +QxnC! B, >0
—CiQu +C Qs —CiQy + CrQas 1 D;-D, | =
i B B D~ D, ul
[ Q1 Qs
, >0 ,
L Qu Q?Q (4 14)

¥ (‘41‘, BQO“DZ) & V(ZJ)

Algoritmo 2 (dual)

O algoritmo consiste nos seguintes passos:

Passo 1. Comece com o modelo reduzido (4,, B,, C,, D,) obtido da reducao do
modelo nominal (Arnom, Brom: Crom: Dnom) via Hankel ou realizacdo balanceada.

Passo 2. Faga A4, e C; constantes na equagio {4.14) e minimize u com respeito a @,
JIn B,- e Dh para (A;_, Bz', Ci, Dz) & V(L[)

Passo 3. Faga Q12 e (Jzp constantes na equagio (4.14) e minimize u com respeito a
Qli; "4-7'1 Bra Cr: D?‘ € i, para (Az-; Bz'a Ci: Dz) € 1;(2/{)

Passo 4. Repita os passos 2 e 3 até que algum critério de precisdo seja satisfeito.

Algoritmo 3 (misto)

O terceiro algoritmo é uma mistura dos dois primeiros, com os seguintes passos:

Passo 1. Comece com o modelo reduzido (4,, B,, C,., D,); obtido da reducdo do
modelo nominal (Anem; Brom, Croms> Dnom) via Hankel ou realizacio balanceada.

Passo 2. Faca i =1+ 1, execute o algoritmo 1, com inicializacio (4,, B, C,, Dy
e coloque o resultado em (A,, B,, C,, D.);.

Passo 3. Fagai=1+1, execute o algoritmo 2, com inicializacio (A, B,, Cr, D, )i
e coloque o resultado em (A, B,, C,, D,);.

Passo 4. Faga i = ¢ + 1 e repita os passos 2 e 3 até que algum critério de precisio
seja satisfeito.
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4.3.4 Redugao H,, de Modelos Discretos Incertos

Na secao 3.3.6 o problema de redugio H, de modelos discretos incertos foi formulado
como {equacio (3.45))

2

' = min u
I Pll P}Q 0 C; A;Pu
12 P 0 ~C; AP,
ca 0 0 I D; - D, BP, + B.Py,
’ Oz —"CT Di - .DT ,LLI 0
P4, PpA, PuB;+ PR, 0 Py
| P{zfli Py A, P{QBz + Fao B, 0 P{Q
APy ]
Al Py,
BiPyy + Bl Py, >0
0
Py
Fay ;
[ gi,; ﬁ;z J >0 (4.15)

v (Az, B;. C;, Dz) & V(L{)
Neste caso, o conjunto poliédrico convexo If é dado por

N N
L{é {(‘47B:CaD) f (AwBac:D):Zfi("qi:Bi:CiaDi) 3 fz 20, Zé@zl}

1 =1
e V(U{) denota o conjunto dos vértices de 4.

Se A, e B, (P12 e Psy) sdo mantidos constantes, as desigualdades matriciais resul-
tantes sdo afins em Py, Py, Pog, u, Cr e D, ( P, i, A, Be, C, e D.). Assim sendo,
0 problema (4.15) pode ser resolvido pelo seguinte algoritmo, sendo que (A
Crom: Dnom} denota os valores nominais de (4, B, C, DyeU,

oy Bnoma

Algoritmo 1 (primal)

O algoritmo consiste nos seguintes passos:

Passo 1. Comece com o modelo reduzido (A-, B;, C,, D,) obtido da reducgio do
modelo nominal (Apom, Brom, Crom, Diom) via Hankel ou realizacao balanceada.

Passo 2. Faga A, e B, constantes na equacio (4.15) e minimize u com respeito a P,
Hy Cr e DT, para (‘43', Bz Cg, Dg) &« V(Z/Z)
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Passo 3. Faca P e Py constantes na equagdo (4.15) e minimize g com respeito a
PI].: A?"v Bra Cr: D’r € U, para (-4‘51 Bz Cz Dz) € V(Z’{)

Passo 4. Repita os passos 2 e 3 até que algum critério de preciso seja satisfeito.

O segundo algoritmo ¢é similar ao primeiro, aplicado no problema dual (3.46), dado
por

2

¢ = min u
T Qu Q2 0 B; AiQn
o @ 0 B, ArQs
sa 0 0 I D; - D, CiGn —CrQ12
: B B Di-D ul 0
CQudi Qurd, Qnull—QnCl 0 On
124 QA QRO ~ Q] 0 12
AiQho 1
ArQa
Cithe — Cr Qo >0
0 >
Gz
(22 ]
& &)= 419

Algoritmo 2 (dual)

O algoritmo consiste nos seguintes passos:

Passo 1. Comece com o modelo reduzido (A4,, B., C,, D,) obtido da reducdo do
modelo nominal (Anom, Brom, Crom: DPnom) via Hankel ou realizaciio balanceada.

Passo 2. Faca A, e C; constantes na equagao (4.16) e minimize 4 com respeito a @,
Hs Bre DT> para (Az: Bi> Oi: Dz) € V(Z/[)

Passo 3. Faga Q12 e (0 constantes na equagho (4.16) e minimize y com respeito a
Qll: A?":' BT: C?‘a DT € {4, para (Aiv Bi; Ci: D'a) € V(Z’{)

Passo 4. Repita os passos 2 e 3 até que algum critério de precisfio seja satisfeito.

Algoritmo 3 (misto)

O terceiro algoritmo é uma mistura dos dois primeiros, com o0s seguintes passos:
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Passo 1. Comece com o modelo reduzido (Ar, B;, C,, D), obtido da reducdo do
modelo nominal (Azom, Brom, Crom, Dyom) via Hankel ou realizacao balanceada.

Passo 2. Faga ¢ =1+1, execute o algoritmo 1, com inicializagdo (A., B,, C,, D,);_;
e coloque o resultado em (4,, B,, C,, D,);.

Passo 3. Faga ¢ = i+1, execute o algoritmo 2, com inicializacéo (A,, B,, C,, D,);.,
e coloque o resultado em (4,, B,, C,, D,),.

Passo 4. Faga 72 = i+ 1 e repita os passos 2 e 3 até que algum critério de precisiio
seja satisfeito.



Capitulo 5

Otimizacao Global

5.1 Introducgao

Na literatura, existemn muitos métodos para resolver problemas de otimizagéo global.
Dentre eles, o método de otimizacao simulated annealing (veja [BB92]), que descreve
uma familia de métodos iterativos onde a cada iteracdo incrementa-se um parimetro
com uma probabilidade que decai exponencialmente com a funcio energia associada
ao novo valor do pardmetro. Esta técnica ndo mantém os limitantes superior e inferior
do 6timo global. Como resultado, este algoritmo néo tem critério de parada. Qutra
técnica de otimizagdo € baseada no algoritmo de pontos interiores [BB92], que tem
sido usado em alguns problemas de programacio inteira. Porém, este também nio tem
limites garantidos sobre o étimo global. Em contraste com essas técnicas, o algoritmo
branch and bound mantém limitantes superior e inferior para o 6timo global, o que
garante a sua convergéncia para o 6timo global em tempo finito.

Neste capitulo serd apresentado um método de otimizacio global para o proble-
ma de redugao de modelos, baseado no algoritmo branch and bound [BB92],[AP99a].
Inicialmente ¢ feita uma apresentacio geral do algoritmo; depois sio apresentados
os limitantes superior e inferior para os problemas de redugdo Hs e Hoo de modelos
continuos e também para o problema de reducdo H. da ordem do controlador de
sistemas continuos. A estratégia de divisdo iterativa do espago de busca também é
discutida e, finalmente, é mostrada a convergéncia do algoritmo em tempo finito para
o 6timo global.

5.2 O Algoritmo Branch and Bound

O algoritmo branch and bound é uma técnica de otimizagao global que pode ser aplica-
da em problemas NP-hard, encontrando o minimo global de uma funcio ndo convexa
f:® — R sobre um hiper-retingulo @ de dimensdo [. O hiper-retangulo é iterativa-
mente dividido até que o étimo global seja obtido com dada precisao e.

De acordo com [GSP94], 0 método branch and bound pode ser interpretado como

59
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uma maneira conveniente de realizar divisdes iterativas no espago de busca que utili-
za limites superiores e inferiores para refinar progressivamente as dreas de interesse,
evitando que todo o espaco de busca seja investigado. Este procedimento termina
quando a diferenga entre o limite superior e o inferior é menor que €.

O algoritmo branch and bound é ilustrado na figura 5.1, (veja [RS95] para de-
talhes). Primeiro, sao determinadas uma funcao relaxacio inicial L; e uma funcao
restri¢ao inicial U; restringindo a funcido objetivo ndo convexa F', como ilustrado
na figura 5.1(a). Essas fungdes devem ser determinadas de forma a garantir que o
minimo global da funcdo restricio seja maior que o minimo global da funcdo nio
convexa e que o minimo global da funcio relaxacdo seja menor que o minimo global
da fun¢do nao convexa. O dominio factivel é entfio dividido em duas subregides, a
direita e & esquerda do ponto de divisdo (SP) e novos limites inferiores (La, L) e
limites superiores (Uy, Us) séo calculados. O ponto SP é o ponto médio do maior lado
do hiper-retangulo. Se o valor minimo do limite inferior for maior que o valor minimo
de qualquer limitante superior, essa regido deve ser descartada pois o 6timo global
nao pertence a essa regido. A figura 5.1(b) ilustra este procedimento, neste caso, o
valor minimo do limitante inferior Lj, indicado por L, é maior que o valor minimo
do limitante superior U, indicado por U. A figura 5.1{c) ilustra a regido descartada.
Ap0s, a regido factivel ¢ dividida (figura 5.1(d)) e o procedimento é repetido até que
a diferenca entre os limites superior e inferior seja menor que €.

O algoritmo branch and bound proposto neste trabalho envolve a construcdo de
uma arvore de busca com problemas de otimizacao descritos na forma de LMIs em
cada nd {essas LMIs serdo descritas na segdo 5.3). Apesar das LMIs serem eficiente-
mentes resolvidas, a manipulacio do hiper-retingulo Q requer uma heuristica com a
qual espera-se reduzir o niimero total de operagdes para resolver o problema, quan-
do comparado com a divisio exaustiva do hiper-retangulo (para maiores detalhes
vide [BB92]). A seguir, é apresentado o algoritmo branch and bound, sendo que 0s
limitantes superiores e inferiores para o problema de reducao H, de modelos continuos
serdo apresentados na secdo 5.3.

O Algoritmo Branch and Bound

Na seguinte descri¢do, &£ denota o indice da k-ésima lteragdo, Ly denota a lista de
hiper-retdngulos ativos na k-ésima iteracao, Q, é o i-ésimo hiper-retdngulo pertencente
a lista £y (subdivisdes do hiper-retdngulo inicial @), ©.(Q;) denota o valor minimo
do limitante inferior do i-ésimo hiper-retingulo, @y (Q;) denota o valor minimo do
limitante superior do 4-ésimo hiper-retingulo e ¢ > 0 6 & precisao especificada.

1. Faca: k=0, Lo = {Q}, Ly = @.(Q), Uy = Du{Q).

2. Repita {
R1. selecione Q; € Ly, tal que ®p(Q;) = Ly;

R2. divida Q; ao longo de seu maior lado e coloqgue em Qf e Qyy;
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Figura 3.1: Interpretacio gréafica do algoritmo branch and bound.
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B3 Lry =Ly ~{Q:}) U{Q1, Q1)
R{. Lpyr = mingec, , @1(Q;));

RS Ugsy = minges,., Sr(Q;);

R6. k:=k+1.

baté Uy — Ly < e

Note que, no item RS, o hiper-retingulo Q, dos itens R e R2 é removido da
lista L, enquanto as duas novas particdes sao adicionadas. A cada iteracdo, novos
limitantes inferiores e superiores sio obtidos nos itens R4 e R5, respectivamente. A

cada iteragdo, a poda pode ser realizada eliminando-se da lista £ os hiper-retdngulos
Q; € Ly que satisfacam

&.(Q;) > Uy

o que reduz a quantidade de memédria computacional necessiria para o algoritmo
operar.

A seguir, apresentam-se os limitantes superiores e inferiores do problema de re-
dugéo H, de modelos que satisfacam as condi¢bes necessirias para que o algoritmo
convirja para o 6timo global em um tempo finito.

5.3 Reducgao #; de Modelos Continuos

5.3.1 Limitante Superior

Considere o problema de reducéo #H» de modelos continuos formulado na secdo 3.2.3
pela equagdo (3.10), um limitante superior &, para a norma H; (ao quadrado) do
erro de redugao pode ser obtido fixando-se 4, = A, e C, = Cr em (3.10), isto é

@y =min  Tr(R)

r

R CPy—-C.P, CPy—C,Py
s.a PG - PCt Py Py, >0

| PO — Pyl P, Py
[ APL+ PuA AP, + PLAl B

AP+ PLA" APy + PpA. B, | <0 (5.1)
i B B! -1

P, P
KRR
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Observe que, fixando-se A, == 4, e C, = C, em (5.1), uma restricdo foi imposta
em ¢ implicando que

®U(AT: ér) 2 ®<Ar,6r)eg (52)

Note que (5.1) é um problema de otimizagdo descrito na forma de LMIs que pode
ser eficientemente resolvido por procedimentos numéricos de caracteristicas polino-
miais [GNLC95)]. Qualquer escolha A,, C, produz @ satisfazendo (5.2}, mas uma
inicializacio com A,, C, obtidos pela otimizacdo de (3.10) fixando-se as matrizes Py
e Py é mais conveniente. Os valores fixos de P e Pay podem ser obtidos do resultado
oriundo do processo de otimizag¢ao do limitante inferior.

5.3.2 Limitante Inferior

Um limitante inferior para o problema de redu¢do M, de modelos formulado na secio
3.2.3 pela equagéo (3.10) pode ser obtido através da relaxacio das restricdes, criando-
se novas variaveis que representem os termos bilineares, ou seja, definindo-se W, =
Cr Py, Wo = C Py, Wi = P Al e Wy = A, Py na equacio (3.10), obtendo-se

®; =min  Tr(R)

R CPy -~ W, CPyp—W,
$.a PLC -W] Py Fis >0

L PLC W Fl, Py
[ AP + P A" APL+W, B

Wi+ PLA W,+W! B, |<o0 (5.3)
i B B I

P Py
o Py |0

Claramente, a equagao (5.3) representa um problema relaxado quando comparado
com a equagao {3.10}, implicando que

Prarcee 2 01 (5.4)

Assim como o limitante superior, o limitante inferior dado por (5.3}, é um problema
de otimizacao via LMI que pode ser eficientemente resolvido.

5.3.3 Construcgao de Q

O problema de redugdo H, de modelos ndo impde restricdes naturais is varigveis do
problema, que sio os elementos das matrizes A,, B,, C,, B, P, W, Wy, Wy e W,.
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Para construir a regido de busca, definida pelo hiper-retingulo Q, uma nova regiao
relaxada pode ser obtida resolvendo-se 2N, problemas de otimizagio via LMIs, sendo
N; o nimero total de varidveis {veja [MF97] para mais detalhes). Denotando z € R

o vetor de todas as varidveis matriciais (exceto 4, e C:}, resolva

min T;
sa  (5.3)
t=1,...,N;
max
sa.  (5.3)
i=1,...,N;

Com este procedimento obtém-se,

Tmin ngxmax , T & RN:

Os valores méximo e minimo dos elementos da matrizes A, e C, sao obtidos em
funcio dos vetores Tmi, e T,

Apenas para ilustrar, a figura 5.2 mostra uma regido nao convexa factivel, a sua

relaxagao convexa e a relaxacio convexa retangular obtida de [z, Trmaz)-

5.3.4 Analise da Convergéncia

Para que o algoritmo branch and bound minimize @ é necessiria a existéncia de duas

fungdes, @1 e $y, sobre a regido Q, tal que as seguintes condi¢des sejam satisfeitas
[BB92]:

C1. ¢, ¢ um limitante inferior e &, um limitante superior para &, isto ¢,

¢, <@ <L Py

para todo hiper-retdngulo Q.

C2. Seja Size(Q) o comprimento do maior lado do hiper-retdngulo Q. Quando
Size(Q) — 0, dy(Q) ~ &,(Q) — 0 uniformemente, isto ¢, Ve > 03§ > 0,
tal que,

Size(Q) <6 = @y(Q) - (Q) <
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- ~ . _ Relaxagio codvexa retangular

~
~

~
A

Relaxagéow\n\fexa
A

. . 3
Regido ndo convexa |

Figura 5.2: Regides factiveis.

Claramente, ®, e &y definidos nas equacdes (5.3) e (5.1) satisfazem as condicGes
C1 e C2. A condicdgo C1 segue imediatamente das equagdes (5.2) e (5.4); se o
maior lado de € ¢é iterativamente reduzido pelo algoritmo, a condicio C2 também
¢ satisfeita. Assim, as condi¢des C1 e C2 sdo satisfeitas e portanto, o algoritmo
converge para o 6timo global em um tempo finito (veja [BBB91]).

5.4 Reducao H, de Modelos Continuos

5.4.1 Limitante Superior

Considere o problema de redugdo H, de modelos continuos formulado na secio 3.3.3
pela equagdo (3.31), um limitante superior ®; para a norma Heo (a0 quadrado) do
erro de redugao pode ser obtido fixando-se A, = 4, e B, = B, em (3.31), isto ¢

®; = min u
| ~A'Pu—PuA —A'Py— PpA, ~PnB-PuB,
ca —A/Pl,— PLA —ALPp- PypA, ~P,B-PnB, -C. <0
-B'Py —B/P, —~B'Py— B Py I D-D. |~
] C ~C, D-D, ul
“ iﬁ i; >0 (5.5)

Observe que, fixando-se 4, = A, e B, = B, em (5.5), uma restricdo foi imposta
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em ¢ implicando que

Oy (4,, B,) > ®(4,.8,)c0 (5.6)

Note que (5.5) é um problema de otimizacio descrito na forma de LMIs que pode
ser eficientemente resolvido.

5.4.2 Limitante Inferior

Um limitante inferior para o problema de reducdo H,, de modelos formulado na
secao 3.3.3 pela equacdo (3.31) pode ser obtido através da relaxacdo das restrices,
criando-se novas varidveis que representem os termos bilineares, ou seja, definindo-se
Wi = PpA,, Wy = PiaB,, Wy = PuA, e Wy = PyyB, na equacdo (3.31), obtendo-se

$; = min u
[ — APy~ PyA ~A'Py-W, —-P,B - Wy C’
<q ~Wi{ —~ P,A W5 -W; -PL,B-W, -C! ~ 0
~B'Py ~ W) ~B'Py— W, I D-Dl | =
i C -C, D-D, I
ERSE @7

Claramente, a equacio (5.7) representa um problema relaxado quando comparado
com a equacgéo (3.31), implicando que

4, Byeo > Op (5.8)

Note que o limitante inferior dado por (5.7), é um problema de otimizacio via
LML

Devido ao fato de que os limitantes inferiores e superiores dos problemas de reducio
Hoo de modelos e redugdo H, de modelos possuem a mesma estrutura, a construcgéo do
hiper-retdngulo bem como a garantia de convergéncia do algoritmo, para o problema
de redugao H. de modelos, seguem diretamente das sectes 5.3.3 e 5.3.4.

5.5 Reducao Hs da Ordem do Controlador

Nesta se¢ao serao apresentados os limitantes superiores e inferiores para o problema de
reducdo Hy da ordem do controlador que resolvem o problema utilizando o algoritmo
branch and bound mostrado na secio 5.2.
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5.5.1 Limitante Superior

Considere o problema de redugdo H, da ordem do controlador formulado na secio 3.4
pela equacdo (3.49), um limitante superior ®; para a norma H, (a0 quadrado) do
erro de redugdo pode ser obtido fixando-se A, = A,, B, = B, e C, = C, em {3.49)
isto é

¥

&y =min Tr(R)

3 R CyPy —CPl, CiPo—~CPy CiPi3— CPy
PuCh — PpCr P Py Py3
-a 1t I3 ! S > 0
s PL,CL — PoC ' Py Pa3 -
| P3C5 — PyCf Py Py Py
[ AfPu + Py A ApPip + PpA' — PiClB'
Jj’lP{fZ — BC:TP;Q, + P{QA} APy — BC,P;E, + Py A" e ngC;B’
B.CPl,+ A Py + P3A; B,.CPpn+ A, Ply+ Py A"~ PGB
I B} B
A; Pz + PpC'Bl + P Al By
APy — BC,-P33 =+ PQQC!B:. -+ ngA; B
B.CPy3 + A Pys + PisC'BL + P33 AL 0
0 -I
Py Py P
P{Q PQQ P23 > 0
Pls P33 P
Note que, fixando-se A, = A, B, = B, e C, = C, em {5.9), uma restricao foi
imposta em ©Q implicando que
By (A, Br,Cr) > B4, b, e {5.10)

Neste caso, (5.9) é um problema de otimiza¢do descrito na forma de LMIs que
pode ser eficientemente resolvido.

5.5.2 Limitante Inferior

Um limitante inferior para o problema de reducdo H, da ordem do controlador
formulado na secao 3.4 pela equacdo (3.49) pode ser obtido através da relaxacio
das restricoes, criando-se novas varidvels que representem os termos bilineares, ou
seja, definindo-se W, = BC,P,, Wy, = BC,Pj;, Wy = B.CP,, Wy = AP,
W5 = B,CPy, We = A, Py3, W7 = Py3ClB', Wy = B,CPy3 ¢ Wy = A, P33 na equacio
{3.49), obtendo-se
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®; =min Tr (R}

- R CtPi ~ CPl, CjPiy—CPy CPiy — CPy

P]_]_C} - PIQC,, PI} P12 P13

- 't / >
SG | PLC ~ PuC P, Pry Prs =0
| PlsC% — P P, P Py
APy + P A, A;Pyy + P A — W
Pl A+ AP, W, APy + Ppd' — Wy — W
Wi+ We+ PLA,  Wy+ W, — W, + P A

_ B, | B

AfP13+W§+W;£ Bf
APy + Wi+ W, - W! B
Wy + W+ We+ W, 0
0 ~1
Py Py Py
P{Q ng ng >0 (511)
Plr3 PQ,B P33

Claramente, a equacao (5.11) representa um problema relaxado quando comparado
com a equagdo (3.49), implicando que

®4,.B,.clye0 = Br (5.12)

Aqui tambeém, o limitante inferior dado por (5.11), é um problema de otimizacio
via LMI que pode ser eficientemente resolvido.

5.5.3 Construcao de Q

O problema de reducdo H, da ordem do controlador nio impde restrigdes naturais s
varidveis do problema, que sdo os elementos das matrizes Ar, B., Cr, R, P, W\, W,
Ws, Wy, Ws, We, Wr, W e Wy. Para construir a regido de busca, definida pelo hiper-
retangulo Q, uma nova regido relaxada pode ser obtida resolvendo-se 2N; problemas
de otimizagdo via LMIs, sendo N, o ntimero total de varidveis. Denotando z € B™ o
vetor de todas as varidveis matriciais (exceto A,, B, e C.), resolva

min oz
sa  (5.11)

7 =
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max x;
sa. (511
g m= 1, ey .{Vg

Com este procedimento obtém-se,

Lmin S x é Tmaz . T € R‘Nt

Os valores méximo e minimo dos elementos da matrizes A,, B, e €, sao obtidos
em funcao dos vetores Zin ¢ Tinox-

5.5.4 Andlise da Convergéncia

Claramente, & e ®y; definidos nas equagdes (5.11) e (5.9) satisfazem as condicdes C1

e C2 mostradas na se¢do 5.3.4, portanto o algoritmo converge para o 6timo global em
um tempo finito.
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Capitulo 6

Exemplos

6.1 Introducao

Neste capitulo serd mostrado um apanhado de exemplos numéricos que ilustram os
resultados obtidos com os algoritmos propostos nos capitulos 4 e 5. Por motivos diver-
sos, os algoritmos de otimizacao local foram implementados utilizando-se o software
LMIsol [dFG97] e os algoritmos de otimizacio global foram implementados utilizando-
se o software LMI Control Toolboz [GNLC95].

6.2 Otimizacao Local

Exemplo 1. Este exemplo foi abordado em [APFH97]; trata-se de um sistema
dindmico continuoc dado por:

—18.5544  2.9393 5.8739 7.4693
21.2758 —3.4087 —6.7954 —8.5100
-~17.0577 27091 5.3106 6.9667
38.7915 —6.1881 -12.2708 —15.6391

A =

B = [-6.9 102 —6.6 16.9]

g = [—4.17.5 1.025  1.150 1.975}

(O algoritmo 3 de redugdo H, de modelos continuos (se¢do 4.2.1) foi inicializado
com os modelos reduzidos obtidos pelos métodos: Hankel e realizagdo balanceada
{com o critério de Moore e com a selecdo H,). A reducdo de modelos foi realizada
para v = 1,2,3. Os resultados estdo mostrados na tabela 6.1. O nimero de varidveis
envolvidas foi 19 (r =1),30 (r = 2) e 44 (r = 3).

Estes resultados mostram que a eficiéncia dos algoritmos de otimizacao local de
reducio H, de modelos continuos depende fundamentalmente do modelo reduzido com
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Hankel Critério Selecao
de Moore Ho
r | Ho(inicial) | Ho(final) | Ho(inicial) | Ho(final) | #,(inicial) | Ho(final)
1 8.014 8.008 8.000 8.170 2.590 2.580
2 1.183 - 0.883 0.059 0.059 0.059 0.059
3 1.050 0.780 0.045 0.044 0.013 0.007

Tabela 6.1: Valores iniciais e finais da norma H, do erro de reducdo para as trés
inicializa¢tes (exemplo 1).

o qual o algoritmo € inicializado. Neste exemplo os algoritmos 1 e 2 também foram
executados e os resultados foram praticamente os mesmos obtidos pelo algoritmo 3.

Exemplo 2. O segundo exemplo consiste na aplicagao do algoritmo 3 de reducio H,
de modelos continuos a um sistema tratado em [GLS96], cujo modelo é dado por:

[2%} = {106?9095 1"5{5%3} {i:%]%léo}u(t)

y(t) = [1 100 ] [ 2%2 }

Inicializando o algoritmo 3 de reduc@o M, de modelos continuos com o modelo
reduzido obtido pelo método de Moore, o modelo reduzido final obtido foi: A, =
—0.00498, B, = —0.999 e C, = —0.9991 e a norma H, do erro de reducdo foi:
iG(s) — G+(s){]z = 100.0. Inicializando com o modelo reduzido obtido com a selecio
H3, o modelo reduzido final foi: 4, = —4996.64, B, = —100.18 e Cr = ~998lea
norma H; do erro de redugao foi: [[G(s) — G,(s)|l, = 9.802. Utilizando o modelo
reduzido obtido via Hankel obteve-se: A, = —0.0049, B, = —0.0099 ¢ C, = 98.9998 ¢
anorma s, do erro de reducao foi: {|G(s)—G,{s)lls = 100.0. A tabela 6.2 resume esses
resultados. Neste exemplo, nota-se uma substancizal diferenca no resultado obtido a
partir da inicializagdo via selecdo Hs.

Hankel | Critério Selecao
de Moore Ho

r | Hs(final) | H,(final) #,(final)
(1] 10000 [ 10000 | 9.802 i

Tabela 6.2: Valores finais da norma #, do erro de redugdo para as trés inicializacGes
(exemplo 2).
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Exemplo 3. O exemplo consiste na aplicagio do algoritmo 3 de reducio %, de
modelos discretos (secdo 4.2.2) no modelo de um sistema discreto de ordem 7 com
duas entradas e duas saidas. As matrizes que descrevem o sistema sio dadas na

equacao (6.1).

[ 1.00294 0.00178 —0.00332 —0.00040 —0.00149
0.00769 1.00310 —0.00815 -0.00176 —0.00341
0.00641 0.00294 0.99302 —0.00119 -0.00292

A = 0.00563 0.00245 —0.00599 0.99873 —0.00256

B =

=

[ 0.0016 0.0007 0.0014 0.0008 0.0006
| 0.0022 0.0051 0.0037 0.0041 0.0061

0.00814 0.00325 ~-0.00853 —0.00200 0.99637
0.00403 0.00206 —0.00436 -0.00080 —0.00194
| 0.00383 0.00206 —0.00422 -0.00068 ~0.00187

—0.0072  —0.00001
~0.00134  0.00050
—0.00124  0.00029
—0.00105 0.00031
—0.00141  0.00055
0.99913  0.00012
—0.00085  1.00008

0.0013 0.0014
0.0031 0.0029

[ —1.9674 —4.3198 3.6035 —1.8558 2.1119 1.6802  1.0413
| —2.6499 -0.3149 2.0919 2.3478 1.4106 —0.0212 —0.3332

(6.1)

O algoritmo foi inicializado com os modelos reduzidos obtidos com a realizacio
balanceada utilizando-se os dois critérios de selecio de estados: selecio pelos valores
singulares e selecao pela norma H,. Os resultados estdo resumidos na tabela 6.3.

Selecao com valores Selecac com Numero de
singulares critério H, variaveis
r | Hy(inicial) | #,(final) | H,(inicial) | Ho(final) | envolvidas
1 0.2096 0.2095 0.1421 0.1241 44
2 0.1934 0.1910 0.1156 0.0985 60
3 01777 0.1762 0.0655 0.0237 79
4 0.1600 0.1596 0.0335 0.0153 101
3 0.1327 0.1323 0.0181 0.0104 126
6 0.0888 0.0880 0.0142 0.0021 154

Tabela 6.3: Valores iniciais e finais da norma H, do erro de reducdo para os dois
critérios de selecdo de estados (exemplo 3).

Estes resultados mostram que o algoritmo pode reduzir significativamente a norma
do erro de reducio tomando como base o erro inicial de redugio. Ainda, mostram que
a eficiéncia do algoritmo depende fundamentalmente do modelo reduzido com o qual
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o algoritmo € inicializado.

E interessante notar que, utilizando o critério H, como inicializacdo, obtém-se um
modelo de ordem r = 3 com desempenho superior ac do modelo reduzido com r = 6,
fornecido pelo algoritmo quando inicializado com o critério dos valores singulares.

Exemplo 4. O quarto exemplo foi abordado em (Hel94]; a funcéo de transferéncia
do sistema din&mico é dada por:

Gls) = §* +9s% + 1095% + 345 + 18
 25% 4+ 7s% + 10s° + 2852 + 26 + 8

A tabela 6.4 resume os resultados obtidos utilizando-se os trés algoritmos de reducio
Hoo de modelos continuos (segdo 4.3.1).

Alg. 1 Alg. 2 Alg. 3 Nimero de
r Heo Heo Hoo varidveis
1 0.2989 0.2988 0.2988 26
2 0.1225 0.1222 (.122]1 38
312731 x 1077 12.734 x 1072 [2.728 % 102 53

Tabela 6.4: Valores finais da norma H__ do erro de reducdo (exemplo 4).

Neste caso, o algoritmo 3 proporcionou resultados lguais ou superiores acs al-
cangados pelos demais. A funcao transferéncia do modelo reduzido de ordem 2, obtido
com o algoritmo 3, é dada por

116252 — (.55 + 8.
G.(s) = 0 s 0.55065 + 8.9634

2
5% + 4.1818s + 4.2030 (6.2)

Exemplo 5. Este exemplo consiste na reducio ., de modelos do sistema de controle
da posicao angular de uma camera colocada em um satélite [DBY5]; a funcéo de
transferéncia é dada por:

1
Gls) = (s+1)(s+2)(s+4) (6.3)

Aplicando os trés algoritmos de reducio He de modelos continuos, obteve-se os re-
sultados mostrados na tabela 6.5 (o algoritmo 3 obteve o melhor resultado). Neste
exemplo, a fun¢ao de transferéncia do modelo reduzido obtido com o algoritmo 3 é
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Alg. 1 Alg. 2 Alg. 3 Niimero
r H oo Heo Heoo de varidveis
11]1234x107772.22x 102 [ 2.17 x 107 | 15 |

Tabela 6.5: Valores finais da norma H., do erro de reducio (exemplo 5).

dada por:
—0.0184s + 0.0645

G, (s) =
(s) s+ 0.4822

(6.4)

Para ilustrar-a aproximacio entre modelo original, equacéo (6.3), e o modelo reduzido,
equagio (6.4), sdo mostradas na figura 6.1 as respostas em freqiiéncia dos dois modelos.

—20k
Modelo
Reduzido

——30 S~ E
= -
=
=
S-40 Modelo Original
g
.50

-60F

-70— o 5 :

10 107 10 10

Freqiiéncia (rad/s)

Figura 6.1: Resposta em freqiiéncia dos modelos original ¢ reduzido (exemplo 5).

Exemplo 6. O exemplo consiste na aplicagdo dos algoritmos de reducio H. de
modelos discretos (secdo 4.3.2) no seguinte sistema:

. z+0.5
28 4+0.722 — 0.14z — 0.12

G(z)

A tabela 6.6 mostra os resultados obtidos.
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Alg. 1| Alg. 2 | Alg. 3 [ Ndmero de
r Heoo Heo H oo varjaveis
[ 1]0.9295 [ 0.9295 | 0.9295 | 15 [

Tabela 6.6: Valores finais da norma #., do erro de redugdo {exemplo 6).

Neste caso, os trés algoritmos obtiveram o mesmo resultado. De acordo com
a teoria de redugdo de modelos com a norma Hankel [Glo84], a norma do erro de
reducdo ¢ limitada: |{G(2) — Gi(z){|se > 0,,1. Neste caso, os valores singulares sio:
o1 = 1.3015, 02 = 0.9295 e 03 = 7.6892 x 1077, logo, para r = 1, 1G(z) — Go(2)|l >
0.9295, indicando que o resultado obtido corresponde ao minimo global do problema.
Neste caso, fungdo de transferéncia do modelo reduzido ¢ dada por:

_ 0.2069z + 0.0093

Grlz) 409271

Exemplo 7. O exemplo consiste na reducio H., de modelos discretos incertos (secdo
4.3.4), do seguinte modelo:

[0.7200 0.4947+A —0.4203 —0.0385 0.0605 —0.00S6 1
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
A= 4 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

B':[l 00000]

o= 000 0 1 —1.3700+ ¢
10 00 01000 0O 1

sendo que A e § sd0 0s pardmetros incertos limitados por:

~0.056 < A <0.05

~0.5<46<05

Os resultados apresentados pelo algoritmo 3 de reducio He de modelos discretos
incertos para diferentes valores de r esti0 mostrados na tabela 6.7,
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| 7 | Hoo(inicial) | H,, (final) | N. de variaveis
1 10.8577 6.2281 35
2 7.8865 5.9992 49
3 7.4950 5.8280 66
4 7.2969 5.8180 86
5 7.0364 5.8180 109

Tabela 6.7: Valores inicial e final do custo garantido H., dos erros de reducio (exemplo

7).

Apenas para ilustrar, 0 modelo reduzido de ordem 2 é mostrado na equagéo (6.5).

zik+1) ] 109199 —0.1151 ][ zy(k) +“ 0.8324 'u(k)
zp(k+1) | T [ 01320 0.7206 || zo(k) | | —0.5440 |
) o o (6.5)
_ 103337 —0.7369 | [ z,(k) —0.0459 |
vk = | o789 23039 | | m(k) | T | —0.1873 | 4P

Os valores singulares do modelo original e reduzido estdao mostrados na figura 6.2
e os valores singulares do modelo do erro de redu¢do estio mostrados na figura 6.3.

6.3 Otimizacao Global

Nesta segao, foram utilizados os algoritmos branch and bound apresentados no capitulo

5. :
Exemplo 8. O primeiro exemplo refere-se & reducio H. do modelo de um sistema

dado por:
(20 = [ e pssel[0 ]
Jammle s
y(t) = [ 1.0000 ~1.ooeo]{2g”

O objetivo é obter um modelo de primeira ordem, isto é, »r = 1. A figura 6.4
mostra a evolugdo dos limitantes inferior e superior da fun¢io @, equagdes {5.3) e
(5.1). Como pode ser notado, o algoritmo necessitou de 80 iteracdes para reduzir a
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15— H T
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Valores Singulares
4]

-3 -2 -1 . 0 1
Freqiiéncia (rad/s)

Figura 6.2: Diagrama de valores singulares para o exemplo 7: vértices do sistema
original (tracejado) e modelo reduzido precisamente conhecido (sélido).
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Figura 6.3: Diagrama de valores singulares para 0 exemplo T: vértices do modelo do
erro de redugao {tracejado) e custo garantido Hoo, v = 5.9992 (s6lido)
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diferenca entre o limitante superior e o inferior para menos que 0.4% do limitante
superior. O nimero de varidveis envolvidas foi 10. Para efeito de comparacfio com os
outros métodos de redugdo de modelos, mostra-se na figura 6.4 a raiz quadrada dos
valores dos limitantes superior e inferior.

I
(5]
T
—
]

€, perior .
n N
i i

[
i
]

Limitantes inferior e su

1.5F r

R

L A 1 H 4 L

0 10 20 30 50 &0 70 80

a0 _
Iteragoes

Figura 6.4: Evolu¢io dos limitantes inferior e superior para a reducio #, do modelo
dado no exemplo 8.

O modelo reduzido resultante é dado por
#(t) = -—1.6643z(¢) -+ 1.0022u(t)

y(t) = 2.8323z(t)

A norma Hy do modelo do erro de reducdo ¢ 2.6610. Usando a realizacio balan-
ceada [Moo81], obtém-se 4.1088 e utilizando o algoritmo de otimizacdo local descrito
na secdo 4.2.1 o modelo reduzido resultante proporcionou norma H, 3.0632. Como
esperado, o algoritmo branch and bound produziu melhor resultado que os outros
métodos de otimizagao local. Contudo, o algoritmo branch and bound demanda um
grande esfor¢o computacional. Neste exemplo, o tempo de CPU gasto pelo algoritmo
de otimizagdo global foi 527.99s (Pentium, 200MHz) e o tempo de CPU gasto pelo
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algoritmo de otimizagao local foi 4.24s (Sun Ultra 1, 123MHz).

Apenas para ilustragio, neste caso, a norma Hy da diferenca entre o sisterna
original e o modelo reduzido de ordem r = 1 pode ser diretamente calculada como
funcdo de 4,, B, e C;. Fixando-se B, = 1, o 6timo global da funcdo ® pode ser
obtido através da divisdo exaustiva do dominio paramétrico. A figura 6.5 mostra a
norma H; do modelo do erro de redugdo como uma superficie no espaco do dominio
paramétrico dado por ~10 < 4, < 0, =10 < C, < 10. As curvas de nivel da norma
#H, do modelo do erro de redugéo estdo mostradas na figura 6.6. Pode-se notar que o
valor étimo da norma H, coincide {indicado por “+7) com o valor étimo obtido pelo
algoritmo branch and bound.

Exemplo 9. O segundo exemplo refere-se & redugdo Hy do modelo de um sistema de
controle que mantém constante a tensio na ldmina de ago quente de uma mdaquina de

laminagdo (veja [DB95] para detalhes). A funcdo de transferéncia do sistermna é dada
por

. 0.0350s + 0.0175
" 2.585 + 8.555 + 11.1255% + 743 + 2.12557 ~+ 0.285s + 0.0175

G(s) (6.7)

O algoritmo branch and bound foi utilizado para se obter o modelo reduzido. A
figura 6.7 mostra a evolugdo dos limitantes inferior e superior da fungdo . (Na
verdade, mostra-se a raiz quadrada dos valores dos limitantes superior e inferior).

O modelo reduzido obtido com o étimo global da norma Ha do erro de reducio
confinado no intervalo 0.0557 < H, < 0.0616 (precisdo abaixo de 10%) é:

L(t) = ~0.054z(t) + 0.0089u(t)

y(t) = 2.4781z(t)

Neste caso, 0 nimero total de iteracdes é 17491 e o nimero de variaveis envolvidas
é 32. Este exemplo mostra que o algoritmo branch and bound pode apresentar lenta
convergéncia para problemas de alta ordem.

Exemplo 10. Este exemplo consiste na reducio H, da ordem do controlador,
utilizando-se o algoritmo branch and bound proposto na secao 5.5.
O modelo da planta é dado por

G(s) )

:33+6s2+115+6

A planta ¢é realimentada pelo controlador que tem o seguinte modelo:

20.8
' =
() §% + 1552 + 7Tds + 120
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Figura 6.5: Superficie da norma #, do modelo do erro de reducgéo (exemplo 8).

o

~4r

——

B+

-1

Figura 6.6: Curvas de nivel da norma #H; do modelo do erro de reducio do problema
(exemplo 8). O étimo global obtido pelo algoritmo branch and bound estd indicado
por +.
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Figura 6.7: Evolucao dos limitantes inferior e superior para a reducio H, do modelo
dado no exemplo 9.

A funco de transferéncia do modelo do sistema realimentado (planta e controla-
dor) é

9s? -+ 135s% + 6665 + 1080

H(s) = -
(s) §6 + 2155 + 17554 + 73553 + 1693.9052 + 1763.99s + 907.2

O diagrama de blocos do erro de reducdo estd mostrado na figura 3.5 (capitulo
3), sendo que, na figura, (4,B,C) estd representado por G(s) (planta), (A4,B;,Cy)
estd representado por C'(s) (controlador original) e (Ar,B.,C,) estd representado por
Cr(s} (controlador de ordem reduzida).

Utilizando-se o algoritmo branch and bound de redu¢do H, da ordem do controlador
para este sistema, obteve-se o seguinte modelo reduzido do controlador:

Culs) = 0.6054
’ s +3.3075

sendo que o valor 6timo da norma #, do erro de reducio obtido apos 105 iteracoes,
foi 2.92 x 1072, O numero de varidveis envolvidas foi 59.

O modelo do sistema realimentado com o controlador de ordem reduzida étimo é
dado por

9s + 29.76

H.(s) =
( ) §*+09.315% + 30.8452 - 42.385 + 25.29
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Q7 3 T T T T

Amplitude

Figura 6.8: Respostas impulsivas: do sistema realimentado com o controlador original
(“0”) e do sistema realimentado com o controlador reduzido (“+7) (exemplo 10).

A figura 6.8 mostra as respostas impulsivas do sistema realimentado com o contro-
lador original e do sistema realimentado com o controlador reduzido. E interessante
notar que, segundo os resultados apresentados na figura 6.8 e segundo o valor étimo
da norma H; do erro de redugdo, o algoritmo branch and bound proporcionou um
excelente resultado para a reducdo de ordem do controlador.



84

Capitulo 6. Exemplos




Capitulo 7

Conclusoes e Perspectivas

O problema de reducao de modelos foi investigado e foram propostos alguns métodos
de otimizag¢ao local e global. A reducio tendo por critérios as normas Hs e Hoo
foi abordada para sistemas lineares, invariantes no tempo, continuos e discretos no
tempo, precisamente conhecidos ou com incertezas nos pardmetros do modelo.

Tendo formulado os problemas de reducio de modelos, foram propostos alguns
algoritmos de otimizagdo local cujos resultados obtidos mostraram que a solucéo final
depende fortemente da inicializa¢fio dos procedimentos. Apesar de nio ter garantia de
convergencia, estes algoritmos, em geral, proporcionam bons resultados de otimizacgio
e baixo custo computacional.

Também foi proposto um algoritmo de otimizagéo global, envolvendo a técnica de
otimizagdo nao-linear branch and bound, que possibilita a obtenc¢do do 6timo global
com garantia de convergéncia em tempo finito. O algoritmo branch and bound pro-
posto neste trabalho, envolve a construgdo de uma drvore de busca com problemas
de otimizac¢&o descritos na forma de LMIs em cada né. Essas LMIs sdo eficientemen-
tes resolvidas. Uma desvantagem do método proposto é que, por se tratar de um
problema NP-hard, em alguns casos o custo computacional pode ser muito elevado.

A formulacdo da reducdo de ordem de modelos através de LMIs produz, para
uma planta de n estados, m entradas, p saidas e um modelo reduzido de ordem r,
um problema com 7% +rm +pr+ (n+7)(n + 7+ 1)/2 + p(p + 1)/2 varidveis e um
total de 4 termos ndo lineares (envolvendo o produto de {(n + 7)(r + p) varidveis). No
procedimento iterativo (otimizacao local), apenas LMIs sdo resolvidas, sem que haja o
confinamento do espaco de busca nas varidveis. Neste caso, a cada iteracao utiliza-se
um algoritmo de pontos interiores de caracteristicas polinomiais de convergéncia, e
um 4timo local é atingido apés poucas iteracoes.

No algoritmo branch-and-bound, por outro lado, as varidveis de otimizacio sdo con-
finadas em hiper-retdngulos que tém seus lados reduzidos a cada iteracio . Embora as
iteracoes se caracterizem também por problemas semelhantes aos do procedimento de
otimizacao local (isto é, LMIs), hd as restricdes devido ac confinamento das varidveis
de otimizacao no interior do hiper-retangulo e, além disso, a reducao do volume total
do hiper-retdngulo requer em geral um grande nimero de iteragdes.
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Uma nova arquitetura de reducio da ordem do controlador foi proposta, objetivan-
do-se obter um controlador de ordem reduzida que aproxime o resultado obtido com o
projeto original, tendo como parimetro a resposta do sistema controlado original. Um
algoritmo branch and bound de otimizacao global fol proposto para esta nova estrutura
de projeto de controladores reduzidos e os resultados apresentados mostraram a sua
eficiéncia.

Devido ao fato de que a otimizacdo global do problema de reducdo de modelos
estar sendo proposta pela primeira vez, muitos casos devem ainda ser abordados. A
otimizacao global pode ser aplicada (trabalhos futuros) nos seguinte casos:

1. Otimizacdo global de reducdio de modelos para os casos Hy, Hy, continuos, com
incertezas na planta.

ii. Otimizacdo global de reducio de modelos para os casos Hy, Ho, discretos no
tempo, com ou sem incertezas na planta.

ili. Otimizacdo global de reducio de modelos com ponderagdes na freqiiéncia para os
casos Hy, Hoo, continuos e discretos no tempo, com ou sem incertezas na planta.

iv. Otimizagdo global do problema de reducdo de ordem do controlador casos Ho,
Hoo, cOntinuos com incertezas na planta.

v. Otimizacdo global do problema de reducdo de ordem do controlador casos Ha, Heo,
discreto no tempo, com ou sem incertezas na planta.

vi. Otimizacio global do problema de reducgdo da ordem do controlador para todos
casos acima, porém colocando-se o controlador em série com a planta e ndo na
realimentacao.

vii. Para todos os casos de reducio da ordem do controlador descritos acima, incluir
uma restricao para garantir a estabilidade do controlador.

viii. Melhorar o desempenho do algoritmo, tentando reduzir o niumero de variaveis
que devem ser dividas pelo branch and bound através de manipulagdes prévias
das BMIs que descrevem o problema.

ix. Investigar solugles subdtimas que tenham um desempenho intermedidrio entre a
otimizagio global e o procedimento iterativo apresentado no capitulo 4. Por
exemplo, fixando-se uma estrutura particular para as matrizes P e () envolvidas
no processo que simplifique o problema ou mesmo elimine algumas varigveis.
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