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Resumo

Neste trabalho apresentamos um amplo estudo de cddigos quanticos topolégicos,
trazendo inovacdo para esta area. Inicialmente geramos novos c6digos quanticos téricos,
dentre os quais se destaca a classe [[d?,2,d]] cujos parimetros sio os melhores até entio
apresentados para este tipo de cddigo. Nesta proposta sistematizamos a constru¢ao de
cddigos toricos baseados em teoria de grupos e também em andlise combinatéria. Com
respeito aos cddigos quanticos topoldgicos em superficies com género g > 2, apresenta-
mos uma constru¢do baseada em geometria hiperbdlica, generalizando a construcido de
Kitaev. Reproduzimos e ampliamos a classe de cddigos quanticos com distancia 3 decor-
rentes de mergulhos de grafos completos em superficies com géneros especificos obtidos
primeiramente por Bombin e Martin-Delgado, com o diferencial de descrevé-los geome-
tricamente e exibir claramente seus parametros. Obtemos uma classe de cédigos MDS
(Maximum Distance Separable). Explicitamos em tabelas os melhores cédigos para su-
perficies com género g = 2,3,4 e 5 obtidos a partir dessa constru¢do, e analisamos esses
resultados.

Palavras-Chave: c6digos quanticos topoldgicos, codigos quanticos téricos, codigos
reticulados, cédigos quanticos corretores de erros, codigos estabilizadores, cédigos sobre

superficies.
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Abstract

In this work we present an extensive study of topological quantum codes. As a
consequence, new promising ideas, concepts and results are also presented. First of all,
new toric quantum codes are constructed among which the [[@?,2,d]] class stands out
as the best known so far. This proposed construction of toric codes is realized based
upon group theory and combinatorial analysis. Regarding the topological quantum codes
in surfaces with genus g > 2, we consider a construction method based on hyperbolic
geometry and so generalizing Kitaev’s construction. We reproduce and enlarge the class of
quantum codes with distance 3 as a consequence of the embedding of complete graphs in
surface with specific genus. This class was first proposed by Bombin and Martin-Delgado.
The latter class is geometrically described and its parameters are explicitly exhibited. We
also obtain a class of MDS (Maximum Distance Separable) codes in surfaces with genus

g=2,3,4 and 5, obtained by the proposed construction are tabulated and analyzed.

Key-words: topological quantum codes, toric quantum codes, lattice codes, error-
correcting quantum codes, stabilizer codes, surface codes.
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Capitulo

Introducgao

O estudo dos cédigos corretores de erros que teve sua origem na teoria da informacao introduzida
por Shannon em 1948, [68], tem por objetivo transmitir ¢ armazenar dados de maneira confidvel, ou
seja, de modo que ao recuperar essa informacgdo, seja possivel detectar e corrigir erros. Essa teoria
estd em plena atividade e com vdrias aplicacdes em diferentes dreas, sendo uma delas a teoria de
codigos quanticos corretores de erros cujo objetivo € proteger a informacao quantica de erros, como
por exemplo a decoeréncia.

A construgdo dos cédigos quanticos corretores de erros estd fortemente baseada nas propriedades
de codigos corretores de erros cldssicos. Ha alguns anos produz-se c6digos quanticos cada vez mais
eficazes permitindo a evolucdo do estudo da computacdo quantica. O primeiro cdédigo quantico foi
proposto por Shor em 1995, um andlogo quantico para o codigo de repeti¢do cldssico, [70]. Indepen-
dentemente outro c6digo quantico foi proposto por Steane em 1996, [72]. Esses codigos foram depois
aprimorados pelos cddigos CSS, definidos por Calderbank e Shor, [15], e Steane [73]. Ainda em 1996,
Gottesman propde uma classe de c6digos mais abrangente chamada cddigos estabilizadores, [38], da
qual os codigos CSS fazem parte. Os cddigos estabilizadores baseiam-se em teoria de grupos, um
cddigo nesta classe € um subespaco invariante por um subgrupo Abeliano do grupo de Pauli, chamado
subgrupo estabilizador cujos elementos sdo operadores unitarios chamados operadores estabilizado-
res.

Pode-se, portanto, observar que para o desenvolvimento da teoria de c6digos quanticos corretores
de erros se faz necessario a compreensao da mecanica quantica, adlgebra linear e teoria de grupos. Neste
capitulo, inicialmente faremos uma breve revisdo de mecanica quantica. Em seguida, introduzimos
os pilares da computacdo quantica e da teoria de codifica-¢do quintica, onde ressaltamos uma linha
de estudo conhecida como cddigos quanticos topoldgicos da qual nossa pesquisa faz parte. Por fim,

descrevemos nosso objetivo e como ele serd tratado na tese.



2 Capitulo 1. Introducdo

1.1 A Nova Teoria Fisica

E comum considerar-se que a mecénica quintica surgiu em 1900 a partir de um artigo publicado
por Max Planck, no qual foi proposto que o processo de produgdo de luz por um corpo aquecido se
da através de pacotes de energia, chamados quanta. Em um dos seus famosos trabalhos em 1905,
Einstein usou a idéia de quanta introduzida por Planck para mostrar que a luz se propaga na forma
de pacotes de energia, ou melhor, a luz é formada de corptsculos chamados fotons. Neste trabalho,
Einstein explica o efeito fotoelétrico, o que lhe rende o Prémio Nobel em 1921. Antes, porém, ja
era conhecido dos estudos de Thomas Young em 1800, que a luz € um fendmeno ondulatério. Em
1909, Einstein publica um artigo em que mostra que as flutuagdes de energia de radiacdo exibiam
caracteristicas de particulas e de onda.

Essas idéias vao de encontro as caracteristicas deterministicas da fisica cldssica e por isso causam
desconforto em muitos pesquisadores, inclusive no proprio Einstein. Alguns anos depois, Louis de
Broglie prop6s que além da luz, outras particulas elementares da matéria, como elétrons e protons,
também podem se comportar como ondas. Essa teoria ficou conhecida como dualidade onda-particula
e é premiada com o Prémio Nobel em 1929. Com isso, a idéia de que dtomos e fétons pudessem ter
um carater ambiguo, de onda e de particula, ganha ainda mais forga.

Em 1907, o fisico alemdo Werner Heisenberg enunciou o que depois ficaria conhecido como
principio de incerteza de Heisenberg: é impossivel conhecer com precisdo a posicdo e a velocidade
de uma particula ao mesmo tempo. Ou seja, quanto mais se sabe de uma dessas grandezas, menos
se sabe sobre a outra. Isso agrava o desconforto diante da teoria quantica. Outras caracteristicas
quanticas ainda mais estranhas foram observadas no estudo das particulas, como a propriedade de
nao-localidade, a qual Einstein se referia como uma “ac¢ao fantasmagérica a distancia”.

Assim mesmo a fisica quantica foi formalizada e até hoje é questionada por alguns pesquisadores.
Porém, ndao hd como negar o sucesso dessa teoria em prever o comportamento de sistemas fisicos.
Muitos nomes, além dos j4 citados, contribuiram para o surgimento dessa nova teoria: Niels Bohr,
Erwin Schrodinger, Max Born, John von Neumann, Paul Dirac, Wolfgang Pauli, Richard Feynman, J.
S. Bell, entre outros ilustres.

Um dos principais fendmenos observados na mecanica quantica, e completamente estranho para a
mecanica cldssica, é que a energia deve ser quantizada. Dai decorre o nome “quantum” que em latim
significa quantidade.

Define-se, portanto, como mecanica quantica o estudo dos sistemas fisicos nos quais os efeitos

quanticos sao relevantes. Isso ocorre em dimensdes préximas ou abaixo da escala atdmica, tais como
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moléculas, dtomos, elétrons, protons e outras particulas subatomicas, e também ocorre em situacdes
de escalas macroscépicas, como nos casos da supercondutividade e superfluidez. Em geral, a es-
cala que regula a manifestagcdo dos efeitos quanticos é conhecida como o raio de Bohr. Portanto, a
mecanica quantica generaliza a mecanica cldssica e fornece descricdes exatas para muitos fendmenos
anteriormente inexplicados.

Observe que os sistemas fisicos ndo sdo estaciondrios, ou seja, cada sistema ocupa um estado em
um determinado instante e entdo evolui para outro estado. As leis da fisica devem descrever como
ocorre essa evolugdo. No formalismo da mecanica quantica, o estado de um sistema em um dado
instante de tempo pode ser representado de duas formas principais: por uma fun¢do de onda ou por um
vetor num espaco vetorial complexo chamado vetor estado. A nota¢do usada em mecanica quantica
para representar o vetor estado é chamada ke, |-), e foi introduzida por Dirac. Essas representacdes de
estados de um sistema sdo completas e equivalentes, e as leis da mecanica quantica descrevem como
vetores de estado e fungdes onda evoluem no tempo. Estes objetos matematicos abstratos permitem
o célculo da probabilidade de se obter resultados especificos em um experimento concreto. Para
compreender tais cdlculos € necessario o conhecimento de alguns fundamentos de dlgebra linear, tais
como os conceitos de operador, autovetor e autovalor.

Essencialmente, a mecanica quantica é uma estrutura matematica para o desenvolvimento de uma
teoria fisica. A conexdo entre 0 mundo fisico e o formalismo da mecéanica quantica é dado pelos

Postulados da Mecdnica Qudntica, [56].

Postulado 1

A qualquer sistema fisico isolado existe associado um espago vetorial complexo com produto interno
(ou seja, um espago de Hilbert), conhecido como espaco de estados do sistema. O sistema é comple-

tamente descrito pelo seu vetor de estado, um vetor unitdrio no espaco de estados.

Postulado 2

A evolugdo de um sistema qudntico fechado é descrita por uma transformagdo unitdria. Ou seja, o
estado |W) de um sistema em um tempo t| estd relacionado ao estado |y') do sistema em t, por um

operador unitdrio U que depende somente de t| e ty:
vy =Uly).
Postulado 2’

A evolugdo temporal do estado de um sistema qudntico fechado é descrita pela equagdo de Schrodin-
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ger:

dly)
ih =H|y).
o = Hlv)
Nessa equacdo, h é uma constante fisica chamada constante de Planck, cujo valor é determinado expe-
rimentalmente. Na prdtica, é comum absorver o fator h dentro de H, efetivamente convencionando-se

h=1. H é um operador Hermitiano conhecido como Hamiltoniano do sistema.

Postulado 3

As medidas qudnticas sdo descritas por determinados operadores de medida {M,,}. Esses operadores

atuam sobre o espago de estados do sistema. O indice m se refere aos possiveis resultados da medida.

Postulado 4

O espaco de estados de um sistema fisico composto é o produto tensorial dos espacos de estados dos
sistemas individuais.

O primeiro postulado estabelece a arena na qual se desenvolve a mecanica quantica. O segundo
postulado mostra como o estado de um sistema quantico evolui com o tempo, ou seja, mostra qual
a relacdo entre estados em dois instantes de tempo diferentes de um sistema quantico fechado. A
dinamica desse sistema € dada pela equagdo de Schrodinger, e portanto por transformagdes unitarias.
O postulado 3 explica como extrair informagdes de sistemas quanticos. Finalmente, o quarto postulado
estabelece como espagos de estados de sistemas quanticos diferentes devem ser combinados para
formar sistemas compostos.

Foi mencionado que um dos principais aspectos da fisica quantica é a dualidade onda-particula.
Essa caracteristica de onda foi interpretada por Max Born como uma medida de probabilidade de
se encontrar a particula em uma determinada posicdo em um determinado tempo. Isso leva a uma
propriedade quantica muito peculiar chamada superposigdo.

Uma superposicdo de estados € obtida quando se soma todas as possibilidades de estados para uma
determinada particula. A superposicao também € um estado, ou seja, uma particula que se encontra
em um estado de superposicao estd fazendo tudo o que € possivel ela fazer. Classicamente, isso € um
absurdo. E como se a particula pudesse estar simultaneamente em vdrias posicdes diferentes.

O sistema fica numa superposicao de estados até que uma observacdo ou medida seja feita. Ao se
fazer uma medida, uma dnica possibilidade é selecionada e esta serd a tnica ocorréncia do sistema.
Todas as outras possibilidades que estavam acontecendo no sistema simplesmente desaparecem, ou se

anulam, e o estado observado passa a ser o tnico real. Assim, a superposi¢do € a possibilidade de um
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objeto quantico assumir uma combinagdo de probabilidades que seriam mutuamente excludentes de
acordo com a nossa intui¢ao cldssica.

Em 1935, Albert Einstein, Boris Podolsky e Nathan Rosen publicaram um artigo onde acreditavam
demonstrar que a teoria quantica ndo era completa, [26]. O argumento usado era que faltava algum
“elemento de realidade”. Esse elemento usado como critério pelos autores funcionava como uma
propriedade que deveria existir independentemente da medida realizada no sistema. Apds 30 anos,
foi comprovado experimentalmente que essa idéia ndo era vdlida. A chave para essa invalidacao
experimental € conhecida como desigualdade de Bell. A conclusao desse fato € que o mundo nao é
localmente realistico, [56]. Isso leva a outra caracteristica quantica espantosa, a ndo-localidade. Tal
caracteristica possibilita a criacdo de conjuntos de particulas que apresentam fortes correlacdes entre
suas propriedades. Particulas que apresentam essa propriedade sdo ditas emaranhadas. Ou seja, as
propriedades de um estado emaranhado estdo armazenadas no estado como um todo, € ndo em cada
particula individual, ndo importando a distancia entre eles. Consequentemente, qualquer intera¢ao
com um estado emaranhado, como por exemplo, uma medida, afeta simultaneamente tudo que esta
emaranhado com ele.

Essa propriedade abre um novo mundo de possibilidades em termos de informac@o e computacao.
Uma das principais aplicagdes do emaranhamento esté relacionada a criptografia quantica, que explora
a ndo-localidade quantica para transmitir mensagens com seguranga absoluta. Outra aplicacdo € a pos-
sibilidade de transportar a informagao quantica de um lugar para outro sem que ocorra o deslocamento
através de um meio fisico. Esse processo € conhecido como feletransporte qudantico. Recentemente,
em janeiro de 2009, foi publicado um artigo na revista Science pelo grupo do Joint Quantum Institute,
no qual € descrito o teletransporte de um estado quantico diretamente de um 4tomo para outro por uma
distancia significativa, [59]. Esse experimento descreve um teletransporte com 90% de eficiéncia na

recuperagdo da informacdo original.

1.1.1 A unidade de informacao quantica

A unidade de informacgdo quantica é o bit qudntico, mais comumente chamado qubit. Um qubit
pode assumir além dos estados |0) e |1), todos os outros estados correspondentes as combinagdes
lineares desses dois estados. Isso equivale as superposigdes de |0) e |1).

Podemos escrever um estado de superposicio para um qubit na forma

W) = |0) + B[1),

onde «, 8 € C e arestrigio |a|*> + |B|*> = 1 deve ser satisfeita.
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Essa superposicdo de estados significa que o estado |y) estd simultaneamente nos estados |0) e
11). Ap6s a medida, o estado deve colapsar para |0) ou |1) com suas respectivas probabilidades, |c|?
e |BI*.

Pode-se se ter a falsa idéia de que um estado em superposicao pode conter uma quantidade infinita
de informacgdes, porém ao se medir o qubit o resultado sempre serd um estado |0) ou |1). No en-
tanto, pode-se manipular a superposi¢ao até que a medida seja feita em um momento mais oportuno,
resultando em um melhor aproveitamento dessa propriedade.

No caso geral, o estado |v) com n qubits, é uma superposi¢do dos 2" estados |00...0), |00 ...1),

n

...,|11...1), onde a sequéncia dentro de cada ket é a representaco bindria dos nimeros 0, 1,...,2" —

1, e pode ser escrito como
21
vy =Y aili),
i=0
com a restri¢ao
21
Z |OC,"2 =1.
i=0

Os estados |0) e |1) também podem ser representados na forma matricial da seguinte maneira:

A representacdo matricial é conveniente para compreender as operagdes que estdo sendo realiza-

das.

1.1.2 Vantagens que a mecanica quantica pode trazer para a computacao

A necessidade de uma computacdo baseada em propriedades quanticas existe por diversas razoes.
Segundo a lei de Moore, a cada 18 meses a capacidade de processamento dos computadores dobra,
enquanto os custos permanecem constantes. De fato, isso vem se confirmando, e atualmente o tama-
nho dos componentes ja se aproxima da escala atdmica onde as leis quanticas devem ser respeitadas.
Outra razao estd relacionada a complexidade computacional. Devido as propriedades quanticas, como
superposicdo e emaranhamento, imagina-se que um computador quantico possa ser mais eficiente do
que um computador convencional. Isto €, supde-se que um computador quantico use menos passos

computacionais para a realizacdo de tarefas. Dentro da classificagdo de complexidade computacional,
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a computacdo quantica encontra-se em uma classe chamada BQP (Bound-error, quantum, polyno-
mial time). Essa classe inclui todos os problemas da classe P (Polynomial time) e também alguns
outros problemas da classe NP (Nondeterministic polynomial time), como o problema da fatoragao
de inteiros em componentes primos. Esse problema foi resolvido pelo algoritmo de Shor com ganho
exponencial de velocidade, [69]. Sem ddvida um resultado impressionante.

Além do algoritmo de Shor, outro algoritmo quantico que demonstra a eficiéncia que carac-
teristicas quanticas podem proporcionar a computacgdo € o algoritmo de Grover que faz uma busca em
uma lista de dados com ganho quadratico de velocidade sobre os algoritmos usados em computacao
cléssica, [43]. Apesar de ndo ser um resultado tdo impressionante em termos de velocidade, € bastante
importante devido a sua aplicacdo em outros problemas. Uma das razdes dessa melhora na velocidade
se deve a possibilidade de se avaliar paralelamente a mesma func¢ao para diversas varidveis.

Outro problema que s6 poderad ser resolvido em um computador quantico € a simulacao de sistemas
quanticos. Por esses motivos, nao ha como negar a necessidade da constru¢ao de tais computadores,
bem como as pesquisas em computacio e informacdo quéntica. Atualmente, existem vdarias propostas
experimentais para a constru¢do de um computador quintico. Porém, esse trabalho é bastante arduo
devido as diferencas entre a informagao quantica e a informacao cldssica. Uma dessas dificuldades € a
fragilidade da informacao quantica. Interacdes do sistema com o ambiente a sua volta podem destruir

os estados de superposi¢ao provocando a perda de informacao. Esse processo é chamado decoeréncia.

1.2 A Teoria dos Codigos Quanticos Corretores de Erros

A decoeréncia pode destruir as caracteristicas quanticas. Esse problema pode ser contornado
isolando-se bem o sistema do ambiente que o cerca. Porém, para sistemas maiores, esta tarefa €
bastante complicada. Uma maneira de superar essa dificuldade é usando c6digos quanticos corretores
de erros. Esses codigos funcionam codificando os estados quanticos de forma a tornd-los resistentes a
acao do ruido, e depois decodificando-os no momento em que se deseja recuperar os estados.

Os c6digos quanticos corretores de erros t€ém sua construg¢ao fortemente estruturada nos cédigos
lineares cldssicos. Porém, existem algumas diferencas fundamentais entre informacao cléssica e
informagdo quantica que devem ser contornadas, tais como a impossibilidade de copiar um qubit
arbitrério e o fato de medidas destruirem a informacao quantica, impossibilitando sua recuperagao.

Dentro da classe de codigos estabilizadores, uma linguagem alternativa, usando topologia, foi in-
troduzida por Kitaev. Sua proposta foi usar certas propriedades de particulas confinadas em um plano

para realizar computacdo quadntica topolégica. Esse nome se deve ao fato de que essas propriedades
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estdo relacionadas a fopologia do sistema fisico. Assim, deformacdes continuas causadas pelo ambi-
ente ndo seriam capazes de alterar tais propriedades, e entdo terifamos naturalmente uma computacio
quantica tolerante a falhas.

Kitaev inicia esse estudo com os cddigos toricos, [48]. Para construir esses cddigos, qubits sdo
associados as arestas de um reticulado quadrado de um toro. Assim, o nimero total de arestas fornece
o comprimento do cédigo. Os operadores estabilizadores estdo relacionados com os vértices e faces
desse reticulado, os qubits codificados sd@o dados de acordo com o género da superficie, no caso o toro,
e a distancia do cédigo é determinada pelo grupo de homologia da superficie. Esses cédigos podem ser
generalizados para uma classe conhecida como codigos quanticos topolégicos, considerando outras
superficies orientdveis bidimensionais diferentes do toro.

M. Freedman e D. Meyer, em [31], construiram c6digos sobre o plano projetivo RP?, seguindo
0s mesmos principios da constru¢cdo dos cédigos téricos de Kitaev. Além desses trabalhos, outros
codigos quanticos topoldgicos foram apresentados em [13], cujos autores Bombin e Martin-Delgado
consideram uma nova visao do cédigo de Kitaev e, a partir disso, propdem uma melhora do compri-
mento do cédigo térico além de mostrar uma classe de coédigos quanticos com distancia 3 resultantes

de mergulhos de grafos completos em superficies com géneros correspondentes.

1.3 Proposta da tese

A visdo dos cédigos téricos lancada por Bombin e Martin-Delgado abre espago para o estudo dos
cddigos quanticos tdricos relacionando-os a uma drea ja conhecida da teoria de codificacdo cléssica,
os codigos reticulados. A partir dessa conexdo € possivel obter uma quantidade incontdvel de novos
codigos quanticos tdricos, utilizando ferramentas mateméticas como teoria de grupos e combinatéria.
Essa € a primeira parte da proposta de estudo desta tese.

Além disso, propomos o estudo e constru¢do de codigos quanticos topoldgicos em superficies
com género g > 2 de modo similar a constru¢do de Kitaev. Anterior a este trabalho, apenas a classe
de cédigos descrita por Bombin e Martin-Delgado em [13] apresentava parametros de c6digos em su-
perficies com género maior que um, apesar de Kitaev em [48] mencionar a possibilidade da existéncia
de tais c6digos. Porém, o caminho usado aqui difere do caminho usado por Bombin e Martin-Delgado.

Nossa proposta de construcao segue os passos usados na constru¢do de Kitaev, contudo levando
em consideracdo a geometria relacionada as superficies com género g > 2, a geometria hiperbélica.
Apesar das diferencas que esta geometria tem da geometria Euclidiana, é possivel seguir naturalmente

o processo de construcdo utilizando as propriedades e relacdes particulares da geometria hiperbdlica.
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1.4 Descricao da tese

Devido a esse trabalho estar na interface de areas como engenharia, matematica e fisica, existe a
necessidade de revisao de conceitos e teorias de todas essas dreas. Assim, sua organizacdo ¢ dada da
seguinte maneira:

O Capitulo 2 estabelece o objetivo de estudo dos cddigos corretores de erros, e a estrutura ma-
tematica dos cédigos lineares que formardo a base para a teoria dos c6digos quanticos corretores de
erros.

No Capitulo 3, inicialmente é feita uma ampla revisdo da mecanica quéntica, suas propriedades e
estrutura algébrica. Em seguida, sdo estabelecidas as distingdes entre informagao quantica e classica,
e finalmente sdo apresentados os cddigos quanticos corretores de erros, com destaque para os c6digos
de Shor, os cédigos CSS, e os codigos estabilizadores.

O Capitulo 4 é dedicado a computacido quantica topoldgica e aos cddigos quénticos topoldgicos
existentes na literatura. Neste capitulo € apresentada a quasiparticula anyon utilizada para a realizagao
desse tipo de computacdo. Lembramos que, apesar de estarmos trabalhando na interface da fisica,
nosso interesse nao € aprofundar conceitos fisicos, mas sim deixa-los claros o suficiente para a com-
preensdo deste trabalho.

Apresentamos nossos primeiros resultados no Capitulo 5 referente a construgao de novos codigos
quanticos téricos. Para isso, fazemos uma revisdo de reticulados, formas quadraticas e dlgebra abs-
trata.

O Capitulo 6 apresenta a construgdo de c6digos quanticos topoldgicos em superficies compactas
com género g > 2. Para essa construcdo se faz necessdria a revisdo de geometria hiperbdlica, e de
conceitos como tesselagdes hiperbdlicas, modelos planares, caracteristica de Euler, entre outros. Este
capitulo encerra-se com uma discussdo sobre os codigos obtidos, inclusive a reproducdo de outros
codigos descritos na literatura, e a apresentacao em tabelas de tais codigos para superficies com género
g=2,3,4e5.

Finalmente concluimos o trabalho com uma avaliacao dos resultados e os possiveis trabalhos de-

correntes.



Capitulo

Codigos Corretores de Erros Classicos

Em 1948, o matematico Claude. E. Shannon publicou dois trabalhos que deram origem a teoria da
informagdo. Possivelmente, uma das principais contribui¢des do trabalho de Shannon foi a defini¢do
matematica do conceito de informacdo. Através dos teoremas de codificacao para canais sem ruido e
para canais ruidosos, ficam estabelecidas as condicdes para a transmissdo de informacao através de um
canal de comunicacdo, [68]. O primeiro desses teoremas quantifica os recursos fisicos necessdrios para
armazenar a informagao fornecida por uma fonte. Ja o segundo, quantifica a informagao que pode ser
transmitida com confiabilidade através de um canal com ruido. Neste ultimo teorema, Shannon mostra
que a probabilidade de erro na decodificagdo € arbitrariamente pequena se a taxa de transmissao de
informacao R (expressa em bits por segundo) for menor que a capacidade do canal C (também expressa
em bits por segundo).

Apesar do teorema de codificacdo para canais com ruido garantir a existéncia de codigos que
podem atingir um limitante superior para a protecao contra erros, nao fica evidenciado quais os c6digos
que podem ser utilizados para alcancar esse limitante. A pesquisa em busca de tais codigos deu origem
a teoria dos codigos corretores de erros.

Neste capitulo € feita uma breve revisdo da teoria dos codigos corretores de erros cldssicos a fim
de facilitar o entendimento da teoria dos cédigos quanticos corretores de erros definido no capitulo 3.

Para esta revisao foram usadas as referéncias [11, 44, 50, 51, 52, 61].

2.1 Codigos Corretores de Erros

Os cddigos corretores de erros estdo presentes em nosso dia-a-dia. Um exemplo muito simples
disso € o nosso idioma. Considere o alfabeto A da lingua portuguesa composto de 26 letras, espagco

em branco, o c cedilha e as vogais acentuadas. Uma palavra da lingua portuguesa pode ser considerada

11
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como um elemento do conjunto A%’, onde 27 é o comprimento da palavra mais longa desse idioma.
Matematicamente, a lingua portuguesa pode ser vista como um subconjunto préprio € de A%’. Su-
ponha que, ao escrever uma palavra, produz-se a sequéncia de letras “cathorro”. Como essa palavra
nio é um elemento de %, percebe-se que houve um erro. Neste caso, a corre¢do é simples, pois no
conjunto %, existe uma palavra muito parecida com essa, a saber “cachorro”. Porém, se a palavra
“pato”for escrita erroneamente como ‘“‘gato”ou como ‘“rato”, ndo é possivel detectar o erro, ja que
essas trés palavras existem no conjunto %. Portanto, do ponto de vista dos processos de codificagdo e
decodificagdo, esse ndo é um cédigo muito eficiente, [44].

O processo de transmissao de informagado resume-se a informagao vinda de uma fonte e destinada a
um receptor, através de um meio conhecido como canal. Se o canal ndao tem ruido, entdo a informacgao
enviada serd recebida sem alteragcao, porém na pratica ruido € adicionado a informacao resultando na
introdugdo de erros pelo canal. A finalidade do cédigo € detectar e talvez corrigir esses erros.

Ao utilizar redes sem fio, ao ouvir um CD ou assistir um DVD, ou mesmo quando se fala ao te-
lefone, faz-se uso de cddigos corretores de erros. Um codigo desta classe, basicamente, acrescenta
dados adicionais a cada informacdo que deve ser transmitida ou armazenada, de maneira que ao re-
cuperar essa informacao, seja possivel detectar e corrigir erros. Por exemplo, considere um tabuleiro
de xadrez e a pega que representa o rei. O rei se move do centro de uma casa para o centro de outra
casa contigua nos sentidos Norte, Sul, Leste e Oeste. As direcdes nas quais o rei pode se mover sao

codificadas pelos elementos do conjunto {0, 1} x {0, 1} da seguinte maneira:
Norte — 00 Leste — 10

Sul — 01 Oeste — 11

Essa codificagcdo € chamada cddigo de fonte. Suponha que desejamos movimentar o rei através de um
controle remoto e que o sinal no caminho sofra interferéncia. Por exemplo, envia-se a mensagem 01,
porém a mensagem recebida é 00. Dessa forma, o rei se desloca para o norte em vez de ir para o sul.
Para evitar esse tipo de problema pode se recodificar as palavras de modo a introduzir redundincia

que permita detectar e corrigir erros. Considere a seguinte recodificagdo:
00 — 00000 10— 10110

01 — 01011 11— 11101

Novamente suponha que a direc@o para a qual o rei deve se deslocar seja o sul, ou seja, a informacao

enviada € 01011, porém a mensagem recebida é 01111. Neste caso € possivel detectar o erro quando
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se compara a mensagem recebida com todas as possiveis palavras do c6digo e percebe-se que esta
ndo pertence ao codigo. Além disso, a palavra do cddigo que tem menor nimero de componentes
diferentes da mensagem recebida € 01011, que € exatamente a mensagem enviada. Portanto, € possivel
COITigIr O erro.

Observe que nesse exemplo, os dois primeiros bits na recodifica¢io, s@o os bits originais do c6digo
de fonte, e os bits restantes sdo as redundancias introduzidas. Esse novo cédigo é chamado cddigo
de canal. Esse procedimento pode ser esquematizado na Figura 2.1 que representa um modelo de um

sistema de comunicacao tipico.

Font Codificador Codificador
onte da fonte de canal
Ruido
] Canal
. Decodificador Decodificador
Usuario da fonte de canal

Figura 2.1: Sistema de comunicagao.

Nessa linguagem, podemos dizer que os c6digos corretores de erros transformam o cédigo de fonte
em codigo de canal, de modo a detectar e corrigir erros na recepc¢ao, e decodificam o cédigo de canal
em cddigo de fonte.

Matematicamente um c6digo corretor de erros, ou simplesmente CCE, € definido em seguida.

Definicao 1 Considere um conjunto finito K chamado alfabeto. Um cédigo corretor de erros € é um

subconjunto proprio qualquer de K", para algum niimero inteiro n.

Voltando ao exemplo da lingua portuguesa, vimos que nao foi possivel detectar o erro entre as
palavras “pato”e “gato’pois além de serem palavras muito parecidas pertencem ao mesmo conjunto.
Intuitivamente, o conceito de distancia entre essas palavras € utilizado quando se diz que essas sdo
palavras parecidas. Matematicamente, a defini¢do de distancia entre duas palavras v e w pertencentes
a um mesmo codigo & € dada pela distdncia de Hamming que é exatamente o nimero de posicdes
nas quais as duas palavras diferem. Formalmente, a distincia de Hamming entre dois elementos

v={vi,va,...,v},Ww={wi,wa,...,w, } €€ € definida como
d(v,w) = |{i;vi #wi, 1 <i<n},

onde |{-}| denota a cardinalidade do conjunto {-}.
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Definicao 2 A distdancia minima de um coédigo € é dada por
d =min{d(v,w);v,w € €,v# w}.

Definicao 3 O peso de um vetor arbitrdrio ndo-nulo v € K" é a distdncia de v ao vetor todo nulo 0,
ou seja,

©(v) :=min|{i:v; # 0}|.
Logo, o peso minimo de um cédigo % € dado por
0(%) :=min{o(x):xc ¢\ {0}}.

A importancia da distancia minima na determinagao de bons cédigos esta relacionada a habilidade

de correcao de erros como pode ser observado no seguinte teorema.

Teorema 1 [44] Seja € um codigo com distancia minima d. Entdo, € pode detectar até d — 1 erros

e corrigir até t erros, onde t = Ld—glj

Decorre que, quanto maior for a distdncia minima d do c6digo %', maior serd sua capacidade de
detec¢do e correcao de erros.

Dentre os cddigos corretores de erros destacam-se duas classes, quais sejam, a dos cddigos de
bloco e a dos codigos em drvore. Um codigo de bloco divide a sequéncia continua de digitos de
informacao na entrada do codificador em blocos de k simbolos e opera nesses blocos independente-
mente de acordo com o cédigo usado. Cada possivel bloco de informagdo € associado a uma n-upla
de simbolos de canal, onde n > k. O resultado € transmitido, corrompido pelo ruido, e decodificado
independentemente dos outros blocos. Ao passo que um c6digo em arvore opera na sequéncia de
informacao sem dividi-la em blocos individuais. O codificador para um c6digo em drvore também re-
cebe blocos de k simbolos de informacao e produz uma sequéncia codificada de blocos de n simbolos.
Entretanto, cada bloco codificado nao depende somente dos blocos de mensagens de k simbolos cor-
respondentes na unidade de tempo atual. Também vai depender de m blocos de mensagens anteriores.
Portanto, ao contrario dos cédigos de bloco, o codificador de um c6digo em arvore tem uma memoria
m.

O nome “c6digo em drvore” deve-se ao fato que as regras de codificac@o para esse tipo de codigo
sd@o melhor descritas através de um grafo em arvore. Uma importante subclasse desses codigos € a
classe dos codigos convolucionais que sao mais simples de implementar que outros tipos de codigos

em arvore, [61].
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Entre as duas classes de CCE, a classe dos cddigos de bloco t€ém uma teoria mais desenvolvida
devido ao fato de estar relacionada a estruturas matemadticas relativamente bem-entendidas. Quanto
a capacidade de correcdo de erros, os codigos de bloco e os cddigos convolucionais sdo similares e
possuem as mesmas limita¢des fundamentais, [61]. Em particular, o teorema de Shannon para canal
discreto com ruido € satisfeito para ambos os tipos de c6digos.

Como a construciao dos c6digos propostos neste trabalho baseia-se na teoria cldssica de codigos

de bloco, ndo serd aprofundada a revisao de cédigos em arvore.

2.2 Codigos de Bloco

Como mencionado anteriormente, os codigos de bloco sdo caracterizados por serem c6digos sem
memoria. Considere um alfabeto K com ¢ simbolos. Identificamos esse alfabeto com os elementos
do corpo F,. O codificador para um codigo de bloco divide a sequéncia de informacdo em blocos
de k simbolos, onde cada um desses blocos é representado por uma k-upla u = (uy,...,u;) chamada
mensagem. No total, existem ¢* mensagens diferentes. Apés a divisdo da sequéncia de informacio,
o codificador transforma cada mensagem u em uma n-upla v = (vi,...,v,) de simbolos discretos
chamada palavra-cédigo. Se cada uma das ¢* mensagens distintas é transformada em uma palavra-
c6digo, entdo existem também g* palavras-cédigo diferentes. Esse conjunto formado por ¢* palavras-
cdédigo de comprimento n é chamado cddigo de bloco com pardmetros (n,k). Algumas vezes a notagao
usada para o c6digo é (n,k,d), onde d é a distincia minima do cédigo.

Em geral, g é uma poténcia de um primo p, € o caso mais comum em cddigos é quando g = 2,
conhecido como bindrio. Neste caso, F; = {0, 1}, e os elementos 0 e 1 sdo chamados bits.

A taxa do codigo é dada pela razdao R = %, e pode ser interpretada como o ndmero de simbolos
de informacao entrando no codificador pelo nimero de simbolos transmitidos. Nesse processo, cada
palavra-cédigo depende unicamente da mensagem de entrada correspondente, e por isso dizemos que
o codificador é sem memdria.

Para um cédigo ter uma palavra-codigo distinta associada a cada mensagem enviada, € preciso que
k<nouR<1. Nocasodek < n, os n—k simbolos restantes sdo os simbolos de redundancia. Para
uma razao R constante, mais simbolos podem ser adicionados aumentando o comprimento n do bloco.
O grande desafio € escolher os simbolos de redundancia que permitam uma transmissdao confidvel
através de um canal com ruido.

Em geral, bons cédigos sao longos e por isso torna-se impraticavel descrevé-los através de listas

de palavras-codigo. Para contornar esse problema, o caminho usual € associar aos c6digos estruturas
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matematicas que facilitem a execucdo das operagdes de codificacdo e decodificagdo. Neste sentido, a

principal classe dos codigos de bloco € a dos cddigos lineares.

2.2.1 Cédigos lineares

Considere um cédigo de bloco com ¢* palavras-cédigo e comprimento n. Se k e n sdo relativamente
grandes, entdo teremos dificuldade quanto ao espago para armazenar essas palavras-codigo. Nesse
sentido, cédigos de bloco com uma estrutura linear sdo mais praticos e reduzem a complexidade do

codificador.

Definicdo 4 Um cddigo de bloco de comprimento n com ¢~ palavras-cédigo é um cédigo linear (n,k)
se suas ¢* palavras-cédigo formam um subespaco de dimensdo k do espaco vetorial de todas as n-

uplas sobre o corpo I

Observe que um cddigo linear pode ser visto como um subgrupo do grupo aditivo (Fg, +), por esse
motivo os codigos lineares sdo também conhecidos como cddigos de grupo.

A estrutura linear nos permite fazer algumas observacdes que serdo muito dteis. Uma dessas, é
que a distancia minima d entre palavras-cédigo distintas € igual ao peso minimo de todas as palavras-
c6digo ndo nulas de @, isto é, d = 0(%).

Outra vantagem de trabalhar com cddigos lineares é que como % € um subespago vetorial de
dimensdo k, podemos exibir uma base B = {vy,Vy,...,V} para . Assim, qualquer palavra-c6digo

v=(aj,az,...,a;) € € pode ser escrita como combinacdo linear dos vetores da base, ou seja,
V=aivy+axvy+...+apvg,

onde a; € {0,1,2,...,g— 1} e a soma é realizada médulo g.

Qualquer conjunto de vetores formando uma base para o subespagco % pode ser usado como as
linhas de uma matriz G, chamada matriz geradora do cédigo. O espago das linhas de G € o cédigo
linear %, e qualquer palavra-c6digo é uma combinagao linear das linhas de G. Se a dimensao do
espago vetorial € é k, entdo o niimero de linhas de G é igual a k, pois as linhas de G sdo linearmente

independentes, ou seja, o posto de G € k. Assim G € uma matriz k X n.

Se B={vy,vy,...,Vi} é uma base ordenada de um c6digo %, entdo a matriz geradora G de ¢
associada a B, cujas linhas s@o os vetores v; = (v;1,...,Vin), I = 1,...,k, é dada por
Vil V2 0 Vin
G= : :

Vil Vi2  Vin
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Qualquer correspondéncia um-a-um entre as k-uplas e as palavras-codigo pode ser usada como um

procedimento de codificagdo, porém a mais natural é
v=u-G, 2.1

onde u é uma k-upla de simbolos de informacgdo a serem codificadas e a n-upla v € a palavra-cédigo
correspondente.

Como essa matriz depende da escolha da base, entdo ela ndo é univocamente determinada por %'.
Entretanto, duas matrizes geradas por um mesmo cddigo podem ser obtidas uma da outra por meio
de uma sequéncia de operagdes, tais como: permutacido de duas linhas, multiplicacdo de uma linha
por um escalar ndo nulo e adi¢do de um multiplo escalar de uma linha a outra. Assim, toda matriz
geradora G € equivalente a uma matriz na forma escalonada das linhas, e portanto, equivalente a uma
matriz da forma G = (I | P) chamada matriz de forma sistemdtica da matriz geradora, onde I; é a
matriz identidade de ordem k e P é uma matriz k X (n —k).

Existe uma descricdo alternativa de codigos também através de matrizes. Novamente, considere &’
um subespaco de dimenso k, seu complemento ortogonal ¢ formado por todos os vetores ortogonais
a ¢, € um espago vetorial de dimensdo n — k, e portanto pode ser usado como um c6digo linear. Uma
matriz H de posto n — k cujo espaco linha é € pode ser considerada uma matriz geradora para €.
Entao uma n-upla v € uma palavra-cédigo de ¢ se, e somente se, ela for ortogonal a todo vetor linha
de H, isto €,

vHT =0. (2.2)

Se % é um cédigo (n,k), entdo €+ é um cédigo (n —k,k). € e €+ sio chamados cédigos duais.
Assim, se um c6digo € o espaco linha de uma matriz, seu dual € o espago ortogonal, e vice-versa.
Dizemos que um c6digo € é auto-dual se ¢ contém seu dual.

A matriz geradora do cédigo dual H de ordem (n — k) x n, é chamada matriz verificacdo de pari-
dade do codigo €.

Note que a equacido (2.2) € satisfeita para todo v € €, em particular, é satisfeita para os k vetores

da base da matriz G. Essas k equagdes podem ser expressas como
G-H =0.

Computacionalmente ¢ menos complexo verificar se uma palavra-cédigo v pertence a um c6digo
¢ através da equagdo (2.2) do que mostrar que o sistema de n equacdes com k incognitas dado pela

equacgdo (2.1) admite solucdo.
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Existe uma maneira simples de achar uma matriz verificagao de paridade para um cédigo se uma
matriz geradora é dada na forma sistemética. Se ¢ é o espaco linha da matriz G = (I | P), entdo €
é o espaco ortogonal de H = (—P” | I,_;), onde I,_; é a matriz identidade de ordem n—k e PT é a

matriz transposta de P.

Defini¢do S Dado um cddigo € com matriz verificagdo de paridade H, a sindrome de um vetor v € Fy

é o vetor HV'.

A sindrome € um argumento usado para fazer a corre¢do de erros em cédigos lineares.

A expressdo padrdo de erro denomina a diferenca entre a palavra-cddigo recebida e a palavra-
cédigo enviada. Em um cédigo linear € com parametros (n,k), considere um padrio de erro e € IFg-
Como ¢’ € um subgrupo, entdo e+ % = {e+V | v € ¢’} € uma classe lateral de Fy.

Estabeleca uma tabela da seguinte maneira:

e a primeira linha da tabela deve conter todas as palavras-cédigo de %', comegando com a palavra

toda nula.

e Das n-uplas de § que ndo foram usadas, escolha aquela com menor peso e chame-a de e;. A

segunda linha da tabela serda composta pela classe lateral e; + % .

e A j-ésima linha da tabela é formada pela classe e; + %, onde e; é sempre escolhido como a

n-upla em [, de menor peso que ainda néo foi usada.
e Esse procedimento termina quando todas as palavras de 'y tenham sido usadas.

A Tabela 2.1 determinada assim é chamada arranjo padrao.

vi=0 Vo V3 V’;
(3] e +vp e +v3 (3] —I—VS
() 2+ V2 €+ V3 ez-l-Vz
€k | €k +V2 | €k +V3 € n—k + Vi

Tabela 2.1: Arranjo padrao.

Algumas observacdes importantes devem ser feitas sobre o arranjo padrdo. Cada palavra aparece
uma Unica vez na tabela. Duas palavras estdo na mesma classe lateral se, e somente se, possuem a
mesma sindrome. A primeira coluna da tabela € formada pelas palavras de peso minimo dentro de

cada classe, e sdo denominadas os lideres das classes laterais.
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Uma regra de decodificacdo por mdxima verossimilhanca para um cédigo linear é completamente
descrita pelo arranjo padrao. O receptor utiliza o arranjo padrao para decodificar uma palavra recebida

da seguinte maneira:
e recebido v, calcule sua sindrome;
e ache o padrdo de erro e correspondente a essa sindrome na tabela;
e v—e ¢ a palavra-cédigo.

Para um c6digo (n,k) sobre [F7 uma lista completa consiste de ¢" palavras ao passo que a lista dada
no arranjo padrdo tem apenas ¢" ¥ palavras e suas sindromes. Mesmo assim, na pratica bons c6digos

sao longos e fazer o arranjo padrao ainda é impraticdvel para alguns casos.

2.2.2 Parametros de qualidade de um coédigo

Existem muitos critérios para determinar a qualidade de um c6digo. Entre esses critérios destaca-
mos o limitante de Singleton e o limitante de Hamming.
O peso minimo de um cédigo estd relacionado a matriz verificacdo de paridade segundo o teorema

abaixo.

Teorema 2 [44] Seja H a matriz verificacdo de paridade de um codigo €. O peso minimo de € é
igual a o se, e somente se, quaisquer ® — 1 colunas de H sdo linearmente independentes e existem ®

colunas de H linearmente dependentes.

Seja ¢ um c6digo linear com pardmetros (n, k). Usando a matriz na forma sistemadtica, decorre do
teorema 2 a desigualdade

d<n—k+1 (2.3)

conhecida como limitante de Singleton.

Definicao 6 Um codigo que satisfaz com igualdade o limitante de Singleton é chamado MDS (Maxi-

mum Distance Separable).

Se € é um cédigo MDS, entdo seu cédigo dual €+ é também MDS.

Em seguida sdo definidos codigos perfeitos e codigos quasi-perfeitos.

Definicao 7 Um codigo é perfeito se os lideres das classes laterais em seu arranjo padrdo correspon-

dem a todos os padroes de erro de peso menor ou igual a t, onde t = L%J
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Definicao 8 Se os lideres das classes laterais de um arranjo padrdo de um cédigo € correspondem a
todos os padroes de erro de peso menor ou igual a t, alguns de peso t + 1 e nenhum com peso maior

que t + 1, entdo esse codigo é um codigo quasi-perfeito.

Um cédigo perfeito corretor de ¢ erros pode corrigir todos os erros de peso menor ou igual a ¢
e nenhum de peso maior que . Enquanto um cédigo corretor de ¢ erros quasi-perfeito pode corrigir
todos os erros de peso menor ou igual a ¢, alguns erros de peso ¢ + 1 e nenhum de peso maior que # + 1.
Portanto, um cédigo quasi-perfeito corrige mais erros do que um cédigo perfeito.

Se imaginarmos uma esfera pequena em torno de cada uma das palavras-cédigo de um cédigo,
sendo cada esfera de mesmo raio, onde o raio € um nimero inteiro, entdo dizer que um codigo é
perfeito € equivalente a dizer que as esferas de raio ¢+ em volta das palavras-codigo s@o disjuntas, e
que juntas contém todos os vetores de comprimento n. Similarmente, um cédigo quasi-perfeito é
equivalente a dizer que as esferas de raio 7 + 1 em volta das palavras-codigo podem se sobrepor, e
juntas contém todos os vetores de comprimento 7.

Seja € um cédigo linear de comprimento 7 contendo M = ¢X palavras-cédigo e que corrige ¢

erros. Entdo, as esferas de raio r em volta das palavras-codigo sao disjuntas. Cada uma dessas M

’11 )(Q—l)-l— ( g ) (g—1)24...+ ( ’Z ) (g — 1)" vetores. Por outro lado, o

numero total de vetores no espaco das n-uplas € ¢". Logo, fica estabelecido o limitante de Hamming

esferas contém 1 + (

ou limitante de empacotamento por esferas.

Teorema 3 [52] Um cédigo corretor de t erros de comprimento n contendo M palavras-codigo deve

M{l-l—(’;)(q—l)-l-(g)(q—l)z-i-...-l—(’:)(q—l)t} <q".

Um cédigo perfeito satisfaz o limitante de Hamming com a igualdade.

satisfazer

Tanto os cédigos perfeitos quanto os quasi-perfeitos sdo raros, sendo este dltimo encontrado com
mais freqii€ncia.

Um cédigo de grupo bindrio € chamado dtimo se sua probabilidade de erro € a menor possivel
entre todos os cddigos de grupos bindrios com os mesmos parametros n € k. Uma consequéncia disso
€ que todo cédigo quasi-perfeito (quando existe para dados n e k) se constitui em um cédigo 6timo.

Outro parametro que demonstra a qualidade de um cédigo € a sua taxa de informagdo R. Quanto
mais proxima de 1 melhor. Além disso, ja foi mencionado que quanto maior a distdncia minima do

cddigo, melhor € a capacidade de correcdo dele.
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2.2.3 Exemplos de codigos de bloco

Destacamos alguns exemplos de cddigos de bloco que serdo usados posteriormente para a definicao

de cédigos quanticos.

Exemplo 2.1 Codigo de Repeticdo de 3 bits
Um cédigo de repeticdo é um codigo simples para protegcdo de bit contra erros que possam ser

introduzidos no canal. A idéia é fazer copias do bit de informacdo da seguinte forma:

0 — 000

1—111.

Admitindo que o receptor saiba que o processo de codificacdo usado foi o de repeticdo, de posse
dos trés bits recebidos ele deverd decidir qual bit foi enviado originalmente. Por exemplo, suponhamos
que um bit foi codificado e enviado de acordo com a exemplificacdo acima, e que o receptor tenha
recebido“101”. Entdo, ele entenderd que o segundo bit foi trocado, e decidird que o bit enviado foi
“1”. Porém, se dois bits forem trocados, ele provavelmente ird decidir pelo bit de informagdo errado.

Em um canal BSC (canal simétrico bindrio), a probabilidade de inverter o bit transmitido é p > 0.
Ou seja, o bit serd transmitido sem erro com probabilidade igual a 1 — p. Usando o cédigo de
repeticdo de trés bits, a probabilidade de erro passa de p para p, = 3p> —2p3, se p < % Logo a
codificacdo torna a transmissdo mais confidvel.

Neste exemplo, um bit de fonte foi codificado em um simbolo de canal de trés bits. Ou seja, a taxa
desse codigo é %

O codigo de repeticdo tem uma otima capacidade de correcdo de erro, porém transmite apenas

um digito de mensagem por bloco, ou seja, a taxa de informacdo é baixa.

Exemplo 2.2 Codigo de Hamming

O codigo de Hamming corrige um erro e é importante devido a facilidade de codificagcdo e
decodificacdo Além disso, este é um codigo perfeito. Vejamos o caso bindrio.

Para que um codigo linear bindrio seja capaz de corrigir todos os padroes de erro de um tinico
erro de canal, as colunas de sua matriz verificacdo de paridade H devem ser distintas e ndo-nulas.
De fato, se houver uma coluna toda nula, um erro nessa posicdo ndo afetard a sindrome e portanto,
ndo serd detectdvel. Por outro lado, se houver duas colunas iguais, entdo erros nessas posicoes serdo

indistinguiveis. Assim, se H tem m linhas, entdo existem somente 2™ — 1 colunas livres, a saber os
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representantes bindriosde 1,2,...,2" —1. Logo, um cédigo bindrio de Hamming H,, de comprimento
2" — 1, para m > 2, tem como matriz verificacdo de paridade H a matriz cujas colunas consistem de
todos os vetores bindrios ndo-nulos de comprimento m, cada um aparecendo uma tinica vez e em
qualquer ordem. Portanto, Hy, é um cédigo (2™ —1,2" — 1 —m,3).

Por exemplo, considere um cédigo de Hamming com m = 3, entdo seus pardmetros sdo (7,4,3) e

a matriz verificacdo de paridade desse codigo é dada por

S

I
—_— O O
oS - O

—

)

Ou ainda, na forma sistemdtica

01 1 00
H=[1 01 10
11 1 001

Observe que os codigos de bloco e convolucional conhecidos sao baseados no conceito de distancia
de Hamming. Entretanto, a distdncia de Lee, embora ndo seja amplamente usada, ¢ mais natural para
certos tipos de canais.

O peso de Lee de uma n-upla (a,_1,...,a1,ap), a; escolhido no conjunto {0,1,...,g— 1}, onde ¢

€ um inteiro positivo arbitrario, € definido como

n—1
o = Z |ai|7
i=0

onde |a;| = a;, se 0 < a; < % ou |aj| = g—a;, se § < a; < q—1. A distancia de Lee entre duas n-uplas
€ portanto, definida como o peso de Lee de sua diferenca, [61].
Para g =2 e ¢ = 3 as distancias de Lee e Hamming coincidem, enquanto que para ¢ > 3, a distancia

de Lee entre duas n-uplas € maior ou igual a distdncia de Hamming entre elas.

Exemplo 2.3 Cédigos reticulados sdo um exemplo de codigos de bloco. Em [36] é mostrado que
codigos close-packed ou cédigos perfeitos podem ser obtidos através de uma tesselacdo em um reti-

culado do toro por translacoes de esferas de Lee de raio t.

Figura 2.2: Esferas de Lee de raior = 1,2,3.
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E possivel mostrar que para todo inteiro positivo t dado, existe um cédigo corretor de t erros
perfeito, na métrica de Lee, cujo comprimento da palavra-codigo é n =2, sobre o alfabeto de inteiros

modulo g = 224241, [11].



Capitulo

Codigos Quanticos Corretores de Erros

Este capitulo tem por objetivo fazer uma apresentacdo geral da teoria dos cédigos corretores de
erros quanticos. Antes, porém, € necessario ter um entendimento dos conceitos centrais da computagdo
quantica e de como se deu seu desenvolvimento. Comecamos com um apanhado histérico da evolugdo
da computag@o quantica na Se¢do 3.1. Na Secao 3.2 revisamos os principais conceitos e propriedades
da mecanica quantica que sdo importantes para a computacdo quantica. Na Secdo 3.3 apresentamos
a estrutura algébrica da computagao quantica. A Sec¢do 3.4 € dedicada a teoria dos cddigos quanticos
corretores de erros, além disso apresentamos os principais codigos que deram origem a essa area de
pesquisa. E finalmente na Secao 3.5 detalhamos a classe dos cddigos estabilizadores, da qual a nossa

proposta € um caso particular.

3.1 Panorama Historico

A fisica qudntica ou mecdnica qudntica surgiu na primeira metade do século XX em meio a uma
crise na fisica. As teorias fisicas conhecidas até entdo, ndo conseguiam explicar vérios resultados
de experimentos envolvendo dtomos, e a medida que os estudos sobre dtomos se aprofundavam mais
ineficiente elas se tornavam.

Apesar da mecanica quantica parecer estranha por ndo concordar com a nossa intui¢ao, essa teoria
tem mostrado enorme sucesso em prever o comportamento observado dos sistemas fisicos. Os célculos
€ 0s experimentos comprovam a precisdo dessa teoria que € aplicada desde os estudos sobre o interior
do Sol, passando pela estrutura de d4tomos, fusdo nuclear nas estrelas, supercondutores, estrutura do
DNA, até as particulas elementares da Natureza, [56].

A computacdo quantica baseia-se em propriedades quanticas, porém segue o mesmo caminho an-

teriormente trilhado pela computacdo que conhecemos hoje. A computagdo cldssica, como ficou co-

25
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nhecida agora, teve suas bases tedricas estabelecidas em 1936 por Alan Turing quando este descreveu
matematicamente a no¢ao abstrata do computador programdvel. Esse modelo ficou conhecido como
mdquina de Turing, e sua propriedade fundamental é que qualquer problema computacional solivel
por qualquer outro computador pode ser resolvido em uma mdaquina de Turing. Ou seja, se um algo-
ritmo pode ser realizado em algum tipo de computador, entdo existird um algoritmo equivalente para
uma maquina de Turing universal que realiza exatamente a mesma tarefa. Essa afirmacdo € conhecida
como tese de Church-Turing.

Depois do artigo de Turing surgiram os primeiros computadores construidos a partir de compo-
nentes eletronicos. O crescimento dessa drea se deu de maneira extraordindria gragas a tecnologia de
miniaturiza¢do dos transistores. Em 1965, Gordon Moore estabeleceu uma lei que ficou conhecida
como Lei de Moore que diz que a cada 18 meses a capacidade de processamento dos computadores
dobra, enquanto os custos permanecem constantes. Essa lei tem se confirmado até hoje, porém exis-
tem limites fisicos para a redu¢do do tamanho dos componentes. Acredita-se que por volta de 2020
o limite de miniaturizacdo dos transistores terd sido alcangado, ja que tais transistores ndo podem
ser menores do que um 4dtomo. Na verdade, a tecnologia atual utilizada na fabricagdo de computa-
dores ja encontra problemas devido ao tamanho dos componentes, pois na escala atdmica os efeitos
quanticos passam a interferir no funcionamento desses. Esse € um dos motivos para se pensar em uma
computacdo baseada em caracteristicas quanticas.

Outra justificativa para estudar a computacdo quantica é que devido as propriedades quanticas
imagina-se que um computador quantico possa ser mais eficiente do que um computador convencional.
Essa nocao de eficiéncia estd relacionada a complexidade computacional, ou seja, o nimero de passos
computacionais bdsicos necessarios para resolver um dado problema. Essa drea de pesquisa tenta
estimar como o nimero de passos computacionais depende do tipo e do tamanho do problema.

Quando um algoritmo para resolver um certo problema utiliza uma quantidade de passos que
cresce em tempo polinomial em relagdo ao tamanho do problema, dizemos que este problema tem
uma solucdo eficiente. Por exemplo, para multiplicarmos dois nimeros de n digitos cada, usando o al-
goritmo da multiplicacio, precisamos de aproximadamente 1> operagdes simples. Por outro lado, para
fatorar um nimero em seus componentes primos, os métodos mais avancados conhecidos em maquina
de Turing gastam um tempo que aumenta exponencialmente com o nimero de digitos. Para esses ca-
sos, onde o crescimento da complexidade computacional € exponencial, dizemos que o problema néo
tem uma solucdo eficiente. A mecanica quantica tem propriedades que podem vir em auxilio a essa
dificuldade, como a superposicdo de estados que veremos na subsecao 3.2.1.

Os problemas que os computadores cldssicos podem resolver em tempo polinomial formam a



3.1. Panorama Historico 27

classe P (Polynomial time) de complexidade. Por exemplo, o problema de ir de uma cidade para a outra
a partir de um certo mapa rodovidrio com n cidades. Para um valor de n grande, o nlimero de passos
computacionais necessarios para resolver o problema aumenta com n°. Outra classe de problemas é
conhecida como NP (Nondeterministic polynomial time), e é formada pelos problemas cujas solucdes
sdo facilmente verificadas, ou seja, uma vez encontrada uma solugdo, ela pode ser reconhecida como
correta no tempo polinomial, mesmo que seja dificil encontrar tal solu¢do. A classe P estd contida na
classe NP, e esta dltima contém um grande nimero de problemas de interesse pratico. Por exemplo,
a fatoracdo de um nimero de n digitos em seus fatores primos. Se tivermos a solucdo, serd facil
verificar se ela é de fato a resposta em tempo polinomial, bastando para isso multiplicar os fatores
primos. Por outro lado, ja foi mencionado que encontrar essa resposta requer uma complexidade de
ordem exponencial. O problema de fatoragdo se encontra na classe NP, e acredita-se que ele ndo
pertencga a classe P, pois ndo se conhece nenhum algoritmo em computagado cldssica que seja capaz de
resolvé-lo em tempo polinomial. Os problemas NP mais dificeis formam outra classe chamada NP
completo. Por exemplo, o problema de colorir todos os paises de um dado mapa, usando apenas trés
cores, sem que paises vizinhos sejam da mesma cor. Se for encontrado um algoritmo eficiente para
qualquer um dos problemas dessa classe, entdo o algoritmo pode ser adaptado para resolver também
todos os outros problemas NP. Dispor de tal algoritmo significa que a classe P seria igual a classe NP.
Essa é uma discussdo que divide muitos especialistas em computacao.

A computagdo quantica se encaixa nesse panorama da complexidade em uma classe chamada
BQP (Bound-error, quantum, polynomial time). Essa classe € formada pelos problemas que podem
ser resolvidos eficientemente por computadores quanticos, isso inclui todos o problemas P e também
alguns outros problemas NP, como o da fatoragdo e o problema do logaritmo discreto. No entanto,
outros problemas NP e todos os NP completos estdo fora da classe BQP, ou seja, um computador
quantico nao seria capaz de soluciond-los em tempo polinomial. Por outro lado, a classe BQP pode
ir além da NP, o que significa que os computadores quanticos podem resolver certos problemas mais
rapidamente que os computadores cldssicos e ainda verificar a resposta. Além dessas classes, existe
também a classe PSPACE formada pelos problemas que um computador convencional pode resolver,
porém utilizando um niimero exponencial de passos. Note que, as classes NP e BQP estao contidas na
classe PSPACE. Por esses, e outros motivos que veremos adiante, a computa¢do quantica parece ser
tdo promissora.

Depois de observar que computadores cldssicos tinham grandes dificuldades para simular sistemas
quanticos, mesmo os mais simples, o fisico Richard Feynman, em 1982, propds pela primeira vez a

idéia de um computador baseado nos principios da mecanica quantica, [28]. No entanto, a atual
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concepc¢do de um computador quantico deve-se ao fisico David Deutsch, [23]. Ao tentar consolidar
a tese de Church-Turing quanto as teorias fisicas, ele percebeu que o aparato computacional a ser
usado deveria se basear nos principios da mecanica quantica. A conjectura de Deutsch, de que um
computador universal € suficiente para simular eficientemente um sistema fisico arbitrario, ainda nao
foi provada, nem refutada.

Ap6s Deutsch descrever um computador quantico, houve muitos avancos na pesquisa sobre a
capacidade desses computadores. Alguns resultados mostraram uma discreta vantagem desses sobre
os computadores classicos, porém um resultado obtido pelo matematico Peter Shor em 1994 deu
forca a idéia de que computadores quanticos seriam de fato mais eficientes do que os computadores
cldssicos. O algoritmo de Shor € o mais famoso e promissor resultado em termos da velocidade
de um computador quantico, isso porque ele resolve um problema pratico muito mais rapidamente
do que os algoritmos conhecidos até entdo. Shor mostrou que usando caracteristicas quanticas, um
computador quantico seria capaz de fatorar um niimero com n digitos com uma quantidade de passos
computacionais que cresce polinomialmente em 7, [69]. Como j4 foi mencionado, em computadores
convencionais, os melhores algoritmos conhecidos exigem recursos que crescem exponencialmente.

O problema da fatoracdo de inteiros em componentes primos ¢ famoso no mundo matematico, e
tem sua principal aplicacdo prética em criptografia, como por exemplo, em esquemas de codificacdo
de dados usados por bancos ou em paginas da internet. Isso explica o impacto do trabalho de Shor.
Devido ao enorme sucesso desse algoritmo, muitos pesquisadores entraram na busca por outros al-
goritmos quanticos eficientes. A principal descoberta depois do algoritmo de Shor foi feita em 1996
pelo matematico Lov Grover. O algoritmo proposto por Grover faz uma busca numa base de dados,
encontrando itens especificos que tenham propriedades pré-determinadas, [43]. No caso cldssico, para
encontrar um item em uma lista de N itens, onde N cresce exponencialmente a medida que o tama-
nho do problema aumenta, sdo necessdrias cerca de N operacdes. O algoritmo de Grover, usando
propriedades quanticas, resolve esse mesmo problema com apenas /N operacdes, o que representa
um nimero muito menor de passos. Apesar de oferecer somente um ganho quadratico de veloci-
dade, esse é um avanco significativo, especialmente por se tratar de um algoritmo bastante usado em
outros problemas. Uma caracteristica de muitos algoritmos quanticos e que pode ser observada nos
algoritmos de Shor e Grover, é a possibilidade de avaliar fungdes f(x) para diferentes valores de x
simultaneamente, tal particularidade é conhecida como paralelismo quantico.

Ao longo da ultima década pesquisadores mostraram que algoritmos semelhantes e mais modes-
tos, sdo o limite para muitos outros problemas, [67]. A pesquisa sobre novos algoritmos quanticos

continua, no entanto ndo € apenas nessa linha que se desenvolve a pesquisa em computacdo quantica.
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Em 1984, os fisicos Charles Bennett e Gilles Brassard desenvolveram o primeiro protocolo de cripto-
grafia quantica, possibilitando trocas de mensagens com seguranga absoluta, [9]. O esquema envolve
a troca de particulas quanticas de luz (fétons). Na década de 1990, a propriedade quantica conhecida
como emaranhamento foi bastante investigada no sentido de ser utilizada para solucionar problemas
de processamento de informacdo. Seguiu-se uma quantidade enorme de trabalhos publicados nesse
tema. Em 1991, Artur Ekert demonstrou como utilizar o emaranhamento para distribuir chaves crip-
tograficas imunes a espionagem, [27]. Em 1992, Charles Bennett e Stephen Wiesner mostraram como
transmitir dois bits cldssicos de informagdo, transmitindo somente um bit quantico, um resultado co-
nhecido como codificacdo superdensa, [10]. Em 1993 uma equipe internacional formada por seis
colaboradores explicou como € possivel deslocar estados quanticos de um lugar para outro, mesmo
quando ndo existe um canal de comunica¢do, usando o emaranhamento, em um processo conhecido
como feletransporte qudntico, [55]. E muitas outras aplicacdes estdo sendo estudadas.

Por outro lado, em 1995 Benjamin Schumacher enunciou um andlogo quantico do teorema da
codificacdo para canais sem ruido de Shannon, [66], e pdde definir o “bit quantico” como um recurso
fisico tangivel, dando origem a feoria da informagdo qudntica. A importancia dessa nova drea atraiu
investimentos de governos e também da industria. Hoje a teoria quantica de correcao de erros estd bas-
tante desenvolvida, e permite que um dia os computadores quanticos operem efetivamente na presenca
de ruido, além de permitir também a comunica¢@o de canais quanticos ruidosos de forma confidvel.

A grande dificuldade de efetuar uma computacdo quantica estd envolvida com uma propriedade
quantica da superposicao. A grosso modo, a superposi¢ao de estados permite que um objeto quantico
assuma vdrias posicdes a0 mesmo tempo até ser feita uma observacdo ou medida. Imediatamente
ap6s a medida, uma unica posi¢ao € selecionada e o objeto passa a se comportar como um objeto
classico. Enquanto o objeto estd em um estado de superposi¢ao é possivel manipular esse estado e
obter vantagens computacionais, porém basta uma simples observacgdo e essa informacao colapsa para
uma unica posicdo, consequentemente perdendo a superposi¢do. Isso torna a informagdo quantica
bastante vulneravel.

Esse processo de desaparecimento das superposicdes é chamado descoeréncia ou decoeréncia. A
decoeréncia € o fenomeno de decaimento de estados em superposicoes e se deve a interagdo entre os
sistemas e o ambiente que o cerca. Para evitar esse tipo de problema e preservar os estados quanticos
€ necessdario isolar bem o sistema do resto do mundo. Essa tarefa ndo € tdo complicada para siste-
mas pequenos, entretanto para sistemas maiores torna-se muito dificil. Para contornar esse problema
podemos usar a teoria de informacao quantica.

Durante uma computacdo cldssica sdo cometidos pequenos erros que passam desapercebidos por-
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que sdao monitorados e corrigidos através de cddigos corretores de erros antes que o resultado che-
gue ao receptor. Porém, a decoeréncia dificulta que um processo semelhante possa ser feito no caso
quantico, pois qualquer observa¢do durante o processo destrdi a superposicao.

Em teoria esse problema pode ser solucionado através dos codigos qudnticos corretores de erros
(ou simplesmente QECC). A corre¢do quantica de erros mostra que a teoria da informagdo quantica é
um referencial ttil para estudar o mundo, pois sdo necessarios esquemas para anular as perturbacoes
que podem destruir os frageis estados quanticos. A construgao de tais cddigos estd fortemente baseada
nas propriedades de cédigos lineares cldssicos. Shor propos o primeiro QECC, um anélogo quantico
para o cédigo de repeticdo cldssico, [70]. Independentemente outro c6digo quantico foi proposto por
Steane em [72]. Esses cédigos foram depois aprimorados pelos cddigos CSS, definidos por Calderbank
e Shor, [15], e Steane [73]. Em [38], Gottesman propde uma classe de cddigos mais abrangente
chamada cddigos estabilizadores, da qual os cédigos CSS fazem parte. Veremos mais sobre esses
codigos nas secoes 3.4 e 3.5. Muitos outros trabalhos nessa area estdo sendo desenvolvidos desde que
Shor possibilitou a corre¢do quantica de erros.

Esse modelo de computagdo quantica € baseado no modelo adotado pela computagdo cldssica, mas
existem outros modelos tais como, computagdo quantica baseada em medidas e computagdo quantica
adiabatica, [32].

Atualmente, as pesquisas na drea de computagdo quantica se dividem em dois caminhos: a cons-
trucdo de um computador quantico real e a formulagdo dos programas que serdo executados nesse
computador. Nesta ultima, muitas pesquisas estdo sendo desenvolvidas em busca de algoritmos, pro-
tocolos de criptografia e correcdo de erros. Quanto a constru¢do de um computador quantico, o oti-
mismo inicial sofreu um certo abalo devido as dificuldades para contornar os problemas de fragilidade
da informacgdo quantica e o cardter quase inevitavel de erros de inicializacdo. Porém houve vérios
avancos na construcao dos primeiros prototipos. Hoje a computacdo quantica se encontra num ponto
semelhante ao que se encontrava a computagdo cldssica na década de 1930. Muitas tecnologias estao
sendo estudadas, mas ainda ndo hd uma proposta completamente definida.

De qualquer maneira, seja qual for a proposta experimental para a constru¢do de um computa-
dor quantico, esta deve satisfazer duas condicdes bdsicas: permitir acesso ao sistema e impedir que
interacdes com o ambiente venham a destruir rapidamente as superposi¢des. Além dessas condigdes,
existem também outros problemas como, por exemplo, fazer com que o sistema seja escalonado. As
principais propostas experimentais que estdo sendo atualmente investigadas sdo: os pontos quantico,
ressondncia magnética nuclear, atomos de fésforo de silicio, armadilhas de fons, supercondutores,

entre outras. Para um aprofundamento neste assunto sugerimos as referéncias [14, 32, 56].
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Enquanto isso, podemos comecar a desfrutar de algumas tecnologias associadas a essa pesquisa
bem antes de conseguirmos construir um computador quantico de porte. Algumas delas sdo: a criagio
e uso de particulas emaranhadas que permitem a utilizagdo da criptografia quintica com seguranca
absoluta, também estao sendo testados varios outros protocolos de comunicac¢do que utilizam sis-
temas quanticos de modo eficiente, e a produ¢do de materiais e dispositivos sofisticados em escala
nanoscépica que estdo sendo produzidos, [32].

Apesar de todas as dificuldades que a computacdo quantica tem enfrentado, ndo hd como negar
sua importancia e a necessidade de que as pesquisas continuem. A principal motivacdo é que em
um computador quantico poderemos simular sistemas quanticos. Esse problema é fundamental para
dreas como quimica e nanotecnologia, e sua importancia pode ser comprovada se observarmos que
alguns Prémios Nobel tém sido concedidos mesmo para avangos parciais nessa drea, [67]. Além
dessa inquestiondvel aplica¢do, ainda temos os ganhos computacionais promovidos pelos algoritmos
de Shor e Grover.

Vale lembrar que apesar das aparentes limitagdes desses computadores, ndo ha nenhuma razao que
demonstre sua inviabilidade. Finalizamos essa se¢ado citando Scott em [67]: “As limitagdes aumentam
nossa crenga de que a computagdo quantica serd possivel afinal - porque quanto mais uma tecnologia

proposta se parece com uma caricatura da fic¢ao cientifica, mais céticos nos tornamos”.

3.2 Mecanica Quantica

“Pode-se dizer com seguranca que ninguém entende a mecdnica quantica.”
-Richard Feynman

As teorias fisicas baseadas nos estudos de Newton, e outros pesquisadores, conhecida agora como
fisica cldssica ou mecdnica cldssica, ndo foram eficazes ao tentar explicar a natureza do mundo em
escala atdbmica. Isso porque objetos tdo pequenos sdo diferentes de objetos grandes aos quais a fisica
cléssica estd acostumada. O ponto a partir do qual um objeto é considerado “pequeno” e seu comporta-
mento torna-se diferente, depende de uma propriedade fundamental da Natureza, a constante universal
h conhecida como constante de Planck, que aparece na maioria das equagdes quanticas.

Ao contrario da mecanica cldssica, a mecanica quantica nao € intuitiva, parece estar em desacordo
com o que estamos acostumados a observar. No entanto, € a tnica teoria capaz de explicar o compor-
tamento da matéria em escala atdmica, e além disso, muitas previsdes dessa teoria se aplicam também
com sucesso a objetos macroscépicos, o que torna o dominio de aplicacdo da mecanica quantica muito

maior do que 0 mundo microscépico.
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Nesta se¢ao descreveremos os principais aspectos de duas propriedades fundamentais da mecanica

quantica que sdo importantes para a computacao quantica, a saber a superposicdo e o emaranhamento.

3.2.1 A propriedade da superposicao

Conhecemos a interferéncia como uma propriedade das ondas, que ocorre quando perturbagdes
de diferentes fontes se encontram e se combinam somando em algumas regides e subtraindo ou can-
celando em outras. Essas perturbagdes sdo também chamadas amplitudes. A interferéncia requer
distribui¢des extensas e sobrepostas. A fisica cldssica descreve as particulas como algo com posi¢ao
bem-definida e que ndo produzem interferéncia. Ao passo que na fisica quantica as particulas sdo
descritas como ondas, e podem apresentar os efeitos da interferéncia.

Quando um resultado pode ser obtido por varias maneiras diferentes, uma amplitude € associada
a cada uma dessas possiveis maneiras. A amplitude pode ser positiva ou negativa, com os diferentes
percursos podendo se somar ou subtrair, até mesmo se anular, uns com os outros e resultar em inter-
feréncia, como ocorre com as ondas. Por esse motivo, a amplitude é freqiientemente chamada funcdo
onda.

Ao multiplicar a amplitude por si mesma, obtemos uma distribuicdo de probabilidades, que indica
qual a probabilidade de uma particula se encontrar em uma determinada posicao. Se as diferentes am-
plitudes se combinam em certas regides, entdo aumenta a probabilidade de se encontrar particulas nes-
sas regides. Por outro lado, se em alguns lugares as amplitudes se cancelam mutuamente, entdo a pro-
babilidade de se encontrar particulas nesses lugares diminui. A menos que a probabilidade seja zero, e
nesse caso pode-se dizer com certeza que a particula ndo se encontra nesse estado, nao € possivel dizer
em que estado a particula estard. Porém, se existir um nimero muito grande de particulas, é possivel
dizer com bastante precisdo o lugar onde essas particulas estao.

Em suma, a mecanica quantica se refere a particulas como estados e amplitudes. Quando se eleva
ao quadrado uma amplitude, obtém-se uma distribuicdo de probabilidade que fornece a probabilidade
de se obter um dos vérios resultados ao se fazer uma observacdo. O valor obtido em cada observacao
parece ser aleatdrio e imprevisivel, mas se forem feitas muitas observacdes, o resultado médio pode
ser previsto com precisao.

Uma superposicdo de estados é obtida quando se soma todas as amplitudes. Isso significa que a
particula esté fazendo tudo o que é possivel. Classicamente, isso é um fato contraditério. E como se
a particula pudesse estar simultaneamente em vérias posi¢des diferentes. Além disso, a interferéncia
mostra que as probabilidades estdo todas presentes e influenciam umas as outras.

O sistema fica numa superposicao de estados até que uma observacdo ou medida seja feita, ou seja,
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até que se olhe o que o sistema estd fazendo. Ao se fazer isso, uma unica possibilidade é selecionada
e esta serd a Unica ocorréncia do sistema. Todas as outras possibilidades que estavam acontecendo
no sistema simplesmente desaparecem, ou se anulam, e o estado observado passa a ser o Unico real.
Mas a possibilidade observada nao € obtida através de uma escolha. Na verdade, ela é determinada
pelas probabilidades dos vdrios estados quanticos. As amplitudes proporcionam as probabilidades dos
diferentes resultados, mas ndo estabelecem o que vai acontecer. Isso € puro acaso, e somente € fixado
apos feita uma observagao.

A selec@o de uma unica possibilidade e a reducdo de todas as outras amplitudes, € conhecido como
o problema da medida. Este é um problema muito diferente de outros comportamentos quanticos, e
existem varias “respostas” para ele, mas nenhuma € universalmente aceita. Convencionalmente, a
mecanica quantica afirma que quando for possivel que coisas diferentes acontecam em um sistema
fisico, haverd uma amplitude associada a cada uma dessas possibilidades e a soma de todas as ampli-
tudes resulta em uma superposi¢cdo de estados, podendo haver interferéncia entre as amplitudes indi-
viduais. Nao havendo influéncias externas, as amplitudes se alterardo de maneira suave e previsivel de
modo que ao se fazer uma medida chega-se a um valor correspondente a uma dessas amplitudes e as
demais desaparecerdo. Imediatamente apds a medida, o valor da amplitude passa a ser uma quantidade
conhecida.

Assim, a superposi¢c@o, uma das principais caracteristicas de objetos microscopicos que seguem as
regras da mecanica quantica, € a possibilidade de um objeto quantico assumir uma combinacao pecu-
liar de probabilidades que seriam mutuamente excludentes de acordo com a nossa intui¢do cléssica.
Pode-se dizer que na mecanica quantica tudo que nao € proibido, € compulsério, inclusive processos
classicamente impossiveis, tais como a penetracdo de particulas através de uma estreita barreira de
energia. Esse fato € possivel porque a amplitude associada a possibilidade de uma particula penetrar
tal barreira ndo € nula, apesar de ser menor. Isso d4 margem a uma pequena probabilidade para que
a particula possa aparecer do outro lado da barreira, tendo aparentemente atravessado uma barreira
aparentemente intransponivel, esse processo é chamado funelamento.

Depois de definir a superposi¢do, vejamos como essa caracteristica quantica pode ajudar na com-
putacdo. Na computacio cldssica temos apenas dois estados, 0 e 1, e apenas um deles pode ser usado
por vez. J4 na computacdo quantica, a superposi¢ao nos permite ser mais versateis. Temos varios
estados que podem ser usados simultaneamente até que seja feita uma medida. Isso possibilita pro-
cessamentos fortemente paralelos. Entretanto, para que essa propriedade seja usada com eficiéncia é
preciso manipular esse estado de superposi¢ao para que o resultado da medida traga ganho computaci-

onal. Em geral, as manipulagdes vao alterar as amplitudes associadas a cada posi¢do, e a medida final
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vai revelar a particula em alguma das posi¢cdes com uma probabilidade que s6 depende das amplitudes
de probabilidades imediatamente antes da medida. Enquanto evitarmos medir a posi¢do, essas ampli-
tudes “fluem” da maneira que quisermos, assim como uma onda pode mudar de forma. Ao medirmos
a posi¢ao destruimos a superposicdo, e a particula volta a se comportar classicamente. Enfatizamos
que uma particula nunca aparece dividida entre posi¢des, mas sempre em uma posi¢do ou na outra,
como € esperado que uma particula faca.

O algoritmo de Shor é um exemplo do uso eficiente de manipulagdes em um estado de superposicao,
e € devido a isso que este algoritmo oferece um ganho computacional de ordem exponencial.

Ao mesmo tempo que as superposi¢des podem fornecer vantagem computacional, foi visto na
Secdo 3.1 que a decoeréncia € uma das principais dificuldades na construcao de computadores quanticos.

Para que essa vantagem seja de fato aproveitada é necessario entender como um numero relati-
vamente pequeno de operagdes quanticas pode ser equivalente a um ndmero muito maior de passos
computacionais cldssicos. A manipulag¢do do estado de superposi¢cdo, que € um passo computacional

absolutamente quantico, esta por tras desse fato.

Exemplo 3.1 Neste exemplo consideramos particulas como elétrons e fotons para compreender al-
gumas propriedades das particulas.

Elétrons (ou fotons) tém associados a eles uma funcdo onda, ou amplitude, e esta amplitude é
uma superposi¢do de todas as coisas que essas particulas poderiam estar fazendo. No entanto, tais
particulas sdo totalmente idénticas umas com as outras, e por isso ndo hd como saber quando dois
elétrons (ou fotons) permutaram. Isso significa que a fun¢do onda total serd uma superposicdo de
todas as amplitudes para as quais um par diferente tenha sido trocado.

Sabemos que a probabilidade de se fazer uma observacdo é dada pelo quadrado da sua funcdo
onda entdo, é claro que este valor ndo serd alterado quando duas particulas sdo permutadas. Entre-
tanto, jd foi dito que a amplitude pode ser positiva ou negativa, isso significa que a amplitude pode
mudar de sinal quando duas particulas trocam de lugar e ainda assim a probabilidade ndo ser alte-
rada. E como multiplicar a amplitude por —1. A mudanga de sinal parece um detalhe sem maiores
consequéncias, mas isso ndo € totalmente verdade. As particulas para as quais a amplitude muda de
sinal quando duas delas sdo permutadas, sdo chamadas férmions. Um exemplo de particulas do tipo
férmion sdo os elétrons. Hd também as particulas cujas amplitudes ndo mudam nunca quando elas
sdo permutadas, essas sdo conhecidas como bésons. Os fotons sdo exemplos de bosons. O fato do
sinal de uma amplitude mudar ou ndo quando duas particulas trocam de estado realmente importa

para um sistema de particulas. Isso porque, devido ao Principio de Exclusdo de Pauli, ndo se pode
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ter dois férmions no mesmo estado. Por exemplo, os elétrons podem ser de dois tipos: spin-up e spin-
down. De acordo com o principio de exclusdo de Pauli se um estado jd tiver um spin-up, no mesmo
estado so poderd haver mais um spin-down. O spin pode ser usado para codificar bits qudnticos. Ao
contrdrio dos férmions, os bosons ndo obedecem a esse principio, e portanto, se dois bosons estiverem

no mesmo estado e permutarem de lugar, realmente ndo fard diferenca alguma.

Mais informagdes sobre particulas elementares pode ser encontrada em [1].

3.2.2 A propriedade de emaranhamento

Nesta subse¢@o apresentamos uma das mais inacreditdveis caracteristicas quanticas, o emara-
nhamento. Tal caracteristica possibilita a criacdo de conjuntos de particulas que apresentam fortes
correlagdes entre suas propriedades. A essa propriedade ¢ dado o nome de ndo-localidade quantica,
um termo que indica que os resultados parecem depender do que estd sendo medido em vdrios locais
a0 mesmo tempo.

Estados emaranhados sdo caracterizados por serem bem definidos apenas como um todo, ou seja,
todas as suas propriedades estdo armazenadas nas caracteristicas globais do estado, e nao em cada
particula individual, nao importando a distancia entre eles. Assim, qualquer interagdo com um estado
emaranhado, como por exemplo, uma medida, afeta simultaneamente tudo que estd emaranhado com
ele. A defini¢do formal de emaranhamento quantico € dada na préxima secdo, pois é necessario
algumas defini¢cdes e notagdes que sé serdo apresentadas 14.

O emaranhamento € um recurso fisico quantificdvel que permite executar tarefas de processamento
de informagdes. A importancia dada a essa propriedade é comparada a importincia da energia, da
informacao, da entropia ou de qualquer outro recurso fundamental da Natureza. Ainda ndo existe uma
teoria completa sobre emaranhamento, porém os progressos feitos nesse estudo apontam na dire¢ao
de aplicagdes surpreendentes na computacgdo e informagdo quantica, [56].

Uma das principais aplicacdes do emaranhamento estd relacionada a criptografia quantica, que ex-
plora a ndo-localidade quéntica para transmitir mensagens com seguranca absoluta. Outra aplicacao é
no teletransporte quantico, como vimos na secao anterior. Ha ainda aplicagdes em codificacdo de da-
dos de forma mais robusta contra erros, sincronizacao mais eficiente de reldgios distantes, autenticagao

bancaria, etc.

3.3 Informacao e Computacio Quantica

“Information is physical.”
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-Rolf Landauer.

Ao contrario do que possa parecer, a informacao ndo € algo abstrato, ou puramente matematico. A
informacao é uma entidade concreta, uma manifestacao fisica. A concretude da informag¢do quantica
respeita as leis da fisica quantica, assim como a informacao clédssica respeita as leis da fisica cldssica.
No entanto, por esse ser um assunto ainda em desenvolvimento, existe uma confusdo no que diz

2

respeito ao conceito de informacdo quantica. O termo “informacgdo quantica” é usado tanto para as
operacgdes relacionadas com o processamento da informagao por meio da mecanica quantica, como
também para o estudo das tarefas basicas no processamento da informacao quantica. O primeiro caso
inclui aplicacdes tecnoldgicas como computacio quantica, teletransporte quintico, entre outros. J4 o
segundo, € andlogo ao termo “teoria da informacao cldssica”, [56].

Nesta secdo apresentamos a unidade fundamental da informacdo quéntica e suas interpretacoes,
bem como a execucdo da computacdo quantica através de portas l6gicas quanticas. Para isso, fazemos

uma revisao de alguns conceitos de dlgebra linear.

3.3.1 O bit quantico

A unidade fundamental da informacdo classica é o bit, que pode assumir dois estados: O ou 1.
Analogamente, a unidade da informacao quantica é o bit qudntico ou qubit que pode assumir dois
estados: |0) e |1), e como vimos na se¢do anterior, também pode existir em uma superposi¢do dos
estados |0) e |1). A notagdo “|-)” é conhecida como notacdo de Dirac, e nesta forma recebe o nome de
ket. Apesar de parecer incomum para matematicos e engenheiros, essa notacdo para estados quanticos
adotada pelos fisicos é padrio.

Os qubits sdo objetos fisicos. Por exemplo, um qubit pode ser uma particula como um elétron,
onde um spin up representa o estado |1), um spin down representa o estado |0), e os estados em
superposicdo de |0) e |1) envolvem simultaneamente spin up e spin down, [67]. Entretanto, iremos
descrever os qubits como objetos matemdticos com certas propriedades. Assim, a teoria geral ndo
dependerd de nenhum sistema quantico especifico.

Matematicamente, um qubit € um vetor em um espago vetorial complexo bidimensional com pro-
duto interno, ou seja, um vetor no espaco de Hilbert. Uma maneira de representar um qubit € através
de uma seta apontando para um local sobre uma esfera. Essa esfera € conhecida como esfera de Bloch
(Figura 3.1). Enquanto bits sdo representados apenas como uma seta apontando para cima no caso do
estado 1, e uma seta apontando para baixo para indicar o estado 0, na esfera de Bloch o pdlo norte equi-
vale ao estado |1), o pélo sul equivale ao estado |0), e os outros locais na esfera sdo as superposi¢des

dos estados |0) e |1), [55]. A esfera de Bloch permite a visualizagdo de muitas operac¢des sobre qubits
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isolados, porém nao existe uma generalizacao simples da esfera de Bloch para muitos qubits, [56].

[0>

Figura 3.1: Esfera de Bloch.

A propriedade da superposicao faz parecer que um qubit pode conter uma quantidade infinita de
informacdes, devido ao fato de suas coordenadas poderem codificar uma sequéncia infinita de digitos.
No entanto, essa conclusdo ¢ falsa, pois ndo ha como extrair essa informagdo do qubit. Independen-
temente do tipo de mensuragdo, a medida de um qubit resultard sempre em um estado |0) ou |1). Se
o qubit estiver em um estado de superposi¢do, a medida o fard colapsar para algum estado especifico.
Mesmo assim, foi visto que essa propriedade é muito importante para a computagdo quantica.

Um estado de superposi¢cdo para um qubit pode ser escrito na forma
lv) = al0) +B[1),
onde a, B € C sdo as amplitudes dos estados |0) e |1), respectivamente, e satisfazem a condi¢do
a* + B =1,

uma vez que |o|? e |B|* sdo as probabilidades de se encontrar os estados |0) e |1), respectivamente,
ao se medir o qubit |y), e como sabemos, a soma das probabilidades deve ser sempre igual a um.
Essa superposicdo de estados significa que o estado |y) estd simultaneamente nos estados |0) e
|1). Apés a medida, o estado deve colapsar para |0) ou |1) com suas respectivas probabilidades.
Os estados |0) e |1) formam uma base ortonormal de C?, chamada base computacional.
Classicamente, ao considerar dois bits, obtemos quatro estados diferentes: 00,01,10, 11, que cor-
respondem respectivamente as representacdes bindrias dos nimeros 0, 1,2 e 3. Analogamente, um sis-

tema quéntico com dois qubits possui quatro estados na base computacional: {|00), |01),]10), |11)}.
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Além disso, um par de qubits pode existir também em superposicao desses quatro estados da seguinte
forma

1) = a[00) + B|01) +7]10) + 8[11),

com

o> +[BI* + 7% +[6]* = 1.

No caso geral, o estado |V) com n qubits, é uma superposicdo dos 2" estados |00...0), |[00...1),
...,|11...1), onde a sequéncia dentro de cada ket é a representac@o bindria dos nimeros 0, 1,...,2" —

1, e portanto, também pode ser escrita resumidamente como |0), |1), ..., [2" —1). Assim,
21
v) =) aili),
i=0
com a restri¢ao
21
Z |OC,"2 =1.
i=0

O estado |v) pertence ao espago vetorial complexo 2" dimensional.

3.3.2 Algebra linear

Nesta subsecdo faremos uma breve revisao de alguns conceitos basicos de dlgebra linear sob a
notacdo padrdo utilizada na mecénica quantica. Para um aprofundamento maior nesse assunto sugeri-
mos as referéncias [56, 64, 78].

Os estados |0) e |1) podem ser representados na forma matricial da seguinte maneira:

A representa¢do matricial € conveniente para compreender as operacdes que estdo sendo realiza-
das, porém quando temos muitos qubits fica impraticavel escrever em forma de matriz.

Em seguida definiremos operadores lineares e as principais caracteristicas relacionadas a eles,
além das operagdes de produto interno e produto tensorial.

Definimos um operador linear entre os espagos vetoriais V e W como uma aplicagdo A:V — W,

linear na sua agdo:

A(Zaﬂw)) = ZaiA(|Vi>>-
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Em geral, usa-se A|v) para denotar A(|v)). Dizemos que um operador linear A é definido no espago
vetorial V, se A é um operador linear de V em V. O operador identidade Iy € definido pela equagdo
Iy|v) = |v) para todo |v) € V. A composi¢do de dois operadores A:V —WeB:W — X,onde V,W e
X sdo espacgos vetoriais, é dada por (BA)|v) = B(A|v)) = BA|v).

Uma maneira equivalente, e mais conveniente, de descrever os operadores lineares € através de
suas representacdes matriciais. Seja A : V — W um operador linear entre os espagos vetoriais V
e W, e suponha que {|vi),[v2),...,|vim)} € {|wi1),|w2),...,|wn)} sejam bases de V e W, respecti-
vamente. Entdo, para cada j € {1,2,...,m} existem nimeros complexos A1;,Az;,...A,; tais que
Alv;) = Y;A;jlwi). Assim, a matriz correspondente ao operador A ¢ aquela cujas entradas sdo os
valores A;;.

Os principais operadores para um qubit sdo conhecidos como matrizes de Pauli, e sdo representa-

<[32] wac[ ]

01
0 —i 1 0
Yzoyz{i 0}, ZEGZE[O _1}

Esses operadores formam um grupo multiplicativo ndo-abeliano . Veremos a importancia desses

dos por

Ox

operadores durante todo o trabalho.
Chamamos atengdo para a notagio de Dirac para um vetor dual. O dual de um vetor |v) € C" é o
vetor transposto de |v) cujos elementos sdo trocados pelos seus conjugados, e é denotado por (v| que

€ a notacdo de Dirac conhecida como bra. Assim,

onde { significa a conjugacio transposta.
Como foi mencionado, um qubit é um vetor em um espaco vetorial complexo bidimensional com
produto interno. Considere V um espaco vetorial e |v), |w) € V. Definimos o produto interno (-|-) :

V xV — C por
(iw) = (V) Fw).

A norma de um estado |v) é entdo definida por

)= V).

Os espacos de interesse para a computa¢do quantica e informacao quantica sao espagos vetoriais

complexos de dimensao finita dotados de produto interno, ou seja, espacos de Hilbert. Portanto, os
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dois termos, espaco vetorial com produto interno e espago de Hilbert, serdo usados como termos
equivalentes no restante do trabalho.

Operadores lineares também podem ser representados através do produto interno usando o que é
conhecido como “representacdo de produto externo”. Seja |v) e |w) vetores dos espacos vetoriais com

produto interno V e W, respectivamente. O operador linear |w)(v| de V.em W ¢é dado por:

(W) (WD (V) = [w) (') = V) w).

Um autovetor de um operador linear A em um espago vetorial é um vetor ndao-nulo |v) tal que
Alv) = A|v), onde A € um niimero complexo conhecido como autovalor de A, correspondente a |v).
Todo operador A tem pelo menos um autovalor € um autovetor correspondente. O autoespaco cor-
respondente a um autovalor A é o conjunto de vetores com autovalores A acrescido do vetor nulo.
Verifica-se que esse € um subespaco vetorial do espago onde A atua.

Uma representacdo diagonal de um operador A em um espaco vetorial V € uma representa-¢do A =
Y Aili)(i|, em que os vetores |i) formam um conjunto de autovetores ortogonais de A, com autovalores

correspondentes A;. Um operador € dito diagonalizdvel se possui uma representacio diagonal.

Definicao 9 Seja A um operador linear no espago de Hilbert 5¢. Chamamos de operador adjunto
ou conjugado Hermitiano de A em 5, e denotado por A¥, o iinico operador tal que para todos os
vetores |V),|w) € H,

(Iv),Alw) = (A"|v), ).

Da definiciio, segue que (AB)T = BTAT. Por convencio, o adjunto de um vetor |v) é |v)T = (v|. Assim,
(A|v))T = (v|AT. Note também que, (AT)" = A.
Em termos de representacdo matricial de um operador A, a conjugacdo Hermitiana transforma
a matriz de A em sua conjugada transposta, ou seja, em AT = (A*)7, onde “+” indica conjugacio
complexa e “T” € a operacao de transposi¢do. Por exemplo,
{1+% Zi}ﬁ_[l—% 2—i}
240 —1 -2 -1 |

Definiciio 10 Dizemos que um operador linear A é Hermitiano ou auto-adjunto se A = AT,

Destacamos uma importante classe de operadores Hermitianos conhecida como projetores. Seja V

um espago vetorial com dimensdo d e W um subespaco de V com dimensao k. Usando o processo de
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Gram-Schmidt é possivel construir uma base ortonormal |1),(2),...,|d) de V, tal que |1),[2),...|k)

seja uma base ortonormal de W. Definimos o projetor sobre W por

Pode-se verificar que esta defini¢ao independe da base |1),]2),...|k) de W. Da definicdo segue que,
[v)(v| é Hermitiano para qualquer |v), de modo que P é Hermitiano. O complemento ortogonal de P
¢ o operador Q = I — P que é um projetor sobre o espago |k+ 1),...|d). A acdo de projecdo de P
resultard no processo de medida quantica.

Diz-se que um operador A é normal se ATA = AA". Assim, um operador Hermitiano é normal. Se
um operador A é tal que ATA = AAT = 1, entdo esse operador é dito unitdrio. Note que, os operadores
de Pauli sdo Hermitianos e unitdrios.

Definiremos abaixo o produto tensorial, que é uma forma de juntar espacos vetoriais para obter
um outro espago vetorial maior. Esse procedimento é muito util para a descri¢do da mecéanica quantica
de sistemas com muitas particulas.

Sejam V e W espacos de Hilbert de dimensdes m e n, respectivamente. O produto tensorial V QW é
um espaco vetorial de dimensdo mn, cujos elementos sdo combinagdes lineares de produtos tensoriais
|v) ® |w) dos elementos |v) € V e |w) € W. Em particular, o produto tensorial de bases ortonormais de
V e W é uma base de V ® W. Pode-se escrever [vw) ou |v)|w) em vez de |v) @ |w).

Considere V e W espacos vetoriais. O produto tensorial deve satisfazer as seguintes propriedades:
o Z([v) @[w)) = (2[v) @ |w) = [v) @ (z]w)), onde |[v) € V, [w) e W ez € C;

o ([vi)+v2)) @[w) = [vi)[w) +[v2)|w), onde [v1),[v2) €V e [w) € W;

o V) @(lwi)+|w2)) = [v)[w1) +[v)|w2), onde [v) € V e [w1), [w2) € W.

Se A e B sdo operadores, respectivamente, em V e W, pode-se definir o operador A@ Bem V@ W
por

(A®B)(|v) @ |w)) = Alv) © B|w),

para todos os elementos |v) ® |w) € V@ W. Mostra-se que A ® B é de fato um operador linear atuando
em V ®W. Além disso, qualquer operador linear C: V@W — V'@ W’ pode ser representado como
uma combinacdo linear de produtos tensoriais de operadores A : V — V' e B: W — W’. Pode-se usar

os produtos internos definidos em V e W para definir o produto internoem V @ W:

(Zai‘vi> ® \Wi>7zbj“’}> ® |W/j>) = Za?bj<"i“’;‘><wi|w/j>'
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Todas as outras no¢des como operador adjunto, unitdrio e Hermitiano, sdo naturalmente estendidas
paraV@W.

Ainda introduzindo algumas notagdes, |y)®" e A®" significam os produtos tensoriais de |y) e de
A, por eles mesmos n vezes.

Essa discussao sobre produto tensorial pode se tornar mais clara usando uma representa¢ao matri-

cial conhecida como produto de Kronecker.

Defini¢ao 11 Considere as matrizes Apyx, € Bpxg. O produto tensorial de A e B é dado pela matriz

de ordem mp X nq

ApnB ApB -+ AyB
Ay B AnB --- Ay,B
AmB AmwB - AunB

onde A;; € o elemento localizado na linha i e coluna j da matriz A e cada termo A;;B denota uma
sub-matriz p X g cujos elementos sdo os produtos de A;; por cada elemento da matriz B.

O produto tensorial ndo é comutativo. Por exemplo,

on-[3]o ]

S o= O

enquanto

om=[2]o[]-|

Outra defini¢ao importante que serd usada nos proximos capitulos se refere as relagcdes de comutacao

entre os operadores lineares.

Definicao 12 Sejam A e B dois operadores lineares em um mesmo espago vetorial. Definimos o
comutador entre A e B como

[A,B] = AB—BA.

Se [A,B] =0, dizemos que A e B comutam. Analogamente, podemos definir o anticomutador como
{A,B} = AB+ BA.

Se {A,B} =0, dizemos que A e B anticomutam.
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O comutador e o anticomutador nos proporcionam algumas importantes propriedades de pares de
operadores. Talvez a principal seja a conexdo entre o comutador e a propriedade de diagonalizag¢do

simultanea de operadores.

Teorema 4 (Teorema da diagonalizacao simultanea) [56] Sejam A e B operadores Hermitianos.
[A,B] = 0 se, e somente se, existir uma base ortonormal tal que A e B sejam ortonormais nesta base.

Neste caso, diz-se que A e B sdo simultaneamente diagonalizdveis.

Ou seja, duas matrizes que comutam entre si sdo simultaneamente diagonalizdveis. Assim, pode-
mos medir o autovalor de uma delas sem destruir os autovetores da outra.

Pode-se verificar facilmente que as relagdes de comutacao para os operadores de Pauli sao:
[0y, 0y] = 2i0;, [0y,0;] =2ioy, (0,04 =2i0,.
E as relacdes de anticomutag@o para os mesmos sao:
{01,0;} =0

parai=# j,i=1,2,3.

Como havia sido prometido na subsecdo 3.2.2, abaixo definimos formalmente um emaranhamento
quantico.

Um estado de dois qubits pode ou ndo ser o resultado do produto tensorial de estados de um qubit.
Considere os estados de um qubit |y) = |0) +B|1) e |@) = 7]|0) +5|1), onde a, B,7,6 € C. O estado
definido pelo produto tensorial de |y) e |¢) é:

V) @lep) = (af0)+p[1)) @ (7/0)+6]1))
= ay|00) + ad|01) + By|10) + BS|11). 3.1)

Um estado de dois qubits genérico a|00) + b|01) + ¢|10) +d|11) é da forma 3.1 se, e somente se,
a=ay, b=ad,

c=By, d=pB8.

Segue que,
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Assim, ad = bc. Portanto, um estado de dois qubits, em geral, ndo é o produto tensorial de estados de
um qubit. Quando isso acontece, dizemos que o estado estd emaranhado. Por exemplo, o estado |10)

pode, obviamente, ser descrito como o produto tensorial dos estados |1) e |0),

Jo|

0
0
o= 1=
0
Por outro lado, o estado

0
1
1
0

¢ um estado emaranhado, pois ndo pode ser escrito como produto tensorial de estados de um qubit.

0

Os mais famosos estados emaranhados de dois qubits sdo:

ooy = (100} 1),
Buoy = 5(100) 1),
Bony = 5101} +110),

By = 5 (101) ~ 110)),
conhecidos como estados de Bell ou pares EPR (Einstein - Podolsky - Rosen). Estes estados servem
como unidade bésica de emaranhamento em muitas aplicagdes de criptografia quantica.
Em geral, um estado |v) em um espago vetorial é dito emaranhado se ndo puder ser escrito como

produto tensorial de estados de um qubit. Por exemplo, o estado

-1
5 o
8= o
| 0 0

€ um estado emaranhado. Ja o estado

[0 1
00
9= o
i 00

¢ ndo emaranhado porque pode ser decomposto em

S O OO

o oo O

0

- O O

o O OO

oo)elo o] =lo]enoe]

Para n qubits, um estado emaranhado, conhecido como estado GHZ, ¢ dado por

1
V2

(100...0) +|11...1)).
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3.3.3 Portas quanticas

Assim como os circuitos de computadores cldssicos contém fios e portas 16gicas que transportam
e manipulam a informac¢do, um computador quantico € construido a partir de um circuito quantico
contendo também fios e portas l6gicas quanticas que transportam e manipulam a informag¢do quantica
de um lado para outro.

A inicializa¢dao da computagdo quantica € feita com a preparacao de alguns qubits iniciais com os
dados de entrada do problema. As portas l6gicas sobre o sistema quantico operam sequencialmente
nos qubits de acordo com o algoritmo, mudando as amplitudes que descrevem a superposicdo. Depois
da aplicagdo das portas logicas, o resultado da computacdo € obtido através de medidas em alguns
qubits pré-escolhidos.

Para um bit cldssico, a dnica porta ndo trivial é conhecida como porta NOT cuja operagao trans-
forma 0 em 1, e 1 em 0. Para muitos bits classicos, temos as portas 16gicas AND, OR, XOR, NAND e
NOR, cujas agdes s@o descritas na Tebela 3.1. Um importante resultado mostra que qualquer fungao
sobre bits pode ser computada a partir da composicao somente de portas NAND, portanto dizemos que

esta é uma porta universal.

bit de entrada | AND | OR | XOR | NAND | NOR
00 0 0 0 1 1
01 0 1 1 1 0
10 0 1 1 1 0
11 1 1 0 0 0

Tabela 3.1: Portas 16gicas para dois bits.

No caso quantico também temos a porta NOT dada pela matriz de Pauli X, conhecida como
operador bit flip, que transforma |0) em |1) e |1) em |0). A agdo de X no estado de superposigdo
|ly) = a|0) + B|1) € linear, assim X |y) = a|1) 4+ ]0), ou matricialmente

31-121

B

A propriedade linear é geral na mecanica quantica, ¢ muito bem embasada experimentalmente.

Do contrério, comportamentos ndo-lineares poderiam levar a paradoxos tais como viagens no tempo,
comunicac¢do mais rdpida do que a luz e violagdo das leis da termodinamica, [56].

Podemos descrever as portas quinticas sobre um qubit por matrizes 2 x 2. E importante observar
que a condicdo || +|B|? = 1 para um estado quantico |y) = &|0) 4 B|1) também deve ser satisfeita

pelo estado |y') = a’|0) + B’|1) apés a aplicacdo da porta 16gica, ou seja, |&’|> +|B’|? = 1 . Portanto a
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matriz que representa a porta logica deve ser unitaria. Essa € a tinica condicdo imposta sobre as portas
quanticas. Assim, qualquer matriz unitdria especifica uma porta légica quantica.
Pode-se concluir que as matrizes de Pauli sdo portas l6gicas quanticas. Em especial, a porta Z,

conhecida como operador phase flip, age trocando o sinal do estado |1)

z|oy = 10
I

Nao existe uma porta andloga a essa no caso cléssico.
Outra porta para um qubit, muito importante, € conhecida como porta de Hadamard, cuja repre-
sentagdo matricial é dada por
po L1 1
V2 -1
Essa porta transforma o estado |0) no estado |+) = %(|O> + 1)) e o estado |1) no estado |—) =

%(|0) —|1)). Note que, qualquer estado |y) pode ser escrito em termos de |+) e |—), da seguinte

maneira:

\%(a+ﬁ)\+>+\%<a—ﬁ)\—>-

Assim, {|+),|—)} é uma base de C chamada base conjugada. Os vetores |+) e |—) s@o escritos

matricialmente como
=] 2=l
NAR 2l -1
A porta de Hadamard H permite colocar um qubit num estado de superposi¢do dos valores |0) e |1)

com amplitudes iguais.

Na Tabela 3.2 mostramos como as portas para um qubit, X,Z e H, agem.

bit de entrada | X Z| H
0) | 10)][+)
1) 0) | =) ] [=)

Tabela 3.2: Portas quanticas para um qubit.

Uma importante porta 16gica quantica para mais de um qubit € a NOT-controlada, ou simplesmente
CNOT. Essa porta tem dois qubits de entrada, conhecidos como qubit de controle e qubit alvo. A porta
CNOT age no qubit alvo, trocando-o de |0) para |1) e de |1) para |0), se o qubit controle for o estado
|1). Se o qubit controle for colocado no estado |0), nada acontece com o qubit alvo, veja Tabela 3.3.

Outra maneira de descrever a porta CNOT € vé-la como uma generalizagdo da porta cldssica XOR:

la,b) — |a,b@a), onde @ é a adicdo mddulo 2. Também podemos representar a porta CNOT através
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bit de entrada | CNOT
00 00
01 01
10 11
11 10

Tabela 3.3: Porta CNOT.

da matriz
1 0 00
0100
CNOT = 0 0 01
0010

Note que essa matriz € unitdria. O fato de qualquer porta quantica ser uma matriz unitdria, implica
que sua inversa também é uma matriz unitria, entdo elas sdo sempre reversiveis, ou seja, uma porta
quantica pode sempre ser invertida por outra porta quantica.

Existem outras portas quanticas interessantes, porém esta porta é, sem ddvida, especial, pois qual-
quer porta logica quantica de miltiplos qubits pode ser obtida a partir da porta CNOT e portas de um
qubit. Portanto, a porta CNOT € universal.

Outro fato sobre a porta CNOT € que ela pode produzir um estado emaranhado. Considere o estado
|00). Apés a aplicagdo do operador H ® I em |00), obtemos o estado \%(|OO> +[10)). Em seguida,

aplicando neste estado a porta CNOT obtemos o estado de Bell [3|00>.

3.4 Codigos Quanticos Corretores de Erros

Nesta secdo apresentamos a teoria dos codigos qudnticos corretores de erros (QECC), que pro-
tegem a informacgdo quantica do ruido. O processamento da informagao quantica é descrito como
uma série de operagdes unitdrias e medidas em alguns sistemas fisicos. Foi visto na Secdo 3.1 que
interacdes com o ambiente em volta desses sistemas provocam a decoeréncia, além disso, imperfei¢oes
nas operacoes também podem prejudicar o processamento da informacao. Para garantir que um com-
putador quantico funcione de fato, temos que superar esses obstaculos. Para isso, foram desenvolvidas
a teoria dos codigos qudnticos corretores de erros e a teoria da computagcdo qudntica tolerante a fa-
lhas.

Os codigos quanticos corretores de erros funcionam codificando os estados quanticos de forma a
tornd-los resistentes a a¢cdo do ruido, e depois decodificando-0s no momento em que se deseja recu-
perar os estados. Na subse¢ao 3.4.1 revisamos 0s aspectos gerais da correcdo de erros e os desafios

conceituais que devem ser superados no caso das corre¢des quanticas de erros. A subsecao 3.4.2 mos-
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tra o cédigo de Shor que € o exemplo mais simples de codigos quanticos corretores de erros e servird
para uma generalizacdo dessa teoria na subsecdo 3.4.3. Por fim, na subsecdo 3.4.4 sdo apresentados

os codigos CSS.

3.4.1 Desafios conceituais

Vimos no primeiro capitulo que, a idéia bédsica para proteger uma mensagem contra os efeitos do
ruido em um canal € a adi¢do de informagdo redundante. Assim, mesmo que alguma informagao seja
corrompida pelo ruido, € possivel detectar e corrigir erros a ponto de recuperar a mensagem original.

Ainda neste capitulo, veremos que os QECC tém sua construcao fortemente estruturada nos cédigos
lineares cldssicos. Porém, existem algumas diferencas fundamentais entre informacao classica e
informacdo quantica que deverdo ser contornadas.

Uma dessas diferencas € a impossibilidade de copiar um qubit. No exemplo 2.1 € apresentado
o codigo de repeticdo. Naturalmente, a primeira coisa a se pensar seria implementar o cédigo de
repeti¢do quanticamente. No entanto, isso ndo € possivel devido ao teorema da ndo-clonagem. Esse
teorema afirma que é impossivel fazer uma cépia perfeita de um estado quantico arbitrario desconhe-

cido. De fato, suponha que tenhamos copiado os estados |y) e |@), ou seja,

v) —vly) o) —|9)]e).

Temos que,

¥) +1o) — lv)@|9) +|v)@|@).

Por outro lado,

w)+le) — (lw) +le) @ (lv) + ).

Porém, |y) @ |@) +|v) ®@|@) # (|v) +0)) @ (|y¥) +[9)).

Em geral, dada uma base ortonormal, é possivel copiar os estados da base, mas ndo € possivel
copiar corretamente as superposi¢oes desses estados.

Outra diferenca é que em um tinico qubit podem ocorrer erros diferentes de forma continua. Ou
seja, um erro no estado a|0) + B|1) pode mudar & e B por uma quantidade €, e estes pequenos erros
podem se acumular ao longo do tempo. Além disso, os erros do tipo phase-flip ndo ocorrem no caso
cléssico, esses sdo erros graves, pois podem transformar o estado |+) no estado |—).

Finalmente, a dltima diferenca fundamental que destacaremos aqui, € que as medidas destroem

a informagdo qudntica. Na corre¢do cldssica de erro, € possivel observar e corrigir erros na saida
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do canal e decidir qual o procedimento a ser adotado. Enquanto a observagdo em mecanica quantica
geralmente destroi o estado quantico sob observagdo, o que impossibilita sua recuperacao.
Mesmo com essas diferencas, foi possivel desenvolver a correcdo quantica de erros introduzindo

novas idéias para que os c6digos quanticos de corre¢des de erros possam funcionar.

3.4.2 O codigo de Shor

Veremos agora alguns exemplos de cddigos quanticos corretores de erros.

Um cédigo qudntico corretor de erros é uma fungio de um espago de Hilbert 2%-dimensional em
um espago de Hilbert 2"-dimensional, onde k < n. As palavras-c6digo sdo os vetores no espago 2"-
dimensional. A distdncia minima d de um QECC % ¢é a menor distancia de Hamming entre duas
palavras-codigo distintas. Um QECC % com comprimento 7, dimensio k, e distincia minima d é
chamado c6digo [[n,k,d]]. Um cddigo com distdncia minima d pode corrigir ¢ erros ocorridos nos
qubits de uma palavra-codigo, onde ¢ = Ld—glj . Em suma, QECC codificam k qubits em n qubits para
proteger os dados se erros ocorrerem em quaisquer ¢ desses n qubits, onde n,k e ¢ sdo valores que

dependem do cédigo usado, [56].

Cédigo corretor de erros bit flip

Suponha que qubits sejam enviados por um canal que os mantém inalterados com probabilidade
1 — p e os inverte com probabilidade p. Ou seja, o estado |y) é levado para X|y) com probabilidade
p, onde X é a matriz de Pauli conhecida também como operador bit flip. Esse canal € chamado canal
bit flip ou de inversdo de bit. O c6digo bit flip que mostraremos agora protege qubits contra os efeitos
de ruido deste canal.

Considere o estado de um qubit «|0) + |1). Suponha que esse estado seja codificado com trés

qubits: a|000) + B|111). Podemos escrever essa operagdo de modo conveniente como

0) — |0z) = |000)
1) — 1) =[111),
(3.2)

onde a notacdo |0z) e |1,) indica os estados 16gicos |0) e |1) e ndo o “zero” e o “um” fisicos. As-
sim, as superposicoes de estados da base s@o levadas nas superposicdes correspondentes nos estados
codificados.

Suponha que o estado inicial a|0) + B|1) tenha sido perfeitamente codificado como ¢|000) +

B|111). Cada um dos trés bits é enviado através de uma cdpia independente do canal bir flip. Ad-
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mita que um erro tenha ocorrido em no maximo um qubit. Desejamos corrigir o erro sem perder a
superposicao a|000) + B|111). O procedimento de corre¢do de erro para recuperar o estado original
¢ dividido em dois estagios.

Primeiramente, devemos realizar uma medida sobre o estado quantico que ird detectar erro, caso
haja algum. O resultado dessa medida € a sindrome de erro. Para o canal bit flip existem quatro

sindromes de erro correspondentes aos seguintes operadores de projecao:

Py = 000)(000| 4 |111)(111]
Py = [100)(100| 4 [011)(011]
P, = 010)(010| 4 |101)(101|
P; = [001)(001| 4 |110)(110]|

Por exemplo, suponha que ocorreu um erro bit flip no primeiro qubit, ou seja, em vez do estado
|w) = |000) + B|111) o estado obtido apds a transmissdo € |y') = a|100) + B]011). A medida da

sindrome é dada pelo operador (W'|P|y’), parai=0,1,2,3. Nesse caso, temos

. {(W]=[0008 000,

S OO RT®™IO OO

P =

S O OO OO OO0
SO OO OO OO0
S OO OO OO0
S OO —=, OO OO
S O OO OO OO0
S OO OO oo OO0
[l e e Moo N Ne)

SO OO~ O OO

Logo,
(WP = 1B+ e = 1.

Essa sindrome estd associada ao erro no primeiro qubit. Se for feito o cdlculo da sindrome, nesse caso,

para os demais projetores, os resultados serdo 0.
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Enfatizamos que a medida da sindrome nio altera o estado, pois a sindrome contém informacao
somente sobre qual erro ocorreu, mas nao diz nada a respeito das amplitudes o e . Ou seja, medindo
a sindrome ndo estamos destruindo informagao sobre o estado quantico em geral.

O segundo passo € utilizar o valor da sindrome para determinar qual o procedimento de recuperagao
do estado inicial. Por exemplo, se a sindrome de erro for 1, ou seja, se um erro ocorreu no primeiro
qubit, entdo devemos inverter o qubit novamente aplicando o operador X, e assim obtemos exatamente
o estado inicial |y) = a|000) + B|111).

As possiveis sindromes de erro e seus correspondentes procedimentos de corre¢do sao dados na

Tabela 3.4.

sindrome procedimento
0 nao faca nada
1 inverta o primeiro qubit
2 inverta o segundo qubit
3 inverta o terceiro qubit

Tabela 3.4: Sindromes de erros.

Esse procedimento de correcao de erro funciona perfeitamente, se a inversao ocorrer em no maximo
um dos trés qubits. A probabilidade de que isso aconteca é 1 —3p? 4 2p>. Logo, a probabilidade de
erro é 3p? — 2p>, exatamente como no caso cldssico do cédigo de repeti¢io. Assim como no caso
classico, desde que p < %, a codificacdo e a decodificagdo aumentam a confianca na protecdo do
estado quantico.

Entretanto essa andlise de erro ndo é completamente adequada. Com efeito, estados quanticos
existem em um espago continuo, ¢ pode acontecer de um erro corromper um estado de forma infima
enquanto outros podem destrui-lo totalmente. Por exemplo, o operador X nido afeta o estado |+), mas
inverte os estados |0) e |1).

Isso pode dificultar o processo de recobrimento dos erros e, consequentemente sua correcao.
Porém, existe uma interpretacdo alternativa da medida de sindrome que faz uso do conceito de ob-

servavel.

Definicao 13 [56] Uma medida projetiva é descrita por um observdvel M, que é um operador no

espaco de estados do sistema sendo observado. O observdvel tem uma decomposicdo espectral
M =Y mP,,
m

onde P,, é o projetor sobre o autoespago de M com autovalor m. Os possiveis resultados da medida

correspondem aos autovalores m do observdvel. Medindo-se o estado |y), a probabilidade de se
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obter o resultado m é dada por
p(m) = (Y|Pl y).
Obtido o resultado m, o estado do sistema logo apos a medida serd

Puly)

p(m)

No modo alternativo de corre¢cao de erro bit flip, em vez de medirmos os projetores Py, P, P>
P3, executamos duas medidas, primeiro através do observavel Z1Z, = Z® Z®1 e, em seguida, do
observavel Z,Z3 =1 ®Z ® Z. Cada um desses observdveis tem autovalores 1 e, portanto, cada
medida fornece um unico bit de informag¢do em um total de dois bits de informagdo. A primeira
medida de Z;Z, compara o primeiro e o segundo qubits, para verificar se eles sdo iguais. Para ver isso,
note que

Z1Z = (|00)(00] + |11){(11]) @1 — [01)(01] +|10)(10]) ® 1.

Se o resultado for 41, entdo os dois qubits sdo iguais, e se o resultado for —1 entdo, os dois qubits sdo
diferentes. Analogamente, Z,Z3 compara os valores do segundo e terceiro qubits, resultando em +1
se eles forem iguais e —1 se forem diferentes. A partir dos resultados das duas medidas, determina-se
se ocorreu um erro em algum qubit, e em caso positivo, em qual qubit. Na Tabela 3.5 listamos as

possibilidades dessas medidas.

Autovalores de (Z1Z,,7,73) | qubit onde ocorreu o erro
(+1,+1) nenhum
(-1,41) primeiro qubit
(+1,-1) terceiro qubit
(-1,-1) segundo qubit

Tabela 3.5: Resultados das medidas de Z,Z,,7,7Z3.

Outros possiveis conjuntos de observavéis que podem ser usados para a medida das sindromes sdo:
2123,2223 € 2122,2123.

Algo importante a ser observado € que nenhuma medida nos fornece qualquer informacao sobre as
amplitudes a e B do estado quéntico codificado, e, portanto, nenhuma medida destréi as superposicoes
dos estados quanticos que desejamos preservar ao usarmos este c6digo.

Detectado o erro, o passo seguinte é corrigi-lo. Obviamente, se nenhum erro ocorreu, nada se tem
a fazer. Porém, se as sindromes indicarem que ocorreu um erro em algum qubit, devemos aplicar o
operador X sobre o qubit onde esse erro ocorreu, e assim fazemos a correcao.

Como no caso cldssico do codigo de repeticao de trés bits, esse codigo tem distancia d =3 e é

capaz de corrigir t = 1 erro.
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Codigo corretor de erro phase flip

O cdédigo bit flip nao apresenta inovacao significativa sobre os cddigos cldssicos de corregdo.
Veremos agora um canal ruidoso mais interessante conhecido como canal phase flip ou de inversao de
fase para um qubit.

Esse canal preserva o qubit com probabilidade 1 — p, e inverte a fase dos estados |0) e |1) com
probabilidade p. Ou seja, o operador phase flip Z, é aplicado ao qubit com probabilidade p > 0,
levando o estado |y) = a|0) + B|1) para Z|y) = o|0) — B|1). Ressaltamos que ndo existe equivalente
classico para esse canal. Contudo, existe uma forma simples de transformar o canal de inversao de
fase em um canal de inversdo de bit. Para isso, usaremos a base conjugada {|+),|—)}. Nessa base, o
operador Z troca |+) por |—) e vice-versa.

Os qubits 16gicos sdo escritos na base conjugada como

0L)
) = [——),

|+++)

onde
1 1
= 50+10) =)= 500 In).

As operacdes de codificagdo, deteccao de erro e recuperagdo sao realizadas da mesma maneira que

+)

no caso do canal bit flip, porém em relagdo a base {|+),|—)}. Esta mudanca de base ¢ obtida através
da aplicac@o da porta de Hadamard sobre a base computacional {|0), |1)}.

Para o processo de codificacdo, primeiro devemos codificar cada qubit de informagdo em trés
qubits, similarmente ao que foi feito para o caso bit flip. Em seguida, aplicamos a porta de Hadamard
sobre cada um dos qubits.

A operacdo de codificagdo pode ser escrita na base computacional como:

1
1
1) = 112) = 5—=(1000) ~[001) ~[010) +[011) ~100) +101) +[110) ~ 111))

Apesar do cddigo de repeticao de trés bits ndo aparecer explicitamente nessa operacdo, ele esta pre-
sente na distribuicdo dos sinais antes de cada ket.

A detec¢do de um eventual erro € realizada aplicando-se as mesmas medidas projetivas do canal bit
flip, porém conjugadas por portas de Hadamard: P, — P/ = H ©3pH®3, ondei=0,1,2,3. Equivalente-

mente, medidas de sindromes podem ser realizadas medindo-se os observdveis X1 X, = H ®37,Z,H®3
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e XoX3 = H®37,7Z3H®3. A medida do observavel X;X» compara os sinais do primeiro e segundo qu-
bits, enquanto a medida de X,X3 compara os sinais do segundo e terceiro qubits. Por exemplo, se
temos estados como |+)|+) ® (+) ou |=)|—) ® (+), o resultado da medida de X;X, é +1. Por outro
lado, a medida desse observdvel resulta em —1 se temos estados do tipo |+)|—) @ (+) ou |=)|+) @ ().
Todas as possibilidades de resultados das medidas e os possiveis erros detectados sdo mostrados na

Tabela 3.6.

Autovalores de (X1 X,X>X3) | bloco onde ocorreu o erro
(+1,+1) nenhum
(-1,+1) primeiro bloco
(+1,-1) terceiro bloco
(-1,-1) segundo bloco

Tabela 3.6: Resultados das medidas de X; X», X7 Xj3.

Outros conjuntos de observavéis poderiam ser utilizados: X;X3,X>X3 e X1 X2, X1 X3.

Para a correcao de erros phase flip podemos aplicar os mesmos operadores usados no canal bit flip,
porém conjugados pela matriz de Hadamard. Por exemplo, se foi detectada uma inversao no sinal em
um qubit na posicao i, basta aplicar o operador Z = HX H sobre o qubit i para fazer a correcao.

O cédigo phase flip tem as mesmas caracteristicas do codigo bit flip. Em particular, os critérios
para o aumento da prote¢do, em comparacao com o caso em que o cddigo ndo € aplicado, sdo os

mesmos. Além disso, esse cddigo também tem distancia d = 3 e corrige t = 1 erro.

O cédigo de Shor [[9, 1,3]]

Vimos que € possivel construir um cédigo que detecta e corrige erros bit flip e outro que detecta e
corrige erros phase flip. Veremos agora um c6digo que € capaz de corrigir um erro quantico arbitrario.

O codigo de Shor com nove qubits, € uma combinagdo dos cddigos de trés qubits para os canais bit

flip e phase flip.

Primeiramente, codificamos o qubit usando o cédigo phase flip:
0) = [+++)
) ===
Em seguida, cada um desses qubits € codificado usando o canal bit flip:

1
+) *E(IOOOHIUU)
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=) —

1
—(]000) — [111)).
751000} —[111))
O resultado € um c6digo de nove qubits, com estados l6gicos dados por:

|0) = 102) = 5—=[(]000) +|111))(]000) +[111))([000) + [111))] (3.3)

1
2V2
1
2V2

O c6digo de Shor ndo contradiz o teorema da ndo-clonagem, uma vez que uma palavra-cédigo

1) = [1) = =—=[(/000) —[111))(]000) —[111))(]000) — [111))]. (3.4)

arbitraria € uma superposi¢ao dos dois estados 16gicos.

Esse método de codificacdo usando niveis organizados hierarquicamente é conhecido como con-
catenagdo, e € uma maneira bastante ttil de se obter cddigos novos a partir de c6digos conhecidos.

O cddigo de Shor é capaz de proteger contra erros de inversao de bit e inversao de fase em qualquer
qubit. Suponhamos, sem perda de generalidade, que um erro bit flip ocorreu no primeiro bloco de trés
qubits. Podemos detectd-lo através da medida dos observaveis Z,Z, e Z,Z3, e corrigi-lo aplicando o
operador X no qubit onde ocorreu o erro. Analogamente, se um erro desse tipo ocorrer no segundo ou
terceiro blocos de qubits, podemos identificar o qubit corrompido fazendo a medida dos observéveis
ZyZs e ZsZe, 2778 € ZgZg, respectivamente. Em geral, ndo sabemos em que bloco exatamente o
possivel erro ocorreu, por isso € necessario realizar a medida desses seis observaveis.

Agora, considere que um erro phase flip ocorreu no primeiro qubit. Este erro troca a fase do
primeiro bloco de trés qubits. Observe que, seja qual for o qubit corrompido do bloco de trés qubits,
o efeito do erro € o mesmo. O observavel X;X,X3X4X5Xg compara os sinais do primeiro e do segundo
blocos de trés qubits, e 0 observavel X4 X5X¢X7XgX9 compara os sinais do segundo e do terceiro blocos
também de trés qubits, da mesma forma que no caso bit flip se comparava o sinal de dois qubits.
Por exemplo, (]000) —|111)) e (000) — |111)) tém o mesmo sinal em ambos os blocos, enquanto
(]000) —|111)) e (000) + |111)) tém sinais diferentes. De posse das medidas desses observiveis, é
possivel determinar em qual bloco de qubits ocorreu o erro de inversdo de fase e depois corrigi-lo
aplicando o operador Z sobre qualquer um dos qubits desse bloco.

Observe que, o fato dos erros do tipo Z provocarem o mesmo efeito em qualquer qubit de um bloco
de trés qubits no cédigo de Shor estd relacionado a propriedade de nao-localidade, ou emaranhamento,
pois o erro phase flip € identificado no bloco como um todo e ndo em cada qubit do bloco. Isso ocorre
porque o qubit 16gico ndo é codificado localmente. Por outro lado, o ruido € local, portanto isso
aumenta a protecao contra o ruido.

Com esse codigo ainda é possivel corrigir um erro bit flip e phase flip ocorrendo no mesmo qubit,

ou seja, o operador ZX € aplicado a esse qubit corrompido. Basta aplicar os dois procedimentos
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descritos acima. Note que, esses procedimentos sao independentes. Porém, o cédigo de Shor ndo
corrige um erro de inversdo de bit e um erro de inversdo de fase se eles ocorrem em qubits diferentes.
Ressaltamos que o cddigo de Shor € melhor que os cédigos cldssicos de repeticdo no sentido de
fazer uma busca por erros mais apurada. Na verdade, o c6digo de Shor além de proteger contra
inversodes de bit e de fase sobre um qubit, ele também protege estados quanticos contra a acdo de erros
completamente arbitrarios, desde que apenas um qubit seja afetado, [56]. Verifica-se que embora os
erros possam ocorrer de forma continua em um qubit, todos podem ser corrigidos corrigindo-se apenas
um subconjunto discreto de erros; todos 0s outros erros possiveis ficardo automaticamente corrigidos.
A discretizagdo de erros € fundamental para explicar a eficdcia das correcdes quanticas.

Destacamos os principais aspectos do cédigo de Shor:

e Medir as sindromes ndo implica em medir os qubits. Os erros unitdrios X e Z podem ser inverti-
dos sem que se conheca a informacao codificada. Fazendo uma analogia com c6digos classicos,
essa caracteristica se assemelha ao processo de decodificacdo cldssica quando a mensagem re-
cebida do canal € projetada sobre uma classe lateral do arranjo padrdo e a inversdo do erro é

feita pela palavra de peso minimo.

e A codificacdo € nao-local, enquanto os erros sao locais. A informagao € armazenada em varios
qubits correlacionados, e os erros supde-se que sejam locais. Assim, o [0z) e o |1,) sdo obtidos
com probabilidade % ao se medir um dos nove qubits do cédigo de Shor. Se, eventualmente, o
ambiente em volta do sistema “medir” um dos qubits, a informacao codificada ndo sera preju-
dicada, ja que a informagdo ndo estd contida totalmente em um qubit. Portanto, a informacao

codificada ndo € vulnerdvel a influéncias locais.
e O cddigo de Shor pode corrigir um erro arbitrario ocorrido em um qubit.
e Erros do tipo Z tém o mesmo efeito em qubits diferentes dentro do mesmo bloco.
Baseado nas idéias do cédigo de Shor pode-se construir cddigos de correcdo de erro que podem
corrigir erros em mais de um qubit.
3.4.3 Teoria quantica da correcao de erro

Nesta se¢do mostramos como as idéias introduzidas pelo cdédigo de Shor podem ser naturalmente
generalizadas para nos fornecer uma estrutura geral para o estudo da correcdo quantica de erro. Sdo
apresentadas as condicdes para correcdo quantica de erro. Uma estrutura que satisfaz tais condicoes

nos fornece uma base que permite encontrar bons codigos de correcao.
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Em linhas gerais, estados quanticos sao codificados por operacdes unitarias em um codigo quantico
de corre¢ao que é definido como um subespaco % de algum espaco de Hilbert maior. O projetor so-
bre o espaco ¢ sera denotado por P. Apds a codificagdo, ruido é adicionado no canal, em seguida é
realizada a medida de sindrome para diagnosticar o tipo de erro que ocorreu. Uma vez que isso tenha
sido determinado, uma operacao de recuperacgdo € realizada para retornar ao estado original. A idéia
basica é que sindromes de erros diferentes correspondem a subespacos ortogonais e nao-deformados
do espago de Hilbert. A razdo desses subespacos serem ortogonais, € que do contrario, nao pode-
riam ser distinguidos pela medida da sindrome. Além disso, os subespagos devem ser versdes nao-
deformadas do espaco de codifica¢do original, no sentido de que os processos de erro que mapeiam
diferentes subespacos devem levar os estados codificados (ortogonais) a outros estados ortogonais a
fim de que se possa corrigir o erro.

Faremos duas suposi¢des gerais: o ruido € descrito por uma operagdo quantica €, e o procedimento
completo de corregao de erro € efetuado por uma operagdo quantica % que preserva o trago, a qual é
denominada operacdo de correcdo de erro. A operagdao Z € responsavel pela detecgdo e recuperagio
do erro. Para que a correcdo seja considerada bem sucedida, € necessdrio que, para qualquer estado p

cujo suporte pertence ao subespaco do cddigo € a seguinte equagio seja satisfeita

(Zcg)(p) o< p-

O sinal o € usado no lugar do sinal de igualdade porque algumas vezes pode ocorrer da operagcdo € nao
preservar o traco. Como a etapa de corre¢do # deve ser bem-sucedida com probabilidade 1, exige-se
que Z preserve o traco.

As condig¢des para correcao quantica de erro formam um conjunto simples de equacdes que podem
ser verificadas para determinar se um dado cédigo de correcdo de fato protege o estado contra um tipo
particular de ruido €. Essas condi¢des sdo utilizadas para construir uma grande quantidade de cédigos,

e ainda para investigar algumas propriedades gerais de cddigos quanticos de correcdo de erros.

Teorema 5 [56] Seja € um cédigo quantico, e P um projetor sobre €. Seja € uma operagdo qudintica
com elementos de operacdao {E,}. Uma condi¢do necessdria e suficiente para a existéncia de uma

operacdo de correcdo de erro % corrigindo € sobre € é que
PE}E,P = 0P (3.5)

para alguma matriz Hermitiana o de niimeros complexos.
Os elementos de operagdo {E,} do ruido € sao chamados de erros, e se existir tal operagcdo %,

diz-se que {E,} constitui um conjunto de erros corrigiveis.



58 Capitulo 3. Cddigos Quanticos Corretores de Erros

Observamos no codigo de Shor que, sendo possivel corrigir erros do tipo X e do tipo Z, entdo
também € possivel corrigir a combinagdo desses dois erros. O préximo teorema mostra que combina-

¢oes lineares de erros corrigiveis também podem ser corrigidos pelas operagdes de correcido Z.

Teorema 6 [56] Seja € um codigo qudntico e Z a operacdo de correcdo de erro para recuperac¢do
de um processo de ruido € com elementos de operacdo {E,}. Seja ¥ uma operagdo qudntica com
elementos de operacdo F, que sdo combinagoes lineares dos elementos E,, isto é, F, =Y ,m E, para
alguma matriz de niimeros complexos my,. Resulta que a operacdo de correcdo de erro % também

corrige os efeitos do processo de ruido ¥ sobre o codigo € .

Em vez de falarmos de classes de processos de erros € corrigiveis por um cédigo ¢ e operagoes de
corre¢do #, podemos falar de operadores de erro (ou simplesmente erros) {E,} que sdo corrigiveis.
Os teoremas acima implicam que, dados um c6digo quantico % e operacdes de corre¢do & que corri-
jam erros {E, }, qualquer processo de ruido € cujos elementos de operagdo sejam combinagdes lineares
dos erros {E,} serdo corrigidos também por Z.

Em suma, para combater o continuum de possiveis erros que podem ocorrer sobre um qubit é
suficiente vencer a batalha contra um conjunto finito de erros, as quatro matrizes de Pauli, pois essas
formam uma base para o espaco vetorial das matrizes 2 x 2. Heuristicamente, pode-se dizer que essas
quatro matrizes sao todos os possiveis erros que podem ocorrer em um qubit: nenhum erro (/), um erro
bit flip (X), um erro phase flip (Z), e ambos os erros (¥). Para sistemas de dimensao mais alta usa-se
como conjunto de erros, o grupo de Pauli de n qubits que serd definido na proxima se¢ao. Fazendo
uma analogia com o caso cldssico, a correcao de erros para sistemas analégicos € extremamente dificil,
porque, em principio, existe um niimero infinito de diferentes sindromes de erros. Enquanto a corre¢ao
digital de erros para o processamento de informagao cldssica envolve somente um nimero finito de
sindromes de erro, o que a torna mais eficaz. Surpreendentemente, a corre¢ao quantica de erro € muito

mais parecida com a corre¢do digital cldssica do que a correcao analdgica cldssica, [56].

Codigos degenerados

Relembrando o efeito dos erros do tipo Z sobre as palavras-codigo do cédigo de Shor, definimos
uma classe de cddigos quanticos bastante interessante chamada cédigos degenerados, cuja propriedade
fundamental é a impossibilidade de distinguir em que qubit ocorreu determinado erro, ja que o efeito
do erro € igual para diferentes qubits. Isso ndo ocorre nos cédigos cldssicos, pois erros em diferentes
bits necessariamente implicam em diferentes palavras corrompidas. Essa caracteristica dos codigos

quanticos degenerados tem vantagem e desvantagem. Por um lado, algumas técnicas de demonstracio
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usadas classicamente em limites para correcao de erros ficam invalidadas. Por exemplo, o limitante
de Hamming que veremos a seguir. Por outro lado, esses codigos sdo capazes de “empacotar” mais
informacao do que os cddigos classicos, pois erros distintos ndo necessariamente levam o espago do
codigo para espagos ortogonais, e € possivel, embora ainda nao tenha sido provado, que essa capaci-
dade extra permita que os codigos degenerados sejam capazes de armazenar a informac¢do quantica de

maneira mais eficaz do que os cddigos ndo-degenerados.

Limitante quantico de Hamming

Como vimos no Capitulo 1, o limitante de Hamming é um critério para determinar se um dado
codigo com certas caracteristicas existe ou ndo, e se o limitante for satisfeito com igualdade o c6digo
entdo serd perfeito. Infelizmente, o limitante quantico de Hamming é aplicdvel somente a c6digos
nao-degenerados, mas ele aponta para algumas idéias de como devem ser os limites gerais. Suponha
que um cddigo ndo-degenerado seja usado para codificar k qubits em n qubits, de forma que ele possa
corrigir erros em qualquer subconjunto com ¢ ou menos qubits. Suponha que ocorram j erros, onde
Jj <t. Ao todo existem ’; possiveis conjuntos de posicdes onde o erro pode ocorrer. Para cada
um desses conjuntos existem trés tipos de erros possiveis, X,Y e Z, que podem ocorrer em cada qubit.

Portanto, sdo ao todo, 3/ erros possiveis. Assim, o nimero total de erros que podem ocorrer em ¢ ou

5(5)7

Note que j = 0 corresponde ao caso em que nenhum erro ocorre em qualquer um dos qubits; esse é o

menos qubits é:

“erro” I. Para codificar k qubits de forma nao-degenerada, cada um desses erros deve corresponder a
um subespago ortogonal com 2¢ dimensdes. Como todos esses subespagos devem estar contidos em

um espago de n qubits, com 2" dimensoes, entdo:

Y ( " ) 372k < 2" (3.6)
=0\ J

Essa desigualdade € chamada limitante qudntico de Hamming.

Em particular, para k =1 e t = 1, o limitante de Hamming torna-se:
2(143n) <2"

que so serd satisfeita para n > 5. Portanto, um c6digo ndo-degenerado para codificar um qubit contra
qualquer tipo de erro nao pode ter menos de cinco qubits. De fato, existe o codigo quantico de cinco

qubits que atinge o limitante de Hamming.
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Como nem todos os c6digos quanticos sao nao-degenerados, o limitante quantico de Hamming é
mais Util como uma regra pratica para decidir sobre a existéncia de cdigos quanticos. Até 0 momento

nao se conhece c6digos que violem o limitante de Hamming, nem mesmo cédigos degenerados.

Limitante quantico de Singleton

O limitante quantico de Singleton estabelece um limite para a capacidade dos cédigos quanticos
de correcao de erro. Qualquer cédigo quantico que codifique k qubits em n qubits, capaz de corrigir

erros em quaisquer ¢ qubits, deve satisfazer a relagao
n>4t+k. (3.7)

Em particular, o menor cédigo de um qubit capaz de corrigir erros arbitrarios sobre um qubit

satisfaz

n>441=5.

Como t = Ld—glj, entdo o limitante quantico de Singleton pode ser reescrito como
n—k>2(d-1). (3.8)

3.4.4 Codigos CSS

Um exemplo de uma ampla classe de c6digos quanticos de correcdo de erros sdo os codigos CSS
(Calderbank - Shor - Steane) que formam uma importante subclasse dos codigos estabilizadores que
veremos na proxima se¢ao.

Sejam Cj e C, c6digos cléssicos lineares (n,k;) e (n,kp), tais que C, C Cy e Cy e C2L corrigem

ambos ¢ erros. Considere x € Cj, o estado quéntico |x+ C,) é dado por:

x+C) =

1
—== )tV
V |C2| yé'z

onde a soma € realizada médulo 2. Seja x’ um elemento de C tal que x —x’ € C>. Mostra-se que
|x+ C2) = |¥ +C,), e portanto o estado |x + C,) depende somente da classe lateral C;/C, a qual x
pertence. Além disso, se x e x’ pertencem a diferentes classes laterais de C,, resulta que para nenhum
y,y € C; ocorre x +y = x' +Y/, e consequentemente |x + C3) e |x¥' + C,) sdo estados ortogonais. O
codigo quantico CSS (Cy,C,) € definido como o espago vetorial gerado pelos estados |x + C) para
C1|/|C2], logo a dimenséo de CSS (Cy,C3) é
|C1|/|Ca| = 2k1—*2. Portanto, o cédigo CSS (Cy,C>) tem pardmetros [[n, k; — kp]].

todo x € Cy. O namero de classes laterais de C; em Cj é
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Codigo de Steane

Destacamos agora um exemplo de um cédigo CSS construido a partir do c6digo de Hamming
(7,4,3), apresentado no exemplo 2.2.

Para simplificar, denotaremos o c6digo de Hamming (7,4,3) por C. Considere C; =Ce C, = C*.
Para que tenhamos um cédigo CSS, é necessario que C, C C;. Com efeito, por definicdo, a matriz

verificacdo de paridade H de C, = C é igual a transposta da matriz geradora G de C; = C:

100001 1

s |o1o001 001
He=CGey={ 0010110
0001111

Observe que, o espago gerado pelas linhas de Hc,) contém estritamente o espago gerado pelas
linhas de Hc,] e, como os codigos sdo os nicleos de Hjc,) e Hic,], conclui-se que C; C . Além
disso, C5- = (C*)* = C, portanto C; e C2L sdo codigos com distancia 3, capaz de corrigir erros em
um bit. Como C; é um cédigo (7,4) e C um cédigo (7,3), conclui-se que CSS (Cy,C>) é um codigo

quantico [[7, 1]], capaz de corrigir erros em um tnico qubit, ou seja, um cédigo [[7, 1,3]].

3.5 Codigos Estabilizadores

A teoria de correcdo quantica de erros apresentada na sec¢do anterior fornece critérios para corre¢ao
de erros, mas nao fornece um método de construcdo de tais cdédigos. Veremos agora uma classe de
codigos quanticos, desenvolvida por Gottesman, que compreende os cédigos de Shor e CSS. Es-
ses codigos, chamados cddigos estabilizadores, t€ém sua construcao baseada nos cédigos lineares
classicos, no sentido de fazer uso de operadores que sao analogias das matrizes verificagdo de paridade.
Para isso, exploramos as propriedades de grupo fornecida pelo conjunto de operadores de Pauli. Para
maiores informagdes sobre esse assunto sugerimos ao leitor as referéncias [18, 38, 39, 40, 41, 56, 62].

Para um dnico qubit, o grupo de Pauli consiste de todas as matrizes de Pauli junto com os fato-
res multiplicativos £1 e +i, ou seja, 4 = {1, +il,+X,+iX,+Y,+iY,£Z, +iZ}. Esse conjunto de
matrizes forma um grupo, de ordem 16, sob a operagdo de multiplicacdo matricial. O grupo de Pauli
geral, de n qubits, é definido como todas as matrizes formadas pelos produtos tensoriais de ordem n
das matrizes de Pauli, com fatores multiplicativos 1 e =i.

Porém, podemos desconsiderar os valores imagindrios desse grupo. Apesar de o, € ¥, ter com-
ponentes imagindrias, se Oy aparecer um nimero par de vezes no produto tensorial, os coeficientes

serdo reais, € se Oy aparecer um nimero impar de vezes os coeficientes nas palavras-c6digo podem ser
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imagindrios. Contudo, Rains mostrou que sempre que um c6digo complexo existir, existe também um
cddigo real com os mesmos parametros, [39].

Para contornar esse problema, alguns autores consideram

YEZXEiGyE|:(11 (1)},

0
sdo os elementos de um grupo de ordem 8. Portanto, o grupo de Pauli de n qubits serd o grupo

¢ = +{I,X,Y,Z}*" de ordem 2%"+1,

onde o, = [ (l) , satisfazendo Y2 = —I. Entdo os operadores +1,+X,+Y,+7Z = +{I.X,Y, Z}

Os elementos do grupo de Pauli ¢, satisfazem as seguintes propriedades:

Cada M € ¥, € unitario, ou seja, M1 =M

Para cada M € ¥,, temos M? = 4+ = +1®", Se o ntimero de Y’s no produto tensorial € par,

entdo M2 =1, e se o nimero de Y’s no produto tensorial é impar, entdo M? = —I;

Se M? =1, entio M é Hermitiano (M = M"); se M?> = —I, entdio M é anti-Hermitiano (M = —M")

Quaisquer dois elementos M,N € %, comutam ou anticomutam, MN = +NM.

O grupo de Pauli é usado para caracterizar os QECC. Considere o espago de Hilbert 57 com 2"
dimensdes e o grupo de Pauli de n qubits ¢,. Denote por S um subgrupo abeliano do grupo de Pauli de
n qubits ¢,. Assim todos os elementos de S agindo em 7 podem ser simultaneamente diagonalizados.
Define-se o cddigo estabilizador €s C 7 associado a S como o autoespago simultineo com autovalor

1 de todos os elementos de S. Ou seja,
C={ly:M|y)=|y) VMeS}

O grupo S € chamado estabilizador do c6digo, uma vez que preserva todas as palavras-codigo, e
seus elementos s@o chamados operadores estabilizadores. Estados quanticos, e portanto, codigos
quanticos, sdo descritos de forma mais compacta através dos operadores que o estabilizam.

Naio é qualquer subgrupo S de ¢, que pode ser utilizado como estabilizador para um espago vetorial
nao-trivial. Duas condi¢des devem ser satisfeitas por S, sdo elas: os elementos de S devem comutar, e
—I ndo pode ser um elemento de S. De fato, suponha que o vetor ndao-nulo |y) € %5, e sejam M,N € S.
Entdo, M e N sdo produtos tensoriais das matrizes de Pauli, possivelmente com um fator de fase global
multiplicativo. Como as matrizes de Pauli comutam ou anticomutam entre si, segue que M e N devem

comutar ou anticomutar. Para verificar a primeira condi¢do vamos supor que M e N anticomutam.
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Por hipétese, —NM = MN, e portanto —|y) = —NM|y) = MN|y) = |y), ou seja |y) = 0. Para
estabelecer a segunda condi¢do, note que, se —I € S, entdo —I|y) = |y), ou seja, |y) = 0.

O grupo S pode ser descrito de maneira mais compacta através de seus geradores. Um conjunto
de elementos independentes de S, {M,,...,M;}, gera S se todo elemento de S pode ser escrito como
um produto dos elementos M, ...,M;. Dessa maneira, o grupo S pode ser caracterizado por seus
geradores {M;}. Assim, para ver se um vetor em particular é estabilizado por S, é preciso apenas

verificar se o vetor € estabilizado por seus geradores.

Afirmaciio 1 Se S tem n — k geradores, entdo o espaco do cédigo €s tem dimensdo 2%, ou seja, €s

codifica k qubits.

Demonstracao: Com efeito, sejam {M, My, ..., M, _} os geradores de S. Como vimos, para cada
M € S tem-se M?> = I, do contrdrio M teria autovalor diferente de +1. Para cada M # =+ existe
pelo menos um N € ¥, tal que N anticomuta com M. Dai, os autovalores +1 e —1 ocorrem com
probabilidades iguais. Comec¢amos a nossa demonstragéo considerando M = M. Temos que M| |y) =
|w) se, e somente se, M{N|y) = —NM;|y) = —N|y). Isto é, N estabiliza autoestados associados
aos autovalores +1 e autoestados associados aos autovalores —1 de M; com probabilidades iguais.
Portanto, temos %(2”) = 2"~ estados mutuamente ortogonais tais que M |y) = |y).

Agora, seja M, € 9, tal que My # +1,+M; e comuta com M. Existe um N € ¥, que comuta com
M e anticomuta com M,. Assim, N preserva o autoespago associado ao autovalor +1 de M| e, dentro
desse espaco, altera na mesma propor¢do os autoestados associados aos autovalores +1 e —1 de M.

Logo, o espaco satisfazendo
Mi|y) = Maly) = |w).

tem dimenséo 2" 2.

Seguindo esse processo, seja M; € 4, independente de {M;,M>,...,M;_1} e que comuta com
todo M;,i = 1,...,j— 1, entdo existe um N que comuta com M,M>,...,M; | e anticomuta com
M;. Portanto, no espago M1 =M, = ... = M;_, M; tem tanto autovetores associados ao autovalor +1
quanto autovetores associados aos autovalores —1. Cada vez que adicionamos um gerador, a dimensao
dos autoespacos simultaneos € dividida ao meio. Entdo, com n — k geradores, a dimensao do espago é
(3)" k2 =2k, .

Os n — k geradores do estabilizador S funcionam como os operadores verificacdo de paridade
de um cédigo. Ou seja, sdo os observaveis que medimos para diagnosticar os erros. Por exemplo,

digamos que uma informagéo foi codificada. Se M; = 1 para todo i, (i =1,2,...,n—k) , entdo ndo é
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detectado nenhum erro. Porém, se M; = —1 para algum i, entdo o estado da informacao estd contido

em um autoespago ortogonal ao subespaco do cddigo, consequentemente um erro serd detectado.
Seja € = {E,} C %, o conjunto de erros que desejamos corrigir. Um operador erro E, pode ser

escrito em termos dos elementos do grupo de Pauli. Em particular, £, comuta ou anticomuta com um

gerador particular M do estabilizador S. Se E, comuta com M temos,

ME,|y) = E;M|y) = E,|y),

para |y) € €s. Logo, o erro E, preserva o valor M = 1. Porém, se E, anticomuta com M temos,
MEaW/) = _EaM|lI/> = _Ea|lll>'

Ou seja, o erro troca o valor de M, e pode ser detectado através de uma medida de M.
Em alguns casos € util definir a sindrome de erro para um codigo estabilizador. Para geradores

estabilizadores M; e erros E,, seja fy : ¢, — Z, dada por

R A i

e f(Eq) = (fm,(Ea),---, fu, (Eq)). Entdo f(E,) é uma sequéncia bindria de (n — k)-bits. Para fazer
a operagdo de correcdo de erro para um codigo estabilizador, devemos medir os autovalores dos ge-
radores do estabilizador. O autovalor de cada M; é (—1)fMi (Ea) que nos dard a sindrome de erro. Se
o c6digo € ndo-degenerado, entdo os fy;, (E,) serdo distintos para todo E, € € e medindo os n —k ge-
radores € possivel diagnosticar o erro completamente, ou seja, cada erro tem uma sindrome diferente,
de modo que a sindrome indica exatamente o erro que ocorreu. Porém, se o cédigo € degenerado,
entdo existem erros distintos com sindromes iguais, e portanto, as sindromes apontam qual conjunto
de erros degenerados ocorreu.

Mais geralmente, existe uma condicao a ser satisfeita pelo estabilizador que € suficiente para que
um erro seja detectado e corrigido. Uma variagao do Teorema 5 diz que dado € espago de erros agindo
em um espaco de Hilbert .77, entdo um subespaco ¢ de .7 € um QECC corrigindo os erros € se, e

somente se, para todo E,, Ej € € e |y) € € normalizado, temos que

(WIEE|W) = otap,
onde o, € independente de |y), [40]. Isso é verdade se uma das seguintes condi¢des for satisfeita:
1. EJE, €S.

2. Existe um M € S que anticomuta com E = E| E},.
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Com efeito, se o item 1 ocorrer entdo, (W|E} Ep|y) = (y|w) = 1 para |y) € %s. E se o item 2 ocor-

rer, entdo (W|E, Ep|y) = (W|E]EpM|y) = —(W|ME]Ep|w) = —(W|EE,|w), portanto (W|EJE,|y) =
0, [62].

Assim, um c6digo estabilizador que corrige o conjunto de erros {€} é um espago % fixado por um
subgrupo abeliano S do grupo de Pauli ¢, onde (1) ou (2) ¢ satisfeito por cada EZE;, comE,, Ej € €.

O cédigo é nao-degenerado se a condicdo (1) nao € satisfeita para qualquer E; Ep.

O subgrupo abeliano S com n — k geradores define 2" autoespacos simultineos. Qualquer um
desses autoespacos pode ser escolhido como espaco de codificagdo. Cada um desses autoespacos gera
um cddigo, e todos esses codigos sdo equivalentes no sentido de que diferem somente no rotulamento
dos qubits e na escolha da base utilizada para a descricdo dos mesmos. Portanto, o estabilizador de
um codigo pode ser transformado no estabilizador de outro cédigo por permutacdo dos qubits junto

com um produto tensorial de transformacgdes de um qubit.

Como o estabilizador S € um subgrupo abeliano de ¥, os operadores de ¥, que nao comutam com
todos os M; € S mapeiam %5 em seu complemento ortogonal, consequentemente sdo erros detectaveis.
Entretanto, existem muitos elementos de ¥, que comutam com todo M € § mas ndo pertencem a S.
Operadores com esta caracteristica preservam o subespaco de codificagdo %5, mas ndo agem trivial-
mente sobre ele, podendo corromper a informacao. Por exemplo, suponha que EZ E;, comuta com todo
elemento do estabilizador mas ndo estd nele. Como E,|y) e Ej,|y) tém a mesma sindrome, pode-
mos interpretar erroneamente um erro £, como um erro Ej; o efeito do erro junto com a tentativa em

corrigi-lo nos faz aplicar £ ZEa ao dado, o que pode causar dano.

O peso de um operador de Pauli é o nimero de fatores no tensor que difere de /. Um cédigo
estabilizador com distancia d tem a propriedade que cada E € ¢, com peso menor que d, pertence
ao estabilizador ou anticomuta com algum elemento dele. Sob esse aspecto, se o estabilizador nao
contém elementos de peso menor que d, entdo o c6digo é ndo-degenerado. Para que um c6digo corrija
t erros, sua distancia deve ser pelo menos d = 2¢ + 1, e um cédigo com distancia s+ 1 pode detectar s

erros ou corrigir s erros em locais conhecidos, [62].

Uma outra maneira de caracterizar os codigos estabilizadores € utilizando conceitos de teoria de
grupos como centralizador e normalizador. Podemos definir o conjunto de elementos de ¥, que co-
mutam com todos os elementos de S como o centralizador C(S) de S em G,. Devido as propriedades
de S e ¥,, pode-se mostrar que o centralizador € igual ao normalizador N(S) de S em ¥,, onde o

normalizador é definido como o conjunto de elementos de ¥, que fixam S sob conjugagdo. De fato,
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para quaisquer A € ¢, e M € S, temos
ATMA = +ATAM = +M.

Como —I ¢ S, segue que
AEN(S)=AecC(S),

donde, N(S) = C(S), [39].
Observe que, S C N(S). Se E € N(S) — S, entdo para M € S e |y) € 6, temos

ME|y) = EM|y) = Ely),

logo E|y) € €s. Como E ¢ S, existe algum estado em s que ndo € fixado por E. Temos que E difere
de um elemento de S por uma fase total, e portanto ndo serd um erro detectavel por esse codigo.
Assim, podemos afirmar que um c6digo quantico com estabilizador S detecta todos os erros E que
pertencem a S ou anticomutam com algum elemento de S.
A distancia de um cédigo quantico € d se, e somente se, N(S) — S ndo contém elementos de peso
menor que d. Dizemos que o codigo é degenerado se S tem elementos diferentes da identidade de

peso menor que d. Caso contrario, dizemos que o cédigo € nao-degenerado.

O codigo de Shor revisitado

Do ponto de vista de estabilizadores, o c6digo bit flip de trés qubits é um cédigo quéntico [[3,1,3]]
onde o estabilizador é S = (Z17;,7,73) e as palavras-codigo |0z) e |1;) sdo autovetores com autova-
lores +1 dos geradores Z17, e Z,,73, [56].

Observe que todo produto tensorial de dois elementos do conjunto de erros € = {I,X],X», X3}
anticomuta com pelo menos um dos geradores de S (exceto para a identidade). Logo, € € um conjunto
corrigivel para esse codigo.

Como vimos, a deteccdo de erros € feita através da medida dos geradores de S. Por exemplo, se
ocorreu um erro X; entdo os autovalores de Z1Z; e Z,Z3 sao —1 e +1, respectivamente. Se o erro X,
ocorreu, temos que os resultados da medida da sindrome sdo —1 e —1. Se ocorreu o erro X3, entio
temos como resultados +1 e —1. Obviamente, I nos fornece como resultados +1 e +1. Em cada um
desses casos, a correcao € feita aplicando-se a operacao inversa ao erro indicado.

Similarmente, podemos ver o c6digo phase flip sob o aspecto de cédigos estabilizadores. Temos
que o estabilizador é S = (X X»,X,X3), e 0 conjunto de erros corrigiveis é € = {I,Z,,7,,7Z3}. Além
disso, as relagdes M;|ur) = |ur) € Zlur) = (—1)"|ur), onde u = 0,1 e i = 1,2, sdo satisfeitas para as

palavras-codigo |0z) e [1z).
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Agora vejamos o c6digo de Shor em termos do formalismo estabilizador. O cédigo de Shor € um

cddigo quantico estabilizador [[9, 1,3]] cujo estabilizador S tem oito geradores, veja a Tabela 3.7.

‘Nome‘ Operador ‘
M, ZZIIIIIII
M, 1ZZI111111
M; 111ZZ1111
My 1111ZZ111
Ms 1111117271
Mg I1111111ZZ7Z

M, XXXXXXIII
Mg ITIXXXXXX

z XXXXXXXXX
X 272727277277

Tabela 3.7: Geradores e operacdes 16gicas do c6digo de Shor.

Como vimos na Sec¢do 3.4.2, o cédigo de Shor corrige todos os tipos de erros de um qubit. Isso
pode ser comprovado para todos os operadores de Pauli com peso menor ou igual a dois. Ou seja, esse
codigo tem distancia trés. Por exemplo, digamos que ocorreram erros de um qubit X; e ¥4. O produto
XY, anticomuta com Z,Z, logo ndo pertence ao normalizador N(S). Da mesma maneira verifica-se
que todos os produtos de dois erros do conjunto de erros ou pertencem a S ou anticomutam com pelo
menos um elemento de S. Segue que o cédigo de Shor pode corrigir um erro arbitrario em um qubit.

Podemos ver que as palavras-codigo |0z) e |12) em (3.3) e (3.4), sdo autovetores com autovalores
+1 de todos os geradores M;, i = 1,...,8. Além disso, cada operador de ¥, que fixa |0z) e |1z)
pode ser escrito como produto dos geradores M;’s. O grupo formado por esses operadores € o grupo

estabilizador S.
O cédigo CSS e o codigo [[7, 1,3]] revisitados

Sejam C| e C, cddigos cldssicos lineares (n,k;) e (n,ky) tais que C, C Cy e ambos, C] e CZL,

corrigem ¢ erros. Defina uma matriz verificadora com a forma
H 1 0
0 Hc,

Essa matriz verificadora corresponde ao estabilizador do cédigo CSS (C1,C»), [56].

Para ver que isso define um c6digo estabilizador, € necessdrio que a matriz verificadora satisfaca
a condi¢do de comutatividade H. ZLHgl = 0. Devido a C; C Cy, temos que H,, ZLHgl = [Hc,Gg,)T = 0.
De fato, pode-se verificar que esse é exatamente um c6digo CSS (Cy,C3), e que ele é capaz de corrigir

erros arbitrrios em ¢ qubits.
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O cddigo de sete qubits de Steane é um exemplo de cédigo CSS, cuja matriz verificadora de
paridade é

000011 1 100O0O0O0O0O0T
011 0011O0O0O0O0O0OO0OO
1 0101010O0O0O0O0GO0CO
000O0O0O0OO0OO0OO0OO0OTT1TI'1
00000O0O0OO0OO0O1T1O0O0T11
L0 0 00O0O0O0T1TO0T1TO0OTTO01 ]

A codificacdo dos operadores Z e X para o cdigo de Steane € definida por:
Z = 712,737475Z¢Z7; X = X1 X0X3X4X5X6X7.

O codigo de cinco qubits

O tamanho minimo de um cédigo quéntico que codifica um tinico qubit de forma que qualquer erro
no seu estado codificado possa ser detectado e corrigido € cinco. O cédigo [[5, 1,3]] satura o limitante
quantico de Hamming e, portanto, ¢ um c6digo quantico perfeito. Os geradores do estabilizador e as

operagdes logicas Z e X do cddigo de cinco qubits sdo mostrados na Tabela 3.8.

Nome | Operador
M, XZ7ZX1
M, IXZZX
M3 XIXZZ
My ZX1XZ
4 72727727
X XXXXX

Tabela 3.8: Geradores e operagdes 16gicas para o c6digo [[5, 1,3]].



Capitulo

Codigos Quanticos Topologicos

O computador quantico pode ser bastante promissor, porém a decoeréncia resultante das interagdes
entre o sistema e o ambiente que o cerca e 0s erros sistematicos em transformagdes unitdrias sao
problemas que dificultam a construcao de tais computadores. Para construir um computador quantico
€ necessdrio que a informacao quantica seja protegida durante o processo de computagdo, isso € o que
chamamos de computacdo tolerante a falhas. Por exemplo, a corre¢do quantica de erros, introduzida
por Shor € uma forma de realizar computacao quantica tolerante a falhas.

Existem muitas idéias para a constru¢ao de um computador quantico, uma dessas € a computacdo
qudntica topologica, que propde usar certas propriedades de particulas confinadas em um plano. Pode
parecer uma teoria estranha, mas essas propriedades jd foram observadas na pratica em uma &4rea
denominada fisica do efeito Hall qudntico. Atualmente, outros experimentos estao sendo propostos e
executados na esperanga de se obter uma computagao quantica topoldgica rudimentar.

Para evitar as interacdes entre o sistema e o ambiente circundante, o caminho mais natural seria
isolar os qubits de suas vizinhangas, porém ao se considerar um nimero grande de qubits esse passa a
ser um desafio muito dificil. A computacio quantica topoldgica propde um caminho alternativo onde
estados quanticos dependem de propriedades topoldgicas de um sistema fisico. Assim, deformacdes
continuas causadas pelo ambiente ndo seriam capazes de alterar tais propriedades, e entdo teriamos
naturalmente uma computacio quantica tolerante a falhas.

Essa computacdo € realizada por meio de “cordas” entrancadas que representam o movimento
da particula no espaco-tempo. As particulas envolvidas nesse processo ndo sdo de um tipo comum,
elas possuem certas propriedades matematicas especiais e sdo conhecidas como anyons, cujo nome
nada tem a ver com os “anions” (fons de carga negativa). A idéia de usar tais particulas para realizar
computagdo quantica tolerante a falhas partiu originalmente do fisico Alexei Yu Kitaev em 1997, [48].

Entretanto, a possibilidade de usar topologia para esse propoésito foi considerada antes por Michael H.
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Freedman em 1988, e publicada apenas em 1998.

Iniciamos esse capitulo apresentando o cdigo térico de Kitaev na Secao 4.1. Na Secao 4.2 mos-
tramos como pode se realizar computacao quantica tolerante a falhas através de anyons. A Sec¢ao 4.3
mostra outros c6digos quanticos topoldgicos em superficies com género g =0 e g = 1, baseados nas

idéias de Kitaev.

4.1 Coadigo Torico

Os cédigos toricos descritos inicialmente por Kitaev, associam qubits as arestas de um reticulado
quadrado de um toro. Esses c6digos podem ser generalizados para uma classe mais ampla, os codigos
quanticos topologicos (ou simplesmente TQC), considerando outras superficies orientaveis bidimen-
sionais diferentes do toro. Os c6digos TQC formam uma subclasse dos c6digos estabilizadores.

Intuitivamente, um reticulado no R" € um conjunto infinito de pontos dispostos de forma regular.
Formalmente, um reticulado A € definido como um subconjunto discreto infinito de R" que forma
um grupo aditivo sob adi¢ao usual de vetores. Aqui iremos considerar o reticulado quadrado gerado
pelos vetores u = (1,0) e v=(0,1). Um toro é uma superficie orientdvel com género um, ou seja,
¢ equivalente a uma esfera com uma “alca”. Nas Secdes 5.1.1 e 6.2 aprofundaremos os conceitos
de reticulado e toro. Um toro planar pode ser descrito como um quadrado cujos lados opostos sdo
identificados. Entdo, entenda um reticulado quadrado no toro como um ladrilhamento por quadrados

unitdrios no toro planar (Z x Z), como mostrado na Figura 4.1.

Figura 4.1: Reticulado quadrado do toro.

Considere um reticulado quadrado / x [ no toro. Sejam V,E e F o conjunto dos vértices, arestas
e faces do reticulado, respectivamente. Os qubits estdo em correspondéncia um-a-um com as arestas
do reticulado. Como cada aresta pertence simultaneamente a duas faces do reticulado, temos que
|E| = 212, ou seja, o comprimento do c6digo é n = |E| = 217 qubits.

Os operadores estabilizadores, por sua vez, estdo associados aos vértices e as faces do reticulado.

Dado um vértice v € V o operador vértice A, € definido como o produto tensorial de o, correspondendo
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a cada uma das quatro arestas que tem v como vértice comum e o operador identidade agindo nos
qubits restantes. Analogamente, dada uma face f € F, o operador face By € definido como o produto
tensorial o; correspondendo a cada uma das quatro arestas que formam o bordo da face f e o operador

identidade agindo nos demais qubits. Ou seja,

A =QalUE) g~ QoD @4.1)
JEE JEE
onde § € o delta de Kronecker.

Esses operadores sdo de fato operadores estabilizadores. Cada A, e By € Hermitiano e tem auto-
valores £1. Além disso, operadores vértice A, obviamente comutam uns com 0s outros assim como
operadores face By. Apesar de oy € 0; anticomutarem, como operadores face e operadores vértice
possuem duas ou nenhuma aresta em comum, segue que A, e By comutam.

Portanto, o c6digo tdrico é o subespaco ¢ do espago de Hilbert 77 com 2" = 22 dimensdes, que

€ fixado pelos operadores A, € By:

¢ ={ly):Alv) =), Brly) =) Vv, f} (4.2)

Observe que

[TAv=1 e []Br=1. (4.3)
v f

Assim, um operador vértice pode ser escrito como um produto dos demais operadores vértice, assim
como um operador face também pode ser escrito como um produto dos demais operadores face. Logo,
existem 21> — 2 geradores do estabilizador S formado pelos operadores A, ¢ B . Como vimos na Se¢ao
3.5, se S tem n — 2 geradores, entdao a dimensao do cédigo é 22 =4, ou seja, ¢ codifica k = 2 qubits.
O ndmero de qubits codificados estd relacionado com o nimero de ciclos fundamentais da superficie,
[63, 31], no caso do toro temos dois ciclos, o paralelo e o meridiano, e por isso k = 2. Ou ainda, o
nimero de qubits codificados € igual a 2g, e como o género do toro € 1, entdao k = 2.

Antes de definir a distancia de um cédigo térico, temos que introduzir alguns conceitos de teoria
de homologia, [7, 34]. Uma I-cadeia ¢ uma aplicacdo que fixa um elemento de Z, a cada aresta do
reticulado. Em um abuso de linguagem, usaremos também o termo para nos referir ao conjunto de
todas as arestas que sdo fixadas ao valor 1 por essa aplicacdo. Analogamente, uma 0-cadeia e uma
2-cadeia sdo definidas como as aplicacdes correspondentes que fixam um elemento de Z, aos vértices
e as faces do reticulado, respectivamente. Assim, uma 1-cadeia forma um espacgo vetorial sobre Z,,
onde a soma de duas cadeias é, intuitivamente, uma unifo das arestas contidas nas duas 1-cadeias. Da

mesma forma, 0-cadeia e 2-cadeia também formam espagos vetoriais.
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O operador linear bordo 0 pode ser definido de uma 1-cadeia a uma O-cadeia, e de uma 2-cadeia
a uma 1-cadeia. Sejam vg,vy,v; os vértices de uma face triangular, o bordo de uma aresta d(vo,vy)
é a O-cadeia v — v, e 0 bordo de uma face d(vo,vi,v2) é a 1-cadeia d(vo,vi) +d(vi,v2) + 3 (v2,v0),
considerando a orientagdo da face. Define-se um ciclo como uma cadeia cujo bordo € trivial. Um
ciclo € dito homologicamente trivial se pode ser escrito como o bordo de uma 2-cadeia. Do contrario,
o ciclo é chamado homologicamente ndo-trivial.

Lembramos que um operador de Pauli que ndo comuta com os operadores estabilizadores € um erro
detectdvel, enquanto que um operador de Pauli que comuta com todos os operadores estabilizadores
preserva o subespaco codificador. Por outro lado, um operador que comuta com o estabilizador mas
nao pertence a ele pode corromper a informacao. Assim, a distancia de um codigo estabilizador é o
peso do operador de Pauli de menor peso que preserva o subespago codificador e ndo age trivialmente
nele. Vejamos isso em termos de ciclos.

Qualquer operador de Pauli pode ser expresso como um produto tensorial de X’s (e I’s) vezes
um produto tensorial de Z’s (e I’s). O produto de Z’s e I’s define uma 1-cadeia, onde arestas cujo
operador Z age correspondem ao valor 1 e arestas cujo operador I age correspondem ao valor 0.
O operador definido por esse produto trivialmente comuta com todos os operadores face, e comuta
com um operador vértice se, e somente se, um nimero par de Z’s agem nas arestas adjacentes ao
vértice. Portanto, essa 1-cadeia é na verdade um ciclo. Similarmente, o produto tensorial de X’s e I’s
trivialmente comuta com os operadores vértice, e comuta com um operador face se, somente se um
nimero par de X’s agem nas arestas contidas na face. As arestas no reticulado dual nas quais X age
formam um ciclo do reticulado dual.

Assim, um operador de Pauli que comuta com o estabilizador do cédigo pode ser representado
como um produto tensorial de operadores Z agindo em um ciclo do reticulado, vezes um produto
tensorial de operadores X agindo em um ciclo do reticulado dual.

Em um reticulado, o interior de um ciclo homologicamente trivial pode ser “ladrilhado” por faces
da tesselagdo, e assim um produto tensorial de operadores Z agindo nas arestas deste ciclo pode ser
escrito como um produto de operadores faces que o compde, e portanto estd contido no estabilizador.
Como vimos, esse tipo de operador age trivialmente sobre o c6digo. O mesmo acontece com 0 ope-
rador formado por produtos tensoriais de X agindo num ciclo homologicamente trivial no reticulado
dual.

Em geral, qualquer elemento do estabilizador pode ser escrito como um produto tensorial de ope-
radores Z agindo em um ciclo homologicamente trivial do reticulado vezes um produto tensorial de

operadores X agindo em um ciclo homologicamente trivial do reticulado dual. Conclui-se que o
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espaco gerado pelos operadores que agem em ciclos homologicamente triviais € identificado com o
estabilizador.

Por outro lado, se um produto de operadores Z corresponde a um ciclo homologicamente nao-
trivial, entdo este operador ainda comuta com o estabilizador porém, ndo estd contido nele. Logo a
distancia do cédigo térico € o peso do operador correspondente a um ciclo homologicamente nao-
trivial, de menor peso. Ou seja, a distincia minima de 4 é o minimo entre o ndmero de arestas
contidas no menor ciclo homologicamente ndo-trivial do reticulado e o niimero de arestas contidas no
menor ciclo homologicamente ndo-trivial do reticulado dual. Lembrando que o reticulado quadrado
[ x [ é auto-dual, ou seja, esse nimero de arestas € igual para o reticulado e o reticulado dual, segue
que o menor desses caminhos corresponde aos eixos ortogonais do reticulado ou do reticulado dual

(Figura 4.2), portanto d = [, [22].
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Figura 4.2: Os ciclos C e C’' sdo homologicamente triviais no reticulado e no reticulado dual, respec-
tivamente. Os demais ciclos sao homologicamente nao-triviais no reticulado e no reticulado dual.

Realiza-se a correcdo de um erro aplicando o operador de Pauli de peso minimo.

Em qualquer sistema quantico local com diferenca de massa, existe um estado base que é o estado
onde ndo existem particulas. No plano o estado base € inico, porém em uma superficie bidimensional
com topologia ndo-trivial, o estado base € degenerado, e o grau de degeneracdo depende da topologia,
[63].

No caso do toro, considere os dois ciclos fundamentais que denotaremos por C; e C;, e defina
operadores unitdrios 77 e 7> que descrevem o processo de criagdo de um par de particulas (anyon e
anti-anyon), onde o anyon se propaga em cj € c2, respectivamente, antes do par se aniquilar. Assim, T}
e T» preservam o estado base do sistema, pois ambos comutam com o Hamiltoniano H que descreve

o sistema, e portanto, podem ser simultaneamente diagonalizados. Contudo, 77 ¢ 7, ndo comutam
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um com o outro, logo ndo podem ser simultaneamente diagonalizados. Para ver isso, considere o
comutador de T} e 75

T, T BT = e 20,

onde ¢® é a fase de permutacio de anyon (veja Secdo 4.2.2). Note que, o caminho descrito por
Tz_lTl_szTl ¢ equivalente a um processo no qual um anyon dd uma volta em torno de outro no
sentido hordrio. Uma volta no sentido hordrio equivale a duas permutagdes sucessivas no sentido
horério, representada pela fase e~29 Portanto, T} e T» ndo comutam, exceto para® =0e 6 = 7.
Como T7; € unitdrio, entdo seus autovalores sdo fases. Seja o € [0,27) um autoestado de 77 com

autovalor '®. Assim, T1|ot) = ¢'*|at). Aplicando T3 ao autoestado de 7 temos,
Ti (Do) = e T o) = €20 (T3] ).

Suponha que 0 seja um maultiplo rotacional de 27, ou seja, 6 = ng, onde p e g sdo inteiros positivos
primos entre si (p < 2¢q). Entdo T deve ter pelo menos g autovalores distintos. 77 agindo em o gera
uma 6rbita com ¢ valores distintos. Como 7; comuta com o Hamiltoniano, no toro o estado base do
sistema anyOnico deve ter grau de degeneracdo igual a um mudltiplo de ¢g. Verifica-se que o grau da
degeneracio € exatamente ¢, [63]. Em uma superficie de género g, existem operadores andlogos a T}
e T, associados a cada uma das g “alcas”, entdo o grau de degeneracdo topoldgica torna-se g5.

No modelo de Kitaev, serd mostrado na Secdo 4.2.3 que existem dois tipos de particulas, entdo
existem dois tipos de operadores 71, digamos T, e Ty r, e dois tipos de operadores T3, 15, € 1> f.
Os comutadores sao z_fl Tlfvl LTy =-1= Tz_lTlff1 >, T, Assim, Ti, e T, podem ser simul-

,V
. . . L . = o(jeC =
taneamente diagonalizados e interpretados como os operadores 16gicos Z; = @ jcf O; (eChr) e’/ =

é(jeC — . — .
(%) jeE Oz (j€Cay) . O operador sz f que comuta com Z) e anticomuta com Z,, pode ser visto como o

operador l6gico X| = ® e Gj(jecl.v)

P o(jeCy,y . . . . . . .
16gico Xz = @ jcf Ox (ee, ), veja os ciclos na Figura 4.2. O Hamiltoniano no modelo de Kitaev é

. Analogamente, o operador T} pode ser visto como o operador

Hy=-Y A,—Y By. (4.4)
v f

E o grau de degeneragdo é 4. O estado base de Hp coincide com o subespaco protegido do cédigo.
Todos os estados excitados sdo separados por uma diferenca de energia AE > 2, devido a diferenca
entre os autovalores dos operadores estabilizadores ser igual a dois.

Os operadores que compdem o Hamiltoniano Hy sdo locais. Medir um desses operadores requer
uma computacdo quantica, mas devido ao fato de cada um desses operadores envolver poucos qubits

(4 qubits) no bloco do cédigo, e desses qubits estarem proximos uns dos outros, a medida pode ser
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executada realizando poucas portas quanticas. Isso facilita a potencial implementacio fisica desses
sistemas reticulados. Ao contrdrio dos cddigos topoldgicos, os operadores estabilizadores em codigos
nao-topoldgicos sdo geralmente nao-locais.

Com essas caracteristicas Kitaev consegue mostrar que, apesar desses cédigos ndo serem bons
c6digos no sentido de ndo atingirem o limitante de Hamming, eles proporcionam algumas vantagens
diante de problemas como decoeréncia (veja Secdo 4.2.3). A probabilidade de erro tende a zero na
mesma propor¢do que exp(—al).

Essa constru¢do nao é restrita a reticulados quadrados. Além disso, pode-se considerar um reti-
culado em uma superficie bidimensional qualquer. Para superficies de género g, 2g qubits podem ser
codificados, pois a cada “alca” adicionada, existem dois novos ciclos de homologia, e dai, existem

dois novos Z’s 16gicos.

4.2 Computacao Quantica Topolégica

Uma das principais aplicacdes da correcao quantica de erros € a computacao quantica tolerante a
falhas, ou seja, a protecdo da informagdo quantica durante o processo dindmico da computagdo. A
computacio quantica tolerante a falhas permite manter inalterado um estado quantico por um tempo
suficiente para completar um cédlculo computacional, desde que a taxa de erro seja constante. Essa taxa
de erro € a probabilidade de decoeréncia de um qubit codificado por unidade de tempo. Veremos nesta
secdo que € possivel implementar a computacido de forma arbitrariamente boa, mesmo com portas
l6gicas defeituosas, desde que a probabilidade de erro por porta esteja abaixo de um determinado
limiar constante, [56].

A computagdo cldssica também pode ser feita tolerante a falhas, porém desnecessdria devido a
suas portas l6gicas serem suficientemente seguras para isso. A informacao cldssica € armazenada em
um meio magnético, que provém de spins de dtomos individuais, onde cada spin € bastante sensivel
a flutuacdes térmicas. Os spins interagem uns com os outros e tendem a ser orientados na mesma
direcdo. Se algum spin se move na dire¢do oposta, as forcas de interagdo movem-no de volta para
a direc@o dos demais. Pode-se dizer que erros estdo sendo corrigidos no nivel fisico, [48]. Surge a
davida se algo semelhante seria possivel fazer no caso quantico.

A partir disso, Kitaev propde uma computacio quantica tolerante a falhas baseada em propriedades
de particulas conhecidas como anyons que sé sao possiveis em um mundo bidimensional. O hardware
nesse modelo terd uma resisténcia natural a falhas.

Nesta se¢do veremos os aspectos gerais da computacao quantica resistente a falhas, as propriedades
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particulares dos anyons que permitem tal computagdo, e a maneira como € realizada a computacao

através de anyons.

4.2.1 Aspectos gerais de tolerancia a falhas

A idéia central da computacdo quantica tolerante a falhas é computar diretamente com estados
quanticos codificados, de tal forma que a decodificacao ndo seja necessdria. Suponha que seja dado um
circuito simples. O ruido atua em cada um dos elementos que compdem esse circuito: na preparagao
do estado, nas portas 16gicas quanticas, na medida na saida, e até mesmo na transmissao da informacao
ao longo dos fios. Para combater os efeitos do ruido, cada qubit do circuito original € substituido por
um bloco de qubits codificados, usando um QECC. Além disso, cada porta do circuito original é
substituida por uma rotina que implementa uma porta codificada, que por sua vez atua no estado
codificado. Uma maneira de evitar o acimulo de erros € realizar corre¢cdes de erro periodicamente no
estado codificado. Mas sé isso ndo € suficiente, pois as portas codificadas podem causar a propagacao
de erros, e as corre¢des de erro em si podem introduzir erros nos qubits codificados. Para evitar
isso, as portas codificadas devem ser cuidadosamente projetadas, de modo que uma falha qualquer
durante o procedimento para sua codificacio se propague somente em um nimero pequeno de qubits
em cada bloco de qubits codificados, permitindo que o procedimento de corre¢do seja eficaz. Esses
procedimentos para codificar portas sdo chamados resistentes a falhas. De modo semelhante, deve-se
ter cuidado no projeto do procedimento de correcdo para nao introduzir muitos erros nos dados.

Além de portas quanticas codificadas, a computacdo quantica também precisa de procedimentos
de medida e de preparacdo de estados tolerantes a falhas. Sabemos que as medidas sdo usadas para
codificar, ler os resultados da computacao, diagnosticar a sindrome nas corre¢des, e preparar estados
auxiliares para a construgdo de portas, e portanto, as medidas sdo cruciais para a computagao quantica
tolerante a falhas. Um procedimento para medir um observdvel em um conjunto de qubits codificados
¢ resistente a falhas se uma falha de um tnico componente do procedimento resultar no maximo em
um erro em um qubit em cada bloco de qubits na saida do procedimento. Além disso, exige-se que,
se somente um componente falhar, o resultado da medida deve ter probabilidade de erro O(p?), onde
p € a probabilidade de falha em qualquer um dos componentes. Esse dltimo requisito € extremamente
importante, pois o resultado da medida pode ser usado para controlar outras operacdes no computador
quantico e, se ela estiver incorreta, o erro pode se propagar, afetando muitos qubits em outros blocos
de qubits codificados. Diz-se que um procedimento para preparar um estado codificado € tolerante a
falhas se uma falha em um tnico componente do procedimento resultar no maximo em um erro em

um qubit em cada bloco de qubits ao final do procedimento.
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Portanto, a resisténcia a falhas de um certo procedimento é a propriedade de que, se apenas uma
componente do procedimento falhar, ocorrerd apenas um erro em cada bloco de qubits codificados na
saida, [56].

E possivel implementar eficientemente a computacio quintica em escala arbitraria desde que o

ruido em portas quanticas individuais esteja abaixo de um certo limiar constante.

Teorema 7 (Teorema do Limiar)[56] Um circuito quantico contendo p(n) portas pode ser simulado

com probabilidade de erro de no mdximo € usando

O(poli(logp(n)/€)p(n))

portas no seu hardware, com probabilidade de falha de cada componente no mdximo igual a p, desde

que p seja menor que um limiar p < py,,, e supondo-se condigdes razodveis para o ruido no hardware.

Uma estimativa superficial para esse limiar é p;,, ~ 10~*, contudo, cdlculos mais sofisticados
fornecem valores na faixa 107> — 10~°, [56].

A idéia € realizar operagdes resistentes a falhas diretamente sobre os estados codificados, interca-
lando com etapas de correcdo de erros, levando a uma reducdo na probabilidade de ocorréncia de erro
de p para O(p?).

Uma maneira de reduzir ainda mais essa probabilidade é concatenar c6digos vdrias vezes e criar
procedimentos resistentes a falhas hierdrquicos. O teorema do limiar ndo afirma a possibilidade de
proteger a computacdo quantica contra os efeitos de ruido totalmente arbitrario. As hipdteses fisica-
mente razodveis a que o teorema se refere sdo sobre o tipo de ruido que ocorre em um computador

quantico, e uma arquitetura computacional disponivel para permitir que o seu resultado se aplique.

4.2.2 Anyons

Vimos na Secao 3.2 que para particulas idénticas no espaco de trés dimensdes, comum na fisica, a
permutacdo dessas particulas sdo representadas de duas maneiras. Se as particulas sdo bdsons, entdo
uma permutacdo entre duas particulas € representada pelo operador identidade agindo na func¢do de
onda, ou seja, a fun¢do de onda € invariante, e dizemos que a particula obedece as estatisticas de
Bose. Se as particulas s@o férmions, entdo uma permutacdo dessas € representada pela multiplicacio
por (—1), ou seja, a fungdo de onda troca o sinal, e dizemos que a particula obedece as estatisticas
de Fermi. Estatistica de um sistema € a propriedade que descreve como o vetor estado do sistema se

transforma sob a troca de duas particulas, [63].
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A estatistica de particulas idénticas em uma, trés ou mais dimensdes, ¢ um conceito bem esta-
belecido. Ja para duas dimensdes, uma variedade consideravelmente rica de tipos de estatisticas de
particulas € possivel. A permutacio de particulas idénticas, neste caso, pode mudar a fun¢cdo de onda
por uma multiplicacio de fase ¢'® que toma outros valores além de 1 e —1. Ou seja, o fator de
multiplicagdo pode se tornar um niimero complexo qualquer.

Da mesma forma que ocorria com o fator de fase —1, a multiplicacdo da fun¢do de onda por um
fator complexo nao tem efeito sobre as propriedades mensurdveis da particula individual. A fase pode
alterar o modo pelo qual duas ondas complexas interferem.

Particulas indistinguiveis em duas dimensdes ndo sdo bésons nem férmions, sdo o que se conhece
como “quasiparticulas” e se comportam de maneira muito semelhante a das particulas e antiparticulas
da fisica de altas energias. Essas quasiparticulas sdo conhecidas por anyons, e esse nome se deve ao
fato do fator de multiplicacio poder ser “qualquer” (any) nimero complexo.

Pode-se pensar que anyons sejam apenas uma construcao tedrica, mas eles também sao realizag¢des
fisicas de sistemas reais que podem ser estudadas em laboratérios. Alguns experimentos recentes
indicam que os anyons existem em certas estruturas semicondutoras planares especiais, resfriadas até
perto do zero absoluto e imersas em campos magnéticos intensos. Um gds bidimensional de elétrons
pode existir na interface de duas placas semicondutoras de arseneto de galio. Os elétrons se movem
livremente nas duas dimensdes da interface, mas sao impedidos de se mover na dire¢do ortogonal a
camada, que os tiraria do plano. Em um campo magnético suficientemente forte € em temperatura
extremamente baixa, e se os elétrons no material sdo suficientemente moveis, o gds bidimensional
de elétrons atinge um estado base profundamente emaranhado que é separado de todos os estados
excitados por um intervalo de energia diferente de zero, [63]. Por exemplo, no caso do efeito Hall
quantico fraciondrio as excitacdes no gas de elétrons se comportam como particulas dotadas de apenas
uma fracdo da carga do elétron. Outras excitacdes carregam unidades de fluxo magnético consigo,
como se o fluxo fosse parte integrante de sua estrutura, [19]. Uma confirmacdo experimental de que
as quasiparticulas do estado Hall quantico fraciondrio sdo anyons foi obtida por Vladimir J. Goldman,
Fernando E. Camino e Wei Zhou em 2005.

A razdo de anyons existirem somente em duas dimensdes € que em um mundo tridimensional
existe a propriedade topoldgica que diz que um caminho fechado nesse espaco pode ser suavemente
contraido a um ponto. Portanto, a fase topolégica ¢’® adquirida pela funcdo de onda quando duas
quasiparticulas sdo permutadas € 1 ou —1, pois 8 = 0 ou 8 = 7. J4 em duas dimensdes, ndo existe
essa propriedade, logo qualquer valor de 0 € possivel em principio, [63]. Esta caracteristica estd

relacionada com o conceito fisico conhecido como efeito Ahoronov - Bohm.
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Em duas dimensdes, € necessario saber em que dire¢ao ocorre a permutacao de duas particulas: se
elas seguem percursos hordrios ou anti-hordrios. Os dois percursos alternativos sdo topologicamente
distintos, pois ndo é possivel deformar continuamente um percurso hordrio em um anti-horario sem
cruzar trajetos e as particulas envolvidas colidirem. Assim, a fase adquirida pela funcdo de onda
depende dessa propriedade.

Anyons podem ser de dois tipos: abelianos e ndo-abelianos. Por exemplo, suponhamos que haja
tré€s anyons enfileirados, ocupando as posi¢oes A, B, C. Primeiramente, permutemos os anyons loca-
lizados nas posicdes A e B. Em seguida, troquemos os anyons em B e C. O resultado é uma fungio
de onda modificada por algum fator de fase. Suponhamos agora que primeiro se permutem 0s anyons
em B e C, e depois em A e B. Se a funcdo de onda resultante tem o mesmo fator de fase que a ante-
rior, os anyons sdo denominados abelianos. Se os fatores dependem da ordem em que se realizam as
permutagdes, eles sdo ndo-abelianos. Para a constru¢do de um computador quantico topolégico pes-
quisadores acreditam que se deve usar anyons nao-abelianos, [54]. Esta propriedade significa que a
ordem em que as particulas sdo permutadas € importante, e decorre do fato de que, para anyons desse
tipo, o fator que modifica a funcdo de onda é uma matriz de ndmeros, e o resultado da multiplicacio

de matrizes depende da ordem em que elas sdo colocadas.

4.2.3 Computacao anyonica

Kitaev mostra que um sistema quantico bidimensional com excitagdes anyonicas pode ser conside-
rado um computador quantico. As transformacdes unitdrias sdo obtidas através de cordas entrangadas
conhecidas como linhas do universo, que representam os movimentos dessas excitacdes uma em volta

da outra. Tal computacio € tolerante a falhas por sua natureza fisica.

[ ]
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Figura 4.3: Movimento de anyons no espago-tempo.

Uma computacio quantica poderia ser realizada da seguinte maneira: primeiro criam-se pares de
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anyons enfileirados, cada par se parece bastante com uma particula e sua antiparticula correspondente,
ambas nascidas de energia pura. Em seguida, os pares de anyons sdo movimentados um em volta do
outro, em uma sequéncia cuidadosamente determinada. A linha do universo de cada anyon é como
um fio, e o movimento dos anyons, conforme eles sao permutados, entranga os fios (Figura 4.3). A
computagdo quantica é codificada nesse entrangamento, que contém o estado final dos anyons, [19].
A medida pode ser feita unindo as excitacdes em pares e observando o resultado de suas fusdes.

Em seguida explicaremos cada uma das etapas dessa computacao:
1. Criacao de pares de anyons;
2. Evolucio (transformacdes unitdrias);

3. Medida.

Criacao de pares de anyons

E impossivel criar uma tnica particula. Contudo, € possivel criar um par de particulas da seguinte

forma
e (1)) =S°(0)[&) |y (¢) =S"(")E),

onde |&) é um estado base qualquer, e

Sz(t> _ ®GZ6(jet) Sx(l/> _ ®0.x$(j€t/)‘

JEE jEE

Figura 4.4: Cordas e particulas.

No caso de |y (1)) = S%(t)|&), sdo criadas duas particulas nos pontos finais da corda z, veja Figura

4.4. Tais particulas encontram-se nos vértices do reticulado, e s@o chamadas particulas do tipo-z
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ou cargas elétricas, porque carregam carga elétrica. No segundo caso, sdo geradas duas particulas
nas extremidades da corda ¢, ou seja, essas particulas estdo nas faces do reticulado e sdo chamadas
particulas do tipo-x ou fluxos magnéticos, porque carregam fluxo magnético. Os operadores S*(¢) e
S*(¢") sdo chamados operadores corda. Note que, esses operadores comutam com todo operador A, e
By, exceto com aqueles que correspondem as extremidades da corda. O estado |y*(¢)) depende apenas
da classe de homotopia do caminho ¢, enquanto o operador S*(¢)|£) depende de r.

Qualquer configuracao de um nimero par de particulas do tipo-z € um nimero par de particulas do
tipo-x pode ser realizada. Podemos conectar o par de particulas por cordas em um caminho qualquer.
Cada uma dessas configuracdes define um subespago 48-dimensional no espaco de Hilbert .77, Esse
subespaco é independente das cordas, porém um vetor particular $S%(z1)...8%(t,,)|E) depende de
t,...,t,. Portanto, se desenharmos essas cordas em um caminho topologicamente diferente obtemos
outro vetor no mesmo subespaco de 4¢ dimensdes.

Se uma particula do tipo-x se move em torno de uma particula do tipo-z (no sentido anti-horéario),

comegando e terminando no mesmo ponto (veja Figura 4.5), entdo seu estado inicial

|Winiciar) = () [W*(q))

torna-se

Winar) = S*(c)S* ()W (q)) = =5°(1)$* ()W (q)) = =S* ()W () = —|Viniciar)

pois $*(c) e §%(¢) anticomutam e S*(c)|y*(q)) = |y*(q)). Portanto, a funcéo de onda total adquire
um fator de fase —1. Isso ndo ocorre se as particulas sdo do mesmo tipo. Como ja foi mencionado,
a acdo nao-trivial do operador descrito acima causa um efeito que sé é possivel ocorrer em sistemas
bidimensionais (efeito Ahoronov-Bohm).

Assim, dada uma particula, podemos saber de que tipo ela € fazendo com que anyons de teste

sejam movidos em volta desta particula e observando se houve troca de fase.

Evolucao

Como foi mencionado no inicio deste capitulo, Michael H. Freedman j4 havia considerado a pos-
sibilidade de usar a topologia para computacdo quantica. Suas idéias baseavam-se na relacio entre
“invariantes de n6s” e fisica quantica de uma superficie bidimensional evoluindo no tempo. A possi-
bilidade de criar um sistema fisico desse tipo, e de se realizar uma medida adequada sobre ele, fard
com que o invariante de né seja computado aproximadamente, de maneira automatica, em vez de se

fazer um célculo longo e inconveniente em um computador convencional.
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Figura 4.5: Uma particula tipo-x movendo-se em torno de uma particula tipo-z.

Vimos que a permutacdo das particulas entrangam suas linhas do universo e existe uma a¢ao nao-
trivial no vetor estado da particula. Existe uma interpretacdo topoldgica desses entrangcamentos rela-
cionada a teoria dos noés. Mais especificamente, essa € uma representacao fisica do chamado grupo
de braid ou grupo de trangas. O estado quantico de n particulas pertence a um espaco de Hilbert
que evolui como uma representacao unitaria do grupo de braid B,,. Essa estrutura matematica des-
creve todas as maneiras como uma dada fileira de fios pode ser entrancada. Qualquer entrangamento
pode ser produzido a partir de uma série de operacdes elementares em que dois fios adjacentes sdo
movimentados, seja no sentido hordrio, seja no anti-horério.

Suponha que n particulas ocupam n posicdes ordenadas 1,2,...,n arranjadas em uma linha. De-
note por 0] uma permuta¢do no sentido anti-hordrio das particulas que inicialmente ocupavam as
posicdes 1 e 2, denote por 6, uma permutagcdo no sentido anti-hordrio das particulas cujas posi¢oes
iniciais eram 2 e 3, e assim por diante. Qualquer tranga ou braid pode ser construido com uma su-
cessdo de permutacdes de particulas vizinhas, ou seja, 01,03, ...,0,_1 sdo os geradores do grupo de

braid B, desde que satisfacam as seguintes relagcdes:
1. 0,0 = 0;0; S¢ ‘i—j‘ >2
2. 0;0;410; = 0;110;0;41.

Essas relacdes estdo representadas na Figura 4.6. A primeira relacdo significa que permutagdes de
pares disjuntos de particulas comutam. A segunda relagdo € conhecida como equacdo de Yang-Baxter,

e também podemos escrevé-la como

(RINIRR)(RRI)=(IRR)(RRI)(IQR), 4.5)
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onde R € uma matriz e / € a matriz identidade com a mesma ordem de R, veja Figura 4.7. Na Figura
4.6 pode-se observar que ambos 070,07 € 0,010, descrevem um processo no qual as particulas nas
posicdes 1 e 3 sd@o permutadas no sentido anti-horario sobre a particula 2, que permanece fixa, portanto

esses braids sao topologicamente equivalentes.
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Figura 4.6: Geradores de trancas e relacoes.
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Figura 4.7: Equacao de Yang-Baxter.
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Um entrangamento € uma aplicacdo linear associada a cada cruzamento elementar, e é conhecido
como operador braiding. Também pode ser visto como uma matriz, chamada matriz braiding. Uma
solucdo unitdria R para a equacdo de Yang-Baxter pode ser vista topologicamente como uma matriz

braiding ou quanticamente como uma porta universal, [47]. Toda sequéncia possivel de manipulagdes
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de anyons corresponde a um entrancamento, e vice-versa. Por sua vez, cada entrancamento corres-
ponde a uma matriz que resulta da combinacao de todas as matrizes que representam as permutas de
anyons, [19].

Como o grupo de braid ¢ infinito, tem-se um nimero infinito de representacdes unitdrias irre-
dutiveis, e de fato existe uma quantidade infinita de representacdes unidimensionais. Os anyons abeli-
anos sao as particulas indistinguiveis que evoluem como uma representa¢ao unidimensional do grupo
de braid. Com efeito, nas representacdes unidimensionais, cada gerador o; de B, € representado
por uma fase 6; = ¢%. Portanto a relagdo de Yang-Baxter torna-se /% ¢/ %+1¢% = ¢i9+1¢9i¢i0)1,
o que implica que €% = ¢%i+1 = ¢/9 ou seja, todas as permutagdes sdo representadas pela mesma
fase. Por outro lado, no grupo de braid também existem representacdes nao-abelianas que sdo de
dimensao maior que 1. As particulas indistinguiveis que se transformam como tais representacdes

s@0 os anyons nao-abelianos. Para obter uma computacido quantica tolerante a falhas deve-se operar

anyons nao-abelianos, [63, 48].

Medida

Para obter a leitura do resultado da computacdo, devemos medir os estados dos anyons. Se eles
estiverem muito distantes, a medi¢cdo € impossivel. Entdo, eles precisam ser aproximados aos pares.
Grosso modo, verifica-se se os pares se aniquilam perfeitamente, como deve ocorrer com antiparticulas
verdadeiras, ou se eles deixam residuos de carga e fluxo, o que revela como seus estados foram alte-
rados pelo entrangamento a partir da situacdo exata de antiparticulas que iniciaram.

Enfatizamos que um computador quantico de anyon e um computador quantico convencional t€ém
poténcia computacional equivalente, segundo um teorema provado por M. Freedman, A. Kitaev e Z.
Wang, [30].

Erros em uma computagdo quantica topolégica podem ocorrer se flutuagdes térmicas produzirem
um par extra de anyons enroscados no entrancamento da computacdo antes de se aniquilarem mutua-
mente. Entretanto, a probabilidade de ocorréncia dessa interferéncia diminui exponencialmente con-
forme aumenta a distancia percorrida pelos anyons. A taxa de erros pode ser minimizada mantendo-os
suficientemente distantes. Além disso, o processo de geracdo térmica € suprimido nas baixas tempe-
raturas em que um computador topoldgico poderia operar. Assim, pode-se alcancar qualquer precisao
desejada com a constru¢ao de um computador suficientemente grande, mantendo os anyons bem afas-
tados no entrangamento, [19].

Entretanto, a computa¢do quantica topoldgica ainda estd no inicio. Ainda nao se demonstrou a

existéncia dos anyons ndo-abelianos, e a mais simples das portas 16gicas ainda estd sendo construida.
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Se for mostrado que anyons ndo-abelianos de fato existem, entdo computadores quantico topolégicos
terdo a chance de superar os projetos mais convencionais na corrida para ir de qubits e portas légicas
até maquinas completas, pois a probabilidade de erro cai exponencialmente conforme a temperatura é
baixada e a escala de tamanho cresce. Esse fator exponencial € a principal contribui¢io da topologia,

e ndo tem nenhum andlogo nas abordagens mais tradicionais da computagdo quantica.

4.3 Outros Cédigos Quanticos Topologicos em Superficies com
Génerog=0eg=1

De uma maneira geral, pode-se utilizar a construcao de Kitaev em outras superficies bidimensio-

nais para obtencdo de cddigos quanticos topoldgicos corretores de erros. Apresentamos nessa se¢ao
odi anti 16gi id 1 jetivo RP? e c6di Ori b

cédigos quanticos topoldgicos construidos no plano projetivo e codigos toricos sob uma nova

interpretacdo dos codigos de Kitaev.

4.3.1 Codigos sobre o plano projetivo

A partir da construcio de Kitaev, M. Freedman e D. Meyer, em [31], construiram cédigos sobre
o plano projetivo RP%. Nesse trabalho eles mostram quatro c6digos distintos, um com parimetros
[[15,1,3]], e trés com parametros [[9,1,3]], dentre os quais um é equivalente ao c6digo de Shor de
nove qubits.

Como no plano projetivo existe apenas um ciclo fundamental, segue que kK = 1. O comprimento
do c6digo é dado pelo nimero de arestas (n = |E|), assim como no cddigo de Kitaev, e a distancia
¢ o nimero de arestas contidas no menor ciclo homologicamente nao-trivial. Os operadores também
sdo definidos de modo semelhante aos operadores de Kitaev. Ilustraremos a construg¢do de Freedman
e Meyer com o cédigo [[9, 1,3]] equivalente ao cédigo de Shor.

A Figura 4.8 mostra uma celulagio de RP?> com nove arestas, definindo um cédigo que codifica
um qubit em nove. Nesse diagrama, pontos antipodas no circulo sao identificados. Note que, o com-
primento de ambos os ciclos minimo fundamental e minimo fundamental dual é 3, portanto d = 3.
Verifica-se que esse codigo € equivalente ao cddigo de Shor comparando seus operadores estabiliza-

dores.

4.3.2 Cédigos téricos [[d>+1,2,d]]

Em [13], Bombin e Martin-Delgado consideram o cédigo de Kitaev [ x [ como a regido fundamen-

tal de um reticulado do toro, que chamaremos de sub-reticulado para ndao confundir. Translacdes dessa
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Figura 4.8: Cédigo [[9, 1, 3]] equivalente ao c6digo de Shor.

regido fundamental resultam no reticulado quadrado do toro Z x Z, veja Figura 4.9. Os parametros e
propriedades do codigo térico permanecem os mesmos. Além disso, podemos interpretar a distancia
minima do c6digo como sendo o menor nimero de arestas do reticulado dual entre duas regides funda-
mentais distintas. Na Figura 4.9 essas regides sao demarcadas pelas retas em negrito e t€m a marcacao
X como um representante.

Para definir seus c6digos, Bombin e Martin-Delgado utilizam outro sub-reticulado regular para
tesselar o toro Z x Z, veja Figura 4.9. Esse novo sub-reticulado tem esferas de Lee de raio r como
regido fundamental. Como foi mencionando no exemplo 2.3, [ esferas de Lee de raio 7, em duas
dimensdes, podem ser usadas para tesselar o toro / x [, onde [ = 20242+ 1let= 1,2,...,[36]. Logo
essa tesselacdo pode ser estendida para o reticulado Z x Z. Este sistema de reticulados usado em [13]
fornece cédigos com parametros [[d? + 1,2,d]] que demandam um pouco mais da metade do nimero
de qubits e mantém as mesmas propriedades do cddigo original de Kitaev, como por exemplo, os

operadores vértice e face agindo em quatro qubits.

Figura 4.9: Reticulados do cédigo de Kitaev e do c6digo de Bombin e Martin-Delgado com d = 3.



Capitulo

Novos Codigos Quanticos Toricos

No capitulo 3, foi mostrado que uma nova interpretacao do cédigo de Kitaev, proposta por Bombin
e Martin-Delgado, proporciona uma melhora significativa quanto ao comprimento do cédigo, resul-
tando em uma melhor taxa de codificagdo. Esta abordagem baseia-se em uma nova regiao fundamental
do reticulado regular, e mantém as mesmas propriedades dos cédigos de Kitaev.

A partir disso, vimos que é possivel gerar varios outros cédigos quanticos téricos de acordo com
a possibilidade de cobrir o reticulado quadrado do toro, por determinados formatos ou regides fun-
damentais. Esses formatos sdo conhecidos como poliminds 1 [37], unido de uma certa quantidade
de quadrados unitdrios. Classicamente, os poliminds ja foram usados para determinar c6digos close-
packed, [36], que sdo cédigos definidos por tesselacdes de um reticulado através de translacdes de
um determinado polimind. Lembramos que uma tesselacdao é uma cobertura do plano completo por
poligonos (neste caso, por poliminds) iguais sem superposi¢des, encontrando-se somente ao longo de
arestas completas ou em vértices (veja Se¢do 6.2).

Nossa proposta utiliza a estrutura algébrica de grupos e também a estrutura de ideais de anéis de
inteiros Gaussianos para gerar um método de obtencao de tais tesselagdes. Também mostramos uma
maneira ainda mais geral de obter essas tesselacdes através de uma abordagem combinatorial. Dentre
esses codigos € possivel identificar diversas classes de codigos tdricos, inclusive reproduzir os c6digos
de Kitaev e Bombin e Martin-Delgado. Com respeito ao comprimento do cédigo e taxa de codificagao,
obtivemos uma classe de cédigos [[d?,2,d]] melhor que os anteriores.

Na Secdo 5.1 apresentamos a relagdo entre formas quadraticas e reticulados, e definimos poli-
minds. A Secdo 5.2 € dedicada ao problema de determinar essas novas tesselagdes por poliminds de

um ponto de vista algébrico, além disso reproduzimos as classes de c6digos téricos conhecidas e apre-

"Em inglés o termo usado é poliomino que é uma generalizagio de domino e foi inventado por Solomon W. Golomb
em 1953. Em portugués o termo € uma generalizacdo de domind, portanto dizemos poliming.

87
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sentamos novas classes. Na Secdo 5.3 abordamos 0 mesmo problema através de um ponto de vista

combinatorial, por meio de determinante de matrizes quadradas 2 x 2.

5.1 Formas Quadraticas, Reticulados e Poliminos

Antes de propor a construgdo de c6digos quanticos toricos, se faz necessario uma breve revisao de
conceitos matematicos como formas quadraticas, reticulados e poliminés. Para maiores informagdes,

sugerimos as referéncias [20, 37, 75].

5.1.1 Formas Quadraticas e Reticulados

Uma forma quadrética Q em n varidveis, ¢ um polindmio homogéneo de grau dois

2 2
O =ayxy +anxix2+ ...+ anp—1XnXn—1+ Xy, = Z aijXixj,
1<i,j<n
onde a;; € R. Fazendo X = (x1,...,x,)" e A= {a;;} uma matriz n x n, podemos escrever
0=xTAX.

O estudo das formas quadraticas € muito antigo, desde os gregos, passando por Fermat e La-
grange, entre outros. Particularmente, estamos interessados na forma quadrdtica x> + y?, onde x e y
s@o numeros inteiros. O problema de um inteiro poder ser expresso como uma soma de quadrados de
inteiros do tipo x> + y? foi tratada originalmente no Teorema de Pitdgoras. Por volta de 1621, Fermat
conjecturou € comprovou que um numero primo p pode ser escrito como a soma de dois quadrados
inteiros se, e somente se, p = 2 ou p é do tipo 4k + 1. Euler demonstrou definitivamente esse re-
sultado por volta de 1754. A teoria geral de todas as formas quadraticas ax® + bxy + by* deve-se a
Lagrange que deu inicio a classificagdo de formas quadréticas relacionando-as a geometria de certos
pontos regularmente espacados no plano, os reticulados, [75].

Os reticulados tém sido bastante utilizados na teoria das comunicagdes. Sua principal aplicacao
estd relacionada ao problema de codificacdo de canal, que é equivalente ao problema de empacota-
mento de esfera. Em geral, reticulados podem ser usados para a constru¢do de codigos em n dimensdes
para o problema de codificacdo de canal ou para quantizacio de vetores n-dimensionais.

Como foi mencionado no capitulo 4, um reticulado A € um subconjunto discreto infinito de R”
que forma um grupo aditivo sob adi¢ao usual de vetores.

Se A € um reticulado em um espago n-dimensional, entdo existem vetornes linearmente indepen-
dentes vy, Va,...,V, tais que A consiste de todos os pontos da forma & = Zx,-vi, onde x; € Z. Tal

i=1
conjunto de vetores B = {vy, Vs,...,V,} é chamado uma base de A, [75].
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Figura 5.1: Reticulado Z? gerado por v e V».

Uma regido fundamental para um reticulado A é um bloco de constru¢do que quando transladado
muitas vezes pelos elementos de A preenche o espago completo com apenas um ponto do reticulado
em cada cOpia. Existem diferentes formas de escolher uma base e uma regido fundamental para um
reticulado A, mas o volume da regido fundamental é unicamente determinado por A, [20]. O volume

da regido fundamental é

det(B)|, onde B é a matriz quadrada formada pelos vetores da base 8 de um

reticulado.

Por exemplo, o reticulado A = Z? é gerado pelos vetores v; = (1,0) e v» = (0,1) com regio

(1) (1) ] Entdo, det(B) = 1. Ou seja, uma regido

fundamental do reticulado Z? é um quadrado com érea 1.

fundamental descrita na Figura 5.1, e B=1, = {

Formas quadraticas fornecem uma linguagem alternativa para estudos de reticulados, especial-

mente conveniente para investigar propriedades aritméticas, [20].

Em termos gerais, seja A um reticulado no espago n-dimensional R”, com vetores base vy, ..., V,,
formando as linhas de uma matriz geradora B. Um vetor reticulado qualquer & = (&;,...,&,) € A pode
ser escrito como & = x; V) + ...+ x,V, = xB, onde x; sdo inteiros e x = (xy,...,X,). A norma desse

n n

vetor é N(E) = N(xivi+... +x,Vy) = Z Z xx;Vi - v; = xBBx" = xAx" = f(x), onde a norma é
i=1,j=1
definida como N(&) = EET e A = BBT é chamada uma matriz Gram para A. Visto como uma fungio

das n variaveis &, ..., &,, f(x) é uma forma quadritica associada ao reticulado.
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0 1
Por exemplo, dada B = [ 1 V3 } , amatriz Gram é A = { } % } . Assim uma forma quadratica
2 2 2

associada ao reticulado hexagonal é x% + x1x —|—x%. Ja o reticulado cubico n-dimensional Z" tem
como matriz geradora a matriz identidade de ordem n, I,,, e a forma quadrética correspondente é
X233+ ... +x2, [20].
. . . . . 1 0
Em particular, o reticulado quadrado bidimensional Z? tem matriz geradora I, = { 0 1 ], ea

forma quadratica correspondente é x% —i—x%.

5.1.2 Poliminés

A expressdo polimino foi inventada em 1953 por Solomon W. Golomb. O termo poliminé é uma
generalizacdo de “domind” o formato que inclui dois quadrados com tamanhos iguais e um lado em
comum. Um dominé tem somente o formato de um retangulo. Um trominé € um poliminé formado
por trés quadrados e existem dois formatos de trominds, assim como existem quatro formatos de
tetrominds, doze pentominds e trinta e cinco hexominds distintos, e assim por diante, [37].

Padrdes poliminds sdo exemplos de geometria combinatorial, ramo da matemadtica relacionada
com as maneiras na qual formatos geométricos podem ser combinados. A principio poliminés tinham
um cardter mais proximo a matematica recreativa, porém ja foram usados em codificacao cldssica para
obtencao de cédigos close-packed. Um cédigo close-packed corresponde a qualquer tesselacdo de um
toro m X m por translagdes de um dado formato polimind, [36].

Um modelo especial de poliminé € a esfera de Lee. Um reticulado quadrado do toro m x m pode
ser tesselado por m esferas de Lee de raio f = 1,2,.. ., desde que m = 2r> 4 2¢+ 1, [36]. Esse tipo de
tesselacdo foi usada para gerar c6digos cldssicos perfeitos, como vimos no exemplo 2.3, cujo padrio
de correcao de erros € simétrico, [36]. Por outro lado, a mesma tesselacdo também foi usada para

determinar cédigos quanticos [[d? + 1,2,d]] em [13].

5.2 Conjunto dos Representantes dos Poliminés - Uma Aborda-
gem Algébrica

Algebricamente, podemos caracterizar o codigo de Kitaev como o conjunto de classes laterais do
grupo quociente Z2/mZ? = 7., X Z,,. As identificacdes dos lados opostos da regido delimitada por
Zm % T resulta na identificagio com o toro plano. A drea associada ao reticulado Z,, X Z,, é m?, e
como cada aresta pertence simultaneamente a duas faces quadradas do reticulado, temos 2m? arestas,

ou seja, constata-se que n = 2m?> qubits. Além disso, os qubits a serem codificados estio relacionados
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aos ciclos fundamentais da superficie, e portanto k = 2, e a distancia minima do c6digo por ser definida
como o nimero de arestas no menor ciclo homologicamente ndo-trivial, donde d = m.

Agora, observando a Figura 4.9 sob o ponto de vista de Bombin e Martin-Delgado, o cédigo
passa a ser definido na regidao fundamental que transladada cobre todo o reticulado. Assim, temos
que o comprimento do codigo passa a ser o nimero de arestas da regido fundamental, levando em
consideracdo que nao se deve contar duas vezes uma mesma aresta; a dimensao do codigo € k = 2,
pois depende da topologia da superficie; e a distancia do c6digo, se observada na regiao fundamental,
equivale a distancia entre duas regides vizinhas. Entdo, se considerarmos qualquer tesselacao do toro
dada por translacdes de uma regido fundamental, ou melhor, de um polimind, podemos definir um
c6digo quantico associado a essa regido similarmente ao que foi feito em [13].

A principio, qualquer tesselagdo pode ser considerada para a constru¢do de tais codigos, desde
que a drea do polimind divida a 4rea do reticulado quadrado Z,, X Z,,. Ou seja, a drea do polimind
deve ser igual a um divisor de m?. Observe que, para m igual a um nimero primo, os tnicos divisores
sao 1 (caso trivial) e m, além do préprio nimero. Por estarmos interessados em uma construcao
mais geral possivel, iremos entdo considerar apenas os casos onde o poliminé tem drea igual a m. Por
exemplo, para m = 5 a Figura 5.2 mostra dois modelos de poliminés que tesselam o reticulado Zs X Zs.
Encontrar esses formatos ¢ um problema combinatorial. A importancia do formato dos poliminés esta
relacionada aos padrdes de corre¢do de erros do cédigo, [36].

Podemos tornar o problema de encontrar os poliminds da tesselagdo mais sistemédtico se deter-
minarmos o conjunto de representantes desses poliminés, denotados nas figuras pela marca X. Esses
pontos sdo dados pelas coordenadas (x,y) € Z,, X Z,, ¢ nos indica onde deve haver um polimind, o que
facilita a construcdo da tesselacdo. Por exemplo, na Figura 5.2 os representantes sdo dados pelas co-
ordenadas (0,0),(2,1),(4,2),(1,3) e (3,4). Para resolver esse problema, propomos uma abordagem

algébrica via teoria de grupos.

0 12 34 0 12 34
0]X 01X
1 X 1 X
2 X 2 X
3l X 31 IX
4 X 4 X

Figura 5.2: Duas representacdes de regides com drea 5.

Esse conjunto de representantes corresponde a um codigo reticulado cldssico que é um subconjunto

de pontos de um reticulado A. Ou seja, € um subespaco vetorial de Z,, X Z,, ou mais precisamente um
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Zy-modulo, que denotaremos por .27. Obviamente, para que a area do polimind seja m, a cardinalidade
de o7 deve ser m.

Sabemos que a forma quadratica associada ao reticulado Z,, x Z,, é dada por x*> 4+ y*. Baseados
nisso, usaremos a igualdade x> + y? = m para encontrar os vetores reticulados (x,y) € o comux,y € Z.
Isso implica que a area do poliminé € de fato m. Através da soma usual de vetores, é possivel achar
todos os elementos de .27, mas observe que a operacio deve ser realizada médulo m, para que os pontos
estejam dentro do reticulado Z,, X Z,,. Essa operacdo corresponde ao deslocamento de x unidades
horizontalmente e y unidades verticalmente nas células do reticulado. Se x ou y for negativo, o sinal
negativo indica o deslocamento no sentido oposto.

Note que, o conjunto dos representantes dos poliminds pode ser visto também como um sub-
grupo do grupo aditivo (Z, X Zy,+), e com isso podemos trabalhar com a estrutura de grupo.
Nas proposi¢des 1 e 2 veremos que, se x e y sio relativamente primos tais que m = x> + y?, entdo

o/ = ((x,y)), do contrério, o/ = ((x,y), (—y,x)).

Proposicao 1 Se x e y sdo inteiros primos entre si, entdo a ordem do grupo gerado pelo elemento

(x,y) é m, ou seja, o({(x,y))) = m.

Demonstracao: Obviamente, temos que mx = my = 0, e portanto m(x,y) = (0,0). Agora, suponha que
existe T € N, com 0 < T < m, tal que 7(x,y) = (0,0). Entdo 7x = Ty = 0. Como x e y sdo relativamente
primos, entdo existem inteiros o e 3 tais que xax + yp = 1. Segue que T = Txax + Ty = 0, 0 que
contradiz a hipdtese 0 < T < m. Logo, m = o({(x,y))). .

O resultado vale para todo par (x,y) tal que mdc(x,y) = 1. Em particular, vale quando mdc(x,y) =
1 e m = x> +y?. Obviamente, se x # 0 e y = 0 entdo o(((x,y))) = o(x) = x, ouse x = 0 e y # 0 entdo
o({((x,y))) = o(y) = .

Os seguintes fatos s@o facilmente demonstrados:
1. Se mdc(x,y) = 8 # 0 entdo mdc(5,5) = 1.

2. Sem=x*>+y*emdc(x,y) =8 #0, comx # 0 e y # 0, entdo § divide m, uma vez que & | x e

8|y, eassimd |x* e d |y Logo, § | (x> +y?) = m. Portanto, o quociente m/§ faz sentido.
Proposiciio 2 Se x e y ndo sdo relativamente primos, entdo o(((x,y))) =, onde 6 = mdc{x,y}.
Demonstracao: Como mdc{x,y} = 8, segue que x = xp0 e y = o0, para algum xg,yo € Z. Logo,

m

(0y) = (558, 5308) = (mxo,myo) = (0,0).
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Agora, suponha por absurdo que exista 0 < 7 < % tal que 7(x,y) = (0,0). Assim, tx =1y =0, e
0 < 76 < m. Por outro lado, como mdc{x,y} = 8, entdo existem &, € Z tais que xa. +yf = 8. Logo,

m

Txa + Typ = 76, dai 76 = 0 contradizendo a hipétese 0 < 76 < m. Conclui-se que o({(x,y))) = 5. =

Observe que o resultado vale quando mdc(x,y) # 0 divide m. Em particular, vale quando m =
x>+ yz.

Como desejamos que |<7| = m, entdo nos casos em que x e y sdo relativamente primos, onde
m = x> +y?, consideramos o grupo . igual ao grupo ciclico {(x,y)). Nos casos onde x e y no sio
relativamente primos, ou seja mdc(x,y) = 6 # 0, 1, entdo iremos considerar o grupo .27 igual ao grupo

gerado por dois elementos ((x,y), (—y,x)) cuja cardinalidade é m.

Enfatizamos que nos casos onde m = x> +y? com mdc(x,y) = 1, temos que o conjunto dos repre-
sentantes dos poliminds, <7, € um c6digo perfeito no sentido de ter apenas um representante X em

cada linha ou coluna, [21].

Conhecido o subespaco formado pelos representantes, € possivel escolher os poliminds que podem
tesselar o reticulado e definir o c6digo quantico associado. O comprimento do cédigo proposto € dado
pelo nimero de arestas do polimind. Como o poliminé tem area m, e cada aresta pertence simultanea-
mente a duas faces quadradas do reticulado original do toro, temos que a quantidade efetiva de arestas
€ n =2m. A dimensdo do cédigo é k = 2 devido a este c6digo ser construido no toro. E a distancia
minima do cddigo é dada pela menor distancia entre dois representantes de poliminds distintos, ou
seja, € o nimero minimo de arestas no reticulado dual entre dois representantes dos poliminds. Segue
que essa distancia é dada por dy; = |x| + |y|, e € conhecida como distdncia de Mannhein. Portanto, os

pardmetros dos c6digos quanticos gerados por essas tesselagdes sdo [[2m, 2, dy]].

Enfatizamos que para cada tesselacio de um reticulado Z2,, o poliminé pode ter formatos dife-
rentes, porém os parametros n,k € d ndo se alteram, ou seja, o cédigo quantico gerado € o mesmo.
Entretanto, o formato do poliminé influencia no padrao de correcdo de erros. De uma maneira ge-
ral, podemos considerd-lo como a juncdo de dois quadrados: x X x com y X y. No entanto, pode-se
encontrar outros poliminds que tesselam o mesmo reticulado, esse € um problema de geometria com-
binatorial. Decidir qual o melhor formato para o poliminé depende do tipo de grafo associado ao canal
discreto sem memdria, por exemplo, se o canal for simétrico entdo é melhor usar poliminds simétricos
em relacdo a marca X (nem sempre isso serd possivel), porém se o canal nao for simétrico, entdo é

melhor escolher um poliminé mais adequado.

Com essa construgdo € possivel reproduzir c6digos téricos ja existentes, assim como gerar classes

novas.
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5.2.1 Reproducao dos codigos de Bombin e Martin-Delgado

Quando m = 2t> +2¢+ 1, para t = 1,2,3,..., reproduzimos os c6digos de Bombin e Martin-
Delgado. Com efeito, se m = 2t> + 2t + 1, entdo podemos escrevé-lo como soma de quadrados da
seguinte forma m = (t + 1)2 +¢2. Ou seja, x =t+1 e y=t. Assim, x e y sdo primos entre si,
portanto .7 = ((x,y)). Segue que d = |t + 1|+ |t| =2t + 1, e n =2m =2(2t> + 2t +1) = 4> +2d =
4@ +2d = (d —1)?> +2d = d*> 4 1. Portanto [[d> 4 1,2,d]]. O formato do poliminé pode ser a
jun¢do de quadrados como visto anteriormente ou pode ser também a esfera de Lee de raio ¢ utilizada

em [13].

Exemplo 5.1 Sem =5, entdo as iinicas solucées para x> +y> =5 sdo x = +2 e y = +1 ou vice-versa.
Sem perda de generalidade, digamos que o/ = ((2,1)), ou seja, o/ = {(0,0),(2,1),(4,2),(1,3) e
(3,4)}. Note que as operacdes sdo feitas mddulo 5. Esses elementos representam os poliminds, que
neste caso, podem ser as esferas de Lee de raio t = 1 ou também podem ser quadrados 2 X 2 junto

com quadrados 1 x 1, veja Figura 5.2. Como d = |2| + |1| = 3, obtemos um cddigo [[10,2,3]].

5.2.2 Reproducao dos codigos de Kitaev

Quando m é um quadrado perfeito, as tnicas solucdes para m = x> 4+ y? sdo x = ++/m,y = 0
ou vice-versa. Sem perda de generalidade, consideramos ./ = ((/m,0),(0,+/m)). Marcando os
representantes no reticulado obtemos poliminés quadrados /m X y/m. Temos que os parimetros dos
cédigos sdo n = 2m, k =2 e d = |\/m|, logo n = 2d*. Portanto reproduzimos os pardmetros dos

c6digos téricos de Kitaev [[2d?,2,d]).

Exemplo 5.2 Para m = 4, temos que as vinicas solucées para 4 = x> +y* sdo x =42 e y =0 ou
vice-versa. Sem perda de generalidade, considere x =2 e y = 0. O vetor (2,0) nos proporciona
duas marcas X no reticulado, (2,0),(0,0), enquanto o vetor (0,2) produz as marcas em (0,2),(0,0).
Como o/ deve ser um subgrupo, entdo a soma dos seus elementos também pertence a <7, ou seja,
o/ ={(0,0),(2,0),(0,2),(2,2)}. Os poliminds sdo definidos como quadrados 2 x 2, veja Figura 5.3.
Contando o niimero de arestas do poliminé temos que n = 8. Além disso, pode-se verificar que a

distancia é d = |2| 4 |0| = 2. Logo, temos um cddigo [[8,2,2]].

5.2.3 Nova classe de cédigos téricos [[d?,2,d]]

Considere agora os valores de m que sdo o dobro de um quadrado perfeito, ou seja, m = x> + x.

Neste caso, o conjunto dos representantes dos poliminds é gerado por dois elementos (x,x) e (—x,x).
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0 1 23
01X X
1
21X X
3

Figura 5.3: Cédigo de Kitaev [[8,2,2]].

Temos que d = 2x e n = 2m = 2(2x?) = 4x> = d*. Logo obtemos um cédigo térico com parimetros
[[d?,2,d]]. Em termos de taxa de codificacio este cédigo é melhor que os anteriores, k/n = 1/d. Um
dos possiveis poliminds neste caso é um retangulo 2x x x. Esses poliminds ndo sdo simétricos quanto

ao representante X, por isso esse tipo de cddigo pode ser util em um canal nao simétrico.

Exemplo 5.3 Seja m = 8. Temos que as iinicas solucdes para 8 = x> +y* sdo x,y = +2. Sem
perda de generalidade, considere x =y = 2. Assim, o/ = ((2,2),(-2,2)) = {(0,0),(2,2), (4,4),
(6,6),(6,2),(2,6),(0,4),(4,0)}. Os poliminds podem ser quadrados 2 x 2 juntos a quadrados 2 x 2,
ou seja, um retdngulo 4 x 2. Obtemos um cddigo [[16,2,4]]. Na Figura 5.4 mostramos dois modelos

de tesselacoes para esse exemplo.

Figura 5.4: Duas representagdes do codigo [[16,2,4]].

5.2.4 Outras classes de codigos toricos

Podemos obter vdrias classes novas de cédigos téricos impondo condi¢des a x e y ou m. Por
exemplo, se considerarmos os valores de m tais que m = x*> 4+ y%, onde y = x — 2. Temos que d =
dy =2x—2en=2m=2(x>+ (x—2)?) = 2(2x*> —4x+4) = 4(x> — 2x+2). Substituindo o valor de
x= %, seque que

(d+2)* _d+2

= 4 2 2
" 3 ;2
d*>+4d+4
n=4[%—d]
d’>+4d+4—4d
o= 4

n = d*+4.
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Assim, obtemos a classe de cédigos [[d? +4,2,d]]. Mais geralmente, se considerarmos y = x — ¢,
temos a classe de cédigos [[d? + ¢2,2,d]).

Pode-se encontrar outras classes de c6digos tdricos se assumirmos que um dos valores x ou y
seja igual a 1. Digamos y = 1. Assim,d =dy=x+1len=2m=2(x>+1)=2[(d—1)>+1] =
2(d —1)? +2. Resulta na classe de cédigos [[2(d —1)> +2,2,d]]. Em geral, se y = ¢, entiio obtemos
a classe de codigos [[2(d — ¢)* +2¢2,2,d]].

Se x for um miiltiplo de y, por exemplo, x = 2y, temos que d = dy; = 3y e n = 2m = 2(5y%) =
10y? = 10%2. No caso geral, onde x = ¢y, temos a classe de cédigos [[2(¢% + 1)&, 2,d]].

Assim como essas classes, podemos encontrar muitas outras de acordo com as condi¢des sobre

X,y em.

5.2.5 Anel de inteiros Gaussianos

Outra maneira de obter sistematicamente o conjunto de representantes de poliminds € utilizando
a estrutura algébrica de anel. Entretanto, como essa estrutura é mais restritiva do que a de grupo,
obtemos menos cédigos.

Considere a aplicagao

n :Zrzn — Lnlil,

dada por (x,y) — x+y-i, onde Z[i] = {x+y-i;x,y € Z} é o anel de inteiros de Gauss. Considerando
o grupo aditivo (Z[i],+) e a operagdo de soma realizada médulo m, temos que 1 é um isomorfismo.

O anel Z[i] ndo foi escolhido de modo aleatério. A partir de um método gerado por Minkowski
pode-se obter reticulados no R" através de um homomorfismo, conhecido como homomorfismo ca-
ndnico, de um corpo de nimeros K do R", de modo que a imagem de um ideal ndao-nulo do anel de
inteiros Ix (Z) por este homomorfismo seja um reticulado de posto n no R”. Os reticulados obtidos
dessa maneira dependem diretamente do anel de inteiros de um corpo de nimeros. Os principais
parametros desse reticulado podem ser obtidos via teoria algébrica dos nimeros, através de proprie-
dades de K, [65].

Considere o caso particular quando K = Q[i] é a extensao quadratica de QQ associada ao inteiro livre
de quadrados —1. Seu grupo de Galois ¢ é formado por dois elementos o] e 0», onde o} (x+y i) =
x+y-ieoj(x+y-i)=x—y-i, para todo x,y € Q. O anel de inteiros Z[i|] de Q[i] é conhecido como
anel de inteiros de Gauss, e tem norma N(x+y-i) = x> +y*, que é a forma quadratica associada ao
reticulado quadrado. O reticulado obtido a partir de Z[i] é o reticulado quadrado Z?. Observe que

(Z[i],+,-,N) € um dominio Euclidiano, e portanto todo ideal de Z|i| € principal. Além disso, se um
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ideal de Z[i] for um ideal primo, entdo serd um ideal maximal, [76].

Classicamente, subconjuntos finitos .7, [i] C Z[i] com p elementos, onde p = 1(mod4), foram usa-
dos como alfabetos de c6digos, [57]. Esses subconjuntos .27, [i] correspondem aos quocientes Z[i] /.7,
onde .# ¢ um ideal primo de Z[i], e podem ser vistos como um corpo isomorfo a I, o corpo de Galois
de ordem p.

Se o = ((x,y)) com mdc(x,y) = 1, entdo a imagem de .2 pelo isomorfismo 1 é um ideal .# de
Zli], com m elementos. De fato, o7 = ((x,y)) implica que .# = (z), onde z =x+y-i. Ou seja, &
¢ um ideal principal de ordem m. Se m = p é um primo {mpar tal que p = 1(mod4), temos que .%
¢ um ideal primo e, portanto, é maximal, ou seja, .# é o maior ideal em Z[i] que contém o conjunto
de representantes dos poliminés. Além disso, o quociente Z[i]/.# € um corpo, estrutura algébrica
bastante utilizada para definir c6digos cléssicos.

Em 72, para encontrarmos os valores de x e y fazemos a forma quadrética x> 4 y? ser igual a
m. Analogamente, em Z][i], fazemos a norma N(z) = x*> +y? ser igual a m e encontramos os valores
de x e y. Os representantes no reticulado correspondem as coordenadas quando partimos da célula
(0,0) e deslocamos x unidades horizontalmente e y unidades verticalmente nas células do reticulado.
Se algum valor de x e y for negativo, entdo o deslocamento € feito no sentido oposto. Note que, as

operacdes em Z[i] sdo realizadas médulo m para restringirmos o reticulado a Z,, X Z,,.

5.3 Conjunto dos Representantes dos Poliminés - Uma Aborda-
gem Combinatorial

Dado um reticulado m x m, do ponto de vista combinatorial, o problema de determinar o vetor
reticulado (x,y) € Zy, X Z;, que representa um poliminé pode ser resolvido através de uma matriz

quadrada A = cujo determinante € m.

b
d

As linhas da matriz A definem o deslocamento nas células do reticulado para determinar os repre-
sentantes dos poliminds da seguinte maneira: a unidades para a direita e b unidades para baixo; e ¢
unidades para a direita e d unidades para baixo. Se algum desses valores for negativo, o deslocamento
¢ feito no sentido oposto. Essa operacdo também pode ser vista como soma usual de vetores médulo
m, onde consideramos o conjunto de vetores gerado por (a,b) e por (c,d).

Assim, obtemos um conjunto de m vetores reticulados que correspondem aos representantes dos
poliminés, 7. Se mudarmos os valores de a, b, ¢ e d de forma que det(A) = m, o conjunto de

representantes dos poliminds permanece com m elementos, porém podem estar em posi¢des diferentes

no reticulado. Logo, cada conjunto de posi¢des nos fornece uma tesselagdo por poliminds que podem
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ser diferentes. Apesar do formato do poliminé nao influenciar nos parametros do cédigo quantico,
a posicdo dos representantes influencia no préprio formato do poliminé e na distancia do cédigo.
Além disso, a distancia agora deve ser observada no reticulado. Em alguns casos serd dada por d =

min{|a| +|b|,|c|+|d|}, porém existem casos onde a distancia efetiva € menor que este minimo.

Exemplo 5.4 Para m = 3, temos que A = tem determinante 3. Note que d = min{|3|+

3 3
1 2
13|, 1|+ |2|} = 3, porém na Figura 5.5 pode-se verificar que d = 2. Neste caso, temos um codigo
[[6,2,2]]. Obtemos o0 mesmo conjunto de representantes, portanto o mesmo cédigo |[[6,2,2]], se tomar-

mos a matriz A = é _11 } cujo determinante é 3. Neste caso, d = min{|1|+|—1],[2| +|1|} = 2.

1 X
2 X

Figura 5.5: Cédigo [[6,2,2]].

Existem alguns casos que recaem nos mesmos valores obtidos através da abordagem algébrica, a
saber quando a, b, ¢ e d sdo as solugdes (£x, £y) ou (dy, £x) de x*> +y> = m, assim A = { _xy i ] :
Neste caso, a distancia minima do cédigo € a distancia de Mannheim. Podemos reproduzir da mesma
forma os c6digos de Kitaev, Bombin e Martin-Delgado, a classe [[d?,2,d]] e as demais classes da

subsecdo 5.2.4.

Exemplo 5.5 Para reproduzir o Exemplo 5.1 podemos considerar a matriz A = _21 ; . Entao,
det(A) =5 e os vetores reticulados que representam os poliminds sdo (0,0),(2,1),
(4,2),(1,3) e (3,4).

. . . 2 0 .
Exemplo 5.6 Para reproduzir o Exemplo 5.2 podemos considerar a matriz A = 0 2 | Assim,
det(A) = 4 e os vetores reticulados sdo (0,0),(2,0),(0,2) e (2,2).

2 2

Exemplo 5.7 O Exemplo 5.3 pode ser obtido damatrizA= | ~ > Logo det(A) =8 e os vetores
reticulados que representam os poliminds sdo (0,0), (2,2), 4,4 , (6,6) ) (0,4), (4,0).

Se considerarmos a e b da matriz A como sendo respectivamente os valores x e y obtidos através
do método algébrico, com mdc(x,y) = 1, a partir da relagdo xd — yc = m podemos determinar todos os
possiveis valores para c e d. Todas essas solucdes, exceto as triviais, onde ¢ ou d assumem os valores

congruos a 0 (mod m), nos ddo o mesmo conjunto de representantes, isto &, ((x,y)) = ((c,d)).
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Exemplo 5.8 Param =35, vimos no Exemplo 5.1 que uma solugdo para (x,y) é (2,1). Entdo considere
(a,b) = (2,1). Assim, 2d — ¢ =5, e algumas possiveis solugcdes para (c,d) sdo (—3,1),(—1,2),(1,3)
ou (3,4). A matriz A = w i com esses valores de c e d tem determinante 5. O conjunto de
vetores reticulados gerados por (—=3,1),(—1,2),(1,3) ou (3,4) ¢é igual ao conjunto de vetores reticu-
lados gerados por (2,1), lembrando que as somas sdo feitas médulo 5. Portanto, obtemos o cédigo

[[10,2,3]] do Exemplo 5.1.

Através do método combinatorial € possivel cobrir casos que ndo sdo possiveis de ser reproduzidos
algebricamente. Por exemplo, para m = p um primo impar tal que p = 4x + 3. Esses valores ndo
podem ser escritos como soma de quadrados, na verdade obedecem a outras formas quadraticas, ou
melhor, pertencem a outros anéis de inteiros e por isso t€m uma norma diferente da soma de quadrados.
Por esse motivo ndo podem ser realizados em um reticulado quadrado, pois anéis de inteiros diferentes
dos anéis de inteiros Gaussianos correspondem a reticulados diferentes, como por exemplo reticulados
hexagonais no caso dos anéis de inteiros de Eisenstein - Jacobi. Entretanto, isso ndo impede de

conseguirmos uma matriz do tipo A com determinante m e assim realizar o c6digo.

Exemplo 5.9 Veja que m =7 pode ser obtido da forma quadrdtica x% + 3x%, ou ainda, um elemento ¢
com norma N(g) =7 pertencente ao anel de inteiros de Eisenstein - Jacobi, Z|®)|, cuja norma é dada

porN(g)= X2 4+xy+y%, para ¢ =x+y- @, onde ® = llz\/g Este é um caso onde ndo podemos aplicar

2 1
-1 3
reticulados (0,0),(2,1),(4,2),(6,3),(1,4),(3,5), (5,6) que definirdo uma tesselagcdo por polimings.

o método algébrico. No entanto, a matriz A = que tem detA =1 nos fornece os vetores

Tais poliminds podem ser formados pela jungcdo de um quadrado 1 X 1 e um retangulo 2 X 3. Assim

obtemos um cddigo [[14,2,3]], Figura 5.6.

0 1 23 45 6
X

X

AU AW = O
e

X

Figura 5.6: Cédigo [[14,2,3]].

Nos casos onde m = p € um primo impar do tipo p = 4k + 3, o conjunto dos representantes obtidos

através desse método combinatorial, possui apenas um tinico X em cada linha ou coluna, portanto € um
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codigo perfeito no sentido de [21], e a distdncia minima do c6digo decorrente desse processo coincide
com a distancia de Mannhein.

Na verdade, essa abordagem combinatorial é bastante ampla e pouco se pode fazer para tentar
analisd-la por inteiro. S@o problemas combinatoriais apresentando dificuldades em decidir quais os
possiveis valores para a, b, ¢ e d, qual a melhor distribui¢cdo dos representantes ou ainda quais os
melhores poliminds a serem usados. As duas dltimas respostas s6 podem ser dadas de acordo com o

tipo de canal sendo considerado.



Capitulo

Codigos TQC em Superficies Compactas com
g=>2

E possivel generalizar a construcdo de c6digos quanticos topoldgicos (TQC) para superficies com
género g > 2, [48]. No entanto, essa generalizacdo, quando feita na literatura, € definida sobre mer-
gulhos de células de grafos em superficies, [12]. Esse modelo de construcio nio deixa claro o tipo de
tesselagcdo usada e nem quais os c6digos possiveis de serem gerados. Nossa proposta de construgao de
tais codigos segue exatamente os mesmos passos da construcdo de Kitaev, levando em consideracio
a geometria associada as superficies. Além disso, € possivel exibir todos os possiveis codigos para
cada superficie. Para simplificar o texto, a menos de menc¢ao contraria, escreveremos superficie para

indicar uma superficie compacta orientavel.

Uma das principais motivacdes para desenvolver esse trabalho se deve aos resultados obtidos em
[16, 17, 71] que mostram que o desempenho, medido em termos de probabilidade de erro, de um
sistema de comunicagdes utilizando constelagcdes de sinais (modulacdo digital) em espagos com cur-
vatura negativa K < 0, ou equivalentemente, em variedades bidimensionais com género g > 2 impli-
cando na caracteristica de Euler negativa, ¢ melhor do que em espagos com curvatura K > 0. Como a
modulacgdo digital pode ser vista como uma classe de c6digos, entdo conjectura-se de que os c6digos
corretores de erros mais eficientes oriundos de variedades bidimensionais com género g > 2 possam

ser construidos.

Na Secao 6.1 fazemos uma breve revisao de geometria hiperbdlica, visto que essa € a geometria
associada as superficies com género g > 2. Na Secao 6.2 mostramos como obter um modelo planar da
superficie e apresentamos 0 modelo que serd usado na construg¢do sendo proposta. A Se¢do 6.3 mostra
como determinar as tesselacdes do modelo planar. Na Se¢do 6.4 apresentamos a constru¢cao dos novos

cddigos, e as tabelas de todos os possiveis cddigos gerados em superficies com género g =2,3,4,5. A

101



102 Capitulo 6. Cddigos TQC em Superficies Compactas com g > 2

Secao 6.5 mostra que a constru¢do em consideracao reproduz o cédigo térico de Kitaev e uma classe
de cddigos obtidos a partir de mergulhos auto-duais de grafos completos em superficies apresentada

em [13]. Além disso, ampliamos essa classe de cddigos.

6.1 Geometria Hiperbolica

Em superficies com gé€nero g > 2, a geometria a ser considerada € a geometria hiperbolica. A
diferencga entre a geometria hiperbdlica e a geometria Euclidiana € que a primeira deixa de satisfazer
o quinto postulado de Euclides, o axioma do paralelismo. Nesta se¢do revisamos alguns conceitos
basicos de geometria hiperbdlica necessarios para o desenvolvimento desse trabalho. Para uma revisao
mais aprofundada desse assunto sugerimos as referéncias [46, 8, 80].

Consideramos dois modelos de geometria hiperbélica: o semi-plano superior, H> = {z = x+iy €
C | Im(z) > 0}, e o disco de Poincaré, D> = {z € C | |z| < 1}.

O espaco H? munido da métrica

\Vdx? +dy?
ds = VaxTtay” (6.1)
y
€ conhecido como plano hiperbdlico ou plano de Lobachevski. E essa métrica € chamada métrica

hiperbdlica.
A partir da equacdo (6.1), é possivel definir os conceitos de comprimento hiperbodlico e distancia

hiperbdlica.

Defini¢iio 14 Seja o : [a,b] — H? um caminho diferencidvel por partes, 6 (t) = {z(t) = x(t) +iy(t) €

H2|t € [a,b]}. Entdo o comprimento hiperbélico de o é definido por

dx\2 | (dy\2 dz
h(c):/a v <‘”)y(t+><‘”) dz:/ab@dz 6.2)

y(t)

Definiciio 15 A distancia hiperbélica entre dois pontos quaisquer z,w € H? é dada por

d(z,w) = inf(h(0)), (6.3)
onde o infimo é considerado sobre o conjunto dos caminhos & ligando z a w em H?.

Em [46] mostra-se que d € de fato uma métrica.

Considere a aplicacio f : H?> — D? dada por

_zi-i—l
z+i’

f(2) (6.4)
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Observa-se que f é uma aplicagio injetiva, e que d* dado por

d*(z,w) =d(f ' (2),f (W) (z,weD?) (6.5)

2|dz|
1|z

essa convengio, f é uma isometria de (H?,d) em (ID?,d). Isso nos permite trabalhar com o modelo

é uma métrica em D2, e pode ser identificada com a métrica derivada da diferencial ds = Com
mais adequado de acordo com a necessidade. A vantagem do modelo do disco de Poincaré é que
por este ser um subconjunto limitado do plano Euclidiano, € mais conveniente para a visualiza¢do do
plano hiperbdlico. Por outro lado, o modelo do semi-plano superior nos permite usar coordenadas
cartesianas nos calculos.

A fronteira de H?, é dado por dH? = RU {eo}, e é caracterizado pela propriedade da distancia
hiperbdlica desses pontos a qualquer ponto no plano hiperbdlico ser infinita, por isso o conjunto desses
pontos é chamado pontos no infinito ou circulo no infinito. J4 a fronteira de D? é dD? = {z € C: |z]| =
1} chamado circulo principal ou também circulo no infinito.

Geodésicas sdo caminhos com o menor comprimento hiperbolico ligando dois pontos distintos.
Em H? as geodésicas sio semi-circulos e semi-retas ortogonais ao eixo real R = {z € C | Im(z) = 0}.
Enquanto as geodésicas em D? sdo segmentos de circulos Euclidianos ortogonais a dID?, em particular
seus didgmetros. Quaisquer dois pontos z,w € H? podem ser ligados por uma tinica geodésica, e a
distancia hiperbdlica entre estes pontos € igual ao comprimento hiperbdlico do tnico segmento de
geodésica que os liga, [46].

Uma propriedade que diferencia a geometria hiperbdlica da Euclidiana é que dado uma geodésica
L e um ponto z € H? nio pertencente a L , existe mais de uma geodésica passando por z que nio
intersecta L. Ou seja, H?Z, de fato, ndo satisfaz o quinto postulado de Euclides.

Seja A C H?, a drea hiperbélica de A é dada por

pa) = [[ 252 (6.6)

y2

se essa integral existir.

No entanto, para determinar a drea de um tridngulo hiperbdlico podemos usar o teorema de Gauss-
Bonnet que mostra que a drea hiperbdlica de um triangulo hiperbdlico depende apenas de seus angulos.
Lembramos que o dngulo hiperbélico entre duas geodésicas em H? com intersec¢iio no ponto z é o
angulo (Euclidiano) entre os vetores tangentes as geodésicas, e a soma dos angulos internos de um

triangulo hiperbdlico € menor que 7.

Teorema 1 (Gauss-Bonnet) Seja A um tridngulo hiperbdlico com dngulos internos o, 3, 0. Entdo a
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drea de A é dada por

uA)=r—a—p—6.

Os préximos conceitos sao necessdrios para a defini¢do de um grupo Fuchsiano, que por sua vez
¢ importante devido ao fato do emparelhamento de lados de um poligono hiperbélico (modelo planar
de superficies, que veremos na Secao 6.2) ser realizado pelos elementos de um tal grupo.

Considere o grupo multiplicativo das matrizes reais 2 X 2

a b
=(03)
com a,b,c,d € R e det(A) = 1. Esse grupo é conhecido como grupo unimodular e é denotado por
SL(2,R).

Uma transformagcdo de Mdbius é uma aplicagdo T : C — C definida por

_az+b
cz+d’

T(2)

onde a,b,c,d € R tal que ad —bc = 1. Podemos representar uma transformacdo de Mobius por ma-
trizes do tipo +A, onde A € SL(2,R). Assim, a composi¢do de duas transformagdes corresponde
ao produto de duas matrizes, a transformacdo identidade corresponde a matriz identidade I, e a
transformagdo inversa a matriz inversa. O grupo projetivo especial linear, denotado por PSL(2,R), é
o grupo multiplicativo de transformacdes de Mobius, equivalentemente, PSL(2,R) = SL(2,R/(+1).

As transformacdes de Mobius dividem-se em trés classes distintas: eliptica, parabdlica e hi-
perbdlica. A classificacdo destas transformacoes depende da fungdo traco de T definida por Tr(T) =
tr(A)]? = [tr(—A)]?, onde T é uma transformacdo de Mobius correspondente ao par de matrizes
+A € SL(2,R) e tr(A) é a fungdo trago usual de matrizes. Pode-se verificar que essa fungdo é bem

definida. Assim, para T € PSL(2,R) \ I, tem-se que:
(i) T é eliptica se, e somente se, Tr(T) < 4;
(ii) T é parabolica se, e somente se, Tr(T) = 4;
(iii) T € hiperbdlica se, e somente se, Tr(T) > 4.

Outra maneira de classificar as transformagdes de Mobius € através dos pontos fixados pela trans-

formacdo. Seja 7 uma transformacao de Mobius, dizemos que
(i) T é eliptica se tem um ponto fixo em H? e nenhum em JH?;

(ii) T é parabdlica se tem um ponto fixo em JH? e nenhum em H?;
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(iii) 7 é hiperbdlica se tem dois pontos fixos em dH? e nenhum em H?.

Se T fixa trés ou mais pontos, entdo 7" € a identidade, e portanto fixa todo ponto.

As transformacdes de Mdbius sdo homeomorfismos e preservam a distincia hiperbélica em H?Z.
Assim, o grupo PSL(2,R) é um subgrupo do grupo de todas as isometrias de H?, denotado por
Isom(H?). Consequentemente, qualquer transformagio em PSL(2,R) leva geodésica em geodésica.
Outro fato importante é que transformacdes de Mobius sdo transformacoes conformes, ou seja, pre-
servam angulos. Disso segue que a drea hiperbdlica € invariante sob todas as transformagdes em
PSL(2,R).

O grupo PSL(2,R) pode ser visto como um espago topoldgico em que cada transformagdo T €
PSL(2,R), T(z) = %t ¢ identificada com o ponto (a,b,c,d) € R*. Assim, como um espaco to-

cz+d’
polégico, podemos identificar SL(2,IR) com o subconjunto de R*, X = {(a,b,c,d) € R*|ad —bc = 1}.

Definindo a aplicag¢do 6 : X — X por 8(a,b,c,d) = (—a,—b,—c,—d), vemos que § é um homeo-
morfismo e além disso, § junto com a identidade formam um grupo ciclico de ordem dois agindo em
X.

A topologia em PSL(2,R) é definida como o espago quociente

SL(2,R)

PSL(2,R) ~ e

onde a norma em PSL(2,R) é induzida do R*: paracada T € PSL(2,R), T (z) = f;is, comad—bc=1,

definimos
IT|| = (@ + b+ +d2)2.
T estd bem definida. Portanto, PSL(2,R) é um espago topoldgico com respeito & métrica || — S||.

Similarmente, o grupo Isom(IH?) é também um espago topoldgico.

Definiciio 16 Um subgrupo T C Isom(H?) é discreto se a topologia induzida em T é uma topologia

discreta, isto é, se ' é um conjunto discreto no espago topolégico Isom(H?).
Definicao 17 Um grupo Fuchsiano é um subgrupo discreto de PSL(2,R).

Uma familia {M,, | & € Q} de subconjuntos de X indexados por elementos de um conjunto Q ¢é
chamada localmente finita se para qualquer subconjunto compacto K C X, My N K # (0 para apenas
uma quantidade finita de @ € Q. Considere um espago métrico X e um grupo G de homeomorfismos
de X. Dizemos que um grupo G age propriamente descontinuamente em X se a G-6rbita de qualquer
pontox € X, G(x) ={T(x) : T € G}, é localmente finita. Assim, grupos Fuchsianos sdo caracterizados

no seguinte teorema.
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Teorema 2 [46] I" C PSL(2,R) é um grupo Fuchsiano se, e somente se, I age propriamente descon-

tinuamente em HZ.

Definicao 18 Seja X um espagco métrico e I' um grupo de homeomorfismos agindo propriamente
descontinuamente em X. Um subconjunto fechado F C X com interior ndo vazio é chamado regido
fundamental de T" se

(i) |JT(F)=X,

Tell

(i) imtFO\T(intF) =0, VT el —{ld},
onde intF é o conjunto de pontos interiores de F.

A familia {T(F) : T € T'} é chamada tesselacdo de X.

A érea de uma regido fundamental, se finita, ¢ um invariante numérico do grupo.

Seja I' um grupo Fuchsiano e z; € H? tal que T(z1) # z1 para todo T € '\ {id}, entdo D, (T') =
{zeW?|d(z,21) <d(z,T(z1)), VT € I'} é uma regido fundamental de I", chamada regido de Dirichlet.

6.2 Modelo Planar de uma Superficie

Para generalizar a constru¢do de Kitaev dos c6digos téricos em superficies compactas com género
g > 2, precisamos primeiro selecionar um poligono hiperbélico P’ que ird funcionar como o modelo
planar da superficie, e depois precisamos determinar suas possiveis tesselacdes {p,q}. Nesta se¢do
trataremos do problema de escolher o modelo planar da superficie.

Antes porém, se faz necessdario uma breve revisdo de alguns conceitos basicos de topologia de
superficies. Para uma revisdo mais aprofundada desse assunto sugerimos as referéncias [77, 29].

Um poligono hiperbdlico P' com p' lados, ou um p’-gon, é um conjunto convexo fechado consis-
tindo de p’ segmentos de geodésicas hiperbdlicas. A intersec¢io de duas geodésicas é chamada vértice
do poligono. Um p’-gon cujos lados t¢ém 0 mesmo comprimento € os Angulos internos sio iguais, €
chamado um p’-gon regular.

Uma tesselacdo regular do plano Euclidiano ou hiperbdlico, ¢ uma cobertura de todo o plano
por poligonos regulares, todos com o mesmo nimero de lados, sem superposi¢des de tais poligonos,
encontrando-se somente ao longo de arestas completas ou em vértices. Denotamos uma tesselagado re-
gular por {p, ¢}, onde ¢ poligonos regulares com p lados encontram-se em cada vértice. Em particular,

se p = q a tesselagdo € dita auto-dual.
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Considere uma tesselagdo regular { p,q}. Podemos observar que o dngulo interno de um p-gon em

um vértice deve ser 27”, e se considerarmos o poligono dividido em p tridngulos, entdo o angulo que

estd no centro do poligono serd 27”, enquanto os demais serdao %—Z Portanto, no caso Euclidiano, temos
que

2r 21

—+==m.

p q

Segue-se que,

pPqg—2p—2q=0
(p—2)(g—2)=4 (6.7)

Para esta equacdo existem trés solucdes reais, ou seja, existem trés tesselacdes regulares no plano
Euclidiano. A saber, tesselacdes formadas por quadrados {4,4}, por hexdgonos regulares {6,3} e por
tridngulos equilateros {3,6}.

No plano hiperbdlico temos a seguinte relagao:
2r 2w
q p

T >
Entao,

pg—2p—2q>0

(p—2)(g—2) > 4. (6.8)

Existem infinitas solucdes para esta inequagdo. Portanto, existem infinitas tesselagdes regulares no
plano hiperbdlico. Por exemplo, se p = ¢, entdo temos todas as tesselagdes auto-duais {p, p}, com
p>4.

Gostariamos de chamar atengdo para a notacdo. O poligono regular hiperbdlico que servird de
modelo planar da superficie, e que serd denotado por P, é o poligono associado com a regido funda-
mental da tesselagdo {p’,¢'}, ou seja, P’ € um poligono com p’ lados onde ¢’ poligonos com p’ arestas
encontram-se em cada vértice. Enquanto a tesselacdo {p, ¢} dentro de P’ tem como regido fundamen-
tal um poligono hiperbdlico regular, denotado por P, com p lados onde ¢ poligonos com p lados se
encontram em cada vértice. A area desses dois poligonos estao relacionadas pela equagdo (6.13).

Um importante invariante topolégico que usaremos nessa secao € a caracteristica de Euler. Dada
um regido compacta X, podemos tesselar essa regido com um ndmero finito de copias de um dado

poligono. A caracteristica de Euler de X, denotada por x(X), é dada por

xX(X)=V—E+F, (6.9)
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onde V denota o nimero de vértices dessa tesselacdo, E denota o nimero de arestas e F' denota o
nimero de faces (ou seja, o nimero de poligonos). Outra maneira de estabelecer a caracteristica de

Euler ¢ através do género g de X, e entdo (X ) é dada por
x(X)=2—2g. (6.10)

Note que, no caso de uma tesselacao regular, se contarmos as g arestas em cada um dos V' vértices,
teremos contado cada aresta da tesselacdo duas vezes. Analogamente, se contarmos todas as p arestas
correspondendo ao bordo de cada uma das F faces da tesselagcdo, teremos contado cada aresta da

tesselagcao duas vezes. Portanto, a seguintes igualdades sao satisfeitas,
qV =2E = pF. (6.11)

Por exemplo, se considerarmos uma tnica face da tesselagdo, ou seja, um poligono P com p lados,

entdio F =1,V =p/qe E=p/2.

6.2.1 Geracao de uma superficie a partir de um poligono P’

Uma superficie topoldgica compacta M pode ser obtida de um poligono P’ por pares de arestas
(ou lados) identificadas, uma vez que as condicdes de comprimento e angulo sejam satisfeitas.

A operagdo de identifica¢do de pares de lados de um poligono hiperbélico P’ é formalmente de-
finida como uma transformacao de emparelhamento de lados. Desde que o comprimento dos lados
sejam iguais, uma transformagao de emparelhamento de lados é uma isometria ¥ # Id de um grupo de
isometrias que preserva orienta¢do I, levando um lado s de P’ a outro lado y(s) = s’ de P’. E também,
y~! €T\ {Id} leva y(s) = s’ a 5. Assim, dizemos que os lados s e s" sdo emparelhados. Se s é iden-
tificada com s’, e s’ € identificada com s, entdo s € identificada com s”. Tal cadeia de identificagdo
pode ocorrer também com vértices, e entdo chamamos um conjunto maximal {v,v,,...v;} de vértices
identificados de um ciclo de vértices.

Mais especificamente, sejam I' um grupo de isometrias que preserva orientacdo e D um poligono
(ou uma regido de Dirichlet) para I'. Assumimos que todos os vértices de D estejam dentro de H?Z.
Uma transformacdo de emparelhamento de lados é uma isometria que preserva orientagéo y € I'\ {I/d}
que identifica um lado s € D com outro lado s’ = ¥(s) € D. Note que cada vértice v € D é aplicado
a outro vértice de D sob uma transformagdo de emparelhamento de lados associado a um lado cuja
extremidade é v. Cada vértice v de D tem dois lados s e xs de D com extremidade v. Denotamos por
(v,s) um vértice v e um lado s de D com extremidade v, e por (v, s) o par do vértice v e o outro lado

xs com extremidade v. Considere o seguinte procedimento:
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(i) Seja v = vp um vértice de D e seja sp um lado com uma extremidade em vy. Seja y; uma
transformacdo de emparelhamento de lados associada ao lado sg. Assim 7] leva sg a um outro

lado 51 de D.

(ii) Sejam s; = ¥1(s0) e vi = %1 (vo). Isso fornece um novo par (vy,s;).

e (iii) Agora considere o par (vq,*s1). Esse é o par consistindo do vértice v e o lado *s;.

(iv) Seja 7, a transformagdo de emparelhamento de lados associada ao lado xs1. Entdo, 7 (xs)

¢ um lado s de D e 1»(vy) = vy, um vértice de D.

(v) Repita o processo acima indutivamente. Veja Figura 6.1.

Assim, obtemos uma sequéncia de pares de vértices e lados:

()= ()= ()= ()= ()= ()= () =

Como existe um ndmero finito de pares (v,s), esse processo de aplicacdo de uma transformacao
de emparelhamento de arestas seguida de uma aplicagdo * deve eventualmente retornar ao par inicial
(vo,50). Seja A > 0 o menor inteiro para o qual (vy,*s;) = (vo,50). A sequéncia de vértices vy —
vy — -+ — vy _; € ociclode vértices, e a transformacgdo ¥, vy - - - oY1 € chamada uma transformacdo
de ciclo eliptico. Como a quantidade de pares de vértices e lados € finita, entdo existe apenas uma

quantidade finita de ciclos de vértices e transformacoes de ciclos elipticos.

Vs

Vi

Figura 6.1: Exemplo de emparelhamento de lados de um octégono hiperbdlico cujo ciclo eliptico €
% mes e

Um emparelhamento de lados de P’ define um espaco de identificagdo Spr. Esse espago de
identificacdo tem uma funcao distancia que coincide com a distincia hiperbdlica para regides sufi-
cientemente pequenas no interior de P, tornando-o uma superficie hiperbélica quando os 4dngulos de

cada ciclo de vértices somam 27.
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Note que o niimero de lados de P’ € par, uma vez que os lados sdo identificados aos pares. Poderia-
se ter um ndmero impar de lados, porém um lado teria que ser identificado consigo mesmo, adicio-
nando um vértice no meio desse lado, mas esse ndo € o caso em consideragio. Se P’ € um 2-gon, entio
existem apenas duas possibilidades para a identificagdo de lados. Uma delas nos d4 uma esfera e a
outra o plano projetivo. Similarmente, se P’ é um 4-gon, as possiveis identifica¢des de lados resultam
na esfera, plano projetivo, toro ou garrafa de Klein, e essas superficies podem ser realizadas geome-
tricamente como superficies Euclidianas. Todas as outras superficies compactas podem ser realizadas
geometricamente como superficies hiperbdlicas.

Pode-se mostrar que qualquer superficie topoldgica Spr ndao homeomorfa a uma esfera ¢ homeo-
morfa a uma superficie Sp+ para qual P* tem um tnico ciclo de vértices. Assim, podemos assumir que
P’ tem um emparelhamento de lados particularmente simples. Portanto, qualquer superficie compacta
pode ser realizada geometricamente, [77].

De acordo com o teorema de Killing-Hopf (veja Ref. [77]) qualquer superficie hiperbdlica conexa
completa é da forma H? /T, onde I age propriamente descontinuamente em H?, ou seja, I é um grupo
Fuchsiano.

Do teorema de Killing-Hopf, desde que Spr é completo, ou seja, cada segmento geodésico em
Sp pode ser estendido indefinidamente, podemos expressar Sp como um quociente S /I",R?/T’, ou
H?/T. Pode-se mostrar que Spr é completo se P’ é compacto, [77]. Assim, espacos de identificagio
de poligonos compactos podem ser realizados por superficies geométricas.

Por outro lado, uma superficie compacta S?/T", R? /T", ou H? /T, é o espaco de identifica-¢io de um
poligono na geometria correspondente. A esférica (S?/I’) e a Euclidiana (R?/T") sdo os casos mais
simples entre os espagos de identificacdes.

As superficies hiperbélicas H? /T" obtidas como espagos de identificacdo de poligonos sdo aquelas
para as quais I' € finitamente gerado. Como I" € gerado por transformacdes de emparelhamento de
lados e um poligono P’ tem apenas uma quantidade finita de lados, entdo I" é finitamente gerado se
P’ é uma regido fundamental para I'. A reciproca € verdade, basta construir uma regido fundamental
poligonal para um dado I" finitamente gerado.

Assim, uma superficie hiperbélica compacta H? /T" é o espaco de identificacio de um poligono se
o poligono é uma regido fundamental para I". Uma condi¢@o necessdria e suficiente para um poligono

ser uma regidao fundamental € a seguinte.

Condicéo de lado e angulo [77]: Se um poligono compacto P' é uma regido fundamental para um

grupo de isometrias que preservam orientacdo I de S? (superficie esférica), R? (plano Euclidiano),
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ou H? (plano hiperbélico), entdo
(i) Para cada lado s de P’ existe um tinico lado s' de P’ tal que s' = y(s), paray € T';

(ii) Dado um emparelhamento de lados de P', para cada conjunto de vértices identificados, a soma

dos dngulos tem que ser igual a 2. Esse conjunto é um ciclo de vértices.

Teorema 8 (Poincaré) [77] Um poligono compacto P’ satisfazendo as condicdes de lado e angulo é
uma regido fundamental para o grupo 1" gerado pelas transformacoes de emparelhamento de lados

de P', e T" é um grupo Fuchsiano.

6.2.2 Classificacao topologica de superficies

Toda superficie geométrica é da forma S? /I",R? /T, ou H?/T", assim o problema de classificagio
de superficies é trocado pelo problema de classificacdo dos grupos I'. Uma maneira de distinguir
superficies hiperbdlicas € usando topologia. Superficies podem ser distinguidas topologicamente por
seu género.

Como vimos, superficies topoldgicas podem ser obtidas como o espago de identificacdo Spr de
um poligono P’, e se P’ nio é homeomorfo a S?, entdo P’ pode ser escolhido a ter um tnico ciclo
de vértices. Usamos esse fato para classificar as superficies ndo-esféricas Spr mostrando que todas
tais superficies sdo obtidas de poligonos cuja identificacdo de lados € dada na forma normal. As
superficies com diferentes formas normais sao nao-homeomorfas.

Denotamos as arestas identificadas no bordo de P’ pela mesma letra, por exemplo a. Quando as
arestas sdo diretamente opostas, denotamo-as por a, al.

Na forma normal cada superficie compacta orientdvel € homeomorfa a um espago de identificacao

1

Spr de um poligono P’ com bordo da forma aa™" or alblal_lbl_l . .agbga’lbé?l. No primeiro caso,

8

Spr € dito ter género 0, no ultimo caso Spr tem género g. O género g pode ser informalmente definido
como o numero de “al¢as” ou “buracos” porque cada segmento aibiaflb; ! no bordo de P’ dé origem
a uma al¢a. O género € o invariante que distingue topologicamente as superficies. Uma construg¢do

mais detalhada da forma normal pode ser encontrada em [77].

Classificacao geométrica das superficies

Quando superficies geometricamente orientdveis sdo construidas na forma normal, qualquer su-
perficie de género O torna-se uma esfera (eliptica), qualquer superficie de género 1 torna-se um toro

(Euclidiano), e superficies com género > 2 tornam-se um g-toro (hiperbdlica). Reciprocamente, toda
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superficie hiperbdlica compacta orientdvel é de género > 2, ou equivalentemente, sua caracteristica
de Euler € um ndmero par negativo, devido a equagao (6.10).

Seja M = H?/T" uma superficie hiperbélica compacta. M pode ser realizada como o espago de
identificacdo Spr de um poligono convexo P’ (a regido de Dirichlet para o grupo I'). A area desse
poligono é uma propriedade geométrica que distingue tais superficies. De fato, seja P’ um poligono
com p’ arestas, ou um p’-gon, ou seja, a regido fundamental da tesselagdo {p’,q'}. Do teorema de

Gauss-Bonnet, a drea de Ml € dada por

uM) = u(P)

ondeV=p'/qdeE=p)2.

6.2.3 Critério para escolha do poligono P’

Vimos que uma superficie compacta pode ser obtida de um poligono P’ se este satisfaz a condi¢do
de lado e 4ngulo, e portanto o teorema de Poincaré, ou seja, P’ é uma regido fundamental para o grupo
Fuchsiano I" formado pelas transformacdes de emparelhamento de lados de P’.

Se P’ é uma face da tesselacdo {p’, ¢}, podemos concluir que
e p’ deve ser um inteiro par;

e considerando a caracteristica de Euler da superficie (6.9) e (6.10) e as identificagdes de lados de

/ /
P, temos que V = %, E =5 e F = 1. Portanto, p’ deve ser par e divisivel por ¢

Assim, e lembrando que tesselagdes Euclidianas devem satisfazer (6.7) enquanto tesselacdes hiper-
bélicas devem satisfazer (6.8), concluimos que se ¢’ for par, entdo ¢’ = 4,8,12,..., ou seja, g’ = 4r,
parar=1,2.3,.... Logo, p’ deve ser da forma (2r' —1)q’, ¥ =1,2,3,.... E se ¢’ for impar, entdo
¢ =2r+1, e portanto p’ = 2(2¥ — 1)q4/, onde r,¥ = 1,2,3,.... Note que, para cada valor de ¢/,
variando o valor de 7/, obtemos um p’ diferente. Mostramos alguns exemplos de possiveis tesselagdes

cuja face gera uma superficie compacta na Tabela 6.1.
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Pode-se classificar essas tesselacdes em funcdo do género, como € visto na terceira coluna da Ta-
bela 6.1, {4g,4¢},{4g+2,2¢+ 1}, {8g—4,4} e {12g— 6,3}, entre outras. As tesselagdes auto-duais
do tipo {4g,4g}, para o objetivo de gerar constelagdes de sinais geometricamente uniformes, sdo as
tesselagdes menos densas, pois apresentam menos pontos no reticulado, consequentemente 0s pontos
sdo mais distantes uns dos outros. As outras tesselacdes sao usadas para obten¢do de reticulados mais

densos, dentre as quais a tesselacdo do tipo {12g — 6,3} é a mais densa, [79].

Tabela 6.1: Poligonos que geram superficies compactas.

{p,q} | g | modelo da tesselagio
{44} |1 {4g,4¢}
{6,3} |1 {12¢—6,3}
{8,8} |2 {4g,4¢}
{10,5; 12| {4g+2,2¢+1}
{12,4} |2 {8g— 4,4}
{12,12} | 3 {4g,4¢}
{14,7} |3 {4g+2,2¢+1}
{16,16} | 4 {4g.4g}
{18,3} |2 {12¢—6,3}
(18,9} [4| {4g+2,2g+1}
{20,4} |3 (8¢ —4,4)
{20,20} | 5 {4545}
{22,11} | 5] {4g+2,2¢+1}
{248} |5 {12 8}
{24,24} | 6 {4g,4¢}
(26,13} [ 6| {4g+2,2g+1}
(28,28} | 7 {4s.45}
(30,3} |3 {12¢—6,3}

Assim, para cada tipo de poligono proveniente de um dos modelos {4g,4¢g}, {4g+2,2g + 1},
{8g—4,4} e {12g — 6,3} é possivel obter a superficie de género g de acordo com a transformagao
de emparelhamento de lados do poligono. Por exemplo, o grupo de Klein (veja Ref. [77]) é uma
superficie de género 3 gerada a partir de um 14-gon que é uma face da tesselagdo {14,7} ({4g+2,2¢+
1}) no plano hiperbdlico, onde os lados sdo identificados pela relagdo ¥; : s2i+1 — $2i+6, € @ soma dos
indices de s € realizada médulo 14, (Fig. 6.2). Note que, como esse 14-gon com a transformacao de
emparelhamento de lados dada, satisfaz o teorema de Poincaré, é uma regiao fundamental para I, onde
I' é o grupo consistindo das transformacdes de emparelhamento de lados. Neste exemplo, obtemos
sete (2g + 1) transformacdes %; e dois ciclos de vértices cuja soma dos angulos € igual a 2. Quando

mudamos o tipo de tesselagdo mudamos também as transformacdes de emparelhamento de lados, e
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consequentemente o nimero dessas transformagdes e o nimero de ciclos de vértices. E claro que
podemos ter para a mesma tesselacdo tipos diferentes de transformacdes que podem gerar a mesma

superficie. Haja visto que a transformag¢do na forma normal é sempre possivel.

Figura 6.2: Grupo de Klein - um 14-gon com tesselagio {7,3} dentro.

Teoricamente, qualquer poligono que gere uma superficie compacta pode ser usado na constru¢ao
de tais c6digos. Porém, usaremos um critério para a escolha do nosso modelo planar de superficies.
Como foi visto no capitulo 3, a distancia minima de um c6digo TQC estd relacionada com os ciclos
homologicamente ndo-triviais da superficie. Para que tenhamos a maior distancia permitida, iremos
considerar poligonos P’ para os quais podemos identificar lados opostos. Isso € possivel para poligonos
4g¢-gon provenientes de tesselagdes do tipo {4g,4g}. De fato, considere y: S — S, dada por y(s;) =
Si+2g, onde S = {s1,...,54¢} € o conjunto de lados de P,i=1,2,...,4g, e a soma dos indices de s
é realizada médulo 4g. Tal isometria ¥ realiza o emparelhamento de lados opostos de P, veja Figura
6.3. Como p’ = ¢’ = 4g, o tnico ciclo de vértices obtido dessas transformagoes de emparelhamento de
arestas tem a soma dos angulos internos igual a p’ % = 27, portanto P’ satisfaz o teorema de Poincaré.

Note que, para esse modelo, existem 2g transformacdes e apenas um ciclo de vértices.

Nas referéncias [45, 53, 58] € possivel observar que outros poligonos gerados a partir de tesselacoes
mais densas ndo sdo capazes de satisfazer o teorema de Poincaré com transformagdes que emparelham

lados opostos do poligono. Por esse motivo, nosso modelo planar serd o poligono do tipo 4g-gon.
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Figura 6.3: Transformagdo de emparelhamento de lados y(s;) = si12,.

6.3 Tesselacao {p,q}

Similarmente a construgio de Kitaev, queremos determinar todas as possiveis tesselagdes {p, ¢}

do poligono P’. Para isso devemos determinar as solu¢des da equagio

u(P)=npu(P), (6.13)

onde as tesselagdes hiperbdlicas devem satisfazer a seguinte desigualdade (p —2)(¢—2) > 4. Na
equacdo (6.13) p(P’) denota a drea do poligono P associado com a regido fundamental da tesselagéo
{P',q'}, u(P) denota a drea do poligono associado com a regido fundamental da tesselagdo {p,q},
e ny (nimero de faces da tesselagdo) é um inteiro positivo. Note que, dada uma tesselagao {p,q}, a
tesselagdo dual {g, p} tem que satisfazer as mesmas condigdes anteriores.

As tesselacdes obtidas a partir da equacdo (6.13) satisfazem o Teorema 3 de Edmonds, Ewing e

Kulkarni, [25]. Portanto, estas sdo de fato todas as possiveis tesselacdes de P'.

Teorema 3 [25] Seja M uma superficie fechada e sejam p,q,V,E, F inteiros positivos tais que

V—E+F =yx(M), (6.14)
pF =2E =4V. (6.15)

Entdo os seguintes itens sdo satisfeitos:

e (Existéncia):Existe um {p,q}-padrdo em M consistindo de F faces de p-lados, E arestas e
V vértices cada um com valéncia q; exceto quando M é o plano projetivo, {p,q} = {3,3},

V=F=2eE=3;
e (Geometrizacdo): Um {p,q}-padrdo em M pode ser realizado geometricamente,

e (Classificacao): Um {p,q}-padrdo na esfera ou no plano projetivo é unico. Para todas as

outras superficies M os {p,q}-padrées em M sdo classificados por classes de conjugagdo de
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subgrupos isomorfos ao grupo fundamental de M nos grupos de Schwarz estendidos (p,q,2)-

tridngulo.

Como um exemplo, considere novamente o grupo de Klein. Ele é um 14-gon e pode ser tesselado
com um conjunto de 24 heptdgonos regulares idénticos, ou alternativamente, com um conjunto de 56
triangulos equildteros. Essas duas tesselacdes sdo duais uma da outra, no sentido que os vértices de
uma tesselacdo correspondem as faces da outra. Ou seja, o 14-gon é tesselado pela tesselagdo {7,3}
(veja Figura 6.2) e por sua tesselagdo dual {3,7}. Observe que a area do 14-gon é igual a area dos 24
heptdgonos e a drea dos 56 triangulos equildteros.

Da equagdo (6.12) e do teorema de Gauss-Bonnet, a equagdo (6.13) pode ser escrita como:

2pm
Am(g—1) = ny {(p—Z)TL’—%)]. (6.16)
Disso segue que o niimero de faces da tessela¢do {p, ¢} de P’ é dado por
4q(g—1
ny——2ae=1) 6.17)
pq—2p—2q

A partir dessa equagdo (6.17), e lembrando que ny deve ser um inteiro positivo, podemos explicitar
todas as tesselagdes de P’ atribuindo valores possiveis a p e g (veja Tabelas 6.2, 6.3, 6.4 € 6.5 como

exemplos).

6.4 Construcao de Codigos Quanticos Topologicos

Podemos definir formalmente um cédigo quéntico topoldgico da seguinte maneira.

Defini¢ao 19 Seja M uma superficie compacta e {p,q} uma tesselagdo de M com E arestas, V
vértices e F faces. Dados um vértice v €V e uma face f € F, definimos os operadores A, como o pro-
duto tensorial de G, correspondendo a cada aresta tendo v como um vértice comum e os operadores By
como o produto tensorial de &, correspondendo a cada aresta formando o bordo da face f. Um codigo
qudntico topoldgico € com comprimento n = |E|, com estabilizador . = {A,|ve V}U{By| f € F},
codifica k = 2g qubits (se a superficie ndo tem bordo) e sua distdncia é d = min{ 6,8}, onde & denota

a distdncia do cédigo na tesselacdo {p,q}, enquanto 8* denota a distancia cédigo na tesselagdo dual

{g.p}.

Assim, para gerar os cédigos TQC em superficies com género g > 2, precisamos definir os opera-

dores estabilizadores. Definidos esses operadores, podemos determinar os parametros do codigo.
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6.4.1 Operadores e parametros

Como na construcio de Kitaev, dado um vértice v da tesselacdo, o operador vértice age nao tri-
vialmente nos ¢ qubits que tém o vértice v como extremidade, e nos qubits restantes age o operador

identidade, isto &,

O0(jEE,
AV = ®Gx (J )7
JEE

onde E, denota o conjunto de arestas tendo v como um vértice comum.

Similarmente, dada uma face f da tesselacdo, o operador face age ndo trivialmente nos p qubits

que formam o bordo desta face, e nos demais qubits da tesselacdo age a identidade, ou seja,

By = o™,
JEE

onde Ey denota o conjunto das arestas que formam o bordo de f. Portanto, o codigo € dado por

¢ ={lv):Aly)=v), Brly) =y) Vv f}.

Da equagdo (6.13), temos que ny € o nimero de faces da tesselagdo {p’,q'} de P’. Como cada
aresta desta tesselacdo pertence a duas faces simultaneamente, ao todo temos n = nyp/2 arestas, ou
qubits. Note que, n deve pertencer a Z™.

Os operadores A, € By sdo os operadores estabilizadores deste codigo. Com efeito, A, e By sdo
operadores de Pauli e sdo mutuamente comutativos. Além disso, cada aresta € fronteira de duas faces
ou tem dois vértices como extremidades, o que implica que cada aresta € contada duas vezes quando

consideramos o produto de todos os operadores vértice ou face. Assim:

[[Av =1 and []Bs=1. (6.18)
v f

Um operador vértice e um operador face podem ser expressos como o produto dos demais operadores
do mesmo tipo. Conclui-se deste fato que existem ny — 1 operadores face independentes e n, — 1
operadores vértice independentes, onde n, é o nimero de vértices da tesselagdo {p,q} de P'. Assim,
temos ny +n, — 2 geradores do grupo estabilizador. Consequentemente, o cédigo deve codificar k =
n—(ny+n,—2) qubits.

Note que, o nimero de vértices da tesselagao coincide com o nimero de faces da tesselagdo dual,

entdo n, = nyp/q. Da equagio (6.16) temos
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2(2¢—-2) = nyp—2ny —2nf£
q

2¢ -2 = nfg—nf—nfg
26—2 = n—ny—n,

2¢ = n—ny—n,+2.

Portanto, o niimero de qubits codificados € k =n —ny —n, +2 = 2g, e a dimensio do cédigo € ¢é
228 = 48,

Substituindo o valor de ny dado em (6.17), em n =n fg, obtemos o valor de n em func¢ao de p,q

P9—2p—2q

e g. Entdo, para cada tesselacdo {p,q}, a taxa assintética do cédigo k/n é dada por k/n — o

quando g — oo.

6.4.2 Distancia do codigo

Lembramos que a distdncia de um cédigo estabilizador € o peso do operador de Pauli de menor
peso que preserva o subespaco do c6digo e age ndo-trivialmente sobre 0 mesmo. Em termos de um
codigo tdrico, a distancia € o minimo entre o ndmero de arestas contidas no menor ciclo homologica-
mente ndo-trivial da tesselacdo ou da tesselacdo dual, [22].

Para TQC em superficies com género g > 2, a distancia € similar a distancia do codigo térico. O
que se deseja € procurar o menor ciclo homologicamente ndo-trivial da tesselacdo ou da tesselacdo
dual. Tais ciclos em um p’-gon sdo dados pelas geodésicas de menor comprimento que ligam os la-
dos identificados de P’. Em termos de arestas da tesselagdo de P/, o menor ciclo homologicamente
nao-trivial € o caminho sobre as arestas que mais se aproxima das geodésicas de menor comprimento.
Assim, a distancia do cédigo serd o minimo entre o numero de arestas do menor ciclo homologica-

mente ndo-trivial da tesselacdo e da tesselacdo dual.

m/4g

w/4g

Figura 6.4: Comprimento hiperbélico (2a) da menor geodésica ligando lados identificados de P’.
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2r/p

w/q

Figura 6.5: Comprimento da aresta (c) da tesselagdo {p,q}.

Com argumentos de trigonometria hiperbdlica, é possivel calcular facilmente a distancia entre os
lados emparelhados de P’. Esta distincia, denotada por dj, é o comprimento hiperbdlico da geodésica
ortogonal comum a estes dois lados, (Fig. 6.4), e € dada por

dy = 2a = 2 arccosh {7;:;?&2 ;ig] . (6.19)
Essa equagdo é obtida da relacdo cosha senf3 = cos @ (veja pagina 147 Ref. [8]), onde nesse caso
o=p=m/dg.

Como a distancia do cédigo, denotada aqui por drgc, deve ser dada em fungdo das arestas da
tesselacdo {p,q} de P’, obtemos um limitante inferior para tal distancia dividindo o valor de d}, pelo
comprimento da aresta, /(p, q), da regido fundamental da tesselagdo {p, g}, ouseja, droc > dp/1(p,q),

onde o comprimento da aresta da tesselacao € dado por

cos?(m/q) +cos(27/p)
sen?(1/q)

COs (L Cos B+cosy
senasenf3

I(p,q) = arccosh (6.20)

Essa expressdo pode ser obtida pela regra do cosseno, coshc = , onde ¢ corresponde a
aresta da tesselacgdo {p,q}, (Fig. 6.5).

Assim, droc = (l(ﬁ—f’q)] Como os valores de /(p,q) sdo invariantes, e d;, depende somente do
género, segue que dj/1(p,q) — oo quando g — eo. Note que, n = ny5 — oo quando g — eo. Contudo,
a razdo k/drgc ndo diverge necessariamente quando g — oo devido ao valor de drgc crescer mais

rapidamente do que k, e k ndo ser limitado.

6.4.3 Tabelas de codigos quanticos topologicos

O limitante inferior dj,/1(p,q) da distdncia de um c6digo definido sobre uma superficie compacta
de género g depende da escolha da tesselagdo {p,q} de P’. Quanto menor o comprimento hiperbélico

da aresta da tesselagc@o, maior serd o limitante.
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Da Equagio (6.13) ou (6.17) podemos determinar todas as possiveis tesselagdes de {p,q} de P'.
Embora tenhamos uma extensiva lista de possiveis codigos, apresentamos nas Tabelas 6.2, 6.3, 6.4
e 6.5, os mais importantes cédigos TQC em superficies com género 2,3,4 e 5, respectivamente. Os
pardmetros considerados nessas tabelas sdo: a tessela¢do {p, ¢} de P'; nimero de faces da tesselagdo,
ny; o comprimento da aresta da tesselacdo, /(p,g); o limitante inferior da distancia do cédigo, d,,/1(p, q);
os pardmetros do c6digo [[n,k,droc]], onde n denota o nimero de qubits, k denota o nimero de qubits
codificados, e drgc € a distdncia minima do cédigo.

Note que, os maiores valores dos limitantes inferiores das distancias estdo associados as tesselacoes
{3,7} e {7,3}. Todavia, a distdncia minima do c6digo é o minimo entre os valores d;/1(3,7) e
d/1(7,3). Consequentemente, a tesselagdo {3,7} limitard a distdncia minima do cédigo resultante.
Infelizmente, esse c6digo tem taxa baixa. Por outro lado, a tesselagdo {4,5} e sua tesselacdo dual
{5,4}, em geral, tém a mesma distincia enquanto mantém uma boa taxa. Como uma consequéncia,
o cddigo gerado pela tesselagdo {4,5} e seu dual, é considerado o melhor cédigo, pois em termos
gerais, a tesselagdo {4,5} mostra-se a melhor em relag@o a distincia e taxa. As tesselagdes auto-duais
apesar de apresentarem uma boa taxa, t€m um dos menores valores para a distancia. Por outro lado, os
cddigos definidos em tesselacdes auto-duais tem menor complexidade computacional. Uma possivel
aplicacdo para os c6digos definidos em tesselacdes que ndo sdo auto-duais € que os mesmos podem
ser usados quando ha necessidade de protecao desigual.

A distancia do cddigo torico cresce de acordo com o comprimento da aresta do toro plano, en-
quanto a distancia em codigos de superficie com género g > 2 cresce em funcdo do gé€nero da su-

perficie.

_ p9—2p—2q
n = =4 £
rq

Na Tabela 6.6 fazemos uma comparacio entre as taxas dos codigos com distdncia d = 3,4, e 5

Enfatizamos que a taxa assintética do c6digo é k/ e drgc — o quando g — oo,

para género g = 1,2,3,4, ¢ 5. Observe que existem TQC cujas taxas de codificagdo sao melhores
que as do cddigo térico, quando a distancia € fixada. Além disso, a taxa efetiva do cédigo derivado
das tesselagdes {4,5} e {5,4} quando g = 2, ou seja [[20,4,3]], ¢ a mesma taxa do cédigo perfeito
[[5,1,3]] (¢ =0) e do cddigo [[10,2,3]] (g = 1) obtido em [13].

Note que, existe TQC com distancia d = 5 somente em superficies com género g > 4. Além disso,
codigos quanticos MDS com parametros [[(2g +2), 2g, 2]], para g = 2,3,4,5, ..., sdo mostrados em
cada uma das tabelas. Todos os cédigos apresentados nas Tabelas 6.2, 6.3, 6.4 e 6.5 respeitam o
limitante quantico de Hamming, porém nao o atinge.

O mais importante dessa construcao é que com célculos simples € possivel explicitar todo codigo

quantico topoldgico sobre uma superficie qualquer com género g > 2. A partir das tabelas de codigos
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pode-se procurar por classes especiais de c6digos.

Tabela 6.2: Tesselacdes e pardmetros dos Tabela 6.3: Tesselacdes e pardmetros dos
TQC para g =2ed;, =3.0571. TQC para g =3 e d;, = 3.9833.
Ling T | (g [ d/llp.g) | [nkdroc] ] [{r.a} [ ns [ 1pq) | d/I(p,q) | [Inkdroc]] |
(3,77 [ 28 [ 1.0906 | 2.8033 (3,77 [ 56 | 1.0906 | 3.6526
{73} | 12 | 05663 | 5.3989 | [142,431] (73] | 24 | 05663 | 7.0347 | (184,641
(3.8} | 16 | 15286 2 (3.8 | 32 | 15286 | 2.6059
{83} | 6 | 0.7270 | 42049 [24,4.2]] {83} | 12 | 0.7270 | 5.4788 | [148,6,31]
(397 [ 12 [ 1.8551 | 1.6480 [(3.9] [ 24 | 1.8551 | 2.1472
{93} | 4 | 08192 | 3.7319 [[18,4.2]] {93} | 8 | 0.8192 | 4.8625 [136,6,311
(3,10} | 10 | 2.1226 | 14403 {3,010} [ 20 | 2.1226 | 138767
{103} | 3 | 08792 | 34773 [[15,4.2]] {103} | 6 | 08792 | 45307 [130,6,21]
3,12} | 8 | 25534 | 1.1973 [3.12] [ 16 | 25534 | 1.5600
123} | 2 | 09516 | 3.2125 [[12,4.2]] {123} | 4 | 09516 | 4.1857 [124,6,21]
{45) | 10 | 1.2537 | 2.4384 (3,14} | 14 | 28982 | 13744
{54} | 8 | 1.0613 | 2.8806 | [120.4,3]] {143} | 3 | 09928 | 40123 [21,6.21]
{46} [ 6 | 1.7628 | 1.7343 [3.18) [ 12 | 34382 | 1.1585
{64} | 4 | 13170 | 23214 [[12,4.2]] {183} | 2 | 1.0359 | 38453 [118,6,21]
{48} | 4 | 24485 | 12486 {45} |20 | 12537 | 3.1771
{84} | 2 | 15286 2 (84,211 {54} | 16 | 10613 | 3.7533 | [40,641]
[ {55) [ 4 | 16850 | 18144 | [[1042]] ] [46] [ 12 | 1.7628 | 22597
[({66) [ 2 [ 22924 [ 1333 | (6421 | {64; | 8 | 13170 | 3.0246 [124,6,31]
{48} | 8 | 24485 | 1.6260
{84} | 4 | 15286 | 2.6059 [716,6,21]
{412] [ 6 | 33258 | 11977
{124} | 2 | 1.6629 | 23954 [[12,6,2]]
[55] | 8 [ 1.6850 | 2.3640 | [120,6311 ]
5.6) | 6 | 21226 | 18767
{65) | 5 | 1.8764 | 2.1228 [115,6,21]
{5.10] | 4 | 32338 | 12318
{105} | 2 | 21226 | 138767 [710,6,21]
[ {667 | 4 [ 22924 | 17376 | (112,621 ]
{69} | 3 | 3.1614 | 12600
{96} | 2 | 24887 | 1.6006 (19,6211
2

[ {88] | 2 [3.0571 | 13030 | (18621 ]
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Tabela 6.4: Tesselacdes e pardmetros dos Tabela 6.5: Tesselacdes e pardmetros dos
TQC para g =4 e d, = 4,596. TQC para g =5 e d;, =5,0591.
[ gt T [ 1pg) [ d/llp,g) | [Inkdrocl ] L {pat [ ns [ Ulpg) [ di/lp.q) [ [Inkdroc] |
{377 | 84 | 1.0906 | 4.2144 (377 | 112 | 1.0906 | 4.6390
{73} | 36 | 05663 | 8.1165 | [[126,8,5]] {73} | 48 | 05663 | 8.9343 | [[168,10,5]]
(3.8 | 48 | 1.5286 | 3.0067 38) | 64 | 1.5286 | 3.3097
{83} | 18 | 0.7270 | 6.3215 72,8411 83F | 24 | 07270 | 6.9585 | [[96,10,4]]
{397 | 36 | 1.8551 | 2.4775 (397 | 48 | 1.8551 | 2.71272
{93} | 12 | 0.8192 | 5.6104 (54,8311 {93} | 16 | 08192 | 6.1757 | [[72,10,3]]
{310} | 30 | 2.1226 | 2.1653 {310} | 40 | 2.1226 | 2.3835
{103} | 9 | 0.8792 | 5.2276 [[45,8,31] {103} | 12 | 0.8792 | 5.7543 | [[60,10,3]]
{3.12} | 24 | 25534 | 1.8000 {312} | 32 | 25534 | 19813
{123} | 6 | 09516 | 4.8295 [36.8.21] {123} | 8 | 09516 | 53162 | [[48.10.2]]
{3.15} | 20 | 3.0486 | 15076 {3.14} | 28 | 2.8982 | 1.7456
{153} | 4 | 1.0070 | 4.5639 [130.8.2]] {143} | 6 | 09928 | 5.0959 | [[42.10.2]]
{318} | 18 | 34382 | 13367 (318} | 24 | 34382 | 14714
{183} | 3 | 1.0359 | 4.4368 27.8.211 {183} | 4 | 1.0359 | 48838 | [[36.10.2]]
{324} | 16 | 40374 | 1.1384 {322} | 22 | 38576 | 13115
{243} | 2 | 1.0638 | 4.3204 [24.3.2]] {223} | 3 | 1.0570 | 4.7861 [[33.10,2]]
{45} | 30 | 1.2537 | 3.6658 {330} | 20 | 44944 | 1.1257
{54} | 24 | 1.0613 | 4.3306 [60.,8,41] {303} | 2 | 1.0765 | 4.6998 | [[30.10.2]]
{467 | 18 | 1.7628 | 2.6073 {354} | 18 | 56828 | 0.8902
{64} | 12 | 1.3170 | 3.4899 [136,8,31] {543} | 1 | 1.0918 | 4.6336 | [[27.10.2]]
{47} | 14 | 2.1408 | 2.1469 {45} | 40 | 1.2537 | 4.0352
{74y | 8 | 14491 | 3.0717 [28.3.31] {54y | 32 | 1.0613 | 4.7670 | [[80,10,5]]
{48} | 12 | 24485 | 18771 46} | 24 | 1.7628 2.87
{84} | 6 | 15286 | 3.0067 [24.3.2]] 64F | 16 | 1.3170 | 3.8415 | [[48,10,3]]
{410} | 10 | 29387 | 1.5640 {48} | 16 | 24485 | 2.0662
{104}y | 4 | 1.6169 | 2.8424 [120.8.21] {84y | 8 | 1.5286 | 3.3097 | [[32,10,3]]
{412} | 9 | 33258 | 13819 {412} | 12 | 33258 | 15212
{124} | 3 | 1.6629 | 2.7639 [[18.3.2]] {124} | 4 | 16629 | 3.0424 | [[24.10.2]]
{416} | 8 | 39225 | 11717 {420} | 10 | 43785 | 1.1555
{164}y | 2 | 17073 | 2.6919 [16.8.21] {204y | 2 | 1.7275 | 2928 | [120.10.2]]
[ {55 [12]1.6850 | 27277 | (130,831 | [ {55) [ 16 | 1.6850 | 3.0025 | [[40,104]] |
{5.10} | 6 | 32338 | 14212 56} | 12 | 2.1226 | 2.3835
{105} | 3 | 21226 | 2.1653 [15.8.21] 655 | 10 | 1.8764 | 2.6961 | [[30,10,3]]
[ {66] | 6 | 22924 | 2.0049 | [1183831 | (510} | 8 | 32338 | 1.5644
76,12} | 4 | 3.7556 | 1.2238 {105} | 4 [2.1226 | 2.3835 [[20,10,2]]
{126} | 2 | 25534 | 1.8000 M12.8.2]] [ {667 [ 8 [ 22924 22069 | [124,103]] |
[ (88F [ 3 [ 30571 ] 15034 | (12821 | 1677 | 7 | 26293 | 1.9241
[{10,10} | 2 [ 3.5796 | 12839 | (110821 | {76y | 6 [23884 | 21182 | [[21,10.2]]
69} | 6 | 3.1614 | 16003
0.6} | 4 | 24887 | 20328 | [[18.10.2]]
{615} | 5 | 42104 | 12016
{156} | 2 | 25827 | 19588 | [[15.10.2]]
{7.14} | 4 | 41520 | 12185
{147} | 2 | 28982 | 1.7456 | [[14.10.2]]
[ B8F [ 4 [3.0571 [ 16548 | [116,102]] |
[{12,12) [ 2 [39833 ] 12701 [ [[12,102]] |
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Tabela 6.6: Cédigos com distancias d = 3,4 ¢ 5.

‘ Distance H Genus ‘ Tessellation ‘ k/n ‘
| {4,4} 2/18
Ref. [13] 2/10
) {3,7} 4/42
{4,5} 4/20
{3,8} 6/48
3 {3,9} 6/36
{4,6} 6/24
{5,5} 6/20
{3,9} 8/54
J—3 {3,10} 8/45
N 4 {4,6} 8/36
{4,7} 8/28
{5,5} 8/30
{6,6} 8/18
{3,9} 10/72
{3,10} 10/60
5 {4,6} 10/48
{4,8} 10/32
{5,6} 10/30
{6,6} 10/24
| {4,4} 2/32
Ref. [13] 2/17
3 {3,7} 6/84
d—4 {4,5} 6/40
N 4 {3,8} 8/72
{4,5} 8,/60
5 {3,8} 10/96
{5,5} 10/40
| {4,4} 2/50
Ref. [13] 2/26
d=>5 4 {3,7} 8/126
5 {3,7} 10/168
{4,5} 10/80
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6.5 Reproduciao de Codigos Conhecidos

Com a constru¢ao proposta é possivel reproduzir o cédigo de Kitaev definido no toro, considerando
a geometria Euclidiana. Também é possivel reproduzir cédigos em superficies com género g > 2

obtidos em [13].

6.5.1 Cadigo torico de Kitaev revisitado

O cddigo térico pode ser obtido a partir da construgdo proposta neste trabalho. Para isso, basta
considerar g = 1. Obviamente a determinacdo da drea ocorre de maneira diferente e mais simples por
se tratar do espaco Euclidiano.

Considere um reticulado quadrado [/ x [ do toro, onde a aresta do reticulado ¢ uma unidade de
medida. Temos que, a drea do poligono 4-gon que define o toro é A = [%, enquanto a drea da face da
tesselacdo {4,4} dentro do 4-gon é A; = 1. Da equagdo (6.13), segue que ny = [2. Portanto, o nimero

que qubits usados para codificar 2g = 2 qubits é:

2

4
1>~
2
= 212

(6.21)

que coincide com o nimero de arestas obtido em [48].

Observe que o menor ciclo homologicamente nao-trivial no reticulado quadrado do toro € exata-
mente a geodésica de menor comprimento entre lados identificados do quadrado que também coinci-
dem com os eixos coordenados do toro plano. Assim, a distancia € o comprimento do lado do poligono

(quadrado), segue que d = [. Portanto, os parimetros do cédigo térico sio [[2d2,2,d]].

6.5.2 Classe de codigos com distancia 3 em superficies com género g > 2

A construcio proposta também reproduz os resultados mostrados em [13], ou seja, a familia de codigos

1(3)-(5 ) —2o-n4]]

quando consideramos o mergulho de grafos completos K, para s = 1 mod 4, em superficies com

com parametros

género apropriado.
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Um grafo finito G consiste de um conjunto finito V; de vértices, um conjunto finito Eg de arestas
e uma fungdo incidéncia I que associa a cada aresta e um conjunto de extremidades V(e) contendo
um ou dois elementos do conjunto de vértices V. Um grafo é chamado simplicial se ele nao possui
auto-malhas ou multiplas arestas. Um grafo simplicial é chamado completo se todo par de vértices €
adjacente, ou seja, eles sdo as extremidades da mesma aresta. Um grafo completo com s vértices €
denotado por K.

Um grafo € dito mergulhdvel em uma superficie M se ele pode ser desenhado em M sem que exista
cruzamento de arestas. O género de um grafo é o menor género de qualquer superficie na qual o grafo
pode ser mergulhado, e é denotado por x(G). O mergulho de um grafo é dito orientdvel se M é uma
superficie orientdvel. Para maiores informagdes sobre grafos sugerimos a referéncia [42].

O dual de um mergulho de um grafo em uma superficie é obtido considerando o interior de cada
face do mergulho original como um vértice de um novo grafo mergulhado. Se duas faces sdo adjacen-
tes ao longo de uma aresta no grafo original, ligamos as duas faces (agora vértices do novo grafo) com
uma nova aresta cruzando a aresta original ao longo da qual as duas faces sao adjacentes. O mergulho
resultante do novo grafo na mesma superficie é chamado o dual do mergulho original, e se o grafo
dual € isomorfo ao original, entdo o mergulho original e o novo sao ditos auto-duais.

Sejam V, E e F respectivamente o nimero de vértices, arestas e faces em um mergulho orientavel
auto-dual de K. Pode-se mostrar que se o mergulho € feito em uma superficie com género g, entdo

V=F=s, E:@:(;)

Assim, a caracteristica de Euler desse grafo é dada por x (K;) =s— # +s. Como y(K;) =x (M) =
2—2g, temos g = %. Portanto, um tal mergulho pode existir somente se s = 0 ou 1 mod 4,
[60].

Portanto, quando consideramos cédigos TQC, temos que k = 2g = —2(s—1); o nimero

s
2
de arestas do poligono resultante do mergulho do grafo completo K em uma superficie compacta com

A ‘- . s L g s
género g, € igual ao ndmero de arestas do grafo. Logo, n = ( ) ) . Logo, obtemos c6digos quanticos

a=[(2)-(2) 2]

Alguns exemplos sdo mostrados na Tabela 6.7, cuja distdncia minima € droc.

topoldgicos com parametros

Da Tabela 6.7, note que a sequéncia em s dada por 4, 5, 8,9, 12, 13, 16, 17, 20, 21, --- é a unido

de duas progressdes aritméticas: a, =4+ (m—1)4d=4me b, =5+ (m—1)4=4m+1,comm > 1.
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Grafo K - s | Género - g [[n,k,d]]
4 0 [[6, 0, 4]]
5 1 [[10, 2, 3]]
8 7 (28, 14, 3]]
9 10 [[36, 20, 3]]
12 22 [[66, 44, 3]]
13 27 [[78, 54, 3]]
16 45 [[120, 90, 3]]
17 52 [[136, 104, 3]]

Tabela 6.7: Cddigos quanticos topoldgicos derivados de mergulhos de grafos K em superficies com-

pactas.

A sequéncia b, fornece os cédigos topoldgicos propostos em [12], enquanto a sequéncia a,,, m > 1,

gera uma nova classe de codigos quanticos topoldgicos, destacados em negrito na Tabela 6.7.

Para saber quais as tesselagdes que ddo origem a esses codigos, observe que, em [13] temos

n=s(s—1)/2,

e segundo nossa construgdo n = nyp/2. Entdo, tomando ny =s = lmodde p=ny—1=s—1,¢

lembrando que k£ = ( S

2

—2(s—1) =2g, temos que:

4q(g—1)
Pq—2p—2q

dqg —4q
Pq—2p—2q

2[5 —2(s -

1)] —4q

(s—1)g—2g—2(s—1)

s(s—1)g—4q(s—1)—4q
—4q(s—1)—4q

—4qs

(6.22)

Portanto, sdo tesselacdes auto-duais {s — 1,5 — 1}. Veja alguns exemplos nas Tabelas 6.8 e 6.9
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Tabela 6.8: Cédigos derivados de mergulhos de grafos segundo a sequéncia ay,.

| s [ g |ne] {pa} | da

8|7 |8 {7,7} | 5,7465 | 2,7201 | 2,1126 [[28,14,3]]
12 (22| 12 | {11,11} 8,05 3,7926 | 2,1226 [[66,44,3]]
16 | 45 | 16 | {15,15} | 9,4824 | 4,4604 | 2,1259 [[120,90,3]]
20| 76 | 20 | {19,19} | 10,5308 | 4,9533 2,126 [[190,152,3]]

Tabela 6.9: Cédigos derivados de mergulhos de grafos segundo a sequéncia by,.

(s g [ns [ {pad | dn [llp,q) |dn/l(p,q) [ [[n,k,drOC] |
O [10] 9 | {8.8) | 64674 |3,0571| 21155 | [36,20,3]]
13 [27 |13 | {12,12} | 84601 | 3,9833 | 2,1239 | [[78,54,3]]
17 52 | 17 | {16,16} | 9,716 | 4,596 | 2,1261 | [[136,104,3]]
21 | 85| 21 | {20,20} | 10,7546 | 5,0591 | 2,1258 | [[210,170,3]]




Conclusoes

O interesse em codificacdo quantica, com €nfase em cédigos de superficies, € o ponto de partida
desse trabalho que pode ser dividido em dois resultados principais: a constru¢do de novos codigos
quanticos téricos e a construcao de codigos quanticos topoldgicos em superficies compactas com
género g > 2. Em ambas as construgdes obtemos importantes classes de cédigos quanticos.

Em relacao aos c6digos quanticos téricos, observou-se que seria possivel ampliar seu estudo e, por-
tanto, gerar muitos novos codigos desse tipo, se relaciondssemos a eles conhecimentos de reticulados
e formas quadraticas. Assim, através de uma abordagem algébrica e usando o conceito de polimind, ja
usado para codigos classicos, foi possivel gerar um método de obtencao de cédigos téricos por meio
da tesselagdo do reticulado quadrado do toro por translagcdes desse polimind. Cédigos definidos dessa
maneira mantém as mesmas propriedades dos cédigos de Kitaev, como a localidade dos operadores
estabilizadores, e continuam sendo definidos no reticulado Z? que é ortogonal e auto-dual.

O modelo do poliminé usado na tesselagdo determina o padrdo de corre¢do de erros do coédigo. Por
exemplo, as esferas de Lee de raio r, na métrica de Lee, proporcionam c6digos cujo padrao de corre¢ao
de erros € simétrico, porém existem outros poliminés que podem ser utilizados para os casos onde o
canal ndo seja simétrico. Assim, pode-se determinar o c6digo que melhor se adapta ao problema.

Além de reproduzir classes de cddigos ja conhecidas, esse método permite encontrar outras classe
de c6digos téricos, como por exemplo a classe [[d2,2,d]] que é a melhor em termos de comprimento
do c6digo, e consequentemente a melhor quanto a taxa de codificacao.

A segunda parte desse trabalho apresenta uma generalizagdo da construgao de c6digos quanticos
topoldgicos de género 1 para géneros g > 2. Essa generalizacdo segue naturalmente da geometria e
da topologia associadas a essas superficies. Os fundamentos dessa constru¢do estdo enraizados na
estrutura geométrica relacionada as superficies cujo género € g > 2, a saber a geometria hiperbdlica,
e nas conexdes estabelecidas entre o modelo planar das superficies compactas e suas tesselacoes. A

partir da determina¢do do modelo planar da superficie e das tesselacdes possiveis para esse modelo,

129
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tornou-se possivel a caracterizacao dos cédigos através dos operadores estabilizadores. Em particular,
a determinacdo da distancia como uma aproximacao por meio de arestas do comprimento do menor
ciclo homologicamente ndo-trivial, usando célculos de trigonometria hiperbdlica, mostrou ser a parte
mais delicada da definicao dos cddigos, contudo constatou-se ser esta uma excelente aproximacao.
Enfatizamos que essa construcdo, apesar de usar conceitos de geometria hiperbdlica e topologia de
variedades bidimensionais, permite obter codigos realizando cdlculos simples e rdpidos.

Para uma melhor visualizagdo, foi explicitado nas Tabelas 6.2, 6.3, 6.4 e 6.5 os cédigos em su-
perficies compactas com géneros g = 2,3,4 e 5, respectivamente, cujas distancias sdo d > 2. Ob-
servando essas tabelas foi possivel verificar que certas tesselacdes fornecem cdédigos com melho-
res parametros e taxas, ou seja, € possivel encontrar classes de bons codigos. Em geral, a taxa de
codificacdo converge para uma constante diferente de zero que depende apenas da tesselacdo selecio-
nada. Além disso, a distancia minima do cédigo cresce a medida que aumenta o género da superficie.

Dentre os cédigos gerados no capitulo 6, encontramos uma classe de cédigos MDS, além de re-
produzir e ampliar a classe de cédigos com distancia 3 apresentada em [13]. Alguns desses codigos
sdo explicitados nas Tabelas 6.8 € 6.9. A Tabela 6.6 mostra que ao se comparar os os c6digos toricos
da literatura com os cédigos das tabelas anteriores, a taxa desses ultimos podem ser melhores quando
a distancia é fixada.

Outra observagdo pertinente aos cddigos obtidos dessa construcdo, € que para tesselagdes que nao
s@o auto-duais os codigos gerados possuem protecao desigual inerente.

Partes desse trabalho foram apresentadas em congressos internacionais, a saber IEEE Information
Theory Workshop 2008 em Porto, Portugal, [2], e Fifth International Conference of Applied Mathe-
matics and Computing 2008, em Plovdiv, Bulgaria, [3], cujo artigo foi publicado na revista Internati-
onal Journal of Pure and Applied Mathematics, 5], revisada e indexada pela Mathematical Review e
ZENTRALBLATT MATH. Além disso, referente a constru¢do de c6digos quanticos topoldgicos em
superficies compactas com género g > 2, foi publicado um artigo na revista Journal of Mathematical
Physics, [4], que foi selecionado depois pelo Virtual Journal of Quantum Information. Atualmente
aguardamos a resposta da revista STAM Journal on Discrete Mathematics sobre o artigo relacionado a

construcdo de novos cddigos toricos.

Sugestoes para Futuras Pesquisas

Para dar prosseguimento a este trabalho, sugerimos os seguintes topicos:

e Com respeito aos codigos quanticos tdricos, pode-se analisar algumas relacdes combinatoriais
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no sentido de estabelecer melhor as condi¢des para a geragao de codigos dessa classe.

e Ainda dentro dessa classe de cédigos, pode-se aprofundar o estudo de subclasses de codigos

com melhores taxas e limitantes.

e Em relagdo aos c6digos quanticos topoldgicos, muitas outras classes, como a classe de codigos

com distancia 3 decorrentes de tesselacdes auto-duais, podem ser encontradas e estudadas.

e A construcdo de classes de cédigos em superficies com género g > 2 similarmente a constru¢ao

dos cédigos téricos usando poliminds.
e Avaliar as probabilidades de erros desses codigos.

e A construcdo de cddigos quanticos topoldgicos em superficies ndo-compactas com género g > 2

€ uma outra possibilidade de estudo.

e Considerar a aplicacdo do método de construcdo de cddigos quanticos topoldgicos em questdes
abertas no campo da corre¢do de erro topoldgica, como a versao topolégica do resultado sobre

a existéncia de bons c6digos quanticos em [15].

e O estudo de codigos topoldgicos para qubits g = 2 em superficies ndo-orientdveis, e qudits com

q>2.

Comentario Final

E conhecido que a pesquisa em 4reas de fronteira da ciéncia produzem conhecimento, tecnologia e
crescimento para um pais. A exemplo do que ocorre em outros paises com estudos mais avancados em
teoria de codificacdo quantica, a parceria entre matemaética, fisica e teoria de informacao e codificagio,
podem render bons resultados praticos. Uma boa base em matemadtica e em teoria de codificacio
podem auxiliar no entendimento de propriedades fundamentais para a construcao de cédigos quanticos
e suas implementacdes.

Esta € a quarta tese de doutorado da Unicamp abordando temas relacionados a teoria de codificacio
quantica. Anteriormente, foram defendidas as teses sobre cddigos convolucionais quanticos concate-
nados por Antdnio Carlos Aido de Almeida, [6], sobre estudo de emaranhamento quantico com base
em teoria da codificacdo classica por Wanessa C. Gazzoni, [33], e sobre métodos de construcdo de

codigos quanticos CSS e conexdes entre cddigos quanticos e matrdides por Giuliano G. La Guardia
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[49]. Espera-se que estes quatro trabalhos incentivem a pesquisa nessa drea e proporcionem conheci-

mento e tecnologia para o pais.
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