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Resumo

Este trabalho objetiva a reconstrugio de modelos tridimensionais a partir de ima-
gens de profundidade. O método proposto consiste na deformagdo de uma superficie inicial,
triangulada e fechada, até seu ajuste aos dados contidos em uma imagem de profundidade.
O método combina as boas propriedades da técnica do baldo (controle da precisio, estabili-
dade e simplicidade) com as vantagens do paradigma de triangulacio adaptativa no dominio
da malha {exclusdo de auto-intersecbes). Adicionalmente, ele faz a utilizacio méxima das
informactes contidas em cada imagem de profundidade e supera a restrigdo dos modelos de-
formdveis onde 0 modelo reconstruido deve ser homeomorfo ao modelo inicial. Finalmente,
diferentemente dos trabalhos existentes, a precisdo de ajuste do nosso método é controlada
por wn tinico pardmetro de tolerdncia. Mostramos, com base na Teoria de Aproximacao,
que a sequéncia de malhas triangulares geradas pelo nosso método converge para os dados
da imagem dada. E, com base na Teoria de Morse, demonstramos que através dos pontos
criticos de uma imagem de profundidade pode-se estimar o limite inferior do género da
superficie a ser reconstruida.

Abstract

The goal of this work is the reconstruction of three-dimensional models from range
images. The proposed method consists in the deformation of the initial surface, closed and
triangulate, and adjusting it correctly to the sample points in the range image data. The
method combines the good properties of the ballon technique (controllable accuracy,
stability and simplicity) with the advantage of the important features of the adaptative
triangulation on domain mesh (self-intersection exclusion). Furthermore, it does the
maximal usage of the available data in each range image and overcomes the restriction
of the deformable models where the reconstrucied model must be homeomorphic to the
initial model. Finally, diferently from other existent works, its adjust precision is contro-
lable by only one tolerance parameter. We show, based on approximation theory, that the
triangular mesh sequence created by our method converges to the image data. And, based
on Morse theory, we demostrated that we can estimate the inferior limit genus of the surface
to be reconstructed through the critical points of a range image.
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Capitulo 1

Introducao

A reconstrugdo automadtica de modelos tridimensionais, ou modelos 3D, a partir
de imagens tridimensionais consiste na criagdo de uma superficie fechada, representada por
uma malha poligonal obtida através da interpolacio de pontos amostrados, procurando cap-
turar de forma mais fiel possivel as informagGes contidas nas imagens [8]. A obtengio dessas
malhas poligonais tem despertado muito interesse nas 1iltimas décadas na comunidade en-
volvida com visdo computacional. Em parte, o interesse é devido ao seu amplo campo de
aplicagdo. Encontramos trabalhos envolvendo este tema com aplicagbes em mapeamento de
terrenos [60, 30, 42, 48}; arqueologia [10, 42]; comunicagdo e entretenimento [83, 84]; medi-
cina [4] e robds inteligentes em geral {10, 42, 12]. Também, paralelamente & aplicagéo pritica
imediata, o problema tem despertado interesse cientifico devido ao seu cardter interdisci-
plinar. Podemos citar, de imediato, além de visdo computacional, modelagem geométrica,
topologia combinatorial, topelogia algébrica, geometria diferencial, andlise numeérica, dentre

outras.

O presente trabalho apresenta um algoritmo de reconstrugao parcial de um modelo
3D, usando como entrada uma imagem tridimensional do objeto a ser reconstruido e obtendo
como resultado uma malha triangulada fechada, topologicamente equivalente a superficie do
objeto. Neste capitulo introdutério apresentaremos uma visio geral do trabalho, precedida
de uma descrigio suscinta das técnicas de reconstrugio conhecidas, para facilitar a sua

colocacio dentro do tema reconstrucio automdtica de superficies fechadas.



2 1. Introducio

1.1 Motivacao

Conceitualmente, o tema reconstrugio automatica de superficie pode ser dividido
em dois enfoques, dependendo dos dados iniciais e da aplicagio final. O primeiro con-
sistindo na criagdo de um modelo geométrico representado pelas propriedades geométricas
intrinsicas da superficie amostrada em imagens bidimensionais, tais como orientaco, pro-
fundidade e curvatura, obtendo assim o que é conhecido como a forma da superficie, ou
simplesmente a forma 3D [3]. De acordo com a caracteristica que wma imagem representa,
ela é denominada de mapa ou imagem de orientagdes, de profundidade e de contornos. O
segundo enfoque concentra-se na construgio de um modelo 3D, convertendo informacoes
extraidas de imagens tridimensionais em uma malha poligonal, estabelecendo uma estrutura

combinatorial consistente com o objeto amostrado nas imagens [64, 82).

Figura 1.1 ilustra a reconstrucio de superficies, mostrando os dois enfoques men-
cionados. Em (a) temos uma imagem de intensidade, em (b) temos uma imagem de pro-
fundidade, que pode ser o resultado da determinagio do valor da coordenada z para cada
ponto (x,y} de uma imagem de intensidade, e em (¢} temos um modelo 3D obtido a partir

de uma imagem de profundidade.

(b) (c}

Figura 1.1: (a) Imagem de intensidade. (b} Imagem de profundidade. (¢) Modelo 3D.

A obtencao da forma 3D a partir de imagens bidimensionais {ou imagens 2D}, que
sdo imagens de intensidade, requer uma transformacgio do espago bidimensional no espaco
tridimensional. A dificuldade bésica nesta transformacio consiste no fato da imagem 2D ser

uma proje¢do de uma cena 3D e a transformacio geométrica 2D—3D ser indeterminada (nio



1.1. Motivacae 3

inversivel). Consequentemente, as estruturas tridimensionais perdidas na aquisi¢do dos da-
dos podem ser totalmente ou apenas parcialmente recuperadas no processo de reconstrucao,
fazendo uso de outras informagdes como textura, tonalizagao e sequéncia de contornos, etc.
Virias técnicas tém sido desenvolvidas nesse sentido. Essas técnicas sdo denominadas shape
from X por Aloimonos [3]. Dentre essas técnicas temos shape from contour [76, 77, 79, 13],
shape from motion {11], shape from texture [7, 25, 39], shape from stereo [57), shape from
shading [38, 32, 24] ou wmna combinagio delas [70, 19, 26]. Apesar da importincia desse
enfoque, as técnicas envolvidas nfo fazem parte do escopo deste trabalho. Para maiores

informacdes, a tese de doutorado de Hasegawa [32] é wm bom ponto de partida.

A construgdo de um modelo 3D, convertendo informacbes extraidas de imagens
tridimensionais em uma malha poligonal, gera uma superficie poliédrica que deve aproximar
melhor a superficie do objeto imageado. Entendemos por superficies poliédricas aquelas
definidas por um conjunto de faces planares e delimitadas pelos vértices e arestas. Uma
superficie poliédrica e a superficie do objeto imageado sdo topologicamente equivalentes, se
elas poden ser deformadas wma na outra por uma bijegdo continua, sem cortes ou emendas.

Matematicamente, nestes casos, dizemos que existe um homeomorfismo entre elas.

1.1.1 Classificacao das técnicas de reconstrucio 3D

A criagdo de modelos tridimensionais tem recebido grande atencdo nas dltimas
décadas e inldmeras propostas metodoldgicas tém sido desenvolvidas de acordo com o tipo
de informagao tridimensional disponivel. Dentre essas propostas, destacam-se as técnicas
que usam imagens de profundidade. Essa atencgéo se deve, em parte, ao avanco tecnolégico,
possibilitando o surgimento de sensores 3D cada vez mais rdpidos e precisos, denominados
range sconners, gue obtém imagens de profundidade, as quais descrevem os objetos em
coordenadas cartesianas ou cilindricas, na forma de uma matriz m X n, cuja entrada é a
altura e as outras duas coordenadas podem ser determinadas pelos indices da matriz ou por

outras matrizes associadas [62, 36, 5.

Poucos objetos s&o simples o suficiente para permitir sua descrigdo completa através
de uma imagem de profundidade, obtida de um dnico ponto de vista (ou vista) do mesmo.
Entdo, para obter wina descrigdo completa de objetos complexos, sio necessarias imagens

de vérias vistas distintas. Essas imagens devem ser combinadas em uma tnica represen-
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tagdo [23, 22, 6, 50, 14]. A determinacdo das transformagdes rigidas que alinham as imagens
em um sistema de referencial comum é denominada registro de imagens, enquanto o pro-
cesso de associar uma {nica representagio espacial a vérias amostras de wmn mesmo ponto
é conhecido como integragdo de imagens. No contexto de reconstrucio de um modelo com-
pleto de objetos complexos, podemos classificar as técnicas conhecidas em trés abordagens

distintas (Figura 1.2}, a saber:

i. Abordagem segmentada, ou da “costura” [75, 35];
ii. Abordagem volumétrica [14, 9, 50, 20, 22J;

iii. Abordagem deformével [72, 73, 15].

Imagem de 5 " . |
profandidade  —DPOIAE Ny paap  LoCoswR' o elo3D
! nio registrada :
B —
Imagem de i ; -
profundidade Registro Dadf}s. Interpolagéo
nio registrada Volaméiricos
Modelo 3
| Volumético 2TV ppodelo 3D
Completo
¢ Imagem de {str Imagern de & 3
. profundidade Registro profundidade Interpolagio Modelo 3D
: nao registrada registrada
Modelo
Inicial

Figura 1.2: Esquemas de reconstrucio.

Na abordagem da “costura”, para cada imagem de profundidade dada ¢ criada uma
malha poligonal, e entdo as malhas obtidas sdo unidas (isto é, “costuradas”) para cons-
truir uma superficie fechada. O resultado final depende da eficacia dos algoritmos, tanto de
geragao de malhas como de integragio, sem “fendas”, dessas malhas obtidas separadamente.
Quanto & integracao de malhas, podemos destacar ainda dois paradigmas para solucionar

regides de ambiguidade, onde ocorre sobreposi¢io das imagens obtidas. Um considera as
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informagdes de cada uma das malhas na regifo superposta para determinar uma posi¢ao
relativa para cada vértice nessa regido [75], € o outro, despreza estas informagoes obtidas

separadamente e gera uma nova malha na regiso [35].

Na abordagem volumétrica [37, 9, 20], os métodos estdo fundamentados no esque-
ma de representacio denominado enumeragdo espacial, onde as células ctbicas (vozel) sdo
classificadas de acordo com a fun¢io distdncia com sinal em relagio & posi¢do do sensor
e 0s pontos amostrados. Desta forma, para obter a representacio da superficie 3D, faz-se
necessario somente um algoritmo de conversdo, como por exemplo, o algoritmo marching
cubes [47].

Na abordagem deformdvel, o modelo 3D é obtido pela deformagio de uma superficie
fechada, estimada com base nas imagens de profundidade previamente registradas. O pro-
cesso de deformacio emula o comportamento fisico de uma membrana eldstica sob a agao
de forcas externas e internas. A forma inicial é considerada como um objeto eldstico simples
sujeito a aclio de forcas externas e internas, estimadas a partir das imagens {30]. A forma
do objeto é entdo dinamicamente deformada, até que seja encontrado o estado de equilibrio.
Podemos destacar duas direcdes de pesquisa. Uma dire¢io reduz o problema para o que
podemos chamar de minimizagao de um funcional, cuja fun¢do-objetivo representa o ajuste
dos pontos da imagem com a superficie eldstica de energia minima [72, 73, 67]. Nesse caso,
a forma inicial deve ser similar ao modelo a ser reconstruido. A outra diregdo estd baseada
na idéia de deformar discretamente a forma inicial [16, 15]. Em vez da minimizagio de
umn funcional, uma correspondéncia entre os vértices da malha e os pontos da imagem de

profundidade deve ser estabelecida durante o processo de crescimento.

1.1.2 Propriedades de um algoritmo de reconstrucao 3D

Segundo Curless e Levoy [20], é desejavel que todas as técnicas de reconstrucao de

modelos 3D, independentes da abordagem, satisfagamn as seguintes propriedades:

o Utilizacdo mdzima dos dados. Toda a informacio de cada imagem disponivel deve
ser usada para construir de maneira robusta um modelo total ou parcialmente. No

caso de dispor de poucos dados, toda a informagio contida nesses dados deve ser
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contemnplada no objeto parcialmente reconstruido, e no caso de ter informagses re-

dundantes, essas informagSes devem ser usadas para um controle maior do ruido nos
dados. '

e Eficiéncia com relacdo a espago de armazenamento e tempo de ezecugdo. Objetos
complexos devem requerer muitas imagens para permitir a criacio de um modelo
preciso, o que significa um mimero muito grande de pontos amostrados. Uma malha
desejavel é aquela que contemple todas as informagdes disponiveis nas imagens, seja

reconstruido com wm tempo aceitdvel e apresente um nimero reduzido de vértices.

® Robustez. Ruidos e distor¢des nos dados podem levar levar a reconstrugio erréneas
do modelo. Um algoritmo robusto deve ser capaz de manusear essas situactes sem

gerar fendas {“buracos”) ou auto-intersegdes.

e Irrestricdo d topologia do objeto'. O algoritmo néo deve depender da topalogia do

objeto a ser reconstruido.

e Habilidade em ajustar buracos na reconstrugéo. Alguns objetos nio podem ser
amostrados de forma completa, pois partes dele podem ser inacessiveis ao sensor
{oclusdes). O algoritmo deve ser capaz de cobrir esses “buracos” de forma a recons-
truir uma superficie fechada valida, produzindo um modelo preciso com relacio aos

dados disponiveis e aceitdvel esteticamente.

e Adaptagdo incremental. Esta propriedade permite a reconstrucio parcial de modelos

que podem ser refinados 4 medida em que novas informagdes sdo disponibilizadas.

Segue wma breve andlise das abordagens descritas na Secfo 1.1.1 com relagio a essas

propriedades.

A abordagem segmentada tem como uma de suas caracteristicas a obtencio de
malhas que representam cada uma das imagens disponiveis, o que leva & utilizagio maxima
dos dados e & adaptagfio incremental do modelo de forma natural, mas a integracio de
malhas construidas separadamente ainda ¢ de dificil tratamento — especificamente, para
objetos complexos. Isso se deve aos problemas relacionados com oclusdes. A tentativa de

resolver essa deficiéncia levou a vérias propostas com restrigdes & topologia do objeto [75, 35].

'A topologia de um objeto se refere ao nimero de componentes disjuntos (pedagos) e o género (nlimero
de buracos) de cada componente do objeto
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Na abordagem volumétrica, os resultados obtidos geralmente apresentam uma ma-
lha muito fina ou sdo pouco robustos com relagdo & topologia do objeto reconstruido e
ao ajuste de buracos. Resultados recentes [20], entretanto, mostram que o procedimento
de ajustar “buracos” nesta abordagem é mais natural do que na abordagem segmentada,
preservando a independéncia 4 topologia do objeto amostrado como também possibilitando
a adaptaco incremental. J4 existem resultados mostrando a possibilidade de se obter bons

resultados com malhas menos densas {56].

A abordagem deformavel tem a vantagem sobre as demais por nao apresentar nen-
hum problema com o ajuste de buracos e gera malhas fechadas menos densas. Mas, em
contrapartida, tem restricdes quanto & topologia dos objetos a serem reconstruidos, que
dependem da topologia do modelo inicial dado. Nos métodos que usam minimizacao de um
funcional para o ajuste global do modelo aos dados, o modelo inicial deve ser bem préximo
da geometria do objeto amostrado, requerendo, portanto, o conhecimento prévio de todas
as informagdes do objeto a ser modelado, o que dificulta a adaptagdo incremental. Entre-
tanto, sdo robustos com relacio a auto-intersegdes. Nos modelos de deformagio discreta,
por sua vez, encontram-se boas propriedades para um método de reconstrucdo, tais como
simplicidade e precisio localmente controldvel. As propostas encontradas na literatura. [15]
requerem ainda o conhecimento da topologia do objeto a ser recomstruido e apresentam

ainda problemas de auto-intersegoes.

1.1.3 Problema

Dentre as abordagens analisadas, entendemos que a deformagao discreta apresen-
ta propriedades importantes para um método de reconstru¢do 3D, tais como simplicidade,
maneira natural de manusear regides ocultas do objeto amostrado, estabilidade e preciséo
local controldvel. Mas, ainda apresenta deficiéncias como requerer o conhecimento prévio
da topologia do objeto a ser reconstruido, poder gerar auto-interse¢fes na superficie re-
construida e ndo permitir adaptagio incremental. Estamos propondo neste trabalho um
método alternativo de reconstrugio 3D, que incorpora aocs modelos de deformagéo discreta
as caracteristicas necessarias para torna-los competitivos com a abordagem volumétrica,
com a vantagem de apresentar uma malha menos densa e com um eficiente controle de

precisao local.
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1.2 Objetivos

Este trabalho tem como objetivo principal apresentar um método de reconstrugio de
uma malba triangulada fechada, que represente as informacoes contidas nos dados amostra-
dos em uma imagem de profundidade nio registrada, baseando-se nas técnicas de modelos

deforméveis com deformacées discretas [15].

A técnica proposta usa a teoria da convergéncia para ajustar uma malha triangula-
da fechada, geometricamente simples, a uma imagem de profundidade dada, de uma forma
robusta, empregando a técnica de triangulagio no dominio da malha, para estabelecer de
uma forma eficiente a correspondéncia entre os dados e os vértices da malha reconstruida.
O modelo inicial € posicionado no centro de crescimento radial, convenientemente escol-
hido, definindo um angulo sélido de crescimento, e seus vértices se deslocam radialmente
na dire¢ao dos dados, com um passo determinado dinamicamente, durante o pProcesso, até
se ajustarem a esies, de acordo com uma tolerdncia dada. O centro de crescimento radial
poderd mudar durante o processo, de acordo com os dados. O esquema da técnica proposta

{Figura 1.3} sugere um esquema para a adaptagdo incremental, onde o modelo parcialmente

i

Imagem de

profundidade  —2erPOlACE0 |y heio3D |
nao registrada |
[T e e
Modelo MM_____‘__E
Inicial

Figura 1.3: O esquema de reconstrugio proposto.
reconstruido em uma etapa ¢ usado como o modelo inicial para o refinamento do ajuste nas
etapas posteriores, quando novas imagens forem incorporadas ao processo. O nosso mode-

lo, denominado de modelo do fluzo radial, apresenta as seguintes caracteristicas, somadas

aquelas apresentadas pelo modelo de deformacio discreta:

e Nio ter nenhuma restrigo (geométrica ou topolégica) & forma inicial, ou seja, o
processo € inicializado com uma forma geométrica simples homeomorfa & esfera e, ao

longo do processo, se adapta & geometria e & topologia do objeto;

¢ DBvitar auto-intersecoes na malha reconstruida, cbtendo uma malha final topologica-
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mente equivalente ao objeto amostrado e com as suas caracteisticas geométricas;

o Utilizar todas as informagdes dadas em uma imagem de profundidade, permitindo a
reconstrugao parcial maxima de objetos a partir de uma dnica imagem de profundi-
dade;

e Permitir que a precisio pontual da reconstrugdo seja avaliada a partir de um parimetro
de tolerdncia global. A adogdo da precisdo local para determinar o erro de recons-
trugao faz com que a superficie final fique mais préxima dos pontos amostrados do

que aquela obtida simplesmente com uma precisao global.

1.3 Organizacao do trabalho

No Capitulo 2 mensionamos alguns conceitos e definigbes necessarios para facilitar

o entendimento do desenvolvimento do nosso modelo de reconstrucéo.

No Capitulo 3 fazemos uma explanagio dos trabalhos ja existentes, com énfase
nos trabalhos relacionados com o ajuste de imagens de profundidade usando modelos

deformaveis.

No Capitulo 4 apresentamos as idéias basicas do método proposto, modelo do fluzo
radial, a implementacio do algoritmo e wma andlise detalhada dos pontos chaves dessas
idéias. Mostramos na Secdo 4.3 que o método deve ajustar inteiramente o modelo 3D
reconstruido aos dados de entrada, sem violar as propriedades geométricas e topoldgicas
dos mesmos. Além disso, mostramos que a precisdo do ajuste local é feita a partir de um
finico parametro global de tolerdncia. Mostramos, também, que a nossa técnica de inflagdo,

baseada na geometria dos dados, permite mudanca na topologia do modelo inicial.

Em seguida, no Capitulo 5, apresentamos alguns resultados experimentais obtidos

pela aplicagio do algoritmo a imagens sintéticas e reais.

Finalmente, no Capitulo 6 fazemos alguns comentarios conclusivos, além de

sugestdes para trabalhos futuros.

Os programas (cédigo-fonte completo em linguagem C) e este texto (no formato

pdf) encontram-se disponiveis na pagina do projeto Modelo do Fluxo Radial [85].
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Capitulo 2

Consideracoes Preliminares

Neste capitulo serdo apresentados, de forma sucinta, alguns conceitos bésicos neces-
sarios para compreensdo do nosso modelo e algumas técnicas que utilizamos na implemen-

tacdo deste modelo.

2.1 Imagem de profundidade

Uma imagem digital pode ser representada por uma matriz bidimensional, onde
cada elemento representa a caracteristica de um ponto da imagem. Estes elementos sao
conbecidos como pixels. O nimerc de lighas e o niimero de colunas definem a sua reso-
lugdo. Um modelo matemdtico natural para descrever uma imagem digital é uma funcio
¢ = f(z,y), conhecida como fun¢io-imagem e definida em uma regido bidimensional. De-
pendendo da natureza da imagem, esta fungio representa a intensidade, a profundidade, a

curvatura ou a orientagio espacial de cada pixel.

Como varias caracteristicas de imagens 830 modeladas através de valores numéricos,
a representagao de uma imagem através da funcio-imagem é conveniente para processamen-
tos digitais. Em muitas situagbes isso nos permite reduzir o problema de manipulagéo de

imagens a manipulagdes aritméticas [29], como ilustram os seguintes exemplos:

e Uma imagem de intensidade (imagem colorida) é uma matriz m x n, onde o valor

da fun¢ac em cada pixel representa a cor do pixel, que, por sua vez, é normalmente
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discretizada através de trés valores reais, R, G e B (vermelho(Red), verde(Green) e

azul{ Blue) - sistema de cores aditivo).

e Uma imagem de profundidade é representada por uma matriz m x n, onde flz,y)
¢ um valor real que representa a profundidade da imagem e as coordenadas z e y
sdo determinadas pelos indices da matriz ou por um conjunto de matrizes m x n
associadas, uma contendo como entrada a fun¢io f(z,y) e outras determinando
as coordenadas = e y. A profundidade é calculada com base na distancia entre o
observador e o objeto amostrado. A fun¢do f(z,y) é, de fato, uma funcio-altura
discretizada. A imagem pode ser representada em coordenadas cartesians ou em
coordenadas cilindricas {62, 36, 5].

2.2 Topologia

Segundo Elon Lages de Lima [45], topologia, em matematica, é uma disciplina
bastante extensa e geral e se ocupa da nogao de fungdo continua. O seu ambito de atuacdo
€ a categoria de todos os espagos topoldgicos. Devido 4 variedade de espacos topolégicos,
para se ter umn resultado deve-se impor restrigdes ao tipo de espaco considerado. Podem-se
destacar os seguintes ramos da topologia conforme a natureza das restricdes e ao tipo de

instrumento utilizado:

o Topologia Geral. Aqui as restri¢des impostas aos espagos topoldgicos consistem em
acrescentar um ou mais axiomas que se referem diretamente aos conjuntos abertos
do espago, ora garantindo a existéncia de um mimero suficientemente grande deles
(axiomas de separagio), ora evitando que existam abertos demais (compacidade). De
qualquer maneira, o que caracteriza a Topologia Geral é que 0s espagos que ela estuda
néo possuem outra estrutura sendo a de espago topoldgico, nem sdo empregados novos

instrumentos de trabalho, senfo aqueles provenientes da Teoria dos Conjuntos;

» Topologia Combinatéria. Aquisio estudados tipos especiais de espagos topolégicos,
os poliedros. Um poliedro é uma reunifo finita de vértices (pontos), arestas (segmen-
tos de retas), faces (tridngulos, tetraedros, etc.), objetos genericamente designados
com 0 nome de simplezos, os quais se acham regularmente dispostos, como mun

poliedro comum do espago Euclidiano. Considerando-se, num certo sentido, a topolo-
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gia de um simpleze do espago Euclidiano como trivial. A nocfio basica na topologia
de poliedros é o conceito de incidéncie ou adjacéncia (Tal segmento é lado de quais
faces?, Tal tridngulo é face de quais poliedros?), mediante o qual passa-se de um
poliedro para seu esquema abstrato, formado por um ndmero finito de objetos, li-
gados por uma relagdo fnica, de incidéncia. O estudo deste esquema é, entdo, wm

problema combinatdrio, de onde 0 nome deste ramo da Topologia;

» Topologia Algébrica. O que distingue a Topologia Algébrica da Topologia Geral
e da Topologia Combinatdria {bem como da Topologia Diferencial, que sera apre-
sentada a seguir), ndo é a natureza dos espagos que ela considera, nem as estruturas
adicionais que existam ou deixam de existir nesses espagos, mas antes de tudo, o
método de trabalho. A Topologia Algébrica é, as vezes, mais geral do que a Topolo-
gia Geral pois nela se consegue demostrar teoremas ndo triviais que se aplicam a
todos os espagos topolégicos. Por outro lado (e aqui reside o motivo do paradoxo
acima}, a Topologia Algébrica nao é exatamante um ramo da topologia, mas um
métode de transicio desta para a Algebra. A idéia basica é a seguinte: as estru-
turas algébricas sfo, em geral, mais simples do que as estruturas topoldgicas. Entao,
todo o processo que permita substituir, sistematicamente, espagos topolégicos por
grupos {(por exemplo) e fungbes continuas por homomorfismos, adquire grande inte-
resse. Um processo desse tipo é 0 que se chama um funcior definido numa categoria
topoldgica, com valores numa categoria algébrica. A topologia algébrica ocupa-se do
estudo desses fuctores, cujos exemplos mais conhecidos sio os grupos de homologia

¢ de homotopia.

e Topologia Diferencial. Este ramo da topologia caracteriza-se pela estrutura adi-
cional dos espagos topoldgicos de que se ocupa (variedades diferencidveis) e, conse-
quentemente, pelos métodos de trabalho, que sdo, inicialmente, aqueles do calculo
diferencial e integral cldssico, coadjuvados pelos resultados da Topologia Algébrica.
Trata-se aqui de um retorno s origens do assunto, pois, como se sabe, na primeira
das memoérias em que Poincaré desenvolven as bases da moderna topologia, os espagos
topolégicos considerados eram subvariedades do espag¢o Euclidiano, komeomorfismo
era 0 que chama-se hoje de difeomorfismo, e o espirito com que Poincaré escreveu
essas mmemorias, motivado sem divida por problemas de Andlise, é o precursor do

espirito atual da Topologia Diferencial.
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Alguns conceitos de Topologia relevantes para este trabalho sio apresentados a
seguir {65, 46].

Uma méirica € uma fungio d : X — IR, que associa a cada par (a,b) € X um

nimero real d{a, b), chamado distdncia de a a b, que satisfaz as seguintes propriedades:

L. d{a,b) > 0¥a,b € X, d(a,b) =0 <> a = b
2. d{a,b) = d(b,a);

3. d{a,¢) < d(e,b) + d(b,c) Ya,b,c € X.

Um espago métrico é um par (X, d), onde X é um conjunto e d € uma métrica em
X. Em geral; omite-se d e dizemos simplesmente o espaco métrico X. O espaco Euclidiano

IR" ¢ um importante exemplo de espago métrico, com d(a, b) = |{b — al|.

A bola aberta de centro x€ IR" e raio r € o conjunto B,(x) dos pontos y € IR® cuja
disténcia ao ponto x é menor do que r. Enquanto uma bola fechada é formada pelos pontos

que estdo a uma distincia menor ou igual do que r do ponto x.

Seja 0 conjunto X ¢ JR™.

® X ¢ um aberto de R", se Vp € X existir uma bola aberta B, (p} C X, r > 0.

»

Uma vizinhanga de um ponto p € X, é um aberto que contém p.

Um ponto p € X € um ponto inferior, se existir uma vizinhanga V de p tal que
VcX.

» O interior de X é o conjunto formado por todos os seus pontos interiores.

e A borde de X, 80X, é formada pelos pontos b € IR™ tais que toda bola aber-

ta de centro b contém pelo menos um ponto de X ¢ um ponto do complernentar
X=R"-X.

Um ponto p é um ponto limite de X ou aderente a X, se toda vizinhanga de p tem

pontos de X.

X € fechado, se contém todos os seus pontos limites.

X é limitado, se existe Bg, R > 0, que contém X.

X é compacto, se for limitado e fechado.
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Dois conjuntos M,N < IR" saoc homeomorfos, se existir uma aplicagdo bijetiva
continua f : M -+ N, cuja inversa f~! : N — M também é continua. A aplicagdo
f é chamada de homeomorfismo. Em outras palavras, dois conjuntos sdc homeomor-
fos ou topologicamente equivalentes, se um pode ser obtido a partir do outro através de
deforinactes continuas, ou seja, cada ponto de um objeto corresponde a apenas um ponto

do outro, e dois pontos vizinhos em um corresponde a dois pontos vizinhos no outro.

Uma topologia num conjunto X ¢ uma familia I' de partes de X, com as seguintes

propriedades:

i. § e X pertencem a I,
ii. A unido das partes de uma subfamilia de I' é uma partedeT' e

iii. A interse¢io de partes de T' é wma parte de I'.

O conjunto X é chamado o espa¢o da topologia I" e I é a topologia de X. O par (X,I') é
um espago topoldgico [46).

Uma variedade topoldgica de dimensao n é um espago topolégico X, tal que todo
ponto ¢ € X possui uma vizinhanga aberta, homeomorfa a um subconjunto aberto do
espago Euclidiano IR™. Isto equivale a dizer que cada ponto z € X possui uma vizinhanca

homeomorfa a uma bola unitaria de dimensao n.

Dadas duas variedades M e N. Uma aplica¢io injetiva f : M — N é uma imersao
topoldgica, se é wm homeomorfismo de M sobre sua imagem f(M). A aplicagéo f : IR — R?,
definida por f(u) = (z{u), y{u), 2(x)), é uma imerséo topolégica de uma curva em R> (curva
paramétrica) e a aplicacio ¢ : JR? — IR®, definida por ¢(u,v) = (z(u, v), y{u,v), z(u,v)), é

uma imersdo topolégica de uma superficie em IR® (superficie paramétrica).

2.3 Superficies

A funcio f : R® = IR, tal que f{X) = 0, é uma representacio implicita de wmna
superficie 5. Esta superficie pode ser também representada por um conjunto de equagoes
paramétricas S = ¢{u,v) € IR®, onde u,v variam em um aberto U C R?. A aplicagio
¢ : U - § é uma hmersdo topoldgica, ou uma parametrizacdo, de S. A funcdo implicita f

pode ser obtida de ¢ pela eliminacdo dos parfmetros u e v.
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S é uma superficie regular se, para cada p € S, existe um aberto V & IR® e a

parametrizacao z : U — V N § tal que:

1. z ¢é diferencidvel, ou seja, se £ = (21, 22, 73), as fungdes x,, &3 e z4 tem derivadas

parciais de todas as ordens em U.
2. z é um homeomorfismo .

3. Para cada g € U, a diferencial dz, : IR2 — R® é bijetiva, ou seja, cada ponto da

superficie admite um plano tangente.

Fixando um ponto g = {ug,vp) € U as curvas z(u,v) e z{up,v) sdo chamadas
curvas coordenadas de S em p = z(g). Os vetores z,{(g) e z,(g) sio vetores tangentes as

curvas coordenadas em p € § e geram o espago tangente, T,(S).

O vetor normal unitério N 4 S em p é definido por

Ty X Ty
N{p) = T X 2] )-

O vetor N ortogonal ao plano tangente T,(S) induz em T,(S) uma orientagdo. Logo, Tp(S)

tem exatamante duas orientagoes, induzidas por N e seu simétrico [21].

A superficie § ¢ dita orientdvel, se o plano tangente em cada ponto p € S s6 tem
uma orientagao. Neste caso, é possivel escolher para cada p € § uma orientacio em T,(5)
que varie continuamente em p. Em outras palavras, se existir uma aplicagio diferencidvel

N : § — IR? que leva seu valor na esfera unit4ria

5% ={(z.y,2) e R¥|z* + y? + 2% = 1}.

A aplicagdio N : § — §2, assim definida, é chamada a aplicagdo de Gauss (ou mapa
de Gauss) de 5. O campo de vetores normais N define a orientagio de S (Figura 2.1).

A aplica¢ao diferencial dN(p} ¢ uma uma aplica¢do linear em 7,(S). dN(p) mede

qudo rapido N varia a partir de N(p) em uma vizinhanga de p.

Dada uma direcio arbitrdria ¥ € T,(S) unitdrio, existe pelo menos uma curva que
passa por p com reta tangente na direcdo de ¥ e cujo vetor normal principal em p tem a
diregio de N(p). A curva intersecdo de S com o plano que passa por p e normal ao vetor

N{p) x ¥ é chamada secdo normal de S em p (Figura 2.2). Em uma vizinhanca de p, 2
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Figura 2.2: Secdo normal

secdo normal de S em p é uma curva plana regular em S cujo vetor normal em p é £N(p)

ou 0{zero).

2.3.1 Curvaturas principais

A curvature num ponto de uma curva qualquer mede o grau de variacdo do dngulo
que as retas tangentes, em wma vizinhanca do ponto, fazem com a reta tangente nesse
ponto. Ein uma curva no espago, existemn infinitos vetores normais que passam por um
dado ponto p da curva. Chama-se normal principal o vetor normal unitario com orientagao

para o centro de curvatura em p.

A curvatura normal em um ponto p de uma curva « sobre uma superficie S € dada
por ky, = k cos§, onde k é a curvatura de & em p e & o Angulo entre o vetor normal principal
e 0 vetor normal 4 § em p. Portanto, a curvatura da secdo normal de S em p € igual ao
valor absoluto da curvatura normal ao longo de ¢ em p. Assim, para analisar as curvaturas
normais em p € S, basta estudar as curvaturas das se¢bes normais. O sinal de £y, vai

depender da concavidade da curva em p (no sentido de N(p) ou no sentido oposto}. Todas
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as curvas em S que contém o ponto P € possuem a mesma reta tangente em p tem a mesma

curvatura normal.

A aplicagdo linear dN(p) é auto-adjunta, ou seja, para cada p € § existe uma base
ortonormal {er, ez} de T5(S) tal que dNp(e1) = —kie; e dNp{ez) = ~kyes, onde ki e ko sd0
os valores maximo e minimo da curvatura normal em p. As direcbes dadas pelos autovetores

e; € ey sao chamadas direcées principais de S em p.

Define-se K = k1ky e H == kl;’” como a curvatura Gaussiana e a curvatura média
de S em p, respectivamente. De acordo com o valor dessas curvaturas wm ponto p € S é

denominado (Figura 2.3):

1. eliptico, se K > 0 (k; e &> com o mesmo sinal);

2. hiperbdlico, se K < 0 (k; e Az com sinais contrarios);

3. parabdlico, se K = 0 e H # 0 (k; ou 4 nula, mas nio ambas);
4. planar, se K = H =0 (k) = ky = 0);

5. umbilico, se K > 0 (k; = k).

s
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Figura 2.3: Classificagio do ponto p: (a) eliptico; {b) parabélico e (c) hiperbélico.

Carmo mostra em [21] que se p € § é um ponto eliptico de S, entdo existe uma
vizinhanga ¥ de p em S tal que todo ponto em V pertence ao mesmo lado do plano tangente
T,(5). Se p € 5 é um ponto hiperbdlico de S, entdo para cada vizinhanca de pem S existem

pontos de S em ambos os lados de T,(9).
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2.3.2 Caracteristica de Euler

Uma superficie é dita conere por caminho se, dados dois pontos gualsquer na su-
perficie, existe um caminho (na superficie) que os une [46]. Essencialmente, uma superficie é
simplesmente coneza, se ela é formada por um inico “pedago” e desconexa se ela possui mais
de um “pedago”. Os “pedagos” de uma superficie desconexa so chamados componentes

conexos da superficies ou componentes topolégicos da superficie.

Um componente de um espago topolégico é uwm subconjunto mazimamente conero,
isto €, wm subconjunto conexo que nio estd contido em nenhum outro subconjunto conexo.

Se um espago € conexo ele é formado por um tnico componente.

Uma superficie é fechada, se ela é compacta e sem bordas. As superficies fechadas

e orientdveis sd3o as superficies que podem ser imersas em R3,

Qualquer superficie conexa e campacta contida em R® é homeomorfa a uma esfera

com g alcas, onde g é o nimero de géneros da superficie (Figura 2.4). O nimero de género

( LeeTTTTT od esfera com 1 alga loro
.\ ‘/,t
\\/ p /--\\
esfera ST %\m\\ /—_@
Lo | ! S | " ]
\\‘w,.///
esfers com 2 aigas bitoro

Figura 2.4: Superficies orientiveis em IR

de uma superficie é um invariante topoldgico e estd relacionado com a caracteristica de

Euler de 5, x(S), através da expressdo [44, 49] WEC AMP
BIBLIOTECA CENTRAL
SECAO CIRCULANTF

Ainda mais, se § é uma superficie triangulada com V vértices, E arestas e F' faces, é vilida
a igualdade

x{8)=2-2g.

x(S}=V-E+F.
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Note que se removermos uma aresta e uma face ou wmn vértice e as arestas e faces adjacentes,
a caracteristica de Euler ndo ¢ alterada, pois ela é um invariante topolégico e nio depende

da subdivis@o escolhida, para triangular a superficie [49].

2.4 Cirurgia topoldgica

Sejam 5 e S duas superficies disjuntas. A soma coneza [49], denotada por 5115,
é obtida pela extragio de um pequeno disco (“corte”) em cada superficie seguida da jungio
(“costura”™) das duas superficies pelas bordas dos discos. Em outras palavras, escolhe-se
dois subconjuntos D; C §;, tal que D; seja um disco fechado, ¢ = 1,2, e um homeomorfismo
h da borda de Dy na borda de D,. Em seguida, faz a identificagio dos pontos z e h(z)
para todos os z na borda de D; e h(z) na borda de D;. Pode ser provade que a topologia
de 51452 independe da escolha dos discos D, ¢ = 1,2, e do homeomorfismo h [49].

A soma conexa de duas superficies orientdveis é orientdvel. Se S; ou S mndo é

orientdvel, entdo a soma conexa é nio-orientavel 49).

Denominamos cirurgia topoldgica a realizacio de duas somas conexas entre duas
superficies disjuntas, ou seja, umna cirurgia topolégica consiste em um “corte” e em uma
“costura” mna superficie, onde o “corte” corresponde a remocio de duas regides disjuntas
gerando duas bordas orientadas e a “costura” na unido dessas bordas pela escolha de um

homeomorfisimo entre elas, resultando na jun¢io de uma alga a uma superficie orientada e
fechada (Figura 2.5).

52 /\
/Si\ 52 D /—\ \
Lo (00 0 m }w
%” N

w \\j//
(c)
Figura 2.5: A costura de uma alca (a) e uma superficie esférica (b) resulta no toro (c).

Em uma superficie fechada triangulada o corte pode ser realizado pela remocéio de

duas faces ndo adjacentes, gerando dois contornos orientados, e a costura pode ser vista
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como uma retriangulagio entre os vértices dos contornos, resultando em uma superficie
com o nimero de géneros incrementado de um [49]. Isso significa que a caracterisitca de

Euler da superficie é alterada numa cirurgia topoldgica.

2.5 Homotopia

Sejam X e Y C IR", e f,g : X — Y aplicagtes continuas. Dizemos que f é
homotopico a g se existe uma aplica¢io continua H : X x{0,1} =+ Y tal que H(z,0} = f(z)
e H{z,1) = g{z) para cada z € X. A aplicacfio H é chamada de homotopia entre f e g.
Intuitivamente, uma homotopia H é uma deformacio continua em X de f em g, onde f e
g sdo caminhos em X, e durante a deformacio as extremidades f(0) = g(0) e f(1) = g(1)

permanecem fixas [46].

Unma aplicacdo continua H : X —+ Y é chamada de equivaléncia homotdpica se existir
a aplicacdo homotédpica inversa de H. Dois conjuntos sdo homotopicamente equivalentes se
tem o mesmo tipo de homotopia [49]. Dois conjuntos tem o mesmo tipo de homotopia

quando tém o mesmo nimero de buracos e de componentes topoldgicos.

2.6 Pontos criticos

Um ponto critico da fungdo de valores reais h é um ponto % onde o gradiente se

anula, ou seja,
Vh(X) = (hg(R), hy(R), ho(%X})) = 0.

Q valor h(%) da funcdo nos pontos criticos € chamado de valor critico.

Na classificacio dos pontos criticos é usada a forma quadratica Hessiana de h que é

definida como o jacobiano do gradiente e independe do sistema de coordenadas escolhido.

hag(X)  hay(x) ] |

H(x)zJ(V’h(x))={h ) A ()
yrlX yyl¥

Um valor A, para o qual {(H — AINx = { tem uma solugdo x # 0 é chamado um
autovalor ou velor caracteristico de H(x). As solugdes correspondentes x # 0 sdo chamadas

autovetores ou vetores caracteristicos de H(x).
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Cada ponto critico pode ser classificado pela anilise dos autovalores de H {x}. Dado
wm ponto critico X, obtemos dois autovalores I; < I de H(%). Se pelo menos um deles
for nulo, o ponto é dito degenerado. Por outro lado, eles sio chamados nao-degenerados e

podemos classificé-los pelo sinal de I;, i € {1,2}.

Iy | 1y | classificagdo
-0 - maximo
+ | - sela

- |+ sela

+ | + minimo

O indice do ponto critico p é dado pelo nimero de autovalores negativos H(p), ou
seja, o indice de p € a maior dimensdo de um subespaco vetorial de R™, restrita ao qual a

forma quadratica Hessiana ¢ definida negativa.

Nos pontos criticos ndo degenerados, o comportamento da funcio é completamente

determinado por meio do indice, como mostra o Lema de Morse [44, 52]

Seja p um ponto critico ndo degenerado, de indice k, da fungdo f : A — IR, com
f{p) = c. Entio eriste um sistema de coordenadas locais z*,- -, 2", na vizinhanca de p, em

relagio ao qual as coordenadas de p sdo {0,...,0) e f tem a forma

flzr, e zn) —e= =212t — . — ZFgh 4 Rkt kel o 4 onon

2.7 Funcao altura

Seja S uma superficie regular e ¥ € R® uma direcio. A funcdo altura, h(p) : § — R,
na dire¢do de ¥ € a projedo de S em wma reta nessa diregdo [68, 31]. O valor da funcdo

altura nos pontos p de S é dado pelo produto interno de # por p (Figura 2.6}

hip) =< ¥,p>.

Um conjunto de nivel de S na direcdo ¥ em uma altura ¢ é o conjunto {p =
k~'{(c),p € S}, ou seja, é a imagem inversa da funcio h em ¢ pertencente a § induzida
pela dire¢io ¥. Por exemplo, qualquer plano no espago pode ser considerado o conjunto de

nivel de uma fungdo altura na dire¢io perpendicular ao plano.
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Figura 2.6: Func¢do altura

A relagao entre wm ponto critico de S e o tipo de homotopia de S € estabelecida pela
teoria de Morse. Para maiores detalhes consultar [44, 52]. Uma interpretacdo geométrica

de seus teoremas é dado em [31].

Quando a fungao £ atinge um valor critico, uma das seguintes condigdes deve ocorrer
em S (Figura 2.7):

4 zero componemies Mudargas topoldgicas
- 4

N ¢
dizegio v um co @n

% 3 .  Mudangas topoldgicas

' um Compone

= L Mu cas topoldgicas

e

® Pontos criticos ZET0 componentes

Figura 2.7: Fungio altura na direciio v e seus pontos criticos.

I. Aparece um componente (minimo local);
2. Um componente divide-se em dois componentes (sela};
3. Dois componentes unen-se em um componente (sela} e

4. Um componente desaparece {maximo local).

Além disso, através do niumero de pontos criticos de h pode-se determinar a caracteristica
de Euler de S por

X(S) = Npgz T Tomin — Pselas
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onde Nypaz, Mmin € Nsele denotam, respectivamente, nimero de maximos, nimero de minimos
e numero de pontos de sela. Particularmente, se S é homeomorfo 4 esfera, temos x(S) = 2
(um ponto de maximo e wm ponto de minimo). Em wma superficie de género g temos pelo

menos 2g pontos de sela [52, 44].

2.8 Angulo sélido

Seja A um conjunto de pontos tridimensional formado por uma regiao fechada sim-
ples. A projecao radial do conjunto A sobre a esfera unitéria com centro em O determina um
cone, de vértice O e base A. Esse cone pode ser visto como o sélido formado pelo conjunto
de todas as semi-retas do espago tridimensional com origem em O, passando por pontos
do conjunto A (Figura 2.8). O angulo sélido, com centro em O, determinado pelo cone
generaliza para o espago tridimensional a nogéo de dngulo entre duas retas da geometria
plana [29, 58].

Figura 2.9: A medida de um angulo sélido
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Para quantizar matematicamente o angulo sélido gerado por A com centro em O,
considera-se a esfera unitéria § com centro em O e a projeciio radial, 4', do conjunto A

sobre 8. A Area da regifio A’ é a medida do dngulo sdlido gerado por A (Figura 2.9).

2.9 Algoritmos

Nesta secao listaremos alguns algoritmos conhecidos, usados na implementacgao do

modelo proposto.

2.9.1 Operadores gradiente

A maneira mais comum de detectar determinadas caracteristicas em wma imagem
digital é usar uma subimagem retangular, conhecida como mdéscara, centrada no ponto de

interesse (Figura 2.10).

wp | wz i W3

Wq W5 iwg

Wy iwg Wo

Figura 2.10: Uma méscara 3 x 3

O resultado da aplicagio da miscara em um ponto da imagem é dado por

9
R wizy + Woze + .. + Wozg = Ew,—z,-,

=1
onde z; é 0 conteiido do pixel associado com o coeficiente w; da mascara. Para determinar
se o ponto testado possul ou nfo a caracteristica de interesse, o valor obtido B é comparado
comn um limiar de controle, previamente determinado. A precisio dos resultados depende

da boa determinacio desse limiar.

A deteccdo de bordas em uma imagem é uma forma de detectar descontinuidades
na fungio-imagem, onde as bordas segmentam a imagem em regiGes com caracteristicas
distintas. A idéa mais usual nas técnicas de detecgdo de borda é a aplica¢do do operador

gradiente nos pontos da imagem, também conhecido como filtros da primeira derivada,
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gerando uma imagem com a mesma dimens3o da imagem original contendo somente os seus

pontas de descontinuidade.

Denomina-se de gradiente de uma imagem f(z,y) o vetor Vf == (g'mﬁ, %-5) que deter-

mina a dire¢ao de variacio méxima de f em (z,y).

Os operadores gradientes mais comuns sio os operadores de Sobel e de Prewitt,

onde as derivadas S; e Sy sdo determinadas, respectivamente, por:
Sobel:  S; = (27 + 225 + 29) — (21 + 223 + 23),
Sy = (23 + 225 + 20) — (21 + 224 + 27),
Prewitt: S;=1{(27+ 25+ 2) — {21+ 20 + z3),
Sy = (23 + 26 + 29) — (21 + 24 + 27).
As méscaras de Sobel (Figura 2.11(b)) e de Prewitt (Figura 2.11{c)}) avaliadas em

cada ponto da imagem dada produzem uma imagem contendo as estimativas das derivadas

primeiras da funcdo imagem, ou seja, uma imagem das bordas da imagem dada.

zylzylzg -1 §~2 -1 -1 0 1 j -1 A -1 0 1

z4iZs zg 07 01 o 20 2 e 0| o0 -1 o1

Z7izgl Za 1 2 1 S| 01 1 1 1 -1 0 1
(a) (b) (c)

Figura 2.11: (a) Uma regido da imagem, (b) miscaras de Sobel, (¢) mascaras de Prewitt,

2.9.2 Classificacdo de pertinéncia

convexo, é uma operagio muito usada em nosso trabatho. O algoritmo Crossings Test [33],
¢ um algoritmo répido e eficiente para testar a pertinéncia de um ponto em um poligono

geral.
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Nesse algoritmoo, o teste de pertinéncia é realizado da seguinte forma: Dado o ponto
a ser testado e os vértices do poligono, uma reta [ é tragada na direcio positiva do eixo dos
z, a partir do ponto de teste. Se o nimero de intersegbes dessa reta [ com as arestas do
poligono for impar, entdo o ponto pertence ao interior do poligono. Caso contrario, o ponto

esta fora do poligono (Figura 2.12).

( \/W\; \/\/ —
\‘! \ ] \

(a) (b)

Figura 2.12: O algoritmo crossing test: {(a) nimero impar e (b} nimero par de intersecdes.

Quando se trata de poligonos planares o teste pode ser reduzido a simples com-
paracgoes das coordenadas z e y dos vértices e dos pontos de intersecdio da reta ! com as
arestas do poligono, considerando as posigoes das coordenadas y dos vértices adjacentes a
cada aresta do poligono em relagio a reta. Se as coordenadas y estdo em lados opostos da

reta [ entao

e se as coordenadas z dos vértices adjacentes a aresta do poligono, em relagdo ao ponto

de teste, estao a direita, ent8o ocorre uma intersecio, ou

s se a coordenada z de apenas um dos vértices estd & direita do ponto de teste e o
ponto de interse¢do da aresta com a reta ! tem coordenada z & direita do ponto de

teste, entdo ocorre uma intersegio.

2.9.3 Centréide de um poligono

As coordenadas (T,7) do centréide de uma regifo plana R, com borda C, parcial-

mente suave e com densidade uniforme sdo determinadas por:

7 = ffﬁmd:zdy :%’
g =Llazid_u
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onde A € a area de R, y; e u, s30 0s primeiros momentos de R ao longo das coordenadas

T e y, respectivamente [41].

Considerando que existemn fungdes M e N continuas com derivadas parciais continuas

em R, entdo pelo teorema de Green tem-se

/mMmuwwmff@H—%ﬂm@.

Tomando M = —y e N = z, a 4rea de R é dada por

—l—/(a:dy--yd:z:)m// dz dy,
2Jc R

€ 08 primeiros momentos podem ser determinados por

1
pzzﬁjgjxgdy=fj;zmd:cdy,
Lr oo
~m/y%=[/yﬁ@.
2Je R

Se R € um poligono definido pelos pontos (z;,3), i =0,1,2,...n, com z¢ = z, e
Yo = Yn, € Sua borda € uma curva poligonal fechada, suave por partes, entdo a sua srea e
0s primeiros momentos podem ser determinados pela soma das integrais em cada uma das
arestas da poligonal, obtendo assim as expresses [33]:

111.1

A = Z a;, onde a;=w;y41 — Tyt Yis
1‘""“0

Hr = = Z(xz-f-l + zz) Gg €
z-G

py = Z@m+%
z--O

As coordenadas do centréide e a drea, com sinais positivo, de poligonos planares,
CONVEXos Ou nao convexos, sdo determinados tomando os vértices ordenados no sentido
anti-horario no plano xy. Caso contrério, o sinal da 4rea e dos primeiros momentos serdo

negativos.
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2.9.4 Algoritmo de Newell

Martin Newell [63] desenvolveu uma técnica para a determinacio da equagio do

plano

ar+by+cz=d

que melhor aproxime uma regido poligonalizada (Figura 2.13), onde n = (a,b,¢) é o vetor

zt

L

é \v!
vi=( xi, yi, 70y
Figura 2.13: Regifio poligonal plana no espago 3D

normal ao planc. A equacaoc do plano obtida é exata para regifo poligonais planas e wma

melhor aproximmacio para os demais casos.

Os coeficientes a, b e ¢ e d da equagio sdo determinados por:
n
a = Y (yi—yj) — (zi — %)
=1

n

b= D (m—2z)— (i —5)

i=1
¢ = ;(-’Ez’“mj)”(yi”yj)

d = —(azp+byx+cz),

onde j =1sei=nej=1i+1nos demais casos e {Tx, Yk, zx) € um ponto do plano.

A técnica é equivalente a determinar o vetor normal n pelo cdlculo da média dos
vetores normais, em cada vértice do poligono, determinados pelo produto vetorial das arestas

adjacentes.
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Capitulo 3

Trabalhos Relacionados

Este capitulo apresenta uma visdo geral dos métodos de reconstrucdo de modelos
3D, a partir de imagens de profundidade, com o objetivo de fornecer uma retrospectiva
a respeito do desenvolvimento das técnicas de reconstrucdo de modelos 31> nas Gltimas

décadas.

Os métodos estdo agrupados de acordo com a abordagem que cada um utiliza,
seguindo a classificagio dada no Capitulo 1, a saber, modelos segmentados, modelos

volumétricos e modelos deformaveis.

3.1 Modelos segmentados

Na abordagem de modelos segmentados, um modelo 3D ¢ criado pela uniao {“cos-
tura”) de wm conjunto de mathas poligonais, cada qual é gerada a partir de uma imagem
de profundidade dada. Portanto, podemos analisar os modelos propostos considerando
dois estdgios de reconstrugio: a geragio de malhas abertas (com borda) e o processo de

integragao dessas malhas em uma malha fechada.

No que diz respeito & geragio de malhas, duas técnicas se destacam: triengulacao
no dominio da malha e malha regular. A primeira técnica considera a malha como o gréfico
de uma funcio discreta de profundidades e a imagem de profundidade como a projecéo da
matha sobre seu dominio. Esta técnica é uma forma simples e eficiente de gerar malhas

explorando a estrutura contida nos dados para estabelecer a topologia da malha e usando



39 3. Trabalhos Relacionados

o valor da fun¢do de profundidade, em cada ponto amostrado, para estabelecer a geometria
do objeto de interesse. A segunda técumica, por sua vez, gera uma malha uniforine, com
o nimero de vértices predeterminado, a partir da triangulacio adaptativa de uma esfera,

tomada bem prdxima aos pontos amostrados.

Quanto 4 integracio de malhas, os métodos conhecidos diferem no tratamento dado
as regides da malha que se sobrepdem durante a “costura”. Segundo Schiitz et al. [66], pode-
mos distingui-los em dois grupos: métodos com erosdo parcial e métodos com retriangulacio
completa. Nos métodos que usam a técnica de erosiio parcial, a drea da malha sobreposta é
erodida até que a sobreposicio desapareca e a partir dai duas malhas triangulares adjacentes
s&o unidas pelas bordas. Nos métodos que usam a técnica de retriangulagio, as mmformacdes
das malhas previamente criadas sio desprezadas em toda a regido de sobreposicio e uma
nova triangulacao ¢ feita nessa regifo, considerando o grau de certeza dos dados redundantes

nas imagens envolvidas.

Turk e Levoy [75] propuseram o método, conhecido como zippering-algorithm, que
usa triangulagéo no dominio da malha (imagem) para gerar cada uma das malhas poliédricas
tridimensionais. A cada conjunto de quatro pontos vizinhos na Imagem, pertencentes a
linhas e colunas adjacentes, existem duas possives formas de conexio destes pontos (Figu-
ra 3.1}. A configuragio mais provavel ¢ determinada pela menor diagonal entre os qua-

tro pontos. Cada um desses tridngulos sé pertencerd, porém, 4 malha se as suas arestas

Figura 3.1: Possiveis conexdes entre quatro pontos adjacentes.

ndo excederem um determinado limiar de comprimento, evitando com isso a ligacdo entre
vértices separados por descontinuidades de profundidade. A geracio de malhas, através
dessa técnica, cria malhas sem auto-intersegfes ¢ bem representativas do objeto amostrado.

Porém, a densidade dessas malhas é comparavel com a dos pontos amostrados.

Para gerar a superficie fechada, o método ainda registra e integra {“cola”) as malhas
trianguladas de forma incremental (duas a duas) usando o algoritmo iterativo do ponto

mais préximo (iterated closed-point - ICP [6]). Esse algoritmo se fundamenta no principio
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de minimizagio do erro entre a distincia de cada vértice de uma malha aos vértices da
malha adjacente, determinando os pares de vértices mais préximos em cada par de malhas
adjacentes. A “colagem” entre as malhas registradas faz uso da técnica da erosio, onde
novos vértices sao criados e outros removidos, de forma que as duas malhas sejam unidas
sem sobreposigao. Neste processo podem aparecer fendas, como também vértices que nao
correspondem a pontos amostrados na imagem, proporcionando uma possivel perda de
detalhes geométricos da superficie. Para minimizar esses efeitos indesejaveis, é realizado
um processamento posterior & “costura” de todas as malhas, onde é determinada a posigao
média de cada vértice em relagdo is imagens em que ele aparece amostrado, na direcéo do

vetor normal a superficie, e entdo o vértice é deslocado para essa posigio.

O método desenvolvido por Turk e Levoy [75] apresenta bons resultados quando
existe um nimero grande de imagens disponiveis, gerando uma malha muito densa, onde
praticamente todos os pontos amostrados sdo transformados em vértices da malha final.
Mesmo assim, nas regides com grande curvaturas, o algoritmo apresenta problemas com

fendas {“buracos” ) na unido de malhas que representam regides com pequenos detalhes.

A malha obtida por Turk e Levoy [75] é uniforme no dominio da malha (imagem).
As variagdes geométricas dos pontos amostrados nao sao utilizados para obter malhas menos
densas. Tanaka [69] aperfeicoou a técnica de triangulagdo no dominio da malha, usando
propriedades locais do objeto amostrado, tais como profundidade, orientago, curvatura e
cor, a fim de obter uma triangulacao hierdrquica. A técnica aperfeicoada gera, inicialmente,
urna malha regular grosseira, que ¢ subdividida recursivamente de acordo com propriedades
locais observadas em cada vértice. Uma subdivisdo é feita quando dois vértices vizinhos
nao possuem a mesma propriedade local especificada. Além disso, Tanaka apresenta em seu
trabalho um método eficiente para calcular a precisio local da reconstrugio em cada ponto

amostrado, que é baseado na curvatura estimada da superficie a ser reconstruida.

O critério de precisio é dado como a razdo entre o comprimento de arco L(R;) e a
aproximacio linear L{D;} da curva Cj, que possui a curvatura estimada da superficie a ser
reconstruida entre dois pontos dados, satisfazendo a equagio (Figura 3.2)

ﬁgﬁg < Acc = —?sen(-:%),

onde Acc ¢ o limiar de erro admissivel e m denota o m-ésimo setor circular de um circulo

unitdrio. O refinamento da matha é realizado até que todas as faces satisfagam o critério



34 3. Trabalhos Relacionados

de precisao dado.

Figura 3.2: O m-ésimo setor circular de um circulo unitério, onde a=2 e g’ T,

Schiitz et al. [66] simplificaram a forma de costura proposta por Turk e
Levoy [75] através da combinagdo das técnicas de eroso e retriangulagio. Durante a juncdo
das malhas, a regido de sobreposicdo é simplesmente descartada (erodida) e os vértices
mais proximos entre cada par de malhas adjacentes sdo conectados, gerando uma “ponte”
triangulada. Apesar de necessitar de um nimero de imagens menor para reconstruir uma
superficie fechada, a malha triangulada final ainda é muito densa, com o nimero de vértices

proxime ao numero de pontos amostrados.

Higuchi et al. [35] apresentam um método baseado em imagens esféricas (spherical
attribute ¢mage - SAI}). As imagens esféricas representam a curvatura estimada de cada
vértice das malhas a serem registradas. Cada malha é regular com uma quantidade pre-
determinada de vértices, o que facilita o registro de imagens, sem o conhecimento prévio
das posi¢bes das vistas. No registro, a transformacio relativa entre as malhas é determi-
nada pela compara¢io entre suas imagens esféricas correspondentes, de forma similar ao
algoritmo ICP (iterated closed-point [6]).

Higuchi et al. [35] utiliza como sua malha inicial o dual de uma esfera triangulada
cujo mimero de faces € igual ao nimero predeterminado de vértices (Figura 3.3). Dessa
malha fechada com facetas pentagonais sio extraidas as facetas que aproximam os dados
de uma imagemn para definir uma malha aberta. Ajustes pequenos sfo feitos nesta malha
aberta para que seja a menor possivel a sua distincia em relagio aos pontos amostrados.
Este procedimento € repetido para cada imagem separadamente. A “costura” entre duas
malhas é realizada pela técnica da erosio, que associa cada vértice de uma malha ao vértice

mais préximo na outra malha com auxilic de SAls. Heung [34] aperfeicoou o processo
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Figura 3.3: Malha dual triangulada.

de integragido do método de Higuchi et al. [35] fazendo uma reamostragem dos pontos para
estabelecer uma correspondéncia biunivoca com os vértices das malhas nas multiplas vistas.
Recentemente, Adan et al. [1] melhorou a eficiéncia do método, fazendo um rearranjo no
processo iterativo de deformagio da malha, através da definicio de uma nova estrutura de
dados.

O método apresentado por Higuchi tern a propriedade de nao necessitar de mfor-
magoes sobre a topologia entre os pontos amostrados para gerar a malha, o que facilita a
adaptacdo incremeuntal de qualquer vista. As imagens esféricas facilitam o registro sem o
conhecimento prévio da posicio dessas vistas. Em contrapartida. esse método tem a Limi-
taclo de gerar apenas modelos suaves, topologicamente equivalentes & esfera (superficies
de género 0), e representados por uma malha regular e densa que nao leva em conta as

caracteristicas da superficie modelada.

A reconstrugao de superficies complexas, sem fendas e sobreposigdes, através da
“colagem” de malhas ainda é um problema aberto. Os métodos que empregam modelos

volumétricos tratam desse problema de uwma forma mais natural.

3.2 Modelos volumétricos

Na abordagem volumétrica [37, 9, 20], os métodos estdo fundamentados em um
esquema de representa¢ao denominado de enumeracio espacial, onde um volume 3D € par-
ticionado em células cibicas (conhecidas como voxels). Esses métodos definem uma funcao
suave f : R® — IR, de tal forma que f{X) = 0, para todo X na superficie, f(X) > 0,
para todo X dentro da superficie e f(X) < 0, para todo X fora da superficie. A funcao {,
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geralmente, ¢ uma funcio distancia com sinal determinada com relacio A posigio do sensor
dos pontos armnostrados, e ¢ calculada em cada vértice da célula ctbica (voxel). Se a funcio
f & negativa para alguns vértices de uma célula, e positiva para outros, entdo a superficie
deve passar através da célula. O problema é entdo determinar como a superficie interseciona
cada célula, ou seja, determinar os pontos da superficie que intersecionam cada aresta cujos
vértices possuein sinais opostos — pontos de intersecdo — e determinar a conexio entre estes
pontos. Dentre os procedimentos de conversio de modelos volumnétricos para os modelos de

superficie, o algoritmo marching cubes é o mais utilizado [47].

O algoritmo marching cubes foi aplicado, inicialmente, na reconstrugio de superficies
fechadas amostradas por seces transversais' de imagens médicas. Esse algoritmo cria cubos
(voxels} com os vértices em secBes adjacentes e determina como a superficie interseciona
cada cubo. Ele rotula primeiramente os vértices com sinais positivos ou negativos. Baseado
no fato de que a superficie somente interseciona os cubos que tiverem vértices com sinais
opostos, Lorensen e Cline {47] concluiram que existem ao todo 256 formas de uma superficie
intersecionar um cubo. Ainda mais, pela simetria do cubo, este niimero é reduzido a 14 casos
(Figura 3.4), A geometria da superficie, por sua vez, é determinada por uma interpolacio
trilinear (interpolagdo linear ao longo de cada aresta da célula cidbica) entre os pontos

de intersecdo em cada uma das células cibica. O malor problema desse algoritmo é a

Figura 3.4: Tabela dos cubos com topologias distintas.

ambiguidade topolégica da superficie que interseciona um cubo. Quando este contém uma
diagonal com um par de vértices com 0 mesmo rétulo, a conex3o incorreta entre os pontos
de intersecao pode gerar formas topologicamente erradas e possiveis falsas descontinuidades

{Figura 3.5).

!Secoes transversais s3o amostras de contornos de um objeto obtidas através da intersegdc do objeto por
uma colegao de planos ndo necessariamente paralelos entre si [59].
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()

Figura 3.5: Superficies com topologias distintas (b) e (c) geradas a partir da mesma situagio (a).

Bloomenthal [9] mostra que a poligonalizagao de superficies implicitas, consideran-
do dados voluméﬁricos, pode ser obtida sem ambiguidade topoldgica. A ambiguidade nas
células cibicas pode ser resolvida usando técnicas de decomposicio das células em sub-
células n&o ambiguas. Essa decomposi¢do pode ser obtida com refinamento das células
através de uma reamostragem dos dados e o particionamento das células cibicas ambiguas
em sub-células cibicas ndo ambiguas. A aplicabilidade desta técnica depende da viabil-
idade de reamostragem dos dados e da resclubilidade da malha final. Outra técnica de
decomposi¢io de células mais geral é a técnica da tetraedralizacio das células cibicas, o
refinamento é feito sem requerer nenhum novo vértice 4 célula, esta é decomposta em 5 ou 6
novas células tetraédricas, onde as novas faces sdo determinadas pela introdugao de diago-
nais s faces dos cubos. Em um tetraedro os vértices positivos sao separados dos negativos
através de um plano, ndo permitindo ambiguidades. Com a tetraedralizacio das celulas
clibicas, novas arestas diagonais sdo introduzidas, elevando com isso a resolu¢do da malha

final (maior nimero de faces).

Nas aplicacdes onde ndo é possivel realizar uma reamostragem, ou que ¢ nimero
de faces da malha deve ser considerado, as técnicas de decomposigio de células ndo séo
adequadas. Nestes cagos o algoritmo marching cubes é o mais utilizado. Existem varias

versdes do algoritmo maerching cubes com o objetivo de eliminar as ambiguidades topologicas.

Dentre eles cabe destacar o trabalho de Hoppe et al. [37] que define a funcao
distancia com sinal a partir da estimativa do plano tangente a cada um dos pontos dados.
A conexio entre os vértices é decidida a partir da orientacio do plano tangente definido em

cada vértice.

Gelder e Wilelms [27] usam informagles externas 4 célula, através da estimativa do
gradiente nos vértices das faces das células cibicas, incorporando a cada vértice informagoes
dos pontos vizinhos & face. A partir dessas informacgdes define-se uma fung¢io quadraitica,

assumindo que uma funcio desse tipo permite uma representacdo local satisfatdria para
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a superficie e permite identificar a existéncia de pontos hiperbdlicos (pontos de sela. Isso
possibilita uma decisbo mais segura sobre a topologia da superficie, a0 considerar a curva
determinada pelos zeros da fun¢do quadrética no plano de cada face das células. Essa curva
descreve uma se¢io cénica. Baseada na topologia induzida por esta segio, é determinada a

conexao correta entre os pontos de intersecdo daquela face.

Natarajan [53] considera que a decisido sobre a topologia da superficie em uma
célula cibica nio deve ser tomada baseada apenas em informacbes sobre as faces dessa
célula, mas ta.;l:nbém sobre o seu interior. Apresenta, entdo, um método para determinar
a topologia de cada célula, através da identificacio eficiente dos pontos de sela no seu
interior. A consisténcia topolégica é assegurada pela identificagio dos pontos de sela de uma
fun¢do interpolante trilinear por partes, no interior e nas faces de cada célula. O valor da
fungao nesses pontos é usado para inferir a topologia da superficie amostrada. Este método
consegue assegurar a consisténcia topoldgica, construindo uma malba triangulada menos

densa do que a obtida pelos métodos anteriores.

Procurando atribuir acs modelos volumétricos a capacidade de adaptagio incremen-
tal, Curless e Levoy |20] apresentam um método incremental para reconstruir superficies
sem “buracos”, processando as imagens de profundidade uma a uma. Cada imagem de
profundidade é triangulada e um peso é atribuido a cada um dos vértices do modelo corres-
pondente, com base no grau de certeza do processo de aquisicio. Entdo a funcio distancia
com sinal, D;;1(v), definida para cada vértice v do modelo ¢ atualizada na integracio de

{i + 1)-ésima imagem de profundidade através da expressio

Wi(v) Di (v} + wii 1 (v)ds41(v) _

Dipi{v) = Wiv) + w1 (v)

onde wi+1(v) e dit1{v) sdo, respectivamente, o peso e a distincia do ponto v da (i + 1)-
ésima imagem de profundidade e W;(v) e D;(v) sio o pesos das funcdes peso e distincia
acumuladas apos a integracao da i-ésima imagem de profundidade e

Wisi{v) = Wilv) + wiri(v).

Adicionalmente, um algoritmo de ajuste de “buracos” é usado para interpolar as regides

nao visiveis da superficie.
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3.3 Modelos deformaveis

Na abordagem de modelos deformiveis, 0 modelo 3D é obtido a partir da deformacéo
din&mica de um modelo inicial mais simples, topologicamente equivalente ao objeto a ser
reconstruido. Esta abordagem tem a vantagem de evitar o problema de fendas {“buracos”)
naturalmente, uma vez que o processo inicia com uma superficie simples e fechada. Se
nenhum “corte” na malha for efetuado durante o processo de deformagio, o resultado do

processo serd uma superficie fechada homeomorfa ao modelo inicial dado.

Como j4 mencionamos no Capitulo 1, existemn pesquisas em duas direcoes. Uma
direcdo é no sentido de reduzir o problema para a minimizacdo de um funcional global,
usando a teoria de regularizacio, cujo objetivo é o ajuste de wma superficie eldstica com
energia minima aos pontos da imagem. A outra direcao estd baseada em informaces locais
para, dinamicamente, dar uma forma ao modelo inicial [15], onde nenhuma técnica de
minimizagio é explicitamente empregada. Esta tltima técnica tem a vantagem, sobre a
anterior de nao necessitar de nenhuma andlise preliminar global nos dados, para garantir a

convergéncia a uma solugio correta.

3.3.1 Deformacao continua

Modelos deformaveis com deformagio continua foram propostos originalmente por
Terzopoulos [71, 72]. Ele considera que a reconstrugdo de uma superficie inclui estimar a
sua posi¢ao espacial, a sua orientagdo, e também suas descontinuidades. Assumindo uma
projecio paralela no plano da imagem, a distdncia a partir do observador da superficie
visivel ¢ dada por z = Z{z,y), que pode ser vista como uma funcao-altura nas coordenadas
da imagem (z,y). Esta fun¢io é continua na maior parte dos pontos. Somente nas quinas,
nas regides “enrrugadas” e nas regides oclusas ocorrem descontinuidades de profundidade
e de orientacdo. Os ruidos, que corrompem a forma estimada da superficie (restrigdes),

podem ser expressos por

¢ = LilZ(z.y)] + &, (3.1)

onde £; é um funcional aplicado a Z(z,y) € ¢; denota a medida do erro associado. Desta
forma, o problema de reconstrugio de superficies visiveis reduz-se ao problema de deter-

minacio da fun¢io de profundidade Z{z,y) sujeita a um conjunto de restrigdes ¢;.
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Terzopoulos mostra em [71] que a formulacdo matemstica do problema da re-
constru¢do de superficies visiveis é um problema pertencente & categoria de problemas
matematicos inversos, os quais tendem a ser matematicamente mal postos (problemas onde
a existéncia, unicidade e estabilidade da solugdo néo pode ser assegurada, sem a imposigio
de algumas restrigbes). Esses problemas, de uma forma geral, devem ser remodelados para
se tornarem soliveis. Ele optou pelas teorias de regularizacio, como os métodos de regu-
larizacao de Tikhonov [71}, que usam principios do cileulo variacional para oferecer a base

tedrica na transformacio de um problema mal posto emn wm problema tratdvel (solivel).

Considerando H o espago das fungdes Z(z,y) admissiveis e S{v} um funcional es-
tabilizante que mede o suavidade das fungdes v € # e P(v) uma funcio de penalizacio
que mede a distincia entre as restri¢des dadas ¢; e v, o problema de reconstrucio de uma

superficie visivel consiste em encontrar u € # tal que [71]
£(u) = inf E(v), (3.2)
onde o funcional energia £(v) = S(v) + Plv).

Quando existe uma solugdo para a equagio (3.2), esta solucdo satisfaz a equacio
de Euler-Lagrange, que expressa a condi¢do necessiria para a existéncia de wm mimino,

quando a primeira derivada variacional 4, do funcional da energia se anula

8uE(w) = 6,S(u) + 6, P(w) = 0

A funcdo de suavizagiio S(v) mantém controle local sobre a continuidade da solucdo,
possibilitando que o problema seja regularizado enquanto preserva as descontinuidades de

profundidade e de orientacio. Ela é dada por
S) = [ ple.){r(e, 9k + 22, + o) + [1 - (.90} +12)) de dy,

onde Q C IR? é o dominio da imagem, p(z,y) e 7{z,y) sdo fungdes de ponderagdo, variando
em [0,1]. Assumindo condicGes de contorno livres em 812, a derivada variacional de S(v),

no interior de €1, é dada por

- 52 52 §2
6, S(v) = 52 s (g ) +25 3y {(Hvgy) + % g(ﬂvyy (TI vg) = "?'Uy)a

onde

wzy) = plz,y)r(z,y) e
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W{I:y) = p(:c,y)[l-—‘r(as,y)].

As funcdes p e T representam explicitamente as descontinuidades de profundidade
e de orientacdo, respectivamente, sobre £2. Os valores das funcdes p e 7 em (z,y) € 0

determinam a continuidade local de u(z,y), a saber:

o lim, (5 )0 S(v) caracteriza, localmente, uma membrana spline (uma superficie CY

continua);

e lim (; ,); S(v) caracteriza, localmente, um thin-plate spline (uma superficie C!

continua);
o limy; .0 S(v) caracteriza, localmente, uma superficie descontinua;

e Valores intermedisrios de p e 7 caracterizam superficies C! sob a agio de uma forga
de tensdo, onde p é a variagio espacial da coesao superficial e (1 — 7) é a variacao

espacial da tensdo da superficie.

A funcio P{v)} é a norma Euclidiana ponderada

Pw) = 3 S elkil] - i), (3.3)

onde o; é um pardmetro de restricio nao negativo. Um étimo valor para esse parametro é
= }—;—.g onde A é um fator de proporcionalidade e o é a varidncia da distribuigéo do erro

com média zero [72].

O funcional £; para reconstrucdo de superficie pode ser dado pela derivada de
k—ésima ordem em um ponto,

85

Lifv] = (W) (2007602

para 7 =0,1,...,k.

Entdo, o funcional de ordem zero, L;[v(z,y}] = v{z;, ;) modela o conjunto de res-
trigdes locais, ¢; = v(%s,y;) + € = d(g, 4,), Para i € D. A orientagdo local da superficie é
determinada pelos componentes da normal 4 superficie, n{xz;, ;) = vz (=i, vi), vyl{zi, ¥i), ~ 11,
representada pelas derivadas de primeira ordem do funcional £;[v{z,y)]. Isto produz ex-
pressdes analogas para restrigdes de orientagbes locais: ¢; = vo(zy, 4} € = D(z; ;) Dara

1€ P e =vy(2i Ui} + € = gz 4,). Para i € Q.
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A funcdo de penalizacdo resultante é expressa por

Plw)= 5 > aglle,y) —dg, o+
€D
% Z api [’Uz: ($2‘} y@) - p(mi:yi)]z +
icP
% Z g [y, ys) — q(me,ys)]gﬂ

g

onde o pardmetro o; na equagho 3.3 é agora decomposto em ay,, oy, € ay, -

Podemos interpretar esse modelo como uma superficie eldstica cuja energia de de-
formagdo, S(v), leva sua forma a variar suavemente quase em toda parte (menos nas descon-
tinuidades). As restrigoes sdo representadas pelas for¢as aplicadas na direcio de z — Z(z, y)
que desviam a forma da superficie a partir do estado de repouso; a funcio de penalizaggo
P(v) representa a energia de deformagdo do conjunto de pontos fixos nas restricdes. As
restrigdes de profundidades determinam as deflexdes u = u{z,y) da superficie eldstica em

equilibrio. A tensdo em cada restrigiio é controlada pela rigidez associado a4, (Figura 3.6).

restrigdo na
orientacio

(a) (b)

Figura 3.6: O modelo fisico. (a) Superficie sobre tenséo e restricio de profundidade. (b} Influéncia
local da restricdo de orientacdo

Terzopoulos [74] usou o seu modelo regularizado para gerar formas quase simétricas,
a partir de um modelo inicial com um eixo de simetria, denominado modelo quasi-simétrico.
Mais especificamente, reconstruiu objetos a partir de contornos e uma sequéncia de pares de
imagens binoculares. Os objetos sdo deformados como corpos elasticos, sujeitos & acio de
forgas intrinsicas (referentes as restrigbes proprias do modelo deformavel, como coeréncia
de superficies e simetrias, extraidas das informagfes de contornos de miltiplas imagens)

e extrinsicas (referentes as forgas externas ao modelo). A formulacio matemética desse
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modelo é dada pela equagio do movimento de uma membrana eldstica, sob a agéo de uma

forga externa f(v),

&° av  8¢&
P+ 155 + Tt = S0, (34)

onde v € a superficie parametrizada do modelo inicial, p é a densidade de massa do corpo
deformavel, v é a viscosidade do ambiente, £(v) é o funcional energia que caracteriza o
material deformével e € é a derivada variacional do funcional energia e representa a forca
elstica interna do corpo. A superficie 3D reconstruida, representada por u, é aquela que

tem energia elastica minima, ou seja, 8£(u) = 0.

Weiss {80] observou que as técnicas baseadas em teoria de regularizagio ndo con-
seguem reconstruir adequadamente superficies que possuem bordas ou cantos abruptos, uma
vez que elas suavizam as variagGes abruptas. Isso pode resultar na perda de importantes
informacoes sobre a forma do objeto a ser reconstruido. Para atenuar esse problema, Weiss
considera toda a superficie representada por uma malha finita de pontos e descreve as dreas
onde hd trocas bruscas com mais pontos € as mais suaves ¢om menos pontos, caracterizando,
desta forma, as dreas com ripidas mudancas nas dire¢tes dos vetores normais com maior
precisdo. Essa adaptagdo nos pountos da malha é feita automaticamente, de acordo com um

principio de otimizacio, usando uma analogia com o modelo fisico da mola.

No inicio desta década, Terzopoulos e Metaxas [73] apresentaram um novo método,
o qual satisfaz sirnultaneamente os requisitos de reconstrucdo e de reconhecimento usando
imagens de profundidade. Nesse método, as superquadricas deformaveis {superelipsdide}
sao usadas como o modelo inicial que se deforma sob a agio de forcas eldsticas estimadas
a partir das imagens até atingir o estado de energia eldstica minima. Kok, Metaxas e
Badler [40] aperfeigoaram a técnica, incorporando ao método uma subdivisio adaptativa
da malha, baseada em um critério de precisdo (distdncia) entre os vértices do modelo e os
dados da imagem, gerando dessa forma uma malha com wm mimero reduzido de vértices.
A estratégia usada na subdivisido, denominada operagées conforme, seleciona os tridngulos
que devem ser subdivididos e bisseca-0s pelo seu maior lado. Em seguida, os triingulos
sd0 bissecados ou trissecados para manter a topologia triangular da malha (Figura 3.7).
Recentemente, superquddricas deformdveis tém sido usadas para segmentar imagens de
profundidade [43].

Chia e Medioni [16] methoraram o problema de eficiéncia do método com relagao ao
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Figura 3.T: Propagagio da subdivisio da malha nas faces adjacentes.

ternpo de execucdo e ao espago de armazenamento, usando o algoritmo de minimizacio de
Powell [61]. O algoritmo de Powell facilita o desdobramento do problema de reconstrucio de
superficies em um conjunto de problemas lineares de ajuste de contornos, onde os contornos

s3o obtidos usando o principio das curvas de energia minima, denominados de B-snake [17].

As técnicas que usam modelos deformaveis necessitam de uma forma inicial ajustada
grosseiramente ao objeto a ser reconstruido, necessitando portanto de um preprocessamento.
Algorri e Schmidt apresentam em [2] uma inicializagio robusta para métodos de deformacio
global. O método proposto gera automaticamente uma superficie “simplicial” (superficie
poliédrica}, a partir de um conjunto de pontos tridimensionais, dos quais nfio se tem nenhum
conhecimento sobre a sua topologia. O algoritmo é baseado na decomposiciao espacial
e usa o algoritmo marching cubes para gerar uma aproximagio grosseira da superficie.
Neuenschwander [55] também apresenta um modelo inicial para o ajuste de superficies
através dos meétodos de energia minima. O modelo inicial é determinado a partir de pontos
fixos da imagem, onde a localizagio e orientacdo exatas sdo conhecidas. Uma superficie
inicial é calculada através desses pontos, usando, por exemplo, retalhos cibicos de Begier

ou de B-splines.

Para ser menos dependente da inicializacio, e dar uma estimativa inicial simples,
Cohen e Cohen [18] introduziram o modelo do baldo. Eles desenvolvem uma técnica a partir
de elementos de bordas tridimensionais, extraidos de um conjunto de células cibicas de
intensidade e usando for¢as de inflagio adicional que atuam na superficie do modelo inicial,
fazendo com que ele infle, como se tivesse introduzido ar em seu interior e levando-o para
os pontos da imagem, permitindo com isso maior flexibilidade na escolha do modelo inicial.
Embora eles assurnam que os modelos reconstruidos sejam suaves e homeomorfos 3 esfera, a
idéia é relevante. Ea primeira proposta de modelos deformaveis cuja forma inicial independe
dos dados amostrados. A técnica foi aplicada em segmentacio de imagens de ressonincia

magnéticas. Cohen e Cohen mostraram também que o problema de reconstrucio pode
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ser ainda simplificado, como j4 observado por Chia e Medioni [16], se ele for visto como

sucessivos problemas de reconstrugio de snakes [17)].

3.3.2 Deformacao discreta

Baseados nas idéias de Cohen e Cohen [18], Chen e Medioni [15] apresentam wm
versao discreta do modelo do baldo — conhecido como modelo do balae inflével — para um
conjunto de imagens de profundidade previamente registradas [14]. O método ndo é baseado
em formulagbes de minimizagio global, mas em forgas de inflagio que dirigem, com base
em medidas loceis, uma malha triangulada fechada para os pontos da imagem, pela sua
subdivisdo adaptativa. Varios problemas de instabilidade numérica e de convergéncia sao
melhorados, mas a falta da visdo global da imagem dada pode levar a auto-interseces na

superficie reconstruida.

No modelo do balao inflivel a estimativa inicial é uma malha triangulada, repre-
sentando uma superficie fechada, definida a partir dos vértices de um icosaedro. O modelo
inicial é colocado no interior da imagem do objeto a ser reconstruido e o método faz um
mapeamento direto dos vértices do modelo inicial aos dados da imagem registrada. A malha
sofre a agdo de uma for¢a de inflagio, uniforme em cada um dos seus vértices, que o deslo-
ca na direcio normal & superficie do modelo até que este encontre wm ponto da imagem

(Figura 3.8). Neste caso, o vértice € chamado ancorado.

Figura 3.8: O modelo do baldo infldvel.

E interessante notar que 4 medida em que a malha se deforma, a diregio do ve-
tor normal dos seus vértices pode variar e, portanto, os potenciais pontos nos quais eles
ancorariam. A busca por um provivel ponto correspondente na diregdo normal [ de um
vértice P faz uso do método iterativo de Newton-Raphson [41] considerando a projegao do

vértice, ;, sobre a imagem S na direcio da vista como a estimativa inicial (Figura 3.9).
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Interseqio
aproximada

diregao de inflagan
1angentes :

. direg3o da vista

Figura 3.9: A correspondéncia dos pontos no modelo do baldo inflivel.

A intersecio I;, do plano tangente em Q; e [ & projetado novamente sobre S em ;1. Se
a distdncia entre I; e Q4 for suficientemente pequena, Q;,; é o ponto procurado. Caso

contrario, substitui-se (; por {J;4+ e repete-se o processo.

O movimento de cada vértice é governado pelas equagdes classicas do movimento

de uma particula
mji}j + Tj?:?j -+ g} = fj, j=1---,n, (3.5)

onde m; e rj sd0 a massa e o coeficente de amortecimento do j-ésimo elemento, respec-
tivamente, vy, v; € ¢; denotam sua posigio, velocidade e aceleracio, respectivamente, f;
representa a soma das forgas internas (a tensdo entre os vértices adjacentes) e §; representa
a soma das forcas externas (forca de inflagdo). Em consideracio ao desempenho, Chen e
Medioni [15] simplificaram convenientemente esta expressio, considerando um sistema com
inércia nula, o que é adequado ao processo de reconstrucio, onde as forcas envolvidas de-
pendem apenas do modelo inicial dado e nfio dos dados de entrada, e todos os pontos dados

sao uniformemente considerados.

Durante o processo de inflacio, os trifingulos sdo subdivididos adaptativamente,
criando novos vértices a partir de um ponto de vista fisico imagindrio, onde a rigidez da
forca de tensao entre os vértices adjacentes deve manter-se constante. Durante o processo de
crescimento, os tridngulos tornam-se naturalmente majores em tamanho, e a for¢a de tensio
entre os vértices adjacentes cresce, agindo contra a fora de inflagio. Também, quando os
vértices alcangam a superficie do objeto, a forga de tensdo em seus vizinhos adjacentes cresce
e as subdivisoes devem aliviar essas reagGes. Chen ¢ Medioni transportam essa condicio

fisica do modelo para umn parametro de tolerdncia geométrico, a drea mixima permitida &
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face triangular. Quando um tridngulo tem sua drea maior do que seu limite, ele € bissecado
em sua maior aresta. A partir do ponto de vista geométrico, a subdivisdo de tridngulos
permite ao modelo se adaptar & geometria local da imagem dada sem afetar outras regites

do modelo.

A subdivisdo de tridngulos é realizada somente nos conjuntos maximamente conexos
de faces com vértices nac-ancorados, denominados frentes de crescimento. Isto permite que
a malha triangular se adapte localmente & superficie do objeto mantendo a posicao dos

vértices ancorados.
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Capitulo 4

Modelo do Fluxo Radial

Este capitulo descreve o Modelo do Fluzo Radisl, um método de reconstrucio ite-
rativo que gera uma sequéncia de malhas convergentes para os dados, representados por
uma imagem de profundidade ndo registrada, a partir de uma malha inicial, fechada e geo-
metricamente simples. Esse método pode ser classificado como wm método de deformacio
discreta, que incorpora as boas propriedades do modelo do baldo infldvel [15], tais como
fechamento, precisdo controlivel, estabilidade e simplicidade. Além disso, ele emprega as
caracteristicas da triangulagio adaptativa no dominio da imagem [69, 20], para, de wma for-
ma robusta, monitorar as auto-intersegtes durante o processo de subdivisdo da malha. Mais
ainda, ele é capaz de detectar durante o processo de deformacdo da malha as necessarias
cirurgias topoldgicas a serem feitas no modelo a partir das informacgdes topoldgicas contidas

na imagem.

4.1 Construcao da sequéncia de malhas

O processo inicia com uma malha inicial MY, que deve ser coberta espacialmente
pelos dados amostrados, e em cada estigio & de crescimento gera uma nova malha M* a
partir daquela gerada no estdgio anterior M*~1, de tal forma que essa malha se situe entre a
imagem de profundidade dada e a malha previamente reconstruida, obtendo uma sequéncia

de malhas que se ajusta aos dados amostrados.

Essa sequéncia de malhas é gerada com a restricio de que todos os seus vértices
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possuam um ponto correspondente na imagem de profundidade dada, induzindo uma seg-
mentagao da imagem em regides que correspondem univocamente as faces da malha em
cada estagio de reconstrugio. Uma face da malha M* é considerada ancorada gquando ficar
suficienternente proxima dos pontos da regido correspondente, desconsiderando o resto da
subsequéncia de malhas que leva a face a todos os pontos da regiso associada. Quantita-
tivamente, a noc¢do de proximidade é expressa pelo parimetro de tolerancia para o erro de
reconstrucgdo, 7, que deve ser especificado pela aplicagdo a priori. Se uma face apresentar
um errc malor que 7, ela é subdividida e deformada até satisfazer a condicao de parada ou
esgotar as possibilidades de subdivisdo na diregio de crescimento predeterminada. Neste
caso, a topologia de M* ¢ reavaliada em relagio 3 topologia inferida através dos pontos
amostrados e, se necessario, novas diregdes de crescimento sio determinadas. O processo é

repetido enquanto o erro de reconstru¢do for maior que a tolerancia dada, 7.

Considerando o ndo conhecimento a priori da topologia do objeto a ser reconstruido,

identificamos quatro problemas relacionados a este procedimento simples e intuitivo:

12} Como garantir a correspondéncia biunivoca entre os dados amostrados e toda a

malha reconstruida, M*?
22) Como determinar o erro de ajuste?
32) Como subdividir as faces?

42} Como detetar as cirurgias topoldgicas necessrias?

Sem perda de generalidade, consideramos neste trabalho que as imagens de profun-
didade estejam no formato .tzt utilizado em MSU/WSU [78]. Este formato descreve uma
imagem de profundidade como um conjunto de imagens cartesianas I;, n x m, i = 0,1, 2,3,
onde I é uma imagem bindria que determina as entradas validas, J;, i = 1,2, 3, contém as

coordenadas ., ¥, z, respectivamente, de cada ponto amostrado.

4.1.1 Inmicializacao

Como o modelo inicial é alterado dinamicamente, de acordo com os pontos corres-

pondentes aos seus vértices, qualquer malha fechada pode ser usada como a malha inicial
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0

MO, Optamos pela estrutura de umn decaedro inserito em wma esfera de raie 7° e centro ©,

determinados da seguinte forma:

Centro ¢ = (g, 9, 20), cujas coordenadas sdo determinadas por

Trmaz T Trmin Ymaz + Ymin
=5 » WB=""735 zg = 0,

onde Tmez © Ymazs Tmin © Ymin 5S40 08 pontos maiximos e minimos das coordenadas z
e y, respectivamente, dos pontos amostrados gue nao pertencem 3 borda da imagem

de profundidade dada R, e a coordenada z, que representa a altura do plano zy, é

fixada em zero.

Raio % = min {|| p; — " ||, ¥p; € R}, onde p; representa as coordenadas cartesianas do

1-€8imo ponto amostrado em R .

Associamos cada um dos vértices v;, (i = 0,...,6) da malha inicial M da seguinte forma

(Figura 4.1): O vértice vy ao centro ¢” e os cinco vértices adjacentes a vy, {v1,v2,vs,v4, vs},

Figura 4.1: Correspondéncia inicial.

a cinco pontos distintos b; na borda de R e o vértice vg, a wm ponto P interior a R.

Esta associagio estabelece o primeiro fluxo radial de crescimento, o qual permanecera
fixo até que o modelo atinja todos os pontos da imagem ou sejam esgotadas as possibilidades

de crescimento.

As projegdes de b;, 1 € {1,2,3,4,5}, sobre o plano zy sdo aproximadamente es-

pacados de 72° e o ponto P é o ponto mais préximo de vg na direcio de clvg.

Observe gue as conexdes entre v; induzem um grafo planar em R, onde os pontos b;

e P definem os vértices (nds) e suas ligacdes definem as arestas (as ramificagdes) do grafo



52 4. Modelo do Fluxo Radial

(Figura 4.1). Estabelecendo, assim, uma correspondéncia biunivoca entre as faces em M

e as regioes em K.

Por clareza, vamos definir algumas notacdes que serfio usadas ao longo do texto. O
angulo centrado em ¢, que cobre maximamente a imagem de profundidade, serd chamado
de dngulo sélido inicial e denotado por %, onde o primeiro indice superescrito indica o
estdgio da reconstrucdo e o segundo, o elemento no conjunto de angulos sélidos. Durante
o processo de crescimento, em cada estdgio de reconstruciio k& poders surgir mais de um
angulo sélido, cada qual, referenciado por S*", é associado a um conjunto A; de faces do
modelo MF. Para preservar a consisténcia da notagio, serd usado C** para denotar o
centro do angulo sélido S5, Denotaremos por L** o comprimento maximo permitido

aresta dentro do angulo sélido §%#,

Considerando que os N pontos na imagem de profundidade R sejam enumerados
de 0 até N — 1, usaremos os indices 4 ou j para denotar um determinado ponto p € R.
Considerando, também, que as regides em R, determinadas pelas faces F de M, sejam
enumeradas, usaremos o indice m para indicar uma determinada face e sua regido corres-
pondente Ry, € K. Por exemplo, o vértice v; € Fy, tem como correspondente p; € Rp,. O
erro de reconstrugao de um vértice v; serd denotado por ¢; € o erro de reconstrugio de uma

face Fy, em relagdo a um ponto p; € By, pOr €.

4.1.2 Erro de reconstrugdo

Como j& mencionames, o erro de reconstrugio ou erro de ajuste é wma medida
quantitativa para denotar a precisdo de reconstrugio desejada. Em termos de sequéncia
de malhas, ele corresponde ao resto da sequéncia que pode ser desprezada. Quante menor
for o valor do pardmetro de tolerdncia 7, melhor serd a aproximacio desta malha aocs
pontos amostrados, e dependendo das caracteristicas geométricas dos pontos, maior ser a
sequéncia a ser considerada na nossa reconstrugio para chegar 4 maltha final. No limite,

para 7 = 0, teremos, em geral, uma malha densa interpolando todos os pontos amostrados.

Definimos o erro de reconstrugdo de um vértice v; € M*, denotado por ¢;, como a
distancia entre o vértice v; e 0 seu ponto correspondente na imagem e o erro de uma face
Fo, € MF em relagio a um ponto Pi € Ry ., denotado por €,;, como a distancia entre o

plano que contém a face e o ponto p; € Hy,. Quando ¢; < 7, v; é marcado como ancorado
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{no seu correspondente} e quando o erro de reconstrucio de F,, em relagdo a pelo menos
uma percentagem de x pontos amostrados em &, for menor que 7 e os vértices de Fp,

estiverem ancorados, dizemos que Fy, estd ancoreda (na sua regifo correspondente).

O valor de x é empirico. Ele deve ser escolhido de acordo com a natureza da
imagem. Para imagens ruidosas, um valor pequeno de y ajuda a filtrar os ruidos, eliminando
variagbes grandes na curvatura do modelo reconstruido. Por outro lado, para imagens com
baixo ruido, recomendamos o uso de um valor altc de y para evitar perda de detalhes

geomeétricos.

Para monitorar o ancoramento dos vértices e das faces do modelo, durante o processo
de crescimento, calculamos em cada estagio o erro de reconstrucao para cada um dos vértice

e cada uma das face do modelo.

Ancoramento. Um vértice v; estd ancorado em seu correspondente p;, quando a distdncia
radial entre eles é menor do que a tolerincia dada. Para determinar a distdncia radial, ex-
ploramos o fato de estarmos calculando a distancia entre dois conjuntos de pontos discretos

e finitos, fazendo a diferenca entre as coordenadas esféricas p dos pontos envolvidos, ou seja,

il oo, — ooy lI< 7.

Uma face estd ancorada, na sua regido associada, em um determinado dngulo sélido
de crescimento $%", quando a distancia radial dos pontos p;, pertencentes ao angulo sélido
de procura, determinado pela face, contido na regido correspondente, e o plano que contém

a face é menor do que a tolerancia dada (Figura 4.2). Para calcularmos a distancia entre

Disthncia radiel . i

Figura 4.2: Angulo sélido de procura do correspondente.

os pontos amostrados p; na direcdo radial, consideramos que a distincia radial determina

o deslocamento necessdrio, do modelo, para que cada ponto p; seja alcangado pela face
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assoclada. Para determinar o deslocamento, calculamos a distancia entre o ponto pjeo
ponto onde o raio g corta o plano que contém a face, ou seja, || (L~t)p; || = pj || - |i tp; |,
onde || ¢ p; || € um ponto do plano que contém a face. Se || (1 ~¢) p; ||< 7, para pelo menos
x% dos pontos, a face é considerada ancorada. Observe que se || (1 — £) p; [|< 0, o modelo

ultrapassa o ponto da imagem p,.

Quando todas as faces em um determinado angulo sélido estdo ancoradas, ou ndo
tiverem mais pontos correspondentes na diregio radial, consideramos o &ngulo sélido an-
corado e recalculamos o erro de reconstrugio, de cada face do modelo, determinando a
diferenca de profundidade entre cada ponto pj, pertencente & regido associada a faces e os
pontos de intersecdo da reta, [, que passa por p; na diregao da vista (eixo z), com o plano

que contém a face, da seguinte forma:

Seja n = (ng,ny,n;) o vetor normal ac plano que contém a face Fo,

P = (Pjz:PjyrPiz) € Bm e v = (vg,vy,v;) 0 ponto de intersecdio da reta [ com o plano

determminado pela face F,, entdo a diferenca de altura é igual a diferenga entre as coorde-
<p<pj,ﬂ>

nada z, ou seja, (pjz — v;), onde v, = —LI" ¢ p;- = (Djz, Piy, 0)-

4.1.3 Subdivisao adaptativa

Em cada estagio k, as faces da malha MF* contidas no dngulo sélido S5 sdo sub-
divididas e seus vértices deslocados até que elas ancorem nas suas regides correspondentes.
O refinamento da malha seré feito iterativamente, enquanto o comprimento das arestas da
malha MF for maior do que L¥*, de forma a ter uma certa uniformidade na distribuicdo

dos vértices na malha,

As faces s80 subdivididas de acordo com o niimero de novos vértices nas suas arestas,
escolhendo a configuragdo que favorega o crescimento no angulo sélido, bissecando {Figura

4.3), trissecando (Figura 4.4) e tetrassecando (Figura 4.5), sendo 15 o nidmero total de

b

Figura 4.3: Configuracdes possiveis para bissecar uma. face.



4.1. Comnstrucio da sequéncia de malhas 55

Figura 4.4: Configuragtes possiveis para trissecar uma face.

f & 4 f % f 2 f ¢ i e
b c b [+ b ¢ b ¢ b <

Figura 4.5: Tipos de configuragBes para tetrassecar uma face.

configuragdes possiveis para tetrassecar uma face.

Para garantir, porém, que a malha refinada esteja sempre entre a malha previamente
reconstruida e a imagem de profundidade dada, subdivisdes adicionais, em pontos interiores

a face, podem ser necessdrias (Figura 4.6).

Figura 4.6: Ajustando a subdivisio.

Vale ressaltar que, para ajustar o modelo aos pequenos detalhes, o valor de L5 deve
ser recalculado dinamicamente para assegurar que sempre ocorra crescimento adaptativo em
cada angulo sélido de crescimento §%* enquanto existir, na direcdo de crescimento corrente,

pontos correspondentes para as faces nao ancoradas.

O novo comprimento maximo, permitido a cada aresta pertencente & S*" & deter-

minado como o comprimento médio das n, arestas das faces de §%* ainda com erro

e o 2. {” Vi — Uy Il Yu; #£ v; € Sk,h}'

Tg

(4.1)
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4.1.4 Costuras topoldgicas

Quando se esgotam as possibilidades de crescimento numa direcio, sio determinados
os conjuntos de faces ndo ancoradas maximamente conexas de ME_ denotados por A,. Para
cada conjunto Ay, é , entéo, determinado um novo Angulo sélido de crescimmento. Se existirem
dois conjuntos, Ay, e Ap,, cujas regides correspondentes em R sejam adjacentes, entio os
conjuntos Ay, e Ay, devem ser unidos. Esta unifio é realizada através de uma cirurgia
topolégica. A cirurgia topoldgica pode ser realizada pela remocgio das faces em cada um dos
conjuntos Ax, e Ag, e pela conexdo de suas bordas através de uma retriangulagdo entre elas.
Esta retriangulagdo pode ser vista como uma soma conexa entre um tubo poligonalizado
de género zero, cujas faces que serfo removidas para a costura, contém o mesmo nimero

de vértices das faces removidas na malha (Figura 4.7). Para realizar a cirurgia topolégica

Figura 4.7: Conexao entre as bordas na cirugia topoldgica.

pode ser necessario wm reajuste nas correspondéncias dos pontos envolvidos pertencentes

borda da imagem, assim como wmna rerotulacio das faces envolvidas.

Para cada conjunto resultante de uma cirurgia topolégica, um novo angulo sdlido
¢ determinado. O procedimento de unido é repetido até extinguirem todos os pares de
copjuntos com regides correspondentes adjacentes em 7. O resultado final do procedimento
consiste em varios conjuntos de faces nio ancoradas que definem novos dngulos sélidos

(Figura 4.8).

Novo angulo sélido

X

Centro do anguto s6lido inicial C &Ny w0 centro

Diregio de crescimento paralelo

Figura 4.8: Determinagio de um novo angulo sélido.
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4.1.5 Correspondéncia Biunivoca

O crescimento radial adotado em nosso modelo pode levar a associagGes ambiguas
aos novos vértices determinados durante o ajuste. Chamamos de associacdo ambigua a
correspondéncia estabelecida a dois vértices adjacentes do modelo a um ou dois pontos
pertencentes a regides ndo adjacentes na imagem. Para evitar essas situagdes foram usadas

duas estruturas para as imagens dadas.

1. A estrutura da imagem cartesiana. Nesta estrutura é explorada a conectividade
entre os pontos da imagem, ou seja, esta imagem € usada para estabelecer a corres-
pondéncia entre os vértices pertencentes a uma vizinhanca no modelo e seus corres-

pondentes a uma vizinhanca na imagem.

2. A estrutura da imagem esférica. Aqui é explorada a continuidade nas dire¢Ges de
crescimento, ou seja, todo ponto associado a um novo vértice deve pertencer ao

dngulo sélido determinado pelas faces adjacentes a aresta subdividida.

Usando essas duas estruturas, determinamos com seguranga, wm ponto correspondente na

imagem. O ponto escolhido deve, ainda, satisfazer as seguintes restricGes:

s ser ¢ ponto mais préximo do modelo, na diregdo de crescimento escolhida, quando

se trata de pontos interiores da imagen;

» ser o ponto com direcdo de crescimento radial mais préxima daquela determinada
pelo ponto candidato a novo vértice do modelo, quando se trata de pontos da borda

da imagem.

A primeira estratégia evita que o modelo ultrapasse os pontos amostrados da imagem e a
segunda garante que o modelo tente “Auir” para a borda da imagem. Vale ressaltar aqui

que a segunda estratégia so se aplica para imagens de pontos simplesmente conexos.

Para evitar auto-interse¢des na malha reconstruida, em cada nova insercdo de umn
vértice v; em uima aresta, o ponto correspondente p; € R é procurado somente na regiao
correspondente as duas faces adjacentes & aresta e para garantir a ndo ambiguidade na
direcao radial o ponto deve pertencer ao interior do dngulo sélido determinado pelas faces

adjacentes (Figuras 4.2 e 4.9). E na insercio de um novo vértice no interior de uma face
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crescimetite hdo ambigue

Crescimerie am;b}gw"“ﬁ\\

¥

o]
Origem

Figura 4.9: Direcdo ambigua de crescimento.

Fim: 0 ponto correspondente serd buscado somente na regido R, petencente ao angulo sdlido

gerado pela face.

Para evitar o aparecimento de faces distorcidas, quando as direcdes de crescimento
radiais dos pontos interiores a uma face néo sio favorecidas, ou seja, essas diregdes ten-
dem & dire¢do paralela ao plano que contém a face, rotulamos a face como face paralela
(Figura 4.8).

Faces paralelas. Em nosso modelo, para determinar o paralelismo de uma face, consi-
deramos o vetor normal 7, do plano que contém o tridngulo determinado pelos ponios da
imagem correspondentes aos vértices da face e & direcio de crescimento do centréide da

face, opim e verificamos se
< opm, i >
| opim ||

ou seja, verificamos se o angulo formado pelos dois vetores opin e 7 é maior do que 60°.

< 0.5,

Segundo Medione [15], quando os pontos est3o dispostos em um angulo de 45°, a associacao
€ mais uniforme ¢ o creschmento mais regular e nossos experimentos confirmam essa ob-
servagao, ou seja, o crescimento radial nfio é favorecido em um angulo maior do que 45°
e a8 distorgdes nas faces da malha se acentuam 3 medida que o dngulo de crescimento se
aproxima de 90°. Observamos que a escolha de 60° como dngulo méximo de crescimento

radial permite a reconstrugio de uma malha com o minimo de distorges.

A face é marcada como paralela ou nao paralela no momento de sua criagio e nio
serd subdividida durante o processamento nesse dngulo sélido de crescimento. Com excecio
das faces de borda, onde a sua aresta de borda serd subdividida, quando seus vértices
ancorarem, permitindo. desta forma, um ajuste nas bordas com faces paralelas, sem causar

subdivisoes exessivas.
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Angulo sélido de crescimento. Estabelecer convenientemente a correspondéncia entre
os vértices do modelo M**! e 0s pontos amostrados da imagem est4 intimamente relaciona-
do com a determinagdo do dngulo sélido de cada frente de crescimento radial, ou seja, a

determinagio do centro e do eixo central de crescimento radial (Figura 4.8).

O centro C*+1* da direcio radial em cada conjunto Ap de MF*+E, deve ser tal que
o plano determinado pelo centro e normal ao eixo central de crescimento tenha a regido
Ap no seu lado positivo. A direcdo do eixo central de crescimento radial de cada frente
de crescimento é determinada por np, = Op — B, onde By é o centrdide do poligono
planar descrito pelos vértices da borda de Aj, que melhor se aproxima de Ay ¢ O é um
ponto da regidc da imagem associada a A,. A determinacio do ponto O deve ser tal
que favoreca o crescimento do modelo nas dire¢Ges dos pontos preferenciais {pontos de
descontinuidades de profundidade e pontos de maximos) e também dos pontos de borda
contidos na regido da imagem associada a Ap. Este procedimento permite que todos os
pontos qué determinam as caracteristicas geométricas do objeto amostrado, pertencentes
ao angulo sélido de crescimento S*+1* sejam alcancados pelo dngulo sélido de procura do

ponto correspondente dos novos vértices do modelo (Figura 4.2).

O centro C*+1:2 ¢ determinado sobre a reta que passa por Oy, e By, de tal forma
que o angulo sélido gerado pelos vértices da borda de Aj seja menor que 45°. Para de-
terminar o centréide das regides planas usamos o procedimento descrito na Secao 2.8.3 e
para determinar a melhor aproximagao para o poligono planar, Py, descrito pelos vértices

da borda de Ay usamos o algoritmo de Newell [63], descrito na Segdo 2.9.4.

Crescimento inicial das novas frentes. Podemos pensar que as novas direcdes radiais
de crescimento formam uma calota esférica, facilitando, dessa forma, as associagdes entre
pontos do modelo e da imagem. Para simular esta situagio, deve-se ter um conjunto de faces
convexas forrmando a nova frente, e essa situagio geralmente néo ocorre, devido as diferentes
velocidades de crescimento de cada vértice em cada iteracdo de crescimento. A velocidade de
crescimento de cada vértice depende da tensao exercida pelos vértices adjacentes ancorados,

determinado pela expressao

<&
%G

onde G é o nimero de vértices adjacentes e g é o mimero de vértices adjacentes ancorados.
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Para mao polarizar o crescimento nas novas frentes e simular uma calota esférica
pelas novas diregbes radiais de crescimento, permitimos que todas as arestas de Ap, nio
pertencentes & borda, que possuam pontos correspondentes na imagem e tenham os vértices
adjacentes ancorados ou comprimento superior ao limiar sejam subdivididas. As coorde-
nadas dos vértices nio ancorados sao adaptados de forma a simular uma calota esférica e
nao ultrapassar a lmagem no primeiro passo de crescimento do novo angulo sélido. Para
isso calculamos a menor disténcia entre os poutos amostrados, pertencente & regido associa-
da as faces adjacentes aos vértices nfo ancorados, € o novo centro de crescimento, ou seja,

determinamos, para cada vértice v; ndo ancorado,
d; = min {|| p; — C**1" ||, vp;}, (4.2)

onde p; representa as coordenadas cartesianas do i-ésimo ponto amostrado pertencentes
as regides associadas as faces adjacentes ao vértice v; e, entdo, a posicio de cada um dos

vértices v;, nao ancorado, € atualizada tomando a sua coordenada esférica p = d;.

4.2 Um Algoritmo

Para simplificar vérias operagoes de comparagio e adaptagio em cada passo do
processo, mantemos as coordenadas cartesianas e esféricas em cada ponto de R e nos vértices
de MF. O custo adicional é mais espaco de armazenamento e a conversio das representagoes,

as quais envolvem funcoes trigonométricas simples.

Dadas as coordenadas cartesianas (z,y.z) de um ponto, calculamos suas coorde-

nadas esféricas (r, 8, ¢} a partir de
ro= /24y 422

z
¢ = arccos (-),
-

arctg (%), se >0 ey>0
arctg (£)+7, se <0 e y#0
0 = < arctg(Y)+2r, se x>0 e y<0
0, se x=y=0

wsez=0¢ey=nx

.
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As coordenadas cartesianas sdo obtidas das coordenadas esféricas por

z = r ¢osé seng, y = rsenfl seng, Z = T COS¢.

Uma vez determinandas as coordenadas esféricas para cada ponto amostrado de
R, construimos a sequéncia de malhas que se ajustam 3 imagem de profundidade dada,

seguindo o fluxograma dado na Figura 4.10.

Determina o conjunto de faces disjuntas
com erro de reconstrugdo

3

|

@ N l

. . i ;
Existe erro de reconstrugio? ; Modelo reconstruido

Existem faces com regides associadas

Realiza as cirurgias topoldgicas | (5)
adjacentes ? .

N

i

Coloca o conjunto de faces em umaz pilha

;

8
A pilha estd vazia?

- i
N
¥

Inicializagio (1) Gera uma nova frente de crescimento &)

Refinazmalha |

Infla a matha (2e)

Ancora os vértices | (24-f)

i
¢

Passo de crescimento = 07
Figura 4.10: Fluxograma.

Apresentamos, a seguir, um algoritmo detalhado para o nosso método.

PR R 2 e Mﬁ«%‘awkm
%A LEicane
% BRoTECE ez
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1. Imicializacdo.

{(a) Determinar o contorno de R e os pontos com descontinuidade de profundidade
e de orientagio (mdximos e minimos), utilizando um algoritmo de detecao de

bordas (por exemplo, o algoritmo de Sobel (Secio 2.9.1)).
(b) Construir uma malha inicial MY, como exposto na Secio 4.1.

(c} Fixar o centro C%! das diregdes radiais como o centro da esfera que circunscreve

M? e 0 seu raio como o comprimento méximo permitido a cada aresta L%! em
SO

(d) Fixar as regides R, correspondentes as faces F,, da malha AM?°.
2. Para cada dngulo sélido S*+%,

(a) Subdividir, em um vértice v;, cada aresta v; vz de S¥%, cujas faces adjacentes
possuam regides correspondentes em R e as seguintes condicdes forem satisfeitas:
i. O seu comprimento é maior que L¥".
ii. Possul pelo menos uma das faces adjacentes nio ancoradas.

ili. O vértice v; possui um ponto correspondente p; pertencente as regides asso-
ciadas as faces adjacentes. O ponto p; é escolhido de acordo com a seguinte
lista de prioridades.

1. Ser um ponto de descontinuidade de profundidade.

2. Ser um ponto de minimo ou de miximo.

3. Ser um ponto cuja dire¢io de crescimento radial esteja 1mals proxima
da dire¢do determinada por C** v;. No caso da aresta V31 V32 pertencer
& borda da imagem o ponto p; é procurado na projegio, no plano zy,
dos pontos da borda associados a face que contém a aresta Vi1 Via.

{b) Subdividir as faces

1. pelas arestas, segundo os critérios dados na Secdo 4.1.3.
ii. por um ponto interior, quando esta ultrapassar a imagem.
(c) Determinar o passo de crescimento radial ¢ = min {ey,,YFy, € S}, onde F,

sao faces ndo ancoradas e €, = min {€y;}, €m; é 0 erro radial de F,, em relacdo

a cada ponto p; pertencente a regido associada R,,.
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{(d) Para todo v; em S*" que ndo estd ancorado
1. Contar o niimero de vértices adjacentes, denotando por G, e o nimero de
vértices ancorados, denotado por g.
ii. Atualizar sna coordenada p, onde py, = py, + fis e fi= (1 — %ﬁ).
iii. Se || pp; = pu,; ||< 7, entdo o vértice v; é marcado como ancorado.

iv. Atualizar as coordenadas cartesianas de v;.

(e) Atualizar as coordenadas dos vértices ancorados com as coordenadas dos seus

correspondentes em R.

(f) Marcar como ancoradas as faces de M* com erro de reconstruciio e,,; < 7 para
pelo menos x% dos pontos amostrados pertencentes a regifio correspondente em

‘R e com os seus vértices ancorados.
{g) Se existem vértices v; de M¥ nfo ancorados seguir para (2a).
(h) Set=0
i. e nao ha erro radial, segue para (3).
ii. determinar o novo comprimento para L®" e segue para (2a).
3. Agrupar as faces ndo ancoradas em conjuntos maximamente conexos.
4. Se o nimero de conjuntos maximamente conexos for zero, seguir para (8)

5. Unir cada par de conjuntos, cujas regides correspondente em R sio adjacentes, pela
remogao de suas faces, seguida pela unido de suas bordas com uma “ponte” triangu-

lada, conforme explicado na Secdo 4.3.3 (Figura 4.11).

Figura 4.11: Cirurgia topolégica do modelo 3D. (a) O Corte e (b) A “Costura”.

UNICAMP
6. Para cada conjunto 4; de faces ndo ancoradas.

BIBLKOTECA CENTRAL
SECAO CIRCULANTR
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{a) Encontrar a diregdo central n; e a origem C*¥+* do novo angulo sélido que o

contém, como explicado na Secio 4.1.5.
(b) Para cada vértice ndo ancorado ;.

i. Atualizar suas coordenadas esféricas 6 e ¢ de acordo com a nova direcio

radial CFH1Ap,
ii. Atualizar sua coordenada esférica p através da, equagao {4.2).

1. Atualizar as coordenadas cartesianas de 5.
{c) Determinar L**1» de acordo com a equacio (4.1).

(d) Subdividir as arestas pertencentes ao interior Ay que possuam os vértices ad-

jacentes ancorados ou comprimento maior que L¥+1h,
(e} Atualizar a coordenada esférica p, de cada um dos novos vértices, através da
equacao (4.2).
7. Seguir para (2);
8. Fim.

4.3 Analise do algoritmo

Dedicamos esta se¢io 4 demonstragio de alguns pontos importantes do nosso algorit-

mo relativos & convergéncia da malha, & precisiio, e 4 topologia do objeto a ser reconstruido.

4.3.1 Convergéncia

Para cada ponto amostrado p; é gerada uma sequéncia de distancias d¥, do ponto
a cada wma das malhas M* k= 0,1,2,...,n. Essas sequéncias sio mondétonas e limitadas

pela tolerdncia dada 7,
d2di2d-zdf>d* >@ &> k=12 n (4.3)

Portanto, a sequéncia de malhas A* converge para a superficie que interpola suavemente
esses dados. Para mostrar que o modelo reconstruido é uma bos aproximacao dos dados de
profundidade, devemos mostrar que a disténcia de qualquer ponto de profundidade p; para

o modelo MF ¢ maior do que a referida distancia para o modelo MF+1.
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Como os pontos da borda de R sdo trabalbados de forma distinta da forma dos

pontos internos de &, a analise é dividida em duas partes.

Primeiramente, consideramos wm ponto p; interno a R. Nessa construgdo, o refina-
mento ocorre somente em S&%. Vh, em cada estigio k. A malha MF¥ difere de M*+! somente
nas posices dos vértices v; € S¥*, Vh. Em outras palavras, d¥+! = d*, Vp; fora de §%h.
Entéo, é suficiente mostrar que, para p; € S, Vh, d¥+t1 < dF. Isto é equivalente a mostrar

que as faces de M*+1 NS+ estio entre os dados de profundidade e as faces de MF N SFR,

Além disso, na nossa nota¢io, a malha M* refere-se, em cada estégio, a uma lista
de mathas. A malha inicial de M**! corresponde & final de M*. E cada iteracdo J do
estégio k a malha M% difere daquela da iteragio J — 1, M%_ |, na posicio de seus vértices

e no numerc de faces. Ou seja, em cada estdgio k temos uma sequéncia de malhas
ME=pMECcME o c Mh oo MY = MEL
onde N.J é o ndmero de iteractes realizadas no referido estdgio.

O vértice v; € ME N S** move-se ao longo da diregio CFy; até p;. O tamanho do
passo s é calculado em cada iteracio J, de tal forma que py, < pp,, ¥p; € S¥* e a disténcia

de qualquer p; € S** para Mﬁ seja maior ou igual a zero.

O procedimento de subdivisdo somente troca o nimero de faces de Mﬁ, para cada k
e J. Portanto, a geometria e a caracteristica de Euler das malhas M¥ séo mantidas durante
as iteracbes em cada estdgio. Logo, se a malha inicial M® possuir a topologia adequada, o

Processo Converge.
Proposicio 4.1 A malha inicial MY ¢ limitada pela imagem de profundidade dada R.

Prova: Isto segue imediatamente pelo fato de que, por construgdo, a malha inicial esta
inscrita em uma esfera, cujo centro ¢, estd no interior da imagem dada e tem raio
9 = minf|| p; — ¢ |, Vp: € R} A

Proposicio 4.2 Sejam B C R os dados de profundidade amostrados em S5, T sua in-
terpolacdo linear , e s o pesso aplicado em cada vértice v; em T;. Entdo o malhe resultante,

T141, € limitade por T; e B.
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Prova: Como cada vértice v; é transladado ao longo da direcdio C*Pv; com um desloca-
mento f;s > 0, e como ja foi colocado na secdao 4.2, a distancia de v;, em cada iteragio
J 4+ 1, ao seu correspondente p; é no méximo igual & sua distancia na iteracdo J, entdo,

7741 é limitado inferiormente por 77.

Por outro lado, como o deslocamento de cada vértice v; e calculado por f;s, com
0<fi<1, fis<s=min {|| p; ~ Fy, ||, Vp; e Fp}, onde p;j e Fy, representam, respectiva-
mente, um ponto amostrado em B e uma face em 77, isto significa que Tr.41 ndo ultrapassa

B. Em outras palavras, 77,1 é limitado superiormente por B. JAN

Considerando agora os pontos na borda da imagem dada, OR, devemos mostrar que
o algoritmo de reconstrucio garante que as arestas de MF+1 que correspondem i borda de
R estdo mais proximas de R do que as arestas de M*. Como os dados de entrada sio
pontos (z,y, z}, onde z representa as alturas acima do plano zy. Entdo é suficiente mostrar
que a projegao ortografica das arestas de M*+! no plano zy esta mais préxima da borda

do que a projecdo ortografica das arestas de MFE.

Analogamente aos pontos interiores, a demonstracio ao comportamento das arestas

de borda em duas malhas sucessivas pode ser restrito a , M¥ ¢ AMFFL,

Proposicao 4.3 Sejam 0B a borda da imagem de profundidede nio registrada em S%h,
Cy sua interpolacao linear, e s o tamanho do passo a ser aplicado em cada vértice em Cj.
Entao a projegdo ortogrdfica da malha resultante, Cy, 1, € limiteda pela projecdo ortogrdfica

de C; e pela projecio ortogrdfica de OB.

Prova: Por construgio, cada vértice v; move-se para p; com um deslocamento dado por
fis > 0; assim como sua projecdo ortogrifica. Entdo a projecio ortogifica de Cy é o
limite inferior de 1. Como s < min {distancia (F;,C1), Vp; € B}, onde P, representa a,
projecio ortogréfica de p; € B, entdo a projecdo de B é um limite superior da projecio de
Crs1- AN

4.3.2 Controle da precisao

A precisao da reconstrugio depende de dois tipos de erro. Um deles é o erro dos

dados de entrada, os quais dependem da tecnologia dos scanners usados para a obtencio das
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imagens de profundidade ou dos métodos Shape from X. O outro é o erro de reconstrugo
propriamente dito, o qual é controldvel e reflete os desvios do modelo reconstruido a partir
dos dados de profundidade. O primeiro tipc de erro é efetivamente resolvido através da
utilizagao de pesos nas imagens de profundidade, e o segundo tipo deve ser controlado pelo
monitoramento da distancia entre os dados e o modelo reconstruido. Aqui a discussio estd

restrita & precisdo de reconstrugio.

A maioria dos algoritmos de reconstrucao melhora a sua precisdo minimizando a
soma dos quadrados das distdncias dos dados ao modelo. Consequentemente, eles filtram as
variagOes abruptas, produzindo formas suavizadas. Ao passo que, com base no mapeamento
ponto a ponto, a abordagem adotada por Tanaka [69] permite qualquer nivel de preciséo
local especificado, Ace, conforme descrito na Secdo 3.1. Mostramos que Acc tem um papel
sirnilar a0 nosso parametro de precisdo r (Figura 3.2).

L{R:)
F¢2n1

Proposigao 4.4 Se ¥ —+ 1 Vi, entdo a distdncia d;, entre o ponto p;, que bisseca C;, €

o modelo tende a zero.

Prova: De acordo com [69] o critério de precisao ¢ dado pela razio entre o comprimento

de arco de uma curva na superficie com curvatura local estimada e sua aproximacio linear
L) _ % . - — :

dada por oy = S&ﬂ_z%-_g{j’ onde m especifica a precisdo. Seja v} o ponto do modelo mais

proximo de p;. A distincia de p; para o modelo reconstruido é dada por

di =Dy = ‘vg =1~ COS(—?I—).
m

Portanto, se lim L&) = lim ——@FTL = lim ——th—ryi =]
’ L(R)-L(D;) MP) x_sen(z) OA(FT) T £l SEIT ’
~ TS 3
entdo lim di = Hm (1 — cos(—))} == 0. A
#=—0 Z=0 ™

Virios trabalhos, com base em modelos deformaveis [72, 73, 67], reduzem o prob-
lema do célculo do erro de ajuste a um problema de otimizagio, onde o erro de ajuste
¢ minimizado. Embora nio seja possivel afirmar que o erro da malha reconstruida pe-
lo método proposto seja minimo, € possivel controlar o percentual, x de erro a partir da

tolerancia dada.
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Proposicao 4.5 Eristem no mdzimo (100—x) % de pontos amostrados em R com distincia

maior do que T no nosso modelo reconstruido.

Prova: Segue imediatamente do fato de que cada face da malha MF é considerada ancorada
somente se mais de x% dos pontos amostrados em sua regido correspondente em R tem o

erro de ajuste inferior a 7. A

Portanto, o algoritmo garante o refinamento da malha enquanto o percentual de

pontos amostrados, com erro inferior a 7, necessdrio para o ancoramanto das faces, ndo for

atingido.
Proposicao 4.6 Sempre ezistird uma subdivisdo em S, se existirem faces néo ancoradas.

Prova: Como LF" é dado pela equacio (4.1) e toda aresta em S** cujo comprimento é

maior do que L*" é subdividido, a proposi¢o segue imediatamante. FAN

4.3.3 Consisténcia topoldgica

Para assegurar a consisténcia topolégica entre os dados de profundidade e a malha

reconstruida, e permitir o ajuste entre eles, duas situagdes devemn ser evitadas:

= Auto-intersegdes;

» Niimero incompativel de géneros topoldgicos.

Mostraremos a seguir que o nosso algoritmo manuseia corretamente essas duas situacdes.
Proposicdo 4.7 Ndo eristem auto-infersegies em MF.

Prova: No algoritmo a planaridade do grafo induzido em R néo é destruido quando um novo
vértice ou uma nova aresta so inseridos. Isto porque o ponto amostrado, correspondente a
um novo vértice a ser inserido em uma face da malha, é pesquisado na regido correspondente
4 face, e um ponto correspondente a um novo vértice de uma aresta, é pesquisado na
regido correspondente as faces adjacentes & aresta. Considerando R como uma projecio
ortografica do modelo reconstruido, entdo nenhuma auto-interse¢io deve ocorrer no modelo
{(Figura 4.12). TAN
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Figura 4.12: Regifo possivel para correspondéncia.

A capacidade do nosso algoritimo em detectar a necessidade de uma mudanca
topoldgica, e em realizar as cirurgias topoldgicas na malha reconstruida, estd baseada no
fato de considerarmos a imagem R como uma versdo discretizada da projecdo da malha M
na dire¢io da vista. Mostraremos que, se considerarmos ¢ modelo reconstruido como uma
superficie regular de IR® e R uma imagem de profundidade nio ambigua {(veja Observacio
1 logo apds a proposigao seguinte), podemos mostrar que existe uma correspondéncia entre
o8 pontos criticos, do objeto amosirado, estimados a partir da imagem de profundidade e

os pontos criticos do modelo reconstruido.

Proposicao 4.8 Sejam M e R uma superficie regular € sua imagem de profundidade, ngo
ambigua, obtide na diregcdo A, respectivamente. Sejam pyr um ponto de M e pr o seu
correspondente em R. R com valores alturas continuos em umae vizinhanca de pr onde M
estd definido. Sejam frn e gn funcdes altura de M e R, respectivamente. O ponto pr € um

ponto critico de gn se, e somente se, pyr € um ponto critico de f.

Prova: O Lema de Morse [52, 31] estabelece que cada ponto critico p ndo degenerado da
fungfo altura fj, em uma vizinhanca adequada, pode ser localmente representado por uma
funcio quadrética. Ou seja, em um sisterna de coordenadas locais (u, v)* com origem em p

podemos escrever f na vizinhanga de (0,0) {f(0,0) = p) em uma das seguintes formas:

1. flu,v) =v? +v? (minimo local);

2. flu,v} = —u? — v? (maximo local}, ou

1% e ¥ correspondemn &s direcbes das duas curvaturas principais em p.
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3. flu,v) =v® —v? ou f(u,v) = v> — u? (ponto de sela).
Sem perda de generalidade, consideremos que

® A= (Ay, Ay, Aw) seja definido emn um sistema de coordenadas locais,
» X estd contido no plano definido por 4 e o vetor normal do plano de projecéo, e

e o plano de projecdo contém .

Neste caso, os pontos (u,v,w) € M,w = f{u,v) terfo as seguintes coordenadas na

imagem K
a [0 u au + Bu
-3 a 0 v | = | —futav
0 01 w U
A
onde 2 e Av

o = = .
VAZ + A2 + 22 VAa? + X + A

Os valores alturas expressos por au -+ (v sdo continuos sobre (u, ), onde M est4 definido.

Com isso, para cada uma das trés formas listadas acima temos:

flu,v) = u? +v* (minimo local): ou seja, (u,v,u?+v?) so os pontos na vizinhanca de
pm em M. Estes pontos correspondem aos pontos (ou+ v, —Bu+ v, w) na direcio
da projecao A. Assim, para cada ponto (—fu + av,w) € R, temos w = v? + u?,
com u? real ndo negativo; portanto, w > v2. Isso equivale a dizer que, na vizinhanca
de rg, R é, em termos de v e w, limitada inferiormente pela curva w = v2 (minimo

local) e a profundidade de cada ponto, dada por au+ Bv, é continua (Figura 4.13.a).

(a) (b) (c) (d)

Figura 4.13: Projegdes dos (a) minimos; (b) méximos; (c) e (d) pontos de sela.
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2 2

flu,v) = =~u? — v? (méximo local): ou seja, (u,v,—u> — v?) sdo os pontos na vizi-
nhanca de pys em M, que correspondem aos pontos {au-+Gv, —fu+av, w) na dire¢do
da projecao A. Anilogo ac caso anterior, para cada ponto {(—fu+av, w) € R, temos
w = —v? — %, com u? real ndo positivo. Isso equivale a dizer que w < v?, ou seja, R
¢ limitada superiormente pela curva w = —v? na vizinhanca de pg em termos de v e
w {maximo local}. E R ndo tem descontinuidade de profundidade nesta vizinhanca,

uma vez que a profundidade € dada por au + Sv (Figura 4.13.b).

flu,v) = u? — v? ou fa{u,v) = v? ~ u? (ponto de sela): ou seja, (u,v,—u? + v?} ou
(u,v, +u® — v?) 530 os pontos na vizinhanga de ppr em M. Olhando para a projecao
de cada um desses casos, considerando, sem perda de generalidade, que a diregio @

seja a direcao de curvatura principal positiva:

1. (u, v, ~u?+v?): Os pontos (—Bu+av,w) € R terdo a forma (—Bu+av,v? +k).
Como #@ é a diregdo de curvatura positiva, & deve ser uma funcdo real nac

positiva. Isso significa que R é limitada superiormente pela curva w = v?

na
vizinhanca de py, (ponto de sela) e a profundidade, cu+Sv, varia continuamente
(Figura 4.13.c).

2 —4?): Os pontos na vizinhanca de P terfo a forma {—fu+av, —v2 + k)

2. (u,v,u
emn K., onde k deve ser uma funcio real ndo negativa, uma vez que 4 € a diregéo
de curvatura principal positiva. Isso significa que R é limitada inferiormente

2

pela curva w = —v* na vizinhanga de pr (ponto de sela) e ndo ha descon-

tinuidade na profundidade {Figura 4.13.d).

Observagoes:

1. Quando R ndo contém pontos p; correspondentes a uma vizinhanca de v; em M, tal
que || p; — v; || < €, com € > 0, ndo é suficiente concluir a natureza topolégica de v; pela sua
imagem. Os pontos pl e p2 na Figura 4.14 exemplificam esta situagio. Neste exemplo, os

dois pontos pertencem a mais de uma borda de profundidade.

2. Vale ressaltar que, quando se trata de pontos de sela, a caracteristica topoldgica da
sua projecdo pode ser aparentemente distinta, se a direcao da projecio estiver no plano que
contém curvaturas negativas destes pontos. Entretanto, isso ndo contradiz a Proposicio 4.8,
pois uma analise atenta na vizinhanca das suas projecoes nos leva a concluir que elas estao

em mais de uma borda de profundidade, como ilustram os pontos pl e p2 na Figura 4.15.
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g1 NP2

Figura 4.14: Pontos criticos ambiguos.
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Figura 4.15: Pontos criticos na borda de profundidade.

S

Quando os valores alturas s3o descontinuos no dominio {u, v) onde M est4 definido,
um ponto critico de f nao necessariamente corresponde a um ponto critico de gp. A solugdo
dada para esta ambiguidade estd em considerar que nio existe descontinuidade nos valores
alturas no dominio (u,v) de M, embora se deva ter mais de um ponto critico na direcio
de A ou pontos criticos escondidos. Ent3o, o ntimero de pontos criticos em g, nio pode

ultrapassar o nimero de pontos criticos em f, a partir disso temos o seguinte coroldrio:

Coroldrio 4.1 O ndmero de alcas unidimensionais em R ndo pode ser superior ao nimero

de algas bidimensionais em M.

Prova: Da teoria de Morse [52], temos que a topologia de um dominio é completamente
determinado pelas mudancas que ocorrem em seus pontos criticos e, como o nimero de
pontos criticos em R nédo pode ser superior ao nimero de pontos criticos em M, temos o
resultado. A

Como uma consequéncia, as cirurgias topolégicas no modelo reconstruido MP* serio
necessarias sempre que o niumero de algas unidimensionais em R for superior ao nimero de
alcas bidimensionais de M. Como a topologia de uma superficie é completamente deter-

minada pelas mudangas que ocorrem nos seus pontos criticos, através da determinagio dos



4.3. Andlise do algoritmo 73

pontos criticos na imagem de profundidade R podemos fazer uma boa estimativa da classe

topoldgica do modelo a ser reconstruido, M.

Coroldrio 4.2 Seja R uma imagem de profundidede com valores alturas continuos. Seja
M uma malha formada por um componente conezo e A;, Ay € M* dois conjuntos distintos
de faces ndo ancoradas mazimamente conexos. Se na dteracdo J as regides correspondentes
de A1 e As em R sdo adjacentes, entdo gy, possui um ponto critico (ponto de sela) de jungdo

ng vizinhanga dessas regides.

Prova: Sejam R e R, respectivamente, as regides correspondentes a A; ¢ Az em R. Como
A; e Aj sdo distintas, Ry e Ry também sio distintas. Entretanto, como MF é formada por
wm inico componente conexo, existe um caminho em R, mas nio em Ry, nem em K;, que
conecta qualquer ponto amostrado na borda de B, com um ponto da borda de Rs. Entdo,
guando R e Ro tornam-se adjacentes, devido a uma nova subdivisao em .A; ou em .4y,
devemos “colar” Ri e Ra, removendo a porgdo da borda onde ocorre a adjacéncia. Neste

caso, forma-gse um caminho fechado em volta de um buraco em K.

Em termos da fung¢io altura, isto implica necessariamente na existéncia de um ponto

de sela em g3, onde dois componentes sao unidos, resultando um dnico componente. FAN

Nas proposigdes seguintes mostraremos que para manter a consisténcia topoldgica
entre R ¢ MF, qualquer mudanga topolégica em R deve estar refletida em M*. Uma
simnples, mas eficiente cirurgia topoldgica, consiste em remover uma face a partir de K e
outra a partir de Ro unindo suas bordas, realizando desta forma wma mudanca topoldgica
em ME.

Proposicio 4.9 A unido de dois conjuntos de faces nio ancoradas mazimamente coneras

incrementa ¢ numero de olces bidimensionais em uma unidede.

Prova: A caracteristica de Euler de uma variedade bidimensional {superficie} fechada,
x(S), é dada por [21, 49]

x{(8) =V - E+ F=2-2¢(S),

onde V, E, F e g representamn o nimero de vértices, arestas, faces e género (algas bidi-

mensionais), respectivamente. Adicionalmente, a caracteristica de Euler da unido de dois
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componentes conexos fechados, S, a partir de §) e S» pode ser obtida por [49)]

x(8) = x{S1) + x(82} — nf,
onde nf € o mimero de faces removidas em S) e emn Ss.

Do ponto de vista topolégico, a unido de dois conjuntos, através de um tubo trian-
gulado, é equivalente a unir M* e uma esfera, removendo duas faces de cada componente,
nf = 4. Entao,

X(MFF) = x(MF) +2— 4 = x(MF) — 2 = 2 — 2g(MF) - 2 = 2 — 2(g(MF) + 1).

Como x(MF1) =2 - 29(MFH), segue-se que, gM** ) =g(MF)+1. A
Proposicio 4.10 A cirurgia topologica preserva a orientacdo de M.

Prova: Na cirurgla topolégica sao unidos contornos de superficies com mesma orientacio,
logo, os contornos unidos tém orientages opostas (Figura 4.16). A proposicio segue ime-

diatamente [49]. A

{Lontotno componente de ligaczo Contorno
orienmdo . K adentade

Figura 4.16: Contornos orientados.



Capitulo 5

Implementacao e Resultados

Neste capitulo destacaremos alguns detalhes da implementag@o do algoritmo pro-
posto, como também, algumas dificuldades encontradas na implementacdo. Mostraremos
ainda alguns exemplos simples para ilustrar o desempenho do algoritmo implementado, além
disso, mostraremos os detalhes do algoritmo que n#o foram tratados nesta implementagao e,

por fim, compararemos os resuitados alcangados com os resultados dos trabalhos existentes.

Na reconstrugo do modelo do fluxo radial, a partir de uma Unica imagem de pro-
fundidade representada por matrizes retangulares m X n, usaremos um conjunto de imagens
sintéticas e reais simples, com o intuito de observar o seu comportamento com relagéo a

cada uma das caracteristicas demonstradas na Secdo 4.3 e implementadas.

5.1 Implementacao

Implementamos o algoritmo em linguagem C na plataforma UNIX. Ele é executavel
em SUN-SPARC e PC {Linux}. Quase todas as funcionalidades apresentadas na Secdo 4.2

foram consideradas, exceto:

» aquelas relacionadas com o refinamento na borda do modelo (em nossa implemen-
tacdo sdo consideradas somente modelos com bordas topologicamente equivalentes
a uma circunferéncia) e aquelas referentes ao ajuste, com subdivisdo no interior das
faces (Figura 4.6) que evitam o aparecimento de erros negativos {passo 2(b}ii do

algoritmo apresentado na Segio 4.2).
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e as funcionalidades da detegdo do mimero de géneros e a costura topolégica (passo 5

do algoritmo).

Mesmo assim, conseguimos obter resultados que validam as principais idéias do nosso algo-

ritmo.

Para visualizar os modelos reconstruidos usamos as fungfes da biblioteca grafica

Mesa [51], que é um clone freeware da interface gréfica OpenGl [54] e o pacote Geomview [28].

5.1.1 Estrutura de dados

Para representar e gerenciar o modelo do fluxo radial, usamos 0 Médulo de Da-
dos Topolégicos - TDM, desenvolvido por Wu [82, 81]. TDM é um esquema de repre-
sentacdo por fronteira, adequado para representar objetos fechados no espago Euclidiano
tridimensional. As entidades topoldgicas, vértices, arestas, faces e sélidos, sdo organizadas
hierarquicamente. Um objeto pode ser construide a partir de vértices, os quais sdo ligados
por arestas, e uma sequéncia fechada de arestas forma uma face. Um conjunto de entidades

maximamente conectadas determina um componente.

O conjunto de fungdes disponiveis permite ao usudrio criar, manipular, e obter a
topologia do objeto, sem o conhecimento profundo da estrutura de dados. As funcdes

providas pelo TDM podem ser classificadas em:

e construtivas - adicionam novas entidades topolégicas ao modelo;

destrutivas - removem entidades topolégicas dos modelos;

de consultas - permitem consultar todas as informagbes topolégicas do modelo;

miscelneas - permitem atribuir informacbes geométricas As entidades topoldgicas do

modelo e outras.

O TDM prové mecanismos que permitem a atualizacio das caracteristicas topoldgicas do

modelo, mantendo a validade da representagio, durante todo o processo.

No nosso caso, ele ndo somente assegura a consisténcia topolégica (novos arranjos

topoldgicos) em cada subdivisdo, como também nos ajuda a obter informagies sobre a
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topologia do modelo, tais como contornos orientados de conjunto de tridngulos e a sua vi-
zinhanca. A estrutura de dados nic possui, em si mesma, nenhuma nocio da dimensio
do espaco no qual o objeto estd imerso. Os conceitos da forma do objeto estdo em suas

caracteristicas geométricas, que sdo associadas pelo TDM a cada entidade topoldgica.

5.1.2 Determinacao dos parametros

Na Secdo 4.1 vimos que o algoritmo proposto requer a defini¢io dos valores de

3(trés) pardmetros:

e Um limiar para o comprimento das arestas do modelo a ser reconstruido, L¥", que

determina quando uma aresta pode subdividida;

o Um parametro de controle do erro x, que determina um percentual de tolerAncia da

precisao do modelo com relagdo aos dados amostrados;

» Um parametro de tolerdncia para o erro de reconstrugio 7, que determina a precisio

do modelo reconstruido.

Em nossa implementagio deixamos somente o pardmetro de controle da precisdo do

erro, 7, para ser controlado pelo usuério.

Usamos como limiar inicial para o comprimento da aresta no primeiro angulo sélido
de crescimento o raio 7%, que representa a menor distincia entre os pontos da imagem ao
centro {origem) do angulo sélido inicial, ou seja, L% = r®. Esse mesmo valor é usado
como 0 passo inicial de crescimento garantindo que o modelo nio ultrapassard a imagem

na primeira iteracdo de crescimento.

Em nossos experimentos, fixamoes o pardmetro de controle do erro x em 80%. Essa
escolha foi feita empiricamente, a partir de observagdes. Notamos que em imagens pouco
ruidosas, o efeito obtido com x = 80% ou um limiar préximo a 100% nio foram significativos.
Figuras 5.1(a, b e ¢}, 5.2(a, b e ¢} ilustram o efeito da escolha de ¥ na reconstrucao da
malha 3D de wma pirdmide e da face de Chopin, usando x = 60%, x = 80% x = 95%,

respectivamente.
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Figura 5.2: Variagio do pardmetro x na reconstrucio da face de Chopin.

5.1.3 Principais dificuldades

O nosso modelo é baseado na teoria de espacos de funcdes continuas. A conversio
dessas idéias para o espago discreto nos trouxe algumas dificuldades implementacionais.
Ressaltaremos a seguir as dificuldades relacionadas com a correspondéncia biunivoca e a

subdivisdo adaptativa e suas solugdes.

Correspondéncia biunivoca. Para superar as dificuldades no estabelecimento da cor-
respondéncia biunivoca entre os vértices da malha e os pontos amostrados na imagem dada,

como ja mencionamos na Secéo 4.1.5, destacamos aqui trés acBes:

1. Escolha do ponto correspondente;
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2. Determinac¢io do ponto mais préximo da dire¢io radial;

3. Determinagdo do novo angulo sdlido de crescimento.

Para escolher um ponto p; correspondente a um candidato a vértice v; do modelo, verifi-
camos se p; pertencente A regido assoclada as faces adjacentes 4 aresta a ser subdividida e

ao angulo sélido determinado por essas faces, considerando:

¢ 0 raio p;, determinado pelo ponto p; a partir da origem do &ngulo de crescimento

radial;
* os planos F;, ¢ = 1,2 que contém as faces adjacentes F;, respectivamente;

s o ponto de intersecdo, vy;, do raio p; com o plano F.

Se o ponto vy; pertencer ao interior de uma da faces Fj, entdo o ponio p; pertence ao
dngulo sélido determinado pelas faces adjacentes a aresta a ser subdividida. Se o angulo
s6lido de procura conter pontos preferenciais {pontos com descontinuidades de profundidade
ou pontos minimos), o ponto preferencial com menor p serd considerado como o ponto p;
correspondente. Caso contrério, o ponto considerado sera o ponto amostrado mais proximo

da direcao de crescimento radial determinada pelo vértice v; (Figﬁra. 5.3). As coordenadas

Anguio Sélide Posigio preferencial

Diregdio radial |
preferencial

Figura 5.3: Ponto mais péximo da diregéo radial.

de v; sdo subistituidas pelas coordenadas do ponto vy;.

Para determinar o ponto mais préximo da dire¢do radial dada pelo candidato a
vértice do modelo, v;, procuramos o seu correspondente p; em uma vizinhanga da diregao

radial determinada por ele. Essa vizinhanca ¢ formada por uma regifio conexa, de pontos
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da imagem, pertencente ao angulo sélido determinado pelas faces adjacentes & aresta a ser
subdividida. Para fixar a dire¢do radial em cada ponto usamos os valores de ¢ e 6 de suas
coordenadas esféricas. Para determinar se wm ponto p; é o ponto mais préximo da direcdo
radial dada pelo vértice vj, determinamos a posigdo preferencial do ponto correspondente,
como sendo a posigao (p,d, ¢), onde ¢ e 6 sdo dadas por v; e p é dada pelo ponto P;j & ser

testado. O ponto p; escolhido serd aquele cuja distancia a posicio preferencial é minima.

Para determinar um novo angulo sélido de crescimento radial, conforme explicado
na Secao 4.1.5, devemos determinar um novo eixo central de crescimento e um novo centro
de crescimento a partir das faces que geram os novos dngulos sélidos de crescimento, que
séo faces com erro maior do que a tolerdncia dada 7, remanescentes do angulo sélido de

crescimento radial anterior.

A escolha natural para a nova direcdo de crescimento da frente seria na direcao
perpendicular ao conjunto de faces de A4;. Mas essa escolha pode nos levar a direcoes onde
nao existam pontos na imagem, dificuttando, com isso, as novas associagdes. Procuramos,
entdo, orientar o novo eixo de forma a garantir que tenhamos um angulo sélido de 45° em
torno do eixo que contém todos os pontos associados ao modelo. Denotamos por ny =
Op, — Bp, a diregéo do eixo central, onde By, é o centréide do poligono planar que melhor se
aproxima de Ap e Op € um ponto da regifo na hmagem associada a Ay, que serd denotada

por Up. Distinguimos trés situagbes na determinacgio do ponto Op.

1. Ap néo contém pontos de descontinuidades. Neste caso, Oy € o ponto de Uy, cuja
projegao, no plano z = 0, estd mais préxima do centréide da regifio plana determi-
nada pela proje¢do dos pontos correspondentes aos vértices de A, contidos em Up,

em z = (.

2. Ap contém pontos de descontinuidades. Aqui o centréide Oy é determinado con-
siderando uma subregido contida em U}, circundada por pontos de descontinuidade,
onde Uy, ¢ o ponto de Uy cuja proje¢io, no plano z = 0, estd mais préxima do cen-
tréide da regido plana determinada pela proje¢do dos pontos de descontinuidades,
contidos em Uy, em z = 0. Se 0 ponto Oy é um ponto de descontinuidade, entdo o
ponto By, do modelo serd recalculado de forma a pertencer a face associada a regiso

da imagem que contém O, da seguinte forma:

e Determinamos as coordenadas baricéntricas de Oy, considerando a regiao trian-
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gular determinada pelos pontos da imagem correspondentes aos vértices da face

associada;

» Determinamos, entdo, o ponto By como sendo o ponto que pertence i face

associada e que possui as mesmas coordenadas baricéntricas de Oy,.

3. Ap contém pontos da borda do modelo. Aqui o ponto O serd considerado como
o centro do angulo sélido inicial S%!, isto é, Oy, = 0. Esta escolha se deve ao fato
que, em nosso trabalho, estamos considerandc apenas os casos onde a borda da
imagem ¢ homeomorfa a wma circunferéncia e os pontos de borda do modelo devem
ser associados aos pontos de borda da imagem. Portanto, a direcdo preferencial dos

vértices para alcancar esses pontos € a dire¢do paralela ao eixo z = 0.

O novo centro do dngulo sélido de crescimento deve ser determinado a partir de um
ponto central do conjunto de faces que determinam a nova frente de crescimento, A;, de
tal forma que um dngulo de aproximadamente 45° em torno do eixo central de crescimento

atinja toda a a regifio da imagem associada a Ay,

Para escolher o novo centro determinamos um ponto py sobre a reta na direcio
do eixo central de crescimento de tal forma que o conjunto A, esteja situado em ape-
nas um dos lados do plano determinado pelo ponto py e normal ao eixo de crescimento.
Na determinacao do ponto py rotacionamos os vértices da borda do conjunto de faces
Ap e os pontos da imagem associada, de forma que o eixo central de crescimento tenha
a diregio z = {0,0,1). Calculamos, entdo, o centréide, (£m,Ym, Zmin), da projecio dos
vértices da borda rotacionados em um plano z = zmin, onde {(Zmin, Ymins Zmin) € © ponto
cuja coordenada z € minima entre os pontos v; = (z;,9i,2;) da borda de Ap. A nova
origem serd dada por pg = (T, Um, 20), onde zp serd determinado considerando que o vetor

(Zmin — Tms Ymin — Ym, Zmin — 20) deve formar um angulo de 45° com o eixo 2, ou seja,

Zo = Zmin — \/(-'Emz'n - xm)z + (ymin - ym)z-

Subdivisao adaptativa. Cada face Fy, do modelo é associada a uma regido R, da
imagem, no momento de sua criagdo. Essa associagio ¢ feita pela correspondéncia biunivoca
entre as faces de M e as regiGes em R, conforme explicado na Secso 4.1.1. Para determinar

os pontos da imagem associados a uma face usamos o algoritmo que determina se um ponto
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pertence ao interior de um poligono, descrito na Secgio 2.9.2, considerando a regido poligonal

determinada pelos pontos correspondentes aos vértices da face.

Quando uma subdivisio é realizada, o rétulo da regifio associada as faces envolvidas
na subdivisao deve ser atualizado, considerando os rétulos das novas faces. Exemplificare-

mos a seguir a rerotulagio quando uma face é bissecada.

1. O rétulo de cada uma das faces adjacentes 4 aresta subdividida é adaptado de acordo

com a posi¢ao do novo vértice v (Figura 5.4(a)).

2. Apés a subdivisao das faces os rétulos sdo atualizados de acordo com os rétulos das

novas faces (Figura 5.4(b}).

(a) (b)

Figura 5.4: Atualizago dos rétulos das regides associadas as faces.

Quando se trata de faces de borda, de imagens de objetos com género diferente de 0, a
subdivisdo pode levar a rotulagdo de pontos da imagem ainda ndo alcancados pelo angulo

solido inicial, como j4 mencionamos, esta parte n3o é contemplada na nossa implementacéo.

5.2 Exemplos

Nesta secdo sbo apresentados alguns resultados de reconstrucéo com a finalidade de

testar o comportamento do nosso algoritmo quanto as propriedades destacadas na Secio 4.3.

5.2.1 Convergéncia

Figura 5.5 mostra a malha inicial dada, definida pela estrutura de wm decaedro,

fixada no centro das diregdes radiais do primeiro dngulo sélido. As diregdes radiais estéo
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representadas pelas retas que aparecern na Figura 5.5(b), cujo comprimento de cada uma
delas representa a distdncia do vértice ao seu ponto correspondente. As Figuras 5.5{a) e
(b) mostram a imagem dada projetada em um plano z = k e a Figura 5.5(c) na posicio

espacial dos pontos amostrados. A triangulagdo vista na imagem € a triangulacao induzida

pelas faces do modelo, marcando as regides correspondentes a cada uma delas.

(a) (b) (¢)

Figura 3.5: A malha inicial

Figuras 5.6, 5.7 e 58 mostram uma sequéncia de malhas convergentes para a
imagem dada, a partir da malha inicial, geradas pelo algoritmo proposto (destacando os
pontos com descontinuidade de profundidade e a borda da imagem). Podemos observar
que a malha gerada em um determinado estdgio intermedidrio, entre a malha inicial e
o modelo reconstruido (Figuras 5.6{a) - 5.8(h)), estd sempre entre a malha do estdgio

anterior e os dados (Figura 5.5(c})), como mostramos na Secao 4.3.1. Podemos observar,

(a) (b)

Figura 5.6: Crescimento inicial.
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também, que durante o crescimento, surgiram regides com faces paralelas (Figura 5.7(c}),
e novos angulos sélidos foram necessdrios para o ajuste da malha aos dados (Figura 5.7
(d)-{f}). Owutra caracteristica interessante do nosso método construtivo, que procura se
aproximar adaptativamente dos pontos amostrados, ¢ a garantia da reconstrugio de uma
malha 3D fechada, mesmo que a imagem dada apresente bordas de profundidade. As
Figuras 5.8(g)-(h) mostram a malha reconstruida e uma imagem da malha renderizada
por Geomview [28], respectivamente. Observe que as bordas de descontinuidade foram

naturalmente interpoladas no processo de crescimento.

Para gerar essas malhas usamos uma imagem sintética (128 x 128) com 16684
pontos, uma tolerdncia absoluta de 7 = 1.0, que equivale a uma tolerdncia de 0.016 nos
dados normalizados. O processo realizou 5 estagios de crescimento, com um total de 346

iteracGes, e construiu um modelo com 2840 faces e 1422 vértices.

5.2.2 Controle de precisao

O nosso algoritmo gera malhas com densidades diferentes, conforme a geometria
intrinseca do objeto amostrado e do pardmetro de precisdo dado, 7. Para ilustrar o efeito
causado na malba, com a variacdo do pardmetro 7, dependendo da geometria do objeto,
mostraremos trés exemplos de imagens sintéticas (128 x 128). A primeira, de um objeto com
curvatura variavel, a segunda com curvatura constante ndo nula e a terceira com curvatura

nula, tomando os seguintes valores para o pardmetro 7 = 0.25 e 7 = 2.5.

Figura 5.9 mostra a reconstrugdo de uma pirdmide, imagem de profundidade com
16128 pontos, onde a malha apresenta uma densidade maior no dpice e nas quatro quinas
(regites de maior curvatura). Podemos observar que com o aumento do parimetro de

tolerdncia 7 as quinas foram suavizadas.

Um exemplo tipico que ilustra a correlagio entre a densidade da malha e a curvatura
da superficie € o 7 é a reconstru¢io de uma semi-esfera (superficie com curvatura constante
ndo nula), cuja imagem de profundidade contém 12303 pontos. Figura 5.10 apresenta
as malhas reconstruidas, onde podemos notar que a densidade da malha diminmui com o

aumento do valor de 7.

Figura 5.11 ilustra a reconstrugdo de wma rampa (superficie com curvatura constante
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Figura 5.9: Suavizagio das quinas determinada pela tolerancia de erro.

Figura 5.10: Reconstrugio de semi-esfera com a variacio da tolerdncia de erro.

e igual a zero em todos os seus pontos), cuja imagem de profundidade contém 16336 pontos.
Notamos, como esperado, que a densidade da malha nio alterou muito com a variacio
do paramterc 7. Observa-se, entretanto, que nas regides fora do angulo de 45° as faces
se tornam menos uniformes. Esse comportamento é devido aos pontos correspondentes
estarem mais distantes do eixo central de reconstrugio, onde vértices com direcdes radiais
igualmente espacadas podem ser associados a pontos na imagem em posicdes com diferentes
espagamentos, gerando faces finas e compridas. Mas essas possiveis deformaces podem ser
corrigidas, com um pés-processamento, onde as faces coplanares adjacentes s8o reagrupadas

e retrianguladas de forma conveniente.

5.2.3 Subdivisao adaptativa

E interessante observar que, na reconstrugio do objeto com curvatura nula, mesmo
pequena, ainda h uma varia¢do na densidade da malha com a diminuicio de 7. Isso se deve

a0 nosso método construtivo, no qual as arestas que ultrapassam do limiar L5 so sempre
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Figura 5.11: Reconstrugéo da rampa com a variagio da tolerancia de erro.

subdivididas em cada passo de crescimento, ndo considerando a geometria do objeto. Para
valores muitce pequenocs de 7, o deslocamento dos vértices aos seus correspondentes ¢ mais
lento, pois ele é funcdo da menor distdncia do modelo 3 imagem, conforme explicado na

Secio 4.2, aumentando ¢ nimerc de passos e, consequentemente. o ndmero de subdivisdes.

Vimos na Secdes 4.1.3 € 4.1.5 que o ajuste de urna malha se d4 basicamente de duas

formas:

e Pelo refinamento da malha dentro do mesmo dngulo sélido, de acorde com o

comprimento maximo permitido a uma aresta, L5
E quando esta possibilidade for esgotada,
e pela definicdo de uma nova frente de crescimento com wm novo dngulo sélido.

O refinamento ¢ ilustrado, primeiramente, com o crescimento dos vértices do cone
na diregdo do Apice, a partir de uma imagem de profundidade sintética 128 x 128 com
12303 pontos. Figura 5.12 mostra a imagem de profundidade e trés etapas da reconstrucao
com 7=1.0. Na primeira etapa de crescimento, devido a tensio dos vértices ancorados,
foi possivel chegar a4 malha apresentada na Figura 5.12(b). No novo dngulo sélido de
crescimento, um novo comprimento maximo para as arestas € determinado possibilitan-
do novas subdivisdes (Figura 5.12(c)) e assim, sucessivamente, o modelo alcan¢a o dpice
(Figura 5.12(d)).

Figura 5.13 exemplifica a segunda situacgio, mostrando a reconstru¢io de trés pirdmides
através de uma imagem sintética 100 x 40 com 4000 pontos {Figura 5.13(a}}. Neste caso,

durante o processo de crescimento, surgiram regides com faces cujo dngulo sélido de procura
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Figura 5.12: Subidivisdes adaptativas.

(a) (b)

Figura 5.13: Faces paralelas e 0s novos angulos sélidos.

ndo ancanga todos os pontos amostrados associados a elas, gerando faces paralelas (Figu-
ra 5.13(b)). Podemos ver que para cada comjunto, maximamente conexo, de faces com
erro, foi criado um novo angulo sélido de crescimento que favoreceu o ajuste do modelo acs

pontos amostrados (Figura 5.13(c e d}).
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5.3 Imagens reais

Para testar nosso algoritmo com objetos complexos, reconstruimos a imagem real
de uma conexdo e dos bustos de Chopin e de Mozart. As imagens foram obtidas na base de
dados de imagens de profundidade MSU/WSU [78]. Em todos os casos, experimentamos
a capacidade de nosso algoritmo para a reconstrucao de objetos com “formas diferentes

de uma estrela”. Figuras 5.14, 5.15 e 5.16 mostram as imagens de profundidade, a malha

Figura 5.14: A imagem de profundidade e o modelo 3D da conexao.

reconstruida e o modelo 3D. Podemos observar que os pequenos detalhes geométricos do
objeto amostrado foram capturados pelo nosso modelo. Vale ressaltar que os itens do
algoritmos que n3o foram convenientemente implementados causaram problemas na malha
reconstruida com a degeneragio de algumas faces. Uma andlise desses problemas serd feita

na préxima Segdo.

Figura 5.14 mostra o modelo 3D da conexio. O modelo 3D foi gerado com uma
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Figura 5.15: A imagem de profundidade e o modelo 3D do busto de Chopin.

tolerdncia absoluta de 7 = 1.0, que equivale a uma tolerdncia de 0.2 dos dados normalizados
a partir de uma imagem (225 x 185) com 21345 pontos. O processo realizou 56 estdgios
de crescimento, com um total de 976 iteracdes, e construiu um modelo com 2448 faces e

1226 vértices. Figura 5.15 mostra o modelo 3D do Busto de Chopin, que foi reconstruido
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Figura 5.16: A imagem de profundidade e 0 modelo 3D do busto de Mozart

a partir de uma imagem (359 x 232} com 45230 pontos, com uma tolerincia absoluta de
7 = 1.0, que equivale a uma tolerancia de 0.005 nos dados normalizados. O processo realizoun
10 estagios de crescimento, com um total de 2878 iteragfes, e construiu um modelo com

24878 faces e 12441 vértices, e Figura 5.16 mostra ¢ modelo 3D do busto de Mozart que
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foi reconstruido a partir de uma imagem (399 x 263) com 61426 pontos. O modelo 3D foi
gerado com uma tolerancia absoluta de 7 = 1.0, que equivale a uma tolerincia de 0.005 nos
dados normalizados. O processo realizou 12 estigios de crescimento, com um total de 1588

iteracdes, e construin um modelo com 15368 faces e 7686 vértices.

A Tabela 5.1 resume os resultados obtidos com os experimentos nas imagens dadas.

Imagens Dimensao (pontos) TolerAncia Vértices Faces Estégios Iteragoes
Esfcub 128x128 (12449) 1.0 1380 2756 4 416
Esfera 128128 (12303) 0.25 197 390 2 15
Rampa 128x128 (12449) 0.25 849 1694 4 86

Pirdmide 128128 (16128} 0.25 1329 2624 3 1029

Trés Pirdmides 100x40 (4000) 1.0 901 1798 39 307
Cone 128x128 (12303) 1.0 197 390 3 15
Busto de Chopin  356x232 (45191) 1.0 12441 24878 10 2878
Busto de Mozart  399x263 (61426) 1.0 7686 15368 211 1588
Face de Chopin  131x142 (13026) 1.0 1697 3390 123 532
Conexéo 185225 (21345) 1.0 1226 2448 b6 976

Tabela 5.1: Resuino dos resultados.

5.4 Problemas na implementacao

Os modulos destacados no fluxograma (Figura 5.17) foram parcialmente implemen-
tados. Das funcionalidades referentes 4 consisténcia topolégica somente as que evitam
auto-intersecoes foram implementadas, garantindo que a proje¢do da malha reconstruida
na dire¢do z ndo tenha auto-intersecio. N&o implementamos as funcionalidades que per-
mitem a reconstrugao de objetos com género diferente de zero (cirurgias topolégicas). Figura
3.18 mostra 0 modelo 3D de um toro, parcialmente reconstruido, onde pode-se observar
o surgimento de frentes de crescimento que concorrem a regibes adjacentes na imagem,
sugerindo uma possivel cirurgia topoldgica. Observa-se, também, que para implementar
essas funcionalidades, deve-se tratar os pontos da borda da imagem de forma que permita
a subdiviséo das faces da base (faces que contém um vértice inativo e ndo possuem regides

correspondentes na imagem) para evitar a sobreposicao dessas faces.

Também naoc fol implementada a detecgio de pontos preferenciais na borda da ima-
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Figura 5.17: Fluxograma.

gem (pontos de descontinuidades de profundidade, maximos e minimos). Pode-se observar
que uma mé associagdo na borda, ndo dando preferéncia aos pontos com descontinuidade

de profundidade, pode levar & reconstru¢io errénea do objeto imageado (Figura 5.19).

Qutra funcionalidade implementada parcialmente, refere-se i selecdo de um pon-
to preferencial {minimo ou mdximo} em uma regido com um conjunto de pontos, muito
proximos, com essa caracteristica. Na reconstrugio da face de Chopin (Figura 5.20) nota-se
uma regido de faces distorcidas causada pela escolha de dois novos vértices associados prefe-
rencialmente a dois pontos de minimo muito préximos, situados na regido do olho direito

da imagem. Efeito semelhante observa-se no corpo do busto de Mozart (Figura 5.21), onde
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Figura 5.18: Toro.

Figura 5.19: Escada.

a procura preferencial originou faces muito finas e compridas. Esse conjunto de faces é

ampliado pela geracdo de um face paralela que contém uma aresta de borda, essa aresta é

Figura 5.20: Face de Chopin.
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subdividida, originando outras faces paralelas contendo arestas de borda que também sio
subdivididas, criando, dessa forma, uma familia de faces finas e paralelas. Nessa mesma
imagem pode-se observar o efeito causado pela falta de ajuste de faces que ultrapassam

o modelo (outra funcionalidade do nosso algoritmo, passo 2(b)ii, nio implementada). A

Figura 5.21: Busto de Mozart.

correspondéncia preferencial aos novos vértices gerou um conjunto de faces paralelas, no
lado direito da cabega do modelo de Mozart, que ultrapassou a immagem em muitos pontos,
criando uma regido na imagem contendo pontos com erro negativos. Nos testes para a
determinacio do erre de reconstrucio, devido a tolerincia dada, as faces estavam suficien-
ternente préximas dos dados, sendo consideradas sem erro e ancoradas, ndo gerando a nova

frente de crescimento necessdria para o ajuste desse conjunto de faces aos dados.

Figura 5.22 mostra o efeito causado pela inclusao de um ruido nos pontos de borda
que levou & criagdo de umn sulco e de faces inexistentes na base do modelo. Mostrando que
a implementacio do algoritmo de determinacdo da borda da imagem de profundidade nao

é robusta com relacido & detecglo de ruidos.
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Figura 5.22: Busto de Chopin.

5.5 Comparacoes

Nesta Se¢ao vamos comparar os resultados obtidos com a nossa implementacio em

relagao aos métodos mencionados no Capitulo 3.

5.5.1 Modelos segmentados

Os métodos, nesta abordagem, geram modelos 3D de forma incremental, através
da integragdo de malhas construidas separadamente. Como j4 salientamos antericrmente,

0 processo de “costurar” essas malhas sem fendas € um problema de dificil solugio.

O nosso algoritmo, baseado em modelos deforméveis, nio tem problemas com ajuste
de “buracos” ou fendas, uma vez que inicia o processo com uma malha fechada, e se nenhum
corte for realizado durante o processo de deformacio e ajuste, gera modelos fechados com

as caracteristicas geométricas extraidas dos dados.

Critério de precisdo. Com relagho ao critéric de precisio proposto por Tanaka [69],
mostramos na Se¢do 4.3.2 que o nosso critério de precisio é equivalente aquele, com a van-

tagern de nao necessitar de nenhuma estimativa prévia da curvatura da superficie. Em [69]
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a avaliago da precisio é baseada na raz&o entre a curvatura estimada e sua aproximagio
linear. Estimativas grosseiras da curvatura, isto €, se uma curva com a curvatura estimada
ndo se ajustar corretamente aos pontos amostrados, pode levar a estimativas erréneas do
erro ou a uma inadequada subdivisdo da malha. No nosso caso, a avaliacdo da precisio

depende somente dos dados de entrada e, portanto, € mais realista.

5.5.2 Modelos volumétricos

Nesta abordagem os métodos estdo fundamentados no esquema de enumeragao es-
pacial, onde os vértices das células clibicas (vozel) sio marcadas como pertencentes ou nao
4 superficie amostrada. Uma interpolacdo através desses pontos marcados determinam a
superficie. Podemos destacar dois problemas nesta abordagem. O primeiro refere-se a nio
ambiguidade topolégica da malha reconstruida, pela interpolagao dos pontos marcados co-
mo pertencentes a superficie, que leva a malhas muito densas, e o segundo estd relacionado

com o volume de dados necessdrios para reconstruir wm objeto com a precisio requerida.

O nosso algoritmo é baseado em informacfes geométricas que podem ser extraidas
diretamente dos dados, tendo a vantagem de n3o inferir nenhuma forma & superficie a
ser reconstruida. O ajuste da forma inicial aos dados é feito através das deformacbes
necessdrias, que sio baseadas apenas nas informagoes obtidas localmente na imagem dada,
durante o processo de crescimento, gerando um modelo topologicamente equivalente ao
objeto amostrado, com uma malha que se adapta as caracteristicas geométricas contidas
nos dados e, além disso, conseguir reconstruir parcialmente com precisio objetos amostrados

em wma 1nica vista.

5.5.2 Modelos deformaveis

Abordagem continua. Os modelos deformaveis baseados em minimizagio global [72],
ajustam um modelo inicial predeterminado, com a topologia do objeto amostrado, aos da-
dos. Esse ajuste é feito transformando o problema de reconstrugdo na resolugdo numeérica
de um sistema de equactes do movimento através da estimativa, a partir dos dados, de
pardmetros fisicos que representam forcas que simulam a equacdo do movimento de uma

membrana deformével, ao longo do tempo. Nessa abordagem destacamos dois proble-
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mas relevantes. O primeiro, de dificil tratamento, é a estimativa, a partir dos dados, dos
parimetros fisicos referentes 4 suavidade e continnidade da superficie. O segundo refere-se
& estimativa do modelo inicial, que deve ser préximo ao objeto a ser modelado. Isto requer
um processamento preliminar dos dados, para registrar o conjunto de imagens, e estimar a

forma do modelo inicial.

Como j4 mencionamos, o algoritmo proposto pode ser baseado em informacgdes
geométricas extraidas diretamente dos dados, tem a vantagem, sobre os métodos de ajuste
global, de n&o exigir nenhum conhecimento prévio da forma geométrica ou topolégica do
objeto a ser reconstruido. O ajuste da forma inicial aos dados ¢ feito através das deformacdes
e das cirurgias topoldgicas necessdrias, que s8o baseadas apenas nas informacdes obtidas
localmente na imagem dada, durante o processo de crescimento. Além disso, podemos
destacar a simplicidade do nosso algoritmo como uma de suas vantagens sobre os métodos

de ajuste global.

Abordagem discreta. Os métodos de deformacio discreta, como o métado proposto e
o apresentado por Chen e Medione [15], usam as informagtes locais dos dados para ajustar

a superficie de um modelo inicial aos dados amostrados.

Destacaremos a seguir os ganhos gualitativos do nosso trabalho comparativamente

com o modelo do baldo infldvel, criado por Chen e Medione [15].

O modelo do baldo inflivel pode gerar malhas com auto-intersegio, devido ao ajuste
local. Evitamos este problema através da triangulagio na imagem de profundidade, induzida
pela projegdo da malha triangulada nessa imagem, durante o refinamento, em cada iteracio,
evitando-se, assim, a correspondéncia indevida entre os novos vértices da malha refinada e

os pontos dados na imagem de profundidade.

A nossa estratégia de crescimento radial permite ao algoritmo um melhor aproveita-
mento das informagbes contidas em uma imagem, uma vez que todos os pontos amostrados
em uma imagem $ao atingidos pelas dire¢des radiais, o que nio ocorre com o crescimento
na diregao normal a cada vértice, estratégia de crecimento usada por Chen e Medione no

seu modelo, conforme exposto na Secdo 3.3.2.

Chen e Medioni {15] refinam a malha usando o critério de subdivisdo da maior

aresta de cada trifingulo, quando a sua drea exceder um limiar determinado a partir da
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estimativa da curvatura do objeto a ser modelado, independentemente de sua associagio
aos dados. Na malha triangulada obtida pele nosso método, a criagdo de cada vértice
durante o refinamento da malha depende, além do critério de ajuste & superficie que define
o comprimento maximo permitido 4 aresta em cada angulo sélido, da existéncia de um
ponto na imagem de profundidade que serd associado ao novo vértice, evitando-se desta

forma a insercdo de vértices ficticios.

Os modelos reconstruidos por Chen e Medione sao dependentes da topologia da
forma inicial (homeomorfos & esfera). Mostramos na Se¢io 4.3.3 que o nosso algorimo pode
se adaptar a topologia do objeto durante o processamento, de acordo com as informagoes

obtidas localmente na imagem dada.

Tanto o nossc método quanto o de Chen e Medioni sio técnicas que usam a estratégia
de crescimento por frentes (dngulo sélido de crescimento) e, como ja foi observado por eles,
esta estratégia de crescimento € paralelizavel, j4 que o desenvolvimento em cada frente é

independente das demais.
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Capitulo 6

Comentarios Finais

| Apresentamos neste trabalho um novo algoritmo de reconstru¢ao de uma malha tri-
angulada 3D fechada, a partir de uma imagem de profundidade nao registrada. O algoritmo

baseia-se nas técnicas de modelos discretos deforméveis [15].

O nosso algoritmo gera, iterativamente, a partir de malha inicial triangulada fecha-
da. geometricamente simples, uma sequéncia de malhas que converge para os dados amostra-
dos. Durante o processamento, essas malhas sdo ajustadas as caracteristicas geométricas
da superficie automaticamente, de uma forma robusta, empregando a técnica da triangu-
lacio no dominio da malha. Essa técnica permite estabelecer de uma forma eficiente a
correspondéncia entre os dados e os vértices da malha reconstruida, sem necessitar de uma

estimativa inicial da geometria do objeto.

No Capitulo 4 apresentamos o modelo do fluxo radial e fizemos uma andlise do
método proposto, formalizando os pontos mais relevantes relacionados com 3 convergéncia

da malha, & precisao, e & topologia do objeto a ser reconstruideo. Mostramos que:

e O critério de crescimento nas diregdes radiais, sem ultrapassar a irnagem, permite o
ajuste perfeito da malha aos dados, quando a distancia de qualquer ponto dado ao

modelo tende ao valor da tolerincia dada;

o Diferentemente dos trabalhos existentes, o nosso critério de controle da precisao de
ajuste local, usando um parimetro de tolerincia, permite um controle global no
erro de reconstrucdo. Portanto, de acordo com a tolerdncia dada, o algoritmo pode

adaptar automaticamente o comprimento mdximo permitido a cada aresta da malha,
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em cada estagio de crescimento, permitindo a adaptagio do modelo & geometria dos
dados;

e Através dos pontos criticos (pontos extremos e pontos de sela) estimados em uma
imagem de profundidade, podemos estimar ¢ limite inferior do género da superficie a
ser reconstruida, eliminando, assim, a restricio dos modelos deformaveis 3 topologia

do modelo inicial.

Os experimentos realizados com imanens sintéticas permitiram uma avaliagio do
modelo proposto, no que se refere as idéias demonstradas no Capitulo 4. De acordo com
essas avaliacOes e as comparacOes feitas com as técnicas conhecidas (Segdo 5.5), o nosso
trabalho trouxe melhoramentos com relagio aos modelos de reconstru¢do 3D. Podemos

sintetizar as principais caracteristicas do modelo proposto como segue:

1. Caracteristicas positivas

e E simples.

Gera malhas adaptativas 4 geometria dos dados.

N&o tem problemas com o ajuste de buracos na reconstrucio.

Permite a reconstrugio de objetos amostrados em imagens de profundidade,

independente de sua geometria e/ou topologia.

Evita auto-intersecdes na malha reconstruida.

Utiliza todas as informagdes dadas em uma hmagem de profundidade.

Permite que a precisiio pontual da reconstrugdo seja avaliada a partir de um

pardmetro de tolerncia global.
2. Caracteristicas negativas

e O tratamento de ruidos “negativos” nio é robusto, ou seja, pontos associados a
faces ndo convexas onde a forga de tensdo dos vizinhos n#o é aplicivel, podendo

gerar caracteristicas geométricas inexistentes na superficie reconstruida.

¢ Tempo de processamento muito longo, quando a imagem amostrada apresenta
regioes com grandes curvaturas. Nestes casos, com o refinamento da malha,

durante o processo de crescimento, o passo de crescimento se torna préximo do
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limiar, devido a forga de tensdo gerada pelos pontos ja ancorados, fazendo com

que a velocidade de crescimento decresca a cada estégio.
Como continuidade deste trabalho propomos:

s Melhororamentos na implementagio corrente.

— Na Segao 5.4 relatamos alguns problemas com a implementacio do algoritmo.
A superagéo desses problemas pode ser obtida com a implementacio de fun¢des

que comtemplem os problemas ali mencionados.

— A malha gerada pelo nosso algoritmo depende das caracteristicas geométricas e
da tolerancia de erro. A velocidade de deslocamento de cada vértice é varidvel
em cada iteragao de crescimento. O resultado obtido, geralmente é uma malha
nao uniforme. Uma uniformizacdo da triangulagio da mesma pode ser obtida

por wmn algeritmo de pds-processamento,
» O estudo da complexidade do algoritmo.
— Na andlise do algoritmo realizada na Secao 4.3 ndo estudamos a complexidade
do algoritmo proposto. Esse estudo viria completar esta andlise.
Propomos, também, os seguintes problemas em aberto:
» Implementar as funcionalidades do algoritmo proposto referentes a consisténcia topoldgica,
as qualis podem ser separadas em dois médulos:

— Automatizar a determinacio da origem do dngulo sélido inicial de crescimento

radial, quando o objeto a ser modelado nio é homeomorfo 3 esfera;
— Implementar as cirurgias topolégicas sugerida no texto.
¢ Desenvolver um mecanismo que integre dinamicamente outras imagens de profundi-

dade, permitindo a adaptacao incremental. Um possivel tratamento seria seguir as

idéias desenvolvidas por Curless e Levoy [20].
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